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MODÜLER UZAYLARDA İSTATİSTİKSEL A-TOPLAM SÜRECİ VE 

KOROVKIN TEOREMİ 

ÖZET 

Bu doktora tezinde ilk olarak tez içerisinde kullanılacak olan bazı önemli tanımlar ve 

teoremler tanıtılmıştır. Bulgular bölümünün birinci kısmında tek indisli diziler için 

B istatistiksel  toplam süreci yardımıyla Korovkin tipi yaklaşım teoremleri 

modüler uzaylar üzerinde çalışılmış ve bu yeni yaklaşım teoremini sağlayan bir örnek 

verilmiştir. Bulgular bölümünün ikinci kısmında ise, çift indisli diziler için istatistiksel 

modüler yakınsaklık kavramı verilmiş ve bu kavram yardımıyla Korovkin tipi teoremler 

elde edilmiştir. Daha sonra bu teoremin koşulunu sağlayan fakat çift indisli diziler için 

modüler Korovkin tipi teoremin koşullarını sağlamayan bir örnek verilmiştir. Bulgular 

bölümünün son kısmında ise, çift indisli diziler için istatistiksel  toplam süreci 

yardımıyla Korovkin tipi yaklaşım teoremleri modüler uzaylar üzerinde çalışılmış ve 

elde edilen sonuçların daha kuvvetli olduğunu gösteren bir örnek verilmiştir.  

 

Anahtar Kelimeler: İstatistiksel yakınsaklık, pozitif lineer operatör, Korovkin tipi 

yaklaşım teoremi, modüler uzay, çift indisli dizi, toplam süreci, modüler yakınsaklık. 
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STATISTICAL A-SUMMATION PROCESS AND KOROVKIN THEOREM ON 

MODULAR SPACES 

ABSTRACT 

In this doctoral thesis, some main definitions and theorems which were used in the 

study have been introduced primarily. In the first part of the findings section, Korovkin 

type approximation theorems have been studied with the help of B statistical 

summation process for single sequences on modular spaces and an example which 

satisfies this new approximation theorem has been given. In the second part of the 

findings section, the concept of statistical modular convergence for double sequences 

has been given and Korovkin type theorems have been obtained with this concept. 

Then, an example that provides the condition of this theorem but does not provide for 

the modular Korovkin type theorem for double sequences has been given. In the last 

part of the findings, Korovkin type approximation theorems with the help of the 

statistical summation process for double sequences have been studied on modular 

spaces and an example showing that the results obtained have been stronger. 

 

Key Words: Statistical convergence, positive linear operator, Korovkin type 

approximation theorem, modular space, double sequence, summation process, modular 

convergence. 
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR LİSTESİ 

 

  : Doğal sayılar kümesi 

  : Reel sayılar kümesi 

   : Boş küme 

   : Yoğunluk fonksiyonu 

   : Çift indisli yoğunluk fonksiyonu 

B   : B Yoğunluk fonksiyonu 

   : Modüler fonksiyonu 

A   : A  kümesinin karakteristik fonksiyonu 

c   : Yakınsak diziler uzayı 

S   : Tüm diziler uzayı 

st   : İstatistiksel yakınsak diziler uzayı 

   : Reel terimli çift indisli diziler uzayı 

2st   : İstatistiksel yakınsak çift indisli diziler uzayı 

A   : A  kümesinin eleman sayısı 

. .h h   : Hemen her yerde 

 ,I a b  : Lebesgue ölçülebilir, reel sayıların sınırlı alt aralığı 

 X I   : I  üzerinde tanımlı, . .h h  eşitliğini sağlayan, reel değerli ölçülebilir 

fonksiyonların uzayı 

 C I
  : I  üzerinde her mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonların uzayı 
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1. GİRİŞ 

Klasik yaklaşım teorisi,  ,a b  aralığı üzerinde sürekli her fonksiyona bir 

polinom fonksiyonu ile istenildiği kadar düzgün yaklaşılabilmesi üzerine dayanan, 

Weierstrass (1885) teoreminin ispatı ile başlamıştır. Bundan sonra P. P. Korovkin 

(1953) yalnızca   r

re x x , 0,1,2r   test fonksiyonlarının düzgün yakınsaklığını kabul 

ederek,  kL  pozitif lineer operatörlerinin dizisinin bir f  fonksiyonuna düzgün 

yakınsaması için gerek ve yeter koşulları ele almıştır. Böylece yaklaşım teorisinde 

önemli rol oynayan Korovkin tipi yaklaşım teorisi ortaya çıkmıştır. Daha sonra birçok 

araştırmacı farklı uzaylar üzerinde tanımlı çeşitli operatörler için bu koşulları 

araştırmıştır. Klasik Korovkin tipi teoremde yakınsaklığın olmadığı durumlarda, 

yakınsaklık kaybını gidermek için matris toplanabilme metotlarının kullanılması 

etkilidir (Swetits,1979). 1981 yılında Nishishiraho (1981; 1983) kompakt bir Hausdorff 

uzayı üzerinde  toplam süreci kavramını tanımlayarak daha genel sonuçlar elde 

etmiştir. Daha sonra toplam süreci yardımıyla farklı uzaylarda Korovkin tipi teoremler 

çalışılmıştır (Atlıhan ve Orhan, 2008; Karakuş ve Demirci, 2011, 2012). 2007 yılında 

ise Korovkin tipi yaklaşım teoremleri Bardaro ve Mantellini tarafından pL  uzayları, 

Orlicz ve Musielak-Orlicz uzaylarını içeren modüler uzaylar üzerinde çalışılmıştır. Bu 

uzaylar detaylı olarak Musielak (1983) ve Kozlowski (1988) tarafından incelenmiştir.  

Toplanabilme Teorisi, Fourier Serileri, Fonksiyonel Analiz ve Yaklaşım 

Teorisi’de önemli bir yer tutan istatistiksel yakınsaklık kavramı ilk kez 1949 yılında 

Polonya’da yapılan bir konferansta Steinhaus tarafından tanıtılmış ve daha sonra 1951 

yılında Fast tarafından geliştirilmiştir. İstatistiksel yakınsak diziler uzayının bazı 

topolojik özelliklerinin incelemesi ilk defa Šalát (1980) tarafından, daha sonra ise 

Connor (1985) tarafından ele alınmıştır. Ayrıca istatistiksel yakınsaklık ölçü teorisi ve 

sayılar teorisi ile de ilgilidir. Bu ilişki Freedman ve Sember (1981) ve Connor (1990) 

tarafından çalışılmıştır. İstatistiksel yakınsaklık tanımı kullanılarak Korovkin tipi 

yaklaşım teorisi için daha güçlü sonuçlar elde edilmiştir (Gadjiev ve Orhan, 2002; 

Duman ve ark., 2003). Pozitif lineer operatörlerin istatistiksel yaklaşımı ise modüler 

uzaylar üzerinde Karakuş, Demirci ve Duman (2010)  tarafından ele alınarak daha önce 

elde edilen sonuçlardan kuvvetli olan istatistiksel Korovkin tipi yaklaşım teoremleri 

verilmiştir.  

 Bu doktora tezinde ilk olarak tek indisli diziler için  toplam süreci tanımı 
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verilerek bu kavram yardımıyla B istatistiksel Korovkin tipi yaklaşım teoremleri 

modüler uzaylar üzerinde çalışılacaktır ve bu teoremin koşullarını sağlayan bir örnek 

verilecektir. Daha sonra çift indisli diziler için istatistiksel yakınsaklık kullanılarak 

Korovkin tipi yaklaşım teoremleri modüler uzaylarda elde edilecek ve elde edilen 

sonuçların daha kuvvetli olduğunu gösteren bir örnek verilecektir. Son olarak, çift 

indisli diziler için istatistiksel  toplam süreci yardımıyla Korovkin tipi yaklaşım 

teoremleri modüler uzaylar üzerinde çalışılacak ve elde edilen sonuçların daha kuvvetli 

olduğunu gösteren bir örnek verilecektir.  
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2. GENEL BİLGİLER 

Bu bölümde tez içerisinde yararlanılacak olan bazı önemli tanımlar ve teoremler 

tanıtılacaktır. 

Öncelikle bazı fonksiyon uzayları tanıtılsın: 

  ,B a b  (  B I ,  ,I a b ),  ,a b  aralığı üzerinde sınırlı tüm fonksiyonların 

uzayıdır ve  
 

 
,

sup
B

x a b

f f x


  normu ile birlikte bir Banach uzayıdır.  

  ,C a b  (  C I ,  ,I a b ),  ,a b  aralığında tanımlı, reel değerli ve aralığın tüm 

noktalarında sürekli fonksiyonların uzayıdır. a , b  uç noktalarında bu uzayın elemanları 

sağdan ve soldan sürekli fonksiyonlardır.  ,f C a b  için 
 

 
,

sup
x a b

f f x




  alışılmış 

supremum normu ile birlikte  ,C a b  bir Banach uzayıdır.   

  ,pL a b  (  pL I ,  ,I a b ),  ,a b  aralığı üzerinde reel değerli p -inci 

mertebeden mutlak integrallenebilen fonksiyonların uzayıdır ve  

1/ p
b

p

p

a

f f x dx
 

  
 
  

normu ile birlikte bir Banach uzayıdır. 

 Şimdi de sırasıyla operatör, lineer operatör ve lineer operatörler kümesi içinde 

önemli bir sınıf olan pozitif lineer operatör kavramları verilsin. 

2.1. Tanım: X  ve Y  sırasıyla A  ve B  ( ,  A B   ) üzerinde tanımlı reel değerli 

fonksiyonların uzayı olsunlar. Eğer X ‘den alınmış herhangi bir f  fonksiyonuna Y ‘de 

bir ve yalnız bir g  fonksiyonu karşılık getiren bir L  kuralı varsa X  uzayında bir 

operatör tanımlanmıştır denir ve L  operatörünün x B  noktasındaki değeri 

   ;L f x g x  şeklinde gösterilir.   

 X  uzayına L  operatörünün tanım kümesi denir ve  =X D L  ile gösterilir. 

Ayrıca         : ; ,R L g L f x g x f D L    kümesine de L  operatörünün değer 

kümesi denir.  R L Y  dir.  

 Burada X  uzayı lineer uzayı olduğunda lineer operatörün tanımı verilebilir.  
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2.2. Tanım: 
1f  ve 

2f , X  uzayında herhangi iki fonksiyon, x B  ve her ,    için 

L  operatörü,  

     1 2 1 2+ ; ; ;L f f x L f x L f x      

koşulunu sağlıyorsa L  operatörüne lineer operatör denir.  Tanımdan da görülebileceği 

gibi L  lineer operatörü için  0; 0L x   olur.  

2.3. Tanım:   +  : 0,  X f X f t t A    ,   +  : 0,  Y g Y g x x B     olsun. X  

uzayında tanımlanmış bir L  lineer operatörü +X  kümesindeki herhangi bir f  

fonksiyonunu pozitif fonksiyona dönüştürüyor ise L  operatörüne pozitif lineer operatör 

denir.  

Örneğin,    0,1 0,1kS C B   ve  0,1f C  olmak üzere 

 
 

0

;
!

n

kx

k

n

kxn
S f x e f

k n






 
  

 
  ,    0 1x                                                                (2.1) 

ile tanımlanan Szasz operatörü 
 

0
!

n
kx

n
  ve 0kxe    olduğundan bir pozitif lineer 

operatördür (Szasz, 1950). 

 L  pozitif lineer operatörü için + +LX Y  sağlanır. Yani   0f x   olduğunda 

  0L f x   olur. Ayrıca pozitif lineer operatörler monotondur. Yani,    f x g x  

olduğunda    L f x L g x    dır. 

2.1. Klasik Korovkin Teoremi 

Aşağıda birçok araştırmaya konu olmuş ve yaklaşım teorisinde önemli bir yeri 

olan Korovkin tipi teorem verilmiştir.   

2.1.1. Teorem: Eğer    : , ,kL C a b B a b  pozitif lineer operatörler dizisi 0,  1,  2r    

için   r

re x x  olmak üzere 

lim 0k r r Bk
L e e   
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koşulları sağlanıyorsa herhangi bir  ,f C a b  için  

lim 0k Bk
L f f   

dır (Korovkin, 1960). 

 (2.1) deki Szasz operatörü için    0 0kS e x e x  ,    1 1kS e x e x   ve 

   
 1

2 2,k

e x
S e x e x

k
   olduğundan 2.1.1. Teorem’in koşulları sağlandığından her 

 0,1f C  için lim 0k Bk
S f f   gerçeklenir. 

2.2. Tek İndisli Diziler İçin İstatistiksel Yakınsaklık ve Korovkin Tipi 

Teorem 

 doğal sayılar kümesinin bir alt kümesi A  ve nA :=  : k n k A   olsun. nA  

kümesinin eleman sayısı nA  ile gösterilsin.  

2.2.1. Tanım:   doğal sayılar kümesinin bir A   alt kümesi için lim
l

l

A

l
  limiti mevcut 

ise, bu limit değerine A  kümesinin yoğunluğu (veya doğal yoğunluğu) denir ve  A  

ile gösterilir (Niven ve Zuckerman, 1980). 

  ka  pozitif tamsayıların artan bir dizisi ve A= :ka k   olmak üzere 

yoğunluk mevcut ise   lim
k

k

k
A

a
   dir (Niven ve Zuckerman, 1980). 

Örneğin;   =1,   2 : 0k k   ,      
1

2 : 2 1:
2

k k k k        ve 

doğal sayıların her bir sonlu alt kümesinin de sıfır yoğunluklu olduğu yoğunluk 

tanımından kolaylıkla görülebilir. Ayrıca yoğunluğa sahip bir A  kümesi için 

    \ 1A A     dir.  

2.2.2. Tanım:  kx x  reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer her     için   

  : 0kk x L       
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olacak şekilde bir L  sayısı varsa, bu durumda x  dizisi L  sayısına istatistiksel 

yakınsaktır denir ve bu durum lim k
k

st x L   şeklinde gösterilir (Steinhaus, 1949; Fast, 

1951).  

 Bir x  dizisinin L  sayısına istatistiksel yakınsak olması durumunda L  sayısının 

herhangi bir   komşuluğunda dizinin sonsuz çoklukta terimi bulunurken, bu 

komşuluğun dışında ise, indis kümesinin yoğunluğu sıfır olmak koşuluyla yine diziye 

ait sonsuz çoklukta terim bulunabileceği istatistiksel yakınsaklık tanımından kolaylıkla 

görülebilir. Bu durum, istatistiksel yakınsaklığın bilinen anlamdaki yakınsaklıktan daha 

genel olduğunu göstermektedir. O halde yakınsak diziler uzayını c  ile ve istatistiksel 

yakınsak diziler uzayını st  ile gösterecek olursak, c st   dir. Yani, istatistiksel 

yakınsaklık bilinen anlamdaki yakınsaklıktan daha kuvvetlidir.  

 Aşağıda bir dizinin istatistiksel yakınsak olmasını karakterize eden teorem 

verilmiştir. 

2.2.3. Teorem:  kx x  dizisinin bir L  sayısına istatistiksel yakınsak olması için gerek 

ve yeter koşul   : 1nk n    ve lim
nk

n
x L  olacak şekilde en az bir  

nkx  yakınsak 

alt dizisi vardır (Fridy, 1985).   

2.2.4. Örnek:  kx x  dizisinin genel terimi  

2

2

,
 1,2,3,...

1,
k

k m
x m

k m

   
   

 
 

olsun.  2 :K k k   denirse   0K  ,    \ 1K   olup 

   1,1,... 1
nkx    , (   \ ,  nk K n   ) 

olduğundan  lim 1k
k

st x   bulunur. 

2.2.5. Örnek:  kx x                                   

2

2

,
 1,2,3,...

0,
k

k k m
x m

k m

   
   

 
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dizisi için  lim 0k
k

st x   olduğu görülür.   

 Örneklerden de görülebileceği gibi bu diziler sınırlı ıraksak ve sınırsız ıraksak 

olmalarına rağmen istatistiksel yakınsaktırlar.  

 Bir x  dizisinin bir L  sayısına yakınsayan alt dizisi varsa L sayısı x  dizisinin 

alışılmış limit noktasıdır. Bir alt dizisinin yoğunluğu göz önüne alınarak istatistiksel 

limit noktası tanımı Fridy (1993) tarafından verilmiştir. 

2.2.6. Tanım: Reel terimli bir x  dizisinin bir L  sayısına yakınsayan ince olmayan alt 

dizisi varsa (alt dizinin indis kümesinin yoğunluğu sıfırdan büyük veya yoğunluğa sahip 

değil), L  sayısına x  dizisinin bir istatistiksel limit noktasıdır denir (Fridy, 1993).  

 Bir x  dizisinin alışılmış limit noktalarının cümlesi Lx  ile istatistiksel limit 

noktalarının cümlesi ise x  ile gösterilir. 2.2.4. Örnek’de tanımlanan x  dizisi için 

 L 1, 2x   ve  1x   dır. 

Herhangi bir x  dizisi için Lx x   olduğu açıktır. 

2.2.7. Tanım: Her 0   için  : kk x L     cümlesi sıfır yoğunluğa sahip 

değilse L  sayısına x  dizisinin bir istatistiksel değme noktası denir (Fridy, 1993). 

 Bir x  dizisinin istatistiksel değme noktalarının cümlesi x  ile gösterilir. 

Herhangi bir  x  dizisi için Lx x   olduğu açıktır. Ayrıca, herhangi bir x  dizisi için 

x x    fakat, x  ve x  cümleleri eşit değildir (Fridy, 1993). 

 Şimdi reel terimli bir  kx x  dizisi için  

   : : : 0x kB b k x b    , 

   : : : 0x kC a k x a    , 

olmak üzere istatistiksel üst limit ve alt limit kavramları verilsin. Burada   0K   

olması   0K   veya K  kümesi yoğunluğa sahip değil, anlamında alınacaktır. 
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2.2.8. Tanım: Bir  kx x  dizisinin istatistiksel üst limiti  

sup ,  
limsup :

    ,  

x x

k
k x

B B
st x

B

 
  

 
 

ile verilir (Fridy ve Orhan, 1997). 

 Benzer şekilde bir  kx x  dizisinin istatistiksel alt limiti 

inf ,  
liminf :

    ,  

x x

k
k

x

C C
st x

C

 
  

 
 

ile verilir (Fridy ve Orhan, 1997). 

 limsup k
k

st x , x  dizisinin en büyük istatistiksel değme noktası, liminf k
k

st x , 

x  dizisinin en küçük istatistiksel değme noktasıdır (Fridy ve Orhan, 1997). 

 Alışılmış üst limit ve alt limit kavramlarında olduğu gibi, reel terimli  kx x  

dizisi için 

liminf limsupk k
k k

st x st x    

olduğu kanıtlanmıştır. Ayrıca 

liminf liminf limsup limsupk k k k
k k k k

x st x st x x     . 

Şimdi istatistiksel Korovkin tipi teorem verilsin. 

2.2.9. Teorem: Eğer    : , ,kL C a b B a b  pozitif lineer operatörler dizisi ve 

0,  1,  2r   için   r

re x x  olmak üzere 

lim 0k r r Bk
st L e e    

koşulları sağlanıyorsa herhangi bir  ,f C a b  için  

lim 0k Bk
st L f f    
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dır (Gadjiev ve Orhan, 2002). 

2.3. Toplanabilme Teorisi 

 Şimdi toplanabilme teorisiyle ilgili bazı temel tanım ve teoremler verilsin. 

2.3.1. Tanım: X  ve Y , tüm diziler uzayı olan S ‘in alt kümeleri ve  lkbB  reel ya 

da kompleks terimli bir sonsuz matris olmak üzere  kx x X   ve her l  için     

 
1

lk kl
k

x b x




B  

serisi yakınsak ise   l
x xB B  dönüşüm dizisi mevcuttur denir. Eğer her x X  

için xB  dönüşüm dizisi mevcut ve x YB  ise  lkbB  matrisi  X  uzayından Y  

uzayına bir matris dönüşümü tanımlar denir ve  X Y B  ile gösterilir. Eğer bir x  

dizisi için xB  dönüşüm dizisi mevcut ve bir L  sayısına yakınsak ise x  dizisi L  

sayısına B toplanabilirdir denir ve limx L B  şeklinde yazılır. Toplamı ya da 

limiti koruyan matrislerin sınıfı  X Y p   ile gösterilir. Eğer verilen bir  kx x  dizisi 

için lim k
k

x L  olduğunda  lim
ll

x LB  koşulu gerçekleniyor ise B  matrisine 

regüler matris denir. X Y c   olmak üzere regüler matrislerin sınıfı  ;c c p  ile 

gösterilir (Hardy, 1949; Boos, 2000). 

 Bir matrisin regüler olması için gerek ve yeter şartları veren Silverman-Teoplitz 

Teoremi aşağıdaki gibidir: 

2.3.2. Teorem (Silverman-Teoplitz):    ;lkb c c p  B  olması için gerek ve yeter 

koşul, 

(i)   
1

sup lk
l k

b




  B  

(ii)  Her sabit k  için lim 0lk
l

b   

(iii) 
1

lim 1lk
l

k

b




  
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olmasıdır (Hardy, 1949; Boos, 2000). 

2.3.3. Örnek: Aritmetik ortalamaya karşılık gelen  1 lkC c     

1
1

0
lk

k l
c l

d d


  

 
  

 

şeklinde tanımlanan Cesáro matrisi regülerdir. 

 Bell (1973), Stieglitz (1973) 2.3.1. Tanım’daki düşünceyi kullanarak  lkbB  

matrisi yerine  
     :
n n

kjA a   , ( n ), matris dizisini alarak aşağıdaki tanımı 

vermişlerdir. 

2.3.4. Tanım: 
     :
n n

kjA a    negatif olmayan reel terimli sonsuz matrislerin bir 

dizisi olsun.  jx x  reel sayıların dizisi ve tüm ,k n  için    

1

n n

kj jk
j

x a x




   serisi 

yakınsak ise   : : ,  
n

k
x Ax k n    çift indisli dizisine x  dizisinin dönüşümü 

denir. Eğer 

 

1

lim
n

kj j
k

j

a x L




  ( n  ye göre düzgün) 

koşulu gerçekleniyorsa, x dizisi L  değerine  toplanabilir denir (Bell 1973, Stieglitz 

1973). 

2.3.5. Tanım:  jx x  reel terimli sınırlı bir dizi olsun. 
11

lim
n k

j
k

j n

x L
k

 



  ( n  ye göre 

düzgün), koşulunu sağlayan bir L sayısı varsa, x  dizisi L  sayısına hemen hemen 

yakınsaktır denir (Lorentz 1948). 

 Eğer A  bir matris olmak üzere her n  için 
 n

A A  alınırsa, 

toplanabilme klasik matris toplanabilmeye ve I  birim matris olmak üzere her n  

için 
 n

A I  alınırsa  toplanabilme klasik yakınsamaya indirgenir. Eğer 

     n n

kjA a  matris dizisi yerine genel terimi   1
,

1

n

kja
k




  n j n k   ,  1, 2,...n   

ve 
 

0
n

kja  , diğer durumlarda ile tanımlı matris dizisi alınırsa  toplanabilme metodu 

hemen hemen yakınsaklığa indirgenir (Lorentz, 1948). 
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 Şimdi de toplam süreci tanımı verilsin. 

  jT T  pozitif lineer operatörlerin  ,C a b ‘den  ,C a b ‘e bir dizisi olsun. Eğer 

her   ,f C a b  için  jT f , f ‘ye  toplanabilir ise yani, seri her bir k , n  ve f  için 

yakınsak olmak üzere 

 
lim 0

n

kj j
k

j

a T f f



   ( n  ye göre düzgün), 

ise  jT  pozitif lineer operatörler dizisi  ,C a b  de bir  toplam sürecidir denir 

(Nishishiraho, 1983). 

2.4. Tek İndisli Diziler İçin B İstatistiksel Yakınsaklık ve Korovkin Tipi 

Teorem 

 Freedman ve Sember 1981 yılında aşağıdaki düşünceyi kullanarak istatistiksel 

yakınsaklık tanımındaki Cesáro matrisi yerine negatif olmayan regüler bir  lkbB  

sonsuz matrisini alarak istatistiksel yakınsaklığı B istatistiksel yakınsaklığa 

genişletmişlerdir. 

           Bir  kx x  dizisinin L  sayısına istatistiksel yakınsak olması demek her 0   

için  
1

lim 0k
l

k l x L
l

      olması demektir.  

 Ya da buna denk olarak    kK K k l x L        olmak üzere her 0   

için      1

1

1
lim lim 0

l

K Kll l
k

C k
l


 



   olmasıdır.  

2.4.1. Tanım:  lkbB  negatif olmayan regüler bir matris olsun. K   için 

 lim limlk K ll l
k K

b 


 B  

limiti mevcut ise bu limit değerine K  kümesinin B yoğunluğu denir ve  KB  ile 

gösterilir (Freedman ve Sember, 1981).  
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           Eğer bir K  kümesi B yoğunluğa sahip ise bu durumda 

   1K K   B B  olacaktır. Eğer K  kümesi sonlu elemanlı bir küme ise 

  0K B  olacağı açıktır. 

2.4.2. Tanım:  lkbB  negatif olmayan regüler bir matris olsun. Her 0   için 

   kK K k x L       olmak üzere 

     
1

lim lim 0lk lkK
l l

k k K

K b k b


 


 

   B  

gerçekleniyor ise bu durumda  kx x  dizisi L  sayısına B istatistiksel yakınsaktır 

denir ve limst x L B  şeklinde gösterilir (Freedman ve Sember, 1981; Kolk, 1993; 

Miller, 1995). 

           Bu tanımda eğer B  matrisi yerine I  birim matrisi alınırsa alışılmış anlamdaki 

yakınsaklık elde edilir. Yakınsak her dizi aynı limit değerine B istatistiksel 

yakınsaktır. Ayrıca, Kolk (1993)  lkbB  negatif olmayan regüler ve 

 ,limmax 0k l
l k

b   koşulunu sağlayan bir matris olmak üzere B istatistiksel 

yakınsaklığın bilinen anlamdaki yakınsaklıktan daha kuvvetli olduğunu kanıtlamıştır. 

B  matrisi yerine 1C  Cesáro matrisi alındığında ise B istatistiksel 

yakınsaklık istatistiksel yakınsaklığa indirgenir. 

           2.2.3. Teorem’in bir benzeri B istatistiksel yakınsaklık için şu şekilde 

verilebilir. 

2.4.3. Teorem: Bir  kx x  dizisinin  L  sayısına B istatistiksel yakınsak olması için 

gerek ve yeter şart     1nk n   B  ve lim
nk

n
x L  olacak şekilde en az bir  nk  

indis dizisinin var olmasıdır (Kolk, 1993; Miller, 1995). 

 Reel terimli bir  kx x  dizisi için  

   : : : 0x kD d k x d   B , 
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   : : : 0x kE c k x c   B
, 

olsun. Burada   0K B  olması   0K B  veya K  kümesi yoğunluğa sahip değil, 

anlamında alınacaktır. 

2.4.4. Tanım: Bir  kx x  dizisinin B istatistiksel üst limiti  

sup ,  
limsup :

    ,  

x x

k
k x

D D
st x

D

 
  

 
B  

ile verilir (Connor ve Kline, 1996; Demirci, 2000). 

 Benzer şekilde bir  kx x  dizisinin B istatistiksel alt limiti 

inf ,  
liminf :

    ,  

x x

k
k

x

E E
st x

E

 
  

 
B  

ile verilir (Connor ve Kline, 1996; Demirci, 2000). 

 Eğer 
1CB  Cesáro matrisi alınırsa, yukarıdaki tanımlar sırasıyla Fridy ve 

Orhan (1997) tarafından verilen istatistiksel üst limit ve istatistiksel alt limit 

kavramlarına indirgenir. 

 Alışılmış üst limit ve alt limit kavramlarında olduğu gibi,  kx x  dizisi için 

liminf limsupk k
k k

st x st x  B B
 

olduğu kanıtlanmıştır. 

 B istatistiksel yakınsaklık kavramı kullanılarak aşağıdaki Korovkin tipi 

teorem verilmiştir. 

2.4.5. Teorem:  lkbB  negatif olmayan regüler bir matris olsun. Eğer 

   , ,kL C a b B a b   pozitif lineer operatörler dizisi ve 0,  1,  2r   için   r

re x x  

olmak üzere 

lim 0k r r Bk
st L e e  B  
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koşullarını sağlıyor ise her  ,f C a b  için  

lim 0k Bk
st L f f  B  

olur (Duman, Khan ve Orhan, 2003).  

2.5. Çift İndisli Diziler için İstatistiksel Korovkin Teoremi 

İki değişkenli çift indisli fonksiyon dizileri için istatistiksel Korovkin tipi 

yaklaşım teoremi Dirik ve Demirci (2010) tarafından verilmiştir. Bu teoremden önce 

çift indisli dizi tanımı ve bazı özellikleri verilsin. 

2.5.1. Tanım:  doğal sayılar kümesi ve  reel sayılar kümesi olmak üzere 

    ,

:

    , , k l

f

k l f k l x

 

 
 

şeklinde tanımlanan f  fonksiyonuna reel terimli çift indisli dizi denir. Reel terimli 

bütün çift indisli dizilerin cümlesi   ile gösterilip 

  , ,:  her ,  için k l k lx x k l x     şeklindedir. Bu cümle her ,x y  ve her 

,    için  , ,k l k lx y x y       işlemi ile bir lineer uzaydır.  

2.5.2. Tanım: Bir  ,k lx x  reel terimli çift indisli dizisi verilsin. Tüm   2,k l   için 

,k lx M  olacak şekilde 0M   sayısı varsa x  dizisine sınırlıdır denir (Pringsheim, 

1900). 

2.5.3. Tanım:  ,k lx x  reel terimli bir çift indisli dizi olsun. Eğer her 0   için her 

 ,k l N   olduğunda ,k lx L    olacak şekilde bir   0N    sayısı varsa  ,k lx x  

dizisi L  sayısına Pringsheim anlamında yakınsak, kısaca Pyakınsak denir ve 

,
,

lim k l
k l

P x L   şeklinde gösterilir (Pringsheim, 1900). 

2.5.4. Örnek:  ,k lx x  çift indisli dizisinin genel terimi 

,

 ,  1

 ,  1

0 ,  . .

k l

l k

x k l

d d




 


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olsun. x  çift indisli dizisi her ,k l  için ,k lx M  olacak şekilde 0M   sayısı 

bulunamadığından sınırlı değildir. Buna rağmen ,
,

lim 0k l
k l

P x   dır.  

 Bilindiği gibi tek indisli bir dizi yakınsak ise sınırlıdır, ancak yukarıdaki 

örnekten de görülebileceği gibi Pyakınsak çift indisli dizilerin sınırlı olması 

gerekmez.  

2.5.5. Teorem: Bir çift indisli dizinin Pringsheim limiti tektir (Pringsheim, 1900). 

2.5.6. Teorem:    , ,,  k l k lx x y y    ve   olmak üzere ,
,

lim k l
k l

P x a   ve 

,
,

lim k l
k l

P y b   olsun. 

(i)  , ,
,

lim k l k l
k l

P x y a b    ,  

(ii) ,
,

lim k l
k l

P x a   , 

(iii)  , ,
,

lim k l k l
k l

P x y a b    , 

(iv) 0b   ise 
,

,

1 1
lim

k l
k l

P
y b

 
   

 

 ve 
,

,
,

lim
k l

k l
k l

x a
P

y b

 
   

 

, 

gerçeklenir (Pringsheim, 1900). 

2.5.7. Tanım:  ,k lx x  çift indisli dizisi verilsin. 

  , ,
, ,1

liminf sup infk l k l
k l k l mm

P x x


   ifadesine  ,k lx  çift indisli dizisinin alt limiti, 

 , ,
1, ,

limsup inf supk l k l
mk l k l m

P x x
 

 
   

 
 ifadesine  ,k lx  çift indisli dizisinin üst limiti 

denir.  

Başka bir ifade ile dizinin alt dizilerinin limitlerinin en küçüğüne dizinin alt 

limiti, en büyüğüne ise dizinin üst limiti denir (Pringsheim, 1900). 

 Volkov 1957 yılında pozitif lineer operatörlerin çift indisli dizisi için Korovkin 

teoremi ispatlamıştır.  

  0 , 1f x y  ,  1 ,f x y x ,  2 ,f x y y ,   2 2

3 ,f x y x y   olmak üzere 

2D   kompakt alt kümesi verilsin. 

2.5.8. Teorem: Eğer    , :k lL C D B D  pozitif lineer operatörler dizisi için 
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,
,

lim 0k l r r Bk l
P L f f    ( 0,  1,  2,  3r  ), 

koşulları sağlanıyorsa herhangi bir  f C D  fonksiyonu için  

,
,

lim 0k l Bk l
P L f f    

dır (Volkov, 1957).  

 
2E   pozitif tamsayıların iki boyutlu bir alt kümesi, ,i jE  ile 

  , : ,  k l E k i l j    kümesi ve ,i jE  kümesinin eleman sayısı ,i jE  ile verilsin. E  

kümesinin çift indisli yoğunluğu  2 ,
,

1
: lim i j

i j
E P E

ij
    dır. 

2.5.9. Tanım:  ,k lx x  çift indisli dizisi verilsin. Eğer, her 0   için 

    , ,: : ,  :i j k lE E k i l j x L        

kümesi sıfır yoğunluğa sahip ise x  dizisi L  sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve 

2 ,
,

lim k l
k l

st x L   ile gösterilir (Moricz, 2003). 

 Bir Pyakınsak çift indisli dizi istatistiksel yakınsaktır ancak tersi doğru 

değildir. Ayrıca, istatistiksel yakınsak bir çift indisli dizi sınırlı olmak zorunda değildir. 

Örneğin genel terimi, 

,

,  ,  tam kare,

1,     d.d.
k l

kl k l
x


 


 

olan  ,k lx x  çift indisli dizisi göz önüne alınsın. Her 0   için 

  ,, : 1k lk l x k l    olduğundan 2 ,
,

lim 1k l
k l

st x   olduğu kolaylıkla görülebilir. 

Bununla beraber x  dizisi ne Pyakınsak ne de sınırlıdır. 

 Ayrıca bir çift indisli  ,k lx x  dizisinin L  değerine yakınsak olması Moricz 

(2003) tarafından aşağıdaki şekilde karakterize edilmiştir: 

2 ,
,

lim k l
k l

st x L   olması için gerek ve yeter koşul 
 

,
,  ve ,  

lim k l
k l k l E

P x L
 

   ve  2 1E 

olacak şekilde 
2E   olmasıdır. 
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 Çift indisli diziler için istatistiksel üst limit ve alt limit kavramları Çakan ve 

Altay (2006) tarafından tanıtılmıştır. 

 Herhangi bir reel terimli  ,k lx x  çift indisli dizisi için  

   2 ,: : , : 0x k lG e k l x e    , 

   2 ,: : , : 0x k lF d k l x d    , 

olsun. Burada  2 0K   olması  2 0K   veya K  kümesi çift yoğunluğa sahip değil, 

anlamında alınacaktır. 

2.5.10. Tanım: Bir  ,k lx x  çift indisli dizisinin istatistiksel üst limiti  

2 ,
,

sup ,  
limsup :

    ,  

x x

k l
k l x

G G
st x

G

 
  

 
 

ile verilir (Çakan ve Altay, 2006). 

 Benzer şekilde bir  ,k lx x  çift indisli dizisinin istatistiksel alt limiti 

2 ,
,

inf ,  
liminf :

    ,  

x x

k l
k l

x

F F
st x

F

 
  

 
 

ile verilir (Çakan ve Altay, 2006). 

 Şimdi Dirik ve Demirci (2010) tarafından çalışılan iki değişkenli çift indisli 

fonksiyon dizileri için istatistiksel Korovkin tipi yaklaşım teoremi verilsin. 

2.5.11. Teorem:    , :k lL C D C D  pozitif lineer operatörler dizisi verilsin.  

Her  f C D için  

2 ,
,

lim 0k l
k l

st L f f


    

olması için gerek ve yeter şart 
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2 ,
,

lim 0k l r r
k l

st L f f


    ( 0,  1,  2,  3r  ) 

olmasıdır (Dirik ve Demirci, 2010).  

 Aşağıda toplanabilme teorisiyle alakalı bazı temel tanımlar verilmiştir. 

2.5.12. Tanım:  , , ,k l i jbB  negatif olmayan reel dört boyutlu sonsuz matris olsun. 

Verilen bir çift indisli  ,i jx x  dizisi için  x ‘in   ,
:

k l
x xB B  ile ifade edilen   

B dönüşüm dizisi, her ,k l  için 
  2

, , , ,

,

k l i j i j

i j

b x


  serisi Pringsheim anlamında 

yakınsak olmak üzere 

 
  2

, , , ,,
,

k l i j i jk l
i j

x b x


 B  

ile verilir. Eğer,  x ‘in B dönüşümü mevcut ve Pringsheim anlamında yakınsak ise, 

yani 

, , , , ,
,

1 1

lim
p q

k l i j i j k l
p q

i j

P b x y
 

   ve ,
,

lim k l
k l

P y L   

ise x  dizisi L ‘ye B toplanabilirdir denir (Robison, 1926; Moricz ve Rhoades, 1988). 

2.5.13. Tanım: 
     , ,

, , ,:
m n m n

k l i jA a   , ( ,m n ) negatif olmayan reel terimli sonsuz  

matrislerin bir çift indisli dizisi olsun.  ,i jx x  reel sayıların çift indisli dizisi için  

 

  2

,

, , , ,
,

,

lim
m n

k l i j i j
k l

i j

P a x L


   ( ,m n  ye göre düzgün) 

ise  ,i jx x  L ‘ye  toplanabilirdir denir (Karakuş ve Demirci, 2011). 

 Eğer A  bir dört boyutlu matris olmak üzere 
 ,m n

A A  alınırsa, 

toplanabilme çift indisli diziler için klasik matris toplanabilmeye indirgenir. 

2.6. Modüler Uzaylar ve Korovkin Tipi Yaklaşım Teoremi 

 Klasik Korovkin tipi teorem 2007 yılında Bardaro ve Mantellini tarafından 

modüler uzaylar üzerinde genişletilmiştir. Bu uzaylar ve bazı özellikleri aşağıdaki 

gibidir. 
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2.6.1. Tanım: Herhangi bir    : 0,X I    fonksiyoneli 

(i)   0 0 . .f f h h    , 

(ii) Her  f X I  için    f f   , 

(iii) Her  ,f g X I  ve 1    özellikli herhangi , 0    için 

     f g f g       , 

koşullarını sağlıyorsa  ‘ya  X I  üzerinde bir modüler denir. Eğer her  ,f g X I  ve 

1    özellikli herhangi , 0    için  

     f g N Nf N Ng       , 

olacak şekilde 1N   sabiti varsa  ‘ya N quasi konveks modüler denir. Özel olarak 

1N   alınırsa  ‘ya konveks modüler denir. Her  f X I  ve  0,1a  için 

   af Na Nf   

olacak şekilde 1N   sabiti varsa  ‘ya N quasi yarı konveks modüler denir. Buradan  

her N quasi konveks modülerin, N quasi yarı konveks modüler olduğu kolaylıkla 

görülebilir. 

 Şimdi   modüleri ile verilen  X I  uzayının bazı alt vektör uzayları göz önüne 

alınsın. 

      
0

: : lim 0L I f X I f


 


    , 

      : :  her >0 için E I f L I f       . 

Burada  L I
‘ya   modüleri ile oluşturulan modüler uzay ve  E I

 ya da  L I
‘ın 

sonlu elemanlarının uzayı denir. Eğer  , N quasi yarı konveks modüler ise 

      : bazı >0 için L I f X I f       . 

2.6.2. Örnek:   , .X I  bir normlu uzay olsun. .  norm fonksiyonu bir modülerdir.  
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2.6.3. Örnek:  ,I a b  olmak üzere 1 p    için  pL I  uzayı konveks modüler 

uzaydır.  

 Şimdi modüler uzaylardaki bazı yakınsaklık türleri verilsin. 

2.6.4. Tanım:  kf  terimleri  L I
‘da olan bir fonksiyon dizisi ve  f L I  olsun. 

Bazı 0 0   için  

  0lim 0k
k

f f     

oluyorsa  kf  dizisi f  fonksiyonuna modüler yakınsaktır denir. 

2.6.5. Tanım:  kf  terimleri  L I
‘da olan bir fonksiyon dizisi ve  f L I  olsun. 

Her 0   için  

  lim 0k
k

f f     

oluyorsa  kf  dizisi f  fonksiyonuna F-norm (kuvvetli) yakınsaktır denir. 

2.6.6. Lemma: Modüler yakınsaklık ile F-norm yakınsaklığın denk olması için gerek ve 

yeter şart 
2 -şartının sağlanmasıdır yani, her  f X I  için     2 f M f   

eşitsizliğini sağlayan 0M   sabiti vardır (Bardaro, Musielak ve Vinti, 2003; Musielak, 

1993). 

2.6.7. Tanım: 

1. f g  için    f g   ise,   monotondur denir. 

2. I , I  aralığının karakteristik fonksiyonu olmak üzere  I L I   ise,   

sonludur denir. 

3. Eğer   sonlu ve her 0  , 0   için  B   özellikli herhangi ölçülebilir 

B I  altkümesi için  B    olacak şekilde 0   varsa,   mutlak 

sonludur denir. 

4.  I E I   ise,   kuvvetli sonludur denir. 

5.  f    özellikli her  f X I  fonksiyonu için aşağıdaki koşulu sağlayan 

0  varsa   mutlak süreklidir denir: 

her 0   için B  ,  B   özellikli I  aralığının herhangi ölçülebilir alt 

kümesi olmak üzere  Bf     olacak şekilde 0   vardır. 
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Eğer   monoton ve sonlu bir modüler ise,    C I L I  dır. Benzer şekilde eğer,   

monoton ve kuvvetli sonlu ise,    C I E I  (Bardaro ve Mantellini, 2007). 

İstatistiksel Korovkin tipi teorem 2010 yılında Karakuş, Demirci ve Duman 

tarafından modüler uzaylara genişletilmiştir. 

  ,  X I  üzerinde monoton ve sonlu bir modüler ve D  kümesi 

   C I D L I    kapsamasını sağlayan bir küme olsun.  , monoton ve sonlu bir 

modüler olduğundan böyle bir küme seçilebilir. Kabul edilsin ki X
 ,  C I

‘ ı içeren 

X D   alt kümesi ve  kT  ,  D ‘den  X I ‘ya tanımlı her h X , 0   ve bir 

mutlak pozitif R  sabiti için   

    limsup k
k

st T h R h            (2.6.1) 

eşitsizliğini sağlayan pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olsun.  

2.6.8. Teorem:  ,  X I  üzerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak sürekli ve N -

quasi yarı konveks bir modüler olsun.  kT  ,  D ‘den  X I ‘ya (2.6.1) özelliğini 

sağlayan pozitif lineer operatörlerin dizisi olsun. Kabul edilsin ki her 0   ve 

0,  1,  2r   için   r

re x x  olmak üzere 

  lim 0k r r
k

st T e e     

olsun. Şimdi  f L I  fonksiyonu, her  g C I  için f g X   olacak şekilde bir 

fonksiyon olsun. Buradan bazı 0 0   için  

  0lim 0k
k

st T f f      

dır (Karakuş, Demirci ve Duman, 2010). 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM  

Bulgular bölümünün birinci kısmında tek indisli diziler için B istatistiksel  

 toplam süreci yardımıyla Korovkin tipi yaklaşım teoremleri modüler uzaylar 

üzerinde çalışılmıştır.  

İkinci kısımda çift indisli diziler için istatistiksel yakınsaklık yöntemi 

kullanılarak Korovkin teoremleri modüler uzaylarda elde edilmiştir. 

Son olarak, bulgular bölümünün üçüncü kısmında çift indisli diziler için 

istatistiksel  toplam süreci yardımıyla Korovkin tipi yaklaşım teoremleri modüler 

uzaylar üzerinde çalışılmıştır.   
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4. BULGULAR 

4.1. Modüler Uzaylarda Toplam Süreci Yardımıyla İstatistiksel Korovkin 

Tipi Yaklaşım Teoremleri 

Bu bölümde modüler uzaylarda  toplam süreci tanımı yapılarak Korovkin 

tipi yaklaşım teoremleri B istatistiksel   toplam süreci yardımıyla verilecektir. 

   :
n

A    negatif olmayan reel terimli sonsuz matrislerin bir dizisi,  ,  X I  

üzerinde monoton ve sonlu bir modüler,  lkbB  negatif olmayan regüler bir matris 

ve D  kümesi    C I D L I    kapsamasını sağlayan bir küme olsun. Kabul edilsin 

ki  jT  ,  D ‘den  X I ‘ya tanımlı ve  

   
,

1

:
n

k n kj j

j

A f a T f






 , 

serisi, tüm ,k n , f D  için Lebesgue ölçüsüne göre h.h. yerde mutlak yakınsak 

olsun. Eğer her  f D  için  jT f , f ‘ye  toplanabilir (  modülerine göre) ise 

yani, bazı 0  için 

 

1

lim 0
n

kj j
k

j

a T f f 




  
    

  
 , ( n  ye göre düzgün), 

ise  jT  pozitif lineer operatörler dizisi D  üzerinde bir  toplam sürecidir denir. 

Ayrıca, kabul edilsin ki X ,  C I
‘ ı içeren X D   alt kümesi ve her  h X

, 0   ve bir mutlak pozitif R  sabiti için   

     ,limsup k n
k

st A h R h    B , ( n  ye göre düzgün),     (4.1.1) 

olsun. 

4.1.1. Teorem: 
  :
n

A    sonsuz, negatif olmayan reel matrislerin bir dizisi ve  , 

 X I  üzerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak sürekli ve N quasi yarı konveks bir 

modüler ve ayrıca,  lkbB  negatif olmayan regüler bir matris olsun.  jT  ,  D

‘den  X I ‘ya (4.1.1) özelliğini sağlayan pozitif lineer operatörlerin dizisi olsun. Kabul 

edilsin ki her 0   ve 0,  1,  2r   için   r

re x x  olmak üzere 

 

1

lim 0
n

kj j r r
k

j

st a T e e 




  
     

  
B

 ( n  ye göre düzgün).     (4.1.2) 
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 Şimdi  f L I  fonksiyonu, her  g C I  için f g X   olacak şekilde bir 

fonksiyon olsun. Buradan bazı 0 0   için  

 
0

1

lim 0
n

kj j
k

j

st a T f f 




  
     

  
B

 ( n  ye göre düzgün),     (4.1.3) 

dır. 

İspat: İlk olarak  g C I D   ve her 0   için   

 

1

lim 0
n

kj j
k

j

st a T g g 




  
     

  
B

 ( n  ye göre düzgün),     (4.1.4) 

olduğu gösterilsin. Bunun için  g C I D   olsun. g , I ‘da sürekli olduğundan 

verilen bir 0   için, y x    koşulunu sağlayan tüm ,  x y I  için  

   g y g x                     (4.1.5) 

olacak şekilde bir 0   vardır. Yine y x    koşulunu sağlayan tüm ,  x y I  için 

 : sup
x I

M g x


  olmak üzere 

     
2

2

2M
g y g x y x


                       (4.1.6) 

elde edilir. (4.1.5) ve (4.1.6)’dan  

     
2

2

2M
g y g x y x


     

olduğu kolaylıkla görülebilir. jT  lineer ve pozitif olduğundan,  : max ,  c a b  olmak 

üzere 

     
1

;
n

kj j

j

a T g x g x




  

                
1 1 1

; ; ;
n n n

kj j kj j kj j

j j j

a T g y x a T g x x a T g x x g x
  

  

       

              0 0

1 1

; ;
n n

kj j kj j

j j

a T g y g x x g x a T e x e x
 

 

 
    

 
   

              0 0

1 1

; ;
n n

kj j kj j

j j

a T g y g x x g x a T e x e x
 

 

      
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           
2

0 02
1 1

2
; ;

n n

kj j kj j

j j

M
a T y x x g x a T e x e x



 

 

 
     

 
   

                
2

0 0 0 02
1 1 1

2
; ; ;

n n n

kj j kj j kj j

j j j

M
a T e x e x a T y x x M a T e x e x 



  

  

          

           2 2

0 0 2
1 1

2
; ;

n n

kj j kj j

j j

M
M a T e x e x a T y x x 



 

 

 
      

 
   

         2

0 0

1 1

  2 ; ;
n n

kj j kj j

j j

x a T y x x x a T e x e x
 

 

   
       

   
   

     
2

0 02
1

2
;

n

kj j

j

Mc
M a T e x e x 







 
     

 
  

       2 2

2 2
1 1

4 2
  ; ;

n n

kj j kj j

j j

Mc M
a T y x x a T y x x

 

 

 

      

elde edilir. Bu son eşitsizlikten her 0   için, 
2

2 2 2

2 4 2
: max ,  ,  

Mc Mc M
K M

  

 
   

 
 

olmak üzere, 

           0 0

1 1

; ;
n n

kj j kj j

j j

a T g x g x K a T e x e x  
 

 


   


   

       2 2

1 1

                                         + ; + ;
n n

kj j kj j

j j

a T y x x a T y x x
 

 


  


   

olur.  

 Şimdi, eşitsizliğin her iki tarafına   modüleri uygulanırsa,   monoton 

olduğundan  

     

 

0 0 1 1

1 1 1

2 2

1

                                             

n n n

kj j kj j kj j

j j j

n

kj j

j

a T g g K a T e e K a T e e

K a T e e

     



  

  





   
          

   


  



  



 

elde edilir. Dolayısıyla buradan  

       
0 0 1 1

1 1 1

4 4 4
n n n

kj j kj j kj j

j j j

a T g g K a T e e K a T e e       
  

  

          
                    

          
  
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 
2 2

1

                                       4
n

kj j

j

K a T e e 




  
    

  
 . 

 , N quasi yarı konveks ve kuvvetli sonlu olduğundan, 0 1   kabul edilerek 

     
0 0

1 1

4 4
n n

kj j kj j

j j

a T g g N N K a T e e     
 

 

      
            

      
   

   
1 1 2 2

1 1

                                       4 4
n n

kj j kj j

j j

K a T e e K a T e e   
 

 

      
            

      
   

bulunur. Verilmiş bir * 0   için bir  0,1   seçilsin öyle ki  4 *N N   . Şimdi 

0,  1,  2r   olmak üzere aşağıdaki kümeler tanımlansın.  

 

1

: : *
n

kj j

j

S k a T g g   




    
      

    
 , 

   
,

1

* 4
: : 4

3

n

r kj j r r

j

N N
S k K a T e e

  
 





     
      

    
 . 

 Buradan 
2

,
0

r
r

S S 


  olduğu kolayca görülür. Dolayısıyla, tüm l  için 

,0 ,1 ,2

lk lk lk lk

k S k S k S k S

b b b b
      

         

yazılabilir. (4.1.2) hipotezi kullanılarak, yukarıdaki eşitsizlikten  

lim 0lk
l

k S

b


 , 

elde edilir, böylece (4.1.4) gösterilmiş olur. Ayrıca, (4.1.4) eşitliği    C I C I D    

olduğundan her  g C I  için de sağlanır. Şimdi  f L I  fonksiyonu, her 

 g C I  için f g X   olacak şekilde bir fonksiyon olsun.  I    ve  , 

kuvvetli sonlu ve mutlak sürekli olduğundan,   modülerinin  X I  üzerinde mutlak 

sonlu olduğu görülebilir.   modülerinin bu özellikleri kullanılarak  C I  uzayının 

 L I ‘de modüler yoğun olduğu görülür (Mantellini, 1998; Bardaro, Musielak ve Vinti, 

2003). Yani, bazı *

0 0   için  

  *

0lim 3 0k
k

g f     
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olacak şekilde bir    kg C I  dizisi vardır. Bu durumda, her 0   için bir 

 0 0k k   pozitif sayısı vardır öyle ki her 
0k k  için  

  *

03 kg f    .                  (4.1.7) 

 Diğer taraftan, jT  operatörlerinin lineerliğinden ve pozitifliğinden, her x I  ve 

n  için  

 
               

0 0 0

* * *

0 0 0

1 1 1

; ; ;
n n n

kj j kj j k kj j k k

j j j

a T f x f x a T f g x a T g x g x  
  

  

        

   
0

*

0                                             kg x f x  . 

 Son eşitsizliğe   modüleri uygulanıp,  ‘un monotonluğu kullanılırsa 

       

0 0 0

* * *

0 0 0

1 1 1

3 3
n n n

kj j kj j k kj j k k

j j j

a T f f a T f g a T g g     
  

  

          
                   

          
    

  
0

*

0                                         3 kg f   .      (4.1.8) 

 Böylece, (4.1.7) ve (4.1.8)’den  

     
0

* *

0 0

1 1

3
n n

kj j kj j k

j j

a T f f a T f g    
 

 

      
            

      
   

 

0 0

*

0

1

                                         3
n

kj j k k

j

a T g g 




  
    

  
 .       (4.1.9) 

 Dolayısıyla, (4.1.9)’da her iki tarafın k   için B istatistiksel üst limiti 

alınarak ve ayrıca   
0kg C I  olması kullanılarak, (4.1.1)’den  

    
0

* *

0 0

1

limsup 3
n

kj j k
k j

st a T f f R f g    




  
       

  
B  

 

0 0

*

0

1

                                                              limsup 3
n

kj j k k
k j

st a T g g 




  
     

  
B , 

buradan da 

 *

0

1

limsup
n

kj j
k j

st a T f f 




  
    

  
B  

   

0 0

*

0

1

1 limsup 3
n

kj j k k
k j

R st a T g g  




  
       

  
B                (4.1.10) 
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olur. (4.1.4)’den,  

0 0

*

0

1

lim 3 0
n

kj j k k
k

j

st a T g g 




  
     

  
B

 ( n  ye göre düzgün),  

olduğundan  

 

0 0

*

0

1

limsup 3 0
n

kj j k k
k j

st a T g g 




  
     

  
B  ( n  ye göre düzgün),             (4.1.11) 

elde edilir. (4.1.10) ve (4.1.11)’den  

   *

0

1

limsup 1
n

kj j
k j

st a T f f R  




  
      

  
B  

sonucuna ulaşılır. 0   keyfi olduğundan,  

 *

0

1

limsup 0
n

kj j
k j

st a T f f 




  
     

  
B  ( n  ye göre düzgün),  

bulunur. Dahası, tüm ,  k n  için  *

0

1

n

kj j

j

a T f f 




  
   

  
  pozitif olduğundan,  

 *

0

1

lim 0
n

kj j
k

j

st a T f f 




  
     

  
B  ( n  ye göre düzgün),  

olduğu kolaylıkla görülebilir, bu ise ispatı tamamlar.  

 Eğer   modüleri 2  şartını sağlıyorsa, 4.1.1. Teorem’den ilk olarak aşağıdaki 

teorem elde edilir. 

4.1.2. Teorem: 
  :
n

A   negatif olmayan reel terimli sonsuz matrislerin bir dizisi,  

 lkbB  negatif olmayan regüler bir matris ve  jT   ve   4.1.1. Teorem’deki gibi 

olsun. Eğer   modüleri 2  şartını sağlıyorsa, aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. Her 0   ve 0,  1,  2r   için  

 

1

lim 0
n

kj j r r
k

j

st a T e e 




  
     

  
B

 ( n  ye göre düzgün), 

ii. Her  g C I  için f g X   olacak şekildeki herhangi bir  f L I ve her 

0   için  

1

lim 0
n

kj j
k

j

st a T f f 




  
     

  
B

 ( n  ye göre düzgün). 

 Eğer B  ve 
 n

A  ( 1n  ) matrisleri yerine birim matris alınırsa, (4.1.1) koşulu 

her h X , 0   ve bir mutlak pozitif R  sabiti için   
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    limsup j
j

T h R h                     (4.1.12) 

eşitsizliğine dönüşür. Bu durumda 4.1.1. Teorem ve 4.1.2. Teorem’den Bardaro ve 

Mantellini (2007) tarafından verilen aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

4.1.3. Sonuç:  ,  X I  üzerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak sürekli ve N quasi 

yarı konveks bir modüler olsun.  jT  ,  D ‘den  X I ‘ya (4.1.12) özelliğini sağlayan 

pozitif lineer operatörlerin dizisi olsun. Eğer 0,  1,  2r   için  j rT e , 
re ‘ye kuvvetli 

yakınsak ise,  jT f , her  g C I  için f g X   olacak şekilde ki  L I ‘ ya ait 

herhangi bir f  fonksiyonuna modüler yakınsaktır (Bardaro ve Mantellini, 2007). 

4.1.4. Sonuç:  jT   ve   4.1.3. Sonuç’daki gibi olsun. Eğer   modüleri 2 

şartını sağlıyorsa, aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. 0,  1,  2r   için  j rT e , re ‘ye kuvvetli yakınsak, 

ii.  jT f , her  g C I  için f g X   olacak şekildeki  L I ‘ya ait herhangi 

bir f  fonksiyonuna kuvvetli yakınsak (Bardaro ve Mantellini, 2007). 

 Şimdi 4.1.1. Teorem’in koşullarını sağlayan bir örnek verilsin. 

4.1.5. Örnek:  0,1I   ve    : 0, 0,     aşağıdaki koşulları sağlayan sürekli bir 

fonksiyon olsun. 

   konveks, 

  0 0  , 0u   için   0u   ve   lim
u

u


  . 

 Her  f X I  için 

    
1

0

:  f f x dx    

ile  X I  üzerinde tanımlanan   fonksiyoneli göz önüne alınsın. Bu durumda  , 

 X I  üzerinde konveks bir modülerdir.   fonksiyonu ile oluşturulan Orlicz uzayı 

gözönüne alınsın: 

      : :  bazı 0 için L I f X I f 

        . 

Buradan x I  için  
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       
   1 1

0 1

; 1 1

k jj
j kk

j

k k j

j
U f x x x j f t dt

k

 



 

 
   

 
                      (4.1.13) 

ile tanımlanan  L I

  uzayı üzerinde  U : jU  klasik Bernstein-Kantorovich operatörü 

göz önüne alınsın. jU ,  L I

 ‘dan  L I

 ‘ya giden bir operatördür. Dahası, 

 U :X L I

  seçilmesiyle (4.1.12) özelliği gerçeklenir. Buradan, 4.1.3. Sonuç’tan, 

biliniyor ki, her  g C I  için f g X   olacak şekilde herhangi bir  f L I

  için 

 jU f , f ‘ye modüler yakınsaktır. 

 Eğer 0x   ve 1 p    için   px x   alınırsa,    pL I L I

   olur. Ayrıca 

 
p

p
f f   elde edilir.  

 Şimdi  1 lkC c B , bir boyutlu Cesaro matrisi alınsın. Bu durumda 
1C 

istatistiksel yakınsaklığın istatistiksel yakınsaklık olduğu ve limst   ile gösterildiği 

biliniyor.      :
n n

kjA a   ,   1
,

1

n

kja
k




  n j n k   ,  1, 2,...n  ve 
 

0
n

kja  , diğer 

durumlarda, ile tanımlı sonsuz matrislerin bir dizisi olsun. Bir pozitif C  sabiti için 

j pp
U f C f  (Ditzian ve Totik, 1987) olduğundan 

 

1

limsup

p

pn p

kj j p
k j p

st a U f C f




   ( n  ye göre düzgün) 

elde edilir. Şimdi 

 

1

lim 0

p

n

kj j r r
k

j p

st a U e e




   , ( n  ye göre düzgün),  0,  1,  2r  ,             (4.1.14) 

olduğu gösterilsin. İlk olarak bilindiği gibi  0; 1jU e x  ,  
 

1

1
;

1 2 1
j

jx
U e x

j j
 

 
 ve 

 
 

     

2

2 2 2 2

1 2 1
;

1 1 3 1
j

j j x jx
U e x

j j j


  

  
 dir. Dolayısıyla,  

 
0 0 0 0

1

1
1 1 0

1

n k
n

kj j j p
j j np p

a U e e U e e
k

 

 

     


  ,  

olduğu görülebilir, böylece  

 
0 0

1

lim 0

p

n

kj j
k

j p

st a U e e




   , ( n  ye göre düzgün)   



31 
 

elde edilir ki bu da 0r   için (4.1.14) eşitliğinin doğru olduğunu gösterir. Ayrıca 

 
1 1 1 1

1

1

1

n k
n

kj j j

j j np p

a U e e U e e
k

 

 

  


   

 
1 1 1

                             =
1 1 2 1 1

n k n k

j n j n
p

j
x x

k j k j

 

 

 
   
   

 1 0

1 1 1
                            1

k+1 1 2 k+1 1

n k n k

p p
j n j n

j
e e

j j

 

 

  
           

   

   1

1 1 1 1 1
                             

1 1 2 k+1 11

n k n k

p
j n j nk j jp

 

 

  
             

   

 
1

1 1 1 1
                             

1 1 2 1

n k

p
j nk j p





  
        

  

elde edilir. 
1 1

lim sup 0
1 1

n k

k n j n

st
k j





 
  

  
  olduğundan, 

 
1 1

1

lim 0
n

kj j
k

j p

st a U e e




   , ( n  ye göre düzgün)  bulunur. Böylece 

 
1 1

1

lim 0

p

n

kj j
k

j p

st a U e e




   , ( n  ye göre düzgün) olur.  

 Son olarak, 

 
2 2 2 2

1

1

1

n k
n

kj j j

j j np p

a U e e U e e
k

 

 

  


   

 

     

2

2

2 2 2

11 2 1
                             

1 1 1 3 1

n k

j n
p

j j x jx
x

k j j j





 
    

     
  

 

   
2 12 2

11 1 2
                             1

1 11 1

n k n k

p p
j n j n

j j j
e e

k kj j

 

 

 
   
    

   

 
02

1 1
                                

1 3 1

n k

p
j n

e
k j






 
  

 

 

 
1 2

11 1
                              = 1

12 1 1

n k

p
j n

j j

kp j





 
 

   
  
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     
1 2 2

1 1 2 1 1
                                  

1 11 1 3 1

n k n k

p
j n j n

j

k kp j j

 

 

 
  

     
   

     
2 1 1

1 2 3
                                =

1 1 1 2 1

n k

p p
j n

j

k j p p





  
  

       
  

   
2 1

1 1 1 1
                                   +

1 31 2 1

n k

p
j nk j p





  
  

      
 , 

olur. 
 

2

1
lim sup 0

1 1

n k

k n j n

j
st

k j





 
  

   
  ve 

 
2

1 1
lim sup 0

1 1

n k

k n j n

st
k j





 
  

   
  

olduğundan, 

 
2 2

1

lim 0
n

kj j
k

j p

st a U e e




   , ( n  ye göre düzgün)  bulunur. Böylece 

 
2 2

1

lim 0

p

n

kj j
k

j p

st a U e e




   , ( n  ye göre düzgün) olur. 

 Buradan (4.1.14) eşitliği 0,  1,  2r   için doğru olur.  jU , 4.1.1 Teorem’in 

koşullarını sağlar ve tüm  pf L I için  0,1I   üzerinde  

 

1

lim 0

p

n

kj j
k

j p

st a U f f




   , ( n  ye göre düzgün) 

elde edilir. 

4.2. Modüler Uzaylarda Çift İndisli Diziler için İstatistiksel Korovkin 

Teoremleri 

Bu bölümde çift indisli dizilerin istatistiksel modüler yakınsaklığı ile Korovkin 

tipi yaklaşım teoremleri verilecektir. 

    2 , ,I a b a b  ,  ,k lf  terimleri  2L I
‘de olan bir fonksiyon dizisi ve 

 2f L I  olmak üzere, bazı 0 0   için  

  2 0 ,
,

lim 0k l
k l

st f f     

ise  ,k lf  çift indisli dizisi f  fonksiyonuna istatistiksel modüler yakınsaktır denir. 

Ayrıca her 0   için  
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  2 ,
,

lim 0k l
k l

st f f     

ise  ,k lf  çift indisli dizisi f  fonksiyonuna istatistiksel F-norm (kuvvetli) yakınsaktır 

denir.  

 ,  2X I  üzerinde monoton ve sonlu bir modüler ve D  kümesi 

   2 2C I D L I    kapsamasını sağlayan bir küme olsun.  , monoton ve sonlu bir 

modüler olduğundan böyle bir küme seçilebilir. X
,  2C I

‘i içeren X D   alt 

kümesi ve  ,k lT  , D ‘den  2X I ‘e tanımlı her h X , 0   ve bir mutlak pozitif

R  sabiti için   

    2 ,
,

limsup k l
k l

st T h R h                                                              (4.2.1) 

eşitsizliğini sağlayan pozitif lineer operatörlerin bir çift indisli dizisi olsun. 

4.2.1. Teorem:  ,  2X I  üzerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak sürekli ve N 

quasi yarı konveks bir modüler olsun.  ,k lT  ,  D ‘den  2X I ‘ye (4.2.1) özelliğini 

sağlayan pozitif lineer operatörlerin çift indisli dizisi olsun. Kabul edelim ki her 0   

ve 0,  1,  2,  3r   için  0 , 1f x y  ,  1 ,f x y x ,  2 ,f x y y ,   2 2

3 ,f x y x y   

olmak üzere 

  2 ,
,

lim 0k l r r
k l

st T f f               (4.2.2) 

olsun.  

 Şimdi  2f L I  fonksiyonu, her  2g C I  için f g X   olacak şekilde 

bir fonksiyon olsun. Buradan bazı 0 0   için  

  2 0 ,
,

lim 0k l
k l

st T f f             (4.2.3) 

dır. 

İspat: İlk olarak  2g C I D   ve her 0   için   

  2 ,
,

lim 0k l
k l

st T g g             (4.2.4) 
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olduğu gösterilsin. Bunun için  2g C I D   olsun. g , 2I ‘de sürekli olduğundan 

verilen bir 0   için, u x    ve v y    koşulunu sağlayan tüm 

    2, ,  ,u v x y I  için  

   , ,g u v g x y                    (4.2.5) 

olacak şekilde bir 0   vardır. Yine u x    ve v y    koşulunu sağlayan tüm 

    2, , ,u v x y I  için 
 

 
2,

: sup ,
x y I

M g x y


  olmak üzere 

        2 2

2

2
, ,

M
g u v g x y u x v y


           (4.2.6) 

elde edilir. (4.2.5) ve (4.2.6)’dan  

        2 2

2

2
, ,

M
g u v g x y u x v y


       

yani, 

             2 2 2 2

2 2

2 2
, ,

M M
u x v y g u v g x y u x v y 

 
             

olduğu kolaylıkla görülebilir. ,k lT  lineer ve pozitif olduğundan, her ,x y I  ve ,k l  

için  

      2 2

, 0 ,2

2
; , ; ,k l k l

M
T f x y T u x v y x y


      

            2 2

, , 0 , 0 ,2

2
; , , ; , ; , ; ,k l k l k l k l

M
T g x y g x y T f x y T f x y T u x v y x y


        

buradan, 

         , , 0 , 0 0; , , ; , ; , ,k l k l k lT g x y g x y T f x y M T f x y f x y     

    2 2

,2

2
                                     ; ,k l

M
T u x v y x y


     

elde edilir.  : max ,  E x y olmak üzere 

       2

, , 0 02

4
; , , ; , ,k l k l

M
T g x y g x y M E T f x y f x y 



 
      

 
 

       , 1 1 , 2 22 2

4 4
                                       + ; , , + ; , ,k l k l

M M
E T f x y f x y E T f x y f x y

 
   

   , 3 32

2
                                       + ; , ,k l

M
T f x y f x y


 . 
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 Bu son eşitsizlikten her 0   için,  

           , , 0 0 , 1 1; , , ; , , + ; , ,k l k l k lT g x y g x y K T f x y f x y T f x y f x y        

       , 2 2 , 3 3                                         + ; , , + ; , ,k l k lT f x y f x y T f x y f x y   

olur.  

 Şimdi, eşitsizliğin her iki tarafına   modüleri uygulanırsa,   monoton 

olduğundan  

   , , 0 0 , 1 1 , 2 2k l k l k l k lT g g K T f f K T f f K T f f               

, 3 3                              k lK T f f   

elde edilir. Dolayısıyla buradan  

          , , 0 0 , 1 15 5 5k l k l k lT g g K T f f K T f f              

     , 2 2 , 3 3                             5 5k l k lK T f f K T f f       . 

 , N quasi yarı konveks ve kuvvetli sonlu olduğundan, 0 1   kabul edilerek 

          , , 0 0 , 1 15 5 5k l k l k lT g g N N K T f f K T f f              

     , 2 2 , 3 3                             5 5k l k lK T f f K T f f        

bulunur. Verilmiş bir 0   için bir  0,1   seçilsin öyle ki  5N N   . Şimdi 

0,  1,  2,  3r   olmak üzere aşağıdaki kümeler tanımlansın.  

     ,: , : k lG k l T g g       

    
 

, ,

5
: , : 5

4
r k l r r

N N
G k l K T f f

  
 

 
   
 

. 

 O halde 
3

0 ,r rG G   olduğu kolayca görülür. Dolayısıyla, 

   
3

2 2 ,

0

r

r

G G  


   yazılabilir. (4.2.2) hipotezi kullanılarak  2 0G   elde edilir, 

böylece (4.2.4) gösterilmiş olur. Ayrıca, (4.2.4) eşitliği    2 2C I C I D    

olduğundan her  2g C I  için de sağlanır. Şimdi  2f L I  fonksiyonu, her 

 2g C I  için f g X   olacak şekilde bir fonksiyon olsun.  2I    ve  , 

kuvvetli sonlu ve mutlak sürekli olduğundan,   modülerinin  2X I  üzerinde mutlak 
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sonlu olduğu görülebilir.   modülerinin bu özellikleri kullanılarak  2C I  uzayının 

 2L I ‘de modüler yoğun olduğu görülür (Mantellini, 1998; Bardaro, Musielak ve 

Vinti, 2003). Yani, bazı *

0 0   için  

  *

0 ,
,

lim 3 0k l
k l

P g f     

olacak şekilde bir    2

,k lg C I  dizisi vardır. Bu durumda, her 0   için bir 

 0 0k k   pozitif sayısı vardır öyle ki her 0,k l k  için  

  *

0 ,3 k lg f    .          (4.2.7) 

 Diğer taraftan, ,k lT  operatörlerinin lineerliğinden ve pozitifliğinden her ,x y I  

ve ,k l  için  

         
0 0 0 0 0 0

* * *

0 , 0 , , 0 , , ,; , , ; , ; , ,k l k l k k k l k k k kT f x y f x y T f g x y T g x y g x y        

   
0 0

*

0 ,                                            , ,k kg x y f x y  . 

 Son eşitsizliğe   modüleri uygulanırsa ve  ‘un monotonluğu kullanılırsa 

        
0 0 0 0 0 0

* * *

0 , 0 , , 0 , , ,3 3k l k l k k k l k k k kT f f T f g T g g           

  
0 0

*

0 ,                               3 k kg f   .       (4.2.8) 

 Böylece, (4.2.7) ve (4.2.8)’den  

        
0 0 0 0 0 0

* * *

0 , 0 , , 0 , , ,3 3k l k l k k k l k k k kT f f T f g T g g            .              (4.2.9)                 

 Dolayısıyla, (4.2.9)’da her iki tarafın ,k l   için istatistiksel üst limiti alınarak 

ve ayrıca   
0 0

2

,k kg C I  olması kullanılarak, (4.2.1)’den  

     
0 0

* *

2 0 , 0 ,
,

limsup 3k l k k
k l

st T f f R f g          

  
0 0 0 0

*

2 0 , , ,
,

                                                   limsup 3 k l k k k k
k l

st T g g    , 

buradan 

    *

2 0 ,
,

limsup 1k l
k l

st T f f R       

  
0 0 0 0

*

2 0 , , ,
,

                                                   limsup 3 k l k k k k
k l

st T g g    .            (4.2.10) 

(4.2.4)’den,   
0 0 0 0

*

2 0 , , ,
,

lim 3 0k l k k k k
k l

st T g g     olduğundan  
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  
0 0 0 0

*

2 0 , , ,
,

limsup 3 0k l k k k k
k l

st T g g                    (4.2.11) 

elde edilir. (4.2.10) ve (4.2.11)’den  

    *

2 0 ,
,

limsup 1k l
k l

st T f f R       

sonucuna varılır. 0   keyfi olduğundan,  

  *

2 0 ,
,

limsup 0k l
k l

st T f f     

bulunur. Dahası, tüm ,k l  için   *

0 ,k lT f f    pozitif olduğundan,  

  *

2 0 ,
,

lim 0k l
k l

st T f f    , 

olduğu kolaylıkla gösterilebilir, bu ise ispatı tamamlar. 

 Eğer   modüleri 2  şartını sağlıyorsa, 4.2.1. Teorem’den ilk olarak aşağıdaki 

teorem elde edilir. 

4.2.2. Teorem:  ,k lT   ve   4.2.1. Teorem’deki gibi olsun. Eğer   modüleri 2 -

şartını sağlıyorsa, aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. Her 0   ve 0,  1,  2,  3r   için   2 ,
,

lim 0k l r r
k l

st T f f    , 

ii. Her  2g C I  için f g X   olacak şekildeki herhangi bir  2f L I ve 

her 0   için   2 ,
,

lim 0k l
k l

st T f f    . 

 Eğer istatistiksel limit yerine Pringsheim limit alınırsa, (4.2.1) şartı her h X , 

0   ve bir mutlak pozitif R  sabiti için   

    ,
,

limsup k l
k l

P T h R h                      (4.2.12) 

eşitsizliğine dönüşür. Bu durumda 4.2.1. ve 4.2.2. Teorem’den aşağıdaki sonuçlar elde 

edilir. 

4.2.3. Sonuç:  ,  2X I  üzerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak sürekli ve N -quasi 

yarı konveks bir modüler olsun.  ,k lT  ,  D ‘den  2X I ‘ye (4.2.12) özelliğini 

sağlayan pozitif lineer operatörlerin çift indisli dizisi olsun. Eğer 0,  1,  2,  3r   için 

 ,k l rT f  , rf ‘ye kuvvetli yakınsak ise,  ,k lT f , her  2g C I  için f g X   olacak 

şekilde ki  2L I ‘ ye ait herhangi bir f  fonksiyonuna modüler yakınsaktır.  
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4.2.4. Sonuç:  ,k lT   ve   4.2.3. Sonuç’daki gibi olsun. Eğer   modüleri 
2 -

şartını sağlıyorsa, aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. 0,  1,  2,  3r   için  ,k l rT f  , 
rf ‘ye kuvvetli yakınsak, 

ii.  ,k lT f , her  2g C I  için f g X   olacak şekildeki  2L I ‘ya ait 

herhangi bir f  fonksiyonuna kuvvetli yakınsak. 

 Şimdi 4.2.1. Teorem’in  4.2.3. Sonuç’tan kuvvetli olduğunu gösteren bir örnek 

verilsin: 

4.2.5. Örnek:  0,1I   ve    : 0, 0,     aşağıdaki koşulları sağlayan sürekli bir 

fonksiyon olsun. 

   konveks, 

  0 0  , 0u   için   0u   ve   lim
u

u


  . 

 Her  2f X I  için 

    
1 1

0 0

: ,  f f x y dxdy     

ile  2X I  üzerinde tanımlanan   fonksiyoneli göz önüne alınsın. Bu durumda  , 

 2X I  üzerinde konveks bir modülerdir.   fonksiyonu ile oluşturulan Orlicz uzayı 

gözönüne alınsın: 

      2 2: :   0  L I f X I bazı için f 

        . 

Buradan 
       ,

, , 1 1
k i l jk l i j

i j

k l
p x y x y x y

i j

   
    
  

 olmak üzere ,x y I  için  

         
 

   

 

   1 / 1 1 / 1

,

, ,

0 0 / 1 / 1

; , , 1 1 ,

i k j lk l
k l

k l i j

i j i k j l

U f x y p x y k l f t s dsdt

   

   

                    (4.2.13)                      

ile tanımlanan  2L I

  uzayı üzerinde  ,U : k lU  iki değişkenli Bernstein-Kantorovich 

operatörü göz önüne alınsın. Ayrıca  

   ,

,

0 0

, 1
k l

k l

i j

i j

p x y
 

                     (4.2.14) 
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dir. ,k lU ,  2L I

 ‘yi  2L I

 ‘ye dönüştürür. (4.2.14)’den Lemma 5.1. (Bardaro, 

Mantellini, 2007)’in ispatında olduğu gibi Jensen eşitsizliği kullanılabilir ve her 

 2f L I

 , ,k l  ve bir mutlak pozitif M  sabiti için   

   ,k lU f M f    

elde edilir. Dahası,  2

U :X L I

  seçilmesiyle (4.2.12) özelliği gerçeklenir. Buradan, 

4.2.3. Sonuç’tan, biliniyor ki, her  2g C I  için f g X   olacak şekilde herhangi 

bir  2f L I

  için  ,k lU f , f ‘ye modüler yakınsaktır. Şimdi  ,k ls  dizisi  

,

0 , ,  tam kare

1 , d.d.
k l

k l
s

  
 

 
                  (4.2.15) 

olsun. Buradan,  ,k ls  dizisi için 2 ,
,

lim 1k l
k l

st s   dir. Buna rağmen  ,k ls  Pringsheim 

anlamında yakınsak değildir.  

Bu durumda, ,k lU  operatörleri kullanılarak,  2L I

  üzerinde  ,V : k lV  pozitif lineer 

operatörleri,   ,k ls s , (4.2.15) ile verilen çift indisli dizi olmak üzere aşağıdaki gibi 

tanımlansın.  2f L I

 ,  , 0,1x y  ve ,k l  için 

   , , ,; , ; ,k l k l k lV f x y s U f x y .                 (4.2.16) 

Lemma 5.1. (Bardaro, Mantellini, 2007)’de olduğu gibi, her  2

V :h X L I

  , 0   

ve bir mutlak pozitif R  sabiti için   

       , , , , , ,k l k l k l m n k l k lV h s U h s U h Rs h              

elde edilir. Bu durumda 
2 , 2 ,

,,

limsup lim 1k l k l
k lk l

st s st s     olması kullanılarak

   2 ,
,

limsup k l
k l

st V h R h                       (4.2.17) 

elde edilir. Dolayısıyla (4.2.1) koşulu  2

V UX X L I

   seçilerek (4.2.16) ile verilen 

,k lV  operatörleri için gerçeklenir. Şimdi her 0   ve 0,  1,  2,  3r   için  

   2 0 ,
,

lim 0k l r r
k l

st V f f                     (4.2.18) 

olduğu gösterilsin. İlk olarak 

 , 0 ,; ,k l k lV f x y s , 
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 
 , 1 ,

1
; ,

1 2 1
k l k l

kx
V f x y s

k k

 
     

, 

 
 , 2 ,

1
; ,

1 2 1
k l k l

ly
V f x y s

l l

 
     

, 

 
 

     

 

     

2 2

, 3 , 2 2 2 2 2 2

1 12 1 2 1
; ,

1 1 3 1 1 1 3 1
k l k l

k k x l l ykx ly
V f x y s

k k k l l l

  
      

       

 

bulunur. Buradan, her 0   için 

     , 0 0 ,; , , 1k l k lV f x y f x y s     

olduğu görülür ve  ,k ls ‘nin tanımından  

        
1 1

, 0 0 , ,

0 0

1 1  k l k l k lV f f s s dxdy             

      , ,                             1 1k l k ls s        

elde edilir.  2 ,
,

lim 1 0k l
k l

st s    olduğundan her 0   için 

  2 , 0 0
,

lim 0k l
k l

st V f f     

olup (4.2.18) koşulu 0r   için sağlanır. Ayrıca,  

   
 

, ,

, 1 1; , , 1
1 2 1

k l k l

k l

ks s
V f x y f x y x

k k
 

   
     

    
 

 
, ,

                                       1
1 2 1

k l k lks s

k k

   

    
    

 

 
 

,

,

3
                                        = 1

2 1

k l

k l

s
s

k

  

  
  

 

olduğundan,  ,k ls  ve  ‘ in tanımından 

    
 

,

, 1 1 ,

3
1

2 1

k l

k l k l

s
V f f s

k

    
   

         

 

  
 

,

,

3
                             2 1

1

k l

k l

s
s

k

 


  
 

      
 

  
 

,

,

3
                              = 2 1

1

k l

k l

s
s

k


  

 
     
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yazılabilir, her 0   için 

      , 1 1 , ,

3
1 2

1
k l k l k lV f f s s

k

 
    

 
     

 
.                         (4.2.19) 

  sürekli olduğundan  

 
, ,

3 3
lim lim 0 0

1 1k l k l
P P

k k

 
  
   

       
    

.   

Ayrıca 2 ,
,

lim 1k l
k l

st s   olduğundan, (4.2.19)’dan her 0   için 

  2 , 1 1
,

lim 0k l
k l

st V f f     

olup (4.2.18) koşulu 1r   için sağlanır. Benzer şekilde her 0   için 

  2 , 2 2
,

lim 0k l
k l

st V f f     

elde edilir, (4.2.18) koşulu 2r   için de sağlanır. Son olarak  

   
 

     
, , ,2

, 3 3 2 2 2

1 2
; , , 1

1 1 3 1

k l k l k l

k l

k k s ks s
V f x y f x y x x

k k k
 

    
                 

 

 

     
, , ,2

2 2 2

1 2
                                                 1

1 1 3 1

k l k l k ll l s ls s
y y

l l l

    
                 

 

 

     
, , ,

2 2 2

1 2
                                         1

1 1 3 1

k l k l k lk k s ks s

k k k

   

              

 

 

     
, , ,

2 2 2

1 2
                                                 1

1 1 3 1

k l k l k ll l s ls s

l l l

    
                 

 

 
   

, , ,2 2

15 4 15 4
                                           = 2 1

3 1 3 1
k l k l k l

k l
s s s

k l

      

               

, 

olup 

     
 

, 3 3 , , 2

15 4
6 1 3

3 1
k l k l k l

k
V f f s s

k

       
  
      

    

 

 
, 2

15 4
                                 3

3 1
k l

l
s

l

 
  
   

    

. 

olur ki 
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      
 

, 3 3 , , 2

15 4
1 6 3

3 1
k l k l k l

k
V f f s s

k

     
  
      

    

 

 
, 2

15 4
                                3  

3 1
k l

l
s

l
 
  
   

    

 

elde edilir.   sürekli olduğundan ve son eşitsizlikten her 0   için 

  2 , 3 3
,

lim 0k l
k l

st V f f     

olup,  (4.2.18) koşulunun 0,  1,  2,  3r   için sağlandığı gösterilmiş olur. O halde 

(4.2.17) ve (4.2.18)’den (4.2.16) ile tanımlanan  ,V : k lV  dizisi 4.2.1. Teorem’in tüm 

koşullarını sağlar. Bu nedenle her  2g C I  için f g X   olacak şekilde herhangi 

bir  2f L I

  ve bazı 0 0   için 

  2 0 ,
,

lim 0k l
k l

st V f f     

elde edilir. Buna rağmen aynı f  ve herhangi 0   için  

     
 

  
, , ,

,

                 ,   ,  tam kare

,   d.d.
k l k l k l

k l

f k l
V f f s U f f

U f f



 



 
   

 




    


 

olduğundan    ,k lV f f    dizisi farklı limit noktaları olan iki alt diziye sahiptir. 

Diğer bir deyişle  ,k l   için    ,k lV f f    dizisi sıfıra yakınsak olacak şekilde 

herhangi bir 0   mevcut değildir. Buradan  ,k lV f ‘nin f ‘ye modüler yakınsak 

olmadığı kolaylıkla söylenir. Dolayısıyla, 4.2.3. Sonuç  ,V : k lV  çift indisli dizisi için 

sağlanmaz. 

4.3. Modüler Uzaylarda Toplam Süreci Yardımıyla Çift İndisli Diziler için 

İstatistiksel Korovkin Tipi Teoremler 

 Bu bölümde modüler uzaylarda çift indisli diziler için  toplam süreci tanımı 

yapılarak Korovkin tipi yaklaşım teoremleri çift indisli diziler için istatistiksel  

toplam süreci yardımıyla verilecektir. 
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  ,
:

m n
A    negatif olmayan reel dört boyutlu sonsuz matrislerin bir dizisi,  , 

 2X I  üzerinde monoton ve sonlu bir modüler, D  kümesi    2 2C I D L I    

kapsamasını sağlayan bir küme olsun.  ,i jT   pozitif lineer operatörlerin D  den 

 2 'X I  ye bir çift indisli dizisi olsun. Eğer her  f D  için  ,i jT f , f ‘ye 

toplanabilir (   modülerine göre) ise yani, bazı 0   için 

   

  2

,

, , , , , , ,

,

:
m n

k l m n k l i j i j

i j

A f a T f



   ve bu seri tüm ,  ,  ,  k l m n , f D  için Lebesgue 

ölçüsüne göre hemen her yerde mutlak yakınsak olmak üzere, 

   T

, , ,
,

lim 0k l m n
k l

P A f f    , ( ,  m n  ye göre düzgün), 

ise  ,i jT  pozitif lineer operatörler dizisi D  üzerinde bir  -toplam sürecidir denir. 

Ayrıca, kabul edilsin ki TX ,  2C I ‘ ı içeren TX D  alt kümesi ve her Th X , 0   

ve bir mutlak pozitif R  sabiti için   

     2 , , ,
,

limsup k l m n
k l

st A h R h     , ( ,m n  ye göre düzgün).    (4.3.1) 

 Şimdi çift indisli pozitif lineer operatörler dizisi için istatistiksel Korovkin tipi 

teoremler toplam süreci yardımıyla verilsin. 

4.3.1. Teorem: 
  ,

:
m n

A    negatif olmayan dört boyutlu sonsuz reel matrislerin bir 

dizisi ve  ,  2X I  üzerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak sürekli ve N quasi yarı 

konveks bir modüler olsun.  ,i jT  ,  D ‘den  2X I ‘e (4.3.1) özelliğini sağlayan 

pozitif lineer operatörlerin dizisi olsun. Kabul edilsin ki her 0   ve 0,  1,  2,  3r   için 

   2 , , ,
,

lim 0k l m n r r
k l

st A f f      ( ,  m n  ye göre düzgün).    (4.3.2) 

Şimdi  2f L I  fonksiyonu, her  2g C I  için Tf g X   olacak şekilde bir 

fonksiyon olsun. Buradan bazı 0 0   için  

   2 0 , , ,
,

lim 0k l m n
k l

st A f f      ( ,m n  ye göre düzgün),               (4.3.3) 

dır. 

İspat: İlk olarak  2g C I D   ve her 0   için   
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   2 , , ,
,

lim 0k l m n
k l

st A g g      ( ,m n  ye göre düzgün),     (4.3.4) 

olduğu gösterilsin. Bunun için  2g C I D   olsun. g , 2I ‘de sürekli olduğundan 

verilen bir 0   ve tüm     2, ,  ,u v x y I  için, 
 

 
2,

: sup ,
x y I

M g x y


  olmak üzere 

        2 2

2

2
, ,

M
g u v g x y u x v y


       

olduğu kolaylıkla görülebilir. ,i jT  lineer ve pozitif olduğundan, 

    1 2: max , , ,c f x y f x y  olmak üzere 

   
 

 
2

,

, , , ,

,

; , ,
m n

k l i j i j

i j

a T g x y g x y


  

      
 

     
 

 
2 2

, ,

, , , , , , , , 0 0

, ,

.,. , ; , , ; , ,
m n m n

k l i j i j k l i j i j

i j i j

a T g g x y x y g x y a T f x y f x y
 

 
    

 
 

   

      
 

     
 

 
2 2

, ,

, , , , , , , , 0 0

, ,

.,. , ; , , ; , ,
m n m n

k l i j i j k l i j i j

i j i j

a T g g x y x y g x y a T f x y f x y
 

 
    

 
 

   

      
 

     
 

 
2 2

2 2, ,

, , , , , , , , 0 02

, ,

2
. . ; , , ; , ,

m n m n

k l i j i j k l i j i j

i j i j

M
a T x y x y g x y a T f x y f x y

 

 
       

 
 

     
 

     
 

 
2 2

, ,

, , , , 0 0 , , , , 3 32

, ,

2
; , , ; , ,

m n m n

k l i j i j k l i j i j

i j i j

M
M a T f x y f x y a T f x y f x y 

 

      

     
 

       
 

 
2 2

, ,

1 , , , , 1 1 2 , , , , 2 22

, ,

4
, ; , , , ; , ,

m n m n

k l i j i j k l i j i j

i j i j

M
f x y a T f x y f x y f x y a T f x y f x y

  

 
    
 
 

 

     
 

 
2

,

3 , , , , 0 02

,

2
, ; , ,

m n

k l i j i j

i j

M
f x y a T f x y f x y

 

   

   
 

     
 

 
2 2

2
, ,

, , , , 0 0 , , , , 1 12 2

, ,

4 4
; , , ; , ,

m n m n

k l i j i j k l i j i j

i j i j

Mc Mc
M a T f x y f x y a T f x y f x y 

  

 
       

 
 

   
 

     
 

 
2 2

, ,

, , , , 2 2 , , , , 3 32 2

, ,

4 2
; , , ; , ,

m n m n

k l i j i j k l i j i j

i j i j

Mc M
a T f x y f x y a T f x y f x y

  

      

elde edilir. Bu son eşitsizlikten her 0   için, 
2

2 2 2

4 4 2
: max ,  ,  

Mc Mc M
K M

  

 
   

 
 

olmak üzere, 
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   
 

 
2

,

, , , ,

,

; , ,
m n

k l i j i j

i j

a T g x y g x y


  

   
 

     
 

 
2 2

, ,

, , , , 0 0 , , , , 1 1

, ,

; , , ; , ,
m n m n

k l i j i j k l i j i j

i j i j

K a T f x y f x y a T f x y f x y 
 


    


   

   
 

     
 

 
2 2

, ,

, , , , 2 2 , , , , 3 3

, ,

   + ; , , ; , ,
m n m n

k l i j i j k l i j i j

i j i j

a T f x y f x y a T f x y f x y
 


   


   

olur. Şimdi, eşitsizliğin her iki tarafına   modüleri uygulanırsa,   monoton 

olduğundan  

 

 

 

 

 

 2 2 2

, , ,

, , , , , , , , 0 0 , , , , 1 1

, , ,

m n m n m n

k l i j i j k l i j i j k l i j i j

i j i j i j

a T g g K a T f f K a T f f     
  

   
        

   
   
    

 

 

 

 2 2

, ,

, , , , 2 2 , , , , 3 3

, ,

                                               
m n m n

k l i j i j k l i j i j

i j i j

K a T f f K a T f f 
 


   



   

elde edilir. Dolayısıyla buradan  

             , , , , , , 0 0 , , , 1 15 5 5k l m n k l m n k l m nA g g K A f f K A f f                

       , , , 2 2 , , , 3 3                                     5 5k l m n k l m nK A f f K A f f        . 

 , N quasi yarı konveks ve kuvvetli sonlu olduğundan, 0 1   kabul edilerek 

             , , , , , , 0 0 , , , 1 15 5 5k l m n k l m n k l m nA g g N N K A f f K A f f              

       , , , 2 2 , , , 3 3                                     5 5k l m n k l m nK A f f K A f f         

bulunur. Verilmiş bir * 0   için bir  0,1   seçilsin öyle ki  5 *N N   . Şimdi 

0,  1,  2,  3r   olmak üzere aşağıdaki kümeler tanımlansın.  

      , , ,: , : *k l m nG k l A g g      , 

     
 

, , , ,

* 5
: , : 5

4
r k l m n r r

N N
G k l K A f f

  
  

 
   
 

. 

Buradan 
3

,
0

r
r

G G 


  olduğu kolayca görülür. Dolayısıyla,    
3

2 2 ,

0

r

r

G G  


   

yazılabilir. (4.3.2) hipotezi kullanılarak  2 0G   elde edilir, böylece (4.3.4) 
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gösterilmiş olur. Ayrıca, (4.3.4) eşitliği    2 2C I C I D    olduğundan her 

 2g C I  için de sağlanır. Şimdi  2f L I  fonksiyonu, her  2g C I  için 

Tf g X   olacak şekilde bir fonksiyon olsun.  2I    ve  , kuvvetli sonlu ve 

mutlak sürekli olduğundan,   modülerinin  2X I  üzerinde mutlak sonlu olduğu 

görülebilir.   modülerinin bu özellikleri kullanılarak  2C I  uzayının  2L I ‘de 

modüler yoğun olduğu görülür (Mantellini, 1998; Bardaro, Musielak ve Vinti, 2003). 

Yani, bazı 
*

0 0   için 

  *

0 ,
,

lim 3 0k l
k l

P g f     

olacak şekilde bir    2

,k lg C I  dizisi vardır. Bu durumda, her 0   için bir 

 0 0k k   pozitif sayısı vardır öyle ki her 0,k l k  için  

  *

0 ,3 k lg f    .         (4.3.5)           

Diğer taraftan, ,i jT  operatörlerinin lineerliğinden ve pozitifliğinden, her ,  x y I  ve 

,  m n  için  

 
   

 

     
 

0 0
2 2

, ,* *

0 , , , , 0 , , , , ,

, ,

; , , ; ,
m n m n

k l i j i j k l i j i j k k

i j i j

a T f x y f x y a T f g x y 
 

     

   
 

 
0 0 0 0

2

,*

0 , , , , , ,

,

                                                               + ; , ,
m n

k l i j i j k k k k

i j

a T g x y g x y


  

   
0 0

*

0 ,                                                               + , ,k kg x y f x y  , 

son eşitsizliğe   modüleri uygulanırsa ve  ‘un monotonluğu kullanılırsa 

          0 0 0 0 0 0

* * *

0 , , , 0 , , , , 0 , , , , ,3 3k l m n k l m n k k k l m n k k k kA f f A f g A g g             

  
0 0

*

0 ,                                        3 k kg f   .                 (4.3.6) 

 Böylece, (4.3.5) ve (4.3.6)’dan  

          0 0 0 0 0 0

* * *

0 , , , 0 , , , , 0 , , , , ,3 3k l m n k l m n k k k l m n k k k kA f f A f g A g g              . (4.3.7) 

Dolayısıyla, (4.3.7)’de her iki tarafın ,  k l   için istatistiksel üst limiti alınarak ve 

ayrıca  
0 0

2

,k kg C I  olması kullanılarak, (4.3.1)’den  
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      
0 0

* *

2 0 , , , 0 ,
,

limsup 3k l m n k k
k l

st A f f R f g          

   0 0 0 0

*

2 0 , , , , ,
,

                                                           limsup 3 k l m n k k k k
k l

st A g g     , 

buradan da 

   *

2 0 , , ,
,

limsup k l m n
k l

st A f f     

     0 0 0 0

*

2 0 , , , , ,
,

1 limsup 3 k l m n k k k k
k l

R st A g g        .                 (4.3.8) 

(4.3.4)’den,    0 0 0 0

*

2 0 , , , , ,
,

lim 3 0k l m n k k k k
k l

st A g g      ( ,  m n  ye göre düzgün),  

olduğundan  

   0 0 0 0

*

2 0 , , , , ,
,

limsup 3 0k l m n k k k k
k l

st A g g      ( ,  m n  ye göre düzgün),              (4.3.9) 

elde edilir. (4.3.8) ve (4.3.9)’dan  

     *

2 0 , , ,
,

limsup 1k l m n
k l

st A f f R       

sonucuna varılır. 0   keyfi olduğundan,  

   *

2 0 , , ,
,

limsup 0k l m n
k l

st A f f      ( ,m n  ye göre düzgün),  

bulunur. Dahası, tüm ,  ,  ,  k l m n  için    *

0 , , ,k l m nA f f     pozitif olduğundan,  

   *

2 0 , , ,
,

lim 0k l m n
k l

st A f f      ( ,m n  ye göre düzgün),  

olduğu kolaylıkla gösterilebilir, bu ise ispatı tamamlar.  

 Eğer   modüleri 2  şartını sağlıyorsa, 4.3.1. Teorem’den ilk olarak aşağıdaki 

teorem elde edilir. 

4.3.2. Teorem: 
  ,

:
m n

A   negatif olmayan dört boyutlu sonsuz reel matrislerin bir 

dizisi ve  ,i jT   ve   4.3.1. Teorem’deki gibi olsun. Eğer   modüleri 2  şartını 

sağlıyorsa, aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. Her 0   ve 0,  1,  2,  3r   için    2 , , ,
,

lim 0k l m n r r
k l

st A f f      ( ,  m n  ye 

göre düzgün), 

ii. Her  2g C I  için Tf g X   olacak şekildeki herhangi bir  2f L I  ve 

her 0   için    2 , , ,
,

lim 0k l m n
k l

st A f f      ( ,  m n  ye göre düzgün). 
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 Eğer 
 ,m n

A  ( ,  1m n  ) matrisleri yerine birim matris ve P limit alınırsa, (4.3.1) 

koşulu her Th X , 0   ve bir mutlak pozitif R  sabiti için   

    ,
,

limsup i j
i j

P T h R h                      (4.3.10) 

eşitsizliğine dönüşür. Bu durumda 4.3.1. Teorem ve 4.3.2. Teorem’den aşağıdaki 

sonuçlar elde edilir. 

4.3.3. Sonuç:  ,  2X I  üzerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak sürekli ve N -quasi 

yarı konveks bir modüler olsun.  ,i jT  , D ‘den  2X I ‘ye (4.3.10) özelliğini 

sağlayan pozitif lineer operatörlerin dizisi olsun. Eğer 0,  1,  2,  3r   için  ,i j rT f  , 
rf

‘ye kuvvetli yakınsak ise,  ,i jT f , her  2g C I  için Tf g X   olacak şekilde ki 

 2L I ‘ ye ait herhangi bir f  fonksiyonuna modüler yakınsaktır. 

4.3.4. Sonuç:  ,i jT   ve   4.3.3. Sonuç’daki gibi olsun. Eğer   modüleri 2 

şartını sağlıyorsa, aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. 0,  1,  2,  3r   için  ,i j rT f  , rf ‘ye kuvvetli yakınsak, 

ii.  ,i jT f , her  2g C I  için Tf g X   olacak şekildeki  2L I ‘ya ait 

herhangi bir f  fonksiyonuna kuvvetli yakınsak. 

 Şimdi 4.3.1. Teorem’in koşullarını sağlayan ancak 4.3.3. Sonuç’un koşullarını 

sağlamayan bir örnek verilsin. 

4.3.5. Örnek:  0,1I   ve    : 0, 0,     aşağıdaki koşulları sağlayan sürekli bir 

fonksiyon olsun. 

   konveks, 

  0 0  , 0u   için   0u   ve   lim
u

u


  . 

 Her  2f X I  için 

    
1 1

0 0

: ,  f f x y dxdy     

ile  2X I  üzerinde tanımlanan   fonksiyoneli göz önüne alınsın. Bu durumda  , 

 2X I  üzerinde konveks bir modülerdir.   fonksiyonu ile oluşturulan Orlicz uzayı 

gözönüne alınsın: 
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      2 2: : bazı 0 için L I f X I f 

        . 

Buradan 
       ,

, , 1 1
i k j li j k l

k l

i j
p x y x y x y

k l

   
    
  

 olmak üzere , ,  x y I  için 

         
 

   

 

   1 / 1 1 / 1

,

, ,

0 0 / 1 / 1

; , , 1 1 ,

k i l jji
i j

i j k l

k l k i l j

U f x y p x y i j f t s dsdt

   

   

                          

ile tanımlanan  2L I

  uzayı üzerinde  ,U : i jU  klasik Bernstein-Kantorovich 

operatörü göz önüne alınsın. ,i jU ,  2L I

 ‘dan  2L I

 ‘ye giden bir operatördür. Ayrıca 

   ,

,

0 0

, 1
ji

i j

k l

k l

p x y
 

  olduğundan, Lemma 5. 1 (Bardaro ve Mantellini, 2007) ‘in 

ispatında olduğu gibi ve 4.2.5. Örnek’e benzer olarak, her  2f L I

  ve ,  i j , bir 

mutlak pozitif M  sabiti için  

    ,i jU f M f     

elde edilir. O halde, bilindiği gibi,  2

U :X L I
  seçilmesiyle, her  2g C I  için 

Tf g X   olacak şekilde herhangi bir  2f L I

  için  ,i jU f , f ‘ye modüler 

yakınsaktır.  

 Şimdi  ,i js  çift indisli dizisi aşağıdaki gibi tanımlansın: 

,

1, ,  tamkare

0, diğer durumlarda
i j

i j
s


 


. 

Buradan 
2 ,

,
lim 0i j

i j
st s  dır. Ayrıca, 

     , ,

, , ,:
m n m n

k l i jA a   ,  ,

, , ,

1
,

m n

k l i ja
kl

   

1m i m k    , 1n j n l     ( ,  1,  2,...m n  ) ve 
 ,

, , , 0
m n

k l i ja  , diğer durumlarda ile 

tanımlı dört boyutlu sonsuz matrislerin bir dizisi olsun. Buradan ,i jU  operatörleri 

kullanılarak  2L I

  üzerinde aşağıdaki pozitif lineer operatörlerin  ,V : i jV  dizisi 

tanımlansın:  2f L I

 , ,x y I  ve ,i j  için, 

     , , ,; , 1 ; ,i j i j i jV f x y s U f x y  .                 (4.3.11) 

Lemma 5. 1 (Bardaro ve Mantellini, 2007) ‘in ispatında olduğu gibi ve   

fonksiyonunun konveksliği kullanılarak, her  2

V :h X L I

  , 0   ve bir mutlak 

pozitif M  sabiti için   
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     2 , , ,
,

limsup k l m n
k l

st A h M h     V
, ( ,m n  ye göre düzgün),  

elde edilir. Dolayısıyla (4.3.1) şartı  2

V UX X L I

   seçilmesiyle, (4.3.11)  ile 

tanımlanan ,i jV  operatörleri için sağlanır. Şimdi her 0  , 0,  1,  2,  3r   için 

   2 , , ,
,

lim 0k l m n r r
k l

st A f f   V
 ( ,m n  ye göre düzgün).             (4.3.12) 

olduğu gösterilsin. Bilindiği gibi 

 , 0 ; , 1i jU f x y  , 

 
 

, 1

1
; ,

1 2 1
i j

ix
U f x y

i i
 

 
, 

 
 

, 2

1
; ,

1 2 1
i j

jy
U f x y

j j
 

 
, 

 
 

     

 

     

2 2

, 3 2 2 2 2 2 2

1 12 1 2 1
; ,

1 1 3 1 1 1 3 1
i j

i i x j j yix jy
U f x y

i i i j j j

 
     

     
.  

O halde 

     
1 1

, , , 0 0 ,

1
1 1

m k n l

k l m n i j

i m j n

A f f s
kl

    
   

 

  
      

  
 V

 

 
1 1 1 1

,

0 0

1
                                      1 1

m k n l

i j

i m j n

s dxdy
kl

 
   

 

  
     

  
   

 
1 1

,

1
                                      1 1

m k n l

i j

i m j n

s
kl

 
   

 

  
     

  
   

olduğu görülür. Buradan  
1 1

,

2, ,  tam kare1
1

1, diğer durumlarda

m k n l

i j

i m j n

i j
s

kl

   

 


  


  , , 1,  2,...m n   

olduğundan ve   ‘nin de sürekliliği kullanılarak, 

 
1 1

2 ,
,

1
lim 1 1 0

m k n l

i j
k l

i m j n

st s
kl

 
   

 

  
      

  
   , ( ,m n  ye göre düzgün)             (4.3.13) 

ve dolayısıyla 

   2 , , , 0 0
,

lim 0k l m n
k l

st A f f   V
 , ( ,m n  ye göre düzgün)  

elde edilir ki bu da 0r   için (4.3.12) ‘nin doğru olduğunu garanti eder. Ayrıca, 
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     
 

1 1

, , , 1 1 ,

1 1
1

1 2 1

m k n l

k l m n i j

i m j n

ix
A f f s x

kl i i

    
   

 

   
              

 V  

 

1 1 1 11 1 1
                                      3 1 3

1 2 1
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elde edilir ve buradan da  

   2 , , , 3 3
,

lim 0k l m n
k l

st A f f   V
 , ( ,m n  ye göre düzgün)  

olduğu kolaylıkla görülebilir. 

O halde (4.3.12), 0,  1,  2,  3r   için doğru olur.  ,V : i jV  çift indisli dizisi 4.3.1. 

Teorem’in tüm hipotezlerini sağladığından  2f L I

  için 
2I  üzerinde 

   2 , , ,
,

lim 0k l m n
k l

st A f f   V
 , ( ,m n  ye göre düzgün)  

elde edilir.  ,i js  çift indisli dizisi Pyakınsak olmadığından 4.3.3. Sonuç sağlanmaz. 
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Hazırlanan doktora tezinde istatistiksel yakınsaklık ve toplam süreci kavramları 

modüler uzaylar üzerinde, tek ve çift indisli diziler için, Korovkin tipi yaklaşım 

teoremleri elde etmede kullanılmıştır. Böylece daha kuvvetli sonuçlar elde edilerek bu 

alanda yapılan çalışmalar genişletilmiştir. Bu nedenle hazırlanan doktora tezine modüler 

uzaylar üzerinde çalışılması düşünülen yeni problemler için kaynak olarak 

başvurulabilir. 
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