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MODULER UZAYLARDA iSTATISTIiKSEL A-TOPLAM SURECI VE
KOROVKIN TEOREMIi

OZET

Bu doktora tezinde ilk olarak tez igerisinde kullanilacak olan bazi 6nemli tanimlar ve
teoremler tanitilmistir. Bulgular boliimiiniin birinci kisminda tek indisli diziler igin
& —istatistiksel A —toplam siireci yardimiyla Korovkin tipi yaklasim teoremleri
modiiler uzaylar lizerinde ¢alisilmis ve bu yeni yaklagim teoremini saglayan bir 6rnek
verilmistir. Bulgular boliimiiniin ikinci kisminda ise, ¢ift indisli diziler i¢in istatistiksel
modiiler yakinsaklik kavrami verilmis ve bu kavram yardimiyla Korovkin tipi teoremler
elde edilmistir. Daha sonra bu teoremin kosulunu saglayan fakat ¢ift indisli diziler i¢in
modiiler Korovkin tipi teoremin kosullarini saglamayan bir 6rnek verilmistir. Bulgular
bolumiiniin son kisminda ise, ¢ift indisli diziler igin istatistiksel A —toplam siireci
yardimiyla Korovkin tipi yaklasim teoremleri modiiler uzaylar iizerinde calisilmis ve

elde edilen sonuglarin daha kuvvetli oldugunu gosteren bir 6rnek verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakisaklik, pozitif lineer operatdr, Korovkin tipi

yaklagim teoremi, modiiler uzay, ¢ift indisli dizi, toplam siireci, modiiler yakinsaklik.



STATISTICAL A-SUMMATION PROCESS AND KOROVKIN THEOREM ON
MODULAR SPACES

ABSTRACT

In this doctoral thesis, some main definitions and theorems which were used in the
study have been introduced primarily. In the first part of the findings section, Korovkin
type approximation theorems have been studied with the help of & —statistical A —
summation process for single sequences on modular spaces and an example which
satisfies this new approximation theorem has been given. In the second part of the
findings section, the concept of statistical modular convergence for double sequences
has been given and Korovkin type theorems have been obtained with this concept.
Then, an example that provides the condition of this theorem but does not provide for
the modular Korovkin type theorem for double sequences has been given. In the last
part of the findings, Korovkin type approximation theorems with the help of the
statistical A —summation process for double sequences have been studied on modular

spaces and an example showing that the results obtained have been stronger.

Key Words: Statistical convergence, positive linear operator, Korovkin type
approximation theorem, modular space, double sequence, summation process, modular

convergence.



TESEKKUR
Bu ¢alisma konusunu bana vererek, calismanin olusmasinda beni ydnlendiren,
arastirmalarimin her agsamasinda en yakin ilgi ve Onerilerini esirgemeyen saygideger
danisman hocam Prof. Dr. Kamil DEMIRCI’ye, c¢alismalarimda yardimlarmi ve
destegini esirgemeyen sayin hocam Dog. Dr. Fadime DIRIK’e en icten saygilarimla

tesekkiirlerimi sunarim.
Ayrica, her zaman yanimda olan ve desteklerini bir an olsun esirgemeyen canim

AILEME sonsuz tesekkiir ederim.

Bu tez " TUBITAK 2211-A Genel Yurt igi Doktora Burs Programi" tarafindan

desteklenmistir. TUBITAK ’a en igten tesekkiirlerimi sunarim.

Canim BABAMA...

Ars. Gor. Sevda ORHAN
Mayzs, 2017



ICINDEKILER

Sayfa No

OZET ottt i
A B ST RA C T .ottt e e et a e e nr e e e raaearra e I
TESEKKUR ..ottt ettt s sttt n sttt en st s s s et asen e eeeas iii
ICINDEKILER .....cocvivitevctctetetetetetetesetetete ettt ssaese st tesesesesssesesesesesssesesesssssesesesssesssssesees iv
SEMBOLLER VE KISALTMALAR LISTESI ....covoviiiiieeeceeeeeeeeeseeees s v
Lo GIRIS oottt ettt ettt ettt ettt ettt st e sttt 1
2. GENEL BILGILER ......coitiiiiiiiirieinieis st 3
2.1. Klasik KOroVKIN TEOIEMI ..c.ccvviiviiiiiiiiiieieieie sttt 4
2.2. Tek Indisli Diziler I¢in Istatistiksel Yakinsaklik ve Korovkin Tipi Teorem.......... 5
2.3. TOPIaNADIIME TEOMIST .....eeueeuiiieieiite it 9

2.4. Tek indisli Diziler I¢in & —Istatistiksel Yakinsaklik ve Korovkin Tipi Teorem11

2.5. Cift Indisli Diziler icin Istatistiksel Korovkin Teoremi ............coceeeeverrererererenane. 14
2.6. Modiiler Uzaylar ve Korovkin Tipi Yaklasim Teoremi..........cccoccvereeriieennnnnnnne 18
3. MATERYAL VE YONTEM .....cccooiiiiiitiieeeeseseeete e tes st en st 22
4. BULGULAR ..ottt e st et e s e sneeneeeneenneenaeaneenneas 23

4.1. Modiiler Uzaylarda Toplam Siireci Yardimiyla Istatistiksel Korovkin Tipi

Y aKlagim TeOTEMICTI. .. ..ieiiiieiiiieiiie et e eeannee e 23
4.2. Modiiler Uzaylarda Cift indisli Diziler icin Istatistiksel Korovkin Teoremleri... 32

4.3. Modiiler Uzaylarda Toplam Siireci Yardimiyla Cift Indisli Diziler igin

Istatistiksel KOrovkin Tipi TEOrEMIEr ..........cccviueuiveieiiiiieie e 42
4. TARTISMA VE SONUC ci....iveeereeeseeoeeseesesseeseseesssesesssesssssessseesssssesssssessesesssenns 53
KAYNAKLAR Lt e e e s e e e e s e e e et e e e e e s rae e e e snaeeeeans 54
OZGECMIS oo ees e ees s e s e s s e s ee s ae st e st eesseees s s eeerenes 57



SEMBOLLER VE KISALTMALAR LiSTESI

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Bos kiime

: Yogunluk fonksiyonu

: Cift indisli yogunluk fonksiyonu

: & —Yogunluk fonksiyonu

: Modiiler fonksiyonu

. A kiimesinin karakteristik fonksiyonu
: Yakinsak diziler uzay1

: Tim diziler uzay1

: Istatistiksel yakinsak diziler uzay1

: Reel terimli ¢ift indisli diziler uzay1

: Istatistiksel yakinsak ¢ift indisli diziler uzayi
. A kiimesinin eleman sayist

: Hemen her yerde

: Lebesgue olgiilebilir, reel sayilarin sinirl alt aralig

| tzerinde tamiml, h.h. esitligini saglayan, reel degerli 6lgiilebilir

fonksiyonlarin uzay1

. | lizerinde her mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonlarin uzay1



1. GIRIS
Klasik yaklasim teorisi, [a,b] aralig1 iizerinde siirekli her fonksiyona bir

polinom fonksiyonu ile istenildigi kadar diizgiin yaklasilabilmesi {izerine dayanan,

Weierstrass (1885) teoreminin ispati ile baslamistir. Bundan sonra P. P. Korovkin

(1953) yalnizca e, (X) =X", r=0,12 test fonksiyonlarinin diizgiin yakisakligini kabul

ederek, (Lk) pozitif lineer operatorlerinin dizisinin bir f fonksiyonuna diizgiin

yakinsamasi i¢in gerek ve yeter kosullari ele almistir. Boylece yaklagim teorisinde
onemli rol oynayan Korovkin tipi yaklasim teorisi ortaya ¢ikmistir. Daha sonra bir¢ok
arastirmaci farkli uzaylar {izerinde tanimli ¢esitli operatorler i¢in bu kosullar
arastirmistir. Klasik Korovkin tipi teoremde yakinsakligin olmadigi durumlarda,
yakinsaklik kaybini gidermek igin matris toplanabilme metotlarinin kullanilmasi
etkilidir (Swetits,1979). 1981 yilinda Nishishiraho (1981; 1983) kompakt bir Hausdorff
uzay1 lizerinde A —toplam siireci kavramini tanimlayarak daha genel sonuglar elde
etmistir. Daha sonra toplam siireci yardimiyla farkli uzaylarda Korovkin tipi teoremler

caligilmistir (Atlihan ve Orhan, 2008; Karakus ve Demirci, 2011, 2012). 2007 yilinda

ise Korovkin tipi yaklasim teoremleri Bardaro ve Mantellini tarafindan L, uzaylar,

Orlicz ve Musielak-Orlicz uzaylarini igeren modiiler uzaylar tizerinde ¢alisilmistir. Bu
uzaylar detayli olarak Musielak (1983) ve Kozlowski (1988) tarafindan incelenmistir.

Toplanabilme Teorisi, Fourier Serileri, Fonksiyonel Analiz ve Yaklasim
Teorisi’de 6nemli bir yer tutan istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk kez 1949 yilinda
Polonya’da yapilan bir konferansta Steinhaus tarafindan tanitilmis ve daha sonra 1951
yilinda Fast tarafindan gelistirilmistir. Istatistiksel yakinsak diziler uzaymin baz
topolojik &zelliklerinin incelemesi ilk defa Salat (1980) tarafindan, daha sonra ise
Connor (1985) tarafindan ele alinmistir. Ayrica istatistiksel yakinsaklik 6l¢ii teorisi ve
sayilar teorisi ile de ilgilidir. Bu iligski Freedman ve Sember (1981) ve Connor (1990)
tarafindan calisilmistir. Istatistiksel yakinsaklik tanimi kullanilarak Korovkin tipi
yaklasim teorisi i¢in daha gii¢lii sonuglar elde edilmistir (Gadjiev ve Orhan, 2002;
Duman ve ark., 2003). Pozitif lineer operatdrlerin istatistiksel yaklasimi ise modiiler
uzaylar lizerinde Karakus, Demirci ve Duman (2010) tarafindan ele alinarak daha dnce
elde edilen sonuclardan kuvvetli olan istatistiksel Korovkin tipi yaklasim teoremleri
verilmistir.

Bu doktora tezinde ilk olarak tek indisli diziler i¢in A —toplam siireci tanimi



verilerek bu kavram yardimiyla & —istatistiksel Korovkin tipi yaklasim teoremleri
modiiler uzaylar {izerinde calisilacaktir ve bu teoremin kosullarini saglayan bir 6rnek
verilecektir. Daha sonra ¢ift indisli diziler igin istatistiksel yakinsaklik kullanilarak
Korovkin tipi yaklasim teoremleri modiiler uzaylarda elde edilecek ve elde edilen
sonuclarin daha kuvvetli oldugunu gdsteren bir 0rnek verilecektir. Son olarak, c¢ift
indisli diziler i¢in istatistiksel A —toplam siireci yardimiyla Korovkin tipi yaklagim
teoremleri modiiler uzaylar {izerinde ¢alisilacak ve elde edilen sonuglarin daha kuvvetli

oldugunu gosteren bir 6rnek verilecektir.



2. GENEL BILGILER
Bu boliimde tez igerisinde yararlanilacak olan bazi 6nemli tanimlar ve teoremler
tanitilacaktir.

Oncelikle baz1 fonksiyon uzaylar1 tanitilsin:

B[a,b] (B(l), I=[ab]), [a,b] aralig: iizerinde siirl tim fonksiyonlarm

uzayidir ve || f ||B = sup | f (X)| normu ile birlikte bir Banach uzayidir.
xe[a,b]

Cla,b] (C(I), I =[a,b]), [a,b] araliginda tanimls, reel degerli ve arahigin tiim
noktalarinda siirekli fonksiyonlarin uzayidir. a, b ug¢ noktalarinda bu uzayin elemanlari

sagdan ve soldan siirekli fonksiyonlardir. f €C [a,b] icin || f ||OO = sup |f (X)| alisilmig
xe[a,b]

supremum normu ile birlikte C[a,b] bir Banach uzayidir.

Lp[a,b] (L, (1), | =[a,b]), [a,b] araligi iizerinde reel degerli p-inci

b 1/p
mertebeden mutlak integrallenebilen fonksiyonlarin uzayidir ve || f ||p = ( j | f (X)|p dX]

a

normu ile birlikte bir Banach uzayidir.

Simdi de sirasiyla operator, lineer operatdr ve lineer operatorler kiimesi i¢inde

onemli bir smif olan pozitif lineer operator kavramlar: verilsin.

2.1. Tamm: X ve Y sirasiyla A ve B (A, B= ) lizerinde tanimli reel degerli
fonksiyonlarin uzay1 olsunlar. Eger X ‘den alinmis herhangi bir f fonksiyonuna Y ‘de
bir ve yalnmiz bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa X uzaymnda bir
operatdr tanimlanmistir denir ve L operatoriiniin  X€ B noktasindaki degeri

L(f;x)=g(x) seklinde gosterilir.

X uzayma L operatoriiniin tanim kiimesi denir ve X=D(L) ile gosterilir.
Ayrica R(L)= {g: L(fx)=g(x),fe D(L)} kiimesine de L operatoriiniin deger

kiimesi denir. R(L) <Y dir.

Burada X uzayi lineer uzay1 oldugunda lineer operatoriin tanimi verilebilir.



2.2. Tammm: f, ve f,, X uzaymnda herhangi iki fonksiyon, X€ B ve her «, f € R icin

L operatoru,
L(af+pf,; x)=aL(f;x)+pL(f,;x)
kosulunu sagliyorsa L operatdriine lineer operatdr denir. Tanimdan da goriilebilecegi

gibi L lineer operatdrii igin L(0;x)=0 olur.

23. Tamm: X" ={feX :f(t)>0,teA}, Y ={geY :9(x)=0, xe B} olsun. X

uzayinda tamimlanmis bir L lineer operatorii X* kiimesindeki herhangi bir f

fonksiyonunu pozitif fonksiyona doniistiiriiyor ise L operatoriine pozitif lineer operator

denir.

Ornegin, S, :C[O,l]—) B[O,l] ve f eC[O,l] olmak {izere

S (f;x)= ek*ni) f (Ej (k) x[0,1] (2.1)

nl '

ile tanimlanan Szasz operatorii (—')20 ve e >0 oldugundan bir pozitif lineer
n!
operatordiir (Szasz, 1950).
L pozitif lineer operatérii igin LX* <Y* saglanir. Yani f(x)>0 oldugunda

L( f;x)>0 olur. Ayrica pozitif lineer operatorler monotondur. Yani, f (X) <g (X)

oldugunda L( f;X) < L(g;X) dir.

2.1. Klasik Korovkin Teoremi
Asagida bircok aragtirmaya konu olmus ve yaklasim teorisinde dnemli bir yeri

olan Korovkin tipi teorem verilmistir.

2.1.1. Teorem: Eger L, :C[a,b] - B[a,b] pozitif lineer operatorler dizisi r=0, 1, 2

icin €, (x)=x" olmak iizere

Iikm||Lker —el, =0



kosullart saglaniyorsa herhangi bir f eC[a,b] icin
lim[L, £ — ], =0

dir (Korovkin, 1960).

(2.1) deki Szasz operatdrii icin S, (eyX)=6,(X), Sc(e;x)=e(x) ve

€ (X
S, (ez,x):ez(x)+¥ oldugundan 2.1.1. Teorem’in kosullar1 saglandigindan her

f €C[0.1] igin lim[|S, f — ||, =0 gergeklenir.

2.2. Tek Indisli Diziler icin Istatistiksel Yakmsakhk ve Korovkin Tipi

Teorem

N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi A ve A :={k<n:keA} olsun. A

kiimesinin eleman sayisi |A1| ile gosterilsin.

Al

2.2.1. Tamm: N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesi i¢in IiImT limiti mevcut

ise, bu limit degerine A kiimesinin yogunlugu (veya dogal yogunlugu) denir ve S(A)

ile gosterilir (Niven ve Zuckerman, 1980).
(ak) pozitif tamsayilarin artan bir dizisi ve A= {ak ‘keN } olmak iizere

yogunluk mevcut ise 5(A)= IikrnL dir (Niven ve Zuckerman, 1980).
ak

Omegin; 3(N)=1, 3({k’:keN})=0, 8({2k:keN})zS({2k+1:keN}):% ve

dogal sayilarin her bir sonlu alt kiimesinin de sifir yogunluklu oldugu yogunluk

tanimindan kolaylikla goriilebilir. Ayrica yogunluga sahip bir A kiimesi i¢in

8(N\A)=1-5(A) dir.
2.2.2. Tammm: X = (Xk ) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her € >0 igin

3({keN:|x —L|>¢})=0



olacak sekilde bir L sayist varsa, bu durumda X dizisi L sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir ve bu durum st — Ii{n X, =L seklinde gosterilir (Steinhaus, 1949; Fast,

1951).

Bir x dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi durumunda L sayisinin
herhangi bir & komsulugunda dizinin sonsuz c¢oklukta terimi bulunurken, bu
komsulugun diginda ise, indis kiimesinin yogunlugu sifir olmak kosuluyla yine diziye
ait sonsuz c¢oklukta terim bulunabilecegi istatistiksel yakinsaklik tanimindan kolaylikla
gorilebilir. Bu durum, istatistiksel yakinsakligin bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha
genel oldugunu gostermektedir. O halde yakinsak diziler uzaymi c ile ve istatistiksel
yakinsak diziler uzayini st ile gosterecek olursak, cc st dir. Yani, istatistiksel

yakinsaklik bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha kuvvetlidir.

Asagida bir dizinin istatistiksel yakinsak olmasini karakterize eden teorem

verilmistir.

2.2.3. Teorem: x=(x,) dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmas igin gerek
ve yeter kosul 3({k, :neN})=1 ve lim X, =L olacak sekilde en az bir (an) yakinsak

alt dizisi vardir (Fridy, 1985).

2.2.4. Ornek: x=(x,) dizisinin genel terimi

2, k=m?

X, = , m=12.3,..
{1, k = m?

olsun. K ={k?:k € N} denirse 8(K)=0, 8(N\K)=1 olup

(% )=(11..)>1, (k, e(N\K) , neN)

oldugundan st—Ii{n X, =1 bulunur.

2.2.5. Ornek: x=(x,)

k, k=m?
X, = ,m=123,...
0, k#m?



dizisi i¢in st — Ii{n X, =0 oldugu goriiliir.

Orneklerden de goriilebilecegi gibi bu diziler sinirl 1raksak ve sinirsiz iraksak

olmalarina ragmen istatistiksel yakinsaktirlar.

Bir x dizisinin bir L sayisina yakinsayan alt dizisi varsa Lsayis1 X dizisinin
alisilmis limit noktasidir. Bir alt dizisinin yogunlugu goz oniine alinarak istatistiksel

limit noktas1 tanimi Fridy (1993) tarafindan verilmistir.

2.2.6. Tammm: Reel terimli bir X dizisinin bir L sayisina yakinsayan ince olmayan alt
dizisi varsa (alt dizinin indis kiimesinin yogunlugu sifirdan biiyiik veya yogunluga sahip

degil), L sayisina X dizisinin bir istatistiksel limit noktasidir denir (Fridy, 1993).

Bir x dizisinin aligilmig limit noktalarinin cimlesi L, ile istatistiksel limit
noktalarmin ciimlesi ise A, ile gosterilir. 2.2.4. Ornek’de tanimlanan X dizisi icin

L,={L2} ve A, ={1} dir.
Herhangi bir x dizisi icin A, < L, oldugu agiktir.

2.2.7. Tamm: Her £>0 igin {k eN:|xk—L|<g} ciimlesi sifir yogunluga sahip

degilse L sayisina X dizisinin bir istatistiksel degme noktasi denir (Fridy, 1993).

Bir x dizisinin istatistiksel degme noktalarmm climlesi I', ile gosterilir.
Herhangi bir x dizisi i¢in I', < L, oldugu agiktir. Ayrica, herhangi bir X dizisi igin

A, cT, fakat, A, ve T', ciimleleri esit degildir (Fridy, 1993).
Simdi reel terimli bir X = (Xk) dizisi i¢in

B, :

{beR:é({k:xk >b})¢0},
C, ::{aeR:é({k:xk<a})¢0},

olmak iizere istatistiksel iist limit ve alt limit kavramlari verilsin. Burada &(K)=0

olmasi 0 ( K) >0 veya K kiimesi yogunluga sahip degil, anlaminda alinacaktir.



2.2.8. Tammm: Bir X = (Xk) dizisinin istatistiksel iist limiti

) supB,, B, #J
st—limsupx, =

K -0 , B, =

ile verilir (Fridy ve Orhan, 1997).

Benzer sekilde bir x=(X,) dizisinin istatistiksel alt limiti

infC,, C, #J
+o , C =

st— Iimkinf X, ::{
ile verilir (Fridy ve Orhan, 1997).

st—limsupX,, x dizisinin en bilyiik istatistiksel degme noktasi1, St— Iimkinf X, s
k

x dizisinin en kiigiik istatistiksel degme noktasidir (Fridy ve Orhan, 1997).

Aligilmig st limit ve alt limit kavramlarinda oldugu gibi, reel terimli x = (Xk)
dizisi i¢in
st—Iimkinf X, < st—limsup X,
k
oldugu kanitlanmistir. Ayrica

Iimkinf X, < st—limkinf X, <st—limsupx, <limsupx, .
k k

Simdi istatistiksel Korovkin tipi teorem verilsin.

2.29. Teorem: Eger L,:C[a,b]—>B[a,b] pozitif lineer operatdrler dizisi ve

r=0, 1, 2 igin €, (x)=x" olmak iizere
st—lim ILe, —e ], =0
kosullar1 saglantyorsa herhangi bir f € C[a,b] i¢in

st—likm||ka —f|,=0



dir (Gadjiev ve Orhan, 2002).

2.3. Toplanabilme Teorisi

Simdi toplanabilme teorisiyle ilgili bazi temel tanim ve teoremler verilsin.

2.3.1. Tamm: X ve Y, tiim diziler uzayi olan S ‘in alt kiimeleri ve & =(by, ) reel ya

da kompleks terimli bir sonsuz matris olmak {lizere X = (Xk) e X veher I eN igin

(,{?X)I = Z:b,kxk
k=1

serisi yakinsak ise .&X:= ((5 X)I) doniisiim dizisi mevcuttur denir. Eger her X e X
igin & doniisiim dizisi meveut ve FxeY ise & =(b,) matrisi X uzaymndan Y

uzayina bir matris doniisiimii tanimlar denir ve & e(X,Y) ile gosterilir. Eger bir X

sayisina & —toplanabilirdir denir ve & —limx=L seklinde yazilir. Toplam1 ya da

limiti koruyan matrislerin sinifi (X,Y; p) ile gosterilir. Eger verilen bir X = (Xk) dizisi
i¢in Ii'[n X, =L oldugunda |ilm(f x), =L kosulu gergekleniyor ise & matrisine

regiiler matris denir. X =Y =c olmak iizere regiiler matrislerin sinifi (C,C; p) ile

gosterilir (Hardy, 1949; Boos, 2000).

Bir matrisin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 veren Silverman-Teoplitz

Teoremi asagidaki gibidir:

2.3.2. Teorem (Silverman-Teoplitz): & =(b, ) e(c,c;p) olmasi igin gerek ve yeter

kosul,
O |7]=sw 3 <o
k=1

(if) Her sabit k e N igin IilmbIk =0

0

(iii) im> by =1

k=1



olmasidir (Hardy, 1949; Boos, 2000).

2.3.3. Ornek: Aritmetik ortalamaya karsilik gelen C, = (C,k)

seklinde tanimlanan Cesaro matrisi regiilerdir.

Bell (1973), Stieglitz (1973) 2.3.1. Tanim’daki diisiinceyi kullanarak & = (b, )
matrisi yerine A:=(A(”))=(a£j”)), (neN), matris dizisini alarak asagidaki tanimi

vermislerdir.

2.3.4. Tanm: A::(A(”)) (aﬁj”)) negatif olmayan reel terimli sonsuz matrislerin bir

dizisi olsun. X=(Xj) reel sayilarin dizisi ve tim k,ne N i¢in (AX)E =Zaﬁf)xj serisi
=1

yakinsak ise Ax:={(Ax)] :k, neN| gift indisli dizisine x dizisinin A-doniisiimi

denir. Eger
IilznZa,EF)Xj =L (n ye gore diizgiin)
j=1

kosulu gercekleniyorsa, X dizisi L degerine A —toplanabilir denir (Bell 1973, Stieglitz
1973).

n+k-1
2.3.5. Tamim: X=(Xj) reel terimli siirh bir dizi olsun. II{nE Z X;=L (n ye gore

j=n
diizgiin), kosulunu saglayan bir Lsayisi varsa, X dizisi L sayisina hemen hemen

yakinsaktir denir (Lorentz 1948).

)

Eger A bir matris olmak {iizere her neN igin A" = A alimirsa, A-—

toplanabilme klasik matris toplanabilmeye ve | birim matris olmak {izere her ne N

icin - A" =1 alimirsa A —toplanabilme klasik yakinsamaya indirgenir. Eger

(A(”))z(aij")) matris dizisi yerine genel terimi a;" :kil' n<j<n+k, (n=12,.)
+

ve al(qn ) =0, diger durumlarda ile tanimh matris dizisi alimirsa A —toplanabilme metodu

hemen hemen yakinsakliga indirgenir (Lorentz, 1948).
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Simdi de toplam siireci tanimi verilsin.

T= (Tj) pozitif lineer operatdrlerin C[a,b] ‘den C[a,b] ‘e bir dizisi olsun. Eger
her f eC[a,b] icin (ij), f ‘ye A—toplanabilir ise yani, seri her bir k, n ve f igin
yakinsak olmak iizere
> alT, f - f

i

Iikm =0 (n ye gore diizgiin),

ise (Tj) pozitif lineer operatérler dizisi C[a,b] de bir A—toplam siirecidir denir

(Nishishiraho, 1983).

2.4. Tek Indisli Diziler I¢cin & —Istatistiksel Yakinsakhk ve Korovkin Tipi
Teorem

Freedman ve Sember 1981 yilinda asagidaki diisiinceyi kullanarak istatistiksel

yakinsaklik tanimindaki Cesaro matrisi yerine negatif olmayan regiiler bir & = (b,k)

sonsuz matrisini alarak istatistiksel yakinsakligt & —istatistiksel yakinsakliga

genisletmislerdir.
Bir x= (Xk) dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi demek her £ >0

igin Iilm%‘{k <l:|x —L|= g}‘ =0 olmasi demektir.

Ya da buna denk olarak K :=K(&)={k<l:|x —L|>¢} olmak iizere her &>0

|
igin lim(C,y, ), = Iilm]fz;(K(a)(k):O olmasidir.
k=1

2.4.1. Tanim: & = (b,k) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. K < N i¢in

lim > b, =lim(&z,),

keK

limiti meveut ise bu limit degerine K kiimesinin & —yogunlugu denir ve &, (K) ile

gosterilir (Freedman ve Sember, 1981).
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Eger bir K  kiimesi & —yogunluga sahip ise bu durumda

5.(N-K)=1-6_.(K) olacaktir. Eger K kiimesi sonlu elemanli bir kiime ise

5. (K) =0 olacag agiktir.
2.4.2. Tanmm: & = (b,k) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Her ¢ >0 igin
K:=K(g)={k:|% —L|>¢&} olmak iizere

5. (K)= Iilme;b,k;(K(g)(k): lim> b, =0

keK

gergekleniyor ise bu durumda x=(x,) dizisi L sayisina & —istatistiksel yakimsaktir
denir ve st_—limx=L seklinde gosterilir (Freedman ve Sember, 1981; Kolk, 1993;

Miller, 1995).

Bu tanimda eger & matrisi yerine | birim matrisi alinirsa aligilmis anlamdaki

yakinsaklik elde edilir. Yakinsak her dizi aynmi limit degerine .& —istatistiksel

yakinsaktir. Ayrica, Kolk (1993) & z(b,k) negatif olmayan regiiler ve
"|m mkax{bk’l}zo kosulunu saglayan bir matris olmak iizere & —istatistiksel

yakinsakligin bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha kuvvetli oldugunu kanitlamistir.

& matrisi yerine C, Cesaro matrisi alindiginda ise .5 —istatistiksel

yakinsaklik istatistiksel yakinsakliga indirgenir.

2.2.3. Teorem’in bir benzeri & —istatistiksel yakinsaklik igin su sekilde

verilebilir.

2.4.3. Teorem: Bir X:(Xk) dizisinin L sayisina & —istatistiksel yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter sart &, ({kn :neN})=1 ve lim X, =L olacak sekilde en az bir (k,)
indis dizisinin var olmasidir (Kolk, 1993; Miller, 1995).

Reel terimli bir x =(x,) dizisi i¢in

D, ::{d eR:5. ({k:x, >d})¢0},

12



E, ::{c‘eR:dg({k:xk <c})¢0},
olsun. Burada 6. (K)#0 olmast 6.(K)>0 veya K kiimesi yogunluga sahip degil,
anlaminda alinacaktir.

2.4.4. Tamm: Bir x =(x,) dizisinin & —istatistiksel tist limiti

st_ —limsupx, == SupD,. b, =<
z kpk.— -
ile verilir (Connor ve Kline, 1996; Demirci, 2000).

Benzer sekilde bir x=(x,) dizisinin & —istatistiksel alt limiti

.- infE,, E, #J
st —liminf x, =
k +o , E =0
ile verilir (Connor ve Kline, 1996; Demirci, 2000).

Eger & =C, Cesaro matrisi alinirsa, yukaridaki tanimlar sirasiyla Fridy ve

Orhan (1997) tarafindan verilen istatistiksel iist limit ve istatistiksel alt limit

kavramlarina indirgenir.
Ahsilmus st limit ve alt limit kavramlarinda oldugu gibi, X =(X,) dizisi igin

st —Iimkinf X, <st_ —limsup x,
k

oldugu kanitlanmistir.

& —istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanilarak asagidaki Korovkin tipi

teorem verilmistir.

2.45. Teorem: & z(b,k) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Eger

L, :C[a,b] > B[a,b] pozitif lineer operatorler dizisi ve r=0, 1, 2 icin e, (Xx)=x'
olmak tizere

st —Iikrn||Lker —e, =0
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kosullarini sagliyor ise her f eC[a,b] icin
st.. —lim|L, t — ], =0

olur (Duman, Khan ve Orhan, 2003).

2.5. Cift Indisli Diziler icin Istatistiksel Korovkin Teoremi
Iki degiskenli cift indisli fonksiyon dizileri igin istatistiksel Korovkin tipi
yaklasim teoremi Dirik ve Demirci (2010) tarafindan verilmistir. Bu teoremden 6nce

¢ift indisli dizi tanimi1 ve bazi 6zellikleri verilsin.

2.5.1. Tamm: N dogal sayilar kiimesi ve R reel sayilar kiimesi olmak iizere
f:NxN—>R
(k,l)—) f(k,1)=x,

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna reel terimli ¢ift indisli dizi denir. Reel terimli
biitiin cift indisli dizilerin climlesi Q ile gosterilip
Q:{X:(Xkyl): her k,l e N icin X ER} seklindedir. Bu ciimle her x,yeQ ve her
a,feR icin ax+ fy= (ocxkyI + BY, ) islemi ile bir lineer uzaydir.

2.5.2. Tamm: Bir x=(X,, ) reel terimli ¢ift indisli dizisi verilsin. Tiim (k,I)e N igin
‘Xm‘ <M olacak sekilde M >0 sayis1 varsa X dizisine smirlidir denir (Pringsheim,

1900).

2.5.3. Tanim: X= (Xk,l) reel terimli bir ¢ift indisli dizi olsun. Eger her &£ >0 icin her

k,I >N (&) oldugunda ‘Xk’, - L‘ < ¢ olacak sekilde bir N(&)>0 sayisi varsa X = (Xk,l)

dizisi L sayisina Pringsheim anlaminda yakinsak, kisaca P —yakinsak denir ve

P- Iirln X, = L seklinde gosterilir (Pringsheim, 1900).

2.5.4. Ornek: X =(X, ) cift indisli dizisinin genel terimi

1
1

o

I, k
X, =1k, |
0,d
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olsun. x gift indisli dizisi her k,leN igin [x |<M olacak sekilde M >0 sayisi

bulunamadigindan sinirli degildir. Buna ragmen P — ILrIn X, =0 dur.

Bilindigi gibi tek indisli bir dizi yakinsak ise smirlidir, ancak yukaridaki
ornekten de goriilebilecegi gibi P—yakinsak ¢ift indisli dizilerin siirli olmasi
gerekmez.

2.5.5. Teorem: Bir ¢ift indisli dizinin Pringsheim limiti tektir (Pringsheim, 1900).

25.6. Teorem: x=(%,), y=(Y,,)eQ ve AcR olmak iizere P—limx  =a ve
P—Iikrln Y., =b olsun.

(i) P—Iikrln(xk’|+ykyl):a+b,

(i) P-limix, =1a,

(iii) P—Iikm(xk'I Y )=a-b,

(iv) b=0ise P-Ilim 4wl ve P lim| 2t L3
k| Vg b kI Yl b

gerceklenir (Pringsheim, 1900).

2.5.7. Tamm: X =(X,,) cift indisli dizisi verilsin,

e P-liminfx,, :sup{ ini xkvl} ifadesine (x,,) cift indisli dizisinin alt limiti,

m>1
e P-limsupx,, :im;{sup xk,} ifadesine (x,,) ift indisli dizisinin dst limiti
kI m21 g lem '

denir.

Bagka bir ifade ile dizinin alt dizilerinin limitlerinin en kii¢ligline dizinin alt

limiti, en biiyligline ise dizinin iist limiti denir (Pringsheim, 1900).

Volkov 1957 yilinda pozitif lineer operatdrlerin ¢ift indisli dizisi i¢in Korovkin

teoremi ispatlamistir.
fo(x,y)=1, fi(xy)=x, f(xy)=y, f(xy)=x*+y®> olmak iizere
D c R? kompakt alt kiimesi verilsin.

2.5.8. Teorem: Eger L, :C ( D) — B ( D) pozitif lineer operatorler dizisi i¢in
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P—IEInHLkJ f —f

=0(r=0,1,23),

kosullar1 saglaniyorsa herhangi bir f €C ( D) fonksiyonu i¢in
S U

dir (Volkov, 1957).

EcN? pozitif tamsayilarin iki boyutlu bir alt kiimesi, E; |ile

{(k,l)e E:k<i, I< J} kiimesi ve E;; kiimesinin eleman sayisi ‘Ei'j‘ ile verilsin. E

e 1
kiimesinin ¢ift indisli yogunlugu &, (E):=P— ||m7‘E-

2.5.9. Tamm: X =(X,,) cift indisli dizisi verilsin. Eger, her &> 0 igin

E:= Ei’j(g):z{kgi, 1< j:|x, —L‘Zg}
kiimesi sifir yogunluga sahip ise X dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve
st, — Il(rln X, = L ile gosterilir (Moricz, 2003).

Bir P-—yakinsak ¢ift indisli dizi istatistiksel yakinsaktir ancak tersi dogru
degildir. Ayrica, istatistiksel yakinsak bir ¢ift indisli dizi sinirlt olmak zorunda degildir.
Ornegin genel terimi,

kl, k,I tam kare,
%7 4

olan  x :(Xk’,) ¢ift indisli dizisi g6z Oniine alnsin. Her &>0 igin
‘{(k, ): ‘Xk,l —1‘ > 6‘}‘ <JkJt oldugundan st, — ILrp X, =1 oldugu kolaylikla goriilebilir.
Bununla beraber x dizisi ne P—yakinsak ne de siirlidir.

Ayrica bir ¢ift indisli X:(Xkyl) dizisinin L degerine yakinsak olmasi Moricz

(2003) tarafindan asagidaki sekilde karakterize edilmistir:

st,—limx,, = L olmast igin gerek ve yeter kosul P— Iir{}(l) X =L ve 5,(E)=1

olacak sekilde E c N? olmasidir.
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Cift indisli diziler i¢in istatistiksel {ist limit ve alt limit kavramlar1 Cakan ve

Altay (2006) tarafindan tanitilmistir.

Herhangi bir reel terimli x=(xk’,) ¢ift indisli dizisi i¢in
G, ::{eeR:éz((k,l):xkv, >e)¢0},
= ::{d eR:65,((k1):x,, <d)¢0},

olsun. Burada &, (K)#0 olmast &,(K)>0 veya K kiimesi ¢ift yogunluga sahip degil,

anlaminda alinacaktir.

2.5.10. Tamm: Bir x = (xk’,) cift indisli dizisinin istatistiksel {ist limiti

supG,, G, =

st, —lims =
2! k,lupxk'I {—oo , G, =0

ile verilir (Cakan ve Altay, 2006).
Benzer sekilde bir x = (Xk,l ) cift indisli dizisinin istatistiksel alt limiti

infF,, F @

st, —liminf x, , ::{
kol ’ +o , F =0

ile verilir (Cakan ve Altay, 2006).

Simdi Dirik ve Demirci (2010) tarafindan ¢alisilan iki degiskenli ¢ift indisli

fonksiyon dizileri i¢in istatistiksel Korovkin tipi yaklasim teoremi verilsin.

2.5.11. Teorem: L,,:C(D)— C(D) pozitif lineer operatérler dizisi verilsin.
Her f € C(D) icin
sQ—WMﬂ“f—HL=O

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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st, —IikrlnHLkJ f—f

=0(r=0,1 2, 3)

olmasidir (Dirik ve Demirci, 2010).

Asagida toplanabilme teorisiyle alakali bazi temel tanimlar verilmistir.

2.5.12. Tanm: & =(bk,|,i, j) negatif olmayan reel dort boyutlu sonsuz matris olsun.

Z-doniisiim  dizisi, her k,leN igin > b, X, serisi Pringsheim anlaminda

(i,j)eN?

yakinsak olmak iizere

(&%), = 2 B

(i,j)eN?

ile verilir. Eger, Xx‘in & —-donilisiimii mevcut ve Pringsheim anlaminda yakinsak ise,

yani

q
P—lim® > b X ;=Y ve P—limy,, =L

P
]

ise x dizisi L ‘ye & —-toplanabilirdir denir (Robison, 1926; Moricz ve Rhoades, 1988).

2.5.13. Tamm: A= (A(m’”)) = (afT,n)J) (m,n e N) negatif olmayan reel terimli sonsuz
matrislerin bir ¢ift indisli dizisi olsun. X = (Xi’ i ) reel sayilarin ¢ift indisli dizisi i¢in

P—lim Z aﬁT]’.n).X. =L (m,n ye gére diizgiin)

K LI
©(ivj)eN?

ise X = (Xi’ i ) L ‘ye A —toplanabilirdir denir (Karakus ve Demirci, 2011).

Eger A bir dort boyutlu matris olmak tizere AM™Y = A alinirsa, A-—

toplanabilme ¢ift indisli diziler igin klasik matris toplanabilmeye indirgenir.

2.6. Modiiler Uzaylar ve Korovkin Tipi Yaklasim Teoremi
Klasik Korovkin tipi teorem 2007 yilinda Bardaro ve Mantellini tarafindan
modiiler uzaylar iizerinde genisletilmistir. Bu uzaylar ve bazi ozellikleri asagidaki

gibidir.
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2.6.1. Tamim: Herhangi bir p: X (1)—[0,] fonksiyoneli

i) p(f)=0sf=0hh,

(iiy Her feX(1)igin p(f)=p(-f),

(i) Her f,geX(l) ve a+B=1 ©ozellikli herhangi «,f>0 igin
plat+pg)<p(f)+p(9),

kogullarmi saghyorsa p ‘ya X (1) iizerinde bir modiiler denir. Eger her f,g e X (1) ve

a + f =1 ozellikli herhangi «, >0 icin

p(af+B9)<Nap(Nf)+Ngp(Ng),

olacak sekilde N >1 sabiti varsa p‘ya N —quasi konveks modiiler denir. Ozel olarak

N=1 almsa p‘ya konveks modiler denir. Her feX(1) ve ae(01] igin

p(af )< Nap(Nf)

olacak sekilde N >1 sabiti varsa p ‘ya N —quasi yar1 konveks modiiler denir. Buradan

her N —quasi konveks modiilerin, N —quasi yar1 konveks modiiler oldugu kolaylikla

goriilebilir.

Simdi p modiileri ile verilen X (1) uzaymin bazi alt vektor uzaylar1 goz dniine

alinsin.

L (1):={ e X (1): lim p(21) =0}

E”(1):={f el (I): her 2>0icin p(Af)<oo}.

Burada L”(1)‘ya p modiileri ile olusturulan modiiler uzay ve E” (1) yada L”(1)‘mn
sonlu elemanlarinin uzayr denir. Eger p, N —quasi yart konveks modiiler ise

L7 (1)={f e X (1):baz1 2>0 igin p(Af)<oo}.

2.6.2. Ornek: (X (1),][) bir normlu uzay olsun. |.| norm fonksiyonu bir modiilerdir.
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2.6.3. Ornek: | =[a,b] olmak iizere 1< p<oo igin L (1) uzay: konveks modiiler

uzaydir.

Simdi modiiler uzaylardaki baz1 yakinsaklik tiirleri verilsin.

2.6.4. Tamm: ( f,) terimleri L”(1)¢da olan bir fonksiyon dizisi ve f eL” (1) olsun.

Baz1 4, >0 icin

lim (% f, - 1))=0

oluyorsa ( f,) dizisi f fonksiyonuna modiiler yakisaktir denir.

2.6.5. Tamm: ( f,) terimleri L”(1)¢da olan bir fonksiyon dizisi ve f eL” (1) olsun.

Her 4 >0 igin
IiI[np(/i(fk - f)):O

oluyorsa ( f, ) dizisi f fonksiyonuna F-norm (kuvvetli) yakinsaktir denir.

2.6.6. Lemma: Modiiler yakinsaklik ile F-norm yakinsakligin denk olmasi i¢in gerek ve

yeter sart A,-sartimin saglanmasidir yani, her feX(I) igin p(2f)<Mp(f)

esitsizligini saglayan M >0 sabiti vardir (Bardaro, Musielak ve Vinti, 2003; Musielak,

1993).

2.6.7. Tanim:

1.

2.

|f|<]|g| i¢in p(f)<p(g) ise, p monotondur denir.

%, | araligmm Kkarakteristik fonksiyonu olmak iizere z, €L’(1) ise, p
sonludur denir.

Eger p sonlu ve her ¢>0, 2>0 igin u(B) <0 ozellikli herhangi 6l¢iilebilir
Bl altkiimesi igin p(i}(B)<8 olacak sekilde 6 >0 varsa, p mutlak

sonludur denir.

2 €E”(1) ise, p kuvvetli sonludur denir.
p(f)<o dzellikli her f e X (1) fonksiyonu icin asagidaki kosulu saglayan
a >0varsa p mutlak siireklidir denir:

her £>0 i¢in B , u(B)<5 Ozellikli | araliginin herhangi Olgiilebilir alt

kiimesi olmak iizere p(af yy) <& olacak sekilde & >0 vardur.
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Eger p monoton ve sonlu bir modiiler ise, C(1)c= L” (1) dir. Benzer sekilde eger, p

monoton ve kuvvetli sonlu ise, C (1)< E” (1) (Bardaro ve Mantellini, 2007).

Istatistiksel Korovkin tipi teorem 2010 yilinda Karakus, Demirci ve Duman

tarafindan modiiler uzaylara genisletilmistir.

p, X(I) {izerinde monoton ve sonlu bir modiller ve D kiimesi
C”(l)eDc L”(I) kapsamasini saglayan bir kiime olsun. p, monoton ve sonlu bir
modiiler oldugundan bdyle bir kiime segilebilir. Kabul edilsin ki X, , C” (I )‘ 1 igeren

X, c D alt kiimesi ve T=(Tk), D ‘den X (I ) ‘ya tanimli her he X, >0 ve bir

mutlak pozitif R sabiti igin

st—limsup p(A(T,h))<Rp(2h) (26.1)
k

esitsizligini saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun.

2.6.8. Teorem: p, X (I) iizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak stirekli ve N -

quasi yar1 konveks bir modiiler olsun. T=(T,), D‘den X(I)‘ya (2.6.1) dzelligini

saglayan pozitif lineer operatorlerin dizisi olsun. Kabul edilsin ki her 2>0 ve

r=0,1 2 igin e (x)=x" olmak iizere

st—limp(2(T,e, -¢.))=0

olsun. Simdi f e L” (1) fonksiyonu, her g e C” (1) i¢in f —g e X, olacak sekilde bir
fonksiyon olsun. Buradan baz1 4, >0 i¢in

st—limp (4 (T f-f))=0

dir (Karakus, Demirci ve Duman, 2010).
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3. MATERYAL VE YONTEM
Bulgular boliimiiniin birinci kisminda tek indisli diziler i¢in & —istatistiksel

A —toplam siireci yardimiyla Korovkin tipi yaklagim teoremleri modiiler uzaylar

tizerinde calisilmistir.

Ikinci kisimda cift indisli diziler icin istatistiksel yakinsaklik ydntemi

kullanilarak Korovkin teoremleri modiiler uzaylarda elde edilmistir.

Son olarak, bulgular boliimiiniin {igiincii kisminda ¢ift indisli diziler igin

istatistiksel A —toplam siireci yardimiyla Korovkin tipi yaklasim teoremleri modiiler

uzaylar iizerinde ¢alisilmistir.
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4. BULGULAR
4.1. Modiiler Uzaylarda Toplam Siireci Yardimyla Istatistiksel Korovkin

Tipi Yaklasim Teoremleri
Bu béliimde modiiler uzaylarda A —toplam siireci tanimi yapilarak Korovkin

tipi yaklasim teoremleri & —istatistiksel A —toplam siireci yardimiyla verilecektir.
A:=(A(")) negatif olmayan reel terimli sonsuz matrislerin bir dizisi, p, X (I)
tizerinde monoton ve sonlu bir modiiler, & = (blk) negatif olmayan regiiler bir matris

ve D kiimesi C*(1)c D < L”(1) kapsamasim saglayan bir kiime olsun. Kabul edilsin

Ki T=(Tj ), D den X (1) ‘ya tanimli ve

A (F)=2aiT;f,

j=1
serisi, tim k,neN, f e D icin Lebesgue Olciistine gore h.h. yerde mutlak yakinsak
olsun. Eger her f €D igin (ij), f ‘ye A —toplanabilir (o modiilerine gore) ise

yani, bazi y > Oigin
. < . (n) _ .
III[n p(}/[;akj T, f- f]] =0, (n ye gore diizgiin),

ise (Tj ) pozitif lineer operatorler dizisi D tizerinde bir A —toplam siirecidir denir.

Ayrica, kabul edilsin ki X, C”(1)*1igeren X, = D alt kiimesi ve her he X,
, A >0 ve bir mutlak pozitif R sabiti i¢in
st — Iimksupp(ﬂ,(AZn (h))) <Rp(2h), (n ye gore diizgiin), (4.1.1)
olsun.

4.1.1. Teorem: A::(A(")) sonsuz, negatif olmayan reel matrislerin bir dizisi ve p,
X (I ) tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N —quasi yar1 konveks bir
modiiler ve ayrica, & = (b, ) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Tz(TJ— ), D

‘den X (1) ‘ya (4.1.1) zelligini saglayan pozitif lineer operatérlerin dizisi olsun. Kabul

edilsin ki her >0 ve r=0, 1, 2 igin €, (Xx) = X" olmak iizere

st — Ii{n p(/l[Zaf(F)Tjer —e D =0 (n ye gore diizgiin). (4.1.2)

=
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Simdi f e L”(I) fonksiyonu, her g C“’(I) icin f —g e X, olacak sekilde bir

fonksiyon olsun. Buradan bazi 4, >0 igin

st — Ii{np(ﬂo [i al(q.")Tj f—f B =0 (n ye gore diizgiin), (4.1.3)
j=1

dir.
Ispat: ilk olarak g e C(1)n D ve her >0 igin

st — Iipp{n [Z afq.")Tjg - gD =0 (n ye gore diizgiin), (4.1.4)
=1

oldugu gosterilsin. Bunun i¢in ¢ eC(I)mD olsun. g, | ‘da siirekli oldugundan

verilen bir & >0 igin,

< 0 kosulunu saglayan tim X, y € | igin
l9(y)-g(x)|<e (4.1.5)
olacak sekilde bir 6 >0 vardir. Yine |y— X| >0 kosulunu saglayan tim X, yel ig¢in

= Sup‘g ‘ olmak iizere

xel

9(y)-9(x)< 52 M (y-xy (4.1.6)

elde edilir. (4.1.5) ve (4.1.6)’dan

2

9(y)-9(x)] <&+ 23 (y-%)

oldugu kolaylikla goriilebilir. T; lineer ve pozitif oldugundan, ¢:=max{|a|, |b|} olmak

luzere

Zaﬁj”)Tj (9:x)-9(x)
-1

ijn)Tj (80:X)—€(X)
=1
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(8 x)—ey(x)

<ZakJ (5+5—M(y X ;j l9(x)
ZakJ ( ;)+M ZakJ (0;X) =€, ()

g

—2x[2akj x]+x (Zak, (€3 %)= o(X)ﬂ

J

<e+e

ZakJ (%)

j=1

+(e+M) T, (6:X)—€

Zakj eO’X (X)

£g+[g+M +

o0

2L

=1

4MC

ﬁjn)TJ (yz;x)_xz
=1

2Mc®  4Mc 2|v|}

elde edilir. Bu son esitsizlikten her 7 >0 i¢in, K = max {g+ Mt——, —, —
o o o

olmak iizere,

-g(x) sng+nK{Za£j”)Tj (e9;X)—8,(X)
i-1
x)—x+ZaEF’T,-(v2:X)-X2}
j=1
olur.
Simdi, esitsizligin her iki tarafina p modiileri uygulanirsa, o monoton
oldugundan

Zaﬁj”)Tj ~g, Zak]l _ry

p(n(zaﬁ?)ﬂg - QD < anng
j=1 j=1
elde edilir. Dolayistyla buradan

> al'Te, —¢,
=
p(?](z aij")Tj g- g]} < p(47]8)+p(477|< (z allEj")Tje0 —eOJJ+p{4nK (z ag”Tjel —eln
=1 j=1 j=1

+nK

+7K
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+ p[477K [Z afq.”)Tje2 _ eZD .

=

o, N —quasi yar1 konveks ve kuvvetli sonlu oldugundan, 0 < ¢ <1 kabul edilerek

p(U(ZaﬁF)Tjg — gD <Negp(4nN )+p[477K (Zag‘)TjeO —eOD
=1 j=1

+p(477K( aIEJ.")TJ.el —eljJ+p[4nK (Zafq.”)Tje2 —e, D
j=1 =1

bulunur. Verilmis bir £*>0 i¢in bir ¢ € (0,1] secilsin dyle ki N 5,0(477N ) <&*. Simdi

r=0, 1, 2 olmak iizere asagidaki kiimeler tanimlansin.

S, = {k :p[n{Zafq.”)Tjg - g]] > g*} ,
-1

. i e*—Nep(4nN)
S, = {k .p[4nK[_ 1akj T.e, _erj]Z 3 ,
j=

2
Buradan S, < rL:JO S, oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla, tiim | € N igin

ZblkS zblk+zblk+zblk

kes, keS, o keS, 1 keS, ,

yazilabilir. (4.1.2) hipotezi kullanilarak, yukaridaki esitsizlikten
“|m Z b, =0,

keS,
elde edilir, boylece (4.1.4) gosterilmis olur. Ayrica, (4.1.4) esitligi C*(1)=C(1)nD
oldugundan her geC”(l) i¢in de saglamir. Simdi f eLl”(1) fonksiyonu, her
geC”(1) igin f—geX, olacak sekilde bir fonksiyon olsun. u(l)<w ve p,
kuvvetli sonlu ve mutlak siirekli oldugundan, o modiilerinin X (1) {izerinde mutlak
sonlu oldugu goriilebilir. o modiilerinin bu 6zellikleri kullamlarak C* (1) uzaymin
L” (1) ‘de modiiler yogun oldugu goriiliir (Mantellini, 1998; Bardaro, Musielak ve Vinti,

2003). Yani, baz1 4, >0 igin

limp(32% (g~ f))=0
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olacak sekilde bir (g,)=C™(l) dizisi vardir. Bu durumda, her £>0 igin bir

ko =k, (¢) pozitif says1 vardir &yle ki her k >k, igin

p(34 (g - f))<e. (4.1.7)

Diger taraftan, T; operatorlerinin lineerliginden ve pozitifliginden, her xel ve

neN i¢in
Z Zaﬁj”)Tj(f;x)— F(x)[ <% Zaﬁj”)Tj(f _gko;x) + Zaﬁj”)'l'j(gko;x)—gko(x)
j=1 j=1 j=1

+A5|g, (- T (x)|.

Son esitsizlige p modiileri uygulanip, p ‘un monotonlugu kullanilirsa

P(ﬂg[iag‘)ﬂ f—f ]J < p(fﬂﬂg(iag)ﬂ ( f— gko )]J"‘,D[B%[ia&jn)-rjgko - gko J]

+p(3zg(gk0 —f )) (4.1.8)
Boylece, (4.1.7) ve (4.1.8)’den

p[ﬂg (ial(q-")Tj f—f B < 5+p(3/13(iag1)Tj ( f—g, )D
+p[3ﬂ; [iaﬁj”)Tjgko ~ 0y, B . (4.1.9)

j=1
Dolayisiyla, (4.1.9)’da her iki tarafin k — o0 igin & —istatistiksel {ist limiti

alinarak ve ayrica g, € C” (1) olmasi kullanilarak, (4.1.1)’den

st —Iimsupp(/lg(iag‘)ﬂ f—f D <e+ Rp(Sﬁg( f—g, ))
K =i

+st_ — Iimksupp[Bﬂg (Z aﬁjn)Tjgko — 0y, D
j=1

buradan da

st — Iimsupp[/lg (Zafq.”)Tj f— fD
k =1

<e(R+1)+st, - Iimksupp{Bﬂ; [i aﬁj”)TjgkO — 0y, n (4.1.10)

=t
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olur. (4.1.4)den, st_ — Iil[np(Sﬁ.;( jwjl_ a,Ej")Tjgko -0, D =0 (n ye gore diizgiin),
oldugundan
st — Iimksupp[B/lg (i a9, — 0, n =0 (n ye gore diizgiin), (4.1.11)
=t
elde edilir. (4.1.10) ve (4.1.11)’den
st — Iimksupp(ﬂg (iaﬁj”)Tj f—f D <e(R+1)
i1
sonucuna ulagtlir. £ >0 keyfi oldugundan,

st — Iimsupp[ﬂg[Za,EF)Tj f—f D =0 (n ye gore diizgiin),
k =1
bulunur. Dahasi, tim k, ne N i¢in p[ﬂg [Z aIEJ.”)Tj r— fD pozitif oldugundan,
j=1

st — IiI[Tl p(ﬂ; (Z a‘Ejn)Tj f—f D =0 (n ye gore diizgiin),
=1

oldugu kolaylikla goriilebilir, bu ise ispati tamamlar.
Eger p modiileri A, —sartin1 sagliyorsa, 4.1.1. Teorem’den ilk olarak agagidaki

teorem elde edilir.

4.1.2. Teorem: A:=(A(”)) negatif olmayan reel terimli sonsuz matrislerin bir dizisi,

& = (b,k) negatif olmayan regiiler bir matris ve T = (Tj) ve p 4.1.1. Teorem’deki gibi

olsun. Eger p modiileri A, —sartin1 sagliyorsa, asagidaki ifadeler denktir:

i. Her A>0ver=0,1 2 igin
st —Iimp[ﬁ[ia(.”)T.e —e D:O (n ye gore diizgiin)
5 K ki "jvr r >
i
ii. Her geC”(l)igin f—ge X, olacak sekildeki herhangi bir f € L”(1)ve her

A >0 igin st_ —Ii{hp(i(ZaﬁPTi f—f D =0 (n ye gore diizgiin).
j=1

Eger & ve Al (n>1) matrisleri yerine birim matris alinirsa, (4.1.1) kosulu

her he X, 4>0 ve bir mutlak pozitif R sabiti i¢in
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Iim_supp(/I(Tjh))S Rp(4h) (4.1.12)

]
esitsizligine doniisiir. Bu durumda 4.1.1. Teorem ve 4.1.2. Teorem’den Bardaro ve

Mantellini (2007) tarafindan verilen asagidaki sonuglar elde edilir.

4.1.3. Sonug: p, X (1) iizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N —quasi
yar1 konveks bir modiiler olsun. T = (TJ— ) , Deden X(I) ‘ya (4.1.12) dzelligini saglayan
pozitif lineer operatérlerin dizisi olsun. Eger r=0, 1, 2 i¢in (Tjer), e, ‘ye kuvvetli
yakinsak ise, (Tj f), her geC”(1) igin f—geX, olacak sekilde ki L”(1)* ya ait
herhangi bir f fonksiyonuna modiiler yakinsaktir (Bardaro ve Mantellini, 2007).
4.1.4. Sonug: T= (Tj) ve p 4.1.3. Sonug’daki gibi olsun. Eger p modiileri A, —
sartin1 sagliyorsa, asagidaki ifadeler denktir:
i. r=01 2 igin (Tjer), e, ‘ye kuvvetli yakinsak,
ii. (Tj f ) ,her geC”(1) i¢in f—ge X, olacak sekildeki L”(1)¢ya ait herhangi
bir f fonksiyonuna kuvvetli yakinsak (Bardaro ve Mantellini, 2007).
Simdi 4.1.1. Teorem’in kosullarini saglayan bir 6rnek verilsin.
4.1.5. Ornek: 1=[0,1] ve ¢:[0,0) >[0,%) asagidaki kosullart saglayan siirekli bir

fonksiyon olsun.

e @ konveks,

e ¢(0)=0,u>0 igin ¢(u)>0 ve limp(u)=oo.

Uu—oo

Her feX(I) igin

p‘”(f):::[go(|f(x)|)dx

ile X (1) iizerinde tanimlanan p? fonksiyoneli géz éniine alinsin. Bu durumda p?,
X (1) tizerinde konveks bir modiilerdir. ¢ fonksiyonu ile olusturulan Orlicz uzay

g6zonline alinsin:
Lo (1):={f e X (1): bazt 2> 0 igin p* (Af )< +oo}.

Buradan xel igin
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j » (k141
[Jxk(l—x)' (i+1) [ f(t)dt (4.1.13)
k/j+1

ile tanimlanan L? (1) uzay: {izerinde U := (U j) klasik Bernstein-Kantorovich operatorii

goz oniine almsm. U;, L/(1)‘dan L/(1)‘ya giden bir operatordiir. Dahasi,
Xy = LZ(I) secilmesiyle (4.1.12) ozelligi ger¢eklenir. Buradan, 4.1.3. Sonug’tan,
biliniyor ki, her g eC” (I) icin f —g e X, olacak sekilde herhangi bir f e LZ(I) icin
(U i f ) , T ‘ye modiiler yakinsaktir.

Eger x>0 ve 1< p<w igin ¢(x)=x" almrsa, L;(1)=L, (1) olur. Ayrica
p"’(f):||f||2 elde edilir.

Simdi & =C, =(c, ), bir boyutlu Cesaro matrisi alinsm. Bu durumda C,-

istatistiksel yakinsakligin istatistiksel yakinsaklik oldugu ve st—lim ile gosterildigi

biliniyor. A:=(A")=(a"}, aﬁj“):kil, n<j<n+k, (n=12,..)ve a’ =0, diger
+

durumlarda, ile tanimli sonsuz matrislerin bir dizisi olsun. Bir pozitif C sabiti i¢in
HU i Hp = C|| f ||p (Ditzian ve Totik, 1987) oldugundan

p
<CP|f ||E (n ye gore diizgiin)
p

st—limsup
k

Zaﬁj” )Uj f
=1

elde edilir. Simdi

p

st—lim >allue e[ =0, (n ye gore dizgin), r=0, 1, 2, (4.1.14)
=L .
s e e e . ) JX 1
oldu Osterilsin. Ilk olarak bilindigi gibi U, (e,;X)=1, U. (€ :X)=—+— ve
gug i gibi U (e;x) i (85 %) P17 2(i0

- -_ 2 -
i(i-1)x L2k 1

Uj (&%) = (i+)°  (i+1)° 3(i+y)

> dir. Dolayisiyla,

n+k 1
> ——U,e—¢&
~k+1 '

" 3
> aue, -l =
= 0

~p-4, =o.
p

oldugu goriilebilir, boylece
p
=0, (n ye gore diizgiin)

p

st—lim
k

S 5"
D aU e, —e,
=1
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elde edilir ki bu da r =0 igin (4.1.14) esitliginin dogru oldugunu gosterir. Ayrica

o N n+k 1
>alu e e Zk_luje e
=1 .

p =N

n+k ' 1 n+k 1
- k+12j+l 2(k+1)zj+l Xp

j=n

1 n+k J 1
<f—> —-1
(kﬂ;m ]||e1||p+(2(k+1)zj+J|| J,

J=n

l l n+k 1 1 n+k 1
(p+1)” (_k+1§ j+lj+(2(k+l)jz_n: j+1]

1 &1 1 1
‘(k_ﬂjznj_uj[?(pu)WJ

n+k

1 1
elde edilir. st—Ilm sup —— 0 old d
[y i o o

st—li m Zaﬁjn u & —&| =0, (n ye gore diizgiin) bulunur. Boylece
[ o

- p

st— IiI[n Zaﬁj”)U & —¢| =0,(n ye gore diizgiin) olur.
1= p

j=n

Son olarak,
n+k l
jez—ez = er;muje 2
p p
1 [ j(j-1)x  2jx 1
=|k Z( )2+.J2+ . 2_X2
k120 (3417 (i1 3(j+) p
1 n+ ( ) n+k
<
S s ]n A+ > 2,

= (1+1)
n+k

1
s

B 1 1 Kij(i-1)
(2p+1)” Lkﬂ;(mz _1J
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l l n+k 21 1 n+k 1
Lk-ﬁ-lz i 2}rk+1Z '

+ Yp 2
(p+1) i (j+1) im3(j+1)

(1
{MJZ“(M) l(pﬂ) T J

n+k 1
+ —_—
k+1,n j+1 3 2p+1

olur st—I|m sup ! Ek: J =0 ve st—llm sup ! % 1 =0
' 0 k+1 n k+1 )

=(j+1) i (j+1

oldugundan,

st— Iil[n Z a,(q.")U &, =6 =0, (n ye gore diizgiin) bulunur. Boylece
j=t P

o p

st— Iil[n Zaijn)U &, -8, =0,(n ye gore diizgiin) olur.
i1 ,

Buradan (4.1.14) esitligi r=0, 1, 2 igin dogru olur. (U;), 4.1.1 Teorem’in

kosullarmni saglar ve tim f e L, (1)icin 1 =[0,1] iizerinde

p

st— Ii'[n =0, (n ye gore diizgiin)

>alluf—f
j=1

p

elde edilir.

4.2. Modiiler Uzaylarda Cift Indisli Diziler icin Istatistiksel Korovkin
Teoremleri
Bu béliimde ¢ift indisli dizilerin istatistiksel modiiler yakinsaklig: ile Korovkin

tipi yaklasim teoremleri verilecektir.

=[a,b]x[a,b], (f,,) terimleri L"(Iz)‘de olan bir fonksiyon dizisi ve
fel? (IZ) olmak iizere, baz1 A, >0 i¢in
st, —Ii(rlnp(ﬁo(fky, - ))=0

ise (f,,) ciftindisli dizisi f fonksiyonuna istatistiksel modiiler yakinsaktir denir.

Ayrica her 4 >0 igin
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stz—ILrpp(l(ka ~f))=0
ise (fk,l) cift indisli dizisi f fonksiyonuna istatistiksel F-norm (kuvvetli) yakinsaktir

denir.

o, X (IZ) lizerinde monoton ve sonlu bir modiiller ve D kiimesi
c” ( I 2) cDcl” ( I 2) kapsamasini saglayan bir kiime olsun. o, monoton ve sonlu bir
modiiler oldugundan bdyle bir kiime segilebilir. X,, C*(1°) igeren X, D alt
kiimesi ve T=(T,,), D*den X (17)‘e tamml her he X,, 2>0 ve bir mutlak pozitif
R sabiti igin
st, ~limsup p(A(Th))<Rp(2h) (4.2.1)
esitsizligini saglayan pozitif lineer operatdrlerin bir ¢ift indisli dizisi olsun.
4.2.1. Teorem: p, X (IZ) tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N —

quasi yar1 konveks bir modiiler olsun. T = (Tk', ), D‘den X (IZ) ‘ye (4.2.1) ozelligini
saglayan pozitif lineer operatérlerin ¢ift indisli dizisi olsun. Kabul edelim ki her 4 >0
ve r=0,1 23 icin fi(xy)=1 f(xy)=x, f(xy)=y, f(xy)=x+y?
olmak tizere

st, — lim p(A(T, - 1))=0 (4.2.2)

olsun.

Simdi f e L"(IZ) fonksiyonu, her g e C“’(IZ) icin f —ge X, olacak sekilde
bir fonksiyon olsun. Buradan baz1 4, >0 i¢in
st, ~lim p(4 (T, f-f))=0 (4.2.3)
dir.

Ispat: ik olarak g e C(I z)m D ve her n >0 i¢in

stz—likmp(n(THg—g)):o (4.2.4)
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oldugu gosterilsin. Bunun i¢in ¢ eC(IZ)mD olsun. g, 1°‘de siirekli oldugundan
verilen bir &£>0 igin, |u - X| <o ve |V— y| <0 kosulunu saglayan tiim
(u,v), (x,y)el? igin

g (uv)-g(xy)<e (4.2.5)
olacak sekilde bir 6 >0 vardir. Yine |u - X| >0 ve |V— y| > ¢ kosulunu saglayan tiim

(u,v),(x,y)el? igin M = sup

(x,y)el?

g(x, y)‘ olmak iizere

|g(u,v)-g(x, y)‘gza—l\f{(u—x)2+(v—y)2} (4.2.6)
elde edilir. (4.2.5) ve (4.2.6)’dan

lg(u,v)-g(x, y)‘£g+2—'\2/|{(u—x)2+(v—y)2}
o

2M
_g——{(u —x)" +(v- y)z} <g(uv)-g(xy)< g+?{(u —x)" +(v— y)z}
oldugu kolaylikla goriilebilir. T, | lineer ve pozitif oldugundan, her X,y el ve k,l e N
i¢in

2M
—ng,I ( fO;X, y)_?TkJ ((U — X)2 +(V— y)2 ) X, y)

2M
ST (9% Y) =9 (% Y) T, (foix y) < €Ty (i X, y)+?Tk'| ((u —x)2 +(v— y)2 ‘X, y)
buradan,

‘Tk,l (g; X, y)_g (X’ y)‘ <&y, ( fo X, y)"' M ‘Tk,l ( foi X, Y)_ fo (X' y)‘

+25_|\2/ITk,I ((u —x)"+(v=y)’;x, y)

elde edilir. E:= max{|x|, |y|} olmak tizere

4AM
T (9% Y)—g(x, y)‘£g+{g+ M +?|52}‘Tk‘I (foixy)= (% Y)

4M aM
= ET, (fxy)—fi(x, y)‘+? ET, (fixy)-f(xy)

2M
Ml (tx)- ()]
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Bu son esitsizlikten her 7 > 0 i¢in,

N (9% Y) =g (% y) <me+nK ([T, (foxy) = f (6 V) #{T (fix )= (% Y)

+‘Tk,| (fixy)=f,(x, y)‘ +‘Tk,l (faixy)—fa(x y)‘}

olur.

Simdi, esitsizligin her iki tarafina p modiileri uygulanirsa, p monoton

oldugundan
p(n(Tk,,g - g)) < p(775+77|< [Ty fo— To +7K [Ty £, = B+ 7K [T, £, =
+K [T, fy— f3\)
elde edilir. Dolayistyla buradan
p(n(TkJ g- g)) < p(5ns) + p(577K (T, fo— T, ))+ p(577K (i fu— fl))
+p(577K(TKI f,— fz))+p(577K(Tk'| f,— f3)).
o, N —quasi yar konveks ve kuvvetli sonlu oldugundan, 0< & <1 kabul edilerek
p(?](Tkvlg - g)) < ng(577N)+p<577K (T, fo— T, ))+p(577K (T, f - fl))
+p(57K (T T, = 1,))+ o (50K (T, £, - 1))
bulunur. Verilmis bir 7 >0 icin bir &< (0,1] segilsin dyle ki Ngp(57N)<y . Simdi

r=0, 1 2, 3 olmak iizere agagidaki kiimeler tanimlansin.
G, ={(k1): p(n(T.9-9))27}

G,, = {(k,l):p(SnK(Tkyl f,—1,))z 7_NEZ(5’7N)}.

O halde G,cU;,G,, oldugu kolayca goriilir.  Dolaystyla,

5,(G,)<>.6,(G,,) vamlabilir. (4.2.2) hipotezi kullanilarak &,(G,)=0 elde edilir,

3
r=0
boylece (4.2.4) gosterilmis olur. Ayrica, (4.2.4) esitligi C“’(IZ)CC(Iz)mD
oldugundan her geC“’(IZ) icin de saglanir. Simdi feL"(Iz) fonksiyonu, her
g eCw(Iz) icin f—ge X, olacak sekilde bir fonksiyon olsun. ,u(lz)<oo ve p,

kuvvetli sonlu ve mutlak siirekli oldugundan, p modiilerinin X (Iz) tizerinde mutlak
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sonlu oldugu goriilebilir. p modiilerinin bu 6zellikleri kullanilarak Cw(lz) uzayinin
L"(Iz)‘de modiiler yogun oldugu goriiliir (Mantellini, 1998; Bardaro, Musielak ve
Vinti, 2003). Yani, baz1 4, >0 igin

P—Ilrlnp(3ﬂ;(ng — )):o

olacak sekilde bir (g,,)=C”(1°) dizisi vardir. Bu durumda, her >0 igin bir
ko =k, (¢) pozitif says1 vardir 8yle ki her k,| >k; igin

P(3%4 (9, - T))<e. (4.2.7)

Diger taraftan, T, operatorlerinin lineerliginden ve pozitifliginden her X,y €|

ve k,l1 e N ig¢in
25 T (£, 9) = £ (6 Y)| < Ao [Tt (F = G026 ¥)|+ 28 [Tt (G110, ¥) G, (%)

+ 70 |G, (%)= F (X, Y)]-

Son esitsizlige p modiileri uygulanirsa ve p ‘Un monotonlugu kullanilirsa

p(ﬂ;(Tk,l f—f )) < p(3ﬂ$Tk,| ( f— O,k ))‘FP(:MS (Tk,lgko,ko — Ok, k ))

+ p(sz;; (Gs, — )) (4.2.8)
Boylece, (4.2.7) ve (4.2.8)’den
p(ﬂrj (Tk,l f—f )) < €+p(3/1$Tk,| ( f - 9,k ))4‘/0(32-; (Tngkoka — Ok )) (4.2.9)

Dolayisiyla, (4.2.9)’da her iki tarafin k,| — oo i¢in istatistiksel iist limiti alinarak

ve ayrica g, eC‘”(I 2) olmast kullanilarak, (4.2.1)’den
st, — Iirrl?up,o(ﬂg(Tk,I f—f )) <eg+ Rp(3ﬂ$( f—g ))

+st, — Iirrl?upp(Bﬂg (Tk,l Fkoke ~ T, )) ’
buradan

st, —Iirrl?upp(ﬂg(Tkylf - f))<e(R+1)
+st, — Iirrl?upp(%; (TG i — T i, )) . (4.2.10)
(4.2.4)den, st, —1im p(34 (T, 0, 4, ~ i, )) =0 oldugundan
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st, - |imkS|Upp(3/1; (Tk,lgko,ko — Ok )) =0 (4.2.11)
elde edilir. (4.2.10) ve (4.2.11)’den
st, — Iimsup,o(ﬂg(Tk’I f—f )) <e(R+1)

k.l

sonucuna varilir. € >0 keyfi oldugundan,

st, — Iinl?upp(ﬂg (T f-f))=0
bulunur. Dahasi, tiim k,l € N i¢in p(ﬂg (Tk,l f—f )) pozitif oldugundan,

stz—likrpp(ﬂg(Tk’,f - f))=0,

oldugu kolaylikla gosterilebilir, bu ise ispat1 tamamlar.

Eger p modiileri A, —sartin1 sagliyorsa, 4.2.1. Teorem’den ilk olarak asagidaki
teorem elde edilir.

4.2.2. Teorem: T=(T,,) ve p 4.2.1. Teorem’deki gibi olsun. Eger p modileri A,-

sartin1 sagliyorsa, asagidaki ifadeler denktir:
i. Her A>0ver=0,1 2 3icin st, —Iirlnp(i(Tk’l f.—f,))=0,
ii. Her g eC‘”(lZ) igin f—geX, olacak sekildeki herhangi bir f L (1°)ve
her >0 igin st, —ILrlnp(l(TkJ f—f))=0.

Eger istatistiksel limit yerine Pringsheim limit alinirsa, (4.2.1) sart1 her he X,

A >0 ve bir mutlak pozitif R sabiti i¢in

P—limsup p(A(T, ;h)) <Rp(4h) (4.2.12)

esitsizligine doniisiir. Bu durumda 4.2.1. ve 4.2.2. Teorem’den asagidaki sonuclar elde
edilir.

4.2.3. Sonug: p, X (I 2) tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak stirekli ve N -quasi
yari konveks bir modiller olsun. T=(T,,), D‘den X(I?)‘ye (4.2.12) ozelligini
saglayan pozitif lineer operatorlerin ¢ift indisli dizisi olsun. Eger r=0, 1, 2, 3 i¢in
(Tk,l fr) , T, “ye kuvvetli yakinsak ise, (Tk,l f ), her ¢ eCw(Iz) icin f —ge X, olacak

sekilde ki L ( I 2) ‘ ye ait herhangi bir f fonksiyonuna modiiler yakinsaktir.
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4.2.4. Sonug: T=(Tky,) ve p 4.2.3. Sonug’daki gibi olsun. Eger p modiileri A,-
sartin1 sagliyorsa, asagidaki ifadeler denktir:
i. r=0,1 2, 3icin (Tk,l fr) , T “ye kuvvetli yakinsak,
i. (T, f) her geC”(1°) igin f-geX, olacak sekildeki L”(1?)‘ya ait
herhangi bir f fonksiyonuna kuvvetli yakinsak.

Simdi 4.2.1. Teorem’in 4.2.3. Sonug’tan kuvvetli oldugunu gosteren bir 6rnek

verilsin:
4.2.5. Ornek: 1=[0,1] ve ¢:[0,0) —>[0,0) asagidaki kosullar1 saglayan siirekli bir
fonksiyon olsun.

e @ konveks,

e ¢(0)=0, u>0 i¢in ¢(u)>0 ve limp(u)=co.

Uu—oo

Her f e X (17) igin
11
°(f)= ”go(|f X,y )dxdy
00

ile X (Iz) tizerinde tanimlanan p” fonksiyoneli géz Oniine alinsin. Bu durumda p?,

X (IZ) tizerinde konveks bir modiilerdir. ¢ fonksiyonu ile olusturulan Orlicz uzay:

g0z0niine alinsin:

Lp( ) {feX( ) baz: 1 >0 icin p* (ﬂf)<+oo}

K1Y . . i i
Buradan p“" (x, y)=(ij(jjx'y‘(l—x)k (1-y)™ olmak iizere x,y el igin

(i+1)/(k+1) (j+1)/(1+2)

U, (f:x, y)=zk:Z|:p y)(k+1)(1+1) [ [ f(ts)dsdt (4.2.13)

i=0 j=0 i/(k+1) i(1+1)
ile tanimlanan L; ( I 2) uzay1 lizerinde U = (Uk,l) iki degiskenli Bernstein-Kantorovich

operatorii goz Oniine alinsin. Ayrica

Zklz ps" (x,y)=1 (4.2.14)

i=0 j=0
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dir. U,,, Lo(1%)yi L2(17)'ye donisstirir. (4.2.14)’den Lemma 5.1. (Bardaro,
Mantellini, 2007)’in ispatinda oldugu gibi Jensen esitsizligi kullanilabilir ve her

fe LZ(IZ), k,1 € N ve bir mutlak pozitif M sabiti igin

p’ (U, f)<Mp?(f)

elde edilir. Dahasi, X, = Lg(lz) secilmesiyle (4.2.12) ozelligi ger¢eklenir. Buradan,
4.2.3. Sonug’tan, biliniyor ki, her g Cw(lz) icin f—ge X, olacak sekilde herhangi
bir f e LZ(IZ) i¢in (Uk,l f ), f ‘ye modiiler yakinsaktir. Simdi (Skll) dizisi

0 , k,I tam kare
= (4.2.15)

11, dd.

anlaminda yakinsak degildir.

Bu durumda, U, , operatdrleri kullanilarak, LZ(IZ) tizerinde V= (Vk,l) pozitif lineer
operatorleri, S= (Sk,l)’ (4.2.15) ile verilen ¢ift indisli dizi olmak {izere asagidaki gibi
tanimlansin. f e LZ(IZ), X,y €[0,1] ve k,l e N icin

Vi (fixy)=s,U, (Fix.y). (4.2.16)

Lemma 5.1. (Bardaro, Mantellini, 2007)’de oldugu gibi, her he X,, = LZ(IZ), A>0

ve bir mutlak pozitif R sabiti i¢in

p’ (AN h)=p’ (25U h)=s, 0" (AU, h)<Rs,, o (h)

elde edilir. Bu durumda st, —Iinl?up Sey = St, —Iikrln S, =1 olmas1 kullanilarak
st, — |ir71?up p’ (A, ;h) <Rp?(2h) (4.2.17)
elde edilir. Dolayisiyla (4.2.1) kosulu X, = X, =2 (1°) segilerck (4.2.16) ile verilen
V., operatdrleri i¢in gergeklenir. Simdi her A >0 ve r=0, 1, 2, 3 i¢in

st, ~ lim 7 (2 (Vi o = ,)) =0 (4.2.18)
oldugu gosterilsin. Ilk olarak

Vk,l ( fo; X, y) =S
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KX 1
Via (X y) =3, [k+1+ 2(k +1)]’

Vo (i Y) =5, £|I_y z(|1+1)j’

k(k=Dx* 2k 1 1(1-Dy’ 2y 1 J

(k+1)° +(k+1)2 3(|<+1)2+ (1+1)° +(|+1)2+3(|+1)2

Vk,l ( fa; X, y) =5 (

bulunur. Buradan, her 4 >0 igin
AM, ( for X, y)— f (X, y)\ =/1(l—sk‘|)

oldugu goriiliir ve (SKI ) ‘nin tanimindan

o'—.H

2 (A(Vesfo~ 1)) = 2 (2(1-501)) = [ [ o2 (15, )) cbedy

= gp(ﬁ,(l— A )) = (1— Skl )go(ﬂ)

elde edilir. st, - ILrIn (1— St ) =0 oldugundan her A4 >0 i¢in

st —Ilrlnp‘”(/i(VkJ fo—1,))=0

olup (4.2.18) kosulu r =0 igin saglanir. Ayrica,

AN (% y) = f(xy)|= ’1{){1_ ESH} z(ikjrl)}
X (==t

:ﬂv{(l_sk,l)—i—kaS:‘Il)}

oldugundan, (Sk],) ve p? ¢ in tanimimdan

w(u(l_sk,.»w(fziz)J
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yazilabilir, her 4 >0 igin

P (A(Vi, = 1)) <(1-5,, )gp(Z/I)—i—Sk',(p(s—f). (4.2.19)

@ siirekli oldugundan

. 31 .34
P—limp| — |=¢| P-lim—— |=¢(0)=0.
kol (D(k+1) (p( kI k+1j ¢( )

Ayrica st, — |Lrln S¢, =1 oldugundan, (4.2.19)’dan her A >0 i¢in
st —Ilrlnp“’(/i(vm f—1f))=0

olup (4.2.18) kosulu r =1 i¢in saglanir. Benzer sekilde her 4 >0 igin
st —Ii(rlnp‘”(/i(VkJ f,—f,))=0

elde edilir, (4.2.18) kosulu r =2 i¢in de saglanir. Son olarak

_ ) _k(k—l)sk,I iy 2ks, | . Se.
l‘vk"(fg’x’y)fg(x’y)‘_i{ Ll (k+1) J L(k+1)2J 3(k+1)
I 1skl 2IskI St
p I+1 (I+1)2
<l Skl 2kskl Skl
- k+1 k+1)
1(1- 1sk, 2IskI Se
I+1 +1)2
2 loios, s, | 24 | g [ 104
B N Bk ) T 3(1+1) |
olup
7 (A(Vi T~ 1)) < 97 (62(1-5,, )+ p° [MSM (MD

3(k+1)
o a4 [ 151+4
+p [3/1 el [—3(I+1)2 B

olur ki
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3(k+1)°
151 +4
+Sk,g{3l[3(l +1)2 B

elde edilir. ¢ siirekli oldugundan ve son esitsizlikten her 4 >0 i¢in

st, ~lim p” (A(Vi, fs - 1,))=0

olup, (4.2.18) kosulunun r=0, 1, 2, 3 i¢in saglandig1 gosterilmis olur. O halde

(4.2.17) ve (4.2.18)’den (4.2.16) ile tamimlanan V =(V, ) dizisi 4.2.1. Teorem’in tiim
kosullarini saglar. Bu nedenle her g e C” ( I 2) icin f —g e X, olacak sekilde herhangi
bir f e LZ(IZ) ve baz1 A, >0 i¢in

st, ~lim p” (% (Vi T = 1))=0

elde edilir. Buna ragmen ayn1 f ve herhangi A >0 i¢in

pg”</1(Vk’| f— f)):p‘”(/’t(skyluk’,f r f))_{

p’(AF) , k,I tam kare
P’ (AU, f-1)), dd.

oldugundan ( p’ (l(kal f— f))) dizisi farkli limit noktalar1 olan iki alt diziye sahiptir.

Diger bir deyisle k,| — o igin ( p’ (/”L(VKI f—f ))) dizisi sifira yakinsak olacak sekilde
herhangi bir >0 mevcut degildir. Buradan (Vk],f)‘nin f ‘ye modiiler yakinsak

olmadigi kolaylikla sdylenir. Dolayistyla, 4.2.3. Sonug V = (Vk’,) cift indisli dizisi i¢in

saglanmaz.

4.3. Modiiler Uzaylarda Toplam Siireci Yardimiyla Cift indisli Diziler icin
Istatistiksel Korovkin Tipi Teoremler

Bu boliimde modiiler uzaylarda cift indisli diziler i¢gin A —toplam siireci tanimi
yapilarak Korovkin tipi yaklagim teoremleri ¢ift indisli diziler igin istatistiksel A —

toplam siireci yardimiyla verilecektir.
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A= (A(m’n)) negatif olmayan reel dort boyutlu sonsuz matrislerin bir dizisi, o,
X (IZ) iizerinde monoton ve sonlu bir modiiler, D kiimesi Cw(lz)c Dcl” (IZ)
kapsamasini saglayan bir kiime olsun. T:(Ti’j) pozitif lineer operatorlerin D den
X(1?)" ye bir ift indisli dizisi olsun. Eger her feD igin (T,;f), f'ye A-
toplanabilir (p modiilerine gore) ise  yani, bazi y>0 icin

A(,mn z akllj-rljf ve bu seri tim k, I, m,neN, feD i¢in Lebesgue

IjeN

Olclistine gore hemen her yerde mutlak yakinsak olmak iizere,

P_ILT p(}/(AI,’m’n (f)—f )) =0, (m, n ye gore diizgiin),

ise (Ti, i ) pozitif lineer operatorler dizisi D tizerinde bir A -toplam siirecidir denir.
Ayrica, kabul edilsin ki X, C” ( I 2) ‘1igeren X; < D alt kiimesi ve her he X, 1>0
ve bir mutlak pozitif R sabiti igin

st, — Iimsupp(ﬂ,(Afyl’m'n (h))) < Rp(ﬂ,h), (m,n ye gore diizgiin). (4.3.1)
Kl

Simdi ¢ift indisli pozitif lineer operatorler dizisi igin istatistiksel Korovkin tipi

teoremler toplam siireci yardimryla verilsin.

4.3.1. Teorem: A= (A(m‘") ) negatif olmayan doért boyutlu sonsuz reel matrislerin bir
dizisive p, X (I 2) tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N —quasi yar1
konveks bir modiiler olsun. T= (Ti, j ), D ‘den X (I 2) ‘e (4.3.1) ozelligini saglayan
pozitif lineer operatorlerin dizisi olsun. Kabul edilsin ki her >0 ve r =0, 1, 2, 3 igin
st, — ILTP(}“(AkT,l,m,n ( fr)— f )) =0 (m, n ye gore diizgiin). (4.3.2)
Simdi feL”(1?) fonksiyonu, her geC*(1?) igin f-geX, olacak sekilde bir
fonksiyon olsun. Buradan bazi 4, >0 i¢in

st, — |Lr|np(/10 (A{l’m’n (f)-f )) =0 (m,n ye gore diizgiin), (4.3.3)

dir.

Ispat: 1k olarak g e C(I Z)m D ve her 7 >0 igin
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st, ~lim p(17(Al1na (9)=9)) =0 (m,n ye gore diizgiin), (4.3.4)
oldugu gosterilsin. Bunun i¢in ¢ eC(I Z)m D olsun. g, 1%‘de siirekli oldugundan

verilen bir £ >0 ve tim (u,v), (X,y)e I? igin, M := sup
(x,y)el?

g(x, y)| olmak iizere

|9 (u,v)-g(x y)\<g+2§_'\2/'{(u_x)z+<v_y)z}

oldugu  kolaylikla  gdriilebilir. Ti’ j lineer ve  pozitif  oldugundan,

C:=max {‘ f.(x, y)‘ ,‘ f, (X, y)‘} olmak iizere

Y)-9(xy)

ENZ

=| > aniT,(( )—g(x,v):xiy)+9(x,y)( > aﬁT:i”,)jTi,,-(fo:x,y)—fo(w)J

(i,J)eN? (i,j)eN?

< zak|.1.1(|9 (xy)|xy) |gxy|(zaklul1 f Xy) f(X,y)J
(i,j)eN2 IJeN
2M
< alljlj[ +?{('_X)2+( y)}xyj ‘g Xy‘ z aklljlj(fo;xly)_fo(xry)
(i, j)eN? (i,j)eN?
m,n 2M m,n
<e+(e+M)| D aﬁvlji,)jTiyj(fo;x,y)—fo(x,y)+? >t (faxy) = (% y)
(i,j)eN? (i,j)eN?
[\f oyl 2 alim, (faxy)= i (ey) Ry X adiT(fixy)- f(w)]
(i,j)eN? (i,j)eN?
2M n)
+_2‘f3(x’y)‘ Z a IJIJ(f Xy) f(X’y)
(i,j)eN?
( J z ak||j I] f Xy) Z ak||j IJ f le)_fl(xvy)
|JeN
4Mc 2M mn
| 2 AT (i y) =R (oy)+ 7 2 &, (fixy) - f(xy)
(i,J)eN? (i,i)eN?

2
elde edilir. Bu son esitsizlikten her 77 > 0 igin, K :=max {g+ M + 4Mc” ~ 4Mc - 2M }

52 ! 52 ! 52

olmak tizere,
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Y)-9(xy)

|JeN2

X aklu L (faxy)=fi(xy)

|jeN2

olur. Simdi, esitsizligin her iki tarafina p modiileri uygulanirsa, p monoton

Z a'k||j|j f Xy

|jeN2

Sr]5+77K{

Z ak"JlJ f Xy) f(x,y)

(i,i)eN?

Z ak||]|j f Xy

(i,])eN?

oldugundan

[ ( Y AT g- 9N<p[na+nK
(IJEN2

Z IJ'J

ivj)eN

Z a'kn;lanljf fl

(i,j)eN?
elde edilir. Dolayisiyla buradan
( (A(Imn( ) ))<p(5775)+p(577K(A<|mn( ) fo))+p(577K(A<T,|,m,n(f1)_fl))
"‘/)(577K(A<T,|,m,n(fz)_ fz))+P(577K(A<T,|,m,n(f3)_fs))-

p©, N —quasi yar1 konveks ve kuvvetli sonlu oldugundan, 0 < & <1 kabul edilerek
( (A(Imn( ) ))< ng(5’7N)+P(577K(A<|mn( ) fo))+p(577K(A<Tlmn(fl)_ fl))
+p(577K(A<|mn( 2)_ fZ))+p(577K(A<T|mn ( f3)_ f3))

bulunur. Verilmis bir £*>0 icin bir & €(0,1] secilsin syle ki Ngo (57N )< &*. Simdi

Z a'kn:ln]TI]f

(i, j)eNz

fo|+7K

+nK f,|+7K

Z akrTlllanl jf f
(i, j)eN

r=0,1 2, 3 olmak iizere asagidaki kiimeler tanimlansin.

Gn::{( ) ( (Aklmn( ) ))>g}
qu:z{(k,l):p(SnK(Af’,’m’n(f,)—fr))zg*_ng(SnN)}.

4

3
3
Buradan G, = UG,, oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla, o, (GU)S 252 (Gw)
r=0 " r=0

yazilabilir. (4.3.2) hipotezi kullamlarak &,(G,)=0 elde edilir, bdylece (4.3.4)
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gosterilmis olur. Ayrica, (4.3.4) esitligi Cw(lz) cC(IZ)m D oldugundan her
geC”(1?) igin de saglamr. Simdi feL”(1?) fonksiyonu, her geC*(1%) igin
f —g e X; olacak sekilde bir fonksiyon olsun. y(l2)<oo ve p, kuvvetli sonlu ve
mutlak siirekli oldugundan, p modiilerinin X (IZ) iizerinde mutlak sonlu oldugu
goriilebilir. p modiilerinin bu ozellikleri kullanilarak Cw(lz) uzayinin L* (IZ)‘de
modiiler yogun oldugu goriliir (Mantellini, 1998; Bardaro, Musielak ve Vinti, 2003).
Yani, bazi /1; >0 igin

P—Ilrlnp(%;(gm - 1))=0

olacak sekilde bir (gkyl)cC”’(lz) dizisi vardir. Bu durumda, her &£>0 icin bir
ko =k, (&) pozitif sayist vardir dyle ki her k,| > k; i¢in

p(3% (g, —f))<e. (4.3.5)

Diger taraftan, T; j operatorlerinin lineerliginden ve pozitifliginden, her X, ye |l ve

m, ne N i¢in

fo| 2 Al (fixy)=f(xy) < 4| 2 alim(f-gg.ixy)
(i,j)eN? (i,i)eN?
+i| 2 annT, (gkmko; X, y)— O, (X Y)
(i,])eN?

+/1t:‘gko,k0 (X’ y)_ f (X, y)‘ ,
son esitsizlife o modiileri uygulanirsa ve p ‘un monotonlugu kullanilirsa
P(ﬂg (A<T,|,m,n ( f )_ f )) < P(3A$A<T,|,m,n ( f- gko,ko ))+P(3}1; (A:,l,m,n (gko,ko )_ gko,ko ))
+p(3zg(gko,k0 — f )) . (4.3.6)
Boylece, (4.3.5) ve (4.3.6)’dan

(7% (Al ()= 1)) <4 (3 AL o (=80, ))+ 23 (Al (91 )~ B ))- 437

Dolayisiyla, (4.3.7)’de her iki tarafin k, | — oo igin istatistiksel {ist limiti alinarak ve

ayrica g, €C” ( I 2) olmasi kullanilarak, (4.3.1)’den
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stz—lirrlfupp(ﬂo(ﬁwmn( )= f))<e+Ro(34(f ~0y,))

+st,— IinlfUpp(MS (AkT,I,m,n (9 )= T )) !
buradan da

st, —liqfupp(%(ﬁﬁ|,m,n (f)-f))
<&(R+1)+st,— Iimsupp(Sﬂ{; (AILm,n (gko,ko )_ Y,k )) : (4.3.8)

(4:3.4) den, st, ~im p(szg(pg (G )~ T )):0 (m, n ye gore diizgiin),
oldugundan

st, — Iirrl?upp(%g (Azl,m,n (gko,k0 )— i,k )) =0 (m, n ye gore diizgiin), (4.3.9)
elde edilir. (4.3.8) ve (4.3.9)’dan

st, —Iirrllv?upp(ﬂ0 (Al (F)- ))< g(R+1)

sonucuna varilir, £ >0 keyfi oldugundan,

st, —Iirrll(?upp(/lg(A(T’Lm’n(f)— £))=0 (m,n ye gore diizgiin),

bulunur. Dahast, tiim k, I, m, neN icin p(ﬂ; (A;r,l,m,n ( f )— f )) pozitif oldugundan,

st, = lim p( 4 (Alyna (F)= 1)) =0 (m.n ye gre diizgiin)

oldugu kolaylikla gosterilebilir, bu ise ispat1 tamamlar.

Eger p modiileri A, —sartin1 sagliyorsa, 4.3.1. Teorem’den ilk olarak asagidaki
teorem elde edilir.

4.3.2. Teorem: A::(A(m’”)) negatif olmayan dort boyutlu sonsuz reel matrislerin bir

dizisive T = (Ti’j) ve p 4.3.1. Teorem’deki gibi olsun. Eger p modiileri A, —sartini
sagliyorsa, asagidaki ifadeler denktir:

i.  Her 2>0 ve r=0, 1 2 3 icin St2—likr|np( (Alima ()= ))=0 (m, n ye

gore diizgiin),
ii. Her geC”(1%) igin f-geX; olacak sekildeki herhangi bir f eL”(17) ve

her 4 >0 i¢in St2—|prp(/1(Az|,m,n(f)— f))=0 (m, n ye gore diizgiin).
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Eger A™ (m, n>1) matrisleri yerine birim matris ve P —limit alinirsa, (4.3.1)

kosulu her he X;, 2>0 ve bir mutlak pozitif R sabiti igin
P—limsup p(A(T, ;h)) <Rp(2h) (4.3.10)
ij

esitsizligine doniisiir. Bu durumda 4.3.1. Teorem ve 4.3.2. Teorem’den asagidaki

sonuglar elde edilir.

4.3.3. Sonug: p, X (Iz) tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N -quasi
yar1 konveks bir modiiler olsun. T=(Ti' j), D ‘den X(Iz)‘ye (4.3.10) ozelligini

saglayan pozitif lineer operatorlerin dizisi olsun. Eger r=0, 1, 2, 3 igin (T f ) , £,

ij'r

‘ye kuvvetli yakinsak ise, (Ti’j f), her geC” ( I 2) icin f —g e X, olacak sekilde ki
L’ ( I 2) * ye ait herhangi bir f fonksiyonuna modiiler yakinsaktir.

4.3.4. Sonug: T:(Ti'j) ve p 4.3.3. Sonug’daki gibi olsun. Eger p modiileri A, —
sartin1 sagliyorsa, asagidaki ifadeler denktir:
i. r=0,1 2 3igin (TI J fr) , . ‘ye kuvvetli yakinsak,
ii. (T;f), her geC”(1?) icin f—geX; olacak sekildeki L°(I%)‘ya ait
herhangi bir f fonksiyonuna kuvvetli yakinsak.

Simdi 4.3.1. Teorem’in kosullarin1 saglayan ancak 4.3.3. Sonu¢’un kosullarini

saglamayan bir 6rnek verilsin.
4.3.5. Ornek: 1=[0,1] ve ¢:[0,00) >[0,0) asagidaki kosullar1 saglayan siirekli bir

fonksiyon olsun.

e @ konveks,

o ¢(0)=0,u>0igin p(u)>0 ve limp(u)=oo.

U—o0

Her f eX(Iz) icin
1
)=]
0

ile X (Iz) tizerinde tanimlanan p? fonksiyoneli g6z oniine alinsin. Bu durumda p?,

go(|f (x,y )dxdy

O ey

X (IZ) tizerinde konveks bir modiilerdir. ¢ fonksiyonu ile olusturulan Orlicz uzay:

g0z0niine alinsin:
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Lp( ) {feX( 2):ba21/1>0ig:in,o‘/’(ﬂ,f)<+oo}.

Buradan pf"l”(x,y):(:JUJXkyl (1-x)"(1-y)"" olmak iizere, x, y e I igin

P (k+1)/(i+1) (1+1)/(j+1)
(Bxy)=2> i (y)(i+1)(i+1) [ [ f(ts)dsdt

k=0 1=0 ki(i+1) (342
ile tanimlanan Lz(lz) uzayr lizerinde U = (Ui' j) klasik Bernstein-Kantorovich

operatdrii goz 6niine alimsin. U, ;, Z(Iz) ‘dan Ly ( | 2) ‘ye giden bir operatordiir. Ayrica

i
Zpﬁ'ﬁ X, y =1 oldugundan, Lemma 5. 1 (Bardaro ve Mantellini, 2007) ‘in

k=0 1=0

ispatinda oldugu gibi ve 4.2.5. Omek’e benzer olarak, her f eL2(1?) ve i, je N, bir
mutlak pozitif M sabiti i¢in

p° (U f)<Mp?(f)

elde edilir. O halde, bilindigi gibi, X =L%(1%) secilmesiyle, her g eC™(1?) igin
f —g e X; olacak sekilde herhangi bir f e LZ(IZ) i¢in (Ui’j f ), f ‘ye modiiler
yakinsaktir.

Simdi (Si, j) cift indisli dizisi asagidaki gibi tanimlansin:

e i, j tamkare
b 0, diger durumlarda

Buradan  st, —I!rjn s,;=0dir.  Ayrica, Al (A(m’n)):(ag::)j)’ ) =%’
m<i<m+k-1, n<j<n+l-1 (m, n=1 2,..) ve aﬁ”},”)J =0, diger durumlarda ile
taniml1 dort boyutlu sonsuz matrislerin bir dizisi olsun. Buradan Ui'j operatorleri
kullanilarak LZ(Iz) tizerinde asagidaki pozitif lineer operatorlerin V = (Vi' j) dizisi
tanimlansm: f e LZ(IZ), x,yel Vei,jeN igin,

vV, (fx, y):(1+si,j)Ui'j(f;x, y). (4.3.11)
Lemma 5. 1 (Bardaro ve Mantellini, 2007) ‘in ispatinda oldugu gibi ve @
fonksiyonunun konveksligi kullanilarak, her he X,, =L ( ) A>0 ve bir mutlak
pozitif M sabiti igin
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st, —limsup p* (i(ﬁm,n (h))) <Mp?(2h), (m,n ye gdre diizgiin),
K.l
elde edilir. Dolayisiyla (4.3.1) sarti X, =X, =L, ( I 2) secilmesiyle, (4.3.11) ile
tanimlanan Vi, j operatorleri i¢in saglanir. $imdi her 1 >0, r=0,1 2, 3 i¢in
st, — ILrIn o (i(ﬁ{flym'n (f.)-f, )) =0 (m,n ye gore diizgiin). (4.3.12)

oldugu gosterilsin. Bilindigi gibi
Ui ( for X, Y) =1,

O halde

o ((Asen(1)-0))- 7|4 5 S 410051

Il
O ey
O e
S)

m+k—1n+|—11
:g{ﬂ % H(l+sm)—1n
j=n

mik indl 1 2, I, j tam kare
oldugu goriiliir. Buradan % Z Z(:HSLJ):{ J m,n=1 2,...

i=m j=n

1, diger durumlarda’

oldugundan ve @ ‘nin de stirekliligi kullanilarak,
] m+k-1n+l-1 1
st,—limg| 4 Z Z —(1+ Si,j)—l =0, (m,n ye gore diizgiin) (4.3.13)

ve dolayisiyla
st, ~1im p” (2 (Al ma (1) = 1)) =0 , (m.n ye gore diizgiin)

elde edilir ki bu da r =0 igin (4.3.12) ‘nin dogru oldugunu garanti eder. Ayrica,
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P (A(Aina (£)=1)) =" *[m:m;%(“s"i)(iiTxﬁ2<i1+1>J‘XB
. q mikcindd v 1" 1

<p 3ﬂ(ﬁ ; jznm_lj]+p {3ﬁ£ﬁ i=m  j=n 2(i+1)]J
” 1 mik-indd-1 i 1

+p {3}{7 Z 2. Si,j{mw(m)m

i e i)

A prlrs)
olur.

S Eat PR RIS TS S|

B 1 m+k-1n+l-1 | 1
ve st, —lim| sup| — S, .| —+ =0 oldugund
S (mf(k' Zm: ,Z "‘(i+1 2(i+1)JD oldugundan

st, —Ii(rlnpq’ (J(A{Lm,n (f,)- fl)) =0, (m,n ye gore diizgiin)

=~

elde edilir. (4.3.12), r =1 i¢in dogrudur. Benzer sekilde
st, —lim p* (l(AX,Vm’n (f,)- fz)) =0, (m,n ye gore diizgiin)

elde edilir. Son olarak,

p(p(/l(AZI,m,n(B)_fS))
=p¢{ﬂ[milnil (1+S”)i(i—1)x2+ 2x 1 +j(j—1)yz+ 2y , 1 _(X2+y2)D

o (i+1)°  (i+1)° 3(i+1°  (j+1)  (i+1)° 3(j+1)
<p? [3/{m::ln;:1%(l+si'j)%_1B+p (3,1[ éln?:%(l-{_si’j)%_]}J

, m+k—1n+l—1i s 2i N 1 2] + 1
v Lgﬂ{ & = it "’)[(i+1)2 3(i+1)" (i+1) 3(J'+1)2m,
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elde edilir ve buradan da
st, ~lim p” (4( A, (£:)= £,)) =0 , (m.n ye gore ditzgiin)
oldugu kolaylikla goriilebilir.

O halde (4.3.12), r=0, 1, 2, 3 icin dogru olur. V:=(V

ij

) cift indisli dizisi 4.3.1.

Teorem’in tim hipotezlerini sagladigindan f e L ( I 2) icin |? izerinde
st ~1im p° (A(A, s (F)=1))=0 . (m.n ye gore ditzgiin)

elde edilir. (s, ;) ift indisli dizisi P—yakinsak olmadigindan 4.3.3. Sonug saglanmaz.
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4. TARTISMA VE SONUC

Hazirlanan doktora tezinde istatistiksel yakinsaklik ve toplam siireci kavramlari
modiiler uzaylar iizerinde, tek ve ¢ift indisli diziler i¢in, Korovkin tipi yaklasim
teoremleri elde etmede kullanilmistir. Boylece daha kuvvetli sonuglar elde edilerek bu
alanda yapilan ¢alismalar genisletilmistir. Bu nedenle hazirlanan doktora tezine modiiler
uzaylar tlizerinde c¢alisilmasi diisliniilen yeni problemler i¢in kaynak olarak

bagvurulabilir.
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