DOKTORA TEZI

BURCAK KOLAY
MATEMATIK ANABILIM DALI
MODULER UZAYLARDA ISTATISTIKSEL RELATIVE
YAKINSAKLIK VE KOROVKIN TiPi TEOREMLER



T.C.
SINOP UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

MODULER UZAYLARDA ISTATISTIiKSEL RELATIVE
YAKINSAKLIK VE KOROVKIN TiPi TEOREMLER

BURCAK KOLAY

MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN
PROF. DR. KAMIL DEMIRCI

SINOP - 2018



T.C.
SINOP UNIVERSITESI REKTORLUGU
FEN BILIMLERI ENSTITUSU MUDURLUGU

Ars. Gor. Burcak KOLAY tarafindan hazirlanan “Modiiler Uzaylarda Istatistiksel
Relative Yakinsaklik ve Korovkin Tipi Teoremler ” baglikli bu ¢alisma, 10.07.2018
tarihinde yapilan savunma smavi sonucunda bagarili bulunarak, jiirimiz tarafindan

DOKTORA tezi olarak kabul edilmisgtir.
[Prof. Dr. Hiiseyin YILDIRIM]

Mgk Kahramanmaras Siitcti imam Universitesi
Fen Edebiyat Fakiiltesi

{ive [Prof. Dr. Kamil DEMIRCI]
Sinop Universitesi
e ae Fen Edebiyat Fakiiltesi
) [Prof. Dr. Seyhmus YARDIMCI] _
Uye Ankara Universitesi
Fen Fakiiltesi
) [Dog. Dr. Mustafa YILDIRIM |
Uye Cumbhuriyet Universitesi /L‘ -
Fen Fakiiltesi _
[Dog. Dr. Ismail AYDIN]
e Sinop Universitesi
Fen Edebiyat Fakiiltesi

Yukaridaki imzalarin adi gegen gretim iiyelerine ait oldugunu onaylarim.

16./ 032048




MODULER UZAYLARDA iSTATISTIKSEL RELATIVE YAKINSAKLIK VE
KOROVKIN TiPi TEOREMLER

OZET

Bu doktora tezinde relative modiiler yakinsaklik, istatistiksel relative modiiler
yakinsaklik ve relative toplam siireci kavramlari kullanilmistir.

[lk olarak tez igerisinde kullanilan bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Bulgular boliimiiniin ilk kisminda relative modiiler yakinsaklik kavrami tanitilmis ve bu
yakinsaklik tiirii araciligi ile modiiler uzaylarda Korovkin tipi yaklasim teoremi
calisilmigtir. Sonrasinda, elde edilen sonucun daha kuvvetli oldugunu gosteren bir 6rnek
verilmigtir.

Ikinci kisimda, & —istatistiksel relative modiiler yakimsaklik kullanilarak modiiler
uzaylar tizerinde bir Korovkin tipi yaklagim teoremi elde edilmistir. Ayrica bu teoremin
sartlarin1 saglayan fakat daha dnce verilmis modiiler ve istatistiksel modiiler Korovkin
tipi teoremlerin kosullarini saglamayan bir 6rnek sunulmustur.

Bulgular bolimiiniin son kisminda ise, .5 —istatistiksel Korovkin tipi yaklagim
teoremleri relative A —toplam siireci kavrami yardimiyla modiiler uzaylar {izerinde

calisilmig ve bu yeni tip yaklagimi saglayan bir 6rnek verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Pozitif lineer operatdr, Korovkin teoremi, modiiler uzay,
istatistiksel yakinsaklik, modiiler yakinsaklik, relatively diizgiin yakinsaklik, toplam

sureci.



STATISTICAL RELATIVE CONVERGENCE AND KOROVKIN TYPE
THEOREMS ON MODULAR SPACES

ABSTRACT

In this doctoral thesis, the concepts of relative modular convergence, statistical relative
modular convergence and relative summation process have been used.

Firstly, some main definitions and theorems used in the thesis have been given.

In the first part of the findings section, the concept of relative modular convergence has
been presented and via this type of convergence, Korovkin type approximation theorem
has been studied on modular spaces. Then, an example, showing that the result obtained
has been stronger, is given.

In the second part, using .5 —statistical relative modular convergence, a Korovkin type
approximation theorem has been obtained on modular spaces. Also, an example which
satisfies the conditions of this theorem but does not provide the conditions of the
modular and statistical modular Korovkin type theorems, given previously, has been
presented.

In the last part of the findings section, with the help of relative A —summation process,
& —statistical Korovkin type approximation theorems have been studied on modular

spaces and an example satisfying this new type approximation has been given.

Key Words: Positive linear operator, Korovkin theorem, modular space, statistical
convergence, modular convergence, relatively uniform convergence, summation

process.
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LISTESI

N : Dogal sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

%) : Bos kiime

o : Yogunluk fonksiyonu

0~ : & - Yogunluk fonksiyonu

yo, : Modiiler fonksiyonu

o(X) : Skale fonksiyonu

XA . A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

C : Yakinsak diziler uzay1

S : Tim diziler uzay1

st : Istatistiksel yakinsak diziler uzay1

|A| . A kiimesinin eleman sayis1

7 : Olgii fonksiyonu

h.h. : Hemen her yerde

| = [a, b] : Lebesgue oOlgiilebilir, reel sayilarin sinirls alt araligi

X (|) . X bir vektor uzayr olmak iizere f:l1 - R , h.h. esitligini saglayan
reel degerli Olciilebilir fonksiyonlarin uzay:

L° ( | ) . p modiiler fonksiyonu tarafindan olusturulan modiiler uzay

C ( I ) : | tzerinde tiim reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzay1

B ( | ) . | {zerinde tiim reel degerli sinirli fonksiyonlarin uzay:

c” ( | ) : | tizerinde her mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonlarin uzayi

L,(1) . | lzerinde reel degerli p—inci merteben mutlak integrallenebilen

fonksiyonlarin uzay1



||.||Lp L, ( | ) uzayi iizerinde || f ||Lp = [“ f (X)|p dX] p ile tanimli norm
|
||||Q0 : C(1) uzayndaki ||||OC :sup|.| ile tanimli norm
xel

||.||B : B(l) uzayindaki ||||B :SUp|.| ile tanimli norm
xel

Vi



1. GIRIS

Reel degiskenli fonksiyonlarin yaklasim teorisinin kokeni Chebyshev’in (1859)
calismasina ve ayrica kapali ve sinirli bir aralikta siirekli olan her fonksiyona bu aralikta
yakinsayan bir polinomun varligini ifade eden Weierstrass (1885) teoremine dayanir.
Pozitif lineer operatorler ise yaklagimlar teorisinde ilk kez P. P. Korovkin (1953)
tarafindan kullanilmis olup, kompakt bir aralikta, bir pozitif lineer operatoér dizisinin
birim operatore yakinsayip yakinsamayacagina dair sartlari belirler. Burada pozitif
lineer operator dizisinin birim operatore yakinsamamasi durumunda yakinsaklik kaybini
gidermek i¢in Cesaro tipli toplanabilme metotlar: kullanilabilir (Swetits,1979). Bilindigi
lizere toplanabilme metotlarinin kullanilmasinin asil amaci raksak bazi sonsuz serileri
toplamak ya da yakinsak olmayan bir diziyi yakinsak yapmaktir. Nishishiraho (1981,
1983) bir matris toplanabilme metodu kullanarak Korovkin tipli yaklasim teoremlerini
incelemistir ve daha sonra bu calismalar farkli uzaylar iizerine taginmistir (Atlithan ve
Orhan, 2008; Karakus ve Demirci, 2011, 2012; Orhan ve Demirci, 2014). Yine klasik

Korovkin teoremleri ¢esitli uzaylar iizerinde ele alinmis olup bunlardan biri modiiler

uzaylardir ve Ozel olarak L°, Orlicz ve Musielak-Orlicz uzaylarmi igermektedir
(Bardaro ve Mantellini, 2007). Bu uzaylar Musielak (1983) ve Kozlowski (1988)
tarafindan detayli olarak incelenmistir. Burada Bardaro ve Mantellini (2007) ve aym
zamanda Orhan ve Demirci (2014) tarafindan verilen Korovkin tipi teoremler
gelistirilerek verilecektir.

Regiiler bir toplanabilme metodu olan istatistiksel yakinsaklik ise ilk olarak
Steinhaus (1951) tarafindan tanitilmis olup ayni yil Fast (1951) tarafindan ¢alisilmustir.
Salat (1980) ve daha sonra Connor (1985) istatistiksel yakinsak diziler uzayinin bazi
topolojik ozelliklerini ele almislardir. Bu yakimsaklik tiiri Korovkin tipi yaklasim
teorisinde de kullanilarak daha kuvvetli sonuglar elde edilmistir (Gadjiev ve Orhan,
2002; Duman ve ark.,, 2003). Modiiler uzaylar tiizerinde istatistiksel yaklagim
kullanilarak, istatistiksel modiiler Korovkin tipi teorem Karakus, Demirci ve Duman
(2010) tarafindan verilmis olup burada bu teoremin de bir genellestirilmesi verilecektir.

Hazirlanan bu doktora tezinde once relative modiiler yakinsaklik tanimi verilecek
ve bu tanim yardimiyla relative modiiler Korovkin tipi teorem c¢alisilacaktir. Daha sonra
& —istatistiksel modiiler yakinsaklik kullanilarak modiiler uzaylar iizerinde Korovkin

tipi yaklasim teoremi elde edilecektir. Son olarak, relative A —toplam siireci kavrami



yardimiyla istatistiksel Korovkin tipi yaklasim teoremleri modiiler uzaylar iizerinde
caligilacaktir. Bu yeni tip yaklasim teoremlerini saglayan birer drnek verilerek daha
once verilen calismalardaki sonuglardan daha kuvvetli sonuglar elde edildigi

gosterilecektir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu bolimde daha sonraki bolimlerde kullanilacak temel tanimlar ve teoremler
verilecektir.

2.1. Pozitif Lineer Operatorler

Burada oncelikle lineer pozitif operatorler tanitilacak ve sagladigi temel 6zellikler

incelenecektir.

2.1.1 Tanmm: X ve Y sirasiyla bostan farkli A ve B kiimeleri tizerinde tanimli reel

degerli fonksiyonlarin uzayr olsunlar. Eger X ’den alinmis herhangi bir f
fonksiyonuna Y ’de bir ve yalniz bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa
bu takdirde X uzayinda bir operatér tanmimlanmigtir denir ve operatoriin X

noktasindaki degeri L( f (t);x)=g(x) ile gosterilir.

Burada L( f (t);x) gosterimi yerine L(f;X) yazilacakur.

X uzaymna L operatdriiniin tanim kiimesi denir ve X=D(L) ile gésterilir. Ayrica
R(L)={g:L(fx)=g(x),f eD(L)} kiimesine de L operatoriiniin deger kiimesi denir.
R(L)cY dir.

Burada X uzay1 lineer uzay oldugunda lineer operatdriin tanimi verilebilir.

2.1.2. Tamm: f, ve f,, X uzayinda herhangi iki fonksiyon ve her ¢y, @, € R i¢in L

operatort,
L(eyfita, £y X) = anL(f;x)+a,L(f,;X),

kosulunu sagliyorsa bu takdirde L operatoriine lineer operator denir. Tanimdan da

goriilecegi gibi L lineer operatdrii igin L(0;X)=0 olur.

Simdi de lineer operatorler kiimesi iginde onemli bir sinif olan pozitif lineer

operatorler verilsin.

2.1.3. Tamm: X" ={feX :f(t)20,teA}, Y ={geY :g(x)20,xeB} olsun. X

uzayinda tanimlanmis bir L lineer operatorii X* kiimesindeki herhangi bir f



fonksiyonunu pozitif fonksiyona doniistiiriiyor ise L operatdriine pozitif lineer operator

denir.

2.1.4. Ornek: B, :C[0,1] - B[0,1] olmak iizere

n n .
Bn(f;x)=2f(5j(ijk (1-x)"", xe[0,1], f eC[0,1], neN (2.1.1)
k=0 n
ile tamimlanan Bernstein polinomlari f(KJ >0, n :n—! >0 ve 0<x<1 i¢in
n k) (n=k)Ik!

e (1—x)"7k >0 oldugundan her neN igin pozitif lineer bir operatérdiir (Bernstein,
1912).

L pozitif lineer operatdrii icin LX* <Y " saglanir. Yani f (X) >0 oldugunda

L( f ;X) >0 olur. Ayrica f (X) <g (X) oldugunda L( f ;X) < L(g;X) dir. Yani pozitif

lineer operatdrler monotondur.

Simdi 1960 yilinda Korovkin tarafindan verilen yaklasim teorisinde énemli bir

yeri olan ve literatiirde “Korovkin Teoremi” olarak bilinen teorem verilsin.

2.1.5. Teorem: L, :C[a,b] - B[a, b] pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi i =0,1,2 igin
ft)=t", (te[a,b]) olmak iizere lim|L,f - f, |, =0 kosulunu sagliyor ise her

f eC[a,b] iin lim||L, f - f||, =0 dir ( Korovkin, 1960).

(2.1.1)deki  Bernstein  operatérii igin B (Lx)=1, B (tx)=x ve

2
B, (tz,x): - XX olup, 2.1.5. Teorem’in kosullar1 saglandigindan her f eC[0,1]
n n

icin Iim|| B, f— f||B =0 gerceklenir.

2.2. istatistiksel Yakinsakhk ve Istatistiksel Korovkin Tipi Teorem

Bu kisimda istatistiksel yakinsaklik kavrami ve bazi temel 6zellikleri tanitilacak

ve ayrica Korovkin teoremi istatistiksel yaklasim ile verilecektir.



2.2.1. Tamm: Bir EcN alt kiimesi i¢in E :={k<n:keE} olmak iizere E,

kiimesinin eleman sayisi |En| ile gosterilsin. Eger

IE.|

i)

lim
non
limiti mevcut ise, bu limit degerine E kiimesinin yogunlugu (veya dogal yogunlugu)

denir ve 8( E) ile gosterilir (Niven ve Zuckerman, 1980).

(an) pozitif tamsayilarin artan bir dizisi ve E :{an:neN} olmak {izere

on "
yogunluk meveut ise 8(E)= Ilnma— dir (Niven ve Zuckerman, 1980). Ornegin; 8(N)

=1, 6({n2:neN})=O, 8({2n:neN}):8({2n+l:neN}):% oldugu yogunluk

tanimindan elde edilebilir. Hatta dogal sayilarin her bir sonlu alt kiimesi sifir

yogunlukludur. Ayrica bir E kiimesi yogunluga sahip ise, bu durumda

5(N\E)=1-8(E) olur.

2.2.2. Tanim: X = (Xn) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her € >0 i¢in
.1
S X, —L{=g})=lim= X, —L|>gfl=0
({neN |x, —L| s}) |£nn‘{neN X, —L| s}‘

olacak sekilde bir L sayisi varsa, bu durumda x dizisi L sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir ve bu durum st—limx, =L seklinde gosterilir (Steinhaus, 1951, Fast,

1951).

Istatistiksel yakimsaklik tanimindan da anlasilacag: gibi, eger bir x dizisi L
sayisina istatistiksel yakinsak ise, bu durumda L sayisimin herhangi bir ¢
komsulugunda dizinin sonsuz c¢oklukta terimi bulunurken bu komsulugun disinda da,
indis kiimesinin yogunlugu sifir olmak kosuluyla yine diziye ait sonsuz ¢oklukta terim
bulunabilir. Bu durum, istatistiksel yakinsakligin bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha
genel oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla yakinsak diziler uzay: ¢ ile ve istatistiksel
yakinsak diziler uzayr st ile gosterilirse, CcSt dir. Yani, istatistiksel yakinsaklik

bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha kuvvetlidir.



Simdi bir dizinin istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosulu veren

teorem verilsin.

2.2.3. Teorem: X=(Xn) dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi igin
gerek ve yeter kosul 8({nk keN }) =1 ve Ii|[n X, =L olacak sekilde en az bir (Xnk)

yakinsak alt dizisi vardir (Salat, 1980).

2.2.4. Ornek: X =(X,) dizisinin genel terimi

1/2, n=m?
X, = ,m=123,..
0 , nzm?

olsun. K={n?:neN} dersek 3(K)=0 ve N\K:={n:keN} olmak iizere
8(N \K)=1 olup (Xnk)=(0,0,...)—>0 "dir. Bu ise st—lign X, =0 oldugunu gosterir.

2.2.5. Ornek: X=(X,),

dizisi igin st—limx, =1 oldugu goriiliir.
n

Orneklerden, sirastyla smirli raksak ve smirsiz iraksak dizilerin istatistiksel
yakinsak olabilecegi goriilmektedir.

Simdi istatistiksel Korovkin tipi teorem verilsin.
2.2.6. Teorem: Eger L, :C[a, b]—)B[a, b] pozitif lineer operatorlerin bir dizisi igin
i=0,12 i¢in f(t)=t (te[a,b]) olmak iizere st—li£n||Lnfi—fi||B=O kosulu

saglaniyor ise her f € C[a,b] icin st —lim|L, f — ||, =0 dir (Gadjiev ve Orhan, 2002).



2.3. Toplanabilme Teorisi

Bu boliimde matris toplanabilme metodu ve buna iligkin bazi sonuglardan

bahsedilecektir. Daha sonra A —toplam siireci kavrami tanitilacaktir.

2.3.1. Tamm: X ve Y , tiim diziler uzay1 olan S ’nin alt kiimeleri ve & :(b|k) reel ya

da kompleks terimli bir sonsuz matris olmak iizere x=(x )< X ve her | €N igin

o0

(&%), =D X,

k=1

serisi yakinsak ise &X:= ((fx)l) doniisiim dizisi mevcuttur denir. Eger her X e X

icin & X doniisiim dizisi mevcut ve FxeY ise & :(blk) matrisi X uzaymdan Y

uzayina bir matris doniisiimii tanimlar denir. Eger bir X dizisinin .&x doniisim dizisi

mevcut ve bir L sayisina yakinsak ise X dizisi L sayisina .5 —toplanabilirdir denir ve

& —limx=L seklinde yazilir. Eger verilen bir (Xk) dizisi i¢in Ii'[n X, =L oldugunda

“|m (& X)I =L kosulu ger¢ekleniyor ise & matrisine regiiler matris denir.

Bir matrisin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 veren teorem asagidaki

sekilde verilmistir.

2.3.2. Teorem (Silverman-Toeplitz): Bir fZ(b”() matrisinin regiiler olmasi igin

gerek ve yeter kosul,
O |7]=swp3fn <,
k=1

(if) Her k N igin limb, =0,

(i) lim > b, =1

1

olmasidir (Hardy, 1949; Boos, 2000).

2.3.3. Ornek: Aritmetik ortalamaya karsilik gelen C, = (C|k)



seklinde tanimlanan Cesaro matrisi regiilerdir.

&, X uzayindan Y uzayina bir matris doniisiimii ise & E(X,Y) ile gosterilir.
Toplami1 ya da limiti koruyan matrislerin sinifi (X Y5 p) ile gosterilir. Eger 6zel olarak
X =Y =c olmak iizere & e(C,C) ise & matrisine konservatif matris denir. Ayrica

fe(c,c; p) iIse & matrisi regiiler bir matristir (Hardy, 1949; Boos, 2000).

Bell (1973) ve Stieglitz (1973) 2.3.1. Tamim’daki diigiinceyi kullanarak
& =(b|k) matrisi yerine A::(A(“)):(alﬁj.”)), (n € N) , matris dizisini alarak asagidaki

tanimi1 vermislerdir.

2.3.4. Tamm: A:=(A(“)) (aﬁj”)) negatif olmayan reel terimli sonsuz matrislerin bir

dizisi olsun. x =(xj) reel sayilarin dizisi ve tim k,neN i¢in (AX)E =Za£j")xj serisi
=1

yakinsak ise Ax:={(AX); 1k,neN} cift indisli dizisine x dizisinin A -doniisiimi

denir. Eger

O () e

“u[njz_;aki X; =L (n’ye gore diizgiin),

kosulu saglaniyorsa, x dizisi L degerine A —toplanabilir denir (Bell 1973, Stieglitz
1973).

2.3.5. Tanim: X = (X j) reel terimli sinirli bir dizi olsun.

n+k-1

Ii{n% Z X; =L (n’ye gore diizgiin),
j=n

kosulunu saglayan bir L sayis1 varsa, x dizisi L sayisina hemen hemen yakinsaktir

denir (Lorentz 1948).



Eger A bir matris olmak iizere her neN ig¢in A" =A alinirsa, A-
toplanabilme klasik matris toplanabilmeye ve | birim matris olmak ilizere her ne N

icin A" =1 alinirsa A —toplanabilme klasik yakinsamaya indirgenir. Eger

(A(”)) = (aﬁj”)) matris dizisi yerine genel terimi

o |——, n<j<n+k, (n=12..),
af(j): k+1 . ( )

0 , diger durumlarda,

ile tanimli matris dizisi alinirsa A —toplanabilme metodu hemen hemen yakinsakliga
indirgenir (Lorentz, 1948).

Simdi de A —toplam siireci kavrami verilsin.
2.3.6. Tamm: T :(TJ.) pozitif lineer operatorlerin C[a,b]’den C[a,b]’ye bir dizisi

olsun. Eger her f eC[a,b] icin (ij), f >ye A—toplanabilir ise yani, seri her bir

k, n ve f i¢in yakinsak olmak iizere

IiI[n =0 (n’ye gore diizgiin)

>ag'T f -1
]

0

ise (Tj) pozitif lineer operatorler dizisi C[a,b]’de bir A—toplam siirecidir denir

(Nishishiraho, 1983).

2.4. & —Istatistiksel Yakinsakhik ve & —Istatistiksel Korovkin Tipi Teorem

Freedman ve Sember, 1981 yilinda asagidaki diisiinceyi kullanarak istatistiksel
yakinsaklik tanrmindaki Cesaro matrisi yerine negatif olmayan regiiler bir & =(b|k)

sonsuz matrisini alarak istatistiksel yakinsakligi & —istatistiksel yakinsakliga

genisletmislerdir.



Bir x= (Xk) dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi, daha dnce verilen
tamma denk olarak, K:=K(&)={k<l:|x —L|>¢} olmak iizere her &>0 igin
i 14 . . .
Illm(Cl;(K ) = “|m|_ZZK(€) (k)=0 olmas1 demektir. Burada y,, K kiimesinin

k=1

karakteristik fonksiyonunu gostermektedir.

2.4.1. Tamm: & = (b|k) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. K < N i¢in

lim b, =lim(& 7)),

keK

limiti meveut ise bu limit degerine K kiimesinin & —yogunlugu denir ve & (K) ile

gosterilir (Freedman ve Sember, 1981).

Eger bir K  kiimesi & —yogunluga sahip ise bu durumda

o (N - K) =1-o_ (K) olacaktir. Eger K kiimesi sonlu elemanli bir kiime ise

)

&

(K) =0 olacagi agik¢a goriiliir.

2.4.2. Tanim: & =(b|k) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Her £>0 i¢in

K:==K(g)={k:|x —L|= ¢} olmak iizere

8- (K)=1imY by, 7, (k)= lim > b, =

gercekleniyor ise bu durumda X = (Xk) dizisi L sayisina .5 —istatistiksel yakinsaktir
denir. st_—limx=L seklinde gosterilir (Freedman ve Sember, 1981; Kolk, 1993;

Miller, 1995).

Bu tanimda eger & matrisi yerine | birim matrisi alinirsa alisilmis anlamdaki

(Cauchy anlaminda) yakinsaklik elde edilir. Ayrica bir X = (Xk) dizisi i¢in |i{n X =L
oldugunda st —|i|[n X =L olur. & matrisi yerine C, Cesaro matrisi alindiginda ise

& —istatistiksel yakinsaklik istatistiksel yakinsakliga indirgenir.

10



2.2.3. Teorem’in bir benzeri & —istatistiksel yakinsaklik i¢in su sekilde

verilebilir.

2.4.3. Teorem: Bir x dizisinin L sayisina & —istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek
ve yeter sart O, ({nk -k EN})=1 ve Ii{n X, =L olacak sekilde en az bir (nk) indis

dizisinin var olmasidir (Kolk, 1993; Miller, 1995).

Bir x dizisinin bir L sayisina yakinsayan bir alt dizisi varsa L sayist x dizisinin
aligilmis limit noktasidir. Bir alt dizinin yogunlugu g6z 6niine alinarak & —istatistiksel

limit noktas1 tanimi1 Connor ve Kline tarafindan asagidaki sekilde tanitilmstir.

2.4.4. Tammm: Reel terimli bir x dizisinin bir L sayisina yakinsayan .5 —ince olmayan
alt dizisi varsa (alt dizinin indis kiimesinin .5 —yogunlugu sifirdan biiyiikk veya & —
yogunluga sahip degil), L sayisina x dizisinin bir & —istatistiksel limit noktasidir

denir (Connor ve Kline, 1996).

Bir x dizisinin alisilmis limit noktalarmin ciimlesi L ile & —istatistiksel limit

X

, . £y, . i
noktalarinin ciimlesi ise A} ile gosterilir.

1 k=12 (1=12,.)

) ile taniml & =(b|k) matrisi alinsin.
0, diger durumlarda

2.4.5. Ornek: b, :{

1, k=n? (n=12,...
—{ ( ) dinisi igin L, ={0,1} ve A7 ={1} seklindedir.

X, = ,
0, k#n

& —istatistiksel limit noktalariin ciimlesi ile alisilmis limit noktalarinin ctimlesi

birbirinden ¢ok farkli olabilir.

2.4.6. Ornek: {rk }:;1 deger climlesi tiim rasyonel sayilar ciimlesi olan bir dizi

k, k=n? (n=12..),
%= r, k=#n?
k1 ’

ve

11



b ={1, k_: 12, (1=1,2,..),
0, diger durumlarda,

olmak iizere A, =& ve L, =R dir.

Herhangi bir x dizisi i¢in /\f c L, olacag kolaylikla goriiliir.

2.4.7. Tamm: Her £ >0 i¢in {k eN: |Xk —}/| < 8} climlesi sifir .& —yogunluga sahip

degilse y sayisina X dizisinin bir & —istatistiksel degme noktasidir denir (Connor ve

Kline, 1996). & —istatistiksel degme noktalar1 ciimlesi Ff ile gosterilir.
Yine herhangi bir x dizisi i¢in Ff c L, oldugu aciktir. Ayrica herhangi bir x dizisi

N Z &
1¢1n AX QFX kapsamasi mevcuttur.

Eger & =C, Cesaro matrisi olarak almirsa & —istatistiksel limit noktasi istatistiksel

limit noktasina, .5 —istatistiksel degme noktas1 ise istatistiksel degme noktasina

indirgenir (Fridy, 1993).

Simdi & —istatistiksel iist limit ve alt limit kavramlar1 verilsin.

& = (b, ) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. X = (Xk) dizisi igin
D, :={d eR:5({k:x, >d})¢0},
E, :={eeR:53({k:xk <e})¢0},

olsun. Burada K:={k:k eN} olmak iizere 6. (K)#0 olmasi 6.(K)>0 veya K

kiimesi yogunluga sahip degil, anlaminda alinacaktir.

2.4.8. Tamm: & negatif olmayan regiiler bir matris ve x dizisinin & —istatistiksel

st limiti

supD,, D, # O,

st. —limsupx, =
Z ) p k {—OO , DXZQ’

ile verilir. Benzer sekilde bir x dizisinin .& —istatistiksel alt limiti
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inf E,, E, =,

st —liminf x, =
5 k k {+CX) , Eng,

ile verilir (Connor ve Kline, 1996; Demirci, 2000).

Eger 5 =C, Cesaro matrisi olarak alinirsa & —istatistiksel st limiti tanim

istatistiksel st limit, .5 —istatistiksel alt limit tanimu ise istatistiksel alt limit tanimina

indirgenir (Fridy ve Orhan, 1997).

Alisilmis st limit ve alt limit kavramlarinda oldugu gibi, X = (Xk ) dizisi i¢in

st —Iimkinf X, < st_ —limsup x,
k

oldugu kanitlanmustir.

Ayrica belirtilsin ki en sagdaki & —istatistiksel degme noktasi & —istatistiksel {ist

limite ve en soldaki & —istatistiksel degme noktasi .5 —istatistiksel alt limite esittir.

Simdi & — istatistiksel Korovkin tipi yaklagim teoremi verilsin.
2.4.9. Teorem: & =(b|k) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Eger
L IC[a,b] - B[a,b] pozitif lineer operatorlerin dizisi i¢in  i=0,1,2 i¢in
f.(t) =t (t E[a,b]) olmak iizere stg—li[n”Lk f,—f], =0 kosulu saglaniyor ise her

f eClab] igin st ~lim|L, f - [}, =0 dir (Duman ve ark., 2003).

2.5. Modiiler Uzay ve Korovkin Tipi Yaklasim Teoremleri

Bardaro ve Mantellini (2007) klasik Korovkin tipi teoremi modiiler uzaylar
tizerine genisletmislerdir. Daha sonra Karakus, Demirci ve Duman (2010) modiiler
uzaylarda & —istatistiksel Korovkin tipi teoremleri vererek daha kuvvetli sonuglar elde
etmislerdir. Simdi gerekli olan bazi fonksiyon uzaylari tanitilsin ve ardindan modiiler

uzay kavrami ve bazi 6zellikleri verilsin.
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I = [a, b] : Lebesgue olgiilebilir, reel sayilarin sinirli alt araligi

X (I ) : X bir vektor uzayr olmak tizere f:1 — R, h.h. esitligini saglayan reel degerli

ol¢iilebilir fonksiyonlarin uzay1

C ( | ) . | tzerinde tiim reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzay1
C” (1) : I iizerinde her mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonlarin uzay

2.5.1. Tamm: Herhangi bir p: X (1) — [0,%] fonksiyoneli
@ p(f)=0< f=0hh,
i) Her feX(1)icin p(f)=p(-f),
iy Her f,geX(l) ve a+p=1 ozellikli herhangi «,f>0 igin
plat+pg)<p(f)+pr(9),

kosullarm1 sagliyorsa p ’ya X (| ) lizerinde bir modiiler denir. Eger her f,ge X (| ) ve

a+ =1 6zellikli herhangi «, 8> 0 igin
p(af+B9)<Nap(Nf)+Npgp(Ng)

olacak sekilde N >1 sabiti varsa p ’ya N —quasi konveks modiiler denir. Ozel olarak

N =1 almirsa p ’ya konveks modiiler denir. Her f € X (I ) ve ae (0,1] icin

p(af )< Nap(Nf)

olacak sekilde N >1 sabiti varsa p ’ya N —quasi yar1 konveks modiiler denir. Buradan

her N —quasi konveks modiilerin, N —quasi yar1 konveks modiiler oldugu kolaylikla

goriilebilir.
p modiileri ile verilen X (1) uzaymmn baz alt vektor uzaylari asagidaki gibidir:

L (1):={ F e X (1): lim p(21) =0},

A0

E*(1):={f eLl?(1): her 2>0igin p(Af)<oo}.

14



Burada L’ (1)’ya p modiileri ile olusturulan modiiler uzay ve E” (1) yaise L”(1) nn
sonlu elemanlarinin uzayr denir. Eger o, N —quasi yari konveks modiiler ise

L2 (1)={f e X(1):baz A>0 icin p(Af )< oo} olur.
2.5.2. Ornek: (X (1),]|) bir normlu uzay olsun. || norm fonksiyonu bir modiilerdir.

2.5.3. Ornek: | = [a,b] olmak iizere 1< p <oo igin L, uzay1 modiiler uzaydr.
Simdi modiiler uzaylardaki baz1 yakinsaklik tiirleri tanitilsin.

2.5.4. Tamm: (f,) terimleri L”(1) da olan bir fonksiyon dizisi ve f eL”(1) olsun.

Baz1 4, >0 i¢in

limp (4 (f—f))=0

oluyorsa ( fk) dizisi f fonksiyonuna modiiler yakinsaktir denir.

2.5.5. Tamm: ( f,) terimleri L”(1)°da olan bir fonksiyon dizisi ve f eL”(1) olsun.

Her A >0 i¢in
limp(4(f—f))=0

oluyorsa ( fk) dizisi f fonksiyonuna F —norm (kuvvetli) yakinsaktir denir.
2.5.6. Lemma: Modiiler yakinsaklik ile F —norm yakinsakligin denk olmasi i¢in gerek
ve yeter sart A, —sartinin saglanmasidir yani, her f e X (I) icin p(2 f ) <M p( f )

esitsizligini saglayan M >0 sabiti vardir (Bardaro ve ark., 2003; Musielak, 1993).
2.5.7. Tanim:
1. |f|<|9] igin p(f)<p(9) ise, » monotondur denir.

2. %, | araligmin karakteristik fonksiyonu olmak iizere y, € L (|) ise, p sonludur
denir.

3. Eger p sonlu ve her £>0, >0 icin (B)<& 6zellikli herhangi 6lgiilebilir

Bc | alt kiimesi igin p(Ayg)<é olacak sekilde §>0 varsa, p mutlak sonludur

denir.
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4.y, €E”(1) ise, p kuvvetli sonludur denir.

5. p(f)<o  bzellikli her feX(l) fonksiyonu icin asagidaki kosulu saglayan
a >0 varsa p mutlak siireklidir denir:

Her £>0 i¢in B, | araliginin ,LI(B)< 0 ozellikli herhangi olgiilebilir alt kiimesi
olmak iizere ,0(05 frs ) <¢ olacak sekilde 6 >0 vardir.
Eger p monoton ve sonlu bir modiiler ise, C(| ) cl”’ (I) dir. Yine aym sekilde eger

p monoton ve kuvvetli sonlu ise, C(1)< E” (1) (Bardaro ve Mantellini, 2007).
Simdi sirasiyla modiiler ve istatistiksel modiiler Korovkin tipi teoremler verilsin.
o, X (|) {izerinde monoton ve sonlu bir modiiler ve D kiimesi C” (I ) cDcl” ( I)

kapsamasini saglayan bir kiime olsun. p, monoton ve sonlu bir modiiler oldugundan

boyle bir D kiimesi segilebilir. Kabul edilsin ki X, C”(1)’1 iceren X; <D alt

kiimesi ve T=(T,), D’den X(I)’ya tamimli her he X;, 2>0 ve mutlak bir pozitif

R sabiti i¢in
limsup p(A(T,h)) <Rp(2h), (2.5.1)
k

esitsizligini saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun.

2.5.8. Teorem: p, X (l) iizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N -

quasi yar1 konveks bir modiiler olsun. T=(Tk), D’den X (I ) ’ya (2.5.1) ozelligini
saglayan pozitif lineer operatorlerin dizisi olsun. Kabul edilsin ki her 21>0 ve

i=0,1 2 icin fi(X):Xi olmak iizere
limp(A(T, f,—,))=0 (i=0,1 2)

olsun. Ayrica f e’ (|) fonksiyonu, her g € Cw(|) icin f —g e X, olacak sekilde bir

fonksiyon olsun. Buradan bazi A4, >0 i¢in

lim (4, (T, f - ))=0,
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dir (Bardaro ve Mantellini, 2007).
Yukarida verilen T =(T,) dizisi, (2.5.1) sart: yerine & =(by,) negatif olmayan

regiiler bir matris olmak iizere
st —limsup o(A(T,h)) <Rp(2h), (2.5.2)
k

esitsizligini saglayan pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi olsun. Bu durumda & —

istatistiksel Korovkin tipi teorem asagidaki gibi verilebilir.
2.5.9. Teorem: & = (b|k) negatif olmayan regiiler bir toplanabilir matris ve p, X (| )
tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N -quasi yar1 konveks bir modiiler

olsun. T= (Tk ), D ’den X (| ) ’ya (2.5.2) 6zelligini saglayan pozitif lineer operatorlerin

dizisi olsun. Kabul edilsin ki her >0 ve i=0, 1, 2 i¢in f,(X)= X' olmak iizere
st —limp(A(T f;—1))=0(i=0, 1 2),

olsun. Ayrica f € L”(1) fonksiyonu, her g €C” (1) igin f —g € X; olacak sekilde bir

fonksiyon olsun. Buradan bazi A, >0 i¢in
Stf—likmp(/lo(ka -f))=0,

dir (Karakus ve ark., 2010).

Simdi de modiiler uzaylarda A —toplam siireci kavrami tanitilsin.

2.5.10. Tamm: A::(A(”))=( ﬁf)) negatif olmayan reel terimli sonsuz matrislerin bir
dizisi olsun. p, X(I) iizerinde monoton ve sonlu bir modiiler ve D kiimesi

Cc” (I ) cDcl? ( |) kapsamasini saglayan bir kiime olsun. Kabul edilsin ki T = (Tj ),

D’den X (I)’ya taniml ve
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AL(F)=YalT f
1

serisi, her f e D ve her k,neN igin Lebesgue 6l¢iisiine gore hemen her yerde mutlak

yakinsak olsun. Eger her f e D igin (Tj f), f ye A —toplanabilir (p modiilerine

gore) ise yani, bazt A, >0 igin
Iikm,o(ﬂ0 [Z ai(q.n)Tj f—f D =0 (n’ye gore diizgiin)
j=1

ise (Tj) pozitif lineer operatorler dizisi D iizerinde bir A —toplam siirecidir denir

(Orhan ve Demirci, 2014).

Simdi kabul edilsin ki & = (b|k) negatif olmayan regiiler bir toplanabilir matris ve X,

C”(1)’1igeren X; < D alt kiimesi ve her he X, 2>0 ve bir mutlak pozitif P sabiti

i¢cin
st_— Iimsupp(l(A;n (h))) <Pp(4h) (n’ye gére diizgiin) (2.5.3)
k

olsun.

2.5.11. Teorem: A::(A(”)) sonsuz, negatif olmayan reel matrislerin bir dizisi olsun ve

o, X (| ) tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N —quasi yar1 konveks

bir modiiler ve ayrica, & = (b|k) negatif olmayan regiiler bir toplanabilir matris olsun.

T=(T,

J>, D’den X (I)‘ya (2.5.3) 6zelligini saglayan pozitif lineer operatorlerin dizisi

olsun. Kabul edilsin ki her 2>0 ve i=0, 1, 2 icin f; (X)= X' olmak iizere
st_— Iii[np(l(z a,EJ.”)TJ. f.—f. D =0, (n’ye gore diizgiin), (2.5.4)
j=1
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saglansin. Ayrica f € L7 (1) fonksiyonu, her g €C” (1) icin f —g e X olacak sekilde
g yr y ¢ geA; $

bir fonksiyon olsun. Buradan baz1 4, >0 igin,

st_— Ii{np{ﬂ0 [Z al(q.”)Tj f—f D =0, (n’ye gore diizgiin) (2.5.5)
i1

dir (Orhan ve Demirci, 2014).

2.6. Relatively Diizgiin Yakinsakhk

Fonksiyon dizileri igin relatively diizgiin yakinsaklik tanimi ilk olarak 1910
yilinda Moore tarafindan verilmis, daha sonra Chittenden (1919) bu tanim1 gelistirerek
asagidaki sekilde ifade etmistir.

2.6.1. Tamm: (f,) fonksiyon dizisi bir | =(a<x<b) araliginda tanimli olsun. Eger

her & >0 igin en az bir n, vardir yleki her n>n, icin
|f,(x)— f(x)| < 6‘|G(X)| (1 iizerinde X ’e gore diizgiin),

kosulunu saglayan bir o(x) fonksiyonu bulunabiliyorsa, (f,) fonksiyon dizisi bir f
limit fonksiyonuna relatively diizgiin yakinsaktir denir. Burada O'(X) fonksiyonu skale
fonksiyonu olarak adlandirilir.

Yukaridaki tanimdan diizgiin yakinsakligm o(x) skale fonksiyonunun a#0 sabiti

secimi ile relatively diizgiin yakinsakligin 6zel bir hali oldugu goriiliir.

2.6.2. Ornek: Her ne N i¢in f, :[0,1] >R fonksiyonu

n’x

1+n%x*’

f.(x)
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seklinde tammlansm. (f,) fonksiyon dizisi f =0"a diizgiin yakinsak olmamasina

1, x=0
karsin o(x) =<1 0<x< skale fonksiyonuna gore relatively diizgiin yakinsaktir.
-, <X=
X
Gergekten,
2
I£,(x) - f(x)|:‘ nx_ —0‘3 Ay
1+n°x nx| njx

kosulunu saglayan o(x) skale fonksiyonu vardir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bulgular boliimiiniin ilk kisminda relative modiiler yakinsaklik kavrami tanitilarak

bu yakinsaklik yardimiyla Korovkin tipi teorem modiiler uzaylar iizerinde ele alinmistir.

Ikinci kisimda relative modiiler yakinsaklik kavrami istatistiksel yaklasim
yardimiyla gelistirilerek modiiler uzaylarda & —istatistiksel relative Korovkin tipi

yaklasim teoremi ispatlanmustir.

Son kisimda ise relative A —toplam siireci yardimiyla modiiler uzaylar tizerinde

istatistiksel Korovkin tipi yaklagim teoremi ¢aligilmistir.
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4. BULGULAR

Bu kisimda modiiler yakinsaklik kavrami bir skale fonksiyonu yardimiyla relative
modiiler yakinsaklik kavramina gelistirilecektir. Bu yakinsaklik tanimi yapilirken, 1910
yilinda Moore tarafindan tanimlanan ve Chittenden (1919) tarafindan gelistirilen
relatively diizgiin yakinsakliktan esinlenilmistir. Ayrica relative modiiler yakinsaklik
istatistiksel yaklasim ile ele almacak ve bunun yan1 sira modiiler uzaylarda relative A—
toplam siireci kavrami verilecektir. Elde edilen yeni kavramlar 1s18inda modiiler uzaylar

tizerinde Korovkin tipi yaklagim teoremleri ¢alisilacaktir.

4.1. Relative Modiiler Yakinsaklik ve Modiiler Korovkin Tipi Teorem

Bu boliimde dnce relative modiiler yakinsaklik kavrami tanitilacaktir. Daha sonra
Bardaro ve Mantellini (2007) tarafindan modiiler uzaylarda verilen Korovkin tipi

teoremin genellestirilmis hali ispatlanacaktir.

4.1.1. Tamm: (f,) terimleri L”(1)’da olan bir fonksiyon dizisi ve f eL”(I) olsun.

Eger baz1 4, >0 i¢in

molal5 )

olacak sekilde |o(x)|=0 kosulunu saglayan bir oeX(l) skale fonksiyonu

bulunabiliyorsa, ( f,) dizisi f fonksiyonuna relatively modiiler yakinsaktir denir.

Ayrica her >0 i¢in

S

olacak sekilde |o(x)|#0 kosulunu saglayan bir oeX(l) skale fonksiyonu

bulunabiliyorsa, ( f,) dizisi f fonksiyonuna relatively kuvvetli yakinsaktir denir.
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Yukaridaki tanimdan modiiler yakinsakligin O'(X) skale fonksiyonunun sifirdan farkli
olan bir sabit se¢imi ile relative modiiler yakinsakligin 6zel bir hali oldugu goriiliir.
Ayrica eger O'(X) simirli ise relative modiiler yakinsaklik modiiler yakinsaklig
gerektirir. Halbuki G(X) siirlt bir fonksiyon degilse bu gerektirme dogru degildir. Bu

durumu asagidaki 6rnek ile verilsin.

4.1.2. Ornek: 1=[0,1] ve ¢:[0,00)—[0,0) asagidaki kosullar1 saglayan siirekli bir
fonksiyon olsun.

e ¢ konveks,

e 9(0)=0, u>0 igin ¢(u)>0 ve limg(u)=oo.

Her f e X (1) igin
1

p‘”(f):z.[qy(‘f(x)‘) dx

0

ile X (1) iizerinde tammlanan p” fonksiyoneli gdz oniine almsin. Bu durumda p?,

X (I ) tizerinde konveks bir modiilerdir. ¢ fonksiyonu ile olusturulan Orlicz uzay1 goz

Oniine alinsin:
Lo (1):={f eX(1): bazt A >0 igin p* (Af)<+w}.

Eger 1< p<oo ve x20 igin ¢(x)=x" almirsa L2(1)=L, (1) olur (Bardaro ve ark.,

2003). Ayrica herhangi bir f € L7 i¢in p”(f)=|f|’ dir.
Her neN i¢in g, :[0,1] > R fonksiyonu

n(l-nx), 0< x<1,
0, (X) = 1” (4.1.1)
0, x=0veya —<x<1,
n

seklinde tammlansin. Kolaylikla goriilebilir ki, L (1) iizerinde (g,) fonksiyon dizisi

JA

Xx=0

g=0’a modiler yakinsak olmamasmma karsin o(X)= skale

, 0O<x<1

X |~
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fonksiyonuna gore relatively modiiler yakinsaktir. Gergekten baz1 A4, >0’lar i¢in p=1

se¢imiyle p?(f)=|f|_ elde edilir ve

P00, - 9)) = [Aa(8, - 0, = 4 [Ina-nx) k=2

ve dolayisiyla lim||4,(g, —g)|,_ #0 dir. Simdi o skale fonksiyonunu kullanarak

(27255

ve lim 4, 6i =0 oldugundan lim Hﬂo (g"—_gj
n n n o

Y|

L 0

n(l—nx)
1/x

1 1 1
]

=0 oldugu goriliir.

L

Simdi yukaridaki yakinsaklik kullanilarak modiiler uzaylarda asagidaki Korovkin
tipi yaklasim teoremi ispatlanacaktir.

| =[a,b] olmak iizere p, X(I) iizerinde monoton ve sonlu bir modiiler ve D
kiimesi C”(1)cDc L”(1) kapsamasini saglayan bir kiime olsun. p, monoton ve

sonlu bir modiiler oldugundan béyle bir D kiimesi segilebilir (Bardaro ve Mantellini,

2007). Kabul edilsin ki X, C°°(|)’1 iceren X; < D alt kiimesi ve o e X(l), o(x)=0
kosulunu saglayan simnirsiz bir fonksiyon olmak tizere T = (Tn), D *den X(I)’ya

tanimli her h e X, 4 >0 ve bir mutlak pozitif P sabiti igin

Iimsupp(ﬂ(T"hDs Pp(2h), (4.1.2)
O

n

esitsizligini saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun.

4.1.3. Teorem: p, X (I) iizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N —

quasi yar1 konveks bir modiiler ve T=(Tn), D >den X(I)’ya (4.1.2) ozelligini

24



saglayan pozitif lineer operatorlerin dizisi olsun. Diger bir yandan o,(x),

|Ui (x)| >g >0 (i=0,1,2) sartim saglayan simrsiz bir fonksiyon olsun. Kabul edilsin ki

her A>0 ve i=0, 1, 2 igin € (X) = x' olmak iizere

Iirgnp[z[ynzo (i=0, 1, 2), (4.13)

saglansin. Ayrica f e L” (1) fonksiyonu, her g € C” (1) i¢in f —g e X, olacak sekilde

bir fonksiyon olsun. Buradan baz1 4, >0 i¢in, o(x) = maX{|0'i ()], i=0.1, 2} olmak lizere

(o}

|irfnp[/10(T”f _fD=o, (4.1.4)

dir.

Ispat: 1lk olarak g €C (I )ﬁ D veher x>0 igin

Iignp[,u(T“%T_gD:O, (4.1.5)

oldugu gosterilsin. Bunun i¢in 0 EC(|)ﬂD olsun. g, | °da siirekli oldugundan

verilen bir & >0 igin,

t—x| <& kosulunu saglayan tiim t,x € | igin

la(t)-g(x)<e, (4.1.6)

olacak sekilde bir 6 >0 vardir. Yine |t—X| >0 kosulunu saglayan tim t,xe | igin

M = sup‘g (X)‘ olmak iizere

xel

|g(t)—g(x)|£?(t—x)2, (4.1.7)
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elde edilir. (4.1.6) ve (4.1.7)’den

oldugu kolaylikla goriilebilir. T lineer ve pozitif oldugundan, her Xe | ve neN i¢in

M

M (0.

T, (95 %)= g (x)| < €T, (€ X) + MT, (8 X) =& (X)| + -

elde edilir. ¢:=max|X| olmak iizere

Tn(g;x)—g(x)‘35+{g+l\/l +25—'\£|c2}

n (eo; X)_eo (X)‘

4M
+?c

n (el;x)_el(x)|

2M
+?

T, (82:%) —&; (X))

2Mc? 4Mc 2M
o 5t S

dir. Burada K :=max {g+ M + } denirse

Tn(g;x)—g(x)‘£g+K{

n(eo;x)_eo(x)

(e x)—e, (x)|+[T (e,:%) e(x)‘}

yazilir. Son esitsizligin her iki tarafi ile ¢arpilirsa

1
o0

(€1 %) =€ (X)|+

2 (65%) e, (x)|+

()| N
G(X) \ |o-(x)| |0(X)|{ (&%) -, (X}

elde edilir. Bu son esitsizlikten her 4> 0 ig¢in,
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Tn (eo;x)_eo (X)|
‘ 0,(X) ‘

Tn(g;X)—g(X)HS|ue WK{

o(X) o ()|
T (el;x)—el(x)|+ T (ez;x)—ez(x)|}
a(x) | o |

olur. Simdi, esitsizligin her iki tarafina o modileri uygulanirsa, o monoton

oldugundan

o o o, o, o,

elde edilir. Dolayisiyla buradan

p(ﬂ[Tﬂg -9 D < P(%j‘FP(L‘WK [w—_%jJ—Fp{L‘rﬂK (M]J
o o o, o,
+p{4,uK [MJ]
0,
olur. p, N -quasi yar1 konveks ve kuvvetli sonlu oldugundan, 0 < & <1 kabul edilerek
p(ﬂ(ng -9 n ) NEP(M},{% (MJ]W[% [Te_e)]
o o o, o,
¥ p[4,uK [—T"ez % D
0,

bulunur. (4.1.2) hipotezi kullanilarak her 4 >0 ve her sabit >0 i¢in

3o 2)
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elde edilir, boylece (4.1.5) gosterilmis olur. Ayrica, (4.1.5) esitligi C* (1)< C(1)nD
oldugundan her §e Cw(l) icin de saglanir. Simdi f € Lp(l) fonksiyonu, her
g eCw(l) icin f—ge X, olacak sekilde bir fonksiyon olsun. ,u(|)<oo ve p,
kuvvetli sonlu ve mutlak siirekli oldugundan, p modiilerinin X (1) iizerinde mutlak

sonlu oldugu goriilebilir. p modiilerinin bu 6zellikleri kullanilarak C°°(|) uzayinin

L”(1)°da modiiler yogun oldugu gorillir yani C”(1)=L"(1) esitligi vardir

(Mantellini, 1998; Bardaro ve ark., 2003). Yani, baz1 4; >0 i¢in

lim 5 (3% (9~ 1)) =0,

olacak sekilde bir (gk)cC‘”(I) dizisi vardir. Bu durumda, her £>0 igin bir

ky =Ko (€) pozitif sayist vardir 6yle ki her k >k, igin

p(B/L;(gk— f))<g (4.1.8)

yazilir. Diger taraftan, T operatorlerinin lineerliginden ve pozitifliginden her xe | ve

neN igin

T (1) = f (0<% To(94:) =01, ()] + 4], (x) = F (x)

Tn(f—gko;x)‘+/1§

Z

elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafi ——

| | ile carpilip, elde edilen esitsizlige P
o(X

modiileri uygulanirsa ve 0 ‘nun monotonlugu kullanilirsa

oo s P 0 oo P Jofss (2
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bulunur.  Béylelikle |o]>a>0 (a=max{a:i=012}) oldugu géz oniinde

bulundurularak ve yine p ’nun monoton oldugu dikkate alinirsa

oo (M2

*

: p(%o(gko _ f)j ®19)

olur. Boylece, (4.1.8) ve (4.1.9)’dan

p(ﬂg(T” fo__ f jj < g+p[32€ (MNJWO[?M{ (W%%]J (4.1.10)

elde edilir. Dolayisiyla, (4.1.10)’da her iki tarafin n—»oco igin ist limiti alinarak ve

ayrica g € C” (1) olmas1 kullamlarak, (4.1.2)’den

"mSUPP(ﬂS(T“ - D <&+ |imsupp[3i§ {—T" (9.~ )D+ Iimsupp[3/1$ (—T"gk" ~ 9 D
n o n o A o

<&+ Pp(3ﬁg(f -0, ))+ IimsuppLSJQ (T“gk(’—_gk‘)n

buradan

Iimsupp(ﬂg (T” f-f D <e(P+1)+ Iimsupp(Sﬂg (T”gk‘)—_gk"ﬁ , (4.1.11)
n (e n (o)

* Tn -
elde edilir. (4.1.5)ten, lim p[Bﬂo [MJJ =0 oldugundan
n o

To —
|imsupp£3/1§ (MD:Q (4.1.12)
n O

29



elde edilir. (4.1.11) ve (4.1.12)’den

T, f—f

ims (2= <otp ),

sonucuna varilir. € >0 keyfi oldugundan,

Iimsupp(ﬂg(T“f _fD:O’
n o
Tf-—f

bulunur. Dahasi, tim ne N i¢in p(/ig ( ! D pozitif oldugundan,
o

s

oldugu kolaylikla goriiliir, bu ise ispat1 tamamlar.

Eger p modiileri A, —sartint sagliyorsa, C* (1) uzayr L”(1) uzayinda kuvvetli
yogundur (Bardaro ve Mantellini, 2007) ve (T,f), f ye kuvvetli yakinsar ve buradan
(Tn f ) , T ’ye relatively kuvvetli yakinsar. Boylece asagidaki teorem elde edilir.

4.1.4. Teorem: T=(Tn), p ve o, 4.1.3. Teorem’deki gibi olsun. Eger p modiileri

A, -sartin1 sagliyorsa, agagidaki ifadeler denktir:

. Te—e
a) Her A1>0ve i=0, 1 2 igin Imp{l(uﬁzo,

o

b) Her geC”(1) igin f-geX, olacak sekildeki herhangi bir feL’(l)ve her

A>0 igin |imp(ﬂ,[T"f_fD:0.
n o

Eger o skale fonksiyonu sifirdan farkli bir sabit olarak segilirse (4.1.2) kosulu

denklem (2.5.1)’e indirgenir. Yani her he X, 2 >0 ve mutlak bir pozitif P sabiti i¢in
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Iimnsupp(/I(Tnh)) <Pp(2h),

esitsizligine dontsiir. Bu durumda 4.1.3. Teorem’den Bardaro ve Mantellini (2007)

tarafindan elde edilen 2.5.8. Teorem elde edilir.

Simdi 4.1.3. Teorem’in 2.5.8 Teorem’den kuvvetli oldugunu gosteren bir 6rnek verilsin.
4.15. Ornek: 1 =[0,1] ve ¢, p” ve L0 (1) 4.1.2. Omek’teki gibi olsun.

Buradan x el ig¢in

(k+1)/(n+1)

Un(f;x)=zn:(®x"(l—x)”_k(n+l) k/L) f(t)dt (4.1.13)

ile tanimlanan LZ(|) uzay1 iizerinde U:=(U,) Bernstein-Kantorovich operatorii goz

dniine almsin. (U,), LZ(|) Orlicz uzayini LZ(| )’ya déniistiiriir. Dahasi, X, = Ly (|)
secilmesiyle (2.5.1) ozelligi ger¢eklenir. Buradan, 2.5.8 Teorem’den, biliniyor ki, her

g ECw(|) icin f —ge X, olacak sekilde herhangi bir f € LZ(|) icin (Un f ), f ’ye
modiiler yakinsaktir, Eger 1< p<oo ve x>0 icin ¢(X)=X" alnirsa Lo(1) = L, (1)
oldugu ve p =1 segimiyle p”(f)=|f|_elde edildigi daha 6nce de belirtilmisti.
Simdi U, operatorleri kullanilarak, Ll(|) iizerinde pozitif lineer operatdrlerin
=1V, 1zist, (9,), (4.1.1) ile verilen dizi olmak iizere asagidaki gibi tanimlansin.
V=(V,) dizisi (4.11) 11 ilen dizi olmak g1daki gibi 1

fel(l), xe[0,1] ve neN igin
Vo (f:x)=(1+9,(x))U,(f;x) (4.1.14)
olsun. C pozitif sabiti igin HUj(f;x)HL <C|f|_(Ditzian ve Totik, 1987)

esitsizliginden her 4 >0 igin
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limsup
n

A%

oldugu kolaylikla goriiliir.

<claf],.

L

Simdi her 2>0 ve 0;(X) =o(X) (i=0,1,2) segimiyle

/%Vnei -e j
o

oldugu gosterilsin. Bilindigi gibi,

lim

n

=0(i=0,12), (4.1.15)

L

U, (&%) =¢(x),

nx 1
U, (&%) =—— ,
(&%) n+1+2(n+1)
2
U, (&%) = n(n—1)2< 2nx 1

esitlikleri mevcuttur. Buradan, her 4 >0 ve 1=0 igin

=] )
. o(X) L o(X)

oldugu goriiliir ve (gn) ‘nin tantmindan

}{vn (eO;X)—eo(X)]

o(X)

1
tn(1-nx
/1 gn(x) :/?’J‘ ( )dX=/1(i_ij=/li’ (4116)
o(X) o 1/X 2n  3n 6n
elde edilir. Iim26i=0 oldugundan her A4 >0 igin
n n
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lim

n

=0,

L

Y (VneO —& j
O

olup (4.1.15) i =0 igin saglanir. Ayrica i =1 i¢in

;L(Vn(el:X)—el(X)] _/1((1+9n(X))Un(el;X)_ X J
o (X) Ll_ o(x) o(x) )
S/Ign(x) L1 . X—2X°
o(x) |\ n+l 2(n+1) ) 2(n+1) .
B PRI
o(x) ], 2(n+1)’
olur. (4.1.16)'dan lim|2 (g(x)] ~0 ve lim—2— =0 oldugundan
o(x) )|, n 2(n+1)

elde edilir, (4.1.15) i =1 i¢in de saglanir. Son olarak

o(x)

Z[Vn(ez;X)—ez(X)]

_ ‘/1 (1+9,(0)U, (%)  Ax*|
(%) a(¥)],

L

IA

Ag(x) n(n— 1)x2+ 2nx2Jr 1 2
a(X) n+1) (n+1)" 3(n+1)

(3n+1)x 2nx’ L X

n+1 n+1)2 3(n+1)2
0| .
a(x)\

L

1

2An
+

Tnvl (n+1)" 3(n+1)"

<3|
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olup, yine (4.1.16)’dan lim /I[g”—(x)] =0, |imi:o, lim 2’1”2:0 ve
T = R T

. A -

lim————— =0 oldugundan

" 3(n+1)

lim =0,

L

Y (Vnez ) J
(o2

elde edilir, (4.1.15) i =2 igin de saglandig1 goriiliir.

O halde hipotezden (4.1.14) ile tamimlanan V:=(V,) dizisi 4.1.3. Teorem’in tim

kosullarini saglar. Bu nedenle her § €C” (l ) icin f—ge X, olacak sekilde herhangi

bir f €L, (1) vebaz1 4 >0 igin

elde edilir. Buna ragmen herhangi 4 >0 i¢in

lim
n

. . A
(Ve —e0)||L1 =lim|2g, ()], = |I£T1§ #0

oldugundan (an)’nin f ’ye modiiler yakinsak olmadigi kolaylikla sdylenir.

Dolaysiyla, 2.5.8 Teorem V = (V) operatdrii igin saglanmaz.

4.2. Modiiler Uzaylarda & —Istatistiksel Relative Korovkin Tipi Yaklasim
Teoremi
Bu bolimde once & —istatistiksel relative modiiler yakinsaklik kavrami
tanitilacak ve bu yakinsak kullanilarak modiiler uzaylarda Korovkin tipi yaklasim

teoremi verilecektir.
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4.2.1. Tamm: (f,) terimleri L (1)°da olan bir fonksiyon dizisi ve feL”(1) olsun.

Ayrica & = (blk ) negatif olmayan regiiler bir toplanabilir matrisi verilsin.

Eger baz1 4, >0 i¢in

stf—likmp[ﬂo(f"_fjjzo,

olacak sekilde |G(X)|¢0 kosulunu saglayan bir oeX(l) skale fonksiyonu

bulunabiliyorsa (f,) dizisi f fonksiyonuna & —istatistiksel relatively modiiler

yakinsaktir denir.

Ayrica her 4 >0 igin

stf—limp(/l(fk_fjjzo,
k o

olacak sekilde |G(X)|¢0 kosulunu saglayan bir oeX(l) skale fonksiyonu

bulunabiliyorsa (f,) dizisi f fonksiyonuna & —istatistiksel relatively kuvvetli

yakinsaktir denir.

4.2.2 Ornek: ¢, p ve L. (1) 4.1.2. Ornek’teki gibi olsun.

Her k €N icin g, :[0,1] > R fonksiyonu

2 k =n?,

g, (x) =1k*x, 0<x<%,k¢n2, n=12,.., (4.2.1)

0, x=0veya %SXSLK;«th,

seklinde tanimlansin. Eger 1< p<oo ve x>0 igin (D(X) =X" alinirsa 4.1.2. Ornek’ten
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bilindigi gibi Lg(l) = Lp(l) ve herhangi bir fe Lg icin p? ( f):”f”Ep oldugu
biliniyor (Bardaro ve ark., 2003). Simdi & =C, Cesaro matrisi segilsin. Bu durumda
C, —istatistiksel yakinsaklik istatistiksel yakinsaklik ile ¢akisir. Kolaylikla goriilebilir Ki

L1(|) lizerinde (gk) fonksiyon dizisi g =0’a istatistiksel modiiler yakinsak

1, x=0,
olmamasina karsin o(X)=< 1 0<x<l skale fonksiyonuna gore istatistiksel
R <X=1
X

relatively modiiler yakinsaktir. Gergekten bazi Ay >0¢lar i¢in p=1 secimiyle

p“’(f)=||f||L1 elde edilir ve

22,, k=n?
(2@ =) =A@, = Ak | =120 4.2.2)
ol ,

ve dolayistyla Iikm%k;to oldugundan St—IiI[n”/io(gk—g)”L #0 dir. Simdi o skale

fonksiyonunu kullanarak

%,k:n2
A I
o o i k #n’
4k

=0 oldugu goriiliir.
Ll

ve lim 22 =0 oldugundan st—lim| 4 [ 32
k 4k k o

Simdi yukaridaki yakinsaklik kullanilarak modiiler uzaylarda asagidaki Korovkin tipi

yaklagim teoremi ispatlanacaktir.

p, X (| ) lizerinde monoton ve sonlu bir modiiler, & = (b,k) negatif olmayan regiiler
bir toplanabilir matris ve D kiimesi Cw(l)c Dc Lp(l) kapsamasini saglayan bir

kiime olsun. Kabul edilsin ki X, C*(l )’1 iceren X, c D alt kiimesi ve oeX(l),
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|0(X)|;t0 kosulunu saglayan smirsiz bir fonksiyon olmak iizere T=(Tk), D ’den

X (l ) ’ya tanimhi her h e X, 4 >0 ve bir mutlak pozitif P sabiti i¢gin

stf—limsupp[ﬂ(mns Pp(4h), (4.2.3)
k O

esitsizligini saglayan pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi olsun.

4.2.3. Teorem: & = (b,k) negatif olmayan regiiler bir toplanabilir matris ve o, X (1)
tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N —quasi yar1 konveks bir
modiiler ve T=(T,), D’den X(I)’ya (4.2.3) 6zelligini saglayan pozitif lineer
operatorlerin dizisi olsun. Diger bir yandan o;(x), |0'i|2ai >0 (i:0,1,2) sartini
saglayan simirsiz bir fonksiyon olsun. Kabul edilsin ki her A>0 ve i=0, 1, 2 igin

e (X) = X' olmak iizere
. T.& —€ .
st.—limp| 4| “=—1=0 (i=0, , 2), (4.2.4)
i

saglansin. Ayrica f € L” (1) fonksiyonu, her g €C” (1) igin f —ge X, olacak sekilde

bir fonksiyon olsun. Buradan bazi 4, >0 i¢gin, o(X) = max{|ai (X)|,i =01, 2} olmak tizere

stg—li{np(ﬂo (ka —f D:o, (4.2.5)

dir.
Ispat: Ilk olarak g €C (I )r\ D ve her >0 igin

stf—li[np[y(-rkg—_gjj:& (4.2.6)

(o2

37



oldugu gosterilsin. Bunun igin ¢ EC(|)F\D olsun. g, | °da siirekli oldugundan

verilen bir £ >0 igin, {— X| < J kosulunu saglayan tiim t,x € | icin

‘g(t)—g(x)‘<g, (4.2.7)

olacak sekilde bir 6 >0 vardir. Yine |t—X| >0 kosulunu saglayan tiim t,Xel icin

M = Sup‘g (X)‘ olmak iizere

xel

|9(t)—g(X)IS7(t—X)2, (4.2.8)

oldugu kolaylikla goriilebilir. T, lineer ve pozitif oldugundan, her xel ve k e N i¢in

T (9:%) - 9 (9] T, (6 X)+ T, (e5i%) e (9] + 25T (£-)° ),

elde edilir. ¢:=max|X| olmak iizere

T, (g;x)—g(X)|38+{‘9+ v +25_|\fcz}|Tk (&3 %)=& ()

AM
+?

2M
20T (ex) -, (1)

c|T, (&%) —e (x)|

2Mc? 4Mc 2M
. -

seklinde yazilir. Burada K := max {g +M + } denirse
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‘Tk(g;x)—g(x)‘£g+K{

n(eo;x)_eo(x)

(%)= (X)|+[T (&%) €, (X))

ve son esitsizligin her iki tarafi ——

ile carpilirsa
o ()

(). |
a(x) \ |a(x)| |a(x)|{‘ At

e ()| +[Ti (615 x) —& ()] [T (&%) —& (¥)}

elde edilir. Bu son esitsizlikten her x>0 igin,
T (€0;X) =€ (x)|+

ﬂ{Tk(g;;()X—)g(X)HS|Gféi)|+m<{ o
T (eziX)—ez(X)I}

a,(X) ‘ ’

T (&%) (x)|

a,(X)

olur. Simdi, esitsizligin her iki tarafina p modiileri uygulanirsa, © monoton

oldugundan

P[#Km—_gj}P[ﬂ—ﬂyK(m‘J_EO)WK(Tkel_elij(Tke?_ez n
o o o, o, o,

elde edilir. Dolayistyla buradan

o o5 o)
Ao

olup, p, N —quasi yar1 konveks ve kuvvetli sonlu oldugundan, 0 < & <1 kabul edilerek
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4 uN
o

bulunur. Verilmis bir r >0 i¢in bir €€ (0,1] secilsin Oyle ki ng( j< r olsun.

Simdi i =0,1,2 olmak {izere asagidaki kiimeler tanimlansin.

)]

yazilabilir. (4.2.4) hipotezi kullanilarak o . (Gk):O elde edilir, boylece (4.2.6)
gosterilmis olur. Ayrica, (4.2.6) esitligi C*(1)<=C(1)ND oldugundan her g € C” (1)
icin de saglanir. Simdi f € L”(l) fonksiyonu, her ¢ EC‘”(I) icin f —ge X, olacak
sekilde bir fonksiyon olsun. ,u(l)<oo ve p, kuvvetli sonlu ve mutlak siirekli
oldugundan, p modiilerinin X (1) iizerinde mutlak sonlu oldugu goriilebilir. p
modiilerinin bu &zellikleri kullanilarak C” (1) uzaymm L”(1)°da modiiler yogun

oldugu goriiliir yani C* (I )=L° ( I) esitligi vardir (Mantellini, 1998; Bardaro ve ark.,
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2003). Yani, bazt 45 >0 igin lim (345 (g, — f))=0 olacak sekilde bir (g, ) =C" (1)

dizisi vardir. Bu durumda, her ¢ >0 igin bir K, =K, (8 ) pozitif sayis1 vardir dyle ki her

k>Kk, i¢in

p(34 (g, - f))<e (4.2.9)

yazilir. Diger taraftan, T, operatorlerinin lineerliginden ve pozitifliginden her xe | ve

k eN icin

*

T (F3x)=f(x) <4

*

Z Tk(f —gko;X)‘+ﬂg‘Tk(gk0;x)—gk0 (x)‘+ﬂg‘gk0 (x)—f (x)‘

olup, son esitsizligin her iki tarafi ﬁ ile carpilip, elde edilen esitsizlige o modiileri
o(X

uygulanirsa ve 0 ’nun monotonlugu kullanilirsa

Boylelikle |o]>a>0 (a=max{a :i=012}) oldugu géz éniinde bulundurularak ve

yine p ’nun monoton oldugu dikkate alinirsa

G e P =)

*

+P(%(9ko _ f)j (4.2.10)

a

olur. Boylece, (4.2.9) ve (4.2.10)’dan
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p(ﬂ;[m i DSHP %LR (9, - f)} +p(3lg(Tkgko -9, B @211)
(o2 (2 (o2

elde edilir. Dolayisiyla, (4.2.11)’den her iki tarafin K —oo0 i¢in & - istatistiksel st

limiti alinarak ve ayrica g, € c” (| ) olmasi kullanilarak, (4.2.3)’ten

o

* T -
+st_ —limsup p| 34, [MD
k

o

- T, —f
Stz—”mSUpp[ﬂg(ka fDégﬂtg—limsupp 3/15[—k(gk° )H
k o K

L Pp(3ﬂg(f e ))+stf—limsupp£3ﬁgiw—_g%n
k o

ve buradan

) - _ (T.g, —
st —Iimsupp(ﬂn [T" fof D <e(P+1)+st. —Ilmsupp(?»ﬂ@ (MD (4.2.12)
k (o2 k O

- T, -
elde edilir. (4.2.6)’dan st_ — |i{np(3%* [MD — 0 oldugundan,

o

Tag —
stf—limsupp(Sﬂg(ano, (4.2.13)
k O

elde edilir. (4.2.12) ve (4.2.13)’ten

st —Iimsupp[/ig(T" fa_ f DSg(PH),

sonucuna varilir. £ >0 keyfi oldugundan,
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stf—limsupp(ﬂg(-rkf il D:O,
k (o}

bulunur. Dahasi, tim k e N igin p(/lg (

stf—limp(ﬂ,g(-rkf_fnzo,
k o

oldugu kolaylikla goriiliir, bu ise ispat1 tamamlar.

T f—f

D pozitif oldugundan,

4.2.4. Teorem: & :=(b,),T=(T,), p ve o 4.2.3. Teorem’deki gibi olsun. Eger p

modiileri A, —sartin1 sagliyorsa, asagidaki ifadeler denktir:

a) Her A>0ve i=0, 1 2 i¢in stf—likmp[ﬂ(mjjzo,

o

b) Her geC”(1) igin f—geX; olacak sekildeki herhangi bir f eL’(l) ve her

A >0 igin stf—likmp(/l(ka_fD:o.

o

Eger o skale fonksiyonu sifirdan farkli bir sabit olarak segilirse (4.2.3) kosulu
denklem (2.5.2)’ye indirgenir. Yani her he X, 2>0 ve mutlak bir pozitif P sabiti

i¢cin
st —limsup p(A(T.h))<Pp(2h),
k

esitsizligine donisiir. Bu durumda 4.2.3. Teorem’den Karakus, Demirci ve Duman
(2010) tarafindan elde edilen 2.5.9. Teorem elde edilir. Skale fonksiyonunun bu 6zel

seciminin yani sira & =1 birim matrisi segilirse, (4.2.3) kosulu denklem (2.5.1)’e

indirgenir. Yani her he X, 2>0 ve mutlak bir pozitif P sabiti i¢in

Iimksupp(/I(Tkh)) <Pp(4h),
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esitsizligine doniisiir. Bu durumda 4.2.3. Teorem’den Bardaro ve Mantellini (2007)

tarafindan elde edilen 2.5.8. Teorem elde edilir. Son olarak yalnizca & =1 se¢imi
yapilirsa (4.2.3) kosulu denklem (4.1.2)’ye indirgenir. Yani her he X;, 2>0 ve

mutlak bir pozitif P sabiti i¢in

Iimksupp[}t(%n <Pp(4h),

esitsizligine doniisiir. Bu durumda 4.2.3. Teorem’den 4.1.3. Teorem elde edilir.

Simdi 4.2.3. Teorem’in 2.5.8. , 2.5.9 ve 4.1.3. Teorem’den kuvvetli oldugunu gosteren

bir 6rnek verilsin.
4.2.5. Ornek: 1=[01] ve ¢, p? ve L2(1), 4.1.5. Omek’teki gibi olsun. Ayrica &

matrisi birinci mertebeden Cesaro matrisi olsun. Buradan x € | igin

K (n+1)/(k+1)
(f:x :Z( j T(k+1) [ f(0)dt, (4.2.14)

n=0 n/(k-+1)

ile tanimlanan LZ(|) uzayi iizerinde U:=(U,) Bemnstein-Kantorovich operatérii g6z
oniine almsin. U, , LZ(|) Orlicz uzaymi LZ(|)’ye doniistiiriir. Dahasi, X = LZ(|)
secilmesiyle (2.5.1) 6zelligi gergeklenir. Buradan, 2.5.8. Teorem’den, biliniyor ki, her
g EC@(|) icin f —ge X, olacak sekilde herhangi bir f € LZ(|) igin (U, f ), f ’ye
modiiler yakinsaktir, Eger 1< p<oo ve x>0 icin ¢(X)=X" alnirsa Lo(1) = L, (1)
oldugu ve p=1 segimiyle p’(f)=|f ||L1 elde edildigi daha 6nce de belirtilmisti.

Simdi U, operatorleri kullanilarak, L1(|) iizerinde pozitif lineer operatorlerin
V= (Vk) dizisi, (gk), (4.2.1) denklemi ile verilen dizi olmak iizere asagidaki gibi

tammlansin. € L1(|) xe[0,1] ve keN igin
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Vi (f:%)=(1+9,(x)U,(f;x). (4.2.15)

Simdi & =C, Cesaro matrisi olarak secilsin. C  pozitif sabiti igin

HU i (F; X)HLp <C || f |||_p (Ditzian ve Totik, 1987) esitsizliginden ve

1 x=0,
o(X)= olmak tizere her A >0 icin
) % 0<x<l ¢

st —limsup <C|Af]_,
k 1

L

e

oldugu kolaylikla goriiliir.

Simdi her A >0 igin 0;(X) = o(X) (i =0,1, 2) secimiyle

St — IimHi(mj
k o

oldugu gosterilsin. Bilindigi lizere,

=0 (i=012) (4.2.16)

L

U, (&%) =€y (x),

1
Uy (e;X)=——t—"—,
(&%) k+1+2(k+1)

2
Uk(ez;x)—k(k_l)x N 2kx 1

TT(ke1)  (k+1) B(k+1)

esitlikleri mevcuttur. Buradan, her 4 >0 ve i =0 i¢in

b )
. o) ). e

ﬂ[vk (eO;X)—eO(X))

o(x)

H
L
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oldugu goriiliir ve (gk) dizisinin tanimindan

) 5k

Hz(gk j‘ _)3 n=12 .,
c . | A ap
k’ b

elde edilir. Ii{ﬂﬁ =0 oldugundan her A >0 igin

=0,

L

st— IimHi(\mJ
k o

olup (4.2.16) i =0 i¢in saglanir.
Ayrica i =1 i¢in

z(vk (el;X)—el(X)j

o(X)

fesggen.

L L

< /ng(x) kx 1 N /IX_ZXZ
o(x) | k+1 2(k+1) ] 2(k+1) .
|9 A
o) |, 2(k+1)

olur. (4.2.17)’den st—likm

A 9.9 =0 ve lim 4 =0 oldugundan
o(X) L k 2(k+1)

=0,

L

st — IimHﬂ(\mj
k o

elde edilir, (4.2.16) i =1 i¢in de saglanir. Son olarak
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_[, 0+ 8.00)U (%) _ ax°
) a(X) o(x)

o(X)

/{Vk (ez;X)—ez(X)}

L

LSO(KK-DE 2 1
o) (k+1)° (k+1)° 3(k+1)

L

IA

L

‘ £(3k+l)x3 G X J
+||A —+ >+ >
(k+1) (k+1)" 3(k+1)

L

<3)bgk(x) +3/1+ 2/1szr N
o), k+1 (k+1)" 3(k+1)
olup, yine (4.2.17yden st—lim|a| Z 1 —0, im22 —0, im—22X__0 ve
e, kT W (kv
2 )
lim > =0 oldugundan
< 3(k+1)

elde edilir, (4.2.16)’nin i =2 igin de saglandig1 goriliir.
O halde hipotezden (4.2.15) ile tanimlanan V= (Vk) dizisi 4.2.3. Teorem’in tiim

kosullarmi saglar. Bu nedenle her g €C” (| ) icin f—ge X, olacak sekilde herhangi

bir f e Lp(|) ve bazi 4, >0 igin

:0,

L

om0

O

, farkli limit noktalar1

L

y) (Vkeo —€ ]
a(X)

olan iki alt diziye sahip oldugundan (ka)’nin f ’ye relatively modiiler yakinsak

elde edilir. Buna ragmen herhangi A4 >0 igin
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olmadig1 kolaylikla sdylenir. Dolayisiyla, 4.1.3. Teorem V= (Vk) operatdrii icin

saglanmaz. Ayrica denklem (4.2.2)’den

24,, k=n?,

[ (Vies = )], =20 ()], =1 2k n=12,..,
o

k = n?,

Jok

ve Ii{n7 #0 olup 2.5.9. Teorem ve dolayisiyla 2.5.8. Teorem V = (Vk ) operatorii igin

saglanmaz. Yani (ka), f ’ye istatistiksel modiiler yakinsak ve modiiler yakinsak

degildir.

4.3. Modiiler Uzaylarda Relative A —Toplam Siireci Yardimyla & -

Istatistiksel Korovkin Tipi Yaklasim Teoremi

Bu boliimde modiiler uzaylarda relative A —toplam stireci kavrami tanitilarak, bu
kavram vasitasiyla istatistiksel Korovkin tipi teorem verilecek ve daha genel sonuglar

elde edilecektir.

4.3.1. Tanim: A::(A(“)) negatif olmayan, sonsuz ve reel terimli matris dizisi olsun. o,

X (1) iizerinde monoton ve sonlu bir modiiler ve D kiimesi C*(l1)cDc L”(1)

kapsamasini saglayan bir kiime olsun. Kabul edilsin ki T:(Tj), D ’den X(I)’ya

tanimli ve her f € D ve her k,neN ig¢in

AL(F)=>alT T,

-1
serisi Lebesgue ol¢iisiine gore hemen her yerde mutlak yakinsak olsun. Eger her f € D
icin (Tj f ), f ’ye relatively A —toplanabilir (p modiilerine gore) ise yani, bazi 4, >0

i¢in
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T (f)-f

Ilpp[(un =0 (n’ye gore diizgiin),
o

olacak sekilde |6(X)|¢0 kosulunu saglayan bir oeX(l) skale fonksiyonu

bulunabiliyorsa ise (Tj) pozitif lineer operatorler dizisi D {lizerinde bir relative A —

toplam stirecidir denir.

Simdi kabul edilsin ki & = (b|k) negatif olmayan regiiler bir toplanabilir matris,
oeX(l), |0'(X)|;t0 kosulunu saglayan sinirsiz bir fonksiyon ve X, C°°(|)’1 iceren

X; c D alt kiimesi ve her he X;, 2 >0 ve bir mutlak pozitif P sabiti i¢in

A ()

(o3

st_— Iimsupp(ﬂ[ j] <Pp(4h) (n’ye gore diizgiin), (4.3.1)
k

esitsizligini saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun.

4.3.2. Teorem: A::(A(”)) negatif olmayan reel terimli sonsuz bir matris dizisi ve p,
X (| ) tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N —quasi yar1 konveks bir
modiiler ve T= (TJ— ), Dden X(I)’ya (4.3.1) ozelligini saglayan pozitif lineer
operatorlerin dizisi olsun. Ayrica & = (b|k) negatif olmayan regiiler bir toplanabilir
matris ve diger bir yandan o;(x), |oj|>a >0 (i=0,12) sartini saglayan sinirsiz bir

fonksiyon olsun. Kabul edilsin ki her 2 >0 ve i=0, 1, 2 i¢in (X)= X' olmak iizere

st_— Iimp(l(mﬁ =0 (n’ye gore diizgiin). (4.3.2)
k (o]

Simdi fel’(l) fonksiyonu, her g€C”(l) i¢in f—-geX; olacak sekilde bir

fonksiyon olsun. Buradan bazi 4, >0 igin, o(X) = max{|ai (x)|,i =0,1, 2} olmak tlizere
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st_—Ilim p{ﬂo [MH =0, (n’ye gore diizgiin), (4.3.3)
K o

dir.

Ispat: Ilk olarak g €C (| )N D ve her >0 icin

st_— Iil[np(n[w)] =0, (n’ye gore diizgiin), (4.3.4)

O

oldugu gdsterilsin. Bunun igin g€C(1)ND olsun. g, | da siirekli oldugundan

verilen bir &£ >0 igin,

t— X| <0 kosulunu saglayan tiim t,x € | icin
l9(t)-g(x)|<e, (4.3.5)

olacak sekilde bir >0 vardir. Yine |t—X|Z5 kosulunu saglayan tim t,xel igin

M= Sup‘g (X)‘ olmak iizere

xel

|9(t)—9(x)|fy(t—x)z, (4.3.6)

oldugu kolaylikla goriilebilir. T;

j lineer ve pozitif oldugundan, her Xxel igin

C:=max |X| olmak tlizere

2.2'T;(9:)-9(x)
j=1
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_ éaﬁpm (g(t);x)—J_Z°;:<3¢J_">Tj (g(x);x)+§a£j“)-rj (9(x)ix)~g(x)

- S (000 000i8) o (0] Sl 0x) -

: om0

S‘)Tj (Lx) _J-‘
j=1

S T, (LX) 4 ZakJ T ((t=%)"5x)+M

j=1

<2, (9()-9(x)x)+ ()2

2M
<ZakJ J(8+5—(t X) ;] 9(x)

j=1

<g+¢

Salm 0

=t

n 2M > _(n
O (L x)—J.‘+?KZl:aﬁj >TJ. (t2;x)— ij
J:

—ZX(i al'T, (t;x) - x] +Xx° (i al'T, (LX) —1}}
=1 j=1

2
£g+(5+M +2M2C ]
o
+2_I\2/I Zafq.”)Tj (tz;x)—x2
57| &

elde edilir. Burada K = max{g+ M +

_8+(8+M) 3

Zakl i tX)

j=L

= (n 4Mc
Zaij )Tj (L X)"{ 2

=l g

2Mc? 4Mc 2M
R o

} denirse

ve son esitsizligin her iki tarafi —— ile carpilirsa

o ()|
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0

T (500 (4) -
- ;akj T, (1;x)—J.‘+

(%) rb@WbaﬁA

J

iaﬁj”)Tj (t;x)—x
j=1

+[§a§;>ﬂ (tz;x)—sz}

Bu son esitsizlikten her 7 >0 i¢in,

0 0

Zﬂmwmrmﬁ S e, () -1

{—TEy ‘ﬂﬂ%

olur. Simdi, esitsizligin her iki tarafina o modiileri uygulanirsa, © monoton

oldugundan

(s e G K

elde edilir. Dolayisiyla buradan

elde edilir. p, N -quasi yar1 konveks ve kuvvetli sonlu oldugundan, 0 <& <1 kabul

edilerek
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oS ool ) oL (BG o252

o)
47N

bulunur. Verilmis bir r>0 i¢in bir € € (0,1] secilsin Oyle ki ng(—j <r olsun.
o

Simdi i =0,1,2 olmak iizere asagidaki kiimeler tanimlansin.

2
Buradan G; = UG ;i oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla,

i=0

5«?((31)3 5-(Gy),

2
i=0
yazilabilir. (4.3.2) hipotezi kullanilarak . (G;)=0 elde edilir. Boylece (4.3.4)
gdsterilmis olur. Ayrica, (4.3.4) esitligi C” (I ) cC (I )ﬁ D oldugundan her g €C” (I )
icin de saglamr. Simdi f € L” (1) fonksiyonu, her g€C” (1) i¢in f—ge X; olacak
sekilde bir fonksiyon olsun. u (|)<OO ve p, kuvvetli sonlu ve mutlak siirekli
oldugundan, o modiilerinin X (|) tizerinde mutlak sonlu oldugu goriilebilir. P
modiilerinin bu &zellikleri kullanilarak C” (1) uzaymm L”(1)°da modiiler yogun
oldugu goriiliir yani C‘O—(I) =17 (1) esitligi vardir (Mantellini, 1998; Bardaro ve ark.,

2003). Yani, baz1 A; >0 igin
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Iijmp(Sﬁ,;(gj—f)):O,

olacak sekilde bir (g J-)CCw(l) dizisi vardir. Bu durumda, her &£>0 igin bir

Jo = Jo (8) pozitif sayis1 vardir dyle ki her j> j, i¢in

p(3/1;(gj — f ))<g 4.3.7)

olur. Diger taraftan, T; operatorlerinin lineerlifinden ve pozitifliginden her xel ve

k, neNigcin

Zakj (f:x)—f( T (f-9,:%)

+/15\910 (x)-f ()

elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafi ﬁ ile carpilip, elde edilen esitsizlige 0
o(X

modiileri uygulanirsa ve © ’nun monotonlugu kullanilirsa

o) )
A

yazilir. Boylelikle |o]>a>0 (a=max{a :i=012}) oldugu goz éniinde bulundurularak

ve yine p ’nun monoton oldugu dikkate alinirsa

(S s
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. p[;f(gjo _ f)J #38)

elde edilir. Boylece, (4.3.7) ve (4.3.8)’den

p{%(MDsHp 34, MB

+p| 34, MH (4.3.9)

Dolayisiyla, (4.3.9)’da her iki tarafin k — oo igin & —istatistiksel tist limiti alinir,

ayrica g; €C” (1) olmas: kullamlarak ve (4.3.1) goz 6niinde bulundurulursa,

st _"mSUpp[ﬂ;(MJJS e+st_ —|imsupp[3ﬂg A‘ﬁn(gjo - f)}]
K o )

+st_ —lim supp[Sﬂg MU

<ec+ Pp(32,g(f —gjo))
+st_ —Iimsup,o{Bﬂ;{—&'n (gj°)_gj° D

o

ve buradan

st —Iimksupp(zg {W}J <e(P+1)

+st, — Iimsupp[&lg [MD ., (4.3.10)
k (o)
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elde edilir. (4.3.4)’ten,

st — Ii{np 37, {M] =0 (n’ye gore diizgiin),

oldugundan,

st — Iimksupp{?)ﬂg [MH =0, (n’ye gore diizgiin), (4.3.11)

elde edilir. (4.3.10) ve (4.3.11)’den

A;r,n(gjo)_gjo

st —limsup p 3/1;[
k (o3

] <e(P+1),

sonucuna varilir. ¢ >0 keyfi oldugundan,

st — Ii{np[ﬁ; LWD =0, (n’ye gore diizgiin),

A (F)-f
bulunur. Dahasi, tiim n e N i¢in p{ﬂo [MD pozitif oldugundan,
o

st — Iimp[ﬂ,g [Mn =0 (n’ye gore diizgiin),
k o

oldugu kolaylikla goriiliir, bu ise ispat1 tamamlar.

4.3.3. Teorem: A::(A(”)) negatif olmayan reel terimli sonsuz bir matris dizisi,

&= (b,k) negatif olmayan regiiler bir toplanabilir matris ve T = (TJ. ) , P Ve o, 43.2.

56



Teorem’deki gibi olsun. Eger p modiileri A, —sartin1 sagliyorsa, asagidaki ifadeler

denktir:

- .o . A;rn(ei)_ei . . .
a) Her A>0ve i1=0, 1 2 igin stf—lll[np A ——=———1|=0(n"ye gore diizgiin),
O.
b) Her geC”(1) igin f—geX; olacak sekildeki herhangi bir f eL’(l) ve her

. . AL(F)-f o
A >0 igin stE—IIEnp A| —————1{=0 (n’ye gore diizgiin).
o

Eger o skale fonksiyonu sifirdan farkli bir sabit olarak segilirse (4.3.1) kosulu
denklem (2.5.3)’e indirgenir. Yani her he X;, >0 ve mutlak bir pozitif P sabiti

i¢in
stf—limsupp(/i(ﬁgyn (h))) <Pp(2h) (n’ye gore diizgiin),
k

esitsizligine doniisiir. Bu durumda 4.3.2. Teorem’den Orhan ve Demirci (2014)

tarafindan elde edilen 2.5.11. Teorem elde edilir. Skale fonksiyonunun bu o&zel

seciminin yan1 sira & =1 ve A" =1, (n>1) segilirse, (4.3.1) kosulu denklem

(2.5.1)’ye indirgenir. Yani her he X, >0 ve mutlak bir pozitif P sabiti icin

Iim_supp(;t(Tjh)) <Pp(2h),

]

esitsizligine donisiir. Bu durumda 4.3.2. Teorem’den Bardaro ve Mantellini (2007)

tarafindan elde edilen 2.5.8. Teorem elde edilir. Ayrica o skale fonksiyonu sifirdan

farkli bir sabit olarak ve A™ =1, (n>1) se¢imi yapilirsa (4.3.1) kosulu denklem

(2.5.2)’ye indirgenir. Yani her he X, 1>0 ve mutlak bir pozitif P sabiti i¢in

st —limsup p(4(T;h)) < Pp(2h),

]

esitsizligine doniisiir. Bu durumda 4.3.2. Teorem’den Karakus, Demirci ve Duman,
(2010) tarafindan elde edilen 2.5.9. Teorem elde edilir.
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Bunlarin yamsira eger & =1 ve A" =1, (n>1) segilirse, (4.3.1) kosulu her he X,

A >0 ve mutlak bir pozitif P sabiti igin

J

imsup p[ﬂ(%nﬁ Pp(2h),

esitsizligine dontisiir. Bu durumda 4.3.2. Teorem’den 4.1.3. Teorem elde edilir. Ayrica
eger yalmz A" =1, (n=1) segilirse, (4.3.1) kosulu her he X;, 1>0 ve mutlak bir

pozitif P sabiti i¢in

st —Iimsuppii(lhﬁ <Pp(4h),
j o

esitsizligine doniisiir. Bu durumda 4.3.2. Teorem’den 4.2.3. Teorem elde edilir

Simdi 4.3.2. Teorem’in 2.5.8., 2.5.9., 2.5.11. Teorem’lerden kuvvetli oldugunu gésteren

bir 6rnek verilsin.
4.3.4.Ornek: 1 =[0,1] ve ¢, p” ve L) (1) 4.1.5. Omek teki gibi olsun.

Buradan x el igin

(k+1)/(j+1)

(] i,
U,(f:x)= [ijk (1-x)"(j+1) _[ f(t)dt, (4.3.12)
k=0 k/(j+1)

ile tanimlanan LZ(|) uzay1 uzerinde U = (U j) Bernstein-Kantorovich operatorii goz
oniine almsm. U ;, LZ(I) Orlicz uzaymi Lg(l )’ye déniistiiriir. Dahasi, X = LZ(I)
secilmesiyle (2.5.1) 6zelligi gergeklenir. Buradan, 2.5.8. Teorem’den, biliniyor ki, her
g ECOC(|) icin f —ge X, olacak sekilde herhangi bir f € Lp(|) icin (Uj f ), f ye
modiiler yakinsaktir, Eger 1< p<oo ve x>0 icin ¢(X)=X" alnirsa L(1)=L, (1)
oldugu ve p =1 segimiyle p”(f)=|f|_elde edildigi daha 6nce de belirtilmisti.

$imdi & =C, =(c, ), bir boyutlu Cesaro matrisi alinsin. Bu durumda C, — istatistiksel

yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik ¢akisir ve st—lim ile gosterilir. Ayrica her
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jeN igin g,:[0,1] >R fonksiyonu

3, j=k?,
j4X2
1+ j°x’

g9,(x) = O<x<1_,j¢k2, k=12,.., (4.3.13)
J

0, x:Oveyai_gxsl,j;tkz,
J

seklinde tamimlansim. L, (1) tizerinde (gj) fonksiyon dizisi g =0"a

1, x=0,
o(X) =
) iz 0<x<l,
X

skale fonksiyonuna gore istatistiksel relatively modiiler yakinsaktir. Gergekten bazi
2 >0 lar igin p=1 segimiyle p?(f)=|f| elde edilir ve o skale fonksiyonunu

kullanarak

Jor J=K5
9;,—-90 g.-9g
p[%[ JG B:H%[ JU J R j—4+j—3—j—2+j—ln(j+1) j#k? k=12..
L j6 4 3 2 y y
4 3 2
ve |ijm%(%+%—%+j—ln(j+l)J=o oldugundan
st — lim %[Mj o, st
j o .

oldugu goriiliir. Ayrica
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3%, j=K,
p(%(9,-0)=|ule,-0)], = i{;;gnmj)], L L

£2

2 ] J

oldugundan (g j) fonksiyon dizisi g =0 fonksiyonuna istatistiksel modiiler yakinsak

degildir. Bunun yant sira kabul edilsin ki A:=(A™)=(a{’), genel terimi

0|, nsj<nek (1=12.),
8y =1k+1

0, diger durumlarda,

ile tammli bir matris dizisi olsun. Simdi U, operatorleri kullanilarak, L1(|) lizerinde

pozitif lineer operatorlerin V = (Vj) dizisi, (gj ), (4.3.13) ile verilen dizi olmak tizere

fel(l), xe[0,1] ve jeN igin
Vj(f;x)=(1+gj(x))Uj(f;x), (4.3.15)

seklinde tanimlansin. C pozitif sabiti igin HU J-(f;X)HL SC”f”L (Ditzian ve Totik,
P P

1, x=0,
1987) esitsizliginden ve o(X)=4 1 olmak iizere her 1>0, he X,, ve
eE 0<x<1,
mutlak pozitif bir P sabiti i¢in
Zaﬁj”\/jh
st—limsup||A =—| < P||/”Lh||L (n’ ye gore diizgiin),
k o !

L

oldugu kolaylikla goriiliir.
Simdi her 2>0 ve 0;(X)=0(X) (1=0,1,2) segimiyle
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y a™e e
Z K oYjsiT

st—1im A =0 (n’ye gore diizgiin), (4.3.16)
(o2

L

oldugu 1=0,1,2 icin gosterilsin. Biliniyor ki,

Ui(eo;x):eO(X)’

) JX 1
U.(e:x)= + ,
‘(el X) j+1 2(j+1)

=j(j—l)x2+ 2jx _, 1
(i+1)°  (j+1)° 3(j+v)’

esitlikleri mevcuttur. Buradan, her 4 >0 ve i =0 i¢in

lea'gjn) (1+gj)Ujeo -
PRE

n+k 1
/1 ;M(l+gl)_1 1 n+k

el o

j=n

9

(o}

L

O O

L L

oldugu goriiliir. Bilindigi lizere bir dizi yakinsak ise aritmetik ortalamasi da ayn1 degere

yakinsar. Bu nedenle istatistiksel yakinsaklik tanimi ve (4.3.14)’ten

H 0, (4.3.17)

olup (4.3.16) i =0 ig¢in saglanir.

. 1 n+k gj
St—|l{ﬂ£8[:p[k—z A2

+1j=n (o2

Ayrica i =1 igin
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L

+

a2 nilj o axe| 2 nfj L

k+14 j+1 k+14 2(j+1)
L L

RE T I NETS DA N
k+14 o j+1)|, o 2(j+1) )
1 n+k 1 n+k l

< e AX°

[k+1; j+1 j” L1+(k+1jz_r; 2(j+1)]H "

&

1 n+k J 1 n+k 1
olur. st—llm su —_— 0 t—| = |
u [ p[k+1jz:1]+1 D Ve s m{sup[kug (j+1)D 0 olup

(4.3.17)’den

L

n+k
L

k+19=

L

Zaﬁj”\/jel—el
st—lim| supjA 22—+ |=0,
k n (o2

L

elde edilir, (2.1.16) i =1 i¢in de saglanir. Son olarak
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Z%Ne n+k
y) 1—1— ﬂ[Ziwu_e _e_Z]

L

n+k (1 _ n+k H
<laxt| 2 10 12)— x| 2 > 2] >
k‘i':l-j:n (J+1) . I('i':l-j:n (J+1) L
1 n+k 1 1 n+k g J(J 1)X
+{|AX° =1as s
[k+1,z;‘ 3( J+1 k+1JZ:‘ (0' (J+1) ]

NP _J 2 JX

j+l
N ST
[k+1Z ] B £k+l (j+1f]”lx

n+k ng]
Al =
k+:|.Jn 3 J+]_ o).

n+k nak k
olur. st—llm sup L ) -1((=0, St—llm sup 1 Z 2) —0 ve
k+195(j+1)° k+143(j+1)

1 n+k 1
St—llm su =0 olup (4.3.17)’den

j= n3(J+1)

),

L

+3—
L1 k+1

> ay Ve, —e,
st—lim| sup|4 =
k n (o)

:Ov

L

elde edilir, (4.3.16) esitliginin i=2 i¢in de saglandig1 gorilir. O halde hipotezden

(4.3.15) ile tanimlanan V= (Vj) dizisi 4.3.2. Teorem’in tim kosullarin1 saglar. Bu

nedenle her g €C” (1) igin f —g e X, olacak sekilde herhangi bir f € L (1) ve bazi
4, >0 igin
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S Al f - f

St—li{n A2 || |=0 (n’ ye gore diizgiin),
o

L

elde edilir. Buna ragmen herhangi A >0 i¢in

3, j=K,

R R R
J J

farkli limit noktalarina sahip iki alt diziye sahip oldugundan (Vj f ) ’nin f ’ye modiiler
yakinsak olmadigi kolaylikla sdylenir. Dolayisiyla, 2.5.8. Teorem V = (Vj) operatdrii

In(1+ ] .
icin saglanmaz. Ayrica IImﬂo(l 1 Mj:% olup 2.5.9. Teorem’in de
J J

V= (Vj) operatdrii i¢in saglanmayacagi agiktir. Yani (Vj f) f ’ye istatistiksel modiiler

yakinsak degildir. Ayrica

n+k

’12 (1+9J)_

k+1ZH

H;tZakJ (1+9,)U 8 -6,

1

olup (4.3.18)’den 2.5.11. Teoremin sartlart saglanmadigi goriiliir yani 4.3.2. Teorem’in
2.5.11. Teorem’in asikar olmayan bir genellestirilmesi oldugu agiktir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu doktora tezinde relative modiiler yakinsaklik, & —istatistiksel relative
modiiler yakinsaklik ve relative A —toplam siireci tanimlar1 verilmis ve bu kavramlar
yardimiyla modiiler uzaylar iizerinde Korovkin tipi yaklasim teorisi i¢in daha giiglii
sonuclar elde edilmis olup, bu alandaki ¢alismalarin bir genellestirilmesi verilmistir.
Dolayisiyla hazirlanan bu doktora tezi modiiler uzaylarda yapilacak calismalar igin

kaynak olarak gosterilebilir.
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