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MODULER UZAYLARDA KOROVKIN TiPi YAKLASIM TEOREMI VE
MATRIS TOPLANABILME

OZET

Bu yliksek lisans tezi ii¢c boliimden olusmaktadir. Birinci bolim giris igin
ayrilmugtir. Ikinci boliimde toplanabilme ve pozitif lineer operatorler ile ilgili genel bilgi
ve bunlara iliskin bazi bilinen sonuclar verilmistir. Ugilincii boliimiin birinci kismimda
klasik Korovkin tipi teorem ve bu teoremin kosullarini saglayan bir 6rnek verilmistir.
Ikinci kisimda modiiler uzaylara ait kavramlar tamtilip bunlara iliskin drnekler ve bazi
bilinen sonuglar verilmistir. Bu uzaylardaki yakinsamalar tanitilip bunlarin aralarindaki
iliskiler incelenmistir. Uciincii kisimda modiiler uzayda matris toplanabilme metodu
kullanilarak Korovkin tipi yaklasim teoremi verilip bu teoreme iligkin sonuglar
incelenmistir. Daha sonra bu uzayda Korovkin tipi yaklasim teoreminin kosullari, 6zel

bir operatore uygulanmistir.

Anahtar Kelimeler: Pozitif lineer operatorler, Matris toplanabilme metodu, Korovkin

tipi yaklagim teoremi, Modiiler uzaylar.



MATRIX SUMMABILITY AND KOROVKIN TYPE APPROXIMATION
THEOREM ON MODULAR SPACES

ABSTRACT

This thesis consists of three chapters. The first chapter has been devoted to the
introduction. In the second chapter, some general information about summability and
positive linear operators has been recalled and some known results concerning these
concept have also been considered. In the first section of the third chapter, classical
Korovkin type theorems have been given and an example providing conditions of this
theorem has been given. In the second section, the basic concepts in modular spaces
have been recalled and some known results concerning these concepts and examples
have also been considered. In this spaces convergences have been recalled and
relationships betweeen these have been investigated. In the third section using a matrix
summability method Korovkin type approximation theorem has been studied in modular
spaces and results concerning this theorem have been given. Conditions of this theorem

have been applied for special operator.

Key Words: Positive linear operators, Matrix summability method, Korovkin type

approximation theorem, Modular spaces.
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LISTESI

SEMBOLLER
P : Modiiler fonksiyon
w : Tim diziler uzay1

B[a,b] : [a,b] aralig1 lizerindeki sinirli fonksiyonlarin uzayi

||.||B ) B[a, b] uzayinin aligilmig supremum normu

C[a,b] : [a,b] araligi lizerindeki siirekli fonksiyonlarin uzay1

|||| . C [a, b] uzayinin alisilmis supremum normu

Cu [a, b] : [a, b] izerinde siirekli ve reel eksen {lizerinde sinirl fonksiyonlarin uzay1

L,[a,b] : [ab] aralig: iizerinde reel degerli p -inci mertebeden integrallenebilen

ol¢iilebilir fonksiyonlarin uzay1

XA . A kiimesinin karakteristik fonksiyonu
h.h.h.  : Hemen hemen her yerde
(Ax), : xdizisinin A matrisi altindaki doniigiim dizisi



1. GIRIS

H. Bohman 1951 yilinda toplam seklindeki pozitif lineer operatorler dizisinin
[0,1] aralig1 lizerinde siirekli bir fonksiyona yaklasim problemini incelemistir. P. P.
Korovkin bu problemi 1953 yilinda tekrar incelemis ve reel sayilarin kapali alt araliklar
tizerinde siirekli ve reel sayilar kiimesi lizerinde sinirli fonksiyonlarin uzay: tizerinde
tanimlanan pozitif lineer operatorler dizisinin de bu teoremin kosullarin1 sagladigini

ispatlamistir (Korovkin, 1960). Korovkin’ in bu ¢aligsmasi bir ¢ok arastirmaci tarafindan

cesitli operatorler igin arastirilmigtir. Aym1 zamanda bu teorem L° uzaylan veya
Lebesgue uzaylar1 gibi farkli fonksiyonel uzaylarda da caligilmistir (Donner, 1981;
Renaud, 2000). Korovkin tipi teorem 2007 yilinda Bardaro and Mantellini tarafindan
modiiler uzaylar tizerinde genisletilmistir. Bu uzaylar detayl olarak Musielak (1983) ve
Kozlowski (1988) tarafindan incelenmistir. Daha sonra pozitif lineer operatorlerin
istatistiksel yaklasimi modiiler uzaylar {izerinde incelenmistir (Demirci, Karakus ve
Duman, 2010). 2010 yilinda Karakus ve Demirci tarafindan modiiler uzayda matris
toplanabilme metodu yardimiyla pozitif lineer operatorler dizisi i¢in Korovkin tipi
yaklagim teoremi caligilmustir.

Bu yiiksek lisans tezinde oncelikle pozitif lineer operatorler ve toplanabilme ile
ilgili tamimlar verildikten sonra klasik Korovkin tipi teorem tanitilip ispat1 verilecektir.
Daha sonra modiiler uzaylarda kullanilacak kavramlar tanitilarak, matris toplanabilme
metodu yardimiyla bu uzayda tanimlanan pozitif lineer operatorler dizisi i¢in Korovkin

tipi yaklagim teoremi verilecektir.



2.GENEL BIiLGILER

2.1. Pozitif Lineer Operatorler ve Toplanabilme Kavramlari
Oncelikle gerekli olan bazi fonksiyon uzaylar1 tamtilip daha sonra bu yiiksek

lisans tezinde gerekli olan bazi tanim ve teoremler verilecektir.

C[a,b] Uzay1 : [a,b] araliginda tanimli, reel degerli ve aralifin tiim noktalarinda

siirekli fonksiyonlar uzayidir. f eC[a,b] i¢in
fl.=sup|f(x
Il = s x)
normu ile C[a,b] uzay: bir Banach uzayidur.
Cu [a, b] Uzay1 : [a,b] araligmin her noktasinda siirekli ve reel eksen iizerinde smurls

olan tiim fonksiyonlarin uzaydir.

B[a, b] Uzayr : [a, b] aralig1 iizerinde siurli tiim fonksiyonlarin uzayidir. Ayrica,

171, = sup |1 ()

normu ile B[a,b] uzayr bir Banach uzay1 olup bu norma gore yakinsaklik, diizgiin
yakmnsakliktir. Bir (f,) fonksiyon dizisinin bir g fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi
n—oo igin f =2 g ile gosterilir.

L,[a,b] Uzayn : [ab] arahg iizerinde reel degerli p -inci mertebeden

integrallenebilen olg¢iilebilir fonksiyonlarin uzayidir.

11, :[@f (x)\pdxj”’ o

normuna gore L, uzayl normlu uzaydir.

Tammm 2.1.1. : X ve Y reel degerli fonksiyonlarin iki uzay1 olsun. X den alinmis

herhangi bir f fonksiyonuna Y de bir ve yalniz bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L

kural1 varsa bu takdirde “ X uzaymdan Y uzayma bir operator tanimlanmistir” denir ve

bu durum
L(f()x)=9(x)
seklinde gosterilir. Burada L(f (t);x) gosterimi yerine L(f;x) yazilacaktir. X

uzayina L operatoriiniin “tanim kiimesi” denir ve X:D(L) ile gosterilir. Ayrica



R(L)= {g: L(f;x)=9g(x),fe D(L)} kiimesine de L operatdriiniin “deger kiimesi”
denir. R(L)cY dur.

Burada X uzayi lineer uzay oldugunda lineer operatoriin tanimi verilebilir:

Tanmm 2.1.2.: f, ve f,, X uzaymda herhangi iki fonksiyon ve her xe X , her
a,a, €R icin L operatori;

L(a f,+a,f,; x)=a,L(f;x)+a,L(f,;x)

kosulunu sagliyorsa bu takdirde L operatoriine “lineer operatér” denir. Tanimdan da
goriilebilecegi gibi L lineer operatorii igin L (0;x)=0 olur.

Simdi de lineer operatorler kiimesi i¢cinde ¢ok dnemli bir siif olan pozitif lineer

operatorler verilsin:

Tamm 2.1.3.: X :{f e X :f(X)ZO} YT :{g eY :g(X)ZO} olsun. X uzayinda

tamimlanmis bir L lineer operatorii X kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonunu

pozitif fonksiyona doniistiiriiyor ise o takdirde L operatoriine “pozitif lineer operator”

denir.

L pozitif lineer operatdrii igin LX" Y™ saglanir. Yani f(x)>0 oldugunda
L(f;x)>0 olur. Ayrica f(x)<g(x) oldugunda L(f;x)<L(g;x) dir. Yani pozitif
lineer operatdrler monotondur.

Omegin; 0<x<1 ve S, :C,, [0,1] > B[0,1] olmak iizere

S,(f;x)=e k_of[nj o (2.1.1)

k
. .. . e nx
ile tanimlanan operatdr Szdsz operatorii olarak adlandirilir. Burada %ZO ve

e™ >0 oldugundan S, ( f;x) pozitif lineer bir operatordiir.
Tamm 2.1.4.: X ve Y, tiim diziler uzayr olan w nin alt kiimeleri ve A:(akj) reel

terimli bir sonsuz matris olmak tizere X = (xj ) e X ve her k>1 i¢in

(AX), = Z;aijj
e

serisi yakinsak ise AX doniisiim dizisi mevcuttur denir. Eger her Xe X igin AX

dontisim dizisi mevcut ve AXeY ise A:(akj) matrisi X uzayindan Y uzayina bir



bir L sayisina yakinsak ise X dizisi L sayisina “ A -toplanabilir” denir ve A—limx=L

seklinde yazilir.
A, X uzaymdan Y uzaymna bir matris doniisiimii ise Ae(X,Y) ile gosterilir.

Toplam1 ya da limiti koruyan matrislerin sinifi (X,Y; p) ile yazilir. Eger 6zel olarak

X =Y =c, ¢ yakinsak dizilerin uzayr olmak iizere Ae(c,c) ise A matrisine

“konservatif matris” denir.

Tanmm 2.1.5.: A:(akj) K, j=12,... sonsuz bir matris olmak iizere verilen bir (x,)

dizisi igin II(m X, =L oldugunda i!I_TO(AX)k =L kosulu gergekleniyor ise A matrisine

“regliler matris” denir (Hardy, 1949).

ki

Bir A:(a ) matrisinin regiiler olmast agagidaki Silverman-Teoplitz teoremi

ile karakterize edilir.

Teorem 2.1.6. ( Silverman-Teoplitz ) : Bir A:(akj) matrisinin regiiler olmasi igin

gerek ve yeter kosul,
() A= sup > lag|< e
j=L

(ii) limay =0, (her j igin)

(iii) Iikaakj =1
j=1
olmasidir (Hardy 1949, Maddox 1970).
Bell (1973), Stieglitz (1973) Tamm 2.1.4 deki diisiinceyi kullanarak A=(a,)

matrisi yerine A= (A"),, = (a/;) matris dizisini alarak biraz daha genel olan asagidaki

tanimi1 vermislerdir.

Tamm 2.1.7.: A:=(A"),,, =(a;) negatif olmayan reel terimli sonsuz matrislerin bir

n>1

dizisi olsun. x = (x;) reel sayilarin dizisi igin ve tiim k,neN i¢in

n__ S n
(AX), =D ax,
j=L
serisi yakinsak ise

Ax:={(Ax), :k, n eN}



double dizisine x dizisinin “ A - doniistimii” denir. Eger
. n e
Em Z;'aijj =L, (n’e gore diizgiin)
J:

kosulu gergekleniyorsa, X dizisi L degerine ““ A -toplanabilir” denir (Bell 1973, Stieglitz
1973) .
Tanim 2.1.8.: X = (Xj ) reel terimli sinirl bir dizi olsun.

n+k

Ii{n %ZXJ. =L, (n’e gore diizgiin)
j=n

kosulunu saglayan bir L sayis1 varsa, X dizisi L sayisina hemen hemen yakinsaktir

denir (Lorentz 1948).
Uyar1 2.1.9: Eger A bir matris olmak tizere her neN i¢in A" =A alinirsa, A -

toplanabilme klasik matris toplanabilmeye ve | birim matris olmak tizere her ne N
icin A" =1 alinirsa A - toplanabilme klasik yakinsamaya indirgenir. Eger A" :(alf j)

matris dizisi yerine genel terimi

1 :

—, n<j<n+k (n=12,...

=i eI )
0 , diger durumlarda

ile tanimh B:(blfj) matris dizisi alinirsa A - toplanabilme metodu hemen hemen

yakinsakliga indirgenir .



3. MATERYAL VE YONTEMLER

Bulgular boliimiiniin ilk kisminda klasik Korovkin tipi teoremin ispati ve bu
teoremin kosullarini saglayan bir 6rnek verildi.

Ikinci kisimda modiiler ve modiiler uzay kavramlari tanitilip bunlara iliskin
ozellikler ifade edildi ve bunlara ait 6rnekler verildi.

Ucgiincii kisimda Korovkin tipi yaklasim teoremi matris toplanabilme metodu
yardimi ile modiiler uzayda incelendi ve bu teoremin kosullarini saglayan bir 6rnek

verildi.



4. BULGULAR

4.1. Klasik Korovkin Tipi Teorem
Bu boliimde Korovkin tipi teorem verilerek bu teoremin kosullarini saglayan bir

ornek incelenecektir.

Teorem 4.1.1: L, :C,, [a,b] > B[a,b] seklinde tamml1 {L } pozitif lineer operatorler
dizisi [a,b] araliginda

0L @x)-1], >0

. L (455, 0

(iii).‘

L, (t2 ;x)—x2 HB —0
kosullarini sagliyor ise her f eC,, [a,b] i¢in n— oo oldugunda x €[a,b] i¢in
| L (F:x)=(x) |, >0

olur (Korovkin, 1960).

Ispat: f fonksiyonunun reel eksende smirliligindan tim x ve t ler igin
()= f (x)|<|f ()] +]f(x)|<2m
olacak sekilde bir M = || f ||B pozitif sayis1 bulunabilir. Bu durumda tiim t € (—o0,0) ve

tim x €[a,b] i¢in

£ (t)—f(x)|<e+2M ( ;ZX) (4.1.2)

elde edilir. Simdi kabul edelim ki (i), (ii) ve (iii) kosullar1 saglansin. L, operatorii

pozitif, lineer ve monoton artan oldugundan

| L (F® )= 100 [, = [ L (F®) %)=L, (00 ;%) +L, (00 i)~ () |

=| L (f@® =00 %)+ FOI(L, (L5%)-1) |
<L (F@O - T )], +[ O, L, @ 3%)-1],
<. (f®- f(x)|;X)HB +M]L, (25%) -1,

olup

[L(FO )= ],

L, () - f(x)|;x)HB +M

L, (15%)-1|, (4.1.2)



esitsizligi elde edilir. (4.1.1) den
Ln( f(t)—f (x)\;x) <L, (e+26—'\2/|(t_x)2;xj

2M

=L, (a;x)+?Ln ((t—x)z;x)

=¢l, (1;X)+28_|\2/|L” (t2—2tx+x2;x)

=ete (L, (Lx)-1) +26_|\2/|(L” (tz;x)—xz)

4M

——7 AL (6%)-x) +

elde edilir. Burada bulunan esitsizlik (4.1.2) de yerine yazilir ve gerekli islemler

2N = A (L, (Lx)-1)

2
2MA +M, C, = 2MA C, :25_'\" olmak iizere

yapilirsa A= max{|a| |b|} ve C,=¢+ 57 >

L (f® %)= ) [, <&+ (L, (Lx)-1),

+C, (L, (%) -

(4.1.3)

X (Ln(tz;x)—xz)

B

bulunur. (4.1.3) de n — ooigin esitsizligin iki tarafinin limiti alinirsa

| L(f® x)-f() |, -0

bulunur. Bu ise ispati tamamlar.
Simdi Korovkin teoreminin kosullarini saglayan bir 6rnek verilsin.
(2.1.1) ile tamimlanan Szasz operatori i¢in Korovkin tipi teoremin saglandigi

gosterilsin:

olmak tlizere

0
_ A—NX e ™e™ —1

par k!

X

(ii) S, (t:x) e’”xik(

—=n k!




k
= (nx
=e XY, )
o k!
- e nxxenx — X

k
— e—nxXZ Z nX) + e—nx Z e—nx
o K! n
=e "X +==x"+=
n n

olur. O halde n— oo igin
@- s, (Lx)-1, -0

(ii). ||, (t:x)—x|, =0

S, (tz;x)—XZHB -0

oldugundan Korovkin tipi teoremin kosullar1 saglanir. Dolayisiyla her f €C,, [0,1] icin

2 (F:x)—f(x)], >0
gerceklenir.
4.2. Modiiler Uzay

Bu boliimde modiiler, modiiler uzaylar ve modiiler uzaylarda yakinsaklik
kavramlar1 tanitilip aralarindaki iliskiler incelenecektir. Simdi gerekli olan bazi

fonksiyon uzaylar1 tanitilsin:

1= [a, b] : Lebesgue dlgiilebilir reel sayilarin sinirh araligidir.

9



X (1) : X bir vektor uzayr olmak tizere f:1 - R tammlithhh. f ye esit

olan reel degerli 6lgiilebilir fonksiyonlarin uzayidir.
C(1) :Tim reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzaydur.
c~ ( I ) . | lizerinde her mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonlarin uzayidir.
Tanim 4.2.1.: Herhangi bir p: X (1)—[0,] fonksiyoneli
(). p(f)=0< f =0, hhh
(i1). Her f e X(1) igin p(f)=p(-f)
(iii). Her f,g e X(l) igin ve a+ =1 ozellikli herhangi &, >0 i¢in
p(af+pg)<p(f)+p(9)
kosullarim sagliyorsa p ya X (1) iizerinde bir modiiler denir. Eger her f,ge X(I)
icin ve a+ f =1 6zellikli herhangi «, >0 i¢in
p(ef +pg) < Nap(Nf) +N Ao(Ng)
esitsizligi saglanacak sekilde N >1 sabiti varsa, p modiileri N-quasi konvekstir denir.
Ozel olarak N =1 alinirsa p modiileri konvekstir denir. Her f € X (1) ve a<(0,1] igin
p(af )< Nap(Nf)
esitsizligi saglanacak sekilde N >1 sabiti varsa , p modiileri N - quasi yarikonvekstir

denir.
Lemma 4.2.2. : Her N-quasi konveks modiiler, N - quasi yarikonveks modiilerdir.

Ispat: p modiileri N-quasi konveks modiiler olsun. Bu durumda her f,ge X(l) igin
ve a+ f =1 ozellikli herhangi «, >0 igin

p(ef +pg) < Nap(Nf)+N Ao(Ng)

esitsizligini saglayan bir N >1 sabiti vardir.

a+ =1 ozellikli herhangi «, >0 i¢in £ =0 se¢ilirse yukaridaki esitsizlik

p(af)< Nap(Nf)

esitsizligine doniislir. Buradan a =1, =0 igin N-quasi konveks modiilerin N-quasi

yarikonveks modiilere dontistiigii gortliir.

Simdi asagida p modiileri ile olusturulan X (I) uzaymin bazi alt vektor uzaylari

g0z Oniine alinsin:

10



P . H —
L (1)={ f e X (1): lim p(2F)=0}
ve
E”(1):={f el (1):her >0 igin p(Af)<-+oof.
Burada L”(1) ya pile olusturulan modiiler uzay denir ve E”(l) ya da L”(I) nin sonlu

elemanlarinin uzay1 denir.

Lemma 4.2.3.: Eger p, N - quasi yarikonveks bir modiiler ise
L7 (1)={f e X(I):bazt 2> 0 icin p(A/) < +0}
olur.

Ispat: p, N - quasi yarikonveks ise tammdan her f € X (1) ve ae (0,1] icin

p(af )< Nap(Nf)

esitsizligini saglayan N >1 sabiti vardir. |=(0,+00] olsun. p ile olusturulan modiiler

uzay

L (1):={ f e X (1): lim p(4f)=0}

A—0"

olmak {izere
A={f eX(I):baz: 1>0igin p(Af)<+o|
icin L”(1) nin A ya denk oldugu gosterilsin. Bu durumda AcLl’(l)ve L”(I)c A
olmalidir. Ilk olarak A < L” (1) oldugu gosterilsin.
Herhangi f e Aigin, baz1 2>0igin p(Af)<+eo dur. p, N-quasi yarikonveks
oldugundan f e X(I) ve 2 €(0,1] igin
p(AT)<NAp(Nf)
esitsizligini saglayan N >1 sabiti vardir. Her iki taraftan limit alinirsa
0< )!I—[? p(AF)< 1“_[? N Ao(Nf)
elde edilir. JLT NAp(Nf) =0 olup sikistirma teoreminden
fm (1) =0

bulunur. Modiiler uzay tanimindan f € L”(l) dir. Buradan

AcL2(1) (4.2.1)

olur.

11



Simdi f € (1) olsun. Modiiler uzay tanimindan

lim p(1f) =0

A0

dir. Limit tanimindan

p(A4,f)—>0, 4, >0

olur. Fakat baz1 A, — 0" icin p(A, f)=+oo olabilir. Sonlu sayida eleman yakinsamay1
etkilemediginden bazi A >0 i¢in p(Af) <+ saglanir. O halde f € A olup

L ()cA (4.2.2)
dir. (4.2.1) ve (4.2.2) den istenilen elde edilir.

Simdi modiiler ve modiiler uzaya ait birer 6rnek verilsin.

Ornek 4.2.4 : (X(I),””) bir normlu uzay olsun. ||| norm fonksiyonunun modiiler

oldugu gosterilsin. f e X (1) olmak iizere
p:X(1)—[0,]
f—>p(f)=[f]

olsun. Modiilerligin kosullart uygulanirsa,

@) p(f)=|f|=0« f=0, hhh

(). p(-1)=I-11= FUl =] f] = o(1)

(iii). Her f,ge X(I) olmak iizere &, 820 ve o+ =1 igin

plaf+pg)=|af +py|
< lalltl+lAllol= =[]+ Al
<|fl+lsl=p(f)+r(9)

olur. Buradan

p(af+pg)<p(f)+p(9)

esitsizligi elde edilir. (i), (ii), (iii) kosullar1 saglandigi i¢in ||| norm fonksiyonu

modiilerdir.

Ornek 4.2.5 : | =[a,b]olmak iizere 1< p<oo igin L uzaymin konveks modiiler uzay

oldugu gosterilsin. f eL” jcin Pp(f):J.|f|pd 4 olarak tanimlansin. Bu durumda
|

P,(f) in modiilerlik kosullart igin
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(i).P,(f)=[|f|'du=0< f =0, hhh,

i). P, ()= du=[l-1["du=P, (1) ,
| 1
(iii). Her f,ge X (1) olmak iizere o, 520 ve a+ =1 igin

P (af+p9)<P,(f)+P,(9)
kosulundaki esitsizliginin gergeklendigi gosterilsin. Kabul edelim ki p=1 olsun.

Buradan

P (af +ﬂg)=lj|af +ﬁg|dyslj(a|f|+ﬂ|g|)dy
:a!|f|dy+ﬂjl.|g|d,u
<]t [lofd =P, ()+P, (9)

olup

P (af+p9)<P, (f)+P,(9)

saglanir. Simdi p >1 oldugu kabul edilsin.
p
P (af +,Bg):.[|af + 9| du
I

olmak iizere

lef + 89| <alf|”+ 89|

esitsizliginin saglandigi gosterilsin. Bunun igin ilk olarak her f,g e L’ igin ve her t>0
ve p>1 icint=|f| olmak iizere ¢(t)=t" olsun. Bu durumda ¢(t)=t" fonksiyonunun

konveks oldugu gosterilsin. Bunun i¢in fonksiyonun ikinci mertebeden tiirevinin pozitif

degerli olmasi yeterlidir. Buradan ¢(t)=t" fonksiyonun ikinci mertebeden tiirevine
bakilirsa

e (H)=p(p-t*2>0

olup ¢ fonksiyonu konvekstir. Bu durumda ¢(t) =t” i¢in t, =|f| ve t, =|g| alirsa

p(at + p) <ap(t,)+ Bo(t,)

olur ve

(et +8t,)" <e(t)” +B(t,)°
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(alf[+Blol)" <al f|"+lof" ve |af +po|<(alf|+Ald])
oldugundan

lef + 89| <a|f|”+Blg|"

_ﬂaf + 89|’ £oz_|'|f|p+ﬂj|g|p

| | |

<[t +]lof
| |

elde edilir. Buradan

P (af +89)<P, (f)+P,(9)
olur. 1< p< igin

P (af+p9)<P, (f)+P,(9)
olur. Buradan modiilerligin (iii) kosulu saglanir. Bu durumda P (f) konveks
modiilerdir. O halde ¢ fonksiyonu ile olusturulan

L7 (1):={f e X(1):baz: 2 >0 igin p* (A1) <+oo}

uzay1 modiiler uzaydir.

Simdi modiiler uzaylardaki bazi yakinsaklik tiirleri tanitilsin.

Tamm 4.2.6.: {f_}, terimleri L”(1) da olan bir fonksiyon dizisi ve f L”(l)olsun.
Baz1 A, >0 i¢in
lim p(4,(f, — f)) =0 (4.2.3)

P
oluyorsa {f } dizisi f fonksiyonuna modiiler yakmnsaktir denir ve f —f ile
gosterilir.

Tanim 4.2.7.: {f }, terimleri L”(1) da olan bir fonksiyon dizisi ve f eL”(l)olsun.

Her A >0 i¢in
limp(A(f,—f))=0 (4.2.4)

F
oluyorsa {fn} dizisi f fonksiyonuna F-norm (kuvvetli) yakinsaktir denir ve f,— f ile

gosterilir.

Lemma 4.2.8.: Modiiler yakinsaklik ile F-norm yakinsakligin denk olmasi i¢in gerek ve

yeter sart A,- sartinin saglanmasidir; yani her f € X (I) i¢in
p2T)<Mp(f)
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esitsizligini saglayan M >0 sabiti vardir (Bardaro , Musielak ve Vinti, 2003;
Musielak,1993).

. F

Ispat : f — f olsun. Bu durumda her 4 >0 i¢in bu yakinsaklik saglanir. Modiiler

yakinsaklik ise bazi A > 0igin saglandigindan F-norm yakinsaksa modiiler yakinsaktir.

P
simdi f —f olsun. {f} fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna norm
yakisakligi, tim N =1,2,3, ... vebazi1 4 >0 i¢in

limp(2" A(f, - f))=0

A
kosuluna denktir. Ciinkii kosul baz1 A >0 degerleri i¢in gegerli oldugundan A = o

N =123, ... secilirse

!Ln;p(zN (1, )j: iim p(A(f,~ 1)

esitligi elde edilir.

P, A, - sartini sagladigindan her f e X (I ) vetim N=123, ... i¢in
p(ZN f)SMNp(f)
esitsizligini saglayan M >0 sabiti vardir. Modiiler yakinsaklik tanimindan

0<limp(2VA(f, - f))<limM"p(A(f, - f)

P
yazilabilir. f,— f oldugundan bazi 4 >0 i¢invetim N =12,3, ... icin

limp(2"A(f, - 1))

n—oo
bulunur. Yani modiiler yakinsak ise F- norm yakinsaktir.

Simdi p modiileri ile ilgili bazi tanimlar verilsin.
Tanim 4.2.9:
1) |f|<|g] icin p(f) < p(g) ise, p monotondur denir,
2) x, | aralifinin karakteristik fonksiyonu olmak iizere yx, € L”(l) ise, o sonludur
denir,
3) Eger p sonlu ve her £>0, 1>0 icin |B|< & dzellikli herhangi dlgiilebilir B |
altkiimesi i¢in

P4 xs)<e
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olacak sekilde 6 >0 varsa, p mutlak sonludur denir,
4) x, €E”(1) ise, p kuvvetli sonludur denir,
5) p(f)<+oo dzellikli her f e X(I) fonksiyonu i¢in asagidaki kosulu saglayan a >0

varsa p mutlak siireklidir denir:

Her £>0 igin B, |B|< & ozellikli | min herhangi lgiilebilir altkiimesi olmak iizere

plaf y)<e

olacak sekilde 0 >0 vardir.

Teorem 4.2.10: p monoton ve sonlu bir modiiler olsun. O halde C(I)c L°(l) dir
(Bardaro ve Mantellini, 2007).

Ispat: fe C(I) olsun. Bu durumda A>0 i¢in Af eC(l) ve [2f|eC (1) olur.
Buradan

A<l fIL < 2l f DL x|

yazilabilir. Buradan

28|21 2|

olup p modiileri monoton artan oldugundan

p(28)<p(2]f], x)
olur. p sonlu oldugundan y, € L”(I) olup

0<lim p(f)<lim p(2] ], z,)

20" A—0"

elde edilir. Buradan
lim p(21)=0
olur. O halde modiiler uzay tanimindan f € L”(I) olur. Buradan
C(hc ()
elde edilir. Benzer sekilde C(1) < E”(I) dur.
p, X ( | ) iizerinde monoton ve sonlu modiiler olsun. Kabul edelim ki D,
C*()cDc (1)
kosulunu saglayan bir kiime olsun. p monoton ve sonlu oldugundan bdyle bir kiime

olusturulabilir. Ciinkii p monoton ve sonlu ise C(I)c (1) dir ve C*(1)cC(l)

oldugundan
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C'(cC) ()
olur. Bu durumda C”(I)ile L”(I) arasinda D gibi bir kiime secilebilir.Ayn1 zamanda
kabul edelim ki X,, C*(l) y1 ieren X; = D altkiimesi ve T:={T,}, D den X (1)

ya tanimli her h € X, , her A>0 i¢in ve mutlak P sabiti i¢in
lim sup;a: ;P(AT;h)<Pp(ah), (n’e gore diizgiin) (4.2.5)
j=

olacak sekilde pozitif lineer operatorlerin bir dizisidir.
Lemma 4.2.11.: fel”(1), her geC”(l) i¢in f —ge X, kosulunu saglayan bir
fonksiyon olsun. |I| <o oldugundan ve p, X (1) iizerinde kuvvetli sonlu ve mutlak

stirekli oldugundan mutlak sonludur (Bardaro ve Mantellini, 2006).

Ispat: £>0olsun ve 4>0 da bir sabit olsun. |I| <o oldugundan 1€ E”(I)olur. Yani
her 2>0 i¢in p(A)<+w olur. p mutlak siirekli oldugundan her &>0 igin

p(af xs)<e olacak sekilde & >0 vardir. o =1olarak kabul edilsin. p nun mutlak

stireklilik taniminda 1 sabit fonksiyonuna bagli olan 6 >0 sabit olsun. O halde Bc |
olmak tizere

xeB=xel
XgB=xel

durumlarindan herhangi biri olabilir.

xeB= gz (x)=1ve g, (x)=1 = gz (x).x, (x)=1

xegB= x5 (x)=0ve g, (X)=1= gz(x).x, (x)=0

olup

p(Are)=p(Axari)

esitligi saglanir. Bu durumda Ay, =af olarak alinirsa p nun mutlak sireklilik
tammindan p(Ay, 7 )=p(afrs)<e

olup

p(Axs)<e

elde edilir. Buradan p nun mutlak sonlu oldugu sonucuna vartlir.
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4.3. Modiiler Uzaylarda Korovkin Tipi Yaklasim Teoremi
Bu boliimde matris toplanabilme metodu kullanilarak modiiler uzayda
tamimlanan pozitif lincer operatorler dizisi ig¢in Korovkin tipi yaklasim teoremi

verilecektir.
Teorem 4.3.1.: A:=(A"),,, negatif olmayan reel terimli sonsuz matrislerin bir dizisi

olmak lizere

sup D ay; <oo (4.3.1)

nk 53
olsun ve p, X (I) da monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N - quasi yarikonveks
modiiler olsun. T := {TJ.}, D den X (I) ya (4.2.5) esitsizligini saglayan pozitif lineer
operatorlerin bir dizisi olsun. Kabul edelim ki her 2 >0 ve i=0,1,2 i¢in e,(x)=1

e (Xx)=X, e,(x)=x* olmak iizere
||<im Za,?j p(A(T,e —€)) =0, (n’e gore diizgiin) (4.3.2)
—>0 J=1

olsun. fel”(l) fonksiyonu, her g eC”(1) i¢in f—-ge X, olacak sekilde bir

fonksiyon olsun. O halde baz1 4, >0 igin

II(im Za;j p(A(T;f = 1)) =0, (n’e gore diizgiin)
—>0 ]:l

dir.
Ispat: Ilk olarak her g€ C(1) ve her x>0 i¢in

i|<imzaolal?j p(y(Tjg - g)) =0, (n’e gore diizgiin) (4.3.3)
—>0 le

oldugu gosterilsin. x herhangi pozitif say1 ve g € C( I) olsun. O halde her x el igin
lg(x)| <M
olacak sekilde M >0 sabiti vardir. Verilen bir £ >0 i¢in X, Y € | olmak iizere

ly—x| <& iken |g(y)—g(x)|< & olacak sekilde & >0 segilebilir. Her y, x| igin

|g(y)—g(x)|<e+25—“2"(y—x)2

oldugu kolaylikla goriilebilir. T; operatdrii pozitif, lineer ve monoton artan oldugundan
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<et+(e+M )‘(TJ
2M
# S [T (e ()0) 28, 00T, (& () x) e (T 0]

esitsizligi elde edilir. ¢:=max{|a|,b|} olmak iizere

2Mc?

‘Tj (g;x)—g(x)‘§g+[5+M +7j‘(Tj (eo(-);x)—eo(x))‘

2Mc? 4AMc 2M
R

olur. Buradan K =max {g+ M + } secilirse herhangi >0 igin

alTy (90%) = 9 (%)] < gz + 1K (T, (8 (+)3) ~ e (%))
+'”K‘(Tj (& (+): x)—el(x)) +ﬂK‘(Ti (ez(-);x)—ez(x))‘
olur. Bu esitsizligin her iki tarafina p -modiileri uygulanirsa p monoton oldugundan
p(y(Tj (g;x)—g(x))) < p{ﬂ5+ﬂK(TJ (eo(-);x)—eo(x))
*uK (TJ CIOF x)—el(x))+yK (TJ (e (+)ix)-e, (X))}

olur. Buradan p -modiilerinin &zelliginden

/J(/J(Tj (9:%) - g(x))) < p(4ﬂg)+p(4yK (T,-eo _eo))
+,0(4ﬂK (Tjel —91)) + p(4/1K (Tj.e2 —ez))
esitsizligi elde edilir. p, N - quasi yarikonveks ve kuvvetli sonlu oldugundan 0 <& <1

kabul edilerek
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p(#(T,(9:0-9(0)) < Nep(4uN )+ p(4uK (Tie —¢;))
+p(4yK (Tje1 —el))+,0(4,UK (Tjez _ez))

bulunur. Boylece

ia,fjp(,u(Tj(g;x)—g(x)))s ng(4ll'lN)ia|r(]j +ia|?jp(4/1K(Tjeo_eo))

(4.3.4)
+yayp(4uK (Te—e))+ D al p(4uK (T, —¢,))
j=1

j=1
yazilabilir. (4.3.4) esitsizliginin her iki tarafindan k — oo igin iist limit alinirsa (4.3.2)
kullanilarak
Emzlasjp(y(Tj (9;%)— g(X))) =0, (n’e gore diizgiin)
j=
elde edilir. Boylece (4.3.3) gosterilmis oldu.

Simdi f eLl”(1),her g eC”(1) i¢in f—g e X; olacak sekilde bir fonksiyon
olsun. p modiilerinin Lemma 4.2.11. deki o6zellikleri kullanildiginda C* (I ) uzayi
L” (1) da modiiler yogundur (Mantellini, 1998). Yani bazi 4, >0 i¢in
lim p(3% (9, - f))=0
olacak sekilde {g, } = C” (1) dizisi vardir. Bu durumda her &>0 ve her k >k, i¢in
p(34 (g, - f))<e (4.3.5)
olacak sekilde k, =k, (&) pozitif sayis1 vardir. Diger taraftan
AT —f|=4[T f+T,9, -T,0, +0 — 0, — f|

olmak tizere T, operatdriiniin lineerliginden ve pozitifliginden

Ao‘ij B f‘Sﬂo‘Tj(f _gko)‘+/10‘Tjgk0 _gk0 +ﬂo‘gk0 B f‘
yazilabilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafina p modiileri uygulanirsa, p monoton

oldugundan
p(a(Tyf =)o (4 (T (=00 )+ 4 (Ti0k, ~ 0 )+ Ao (9, ~ 1)
< /)(3/10 (T,(f -9, )))+p(3/10 (1,9 -9,
+p<3/10(gko —f ))

olur. (4.3.5) ve (4.3.6) esitsizliklerinden

(4.3.6)
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p(%(Tf - 1)) Sp(SﬂO (T, -, )))+p(3/10 (T,9, — 9 ))+2
elde edilir. Bdylece g, €C” (1) ve f —g, € X, oldugundan

> al,o(4(T - f ))Siafjp(:%ﬂo(Tj(f -3,)))

= - ) (4.3.7)

+Zla£jp(3ﬂ'° (Tjgko — 0y, )) +‘9Zla;j
j= j=

elde edilir.
supiagj <o

nk =1
ozelliginden
supiaﬂj <B

n, k =1
olacak sekilde B >0 sabiti vardir. Buradan (4.3.7) nin k — oo icin iist limiti alinirsa

(4.2.5) ve (4.2.6) ile elde edilen esitsizliklerden
II(imsupi“ak”j,o(ﬁ0 (T,f—f )) < gll(imsupiaﬁj
—0 =i —>® j=1
+limsup_af (34 (T,9, 9, ))+Po (3% (f -9, ))
j=L
bulunur ve buradan da

Iimsupi“afj,o(iO (TJ. f—f )) <¢(B+P)+ Iimsupiafjp(?ﬁ,o (Tjgko ~ g, ))
K—>00 = k—o = (438)

elde edilir. (4.3.3) den

mga:,- P33T, 0y, —0,.)) =0, (n°e gore diizgiin)

oldugundan

Lmsupga;  PBA(T, 0, — 8, ) =0, (n'e gore diizgiin) (43.9)
olur. (4.3.8) ve (4.3.9) dan

Lmsupgaﬁjp(ﬂo(ﬂ(f;x)— f(x)))Sg(B+P)

elde edilir. & >0keyfi oldugundan
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iI<im supi“aﬂjp@0 (Tj (f;x)- f(x))) =0, (n’e gore diizgiin)
—>0 J:].
bulunur. Her k,neN ig¢in

Z‘a;jp(%(-rj (f;x)- f(x)))

negatif olmadigindan

Limiafjp(lo (TJ. f—f )) =0, (n’e gore diizgiin)
- i

olup ispat tamamlanir.

Eger p modiileri A,- sartim1 saglarsa, Teorem 4.3.1 den ilk olarak asagidaki

teorem elde edilebilir.

Teorem 4.3.2.: A:=(A"),, negatif olmayan reel terimli sonsuz matrislerin bir dizisi

olmak tizere

sup D ay; <o

nk =1
olsun. Aym1 zamanda T = {Tj} ve p Teorem 4.3.1. deki ozellikleri saglasin. Eger p ,

A, - sartin1 saglarsa

a) HerA>0vei=0,1,2 igin

Il(i_rggaﬂj p(A(T;e,—€)) =0, (n’e gore diizgiin)

b) Her geC*(l) i¢in f—g € X, olacak sekilde herhangi bir f eL”(l) kosulunu
saglayan her 4 >0 igin

lim JZ::aQ (AT £~ 1)) =0, (e gore diizgiin)

ifadeler birbirine denktir
Uyant 4.3.3.: Eger | birim matris olmak tizere A" =1 ise, (4.2.5) kosulu her
h e X;, 24>0 ve mutlak pozitif P sabiti i¢in

limsup(p(AT;h) < Po(ih) (4.3.10)

esitsizligine doniisiir.
Simdi Bardaro ve Mantellini tarafindan elde edilen sonuglar verilsin (Bardaro
and Mantellini, 2007).
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Sonu¢ 4.34.. p, X(I) da monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N-quasi
yarikonveks modiiler olsun. T = {Tj} , D den X(I) ya tamml (4.3.10) esitsizligini
saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Her bir i=0, 1,2 igin eger

E
{Tie.}—e ise, her geC”(l) igin f—g e X; olacak sekilde herhangi bir f e L*(I)

fonksiyonu i¢in {ij}gf tir (Bardaro, ve Mantellini, 2007).

Sonu¢ 4.3.5.: T = {Tj} ve p Sonug¢ 4.3.4. deki kosullar1 saglasmn. p, A, - sartini

saglarsa
. i F
a) Herbir i=0,1,2 isin {Tje,} >e,,
b) Her geC”(l) igin f —g e X, olacak sekilde herhangi bir f € L”(1) fonksiyonu
F
i¢in {Tj f }—) f
ifadeleri denktir (Bardaro, ve Mantellini, 2007).

. F
ispat: Kabul edelim ki her bir i=0, 1,2 icin {T;e;|—>e olsun. Bu durumda Sonug

43.4. den her geC”(l) i¢cin f—g € X, olacak sekilde herhangi bir f eL”(l)
fonksiyonu igin {ij}i)f tir. p, A, - sartimm sagladigindan her geC”(l) i¢in

f —g e X, olacak sekilde herhangi bir f  L”(1) fonksiyonu i¢in {ij}ﬁf tir.
Ornek 4.3.6. | =[0,1] alnsmn ve ¢:[0,00) —[0,0)

e ¢ konveks,

* ¢(0)=0, her u>0igin ¢(u)>0ve ulirpw¢(u)=w,

kosullarini saglayan siirekli bir fonksiyon olsun.

Her f e X(l) igin

o(|f (x)])ax

pl ()=

O Ly

ile X(I) lizerinde tanmimlanan p? fonksiyoneli g6z Oniine alinsin. p? , X(I) da
konveks modiilerdir. Bu durumda ¢ fonksiyonu ile olusturulan Orlicz uzay:

L (1):={f e X(1): baz1 2> 0 igin p* (Af ) <-+oo}
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ile tanimlanir. O halde L7 (1) uzaymda U:={U,} Kklasik Bernstein—Kantorovich

operatorii X € | igin
] ) (k+1)/(j+1)
kz:(;( K (1-x)’ (] +1)_|.k/ o f (t)dt

ile tanimlanir (Bardaro ve Mantellini, 2007).

Bu durumda X, = L’;(I) secilmesiyle (4.3.10) 6zelligi gergeklenir. Sonug 4.3.4. ten

her geC”(l) icin f—-g eX, olacak sekilde f eL?(1) fonksiyonu igin

{Uj f}i f dir (Bardaro ve Mantellini, 2007).

Kabul edelim ki

[N

=, n<j<n+k-1

)
Il
=~

0, diger durumlarda

ile tanimlanan sonsuz matris dizisi A = (A"), =(&/;) olsun. O halde A - toplanabilme

h.h.h. yakinsakliga indirgenir.

Ozel olarak 0ve 1 sayilarindan olusan S:(Sn) dizisi, n, 2nin kati, n, 2.3 iin
kat1, n, 3.4 iin kati ve n, k.(k+1) inkat1 olmak iizere

0101...0101;001001...001001;00010001...0001;... (4.3.11)

—n, terim«— —n, terim«— —ng terime«—

seklinde tanimlansin. Buradan s = (Sn) dizisi sifira h.h.h. yakinsaktir (Miller ve Orhan,

2001). Bu durumda s ={sj} sifira h.h.h. yakinsak bir dizi olmak iizere U; operatorii

kullanilarak L7 (1) uzaymda V = {Vj} pozitif lineer operatorler dizisi, f L7 (1),
€[0,1]ve jeN igin

V; (f,x)=(1+s;)U; (f,x). (4.3.12)

olarak tanimlansin. he X, = L% (1) olarak almirsa tiim A >0 igin ve mutlak P pozitif

sabiti i¢in

p°(AVh)=p° (A(1+s;)U h) < p? (24U h)+ p* (225U h)

yazilabilir (Bardaro ve Mantellini, 2007). Buradan
1

p"(£)=p"(0)=] o([0f)ox I x=0
0
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oldugundan

bulunur. Bylece

p”(4sUh)=s;p?(AU;h)

olur. O halde

p°(AV;h) < p? (22U h)+s,p? (24U ;h)
=(1+s;)p” (24U }h)
<(1+s;)Pp”(22h)

elde edilir. Bu durumda

n+k
Iimksup[s%p%Zp?’ (/Ivjh)J <Pp?(22h)

j=n

dir. Bu yiizden X, =X, =L% (1) segilirse (4.2.5) kosulu, (4.3.12) ile verilen

V; operatoril i¢in saglanir.
V; (&, %) =(1+5;)U; (&, x)

e

(15 ) Y o) ([ KR
() S 60 G

j+1

=(1+s, ; I —x) ™ (j+1)) -
(o) R 00 (Y]

olup
V; (&0, x)=(1+s,)

elde edilir.
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olup

Vi (&%) =(1+5, )[ er1+ 2( J'1+1)]

elde edilir.




1< j! ) K 1 [ kK*+2k+1+k>+k+k?
—(1+Sj)é{kz;,(j_1k)!k!x (1-x) (J+1)[j+lj[ (j+1)2 J}

27



olup

Vj(ez,x):(1+sj)(j(j_l)xz+ 2JX + ! J

(j+l)2 (j+1)2 3(j+1)2

elde edilir.
Herhangi 4 >0 igin
AV, (e, %) —&, (x)| =2 [L+s; -1 = 4s;
oldugu goriliir. s; nin tanimindan dolay1
1

P’ (i(vjeo —eo)) =p"(2s;)= J.(”(ﬂ“sj Jax=p(2s;)=s0(2)

0
elde edilir. (S i ) dizisi sifira h.h.h. yakinsak oldugundan her 4 >0 i¢in
. 1 n+k
limsup supFZp"’ (/I(VjeO —e, )) -0
n j=n
olur. Buda i=0 igin (4.3.2) nin saglandigini1 gosterir.

Simdi i =1ig¢in incelenirse

/1\vj (el,x)—el(x)‘zi

J Is 1 5 |
X| —+—-1|+— +—
j+1 g+l ) 2(j+1) 2(j+1))

<A | J _ jsj 1 sj
|X|(|j+1 1‘+j+l +2(j+1)+2(j+1)

1 2]s s 1
<A —+—A L 4
j+1 2(j+1) 2(j+1) 2(j+1)
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‘i{2<13+1>”j(22<133>}

oldugundan (s j) nin tanimindan ve p? modiilerinin 6zelliginden
2j+1 3
(A Ve —e))<p?| 43S, +
el )
J+1 J+1
yazilabilir. (2_J +l

]+1
2j+1 <M
j+1

olacak sekilde bir M >0 sabiti vardir. O halde p” nin monotonlugu kullanilirsa

j dizisi yakinsak oldugundan sinirlidir. Bu yiizden her j € N igin

herhangi A4 >0 i¢in

) ern

olur. Buradan

yold (/I(Vje1 —el)) <s;p”(AM )+ p* (%j

34
=S.p(AM —
! )“"(mj

esitsizligi elde edilir. ¢ siirekli oldugundan,

o5 o{ ()00

bulunur. Bu durumda ¢ 3—/1 , stfira h.h.h. yakinsaktir. s ve ¢ 3—/1 nin
j+1 j+1

stfira h.h.h yakinsakligi kullanilirsa,
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imsn{ 9 557 (4(v-s) e st sotamyof 2 )

Jn n j=n

—p(IM )Ilmsup(sup s J

j n

1 n+k 31
lims 0
+li up[sup z(p(HlD

J=n

elde edilir. O halde

n+k
Ilmsup(sup Zp"’ (/1(Ve1 e ))] 0
olur. Son olarak i =2 igin incelenirse

, i(i- 1)+ 2jx 1
(j+1)° (j+1)° 3(j+1)

2 (1 1)+s. 2JX +S. 1 ¢

(j+l) J(j+1)2 J3(j+1)2

2 J(J—l)_+inSjMM|X|[(_21 ) 2]

(i+2)°

/1‘Vj (ez,x)—ez(x)‘zﬂ

+SJ

< AX

3(j+1)°  '3(j+1)

3/1{(3]+1)+5.J(J_1)+ 2) +8; 2]

(i+)° "3+ (i+1)° (i1

1 1
S T e —
3(j+1) 3(j+1) }

. PR
2 15-j+42+sj 3] -|-3_]-|2-1
3(j+1) 3(j+1)

oldugundan, s; nin tammindan
15]+4 3j°+3j+1
PlAV.e,—e, )< p?| A
e p{ { 3(j+1) [ 3(j+1) JH

<s P 3j°+3j+1 i 15j+4
= M ()1 N ’ (M(sumz}}
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3j2+3j+1

azilabilir.
’ ( 3(j+1)

j dizisi yakinsak oldugundan sinirlidir. Bu yiizden her jeN

i¢in
3j+3j+1

ek
3(j+1)

olacak gekilde K >0 sabiti vardir. p” nin monotonlugu ve s; nin tanimi kullanilirsa
herhangi 4 >0 i¢in
30j+8
Pl AVe, -6 ))<sp(2AK)+ 9| A| ——— 4.3.13
( ( jr2 2)) ] ( ) 3(J+1)2 ( )

elde edilir. ¢ siirekli oldugundan

: 30j+8 || im0 +8 | _ _
el S s oo

30j+8

olur. Bu yiizden ¢| A| ———
L (3(J’+1)2

N fonksiyonu sifira h.h.h. yakinsaktir. s dizisinin ve

qo{ﬂ{%n fonksiyonunun sifira h.h.h. yakinsakligi kullanilirsa (4.3.13)
]+

esitsizliginde her 4 >0 i¢in

. 1 n+k
Ilmksup[Sl;IpEZp“’ (xl(Vje2 -e, ))j =0, (n’e gore diizgiin)

j=n
elde edilir. (4.3.2) her bir i=0,1,2 i¢in ve herhangi A >0 igin saglanir. Bu yiizden
(4.3.12) ile tanimlanan V::{Vj} operatdr dizisi Teorem 4.3.1. in tiim kabullerini
saglar. O halde bazi 4, >0 igin ve her geC*(l) i¢in f-g eX, =L (I) olacak
sekilde f €L (1) fonksiyonu igin
. 12k
Ilmksup[suanjZ;p¢ (/1(Vj f— f))j =0, (n’e gore diizgiin)

elde edilir. Fakat (Sj) dizisi sifira yakinsak olmadigindan {ij} nin f ye modiiler

yakinsak olmadig1 agiktir. Bu yiizden Sonu¢ 4.3.4. V = {Vj} dizisi i¢in ¢aligmaz.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda matris toplanabilme kavrami yardimiyla modiiler uzayda
Korovkin tipi yaklasim teoremi ispatlanmustir.

Bu c¢alismada bulunan o6zellikler ileride yapilacak c¢alismalar i¢in kullanisl
sonuclardir. A - toplanabilme yontemi yardimiyla, bu tezde elde edilen sonuglardan
daha kuvvetli sonuglarin gergeklenip gerceklenmedigi doktora problemleri arasinda yer

almaktadir.
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