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Bu tez calismasinda halka ve modiiller ile ilgili temel bilgiler ve baz1 6zel alt modiiller
hakkindaki tanim ve teoremler 6n bilgi olarak verilmistir. Bu 6n bilgilerin ardindan R
degismeli ve birimli bir halka ve M de bir R-modiil olmak iizere bir modiiliiniin ideal-
lestirilmesi olan R(+4)M halkast hakkinda tanim ve 6zellikler verilerek yapisi incelenmis
ve bu halka yapisi iizerinde karakterize edilmis baz1 6zel idealler ile ilgili bilgilerin bir
kismi derlenerek, R(+)M halkasinin homojen yapida olan bazi yeni idealleri karakterize
edilmisgtir.
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In this thesis, the fundamental informations regarding rings and modules, and
definitions, theorems in some distinguished submodules have been given as
preliminaries. After these preliminaries, structure of the ring R(+)M which is
idealization of a module where R is a commutative ring with identity and M is an R-
module has been examined by giving some definitions and properties about the ring,
and some new ideals of the ring R(+)M which are homogeneous have been
characterized by gathering together informations regarding some specific ideals, were
characterized on the ring.
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BOLUM 1

GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti

Bir R-modiil olan M ile R(+)M = {(r,m)| r € R, m € M} seklinde bir halkanin olugtu-
rulmasi fikrine ilk olarak Nagata’nin Local Rings adli kitabinda rastlamaktayiz. Nagata,
bir R-modiil M i¢in direkt toplam R & M modiiliinii ele alir. R & M {izerinde tanimladigi
(r+m)(r' +m'") = rr’ + rm’ + ¥m ¢arpma islemiyle R M, R ve M vyi igeren bir halka
olur. Biz bu halkay1 R(+)M seklinde gosterecegiz. Burada M modiilii O(+)M ideali ola-
rak R(+)M de igerilir ve (0(+)M)? = 0 dir. (R(+)M)/(0(+)M) = R ve (0(+)M)?> =0
oldugundan R-modiil M ile R(+)M-modiil O(+)M benzer yapidadir. Nagata tiim bu is-
lemleri, ilgili kitabinda ideallestirmenin kurali olarak adlandirir. [1]

Benzer sekilde Huckaba da Commutative Rings with Zero Divisors kitabinda R(+)M
halkasinin yapisal 6zelliklerine degindikten sonra bu halkanin bazi elemanlarinin ve ide-
allerinin karakterizasyonuna yer vermistir. [2]

Winders’in 2004 yilinda basilan Idealization adl1 doktora tezinde modiillerin ideallestiril-
mesi konusunda Oncekilerden daha ayrintili ¢calismalar ve sonuclar yer almistir. 2009°da
yayinlanan Anderson ve Winders’in ortak calismalar1 olan Idealization of A Module adli
makale, konuya ilgi uyandirmis ve bu konuyla alakali bircok ¢alisma yapilmasina 6n ayak
olmusgtur. Anderson ve Winders bu makalelerinde R(+)M halkasinin maksimal, asal, ho-
mojen, asalimsi ve radikal idealleri, birimsel, idempotent, sifir bolen ve nilpotent eleman-
lar1 ile birlikte farkli konularimi da ¢alisip, baz1 6zel halkalara da yeni ornekler vermistir.
[3]

Bir modiiliin ideallestirilmesi alt modiiller ile ilgili sonuclar1 ideallere indirgemek igin,



halkalardan elde ettigimiz sonc¢lart modiillere genigletmek icin ve sifir bolenli degismeli
halkalara ornekler olusturmak i¢in faydali olabilir. Halkalar ve idealler konusunda yapilan

yeni ¢alismalarda da modiillerin ideallestirilmesine drnek olarak rastlamaktayiz.

1.2 Tezin Amaci

Ik olarak modiillerin ideallestirilmesi ile ilgili yapilan caligmalar ele alinarak ve son-
rasinda bu calismalarin bir kismindan yola ¢ikarak en genel haliyle R(+)M halkasinin
homojen yapidaki bazi ideallerinin hangi formda oldugunun ispat edilmesi amaclanmig-

tr.

1.3 Hipotez

R(+)M halkasi tizerinde tanimlanan, bilinenden farkli ikili iglemlerin halka tizerinde olus-
turdugu farkliliklar g6z Oniine alinarak farkli formdaki ideallere ornekler bulunmus, bazi
ilgili halkalarin 6zel elemanlarinin karakterizasyonu yapilmis ve bu halka yapisinin bir

kisim ideallerinin homojen olanlarinin ne yapida olacagi gosterilmistir.



BOLUM 2

ON BILGILER

Tanmim 2.1 Bogtan farkli bir R kiimesi iizerinde

(a,b) — a+b ve (a,b) — ab ile tanimli toplama ve ¢arpma ikili islemleri
1. R toplamsal degismeli bir grup,

2. hera,b,c € Ri¢in a(bc) = (ab)c,

3. hera,b,c € Ricina(b+c)=ab+ac ve (b+c)a=ba+ca

kosullarini sagliyorsa bu R kiimesine halka denir. Eger her a,b € R i¢in ab = ba oluyorsa
R ye degismeli halka ve her a € R i¢in al = la = a olacak sekilde bir 1 € R varsa R ye

birimli halka denir [4].

Ornek 2.2

1. Z tam sayilar kiimesi bilinen toplama ve ¢ikarma islemleriyle degismeli ve birimli
halkadir.

2. R reel sayilar kiimesi bilinen toplama ve ¢ikarma islemleriyle degismeli ve birimli
halkadir.

3. R ve S kiimeleri birer halka ve x de bilnmeyen olsun. Bu durumda, R[x] ve R X §

kiimeleri de birer halkadir.

Tamim 2.3 R halkasinda a € R i¢in ab = 0 olacak sekilde bir 0 # b € R bulunuyorsa a
ya halkanin bir sifir bolenidir denir ve R halkasinin tiim sifir bolenlerinin kiimesi Z(R)
ile gosterilir. 0 dan bagka higbir sifir béleni bulunmayan degismeli ve birimli halkaya da

tamlik bolgesi denir [5].



Tanim 2.4 R halkasinda a € R i¢in a¥ = 0 olacak sekilde bir k > 0 tam sayis1 bulunabilirse

a elemanina nilpotent, a’> =aise idempotent denir [5].

Tanim 2.5 R halkasinda tersi mevcut elemanlara birimsel elemanlar denir ve birimsel

elemanlarin kiimesi U (R) ile gosterilir [5].

Ornek 2.6 U(Z) = {—1,1}, U(Z[x]) = {—1,1} ve R herhangi bir halka olmak iizere
U(R[x]) = U(R) dir.

Tanim 2.7 Birimli ve de8ismeli bir halkanin sifirdan farkli her eleman1 birimsel ise bu

halkaya cisim denir [5].

Ornek 2.8
1. Bir tamlik bolgesinin tek nilpotent eleman 0, idempotent elemanlari ise O ve 1 dir.
2. Z tam sayilar halkas1 bir tamlik bolgesidir. Z nin birimsel elemanlar1 1, —1 dir [5].

Tanmim 2.9 R halkasinin bostan farkli bir A alt kiimesi olmak iizere her a,b € A, r € R
icina—b € Averac A(ar € A) oluyorsa A ya R halkasinin bir sol(sag) ideali denir. Eger

A hem sag hem de sol idealse A ya R nin bir ideali denir [4].
Ornek 2.10 Z halkasinin tiim idealleri n € N olmak iizere nZ formundadir.

Ornek 2.11 R bir halka ve M de toplamsal degismeli bir grup olmak iizere; her a,b € R
ve x,y € M icin

.  alx+y)=ax+ay,

2. (a+b)x=ax+bx,

3. (ab)x = a(bx)

olacak sekilde R x M den M ye (a,x) — ax tasviri varsa M ye bir sol R-modiil denir [4].

Ornek 2.12

1. Her R halkasini, skaler carpimi halkadaki ¢arpim alirak kendisi iizerinde bir R-

modiil olarak diisiinebiliriz.

2. V, K cismi iizerinde bir vektor uzayi ise V bir K-modiildiir.



3. 1, R nin bir ideali ise [ bir R-modiildiir

4. I, R nin bir ideali ise R x R/I — R/I skaler ¢carpimini (r,s + 1) — rs+1 ile tanim-
larsak R/I bir R-modiil olur.

5. Her G toplamsal grubu i¢in Z x G — G skaler ¢carpimi (m, g) — mg ile tanimlanirsa

G bir Z-modiil olur.

6. R ve S iki halka ve f : R — S bir halka homomorfizmasi olsun. M bir S-modiil ise
R X M — M skaler ¢carptmini (r,m) — f(r)m ile tamimlanirsa M bir R-modiil olur.

Ozel olarak, M = S alir ve S-modiil olarak diistiniirsek S bir R-modiil olur [5].

Tanim 2.13 R bir halka, M bir R-modiil ve N C M bog olmayan bir alt kiime olsun. N de
ayni iglemle bir R-modiil ise N ye M nin bir alt modiilii veya M nin R-alt modiilii denir

[S].

Bu boliimde bundan sonra R halkasi birimli ve degismeli halka olarak kabul edilecektir.

Ornek 2.14
1. M modiiliiniin kendisi ve sifirindan ibaret {0y, } = 0 alt kiimesi M nin alt modiiliidiir.
2. R halkasini R-modiil olarak diisiindii§timiizde, alt modiilleri R nin idealleridir [5].

Onerme 2.15 R-modiil M nin bos olmayan bir N C M alt kiimesinin alt modiil olmas1

i¢in gerek ve yeter kosul her r,7” € R, her m,m’ € N i¢in rm+ r'm’ € N olmasidir [5].

Onerme 2.16 R bir halka, M bir R-modiil, N bir alt modiilii ve & # X C M bir alt kiime
olsun. (N:X) = (N:g X) ={r € R | rX C N} olarak tanimlansin. Bu durumda agagidakiler

saglanir.

I.  (N:X), R nin bir idealidir.

2. (N:X)=(N:(X))dir[5].

Tanmim 2.17 R bir halka, M bir R-modiil ve @ # X C M bir kiime olsun. (0: X) = {r €
R | rX = 0} idealine X in sifirlayicist denir ve Ann(X) ile gosterilir [5].

Ornek 2.18 Z-modiil Zg yi diisiinelim. X = {2,3} C Zg olarak alalm. (0 : X) = 37 yani
Ann(X) = 3Z dir.



Tanmm 2.19 R bir halka, M bir R-modiil olsun. (0: M) = {r € R | rM = 0} idealine M
modiilniin sifirlayicist denir ve Ann(M) ile gosterilir. Eger Ann(M) = 0 ise M modiiliine

sadik modiil denir. Ayrica, Ann(M) = (,,cpr Ann(m) dir [5].

Ornek 2.20 Z-modiil Zg icin Ann(Ze) = 6Z oldugundan Z-modiil Z¢ sadik modiil degil-
dir. Fakat Z-modiil Z i¢in Ann(Z) = 0 oldugundan Z-modiil Z sadik modiildiir.

Onerme 2.21 R bir halka ve M bir R-modiil, I da R nin bir ideali olsun. I C Ann(M)
ise R/I x M — M skaler ¢arpimini (r+1,m) — rm ile tanimlayarak R-modiil M bir R/I-
modiil yapilabilir. Ayrica, M nin bir alt kiimesinin R-alt modiil olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul bir R/I-alt modiil olmasidir [5].

Onerme 2.22 R bir halka, M bir R-modiil ve N de M nin bir alt modiilii olsun. R x M /N —
M /N skaler carpimini (r,m+ N) — rm+ N ile tanimlayarak M /N toplamsal boliim grubu

bir R-modiil yapilabilir. M /N ye bolim modiilii denir [5].

Ornek 2.23 Z-modiil Z nin 47 alt modiiliinii ele alalim. Bu durumda Z /47 béliim grubu

bir Z-modiil olarak boliim modiiliidiir.

Sonug 2.24 M /N ayn1 zamanda bir R/(N : M)-modiildiir [5].

Tamim 2.25 R bir halka, M ve N de R-modiil olsunlar. Bir f : M — N fonksiyonu,
1.  herm,m € Migin, f(m+m') = f(m)+ f(m'),

2. herreRveherme M igin, f(rm) =rf(m)

kosullarini sagliyorsa f ye bir R-modiill homomorfizmasi denir. Bir homomorfizma birebir
ise monomorfizma, Orten ise epimorfizma ve hem birebir hem de Orten ise izomorfizma

denir [5].

Onerme 2.26 R bir halka ve f : M — N bir R-modiil homomorfizmasi olsun.
Cekf ={me M| f(m) =0y}, M nin bir alt modiilidiir. f nin birebir olmas1 igin gerek

ve yeter kosul Cekf = 0 olmasidir [5].

Tanim 2.27 R bir halka, M bir R-modiil ve N bir alt modiilii olsun. p: M — M /N, p(m) =
m—+ N ile taniml1 fonksiyon bir 6rten homomorfizmadir. Bu fonksiyona dogal homomor-

fizma denir [5].



Teorem 2.28 (Homomorfizma Teoremi) R bir halka ve f : M — N bir R-homomorfizmasi

olsun. Bu durumda, M /Cekf = f(M) = Im(f) dir [5].

Teorem 2.29 (1. Izomorfizma Teoremi) R bir halka, M, ve M,, R-modiil M nin iki alt
modiilii ve M; C M, oldun. Bu takdirde M, /M, de M /M in bir alt modiiliidiir. Ayrica,

(M/My)/(Ma/My) = M /M, dir [5].

Teorem 2.30 (2. izomorfizma Teoremi) R bir halka, M bir R-modiil ve M; ile M, de iki
alt modiil olsunlar. Bu takdirde W : M, /(M N M,) — (M) + M) /My, m+ (M; N M;) —

m—+ M, ile tanimli1 W fonksiyonu bir izomorfizmadir [5].

Tamim 2.31 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. Her r € R ve
m € M igin, rm € N olmasi m € N veya r € (N : M) olmasin gerektiriyorsa N ye R-modiil

M nin bir asal alt modiili denir [5].

Ornek 2.32
1. R halkasinin her asal ideali R-modiil R nin bir asal alt modiiliidiir.
2. Bir vektor uzayinin her 6z alt modiilii asaldir [5].

Lemma 2.33 R bir halka, M bir R-modil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. N alt
modiiliiniin asal olmasi igin gerek ve yeter kosul (N : M) nin, R halkasinin asal ideali

olmasi ve M /N nin bir serbest burulmali R/(N : M)-modiil olmasidir [5].

Ispat: N, R-modiil M nin bir asal alt modiilii ve a,b € R olmak iizere ab € (N : M) ve
b ¢ (N : M) olsun. Su halde abM C N ve bM € N olur. Béylece abt € N ve bt ¢ N olacak
sekilde bir r € M vardir. N, R-modiil M nin bir asal alt modiilii oldugu ig¢ina € (N : M) olur.
Boylece (N : M) bir asal idealdir. Ayrica, 0 # 7 € R/(N : M) ve m € M/N olmak iizere
7m = 0 olsun. Su halde rm € N ve r ¢ (N : M) olur. N asal alt modiil oldugundan m € N
ve boylece /m = 0 olur. Tersine, M /N bir serbest burulmali R/ (N : M)-modiil olsun. N nin
asal alt modiil oldugunu gosterelim. r € R ve m € M olmak iizere rm € N ve r ¢ (N : M)
olsun. O halde 7ir =0 ve 7 # 0 olur. M /N serbest burulmali R /(N : M )-modiil oldugundan

m = 0 ve boylece m € N olur.



Yukaridaki Lemma ya gére N, M nin asal alt modiilii ise (N : M), R halkasiin asal ide-
alidir. Fakat bir sonraki 6rnek (N : M), R halkasinin asal ideali iken N nin R-modiil M nin

asal alt modiilii olamayabilecegini gosterir.

Ornek 2.34 Z-modiil M = Z x Z nin a > 1 olmak iizere, N = Z(a,0) alt modiiliinii goz
oniine alalim. Bu durumda (N : M) = (0), Z halkasmnin asal idealidir. Fakat N, asal alt

modiil degildir [5].

Onerme 2.35 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. Eger
(N : M), R halkasimin bir maksimal ideali ise N, M nin bir asal alt modiiliidiir. Ozel olarak,
IM # M olacak sekilde R halkasinin her / maksimal ideali i¢in /M, M nin bir asal alt

modilidiir [5].

Ispat: (N : M) = P, R halkasimin maksimal ideali oldugu i¢in M /N, R/P cismi iizerinde
bir vektor uzayidir. O halde M /N bir serbest burulmali R/P-modiildiir. Buradan N nin M
nin bir asal alt modiilii oldugu elde edilir. Ayrica, I C (IM : M) oldugu agiktir. Fakat 7,
R halkasmin bir maksimal ideali ise, I = (IM : M) olur. O halde /M, M nin bir asal alt

modiilidir.

Teorem 2.36 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. N nin bir
asal alt modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul R halkasinin bir 7 ideali ve M nin bir D alt

modiilii icin ID C N olmasinin, / C (N : M) veya D C N olmasidir [5].

ispat: Kabul edelim ki N, R-modiil M nin asal alt modiili olsun. 7, R halkasinin bir ideali
ve D, M nin bir alt modiilii olmak iizere, ID C N fakat D g_ N oldugunu kabul edelim.
a € I alalim. O halde ad € N ve d ¢ N olacak sekilde bir d € M vardir. N asal alt modiil
oldugu i¢in a € (N : M) olur. Sonug olarak I C (N : M) oldugu goriiliir. Tersine, r € R ve
m € M olmak iizere rm € N ve m ¢ N olsun. Bu durumda (r)(m) C N ve (m) = Rm ¢ N

olur. Hipotezden (r) C (N : M) ve boylece r € (N : M) olur.

Onerme 2.37 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir maksimal alt modiilii ise N

asaldir [5].

ispat: N, M nin bir maksimal alt modiilii olsun. r € R ve m € M olmak iizere rm € N fakat

m ¢ N olsun. O halde N + Rm = M dir. Boylece rM = rN+Rrm C N, yani r € (N : M)
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olur. Boylece N, M nin bir asal alt modiiltidiir.

Onerme 2.38 R bir halka, {N; :i € I}, R-modiil M nin asal alt modiillerinin bostan farkli
bir ailesi ve bu aile tam sirali(zincir) olsun. O halde (;c; N;, M nin bir asal alt modiiliidiir.

Eger M sonlu iiretilmis ise | J;c; V;, M nin bir asal alt modiiltidiir [5].

ispat: N = (;¢; N; olsun. O halde N, M nin bir 6z alt modiiliidiir. » € R ve m € M olmak
izere rm € N fakat m ¢ N olsun. Boylece m ¢ N; olacak sekilde bir i € I vardir. N; asal
alt modiil oldugu i¢in r € (N; : M) olur. j, I nin herhangi bir eleman1 olmak iizere N; C N;
ise r € (N; : M) oldugu agiktir. Obiir yandan N; C N; ise rm € Nj ve m ¢ N; oldugundan
r € (Nj: M) olur. Sonug olarak r € (N : M) olur. $imdi kabul edelim ki K = [J;¢; N; olsun.
M sonlu iiretilmis oldugundan K bir 6z alt modiildiir. » € R ve m € M olmak iizere rm € K
fakat m ¢ K olsun. Bir i € [ igin rm € N; ve m ¢ N; olur. N; asal alt modiil oldugu i¢in

re (Nj: M) C (K : M) olur. Boylece K asal alt modiildiir.

Tanim 2.39 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. Her r € R
ve m € M igin, rm € N ve m ¢ N olmasi bir ¢ > 0 tam sayisi i¢in ¥ € (N : M) olmasini
gerektiriyorsa, yani, r € R ve m € M i¢in, rm € N iken r € /(N : M) veyam € N ise N

ye asalimsi alt modiil denir [5].

Ornek 2.40
1. R bir halka olsun. Her R-modiil R nin asalims1 alt modiilleri asalims1 idealleridir.
2. 47.1», Z-modiil Z, nin bir asalims1 alt modiiliidiir.

Onerme 2.41 M bir R-modiil ve N, M nin bir asalimsi alt modiilii olsun. Su halde (N :

M) = Ann(M/N), R nin bir asalims1 idealidir [5].

ispat: N, M nin bir asalims: alt modiilii olsun. a,b € R olmak iizere, ab € (N : M) ve
b ¢ (N : M) kabul edelim. O halde abM C N ve bM ¢ N dir. Boylece abm € N ve bm ¢ N
olacak sekilde en az bir m € M bulunabilir. N asalims1 alt modiil oldugundan a* € (N : M)

olacak sekilde bir k tam sayis1 vardir. Boylece (N : M) bir asalimst ideal olur.

Sonu¢ 2.42 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir asalims1 alt modiilii olsun. O

halde /(N : M) bir asal idealdir [5].



Tanim 2.43 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. /(N : M) =

Pise N ye P asal idealine iliskin asalimsi alt modiil veya kisaca P-asalimsi alt modiil denir

[5].

Onerme 2.44 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. R nin bir
P ideali i¢in asagidaki iki kosul saglaniyorsa P bir asal ideal ve N de M nin bir P-asalimsi

alt modiiludiir.

1. Her r € Rve m € M i¢in rm € N ve m ¢ N olmasi r € P olmasini gerektirir,
2. r € P ise bir k pozitif tam sayis1 icin 7*M C N dir [5].

Ispat: Bu iki kosul saglaniyorsa N nin asalimst bir alt modiil oldugu aciktir. \/m =P
oldugunu gosterelim. (2) den P C \/m dir. Ters kapsama i¢in, r € \/m alalim.
Bir pozitif s tam sayis1 igin r* € (N : M) ve boylece r*M C N dir. s yi bu sekildeki en kiigiik
pozitif tam say1 olarak secelim. O halde s > 1 ve r*~'M ¢ N dir. O halde r*~ lm ¢ N olacak

sekilde en az bir m € M vardir. Boylece r(r*~'m) € N ve ¥*"'m ¢ N oldugundan (1) den
r € Pyani, /(N : M) C P elde edilir.

Sonu¢ 2.45 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir P-asalimsi1 alt modiilii olsun.

reR,meMvermeNiserc Pveyam e N dir [5].

Sonuc¢ 2.46 R bir halka, M bir R-modiil olsun. N, M nin bir P-asalimsi1 alt modiili 7, R

nin bir ideali ve K, M nin bir alt modiilii olsun. O halde IK C N ise I C P veya K C N dir
[5].

Ispat: K ¢ N olsa, bir m K/N vardir ki her r € I igin rm € IK C N olur. m ¢ N ve N

asalimsi alt modiil oldugundan r € P elde edilir.

Sonuc 2.47 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir P-asalimsi alt modiilii olsun. X,

R halkasinin X ¢ P olacak sekilde bir alt kiimesi ise (N :y X) = N dir [5].

Ispat: (N ;3 X) = (N :y (X)) oldugundan X alt kiimesini bir ideal kabul edebiliriz.
X(N :m X) C N ve X € P dir. Bir 6nceki sonugtan, (N ;3 X) C N dir. N C X(N :y X)

oldugu agiktir. Buradan (N :3 X) = N elde edilir.
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Onerme 2.48 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir asalimsi alt modiilii olsun. O
halde N nin bir asal alt modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (N : M) nin R halkasinin

bir asal ideali olmasidir [5].

Ispat: N bir asal alt modiil oldugunda (N : M) nin bir asal ideal oldugunu biliyoruz.
Tersine, kabul edelim ki (N : M), R halkasinin bir asal ideali olsun. r € R ve m € M olmak
iizere rm € N ve m ¢ N kabul edelim. N asalimsi alt modiil oldugu igin bir n tam sayisi

icin " € (N : M) olur. Sonug olarak N, M nin bir asal alt modiiliidiir.

Tanim 2.49 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. Eger r,s € R
ve x € M olmak tizere rsx € N iken rx € N veya sx € N oluyorsa N ye klasik asal alt modiil

denir [6].

Tanim 2.50 R bir halka, M bir R-modil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. Her r € R
ve m € M igin, 0 # rm € N olmasi m € N veya r € (N : M) olmasin1 gerektiriyorsa N ye

R-modiil M nin bir zayif asal alt modiilii denir [7].

0 alt modiilii her zaman zayif asal alt modiil oldugundan, herhangi bir zay1f asal alt modiil

asal alt modiil olmak zorunda degildir.

Ornek 2.51 Zg-modiil Zg da {0} alt modiilii zayif asal alt modiil iken asal alt modiil
degildir.
Tanim 2.52 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. Eger r,s € R

ve x € M olmak iizere rsx € N iken rs € (N : M), rx € N, sx € N durumlarindan en az biri

saglaniyorsa N ye 2-yutan alt modiil denir [8].

Onerme 2.53 N, M nin bir 2-yutan alt modiilii ve /(N : M) = J olsun. O halde (N : M)

ve J, R nin 2-yutan idealidir. Ayrica, J> C (N: M) CJ = {r€R|r*> € (N: M)} dir [8].

Ispat: Kabul edelim ki str € (N : M) olacak sekilde s,¢,7 € R olsun. Eger st,tr ¢ (N : M)
ise srx,try ¢ N olacak sekilde x,y € M N vardir. N 2-yutan ve st(r(x+y)) € N oldugundan
st € (N: M) veya sr(x+y) € N veya tr(x+y) € N dir. Eger sr(x+y) € N ise srx ¢ N
oldugundan sry ¢ N dir. Boylece st(ry) € N ve try ¢ N,st € (N : M) olur. Benzer sekilde

tr(x+y) € N durumunda da st € (N : M) elde edilir. (N : M), 2-yutan ideal oldugundan J
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de 2-yutan idealdir, 6yle ki J2 C (N: M) CJ={reR|r* € (N: M)} dir.

Lemma 2.54 N, M nin bir P-asalimsi alt modiilii olsun. O halde N nin 2-yutan olmasi
icin gerek ve yeter kosul P> C (N : M) olmasidir. Ozel olarak, M nin her bir K maksimal

alt modiilii i¢in (K : M)?, R nin bir 2-yutan idealidir [8].

ispat: N, 2-yutan ise bir onceki onermeden P2 C (N : M) dir. Tersine, kabul edelim ki
r,s € Rve x € M igin rsx € N olsun. Eger rx, sx ¢ N ise N, P-asalims1 oldugundan r,s € P

ve boylece rs € P> C (N : M) olur.

Tanim 2.55 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. Eger r,s € R
ve x € M olmak iizere rsx € N iken rs € (N: M), rx € \/(N:M)M, sx € /(N: M)M

durumlarindan en az biri saglaniyorsa N ye 2-yutan asalimsi alt modiil denir [9].

Tanim 2.56 R bir halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olsun. Eger r,s € R
ve x € M olmak tizere 0 #rsx e Nikenrs € (N : M), rx € /(N :M)M,sx € \/(N: M)M

durumlarindan en az biri saglaniyorsa N ye zayif 2-yutan asalimsi alt modiil denir [9].

Teorem 2.57 M bir R-modiil ve N, M nin bir alt modiilii olsun. Eger /(N : M)M, M nin

bir asal alt modiilii ise N, M nin 2-yutan asalimsi alt modiiliidiir [9].

Ispat: Kabul edelim ki /(N : M)M, M nin bir asal alt modiilii olsun. a,b € R ve m € M
olmak tizere am ¢ /(N : M)M olacak sekilde abm € N alalim. /(N : M )M asal alt modiil
ve abm € /(N : M)M oldugundan b € (\/(N : M)M : M) dir. Boylece bm € /(N : M)M

elde edilir. Sonug olarak N, M nin bir 2-yutan alt modiilii olur.
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BOLUM 3

BiR MODULUN IDEALLESTIRILMESI

Bu boliimde R de8ismeli, birimli bir halka ve M de bir R-modiil kabul edilecektir. Bir
M modiiliiniin R de ideallestirilmesi R(4+)M = {(r,m)| r € R, m € M} olarak asagidaki

islemler ile tanimlanmisgtir:

ri=ry, m=my < (ri,m)=(r2,m),
(ri,my) + (ra,ma) = (r1 +r2,my +my),

(ri,my) - (ra,m) = (rira,rimy +ramy).

Bu iglemlerle R(+)M degismeli ve (1,0) eleman ile birimli bir halka olur. Tanimla-
nan R(+)M halkasia M modiilii ile R halkasinin agikar genislemesi de denir. R halkasi
R(+)M halkasinin igine f : R — R(+)M; r — (r,0) halka homomorfizmast ile gémii-
lebilir. Burada f(R) = R(+)0 dir. R(+)0, R(+)M halkasinin bir alt halkasidir fakat ideali
desildir.

R(+)M halkas: tizerinde tanimlanan islemler halkanin bazi 6zelliklerini bilinenden farkl

hale getirir.

Ik olarak bu halkanin ideallerini inceleyelim. I ve J sirasiyla R ve S halkalarinin idealleri
olsunlar. Biz biliyoruz ki R x § = {(r,s)| r € R, s € S} bilinen ikili iglemler ile bir halkadir
ve ayrica herhangi bir ideali I x J formundadir. Fakat R(+)M halkasinin herhangi bir
ideali 7, R nin bir ideali N de M nin bir alt modiilii olmak iizere I(+)N formunda olmak

zorunda degildir. Bunu 6rnek ile gosterelim.

Ornek 3.1 Z(+)2Z halkasmnin J = ((2,2)) idealini ele alalim. I, R nin, N de M nin alt
modiilii olmak iizere J ideali /(4 )N formunda olsaydi 2 € 27Z ve (2,2) € 27Z(+)2Z oldu-
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gundan 27(+)2Z = J olmalidir. Kabul edelim ki J = 27Z(+)2Z olsun. O halde (2,4) €
27(+)27Z dir. Fakat (2,4) ¢ J.

R(+)M halkasinin I(+)N formunda olan idealleri de bulunmaktadir. Bu formdaki ideal-

lere 6zel bir ad verecegiz.

Tanmm 3.2 Eger R(+)M halkasinin bir J ideali, /, R nin bir ideali, M bir R-modiil ve N

de M nin bir alt modiilii olmak tizere /(4 )N formunda oluyorsa J ye homojen ideal denir.
Ornek 3.3 6Z(+)37Z12, Z(+)7Z1, halkasinin bir homojen idealidir.

Ayrica, I, R nin bir ideali, N de M nin bir alt modiilii olmak tizere I(+)N kiimesi R(+)M

nin bir ideali olmak zorunda degildir.

Ornek 3.4 47(+)8Z kiimesi, (4,8) € 4Z(+)8Z ve (1,1) € Z(+)Z iken (4,8)(1,1) =
(4,12) ¢ 47Z(+)8Z oldugundan Z(+)Z halkasinn bir ideali degildir.

Ancak, asagidaki teorem saglanirsa /, R nin bir ideali, N de M nin bir alt modiilii olmak

tizere I(+)N kiimesi R(+)M halkasinin bir ideali olur.

Teorem 3.5 [, R nin bir ideali, N de M nin bir alt modiilii olsun. Bu durumda 7(+)N nin

R(+)M nin bir ideali olmasi igin gerek ve yeter kosul /M C N olmasidir [3].

Ispat: Kabul edelim ki I(+)N, R(+)M nin bir ideali olsun. Herhangi i € I ve m € M igin
(i,0) € I(+)N ve (0,m) € R(+)M dir. I(+)N vyi ideal kabul ettigimizden (i,0)(0,m) =
(0,im) € I(4)N olur. Buradan im € N ve dolayisiyla IM C N elde edilir.

Tersine, (i1,n1), (i2,nz) € I(+)N ve (r,m) € R(+)M alalim. I bir ideal, N de bir alt modiil
oldugundan (iy —ip,n; —ny) = (i1,n1) — (i2,n2) € I(+)N ve ayrica IM C N kabuliinden
(r,m)(i1,ny) = (riy,rny +iym) € I(+)N olur. Boylece, I(+)N nin R(+)M nin bir ideali

oldugu gosterilmis olur.

Bu teoremin bir sonucu olarak 0(+)M kiimesi R(+)M halkasinin bir ideali ve m;,my € M
igin (0,my)(0,mz) = (0,0) = Og()p oldugundan (0(+)M)? = 0 dir. Dolayisiyla, O(+)M
nilpotent idealdir ve eger M # 0 ise 0(+)M nin nilpotentlik derecesi 2 dir.

M yi bir R-modiil olarak kabul etmistik. Ayrica, R(+)M nin de bir R-modiil oldugu kul-

lanilarak M modiiltiinii R(+)M modiilii igine
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f: M — R(+)M; m+— (0,m) seklinde gomiilebilir. Burada f(M) = 0(4)M dir. Dola-
yistyla M, R(+)M halkasinin O(+)M ideali olarak goriilebilir. Bir modiiliin ideallestiril-

mesi ismi de buradan gelmektedir.

Teorem 3.6 I, R nin bir ideali, M bir R-modiil N, M nin bir alt modiilii ve I(+)N
de R(+)M nin bir ideali olsun. O halde, M/N bir R/I-modiil, (R(+)M)/(I(+)N) =
R/I(+)M/N ve 6zel olarak, (R(+)M)/(0(+)M) = R/0(+)M /M = R dir [3].

Ispat: I(+)N ideal ise Teorem 3.5 ten IM C N dir. O halde, I C (N : M) = Ann(M/N)
oldugundan M /N bir R/I-modiil ve buradan da R/I(+)M /N bir halkadir. Simdi bir f
tasvirini r € R, m € M olmak iizere f: R(+)M — R/I(+)M/N; (r,m) — (r+1,m+N)
ile tanimlayalim. f bir epimorfizma ve Cekf = I(+)N dir. 1. izomorfizma teoreminden
(R(+)M)/(I(+)N) =2 R/I(+)M/N dir. Ozel olarak, I = 0, N = M olarak alindiginda da
istenilen elde edilir.

Sonug 3.7 M bir R-modiil olsun. R(+)M halkasinin 0(+)M yi iceren tiim idealleri J, R

nin bir ideali olmak iizere J(+)M formundadur.

Zy, bir Z-modiil oldugundan Z(+)Z,, bir halkadir. Simdi bu halkanin birimsel, nilpotent,

idempotent ve sifir bolen elemanlarini karakterize edelim.
Onerme 3.8 Z(+)Z, halkasinin
1.  Birimsel elemanlari, tiim k € Z, igin, (1,k) veya (—1,k) formundadir.
2. Nilpotent elemanlari, tiim k € Z, igin (0, k) formundadur.
3. Idempotent elemanlari (1,0) ve (0,0) dr.
4. Sifir bolen elemanlarindan olusan kiime
Z(Z(+)Zyp) = {(a,k) | a= 0 veya (a,n) # 1, k € Z,} dir.
Ispat: (1) Kabul edelim ki (a,k) € Z(+)Z, birimsel eleman olsun. O halde, (a,k)(b,7) =
(ab,at +bk) = (1,0) olacak sekilde (b,7) € Z(+)Z, elemani vardir. Boylece, U(Z) =

{1,—1} oldugundan @ = 1 = b ya daa = —1 = b dir ve buradan da 7 + k = 0 elde edilir.

Dolayisiyla, Z(+)Z, halkasinin birimsel elemanlar1 k € Z,, olmak iizere (1,k), (—1,k)
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seklindedir. Tersine, (1,k)(1,n—k) = (1,0) ve (—1,k)(—1,n—k) = (1,0) oldugundan
(1,k) ve (—1,k) birimseldir.

(2) Kabul edelim ki (@, k) € Z(+)Zy nilpotent eleman olsun. O halde, (a,k)' = (a',ta’ k)
= (0,0) olacak sekilde bir € N* vardir. Z halkasinin tek nilpotent elemani 0 oldugundan
a = 0 elde edilir. Tersine, (0,k)?> = (0,0) oldugundan (0,k), her k € Z, icin bir nilpotent

elemandir.

(3) Kabul edelim ki (a, k) € Z(+)Z, idempotent eleman olsun. O halde, (a,k)* = (a®,2ak)
= (a,k) ve boylece, Z nin idempotent elemanlari 1 ve 0 oldugundan a = 1 veya a = 0 dir.
Eger a = 1 ise 2k —k = k = 0 dir ve eger a = 0 ise k = 0 dir. Tersine, (1,0)> = (1,0) ve
(0,0)? = (0,0) oldugundan (1,0) ve (0,0) idempotenttir.

(4) Kabul edelim ki (a,k) € Z(+)Z, herhangi bir sifir bolen eleman olsun. O halde,
(a,k)(b,f) = (ab,at + bk) = (0,0) olacak sekilde (0,0) # (b,) € Z(+)Z, vardir. Z bir
tamlik bolgesi ve dolayisiyla O eleman: disinda sifir boleni olmadigindan a =0 veya b =0
dir. Eger a # 0 ise b = 0 ve buradan da n | at olur. (b,7) # (0,0) oldugundan (a,n) # 1 elde
edilir. Béylece, a = 0 ya da (a,n) # 1 dir. Tersine, 0 # b € Z icin (0,k)(b,0) = (0,0) oldu-
gundan (0, k) sifir bélendir. Ayrica, d = (a,n) # 1 olmak iizere 0 # t € Z igin td = n olsun.
Bu durumda (a,k)(0,7) = (0,0) olacak sekilde bir (0,7) # (0,0) oldugundan (a,n) # 1

igin (a,k) sifir bolendir.

Herhangi toplamsal, degismeli M grubu ayni zamanda bir Z-modiildiir. Dolayisiyla Z(+)M

bir halkadir. Bu halkanin baz1 6zel elemanlar1 agsagidaki 6nermede karakterize edilmistir.

Onerme 3.9 Z(+)M halkasinin:

1. Birimsel elemanlart her m € M igin, (1,m) veya (—1,m) formundadir.
2. Nilpotent elemanlart her m € M igin, (0,m) formundadir.
3. Idempotent elemanlari (1,0) ve (0,0) dr.
4. Sifir bolen elemanlarinin kiimesi
Z(Z(+)M) = {(a,m) la=0ora € Ann(M),m € M} seklindedir.
Ispat: (1) Kabul edelim ki (a,m) € Z(+)M birimsel eleman olsun. O halde, (a,m)(b,n) =
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(ab,an+ bm) = (1,0) olacak sekilde (b,n) € Z(+)M elemani vardir. Boylece, U(Z) =
{1,—1} oldugundan ¢ = 1 = b ya da a = —1 = b dir ve buradan da n+m = 0 elde
edilir. Dolayisiyla, Z(+)M halkasinin birimsel elemanlart (1,m), (—1,m) dir. Tersine,
(I,m)(1,—m) = (1,0) ve (—1,m)(—1,—m) = (1,0) oldugundan m € M igin (1,m) ve

(—1,m) birimseldir.

(2) Kabul edelim ki (a,m) € Z(+)M nilpotent eleman olsun. O halde,
(a,m)" = (a",na"~'m) = (0,0) olacak sekilde bir n € N* vardir. Z halkasinin tek nilpo-
tent elemani 0 oldugundan a = 0 elde edilir. Tersine, (0,m)? = (0,0) oldugundan (0,m),

her m € M i¢in bir nilpotent elemandir.

(3) Kabul edelim ki (a, k) € Z(+)M idempotent eleman olsun. O halde, (a,k)? = (a?,2ak)
= (a,k) ve bdylece, Z nin idempotent elemanlar1 1 ve 0 oldugundan a = 1 veya a = 0 dir.
Eger a = 1 ise 2k —k = k = 0 dir ve eger a = 0 ise k = 0 dir. Tersine, (1,0)? = (1,0) ve
(0,0)? = (0,0) oldugundan (1,0) ve (0,0) idempotenttir.

(4) Kabul edelim ki (a,m) € Z(+)M sifir bolen eleman olsun. O halde, (a,m)(b,n) =
(ab,an+bm) = (0,0) olacak sekilde (0,0) # (b,n) € Z(+)M vardir. Z bir tamlik bolgesi
ve dolayisiyla O eleman1 disinda sifir boleni olmadigindan a = 0 veya b = 0 dir. Eger
a # 0ise b = 0 dir. Bu durumda (0,0) # (b,n) oldugundan an = 0 ve n # 0 dir. Boylece,
a € Ann(M) elde edilir. Tersine, eger a = 0 ise (0,m)(b,0) = (0,0) olacak sekilde (b,0) #
(0,0) ve eger a € Ann(M) ise (a,m)(0,n) = (0,0) olacak sekilde (0,n) # (0,0) vardir.
Onerme 3.10 R(+)M halkasinin

1.  Birimsel elemanlart U(R(+)M) = U(R)(+)M dir[3].

2. Idempotent elemanlari Id(R(+)M) = Id(R)(+)0 dir[3].

3. Sifir bolen elemanlart Z(R(+)M) = {(r,m) |[r € Z(R)UZ(M),m € M} dir[3].
Ispat: (1) Kabul edelim ki (r,m) € U(R(+)M) olsun. O halde (r,m)(s,n) = (rs,rn +
sm) = (1,0) olacak sekilde bir (s,n) vardir. Buradan rs = 1 ve dolayisiyla r € U(R) elde
edilir. Tersine, » € U(R) alalim. O halde rs = 1 olacak sekilde bir s € R vardir. Buradan
(r,0)(s,0) = (1,0) oldugundan (r,0) birimseldir ve her m € M igin (0,m) de nilpotent

oldugundan (r,m) = (r,0) + (0,m) birimsel elde edilir.
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(2) Kabul edelim ki r € R idempotent olsun. O halde (r,0), (r,0)(r,0) = (r,0) oldugundan
idempotenttir. Tersine, kabul edelim ki (r,m) € R(4)M idempotent olsun. O halde (r,m) =
(r,m)? = (?,2rm) olur. Buradan r nin idempotent oldugu elde edilir. Ayrica, m = 2rm den
de rm = 2r*m = 2rm ve boylece rm = 0 dir. Buradan da m = 2rm ve rm = 0 dan m = 0

elde edilir.

(3) Kabul edelim ki r € Z(R) UZ(M) olsun. Eger r € Z(R) ise rs = 0 olacak sekilde 0 #
s € R vardir. Buradan (r,0)(s,0) = (0,0) ve (s,0) # (0,0) oldugundan (r,0) € Z(R(+)M)
dir. Eger r € Z(M) ise rn = 0 olacak sekilde 0 # n € M vardir. Buradan (0,7n) # (0,0)
ve (r,0)(0,n) = (0,0) oldugundan (r,0) € Z(R(+)M) dir. Herhangi m € M i¢in (0,m) €
Nil(R(+)M) dir. Dolayisiyla, (r,m) = (r,0) 4+ (0,m) € Z(R(+)M) olur. Tersine, (r,m) €
Z(R(4+)M) alalim. Oyleyse bir (s,n) # (0,0) igin (0,0) = (r,m)(s,n) = (rs,rn+sm) dir.
Eger s # 0 ise rs = 0 ve boylece r € Z(R), eger s =0 ise n # 0 ve rn = 0, bdylece r € Z(M)

olur. Dolayisiyla r € Z(R) UZ(M) dir.
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BOLUM 4

R(+)M HALKASININ IDEALLERI

Teorem 4.1 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil olsun. R(+)M halkasinin

asal idealleri 22, R nin bir asal ideali olmak iizere & (+)M formundadir [3].

Ispat: Kabul edelim ki J, R(4-)M nin bir asal ideali olsun. (0(+)M)? =0 C J ve J de asal
oldugundan (0(+)M) C J dir. J, 0(+)M yi igerdiginden Sonug 3.7 den P, R nin bir ide-
ali olmak tizere J = P(+)M formundadir. Ayrica, (R(+)M)/J = (R(+)M)/(P(+)M) =
R/P tamlik bolgesi oldugundan P asal idealdir. Tersine P, R nin bir asal ideali olsun.
(R(+)M)/(P(+)M) = R/P tamlik bolgesi oldugundan P(+)M, R(+)M nin asal ideali-
dir.

Teorem 4.2 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil olsun. R(+)M halkasinin

maksimal idealleri .#, R nin bir maksimal ideali olmak tizere .# (4 )M formundadir [3].

Ispat: Kabul edelim ki J, R(+)M nin bir maksimal ideali olsun. O halde J ayni zamanda
asal idealdir. Teorem 4.1 in ispatindan faydalanarak .#, R nin bir ideali olmak iizere
J = . (+)M formunda oldugu elde edilir. Ayrica, (R(+)M)/J = (R(+)M) /(A (+)M) =
R/ A cisim oldugundan .# maksimal idealdir. Tersine .#, R nin bir Maksimal ideali
olsun. (R(+)M) /(.4 (+)M) = R/.# cisim oldugundan .# (+)M, R(+)M nin maksimal

idealidir.

Teorem 4.3 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil olsun. R(+)M halkasinin

radikal idealleri /, R nin bir radikal ideali olmak iizere /(+)M formundadir [3].

Ispat: Kabul edelim ki J, R(+)M nin bir radikal ideali olsun. (0(+)M)?> =0 C J ve
J de radikal ideal oldugundan (O(+)M) =0 C J dir. J, 0(4+)M yi icerdiginden Sonug
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3.7 den I, R nin bir ideali olmak tizere J = I(+)M formundadir. Ayrica, (R(+)M)/J =
(I(+)M) = R/I oldugundan I radikal idealdir. Tersine /, R nin bir radikal ideali olsun.

(R(+)M)/(I(+)M) = R/I oldugundan I(+)M, R(+)M nin radikal idealidir.

Teorem 4.4 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil, /(+)N de R(+)M halkasinin
bir ideali olsun. I(+)N nin radikali \/I(+)N = /I(+)M dir [3].

Ispat: Kabul edelim ki (r,m) € /I(+)N olsun. O halde (r,m)" = (¥",nr""'m) € I(+)N
olacak sekilde n € N* vardir. Buradan r* € I ve dolayisiyla r € v/ elde edilir. Boylece
(r,m) € VI(+)M ile \/I(+)N C VI(+)M elde edilir. Tersine, (r,m) € vI(+)N alalim. O
halde 7" € I olacak sekilde n € N vardir. 1, R nin bir ideali oldugundan MtlelvelM C
N oldugundan da (n+ 1)r*m € N dir. Béylece, (r,m)""! = (¥"*1 (n+4 1)r"m) € I(+)N

olur. Buradan da (r,m) € \/I(+)N ile VI(+)M C \/I(+)N elde edilir.

Teorem 4.5 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil, J de R(+)M halkasinin bir
ideali olsun. J nin radikali I = {r € R| (r,b) € J, b € M} olmak iizere \/J = /I(+)M dir
[3].

Ispat: 0(+)0, R(+)M nin sifir ideali ve \/0(+)0 = {(r,m) € R(+)M|(r,m)" € 0(+)0,n €
N*} dir. \/O(+)0, R(+)M nin tiim nilpotent elemanlarini igerdiginden ve 0(+)M de
R(+)M nin bir nilpotent ideali oldugundan 0(+)M C /0(+)0 olur. J ideal oldugundan
0(+)0 € J ve buradan da 0(+)M C /0(+)0 C +/J ile bir 6nceki teorem ve Sonug 3.7
yardimiyla v/J = v/I(+)M elde edilir.

Teorem 4.6 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil olsun. /, R nin bir ideali, N
de M nin bir alt modiilii olsun. Bu durumda I(+)N nin asalimsi olmasi i¢in gerek ve yeter
sart ya

1. N = M ve I nin R nin bir ideali olmas1 ya da

2. N CM,IM CN,I ve N nin P-asalims1 olmasidir [3].

Ispat: N = M ise (R(+)M)/(I(+)M) = R/I oldugundan I(4)M asalimsidir ancak ve an-

cak I asalimsidir. Kabul edelim ki N C M olsun. I(+)N, R(4+)M nin bir ideali ise IM C N

dir. (R(+)M)/(I(+)N) ye gecerek I =0 ve N = 0 oldugunu kabul edebiliriz. Simdi,
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0(+)0 idealinin asalimsi olmasi igin gerek ve yeter kosul Z(R(+)M) = Nil(R(+)M)
veya (Z(R)UZ(M))(+)M = /O(+)M veya Z(R) UZ(M) = /0 olmasidir. /0, R nin tiim
asal ideallerinin kesisimi ve Z(R) ile Z(M), R nin asal ideallerinin birlegsimi oldugundan
Z(R)UZ(M) = +/0 dir ancak ve ancak Z(R) = Z(M) = +/0 = P dir. Buradan 0, R nin

P-asalimsi ideali, M nin de P-asalimsi alt moduliidiir.

R(+)M halkasinin maksimal, asal ve radikal idealleri homojen olmasina ragmen asalimsi

idealleri homojen olmak zorunda degildir.

Ornek 4.7 Z4(+)7Z halkasim diisiinelim. Bu halkanin ((2,1)) = {(0,0),(2,1)} ideali

asalimsidir, fakat ne homojen ne de asal idealdir [3].

Teorem 4.8 R degismeli ve birimli halka, M bir R-modiil ve /(+)N de R(+)M nin bir
zayif asal ideali olsun. Bu durumda 7, R nin zayif asal ideali ve N de M nin zayif asal alt

modiiliidiir [10].

Ispat: Kabul edelim ki a,b € R olmak iizere 0 # ab € I alalim. O halde,

(0,0) # (a,0)(b,0) € I(+)N ve buradan I(+)N zayif asal ideal oldugundan (a,0) €
I(+)N veya (b,0) € I(+)N elde edilir. Boylece a € I veya b € I ile I nin zayif asal ideal
oldugu gosterilmis olur. Simdi » € R, m € M olmak iizere 0 # rm € N alalim. O halde,
(0,0) # (r,0)(0,m) € I(+)N ve buradan I(+)N zayif asal ideal oldugundan (r,0) € I(+)N
veya (0,m) € I(+)N elde edilir. Boylece r € I C (N : M) veyam € N ile N nin zay1f asal

alt modiil oldugu gosterilmis olur.
R(+)M halkasinin bir zayif asal ideali homojen olmak zorunda degildir.

Ornek 4.9 74(+)Z, halkasinin ((2,1)) ideali zayif asal ideal olmasina ragmen ne ho-
mojen ne de asal idealdir. Gergekten, ((2,1)) = {(0,0),(2,1)} ve ((2,1)) — (0,0) = (2,1)
sadece (2,1)(1,0) = (2,1)(1,1) = (2,1)(3,0) = (2,1)(3,1) = (2,1) olarak yazilabilir.

Onerme 4.10 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil olsun. I(+)N nin nilpotent

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul I nin R nin bir nilpotent ideali olmasidir [11].

Ispat: Kabul edelim ki 7 nilpotent ideal olsun. O halde ¥ = 0 olacak sekilde bir k € N*

vardir. (I(4)N)**! = I*1(4)I*N = 0 dir ve boylece I(+)N nilpotent idealdir. Tersine,
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I(4)N nilpotent ideal olsun. O halde I(+)N* = I*(+)N = 0(+)0 = 0 olacak sekilde bir

k € NT vardir. Buradan k € N* icin I* = 0 ve dolayisiyla I nilpotent ideal elde edilir.

Teorem 4.11 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil olsun. Eger /, R nin bir

n-yutan ideali ise I(+)M, R(+)M halkasinin bir n-yutan idealidir [12].

Ispat: Kabul edelim ki x; = (r;,m;) € R(+)M olmak iizere x;...x, € I(+)M olsun. Bu
durumda ry...r,, € I ve I da n-yutan oldugundan n-1 tane (r;,m;) ¢carpimu /(+)M idealine

diigecektir. Buradan /(+)M n-yutan ideal elde edilir
R(+)M halkasinin bir n-yutan ideali homojen olmak zorunda degildir.

Ornek 4.12 7Z4(+)Z, halkasimn ((2,1)) ideali 2-yutan ideal olmasina ragmen homojen
degildir.

Teorem 4.13 R bir tamlik bolgesi and I da R nin n-yutan olup (n — 1)-yutan olmayan
bir ideali olsun. O halde 0(+)/, R(+)R halkasinin (n + 1)-yutan olup n-yutan olmayan
bir idealidir. Ozel olarak, eger P, R nin bir asal ideali ise O(+)P, R(+)M nin bir n-yutan
idealidir [12].

Ispat: I, n-yutan olup (n — 1)-yutan olmayan bir ideal oldugundan r; € R olmak iizere
ri...ry € I olup n— 1 tane r; lerin ¢arpimi / da icerilmeyecektir. Kabul edelim ki s; =
(r1,0),....8, = (ry,0) ve 5,11 = (0,1) olsun. O halde, s;...b,+1 = (0,r1...r,) € O(+)I dir
buradan da s; lerin n tane ¢arpiminin O(+)/ da olmadig1 goriiliir. Dolayisiyla 0(+ )7 bir
n-yutan ideal degildir. Simdi cj...c,4+2 € 0(4)I olacak sekilde ¢; = (ay,my),...,cpi2 =
(ant2,mys2) € R(+)R alalim. 1/0(+)I = 0(+)R asal ideal oldugundan c; lerin en az bir
tanesi O(+ )R dedir, c; = (0,m;) € 0(+)R diyelim. Buradan ¢ ...c, 42 = (0,mas...ay42) €
0(+)1 ve bdylece myay...a, 2 € I dir. Dolayisiyla ya m ile n— 1 tane g; nin carpimi ya da
n tane a; nin ¢carpimi / dadir ve boylece ya ¢y ile ¢; den farkli n — 1 tane ¢; nin ¢arpimi ya
da c; den farkli n tane ¢; nin ¢arpimi O(+)/ dadir. Buradan O(+)7, R(+)R nin n+ 1-yutan

ideali elde edilir.

Ornek 4.14 Z(+)Z halkasm diisiinelim. py, ..., p, € Z pozitif asal sayilar (birbirinden
farkli olmak zorunda degil) olmak iizere I = (p; - - - p,)Z olsun. O halde 1, Z nin n-yutan

olup (n— 1)-yutan olmayan bir idealidir. Boylece O(+)I, Z(+)Z nin (n+ 1)-yutan olup
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n-yutan olmayan bir idealidir [12].

Onerme 4.15 p asal olmak iizere R = Z(+)Z, ve I = pZ(+)pZ, olsun. O halde 1, R nin

bir 2-yutan idealidir.

Ispat: (pZ)Z, = pZ, oldugundan I, Z(+)Z, nin bir idealidir. Eger p { n ise (p) = Z, dir

ve boylece I asaldir. Kabul edelim ki p | n, x;j = (a;,b;) ve

x1x2x3 = (ayaxas,ajarbs + aybyaz + byazas) € I olsun. O halde ajazas € (p) oldugun-
dan a; € (p), a2 € (p), a3 € (p) durumlarindan en az biri saglanir. Eger a;,a; € (p) ise

xjx € I, bdylece I, 2-yutan ideal olur. Simdi kabul edelim ki a; € (p) ve as,a3 ¢ (p) ol-

sun. O halde p | a1, pta; ve ptas tir. Buradan p | a; ve ajabs + ajbyaz +biazas € (p)
oldugundan byazaz € (p) elde edilir. Dolayisiyla by € (p), @ € (p), @3 € (p) durumla-
rindan en az biri saglanir. Eger by € (p) ise x; € I ile istenen elde edilir. Eger j = 2,3
icin@; € (p) ise bir k € Z igin n | aj — pk ve p | n oldugundan p | a; elde edilir. Boylece

x1x; €1 dir.

Onerme 4.16 M bir Z-modiil, p € Z asal, N C M bir asal alt modiil ve pZ C (N:M)

olsun. O halde I = pZ(+)N, Z(+)M halkasiin bir 2-yutan idealidir.

Ispat: (pZ)M C N oldugundan I, Z(+)M nin bir idealidir. Simdi i = 1,2,3 icin x; =
(ki,m;) € Z(+)M olmak tizere xxpx3 = (kikoks,mykoks + kymoks + kjkoms) € I alalim.
Burada k1 kyk3 € pZ oldugundan p | kikpk3 ve dolayisiyla en az bir i igin p | k; olmalidir. p,
ki lerden en az ikisini bolityorsa pZ C (N : M) oldugundan herhangi i, j i¢in k;M ,k;M C N
elde edilir ki bu da istenen (k;k;,k;m;+kjm;) = x;x; € I sonucunu verir. $imdi p nin k;
lerden sadece birini boldiigii durumu inceleyelim. Kabul edelim ki herhangi i, j, ¢ igin p | k;
ve p{kj,k; olsun. O halde k; € (N : M) dir. Buradan k;m jk; + kik jm; € N ve N alt modiil
oldugundan m;k jk; € N elde edilir. N bir asal alt modiil ve &k, ¢ (N : M) oldugundan da

m; € N olur. Boylece (k;,m;) = x; € I sonucuyla istenene ulagilir.

Onerme 4.17 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil, P C R asal ideal, N C M

asal alt modiil olsun. O halde I = P(+)N ideali R(+)M halkasinin bir 2-yutandur.

Ispat: Kabul edelim ki i = 1,2,3 icin x; = (r;,m;) € Z(+)M olmak iizere

xX1xX2x3 = (rirar3,myrar3 + rymors +ryrpms) € I olsun. Burada ryrr3 € P ve P de asal
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oldugundan en az bir i i¢in r; € P dir. P nin r; lerden en az ikisini icerdii durumda
P C (N : M) oldugundan herhangi i, j i¢in r;M,r;M C N dir. Buradan istenen (r;r;,r;m;+
r jmi) = x;xj € I sonucu elde edilir. Simdi P nin r; lerden sadece birini i¢erdigi durumu
inceleyelim. Kabul edelim ki herhangi i, j,k i¢in r; € P ve rj,r; ¢ P olsun. Bu durumda
ri € (N : M) dir. Dolayisiyla rym jTk+rirjmi € N ve N de alt modiil oldugundan m;rjr; € N
elde edilir. N bir asal alt modiil ve rjry ¢ (N : M) oldugundan da m; € N olur. Buradan

(ri,m;) = x; € I sonucuyla istenen elde edilmis olur.

Teorem 4.18 R birimli ve degismeli bir halka ve M bir R-modiil olmak iizere /, R nin
bir ideali, N de M nin bir alt modiilii olsun. Eger I(+)N homojen ideali R(+)M nin bir

n-yutan ideali ise /, R nin bir n-yutan ideali ve N de M nin bir n-yutan alt modiiliidiir [13].

Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir, yani /, 2-yutan ideal N de 2-yutan alt modiil-

ken I(+)N 2-yutan ideal olmayabilir.

Ornek 4.19 67, hem Z nin bir 2-yutan ideali ve Z-modiil Z nin de bir 2-yutan alt mo-
diilii olmasina ragmen Z(+)Z halkasinin 6Z(+)6Z ideali 2-yutan degildir. Gergekten,
(18,0) = (3,1)(2,0)(3,—1) € 6Z(+)6Z iken (3,1),(2,0),(3,—1) carpanlarindan her-
hangi ikili ¢arpimi 6Z(+)6Z idealinde degildir. Ayrica daha da 6zele indirgersek 1, 2-
yutan ideal, N asal alt modiil olsa dahi /(+)N 2-yutan ideal olmayabilir. Bu da (18,0) =
(3,1)(2,0)(3,—1) € 6Z(+)3Z drnegi ile gosterilebilir.

Onerme 4.20 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil, / C R asal ideal, N C M
klasik asal alt modiil olsun. O halde I(+)N homojen ideali, R(+)M halkasinin bir 2-yutan

idealidir.

Ispat: Kabul edelim ki (ryrars,myrars+rymors+riroms) € I(+)N olsun. I asal ve riryr3 €
I oldugundan en az bir i = 1,2,3 i¢in r; € I olmahdir. IM C N oldugundan rym;ry +
rirjmy € N ve N de alt modiil oldugundan m;r;r; € N elde edilir. Buradan N klasik asal
alt modiil oldugundan r;m; € N veya rym; € N dir. Boylece (r;,m;)(rj,mj) = (rirj,rimj+

rim;) veya (ri,m;)(ri,my) = (rirg, rimyg + rpm;) ile istenen elde edilir.

Onerme 4.21 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil, /, R nin bir 2-yutan

asalimsi ideali, N, M nin bir alt modiilii olsun. O halde 7(+)N ideali R(+)M halkasinin
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bir 2-yutan asalimsi idealidir.

Ispat: Kabul edelim ki i = 1,2,3 icin x; = (r;,m;) € R(+)M olmak iizere

x1xx3 = (rirar3,myrars + rimars +ryroms) € I(4)N olsun. I, 2-yutan asalimsi ideal ol-
dugundan herhangi i, j i¢in ryrj € I veya rirj € /T olmaldir. Eger rirjelise I C VI
oldugundan x;x; = (r;rj, rym;+rjm;) € VI(+)M = \/I(+)N ile istenen elde edilmis olur.
Ayrica, rirj € /I durumunda da aynt islemlerle x;x; = (ryrj,rim;+rjm;) € \/m elde

edilir.

Onerme 4.22 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil ve I(+)N de R(+)M

halkasinin bir 2-yutan asalimsi ideali olsun. O halde /, R nin bir 2-yutan asalimsi idealidir.

ispat: Kabul edelim ki r,rp,r3 € R i¢in ryrpr3 € I olsun. O halde,
(rirar3,0) = (r1,0)(r2,0)(r3,0) € I(+)N dir. I(+)N, 2-yutan asalimst ideal oldugundan
i,j =1,2,3 olmak iizere herhangi i, j i¢in (r;,0)(rj,0) = (rirj,0) € I(+)N olur. Buradan

rirj € I edilir. Boylece I, R nin 2-yutan asalimsi idealidir.

Sonug 4.23 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil olsun. Bu durumda /(+)N
nin R(+4)M halkasinin bir 2-yutan asalimsi ideali olmasi igin gerek ve yeter sart / nin R

nin bir 2-yutan asalimsi ideali olmasidir.

Onerme 4.24 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil, /, R nin bir zayif 2-yutan
asalimst ideali, N, M nin bir alt modiilii ve I(+)N, R(+)M halkasinin bir homojen ideali
olsun. O halde I(+)N, zayif 2-yutan asalimsi idealdir.

Ispat: Kabul edelim ki i = 1,2, 3 i¢in x; = (r;,m;) € R(-++)M olmak iizere (0,0) # x1xox3 =
(rirars,myrary + rymors + riraoms) € I(+)N olsun. O halde riryr3 # 0 ve I da zayif 2-
yutan asalimsi ideal oldugundan herhangi i, j i¢in r;r; € I veya rir; € V1 dir. Eger r;r el
ise I C /T oldugundan x;x; = (rirj,rim;j+r;m;) € VI(+)M = \/I(+)N ile istenen elde
edilmis olur. Ayrica, rir; € /I durumunda da ayn1 iglemlerle x;x; = (r;rj, rim;+r;m;) €

VI(+)N elde edilir.

Onerme 4.25 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil ve I(+)N de R(+)M hal-
kasinin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali olsun. O halde 7, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi

idealidir.
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Ispat: Kabul edelim ki r|, 2, 3 € Rigin 0 # riror3 € I olsun. O halde (0,0) # (r1r27r3,0) =
(r1,0)(r2,0)(r3,0) € I(+)N dir. I(+)N, zayif 2-yutan asalimsi ideal oldugundan i, j =
1,2,3 olmak iizere herhangi i, j i¢in (r;,0)(r;,0) = (r;r;,0) € I(+)N olur. Buradan r;r; € I

edilir. Boylece /, R nin zayif 2-yutan asalimsi idealidir.

Sonug 4.26 R birimli ve degismeli bir halka, M bir R-modiil olsun. Bu durumda /(+)N
homojen idealinin R(+)M halkasinin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali olmast i¢in gerek

ve yeter kosul I nin R nin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali olmasidir.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, oncelikle, bir R-modiil M nin ideallestirilmesi olarak tanimlanan
R(+)M halkasinin temel ozellikleri ve iizerinde tanimlanan iglemlerin bilinen ikili isle-
melerden farkli olmasiyla halka iizerinde olusan farkli 6zellikleri incelendi. Devaminda,
sirastyla Z(+)Zy,, Z(+)M, R(+)M halkalarinin birimsel, nilpotent, idempotent ve sifir
bolen elemanlari karakterize edildi. Son olarak R(+)M halkasinin bazi 6zel ideallerinin

karakterizasyonu yapildi.
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