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OZET

MOHAND DONUSUMU VE KESIRLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN ULAM TiPi KARARLILIGI
YUKSEK LiSANS TEZi
ZEYNEP YUCEDAG
BOLU ABANT iZZET BAYSAL UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGIiTiM ENSTITUSU

MATEMATIK ANA BiLiM DALI

MATEMATIK YUKSEK LISANS PROGRAMI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. YASEMIN BASCI)

BOLU, TEMMUZ - 2025
IX + 43 sayfa

Bu tez, integral operatorii olan Mohand doniisiimii ile Riemann-Liouville
kesirli tlirevini iceren kesirli lineer diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam
kararliligin1 igermektedir. Tez bes kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda yani
girig boliimiinde, kesirli tiirev, Mohand déniisiimii ve Hyers-Ulam kararliligindan
bahsedildi. Ikinci kistmda, yani materyal ve yéntem béliimiinde bazi temel tanim
ve teoremler, Riemann-Liouville kesirli tiirevi ve integrali, Mohand déniisiimiiniin
tanimi ve zellikleri verildi. Ugiincii kisimda yani bulgular béliimiinde Hyers-Ulam
kararliliginin tarihgesi verildi, bazi fonksiyonlarin Mohand doniisiimii elde edildi
ve Riemann-Liouville kesirli tiirevi iceren kesirli lineer diferansiyel denklemlerin
Hyers-Ulam tipi kararlilii Mohand dontisiimii kullanilarak incelendi. Dordiincii
kisimda tartisma boliimii ve besinci kisimda da sonug ve Oneriler kismi verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Mohand déniisiimii, Riemann-Liouville kesirli
tirevi, Riemann-Liouville kesirli integrali, Hyers-Ulam kararliligi, Kesirli
diferansiyel denklemler.
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ABSTRACT

MOHAND TRANSFORM AND ULAM TYPE STABILITY OF
FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
MSC THESIS
ZEYNEP YUCEDAG
BOLU ABANT IZZET BAYSAL UNIVERSITY
INSTITUTE OF GRADUATE STUDIES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. YASEMIN BASCI)

BOLU, JULY 2025
IX + 43 pages

This thesis adresses the Hyers-Ulam stability of fractional linear differential
equations involving the Riemann—Liouville fractional derivative, using the Mohand
transform as an integral operator. The thesis consists of five parts. In the first parts,
the introduction, the fractional derivatives, the Mohand transform and Hyers-Ulam
stability are discussed. In the second part, the materials and methods section, some
basic definitions and theorems, Riemann-Liouville fractional derivative and
integral, definition and properties of Mohand transform are given. In the third parts,
the findings section, the historical development of Hyers-Ulam stability is
presented, the Mohand transforms of some functions are obtained and Hyers-Ulam
type stability of fractional linear differential equations involving Riemann—
Liouville fractional derivative is investigated using the Mohand transform. A
discussion section is given in the fourth part and the conclusion and
recommendations are given in fifth part.

KEYWORDS: Mohand transform, Riemann-Liouville fractional derivative,
Riemann-Liouville fractional integral, Hyers-Ulam stability, Fractional differential
equations.
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Tablo 2.1. Baz1 fonksiyonlarin Mohand dontistimleri
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KISALTMA VE SEMBOLLER LiSTESI

AC|a,b] : [a, b] araliginda tanimli olan mutlak siirekli fonksiyonlarin kiimesi

B(-,") : Beta fonksiyonu

C"[a, b] : [a, b] araliginda tanimli olan ve n defa tiirevlenebilen
fonksiyonlarin kiimesi

it : a. mertebeden alt limiti a olan Riemann-Liouville tiirevi

E.(z) : Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

E,p3(2) : Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

it : a. mertebeden alt limiti a olan Riemann-Liouville integrali

Lq[a,b] : [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi

M{f(t);v} :f(t) nin Mohand doniisimii
M~1{R(v); t} : Ters Mohand déniisiimii

N : Dogal sayilar kiimesi
R : Reel sayilar kiimesi
Re() : Karmasik saymin reel kismi

rc) : Gamma fonksiyonu
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1. GIRIS

Kesirli mertebeden tlirev ve integral, Leibniz ve Newton’un ayrintili bir
sekilde ele aldiklar klasik tiirev ve integral kavramlarinin daha genel bir halidir.
Kesirli mertebeden tlirev kavrami, aslinda herhangi bir mertebeden tiirev alma
islemini ifade eder. Tipki tam say1r mertebeden tiirev ve integral gibi koklii bir

gecmise sahiptir. Kesirli tiirev, ¢esitli kaynaklarda belirtildigi lizere ilk defa 1695

a“y,,
dxn

yilinda Leibniz’in L’Hospital’a yazdig1 bir mektupta “ gOsterimi ile yani “tam

say1 mertebeden tlirev tanimi tam say1 olmayan mertebeden tiireve genisletilebilir
: . 1
mi?” sorusunu sormastyla baslamistir. L’Hospital bu soruya “n = > olursa ne

olur?” sorusu ile cevap vermistir. L’Hospital’in bu sorusunun ardindan bir¢ok
matematikei kesirli tiirev lizerine ¢alismustir. Liouville, Riemann, Weyl Lagrange,
Fourier, Euler, Laplace ve Abel gibi birgok matematik¢i bu konu {izerine ¢aligan
matematikg¢iler arasindadir. Bircogu kendi notasyonlarini kullanarak kesirli
mertebeden integral ve tiirev kavramina uyan tanimlar buldu. Bu tanimlarin en ¢ok
bilinenleri Riemann-Liouville, Caputo ve Grunwald-Letnikov kesirli tirevleridir.

Kesirli mertebeden tiirevin mertebesi, tam say1 olarak alindiginda tam sayili
mertebeden tiirev ifadesi ile ayn1 olmaktadir. Belirli kosullar altinda bu tanimlarin
birbirine esdeger oldugu baz1 calismalarda incelendi. Tanimlar arasinda gegisler
olmasina ragmen, fiziksel yorumlar1 birbirinden farklidir. Kesirli analizde tiirev
sayisinin birden fazla olmasi, verilen probleme en uygun olan tanimin
kullanilmasini ve en iyi ¢oziimiin elde edilmesini saglamaktadir.

Diferansiyel denklemlerin ¢6zliimiinde integral doniisiimleri siklikla
basvurulan yontemler arasinda yer alir. Ozellikle belirli sinir kosullarina bagh
diferansiyel denklemlerde, integral doniisiimler problem yapisini sadelestirerek,
¢cozlim siirecini kolaylastirmaktadir. Ancak integral doniisiim uygulanarak sonug
elde edildigi i¢in orijinal denklemin ¢6ziimii i¢in ters doniisiim islemi gerektirdigi
unutulmamalidir.

Integral doniisiimler, uygulamali matematik, miihendislik ve ger¢ek hayat
problemlerinde etkili bir yontem olarak kullanilmaktadir. En ¢ok kullanilan Laplace
doniisiimiine ek olarak Sumudu, Natural, Tarig, Aboodh, Elzaki, Mohand, Shehu

ve Kamal doniisiimii gibi ¢ok sayida integral doniisiimii vardir. Bu tezde bu



doniisiimlerden Sumudu ve Laplace doniisiimlerinin degistirilmis bir versiyonu
olarak kabul edilen Mohand doniisiimii kullanildu.

Mohand doniigiimii, 2017 yilinda Mohand ve Mahgoub tarafindan
tanimlandi. Kisa siirede bir¢cok arastirmaciin dikkatini ¢ekti ve uygulamalarda
kullanild1 (Mohand, 2017).

Kararlilik problemi, ilk kez 1940 y1linda Wisconsin iiniversitesinde Ulam
tarafindan ortaya atildi. Bundan bir y1l sonra Hyers, Banach uzaylar1 i¢in bu
problemi cevapladi. Fonksiyonel denklemlerin, Hyers-Ulam kararliliginin
incelenmesinden sonra 1993 yilinda Hyers-Ulam kararliligi, Obloza (1993-1997)
tarafindan diferansiyel denklemlere uyarlandi. Bdylece fonksiyonel denklemler
yerine diferansiyel denklemlerin kullanilmas1 yeni bir arastirma alaninin dogmasina
neden oldu.

Lungu ve Popa (2012), birinci mertebeden bir kesirli diferansiyel denklemin
Hyers-Ulam kararliligin1 gosterdiler. Gordji ve ark. (2011), ikinci mertebeden
kesirli diferansiyel denklemlerin kararliligini inceledi. Hegyi ve Jung (2013),
Laplace denkleminin kararliligini ele aldilar.

Bu tez ¢alismasinda, Riemann-Liouville kesirli tiirevini igeren kesirli lineer
diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam tipi kararliligt Mohand doniisiimii

kullanilarak incelendi.



2. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, tez calismasinda kullanilacak bazi temel tanimlar ve teoremler

verildi.

2.1 Temel Kavramlar
Tammm 2.1.1 (Gamma fonksiyonu) Kesirli hesaplamalarin  temel
fonksiyonlarindan biri Euler’in Gamma fonksiyonu I'(z) dir. Gamma fonksiyonu
n! faktoriyelini n’in tam say1 olmayan sayilar1 ve kompleks say1 degerlerini

icerecek sekilde genellestirir. Gamma fonksiyonu

I'(z) = j e tt?71dt,Re(z) > 0 (2.1)
0

integrali ile tanimlanir. Gamma fonksiyonunun temel 6zelliklerinden biri,
['(z+1) =2zI(2) (2.2)

denklemini saglamasidir. Yani,

rz+1) = f e 't?dt = —e 7|2, + zJ et t?71dt = zI'(2)
0 0
dir.

Ozel olarak,

[ee]

(1) = j e~ tdt
0
T
= lim fe‘tdt
T—oo
0
t |T

= lim —e™" |

T—oo
=1
oldugu ve (2.2) esitligi kullanilarak, z = 1,2,3, ..., i¢gin
r2)=1r@)=1=1!

r(3) = 2.T(2) = 2.1! = 2!

Nz+1)=2zT(@)=z(z-1)! =1z
seklinde elde edilir (Podlubny, 1999).



Tanim 2.1.2 (Beta fonksiyonu) Beta fonksiyonu Re(z) > 0 ve Re(w) > 0 olmak

lizere
1
B(z,w) = frz_l(l - )W ldr (2.3)
0

seklinde tanimlanan iki degiskenli bir fonksiyondur (Podlubny, 1999).

Tamm 2.1.3 Beta fonksiyonu ve Gamma fonksiyonu arasinda

B(z,w) = % Re(z) >0, Re(w)>0 (2.4)

bagintis1 vardir.

Ispat:
r'(z)r(w) =f e 'tz ldt, Je‘ss{”"ldsl
0
ffe_(t1+51)tf"1s{"_1dt1dsl
0 0
olur.

Eger t; = xy,s; = x(1 — y) degisken degistirmesi yapilirsa, t; +s; = x
olur. 0 < t4,5; < o oldugundan 0 < x < oo olur.
Eger y = 1 olursa 1 — y < 0 olur. Dolayisiyla s; = x(1 —y) < 0 olur ki
buda 0 < s; < oo ile ¢gelisgir. Bu yiizden 0 < y < 1 olmalidur.
d(ty,51)

o(x,y) |1 -y —X| =%x>0
olur.
a(t1151)
300y dxdy = dt,ds;
oldugundan
PATW) = [y J;” e Cey)* [x(1 = y)]*xdxdy
— fj e—xxz+w—1yz—1(1 _ y)W_ldxdy
00
1 oo
— fyz—l(l _y)w—ldyf e—xxz+w—1dx
0 0
=B(z,w)I[(z+w)
elde edilir.



Beta fonksiyonu, asagidaki sekillerde de ifade edilebilir:

T

2
B(z,w) =2 f(cos 0)??~1(sin 8)?"¥~1d0, (2.5)
0
P uz—l
B(Z,W) :fmdu. (26)
0

Beta fonksiyonu i¢in verilen (2.5), (2.6) ve (2.3) tanimlar1 es anlamlidir

Yani, (2.3) de T = cos? @ alinirsa,
1

B(z,w) = frz_l(l —)% ldr
0

=—2 | (cos?6)* 1 (1 —cos?6)” cosHsinbdo

N|:IR‘O

(cos 8)??~1(sin0)**¥~1d6o

Il
N
O — i3

(2.5) tanimu elde edilir.
(2.3)det = ﬁ degisken degistirmesi yapilirsa

1
B(z,w) = frz‘l(l - )% ldr

0
(o)

= f T u+ D)™+ 1) (u+ 1)%du

0
< uz—l

B j ot D
0

(2.6) tanimu elde edilir.

Beta fonksiyonunun tanimindan
1

B(z,w) = frz_l(l — )% ldr

0
1

= f tW~l(1 —t)# tde
0
= B(w, z)



oldugu goriiliir. Bu esitlik Beta fonksiyonunun simetri 6zelligi olarak adlandirilir.

% 1
Ozel olarak z = w = 3 alinirsa,

/2

oY= wer

elde edilir.

1 1

BCﬁ—WﬂWﬂ—rlz
73— 1 UG
1—'(7 + 7)

oldugundan

1

r(z) =

bulunur.

Tamm 2.1.4 n=1,2,..i¢in f™ Y € AC[a, b] olacak sekilde [a, b] iizerinde

(n — 1). mertebeden siirekli tiirevlenebilen f(t) fonksiyonlarin uzay1

d
AC"[a,b] == {f: [a,b] = R ve (D" 1f)(t) € AC]a, b], (D = a)} (2.7)

bi¢iminde tanimlanir (Kilbas ve ark., 2006).
Tamm 2.1.5 Bir f(t) fonksiyonu i¢in

If(©)] < MyePot (t=T)

esitsizligi  saglanacak sekilde po,M; ve T sabitlei (M; >0,T > 0)

bulunabiliyorsa, f(t) fonksiyonuna {istel mertebeden bir fonksiyon denir.

Tanmm 2.1.6 (Mittag-Leffler fonksiyonu) n € N olmak {izere n. mertebeden
diferansiyel denklemler teorisinde e” nin bir parametreli genellestirilmesi G.M.

Mittag-Leffler tarafindan 1903 yilinda

E (z) = kzzo Tlak+ 1) (2.8)

olarak tanimlanda.

Iki parametreli genellestirilmesi de Agarwal tarafindan 1953 yilinda

Eqp(z) = kzzom (Re(a) > 0, Re(B)>0) (2.9)

olarak tanimland1 (Podlubny, 1999).



Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu kesirli hesaplamalarda énemli rol
oynar.

Mittag-Leffler fonksiyonunun bazi 6zel degerleri asagidaki gibidir:

> K
z
— — Z
Ei (2) = Z—F(k D e, (2.10)
k=0
SO T L
i 'k +2) — (k + 2)!
1oz 1
_ T T (pZ_
B ZZ k+1)! 2z (e”=1), 21D
k=0
i 72k 2, 42k
2y — — _
E,1(z%) = ;F(Zk D kZ_O(Zk)! cosh z. (2.12)

2.2 Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi ve Integrali

1832 yilinda, J. Liouville, ardisik olarak birka¢ 6nemli yayin yapmis ve li¢
kapsamli am1 kitab1 kaleme almistir. Liouville’in bu ¢alismalari, kesirli analizin
gelismesi acisindan temel bir rol oynadi. Ogrencilik déneminde kesirli analiz
izerine arastirmalar yiiriiten G.F. Berhand Riemann ise, kesirli integral teorisine
onemli katkilar sunmus olmasina ragmen, bu calismalari yasadigi donemde
yayimlamay1 tercih etmemistir. Riemann’in bu alandaki katkilar1 ancak 6liimiinden
sonra, 1892 yilinda, “Gesammelte Werke” adli eserde yayimlanarak bilim
diinyasmin dikkatine sunulmustur.

1869 yilinda, N. Ya. Sonin, “On Differentation with arbitrary index” baglikli
yaymmladigi makalede Riemann-Liouville yaklasimma dayanan kesirli
integrasyonun ilk hesaplamalarin1 yaparak bu tanimin uygulanabilirligini ortaya
koydu.

Riemann-Liouville tanimi, 19. yiizyilin sonlarmma dogru karmagsik analiz
yontemleri temel alinarak gelistirildi. Gliniimiizde, bu formiil cogunlukla reel analiz
baglaminda kullanilsa da ilk ¢ikis noktasi, karmasik bir analitik fonksiyonun
tekrarlanan tiirevleri icin Cauchy integral formiiliiniin genellestirilmesinden
gelmistir.

Bir f(t) fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli integrali asagidaki gibi

tanimlanir:



Tanmm 2.2.1 f(t) € L1(a,b) ve @ > 0 olsun. a. mertebeden Riemann-Liouville

kesirli integrali asagidaki gibi tanimlanir:

(15N® =15 )f(t f(u))l _du,  t>a (2.13)

(Samko ve ark.,1993).
Tanmm 2.2.2 f(t),[a,b] araliginda bir fonksiyon ve Re(a) =0 olsun. a .

mertebeden Riemann-Liouville sagdan kesirli tiirevi asagidaki gibi tanimlanir:

(050 = () ()
1 (d)"t fw)

“Tto—o\a) | Gomema @ n=[Re@l+1 214
a
(Samko ve ark.,1993).

Ornek2.23a=0,f(t) =tvea = éolsun. (2.14) ’den n=1oldugundan

Tdt \/;

1 d tl g
=\/_EE tj—xdx—f\/}dx

0 0

— 1d 2\/_t %t
_\/_EE tx|0——x .
BETERE
C Jmdt 3



1 d4 3
~ Vmdt 37
2
= ﬁ\/F
elde edilmis olur.
Tanmm 2.2.4 1;,1, € R olmak {izere a. mertebeden (a >0 ven—1<a <n,
n € N) Riemann-Liouville kesirli tiirevinin lineerligi asagidaki sekilde verilir:
D& (A f (8) + A,9(8)) = MDgaf () + A,D g+ g (o)
(Podlubny, 1999).
Lemma 2.2.5 Re(a) > 0 ve Re(f) > 0 olsun. O zaman

ra)

TN T BEC 15

Ugr(x =) () =

esitligi saglanir (Kilbas ve ark., 2006).
Ispat: (2.13)’den

t
1
(1 (= @) (0 = s [ (6= 0w - )

elde edilir. integrale u = a + (t — a)7 doniisiimii uygulandiginda

1 1
g+ (x — )P D)(t) = mj[(t — )1 -D]* Mt - )] (t — a)de
0

1
1
=——(t—aq)**h 1 f(l — ) 1¢B-14¢
0

'@

a1 o T@T(B)
“ T Y Tarp
— F(ﬁ) a+fp-1
_F(a+,8)(t_a) ’

bulunur.
Lemma 2.2.6 Re(a) = 0 ve Re(B) > 0 olmak tizere,

(DF e~ P 1)(®) = = (¢ — o (2.16)

B-a)



esitligi saglanir (Kilbas ve ark.,2006).

Ispat: (2.13), (2.14) ve (2.15) kullanilarak istenen elde edilir:

n

d
DEGe— )f () = (5] (G- P H®)

— d\" reg) —1+n-a
B (E) I‘(,8+n—a)(t_a)ﬁ

F(ﬁ) d -14+n—«a
F(ﬁ +n—a) (dt) (¢~ a)’

T T@B+n-a)
" TB+n-a) TB-a)

(t — a)f~a-1

re)

— _ B—a—1
rG-am Y

Lemma 2.2.7 t € [a,b] olsun. O zaman f € AC"[a, b] olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul

H)(qt
=5 1)'f(t ) 1f(”)(s)ds+zf @t~ oy (2.17)

seklinde yazilmasidir (Jarad ve Abdeljawad, 2020, g(t) = t i¢in).

ispat: f € AC™[a,b] olsun. O zaman, (2.7)’den f™ U € AC[a,b] olur. Bu
durumda, ¥ € Lq[a, b] olacak sekilde

fm*Kﬂ=Cm1+f¢@Ms

bir fonksiyon vardir. Bu fonksiyonun integrali alinirsa,

ﬂ“%0=@ﬂa—@+gﬂ+ffwgﬁw

olur. Integral siras1 degistirilirse
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FOD(E) = Coy(t — @) + Cposy + j (¢ — ) p(s)ds

elde edilir. Bu isleme bu sekilde devam edilirse

t
f (¢ — )" 1P(s)ds

n-1 (k) +
Fo=Y I ap s 2 5

k!
k=0

bulunur. Burada f ™~V (¢t) = C,_, + fatl/)(s)ds’nin tiirevi alinirsa

Y(s) = fM(s)

elde edilir. Boylece esitlik

®) (q+
O ==, f (6= )" [P )ds +2f @D e a

seklinde yazilabilir.

Teorem 2.2.8 Re(a) > 0, n = [Re(a)] +1 ve f € AC"[a, b] olsun. O zaman

f’nin Riemann-Liouville kesirli tiirevi hemen hemen her yerde vardir ve

LN = 7o j (¢ — $)" e F M (5)ds
n—-1 (k) +
+zrf (a +)1) t — q)k-a (2.18)

seklinde tanimlanir (Jarad ve Abdeljawad, 2020, g(t) = t i¢in).

Ispat: (2.17) nin her iki tarafina Riemann-Liouville kesirli tiirevi uygulanip (2.16)

kullanilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

(@)

'm—a)(n—

DI f(e) = i f f (t — )" (r — 5)" LM (s)dsdr

F® (@) a
+ZF T @219)

11



(2.19) da integrallerin siras1 degistirilirse

(@)

51O = Form =T |, |, € = 9 O sy
N FO@)
+Z e (GO CEL)

elde edilir. (2.20) de ki integralde u = E doniisiimii uygulanirsa,

(@)

t
T -DIT—-a) <L R A (S)ds>

®) (qt
] (1 —w) ey 1dy +zl_,f—(+)1)(t—a)k_a (2.21)

arf(@®)

olur. Beta ve Gamma fonksiyonunun 6zellikleri kullanilarak asagidaki elde edilir:

@ (|
DLF®) = roms f (¢ = )" F 0 (5)ds
n-1 (k) +
+ZF f ( ) t—a)k"“. (2.22)

. n
Istenen sonug (%) operatoriiniin integrale uygulanmasiyla elde edilir.

Not (2.18)’den

n-1 (k)( +)
(DEA)@® = (Z59F ™) (0) + Zf‘f—-i-l)(t — @)k« (2.23)
yazilabilir.
Teorem 2.2.9 @ > m,m € N olsun. O zaman
d m
(&) 1@ =1 (2.24)

bi¢imindedir (Jarad ve Abdeljawad, 2020, g(t) = t i¢in).
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ispat: (2.13) kullanilarak,

m

m 4
() o=

f (¢ — )% 1 f(s)ds

elde edilir. Sag taraftaki integrale % operatorii m kez uygulandiginda istenilen

sonu¢ elde edilir.

Sonu¢ 2.2.10 ¢ > f,m—1 < f <m,m € N olsun. O zaman

DEIGF@©) = I F(0) (2.25)

dir (Jarad ve Abdeljawad, 2020, g(t) = t igin).

Ispat: DB+I f(t) = (E) I g S

d\™ a+m—p
= () 15 ro
=157
Not Sonug 2.2.10°da a =  ise
gt [ = (D)
dir.

Teorem 2.2.11 Re(a) > 0,n = —[—Re(a)],f € L[a,b] ve Ij+f € AC"[a,b]

olsun. O zaman

F@) e

(1a+Da )f(t) = f(t) Zm(t (2.26)

dir (Jarad ve Abdeljawad, 2020, g(t) = t igin).
Ispat: (2.13) ve (2.14) kullanilarak,

n

(Ig+Dg)f (®) = % f (t — )t l(%) ”I“fl (s)ds

13



(:lit) ['(a + 1)f( _S)al s 1” “fl (s)ds

t
d 1 d[rd\"™*
= | — JE— — a ___ _ n—-a d
(@) F(a+1)f (¢ =95 [(ds) ar [ l (s)ds
a
elde edilir. Kismi integrasyon yontemi n kez uygulandiginda

(02070~ () i e o

. II;Iaf(a-'—) a—k+1
_;F(a+2—k) (t-a)

= (%) A% f(r)

Igr“f (@) ——
4 =1r(a+2—k)(t_a) 1
d R (gt
= (%> {I}rf(t) — I‘(C; +f2(a_ I)(_) (t — a)a—k+1}
17+%f (a*) s
A ZF( T2- k)(dt)(t_a) -
L@ e
A Zr s SO )

bulunur.

2.3 Mohand Déniisiimii ve Ozellikleri
Bu kesimde, Mohand doniisiimiiniin tanimi, Mohand doniisiimiiniin temel

ozellikleri ve bazi fonksiyonlarin Mohand doniisiimleri verildi.
Tamm 2.3.1 (Mohand doniisiimii)

M sabiti sonlu bir say1, k; ve k, sonlu veya sonsuz sayilar ve f(t) de her

t = 0 icin tanimlanmisg bir fonksiyon olsun. A kiimesi
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|t]

A= {f(t): IM, ki, k, > 0.|f(t)] < Meki,t € (—1) x [0,00)}

olarak tanimlansin. O zaman A kiimesinden alinan her f(t) fonksiyonu ig¢in

Mohand doniisiimii asagidaki gibi tanimlanir:

[0e]

M{f(t); v} = vzf e Vtf(t)dt, ki <v<k,. (2.27)

0
f(t) fonksiyonunun Mohand doniisiimiinii R (v) fonksiyonu ile gosterelim.
Ornegin;

1. f(t) = 1 alinirsa, Mohand d6niigiimii tanimindan

M{1;v} = vzf e vtdt
0

—vt
e
— UZ =
v

4% (2.28)

o

0

2. f(t) =t™ olsun. ik olarak t,t2,t3 Mohand doniisiimiinii hesaplayip,

t™’in Mohand doniisiimii i¢in genelleme yapilir.

f(t) = t alinirsa, Mohand doniisiimii tanimindan

M{t;v} = vzf e Vttdt
0

olur. Kismi integrasyon yontemini uygularsak
M{t;v} =1
elde edilir.

f@®) = t? igin;
M{t?;v} = vzf e Vtt2dt
0

15



dir. Kismi integrasyon uygulanirsa

2!
M{tz;v} = ;

elde edilir. Ayni sekilde f(t) = t3 i¢ginde

3!
M{t3; v} = ;

bulunur.
Genellenirse, f(t) = t™ igin

Migm; vy = - _Tont D (2.29)

vm—l vm—l

esitligi elde edilir.

1. t >0 ve A bir sabit olmak iizere, f(t) = e?* fonksiyonunun Mohand

doniistimii,
M{e*;v} = vzj e Vteltdt
0
T
= v? lim fe(‘””)tdt
T—coo
0
2 _e(—v+/1)t T
- Tl_)rr;o v—2A
0
2
= (A>wv,v>0).
v—A1
O zaman,
2 v?
Miett: vl = 2.30
{e*sv)=-— (2:30)
elde edilir.

Teorem 2.3.2 M{f(t); v} = R(v) olsun. O zaman

16



(i) M{f'(t);v} = vR(v) — v*f(0), (2.31)

(i) M{f" (t); v} = v*R(v) — v*f(0) — v*f'(0), (2.32)
GM{f ™ (6); v} = v"R(v) — TRZG v F AR (0). (2.33)
ispat:

@ M{f'@;v) =02 [ e (Dde

0]

=v? [e‘”tf(t)lgo + vf e“’tf(t)dt]

= vM{f(t); v} — v*f(0)
= vR(v) — v%f(0).

()  M{f"();v}=v?[ eVt f (Ddt

o

= p? [e‘”tf’(t)|3° + vf e‘”tf’(t)dt]

0
= vM{f'(t); v} — v*f'(0)
= v2R(v) — v3f(0) — v2f'(0).

(i) M{f®™();v}=v"R@) — v"*1f(0) — v f'(0) — -+ — V2D (0)
-1

— vnR(v) _ 1711—k+1f(k) (0)
0

S

&
Il

Teorem 2.3.3 M{f (t); v} = R(v) olsun. O zaman
a) M{tf(t);v} = [2— | R(v), (2.34)
b) M{tf'(t);v} = 2R(v) — 2vf(0)
d 2
Iy [vR(v) —v*f(0)], (2.35)
) M{tf"(t);v} = 2vR(v) — 2v*f(0) — 2vf'(0)

_j_v [V*R(w) — v*£(0) — v2F'(0)]. (2.36)
Ispat:

a) Mohand doniisiimiiniin v’ye gore tiirevi alinirsa
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divM{f(t); v} = %R(v) p f F(Dertdt + v? f (—Of (e~ dt
0 0

o (o)

=%v2f f(t)e‘”fdt—vzf tf(t)e vtdt

0 0
2
= —R(v) - M{tf (t); v}.
Buradan
2 d
M{tf(); v} = [; - %] k@)

elde edilir.

b) Sirasiyla, (2.34) ve (2.31) esitlikleri kullanilarak,
2 d
Mitf (050} = |~ - | mir @)
2 d
= |2 - | vr@) = v?£ ()
d
= 2R(v) — 2vf(0) — ——[vR(v) — v2f(0)]

elde edilir.

¢) Sirastyla, (2.34) ve (2.32) esitlikleri kullanilarak
2 d
Mitf" (@0} = |- = | MUF" @3}
2 d
= [5- | w2 R - w3 £ - w21 O))

= 2vR(v) — 2v%f(0) — 2vf'(0)

d ZR 3 0 2’0
- [VPR() = v3(0) = v (0)]

elde edilir.
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Teorem 2.3.4 (Lineerlik) f; ve f, sirasiyla, v > a; ve v > a, i¢cin Mohand
dontigiimleri olan iki fonksiyon olsun. v > max {a4, @,} ve ¢4, ¢, keyfi sabitleri

icin asagidaki esitlik vardir:
Mfci f1(0) + cof2(8); v} = e M{f1(0); v} + e, M{f>(0); v} (2.37)

Tammm 2.3.5 f ve g, [0, T] araliginda tanimli pargali siirekli ve iistel mertebeden
fonksiyonlar olsun. O zaman f ve g fonksiyonlarinin konvoliisyonu f(t) * g(t)

ile gosterilir ve

£ =g = (f » (@) = j F(t—x0)g(x)dx = j fEgt—ndx  (2.38)
0 0

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.3.6 f ve g, [0, T] araliginda tanimli parcali siirekli ve iistel mertebeden

fonksiyonlar olsun. O halde

f@*g@) =g@) = f() (2.39)
dir.
Teorem 2.3.7 (Konvoliisyon) M{f(t); v} = R(v) ve M{g(t); v} = G(v) olsun.

Konvoliisyonun Mohand doniisiimii

1
M{f(©) = g(0); v} = —2 M{f(0); v3M{g (0); v} (2.40)
bigimindedir.

Ispat:

oo

M{F(E) * g(0); v} = v2 f et f F(t—wgQdu |dt
0

0

t

= UZJ‘ e‘”tdtbff(t—u)g(u)du

Son esitlikte integrasyon sinirlart degistirilirse 0 <t <o ve 0 <u <t

iken0 <u<ooveu <t < oo,0halde
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(o) (°9)

M{F() * g(£); v} = v? f 9w du f Ft—wetdt

0 u

elde edilir. Son esitlikte t — u = 7 degisken degistirmesi yapilirsa,

oo oo

M{f(t) = g(t); v} = v? f g(u)duf f(D)e vt

0

=v? [ e "gu)du | e V" f(1)dt
f o]
1

=§R(U)G(U)

olur ve ispat tamamlanir.

Tanim 2.3.8 (Ters Mohand déniisiimii) Mohand dontisiimi M{f (t); v} = R(v)
olan f(t) fonksiyonuna, R(v) fonksiyonunun ters Mohand doniisiimii denir ve ters

Mohand doniisiimii M~ ile gosterilir.
Bazi1 fonksiyonlarin ters Mohand doniistimleri,

e M Yyt}=1
o M Y1;t}=t

° M—l {it} — eat

)
v—a

bi¢imindedir.
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Tablo 2.1. Bazi fonksiyonlarin Mohand doniistimleri

SN. f(@) M{f(t);v} = R(v)
1 1 v
2 t 1
3 t? 2!
4 t"neN n!
vn—l
5 t"n>-—-1 'n+1)
vn—l
6 eat vZ
v—a
7 sinat av?
(v? + a?)
8 cosat 3
(v? + a?)
9 sinhat av?
(v? —a?)
10 coshat 3
(v? —a?)
11 Jo(®) v’
V(@ +v3)
12 J1(®) v3
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3. BULGULAR

Bu bolimde, Hyers-Ulam kararliliginin tarihgesi verildi, bazi 6zel
fonksiyonlarin Mohand doniisiimleri elde edildi ve Riemann-Liouville kesirli
tirevini iceren kesirli diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam tipi kararlilig

incelendi.

3.1 Hyers-Ulam Kararhhginin Tarihcesi
1940 yilinda S. Ulam, Wisconsin Universitesi Matematik kuliibiindeki
konusmasinda birgok ¢oziilmemis problem sundu. Ulam bu konugmada

fonksiyonel denklemlerin kararlilik teorisinin baglangici olan problemi sundu.

1941 yilinda, Donald Hyers bu soruya dogrusal fonksiyonel denklemler i¢in
bir ¢oziim sundu. 1978 yilinda da Themistocles Rassias bu sonucu dogrusal

olmayan denklemleri de kapsayacak sekilde genellestirdi.

Fonksiyonel denklemler yerine diferansiyel denklemlerin kullanilmasi yeni
bir aragtirma alaninin dogmasina neden olmustur. Oblova (1993; 1997) lineer
diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligt {izerine ilk c¢alismalar
gerceklestiren kisi olarak bilinmektedir. Alsina ve Ger (1998) c¢alismalarinda
y'(t) = y(t) diferansiyel denkleminin Hyers-Ulam kararliligin1 incelediler.

Alsina ve Ger’in (1998) buldugu sonu¢ Miura ve ark. (2001), Miura (2002)
ve Takahasi ve ark. (2002) tarafindan genellestirildi. Daha sonra Miura ve ark.
(2003), Miura ve ark. (2004) ve Jung (2004; 2005; 2006) degisik tiirden birinci

mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin Hyers- Ulam kararliligini incelediler.
Jung ve Lee (2007),
Ay (x,y) + bu, (x,y) + cu(x,y) +d = 0

birinci mertebeden sabit katsayili lineer kesirli diferansiyel denkleminin Hyers-

Ulam kararliligini incelediler.

Lungu ve Popa (2012), birinci mertebeden bir kesirli diferansiyel denklemin
Hyers-Ulam kararliligint incelediler. Gordji ve ark. (2011), ikinci mertebeden

kesirli diferansiyel denklemlerin kararliligini incelediler. Wang ve ark. (2012;
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2014), kesirli lineer olmayan diferansiyel denklemlerin kararliligini ispatladilar ve

kesirli diferansiyel denklemlerin kararliligina iligskin bazi yeni kavramlar sundular.
Wang ve Xu (2015), Caputo kesirli tiirevini kullanarak

(‘D& y)(x) — y(x) = f(x),

ve
(°Dgry)(x) = ACDEYIGx) = g(x),
kesirli diferansiyel denklemlerinin Hyers-Ulam kararliligini incelediler.

3.2 Bazi Fonksiyonlarin Mohand Déniisiimleri

Bu boliimde bazi fonksiyonlarin Mohand doniistimleri elde edildi.

Lemma 3.2.1 Re(v) > 0 ve |via| < 1 olsun. O zaman

a+1

M{Eq(At%); v} = —o— (3.1)
Ve
a+2-p
M{tP7E, p(At*); v} = pr— (3.2)
dir.

Ispat: (3.1) icin, (2.8) ve (2.29) kullanilirsa

M{E,(At%); v} = Z mM{tk“: v}
k=0

~ i A Tlka+1)
B £ T(ka +1) vka-1

-3 () (i

()
k=0

<1)
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istenen elde edilir. (3.2) i¢in de (2.9) ve (2.29) kullanilirsa

M{tP=1E, (At%); v} = Z mM{tka+ﬂ—l; v)
k=0

- % T(ka+p)
Z [(ka + B) vkat+B-2

-5 (@) (<)

elde edilir.

Teorem 3.2.2 a > 0 ve f, her [0, t] araliginda pargal stirekli ve tistel mertebeden
bir fonksiyon olsun. O zaman

M{(i5F) (0 v) = LD (3.3)
dir.

Ispat: (2.13), (2.37), (2.40) ve (2.29) kullanilirsa

(o]

M{(I$:f) () v} = v J —vt ﬁf(t—u)“‘lf(u)du dt
0

1 -1 .
_mM{t * f(t); v}

1 -1, .
= Teuz MU vIMUf(©); v)
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['(a)

- I'(a)v?ve—2

_ M{f®;v)

va

M{f(©); v}

elde edilir.

Teorem 3.2.3 k =0,1,..,n—1 i¢in Ij+ k=@ £ jistel mertebeden olacak sekilde

a > 0 ve herhangi t > 0 igin f € AC™[0, t] olsun. O zaman

n—1
M{(D&f)(t); v} = v*M{f(t); v} — Z pnokHL ok ) (o) (3.4)
k=0

dir.

Ispat: (2.14), (2.33) ve (3.3) kullanilirsa

M{(D& £)(©; v} = M{(13F) ™ )i v}

n-—1
= v"M{(IX°f)(); v} — 2 prk (e ) oy
k=0

= pn w _ z vn—k+1(161+—af)(k) (0%)

pn-a
k=0

= v*M{f(t); v} — Z Un—k+1(151+—af)(k)(0+)
k=0

elde edilir. (2.24) esitligi kullanilirsa ispat tamamlanir.

3.3 Riemann-Liouville Kesirli Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin

Hyers-Ulam Tipi Kararhihg:

Bu boliimde
(D&y)(®) = f(©) (3.5)
(D&y) (&) — Ay(t) = f(©) (3.6)
A\~
(D&y)(®) - A(Dly)(®) = F(©) 3.7)
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Riemann-Liouville kesirli diferansiyel denklemlerini

(L5 “y)®(0%) = ¢, k=01,..,n—1 (3.8)

baslangi¢ kosulu ile ele alacagiz. Burada 0 < T < o, 4, ¢, R de skaler degerlerdir.

(3.8) baslangi¢ kosulu ile verilen (3.5), (3.6) ve (3.7) kesirli diferansiyel
denklemlerinin Hyers-Ulam tipi kararliligt Mohand doniisiimii  kullanilarak

ispatlanacak.

Tamm 3.3.1 f:(0,T] > R olmak iizere verilen bir ¢ >0 ve |[(D&y)(t) —
f (t)l < ¢ esitsizligini saglayan bir y fonksiyonu igin (3.5) kesirli diferansiyel
denkleminin bir y, ¢ozimii var ve |y(t) — y,(t)| < €K esitsizligini saglayan bir
K > 0 sabiti varsa (3.8) baslangi¢ kosuluyla (3.5) kesirli diferansiyel denklemine
Hyers-Ulam kararlidir denir. Eger onceki ifade, € ve K yerine sirasiyla, y ve y, ya
acik¢a bagli olmayan uygun F(t) ve C(t) fonksiyonlari alindiginda da dogruysa, o
zaman karsilik gelen diferansiyel denklemine genellestirilmis Hyers-Ulam

kararliligina sahiptir denir.

Tanim 3.3.2 f: (0,7] - Rve A € R de bir sabit olmak iizere verilen bir € > 0 ve
|(D&y)(£) — Ay (t) — £(£)| < € esitsizligini saglayan bir y fonksiyonu igin (3.6)
kesirli diferansiyel denkleminin bir y, ¢oziimi var ve |y(t) —y,(t)| < eK
esitsizligini saglayan bir K > 0 sabiti varsa (3.8) baslangi¢c kosuluyla (3.6) kesirli
diferansiyel denklemine Hyers-Ulam kararlidir denir. Eger onceki ifade, € ve K
yerine sirastyla, y ve y, ya agik¢a bagli olmayan uygun F(t) ve C(t) fonksiyonlar
alindiginda da dogruysa, o zaman karsilik gelen diferansiyel denklemine

genellestirilmis Hyers-Ulam kararlili§ina sahiptir denir.

Tanim 3.3.3 f:(0,T] - R ve A € R bir sabit olmak iizere verilen bir € > 0 ve
|(D3‘+ y)(©) — /'l(DOBer) &) —f® | < ¢ esitsizligini saglayan bir y fonksiyonu
icin (3.7) kesirli diferansiyel denkleminin y, ¢6ziimii var ve |y(t) — y,(t)| <
eK esitsizligini saglayan bir K > 0 sabiti varsa (3.8) baslangi¢c kosuluyla (3.7)
kesirli diferansiyel denklemine Hyers-Ulam kararlidir denir. Eger dnceki ifade, €
ve K yerine sirasiyla,y ve y, ya agikca baghh olmayan uygun F(t) ve C(t)

fonksiyonlar1 alindiginda da dogruysa, o zaman karsilik gelen diferansiyel

denklemine genellestirilmis Hyers-Ulam kararliligina sahiptir denir.

26



Teorem 334 0<T <o, 0<n—-1<a<nneNve f(t), (0,T] araliginda
tanimli verilen bir reel degerli siirekli fonksiyon olsun. Eger her t € (0, T] ve bazi
€ > 0icin y: (0, T] = R fonksiyonu (3.8) baslangi¢ kosuluyla

|(Dge) (@) = f(B)] < € (3.9)
esitsizligini sagliyorsa, o zaman (3.5) kesirli diferansiyel denkleminin

a

) -y, <e— A
y(®) = Ol < 5 (3.10)
esitsizligini saglayan bir y,: (0, T] = R ¢6ziimii vardir.
Ispat: t € (0,T] igin
n@® = (Dgy)(® — f(©) (311

olsun. (3.11)’in her iki tarafinin Mohand doniisiimii alinir ve (3.4) kulanilirsa

MY, (0); v} = M{(D&)(0); v} — MF(0); v}
= v M{y(e); v} = ) vH(IERIF) (01) - M{F(9;v) (3.12)
k=0

elde edilir. (3.12) de, (3.8) baslangi¢ kosulu kullanilarak M{y(t); v} ¢ekilirse

-1

S

ME(©;v} = ) ™ FH 4 v M (0); ) + v MY, (0);v)
k=0
n-l —a+2 —a+2
= ) U L —— M{f(t); v} + ——M{V;(t);v} (3.13)
e v v
esitligi bulunur. (2.29)’de m yerine sirasiyla m=a—-—1ve m=-n+k+a«a
yazilirsa
M{t*1; v}
= = 3.14
v (@) (3.14)
M t—n+k+a; v
ke _ ML ) (3.15)

" T(-n+k+a+1)

dir. (3.14) ve (3.15), (3.13) de kullanilirsa
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M{y(t); v} =

ML IM{F(D); v} SO o M{E™ e )
v2I'(a) +;F(—n+k+a+1)

M{t* ™Y vIM{Y,(t); v}
v2T (@)

_ M f @) 21 Mtk )
B I'(a) o [(—n+k+a+1)

M{t*~t Y, (8); v}
I'(a)

(3.16)

elde edilir. y,(t)

-1
ta—l * f(t) LC th—n+k+a

I'(a) * P (—n+k+1+a)

Ya(t) = (3.17)

olsun. (3.17)’nin her iki tarafinin Mohand déniisiimii alinip, (2.40), (3.14) ve (3.15)

kullanilirsa

a-1 . n-2 —-n+k+a,
M) = MET SO S e
k=0

I'(a) (—n+k+1+a)

_ oMU M0} | T aeM{ETR )
B I'(a) +kz=0F(—n+k+1+a)

= v M{f(t);v}+ ) cuktle (3.18)
; ‘

esitligi elde edilir. (3.4), (3.8) baslangi¢ kosulu ve (3.18) kullanilirsa

M{(Déﬂya)(t); v} = v*M{y,(t); v} — z Ckvn—k+1
k=0

1

n-—1 -
= p% {v_“M{f(t); v} + Z ckvn"‘“_“} — Z c v
k=0

k=0
= M{f(t); v} (3.19)

esitligi elde edilir. (3.19) da Mohand doniisiimiiniin birebir oldugu kullanilirsa

(Dg+¥a) () = f (1) (3.20)
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dir. Boylece y, (t), (3.5) denkleminin bir ¢6ziimii olur. (3.16) ve (3.18) kullanilirsa
1 a—1
M{y(t) = y.(O); v} = mM{t + Y1 (0); v} (3.21)
bulunur. (3.21) de Mohand doniisiimiiniin birebir oldugu kullanilirsa
Y(O) = a®) = = [t 1, ()] (3:22)
a F(a) 1 .
elde edilir. (3.22)’nin her iki tarafinin mutlak degeri alinip, (2.38) ve (3.9)

kullanilirsa

t

1
(O = a1 = s j (t — 01, (x)dx

0

1 : a—1
< @Oj'“_") 1Y, ()l dac

< £ t“_ et® = eT®
“T(@)a T(a+1)~ T(a+1)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Ta
I'(a+1)

Not Teorem 3.3.4’te T < oo ise (3.5) kesirli diferansiyel denklemi K =

sabiti i¢in Hyers-Ulam kararlidir. Ancak, T = oo alinirsa (3.5) kesirli diferansiyel

denklemi Hyers-Ulam kararl degildir.

Asagidaki Sonug¢ 3.3.5’te de (3.5) kesirli diferansiyel denkleminin

genellestirilmis Hyers-Ulam kararli oldugu ifade edilmektedir.

Sonu¢3.3.5n—1 < a <n,n € Nve f(t), R iizerinde taniml1 reel bir fonksiyon
olsun. Eger bir y: (0,0) — R fonksiyonu her t > 0 ve baz1 F(t) > 0 igin

|(Dg=»)(®) = fF(®)] < F(©)
esitsizligini sagliyorsa, o zaman (3.5) kesirli diferansiyel denkleminin
[y = yal < F(£)C(8)

t* .
I'(a+1) dir.

olacak sekilde bir y,: (0,0) — R ¢6ziimii vardir. Burada C(t) =
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Teorem 3.3.60 < T <o, AeERn—1<a<nn€Nvef(t), (0,T] araliginda
tanimli verilen bir reel degerli siirekli fonksiyon olsun. Eger her t € (0, T] ve bazi
€ > 0icin y: (0, T] = R fonksiyonu (3.8) baslangi¢ kosuluyla
|(Dgr (@) = 2y(®) — f()| < € (3.23)
esitsizligini sagliyorsa, o zaman (3.6) kesirli diferansiyel denkleminin
|y - yal < 5TaEa,a+1(|/1|Ta) (3-24)
esitsizligini saglayan bir y,: (0, T] = R ¢6ziimii vardir.
Ispat: t € (0,T] igin
Y2(t) = (Dg+y)(®) — Ay (t) — £ (¢) (3.25)
olsun. (3.25)’in her iki tarafinin Mohand dontisiimii alinir ve (3.4) kullanilirsa
M{Y,(£);v} = M{(Dg+y)(£); v} — AM{y(); v} — M{f (£); v}
= v*M{y(®); v}

n-—1

P Z v (IS R)(0%) — AM{y(£); v} — M{f(£); v} (3.26)

k=0

elde edilir. (3.26) da (3.8) baslangi¢ kosulu kullanilarak M{y(t); v} ¢ekilirse

koo CkV TR+ M{F(8); v} + M{Y,(t); v}

. e} k
M{y(t); v} | o (3.27)
esitligi elde edilir.
n-1
ya(t) = tha_n+kEa,a—n+k+1(/1ta)
k=0
t
+ f(t — x)* 1 E, ([0t — )] f (x)dx (3.28)
0

olsun. (3.28)’in her iki tarafinin Mohand doniistimii alinip, (3.2) ve (2.38)

kullanilirsa
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n-1

M{ya(t); v} = M{ tha_n+kEa,a—n+k+1(/1ta) U
k=0

O\”

+ M| (=) EL o[A(t — x)¥]f (x)dx; v
n—-1
= Z CkM{ta_n+kEa,a—n+k+1(Ata); U}
k=0

M ) ML O 0)

n-l pat2= (a—n+k+1) 1 2

v
ci e M)
k=0

_ ZRSo v + M{F(0); )

4 (3.29)

elde edilir. (3.4), (3.8) baslangi¢ kosulu ve (3.29) kullanilirsa

n-1

M{(DEYa)(© = Aa(0); v} = v ML) = D o™ — M {3, (0 v}

= M{f(t); v} (3.30)

elde edilir. Mohand doniistiimiiniin birebir oldugu kullanilirsa

(D& ya)(®) = Aya(8) = f(©) (3.31)

dir. Boylece y,(t), (3.6) kesirli diferansiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir. (3.27) ve
(3.29)’dan

MY, (t);
M{y(t) — yo(t); v} = % (3.32)
elde edilir. (2.40) ve (3.2)’den
M{t* ™ Eq q (%) * Yy (8); v} = %M{t“—lEa,a(At“)}M{Yz ®); v}
_ MY, (); v}
=—a_ 1 (3.33)
elde edilir. (3.33) ve (3.32)’ den asagidaki elde edilir:
V() = Ya(t) = (697 Eq o (A9 ) * Yy (0). (3.34)
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(3.34) denkleminin her iki tarafinin mutlak degeri alinip, (2.38) ve (3.23)

kullanilirsa

() = ya(@®)] = | (697 Eaa (1D £ V()|

- f (t = 1)%1E, g [A(t — 0)*V, (X)dx
0

t o
B lk (t _ x)ak+a—1
- Oka [(ak + ) B (x)dx

o

/1k (t _ x)ak+a—1
I'(ak + a)

Y, (x)dx

&
Il

I
[
O\H

0

o t

<> |
k=00
(o]

ﬂk(t il x)ak+a—1
F'(ak + a)

Y2 (x)|dx

0
t
|2]¥
< N _ ak+a—1
_SZF(ak+a)j(t x) dx
k=0 0

(|A[t*)*
e FNlak +a+1)

a

= StaEa,a+1 (Mlta)
< eT%Eqq+1(IAT*)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Not Teorem 3.3.6’da T < oo ise (3.6) kesirli diferansiyel denklemi K =
T®Eq 4+1(|A|T%) sabiti i¢in Hyers-Ulam kararlidir. Ancak, T = oo almirsa (3.6)

kesirli diferansiyel denklemi Hyers-Ulam kararl degildir.

Asagidaki Sonu¢ 3.3.7°’de de (3.6) kesirli diferansiyel denkleminin
genellestirilmis Hyers-Ulam kararli oldugu ifade edilmektedir.

Sonu¢ 3.3.7 1€ Rn—1<a<nmne€N ve f(t), R* lizerinde tanimli reel bir
fonksiyon olsun. Eger bir y: (0,00) = R fonksiyonu her t > 0 ve baz1 F(t) > 0

i¢in
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|(Dg=y) (&) = Ay(£) — F(O)] < F(2)
esitligini sagliyorsa, o zaman (3.6) kesirli diferansiyel denkleminin
[y = Yol S FOC®)

olacak sekilde bir y,:(0,0) > R ¢6ziimii vardir. Burada C(t) =
taEa,a+1(M|ta) dir.

Teorem 3.3.8 0<T<oAERN—-1I<a<nm-1<f<mmne
Nm<n0<pf<ave f(t), (0,T] araliginda tanimlt verilen bir reel degerli
stirekli fonksiyon olsun. Eger her t € (0,T] ve baz1 € > 0 i¢in y:(0,T] - R
fonksiyonu (3.8) baglangi¢ kosuluyla

D&Y = 2LV — )] s & (3.35)

esitsizligini sagliyorsa, o zaman (3.7) kesirli diferansiyel denkleminin
ly = yal < 8TaEa—ﬁ,a+1(|/1|Ta_B) (3.36)
esitsizligini saglayan bir y,: (0, T] = R ¢6ziimii vardir.

ispat: t € (0, T]icin

v(8) = (D&y)(®) - A(DL.y)(®) - £(£) (3.37)

olsun. (3.37) nin her iki tarafinin Mohand doniisiimii alinip, (3.4) kullanilirsa

M{Y3(0); v} = M{(D&y) (©); v} — M{( DLy )(©); v} — M{F(0); v}

= v*M{y(t); v}

n—1

— Z pn—k+1 (Ig:k_af)(0+)

k=0

-2 {vﬂM{y@); v} - mz v (R ) 01)
k=0

— M{f(t); v} (3.38)
elde edilir. (3.38) de, (3.8) baslangi¢ kosulu kullanilarak M{y(t); v} ¢ekilirse
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Yoo v = AXRS v T + M{f(8); v}

M{y(t); v} =

ve — AvP
—AiiYE‘_(tij} (3.39)
esitligi elde edilir.
n-1 t
Yo® = D @ + [ (6= 0 B p (A= 0 F)f@dx  (340)
k=0 rd

olsun. Burada

yk(t) = ta_n+kEa—ﬁ,a—n+k+1(/“a_ﬁ) - Ata_m+kEa—B,a—m+k+1(Ata_ﬁ)'
k=01,.,m—1 (3.41)
yi(t) = t“‘””"'Ea_B’a_nJrkﬂ(At“‘ﬁ), k=m,..,n—1 (3.42)

bigiminde tanimlansin. (3.40)’1n her iki tarafinin Mohand doniisiimii alinip, (3.2)

ve (2.38) kullanilirsa

m—1 n-1
M{y,(t); v} = M{z ki (t); v} + M{Z crYi (0); v}

t
+M f(t — X)) E4_p o(A(t — )7 F)f(x)dx; v
0

m-1

= z CkM{ta_n+kEa—B,a—n+k+1 (Ata_ﬁ)
k=0

_Ata_m+kEa—ﬁ,a—m+k+1 (Ata_ﬁ); U}

n—-1

+ Z CkM{ta_n+kEa—ﬁ,a—n+k+1(Ata_ﬁ);v}

k=m
1
+ s M{t* T Eqp o (AP ) vIM{F (£); v}

Yoo v = AXRES v T + M{F(1); v}
— (3.43)
v% — JvP

elde edilir. (3.4), (3.8) baslangi¢ kosulu ve (3.43) kullanilirsa
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M{(DEya) () — A(DL.ya ) (£); v} = M{f(£); v} (3.44)

esitligi elde edilir. Mohand doniisiimiiniin birebir oldugu kullanilirsa

(D) (®) = A(DL.ya ) (&) = £(©) (3.45)

dir. Boylece y,(t), (3.7) denkleminin bir ¢éziimiidiir. (3.39) ve (3.43)’den

M{Y;(t); v}
M{y(©) = ya(0); v} = — =" (3.46)
bulunur. (2.40) ve (3.2)’den
M{[t* 2 E4_p o(At*7F)] » Ya(D); v} = w (3.47)
— AvP
elde edilir. (3.46) ve (3.47)’den, asagidaki elde edilir:
Y(®) = ya(®) = [t Eq_pa(At*F)] x Y3(0). (3.48)

(3.48) denkleminin her iki tarafinin mutlak degeri alinip, (2.38) ve (3.35)

kullanilirsa

|3’(t) - ya(t)l = I[ta_lEa—ﬁ,a(/lta_ﬁ)] * Y3(t)|

N f(t - x)a_lEa—ﬁ,a [A(t - x)“‘B]Y3(x)dx

t o Ak(t_x)ak—ﬁkﬂx—l
- oij; I'[(a— Bk + a V3 (x)dx

5

ﬂ.k
2 F (a Iﬁ)k — Oj(t _ x)ak—ﬁk+a’—1y3(x)dx

o

8

t
J(t _ x)ak—[)’k+a—1dx
al
0

(1A1eA)"

IRV (CEYATET TR

= gt“Ea—B,aﬁl(Mlta_B)
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= 5TaEa—ﬁ,a+1(|)l|Ta_B)

bulunur ve boylece ispat tamamlanir.

Not Teorem 3.3.8°de T < o ise (3.7) kesirli diferansiyel denklemi K =
T“Ea_ﬁ'aH(MIT“_ﬁ ) sabiti icin Hyers-Ulam kararlidir. Ancak, T = oo alinirsa
(3.7) kesirli diferansiyel denklemi Hyers-Ulam kararli degildir.

Asagidaki Sonu¢ 3.3.9°da da (3.7) kesirli diferansiyel denkleminin

genellestirilmis Hyers-Ulam kararli oldugu ifade edilmektedir.

Sonu¢ 339 leRmneNm<nn—-1<a<nm-1<pf<m0<pf<
a ve f(t), R* lizerinde tanimli reel bir fonksiyon olsun. Eger bir y: (0,0) - R

fonksiyonu her t > 0 ve baz1 F(t) > 0 i¢in

D51 (®) = 2DEN@®) ~ f(B)] < F(©)
esitligini sagliyorsa, o zaman (3.7) kesirli diferansiyel denkleminin

ly = yal < F(£)C(2)

olacak sekilde Dbir y,:(0,0) > R ¢6ziimii vardir. Burada C(t) =
t*Eq_pgas1(121t%F) dir.

Ornek 3.3.10 Asagidaki problemi ele alalim:

1 16 5 1 1 \©®
<D§+y> ) = ﬁtf + 1o <1§+y> (0*) =0. (3.49)
Burad _1 16 ,2 1 d 1 <1 — 3 fonksi
urada a = > ve f(t)—ﬁtz todin —<e<1ve y1(t) = t° fonksiyonu

icin (2.16) kullanilirsa

——t2 ———1t2 —

svi . svm 10l

esitsizligi  saglanir.  Ayrica  y;(t) fonksiyonunun baslangic  kosulu

1 16 5 16 5 1
DZn(® - £ = |

75l <
10| ¢

1 (0)
(1 g+y1> (0*) = 0°dir. Burada a = % oldugundan, n = 1 ve ¢y = 0 elde edilir.

Bu degerler (3.17)’de kullanilirsa
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t

1 1
Ya(t) = — | x 2f (¢t — x)dx
I')o

F()S\/_fx 2(t — \/_Jx 2dx (3.50)

elde edilir. (3.50)’de ilk integrale x = &t degisken degistirmesi uygulanir ve ikinci

integral ¢oziiliirse

1 1
Vo) =3 + —=t2

51

elde edilir. y, (t) ve y,(t) fonksiyonlarinin farklarinin mutlak degeri alinirsa,

1

1 1
ly.(t) =y, ()] = |t3 — 3 ———=¢t2

5Vm
1 |1
— |2 :__\/—
5\1 ['(2)
- Vi=
107(z) rQ)
< s%\/f < s\%ﬁ
F(?

bulunur. O zaman (3.49) kesirli diferansiyel denklemi 1—10 <e<lveK= %{T icin

Teorem 3.3.4°1 sagladigindan Hyers-Ulam kararlidir.

Ornek 3.3.11 Asagidaki problemi ele alalim:

1 3 1 1 (0)
( +y> (t) + 5y(t) = ?t + 5t% + 1o’ <1§+y> (0t)=0. (3.51)

= _5q=1 =8 452+t dr & _ g2
Burada A = —=5,a = > ve f(t) = 3ﬁt2 + 5t° + m dir. S <€s lvey,(t) =t
fonksiyonu i¢in (2.16) kullanilirsa

1

1 8 8 1
DZyr(0) + Sn(D) — f(B)| = | =2 + 567 — — 3 - 512 - —

3V 3T 10
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:|1_0|<8

y1(t) fonksiyonunun baslangic  kosulu

esitsizligi  saglanir.  Ayrica

1 (0)
( 2+y1> (0*) = 0°dir. Burada a = ; oldugundan, n = 1 ve ¢y = 0 elde edilir.

Bu degerler (3.28)’de kullanilirsa

t

1
v, (t) = fx_iEn
5 22

(—Sx%) [% (t— x)% +5(t—x)%+ 110 dx

3

i (=5)™ T 3\/_f = (t_x)idx
2

m=0 (m+

1 : m_—l
+5fx 2 (1:—x)2dx+1—O Z dx (3.52)

elde edilir. (3.52)’de birinci ve ikinci integrale x = et degisken degistirmesi

uygulanir ve {iglincii integral ¢oziiliirse
m+1
( 1)m5mt 2z

ya(t)—t2+—
10 £ F(m;1+1)

elde edilir. y, (t) ve y,(t) fonksiyonlarinin farklarinin mutlak degeri alinirsa

m+1

1)Mm5™Mt 2
Y100 = ve®)] = |~ — = ' ,,3“
m=0 F( +1)

0 m
1 % (=5™tz

- m 3
W =z +y)
1 1 c 1

= —1t2F —5|t2
75 t7E13(1-516D)

1 1
< et2E13(|-5]t2)
2'2

= eVtE13(|-5|Vt)

E1
2

N

< SﬁE1’§(|—5|\/T)
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bulunur. O zaman (3.51) kesirli diferansiyel denklemi 1—10 <e<lve K=

VTE1s (I —5VT ) i¢cin Teorem 3.3.6’y1 sagladigindan Hyers-Ulam kararlidir.
2’2
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4. TARTISMA

Bu calismada, Riemann-Liouville kesirli tiirevi igeren lineer diferansiyel
denklemlerin Mohand doniisiimii kullanilarak Hyers-Ulam tipi kararlilig1
incelenmistir. Literatiirde yer alan klasik kesirli tlirev ve integral operatorleri
tizerine kurulu yontemler genellestirilerek, kesirli diferansiyel denklemlerin
kararlilik analizleri yapilmistir.

Calismanin ikinci boliimiinde, bu ¢alisma i¢in kullanilacak literatiirdeki baz1
tanimlar, lemmalar, teoremler, kesirli tiirev ve integral operatorleri, Mohand
dontigiimii tanim1 ve Ozellikleri verilmistir. Calismanin tglincii boliimiinde bazi
fonksiyonlarin Mohand doniisiimleri elde edilmistir. Riemann-Liouville kesirli
tiirevini igeren lineer kesirli diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam tipi kararliligina
iliskin teoremler ispatlanmis ve ilgili 6rneklerle sonug desteklenmistir.

Bu c¢aligmanin bulgularindan hareketle, ilerleyen ¢alismalarda farkli kesirli
tiirev operatorlerini iceren kesirli diferansiyel denklemlerin bu tezde incelenen
Hyers-Ulam tipi kararliliklarinin yan1 sira, Hyers-Ulam-Rassias gibi farkli Hyers-
Ulam tipi kararliliklart da Mohand doniisiimii yardimiyla analiz edilebilir. Bu tezde
kullanilan doniisiim yerine farkli doniisiimler kullanilarak da Hyers-Ulam tipi
kararlilig1 analiz edilebilir. Ayrica farkli doniistimler kullanilarak analiz yoluyla,
mevcut yontemin avantaj ve dezavantajlari  karsilastirmali  olarak

degerlendirilebilir.
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5.SONUC ve ONERILER

Mohand doniisiimiiniin, Riemann-Liouville kesirli tiirevini i¢eren lineer
kesirli diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam tipi kararliligmin incelenmesini
kolaylastirdig ve etkili bir metot oldugu goriilmiistir.

Mohand dontisiimii genellestirilerek kesirli tlirev igeren kesirli diferansiyel
denklemlerin Hyers-Ulam kararlili§1 ve Hyers-Ulam-Rassias kararlilig1 gibi farkli

kararliliklar1 integral dontistimler kullanilarak incelenebilir.
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