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1. GIRIS

Istatistik uygulamalarinda ve olasilik teorisinde, rastgele degiskenin dagiliminin tam
olarak bilinmemesi, fakat ilgili dagilim hakkinda bazi bilgilerin bilinmesi siklikla
karsilagilan bir durumdur. Bu bilgi rastgele degiskenin dagiliminin bigimi, cesitli
parametrelerin bilinmesi, var olan veri kayitlari, yeni ¢ekilen ornek degerleri vb.
bi¢ciminde olabilir. Bu tip durumlarda dagilim hakkinda bazi ¢ikarsamalar yapmak
icin, Ozellikle bir takim olasilik degerlerini hesaplamada kullanilan bir¢ok yontem
mevcuttur. Bu yoOntemlere; dagilimin momentleri yardimiyla istenen olayin
olasiligina alt/list sinir koyma, 6rnek degerleri yardimiyla istenen olasiligin tahmin
edilmesi, dagilimin bilinen diger olasilik degerleri yardimiyla ilgilenilen olasilik
degerinin simirlarinin belirlenmesi 6rnek olarak verilebilir. Bu ¢alismada, yiginin
bilinen momentleri yardimiyla ¢esitli olasilik degerlerine iligkin alt/list sinirlarin nasil

elde edilebilecegi incelenmistir.

Yi1ginin momentlerine ait bilgiler yardimiyla yi1gin dagilimi i¢in ¢ikarsama yapma

problemi su sekilde tice ayrilabilir:

1) Dagilimin biitiin momentlerinin bilinmesi durumunda dagilimin belirlenmesi.

2) Dagilimm momentlerinin drnek yardimiyla tahmin edilmesi durumunda gesitli
olasilik degerleri icin alt/iist sinirlarin tahmin edilmesi.

3) Dagilimin bilinen momentlerinin sayisinin sonlu olmasi durumunda c¢esitli

olasilik degerleri icin alt/iist sinirlarin elde edilmesi.

1) ve 3) problemi literatiirde ¢ok calisilmistir. Genellikle bu iki problemde gegen
gerekli dagilim bilgileri uygulamada bilinmediginden, bu iki problemin sonuglarin
kullanmak i¢in istatistik uygulamalar1 agisindan dogrudan ¢ok kullanigh olmayan bu
tiirden esitsizlikler, olasilik teorisi icin oldukca onemlidirler. Ote yandan 2)'de
belirtilen problemin ¢oziimii i¢in yapilan arastirmada sadece iki makaleyle
karsilagilmistir. Buna ragmen istatistik uygulamalar1 bakimindan 6nemi digerlerine
gore daha biiyiiktiir. izleyen alt béliimlerde bu problemler daha ayrmtili bir bigimde

tanimlanacaktir.



Biitiin momentlerin bilinmesi durumunda dagilimin belirlenmesi problemi

Bu problem, dagilimin momentlerinin dagilimi teklikle belirlemesi ig¢in gerek ve

yeter kosullar1 inceler. Bagka bir ifade ile bu problem su sekilde tanimlanabilir [44]:

X ve Y iki rastgele degisken olsun ve dagilim fonksiyonlari sirasiyla F' ve G ile

gosterilsin. Eger her k = 1,2,... igin E[Xk} = E[Yk] ise, hangi durumlarda her

r € R i¢in F(z ) = G(zx ) olur?

Bu problem literatiirde ¢ok calisilmis ve 6zellikle Carleman, Krein[35] ve Lin [24]

kosullar1 bu amagla ¢ok sik kullanilmustir.

Ayrica Chernoff [9] esitsizligi moment iireten fonksiyonu kullandigi i¢in bu problem

ile ilgilendirilebilir.

Momentlerin 6rnek yardimiyla tahmin edilmesi durumunda cesitli olasilik degerleri

icin alt/iist sinirlarin tahmin edilmesi problemi

Bu baslik altinda ¢ok az c¢alisma mevcuttur. Saw ve ark. [40] 1984'deki
calismalarinda 6rnek ortalama ve varyans degerlerini kullanarak P{|X -X | > AQ}
olasilig1 i¢in bir iist smir degeri elde etmislerdir. Burada X ilgilenilen rastgele
degisken, X ornek ortalamast ve @ &rmek varyansmin bir fonksiyonu olup,
A > 1'dir. Kolmogorov [21] ise 1941 yilindaki ¢alismasinda Kolmogorov-Smirnov

test istatistiginden yararlanmistir.

Bilinen momentlerin sayisinin sonlu olmast durumunda cesitli olasilik degerleri icin

alt/ist sinirlar elde etme problemi

Bu problem bir rastgele degiskenin sonlu sayidaki momentlerinin degerlerine baglh

olarak, cesitli degerleri almasi olasiligina sinir bulmayla ilgilenir; yani,



A herhangi bir olay olmak iizere, verilen bir moment degerleri kiimesine bagl

olarak P (A) olasiligina atanabilecek en kiigiik/biiyiik deger nedir?’

Bu problem Gauss, Bienaymé, Markov ve Chebyshev gibi biiyiilk matematikgiler
tarafindan incelenmeye baslamustir. Ozellikle Markov ve Chebyshev'in elde ettigi
kendi adlariyla anilan esitsizlikler ve bunlarin genellestirmeleri literatiirde bu baslik

altinda 6nemli yer tutmaktadir.

Markov esitsizligi negatif degerler almasi olasiligi sifir olan Y rastgele degiskeninin

ortalamasi y var (sonlu) iken her a>0 degeri igin P{Y Za}S& oldugunu

a
sOyler. Bu esitsizlik su sekilde yorumlanabilir: Eger bir rastgele degiskenin sadece
pozitif degerler alabildigi, ilk momentinin var (sonlu) oldugu ve bu momentin degeri
biliniyorsa, bu rastgele degiskenin belli bir degerden daha biiyiik degerler almasi

olasilig1 i¢in bir {ist sinir iiretilebilir.

Chebyshev esitsizligi ise bir X rastgele degiskeninin ortalamasi x# ve varyansi o?
o L 1
var oldugu verilmisken her £ >0 degeri i¢in P{|X - ,u| > kO'} < k_z oldugunu soyler.

Bu esitsizligin yorumu ise su sekilde yapilabilir: Eger bir rastgele degiskene iliskin
ilk iki momentin var (sonlu) oldugu ve bu momentlerin degerleri biliniyorsa, bu
rastgele degiskenin, ortalamasi merkezli ve yarigapi standart sapmasinin belli bir kati

olan bir yuvarda deger almamasi olasilig1 i¢in bir iist sinir elde edilebilir.
Simpson ve Welch [42] ilk dort momentin bilinmesi durumunda ¢esitli olaylarin
olasiliklari i¢in alt ve iist sinirlari tablo halinde sunarken, Royden [38] ilk n» moment

verildiginde bu degerleri incelemistir.

Zelen [48] ise bir anlamda tek tarafli Chebyshev esitsizligi denebilecek olan

! Mises [29] bu problemi, mutlak momentler verildiginde 6zel olarak P {| X| < t} olasihig1 icin
burada yapilana benzer bigimde tanimlamistir.
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(tQ—tag—l)Q 1 .
oy —a3 —1 ,tZ—(ag—i— a3—|—4)

P{X—p>to}<|1+*+ 5

esitsizliginin ;o ortalamali, o varyansh ve dordiincii momenti var olan her X

o B(X—p)"], .
rastgele degiskeni icin saglandigini gostermistir. Burada o, = —r dir.
Marshall ve Olkin [26] ise bu sonucu ¢ok degiskenli rastgele degiskenlere

genellestirmislerdir.

Bunlarin yaninda Jensen esitsizligi, Cauchy-Schwarz esitsizliginin bir sonucu olan

E[X]

P{X <AE[X]}>(1- A)QE[XQ]

bicimindeki esitsizlik [15], olasiliklarin dogrusal birlesimleri ilizerine olusturulan
esitsizlikler [12] ve Pearson [34]'un elde ettigi sonuglar, bu problem altinda 6nemli
olan sadece birka¢ caligmadir. Ayrica, moment bilgisine ek olarak bir X rastgele

degiskeninin dagiliminin 0 etrafinda tek modlu olmasi durumunda Gauss [41]:

4B[X?
P{X|>k} < 9[1# | B> 2E[x?]
%
k? 4
= 1= 3E[X?] K < 3B X7

esitsizliginin saglandigimi gostermistir. Bu esitsizlik Vysochanskii ve Petunin [46]
tarafindan iyilestirilmis; Dharmadhikari ve Joag-Dev [10] tarafindan iki boyutlu,
Meaux ve ark. [27] tarafindan ¢ok boyutlu genellestirmesi yapilmistir. Ayrica bu
esitsizlik [11, 37, 41]'de ¢esitli yonleriyle incelenmistir.



Cantelli'nin [5, 8] bir X rastgele degiskeninin mutlak

U = E“X — ,u|m}'e dayali olarak

2
P X—u >al < Vom — Vm
{| | } Vom _V72n +(am _Vm)

2

momentleri

olan

seklinde elde ettigi esitsizlik ve Prékopa [36] ile Sathe ve ark. [39]nin binom

momentlere' dayali olarak elde ettikleri sonuglar, bu problem altinda bazi diger

ilging drneklerdir.

Smith [43], Baranoski ve ark. [2], Narumi [31] ve Jensen [19] momentlere dayali

olarak cesitli olaylar i¢in alt/iist deger bulmanin uygulamada kullaniglarini

orneklendirmektedirler.

Bu tez, 1.3. problemi ile ilgilenmekte ve bir rastgele degiskenin keyfi sayida

momentleri bilindiginde bazi olasilik esitsizliklerinin nasil elde edilebilecegini

gostermekte ve bu esitsizlikleri karsilastirmaktadir.

X
"Bir X rastgele degiskeninin k. binom momenti E

olarak tanimlanir [36].



2. BAZI TANIM VE GOSTERIMLER

Bu boliimde, tez boyunca kullanilacak olan tanimlarin ve gosterimlerin verilmesi

uygun goriildi.

Bu calisma boyunca X ve Y ile rastgele degiskenler; Fy, Fy, fy ve fy ile

sirastyla  bu rastgele degiskenlerin dagilim fonksiyonlar1 ile dagilimlar
gosterilecektir.  Bir  kanisikhia neden  olmadigi  durumlarda  indisler

kullanilmayacaktir. Ayrica [ ve My, ilgilenilen rastgele degiskenin sirasiyla
ortalama ve sifir etrafindaki r. dereceden momenti olarak alinacak ve 6zel olarak
rastgele degiskenin ortalamast m; =y ve varyansi [, = 0° (>0) olarak

gosterilecektir. Bir momentin varhi@indan veya degerinin bilinmesinden, bu

momentin taniml1 ve sonlu oldugu ifadesi kastedilecektir.

2.1. Tamim: Eger bir g fonksiyonu ve her kR igin P{g(X)Zk}Sé’(k)
(2 C(k)) olacak bigimde bir (:R — R fonksiyonu varsa, ¢ fonksiyonu g

fonksiyonunun bir olasilik simirlayicisidir, denir.

2.2. Tamim: { ve n aym g fonksiyonu ig¢in iki olasilik smirlayicist iken ¢ <7

(¢ >n) oluyorsa, g fonksiyonu igin ¢, 77°dan etkin simirlayicidir, denir.

2.3. Tamm: Bir g fonksiyonunun olasilik sinirlayicist en az bir X rastgele
degiskeni icin istenen olasilig1 esitlik biciminde saglayabiliyorsa; yani ¢, g i¢in bir
olasilik sinirlayicist iken, P { g(X ) > k} =4 (k) olacak bicimde en az bir X rastgele

degiskeni bulunabiliyorsa, ¢ olasilik sinirlayicisina anlamlidir (sharp), denir.



3. RASTGELE DEGISKENLER iCIiN INTEGRAL ESITSiZLiKLERINE
DAYANAN BAZI YENI OLASILIK ESITSIZLIKLERI

Bu boéliimde sunulacak olan olasilik sinirlayicilari temel olarak cesitli integral
esitsizliklerine dayanmaktadir. Boliimiin baglarinda 6nce Chebyshev esitsizliginin bir
genellestirmesi sunulup incelenecek ve daha sonra keyfi sayida keyfi derecelerden
momentlerin bilinmesi durumunda ne tiir esitsizliklerin yazilabilecegi arastirilacaktir.
Bu ve sonraki boliimlerde verilen ispatlar, aksi belirtilmedikg¢e sadece siirekli rastgele
degiskenler i¢in yapilacaktir. Kesikli rastgele degiskenler icin ispatlar benzer yollarla

kolayca yapilabilir.

3.1. Teorem: Her n pozitif ¢ift tamsayisi i¢in

P{|X—,u| ZkO'} Sk‘:f#

esitsizligi saglanir. Burada k£ > 0 keyfi bir sabittir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 [17]'de var olmakla beraber biitiinliigii bozmamak icin

burada verilmesi uygun goriildi.

[0.9]
Uy = E[(X—M)n} = f_oo(x—u)nf(a:)dx
— ko n o0 n
= [ (e—n f(:c)dx+f —n) fedot [ (2 p)" fad
ko
>fu (z—p f(:z:)da:+f —w)" fyde
//L—k(f nn * n~n
Zf_oo k"o f(:z:)dx—l—fqukak o"f(x)dx

= k”a”[P{X <p—ko}+P{X> u+ka}}

P{X —p| = ko} < s



Boylece ispat tamamlanmis olur.

Bu teoremde 6zel olarak n = 2 alinirsa Chebyshev esitsizligi elde edilir.

Barlow ve Marshall [3], bir X pozitif rastgele degiskeni icin m, < oo (r > 0) iken

her ¢t > 0 i¢in

v

PX2t) <t i>m,
1 my.

IN

,t

IN

esitsizliginin saglandigin1  belirterek, bu esitsizligi Markov esitsizligi olarak

tanitmaktadir.

Pearson [34] her X rastgele degiskeni i¢in € > 0 keyfi bir sabit olmak iizere,

P{X<p+e}>1-F2 seN
9

oldugunu gostermistir. Teorem 3.1, Pearson’in gosterdigi esitsizligi bir anlamda

genellestirmekte ve etkinligini arttirmaktadir; sdyle ki keyfi € > 0 sabit degeri igin

P{X <p+e}=P{X—-p<e}
> P{X —u|<e}

>1-Ln

yazilabilir. Burada son esitsizlik, Teorem 3.1°de ko = ¢ alinarak yazilmistir.

Teorem 3.1°de gegen kosullar saglandiginda, Chebyshev esitsizligi kullanirsa; yani

n = 2 alinirsa,



|
P{|X—,u| > kO‘} Sp
elde edilir. O halde Teorem 3.1'de gegen esitsizligin Chebyshev esitsizliginden daha

etkin sinirlayict olmasi demek

1 . _
k”l—n<k_2 yani; i, < kn ZUn
o

kosulu saglanacak bi¢imde bir m > 2 ¢ift tamsayisinin bulunabilmesi demektir.

Daha genel olarak herhangi n ve m pozitif ¢ift tamsayilar1 i¢in

o Hm yani; k" "e™ " u, < 1, (3.1)

Ko  kK"o™

kosulu saglanirsa, Teorem 3.1'de ortalama etrafindaki n. moment kullanilarak elde
edilen esitsizlik, ortalama etrafindaki m. moment kullanilarak yazilan esitsizlikten
daha etkin olasilik sinirlayicisi olur. Bu durumda n degerinin se¢imiyle ilgili yeni

bir soru ortaya ¢ikar. En etkin olasilik sinirlayicisini bulmak i¢in n ka¢ alinmalidir?

Asagidaki 6rnek n degerinin artmasinin, yani Teorem 3.1'deki esitsizlikte kullanilan
momentin derecesinin artmasinin her zaman daha etkin olasilik smirlayicisi

vermeyebilecegini gosteriyor.

3.2. Ornek: X ~ Binom(25,%) olsun ve P{|X - 20| > 4} olasilik degeri i¢in bir tist

smir elde etmek istensin. Bu olasiligin degeri 0,0506'd1r. ,u=E[X ]:20 ve

o =Var(X)=4 oldugundan, istenen olasilik P{|X —p|> 20'} degerine esittir. O

halde istenen iist smnir1 bulmak i¢in Teorem 3.1 kullanilabilir. Cizelge 3.1

n = 2,4,...,10 oldugunda ortalama etrafindaki 7. momentin degerini ve Teorem

3.1'de gegen iist sinir degerlerini gosteriyor.
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Cizelge 3.1.P{|X —20| > 4} olasilik degeri i¢cin Teorem 3.1 kullanilarak elde edilen

bazi iist smirlar ile X rastgele degiskeninin ortalama etrafindaki bazi

momentleri
n Hn /un/(kno-n)
2 4,0000 0,2500
4 48,1536 0,1881
6 1 024,4096 0,2501
8 33 259,5200 0,5075
10 1 503 028,838 1,4334

Bu c¢izelgede ikinci siitunda bulunan g, degerlerinin tartigmas: sonra yapilacaktir.

Cizelge 3.1’in son siitununda bulunan degerler, Teorem 3.1'den elde edilen {ist sinir
degerleridir. Cizelgeden de goriildiigii iizere, dordiincii moment kullanilarak yazilan
olasilik sinirlayicisi, istenen olasilik degeri i¢in, diger kullanilan momentlerden elde
edilen ist sinir degerinden daha kiigiiktiir; yani daha etkin olasilik sinirlayicisidir.
Fakat kullanilan moment sayis1 10'a ¢ikarildiginda, elde edilen {ist sinir 1'den biiyiik
oldugundan, anlamli bir olasilik siirlayicisi olamamaktadir; cilinkii olasilik daima

1'den kiigtiktiir.

Izleyen 6nerme, bazi1 kosullar saglandiginda ortalama etrafinda kullanilan momentin
derecesi n arttikga, Teorem 3.1'de elde edilen olasilik sinirlayicinin etkinligini

yitirecegini gostermektedir.

3.3. Onerme: X rastgele degiskeninin, n pozitif ¢ift tamsay1 olmak iizere, ortalama
etrafindaki ilk n momenti var ve P{X = 1} > 0 olsun. Bu durumda eger bir

ng <n pozitif ¢ift tamsayist ve k>0 degeri igin kzaz,uno_z <My, Ve

2 e e . 2 2
My, < Hyy—2 My +2 esitsizlikleri saglanirsa, o zaman k“o My < [y 12 olur.
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Ispat: P{X =y} > 0 oldugundan her n gift tamsayisi igin 11, = 0'dir. Ote yandan

) o . I H <
onermenin hipotezinde k*o? My —2 < fy, verildiginden ko? < saglanir. Bu
:uno -2

esitsizligin her iki tarafim My, ile carpip, sag tarafini My 12 ile carpip bolerek

2

22 H
k20 phy, < ————fly 12 (32)
:uno—ZlunoJrZ

elde edilir. Ote yandan hipotezden ,u,%o < My, -2y 1o verildiginden

2
Hn,
Hpy—2Muy+2

<1 olur ki bu Es. 3.2 esitsizliginde kullanilirsa Gnermenin ispati

tamamlanmis olur.

Yukaridaki 6nermede gegen kosullarin saglanmasi durumunda Es. 3.1 kosulu goz

oniine alindiginda, Teorem 3.1'de ortalama etrafindaki n,. moment kullanilarak elde
edilen olasilik sinirlayicisinin, ortalama etrafindaki n, + 2. moment kullanilarak elde

edilen olasilik sinirlayicisindan daha etkin oldugu goriiliir.

Ornek 3.3'teki 4, degerleri incelendiginde ko’ Hy < Hg V€ ,ué < pg g
esitsizliklerinin saglandig1 goriiliir. Bu nedenle g4 kullanilarak elde edilen esitsizlik,

4, kullanilarak elde edilen esitsizlikten daha kotii sonug vermistir.

Bennett [5], £[X]=0 ve bir M > 0 sabiti igin | X| < M olacak bigimdeki her X

rastgele degiskeninin momentleri arasinda
pr < M™202%, r>2

biciminde bir iligki oldugunu gostermistir. Benzer bicimde
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fro < Mg, 7 >0

yazilabilecegi aciktir. Bu esitsizlikte 6zel olarak r ¢ift tamsayr olmak iizere

2

112
M? = 72 alinirsa
pikio?
kK20 < iy (3.3)

elde edilir. Es. 3.3 esitsizligin Es. 3.1 ile benzer olduguna dikkat edilmelidir. O

2 2
o 'ur—l-Q MT—FQ

halde, bir rastgele degisken r € 2Z% olmak iizere, ,
g 213 r 12k202 112k202

araliginda

deger aliyorsa; bu rastgele degisken i¢cin Teorem 3.1'de r. moment kullanilarak elde
edilen olasilik sirlayicist 7 +2. moment kullanilarak elde edilen olasilik

siirlayicisindan daha etkin olacaktir.

3.4. Ornek: [49] Sabit bir k>1 sayis1 i¢in X rastgele degiskeninin olasilik

fonksiyonu asagidaki bigimde tanimlansin;

1

P{X=—k}=P{X =k} = ve P{X =0} =1

Bu sekilde tanimlanan fonksiyonun bir olasilik fonksiyonu oldugu aciktir. Bu

durumda,

Ve
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olur. P{|X - u| > kO'} degeri verilen olasilik fonksiyonun tanimindan

P{X —ulzko} =

'dir. Eger bu olasilik degeri i¢cin Teorem 3.1'de gecgen olasilik sinirlayicisi, ortalama

etrafindaki n. (burada n pozitif ¢ift tamsayidir) moment kullanilarak yazilirsa;
Ly = E[(X — lu)n] = fn—2

ve

PX —u|z kol < gt = 1

olarak elde edilir. Bu ise Teorem 3.1’de gegen olasilik smirlayicisinin &£ >1 iken

anlamli oldugunu gostermektedir.

3.5. Ornek: X{,X,,... bagimsiz ve ayni dagilimli rastgele degiskenler olsun ve

ortalamalar1 x, varyanslari o? ve ortalama etrafindaki k. momentleri Ly ile

gosterilsin. n pozitif bir tamsay1 olmak iizere

4
Hnya = E

n
[Z:XZ —np
=1

seklinde tanimlansin. Her € > 0 ve 0 < 7 <1 sayilari i¢in
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X;

n
P %—u >et<rT

esitsizliginin saglanmasi i¢in gereken n degerini aragtiralim. Eger bu deger

Chebyshev esitsizligine gore bulunursa;

2 2
o (2
e E°T

olarak elde edilir. Eger bu deger, Teorem 3.1'de gecen esitsizlikte ortalama
etrafindaki dordiincii momenti kullanilarak bulunursa (anlasilabilirligi arttirmak icin

bu deger, bu 6rnekte dordiincii moment esitsizligi olarak anilacaktir);

4
K ya ,LL4+3(7L—1)0
eind =T= gin3 =7 34

= 7e'n3 —30%n — py + 301 >0

esitsizliginin ¢b6ziim bolgesi olarak elde edilir (bu esitsizlikte tek bilinmeyen
degiskenin n olduguna dikkat edilmelidir) . Burada Es. 3.4'deki gecis i¢in Ek-1'deki

onerme kullanilmistir. Elde edilen miimkiin ¢6ziim bdlgesi N ile gosterilsin. Simdi
2

dordiincii moment esitsizliginin UT ’den kiiciik olmast i¢in (yani Chebyshev
en

esitsizliginden daha etkin bir olasilik simirlayicisi olmasi igin) hangi sartlarin

gerektigini inceleyelim. Etkin olasilik sinirlayicisi tanimi goz oniine alinirsa:

Py _ o2 2 92 92 4
e <%:>€Jn —3(n—1)o* —py >0

yazilabilir. Bu esitsizligin ¢6ziim kiimesi 7' ile gosterilirse;
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303 —JA 30% +JA
220 7 220

T=7+%/

olur. Burada A = 906 —12e20% +4e%p,'dir. O haldle TN kiimesindeki n

degerleri icin dordiincii moment esitsizligi kullanilirsa, istenen olasilik hem 7 dan
kiigiik birakilmis, hem de Chebyshev esitsizliginden daha etkin olmus olur. O halde
eger TN N = & ise neT NN olmak iizere, Chebyshev esitsizligi ve dordiincii
moment esitsizligi ile ayn1 degerleri elde etmek i¢in, Chebyshev esitsizliginde daha

fazla rastgele degisken kullanilmasi, yani; 6rnege daha ¢ok birim ¢ekilmesi gerekir.

Bu oOrnek, simiilasyon calismalarinda gerekli 6rnek hacminin bulunmasi igin
kullanilabilir. Ayrica bu ornekten elde edilen sonuglar, simiilasyon caligmalarinin
etkinligini arttirmanin tek yolunun, ilgili degiskenin varyansimi kiigiiltmek oldugu
yoniindeki genel inanigin [14] yanlishigina giizel bir 6rnek olusturmaktadir. Burada
belirtmek gerekir ki, simiilasyon calismalarimin etkinligini arttirmak icin bir ¢ok
yontem vardir. Bunlarin {stilinliikleri, problemden probleme degismektedir. Bu
boliimdeki amag¢ yeni moment esitsizlikleri elde etmek ve bunlarin uygulamalarini

gostermek oldugundan, bu 6rnek lizerindeki tartisma burada sonlandirilacaktir.

3.6. Teorem: X pozitif tamsay1 degerli bir rastgele degisken olsun. Eger her z,y < z
icin z <y iken f(z)< f(y) olacak sekilde bir z bulunabilir ise, 0 zaman her

n < z igin

2B[X | X < n

P{Xgn}g n—+1

esitsizligi saglanir.

Ispat: fy|x<, (@)= P{X =] X <n} olasiligim gostersin. O halde,
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n n
lE[X\Xgn]:lefX|X<n(x)2lef(x)
n nle n nle
Il |[1¢
>3 x|S0 fa (3.5)
na::l nwzl
n?+n
- 2n2 P{Xgn}
2E[X]X§n]

= P{X <n}< o

Burada Es. 3.5 esitsizligi, monoton fonksiyonlar i¢in Chebyshev esitsizligi

kullanilarak yazilmistir ( Bkz. EK — 2). Boylece ispat tamamlanmis olur.

Burada tek modlu olma kavramindan bahsetmek faydali olacaktir. Bir X rastgele
degiskeninin dagilim fonksiyonu (—oco,m) aralifinda konveks ve (m,o0) araliginda
konkav ise, X rastgele degiskenine m etrafinda tek modludur denir [20,27]. Bu
kavram Olshen ve Savage [30,33] tarafindan "0 etrafinda o-tek modlu" bi¢iminde
genellestirilmistir. Bu tanima gore bir X rastgele degiskeninin O etrafinda «-tek

modlu olmasi i¢in gerek ve yeter sart U, (0,1) araliginda tekdiize dagilima sahip

olmak tizere U ve Z iki bagimsiz rastgele degisken iken X'in U%Z ile aym

dagilima sahip olmasidir.

Mallows ve Richter [25] keyfi bir 4 olay1 i¢in

P<A)§02+(E[)U(|A]—,u)

2

esitsizliginin saglandigin1 gostermislerdir. Burada 6zel olarak 4= X _1((—00,11])

alinirsa

P{X<n)< & 2
02+(E[X|X§n]—u)
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elde edilir. Mallows ve Richter'in buldugu esitsizlikle Teorem 3.6'da gecen esitsizligi
karsilagtirmak dogru degildir; cilinkii Teorem 3.6 sadece kosullu beklenen deger

kullaniliyorken, Mallows ve Richter ortalama ve varyansi da kullanmislardir.

3.7. Ornek: X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu asagidaki gibi olsun.

01 ,z=

0,2 ,x=1/3
fx)y=140,5 ;o2 =3

0,2 ,x=

0 ,dh

Bu durumda n =3 alindigmda E[X|X <n|=19583 oldugundan Teorem
3.6'dan P{X < n} olasilig1 igin {ist smir 0,97915 olarak elde edilir. P{X <n}

olasiliginin gercek degeri ise 0,8 'dir.

3.8. Teorem: X pozitif degerli rastgele degiskeninin sifir etrafindaki bilinen

momentlerinin mertebelerinin bazilarm1 a;, ¢ = 1,...,n ile gosterelim; dyle ki bir ¢

degeri igin sifir etrafindaki a; mertebeli momenti biliniyorsa, sifir etrafindaki a; + 1

n n
mertebeli momenti de biliniyor olsun. O zaman, E My 1P — g Mg, pipe > 0 ve
(3
1=1 1=1

Ma, P; > 0 olacak bigimdeki her p; degeri ve her z > 0 i¢in
1

n
1=

Zmai—klpi

n

Z mai pl
=1

z

~—_—

esitsizligi saglanir.
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Ispat: Teoremdeki kabulden

n n 2 00
Omeainz’—EmaipiU a;f(x)da;-l—f of (z)dz
=1 =1 0 Z

n n 0
Oézmai—klpi_zmaipij; iIZf(.’L')dx
1=1 1=1
n n
< Zmai+1pi - Zmal-piz[l - F(Z)]
1=1 1=1

n
Zmai—i-lpi
S P{X >y

n
Z Mg, D; ]
i=1

z

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.

n
Y rastgele degiskeni, her ¢+ =1...,n i¢in P{Y =gq;} = p;, Zpl- =1 olacak
=1

bigimde secilsin. Ayrica Y ve X bagimsiz rastgele degiskenler olsun. O zaman

Cov(XY,X) — E[XYX} —E[XY]E[X}
= E[E[XYH ]YH—E[E[XY |YHM
= E[my |- E[my |p

n n
= Zmaﬁ—lpi - Z My, Dil
=1 i=1

n n
elde edilir. Bu ise Teorem 3.8'de gecen Zmai+1pi —Zmaj p;it > 0 sartinin,
=1 i=1
n

> pi=1, p; >0, i=1,...,n olmas durumunda, aslinda uygun bigimde segilen
=1

bir ¥ rastgele degiskeni icin XY ile X arasindaki kovaryansin pozitif olmasi

sartina denk oldugunu gostermektedir.
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Asagidaki sonu¢ Markov esitsizliginin, Teorem 3.8'in 0zel bir hali oldugunu

gosteriyor.

3.9. Sonu¢: X pozitif degerli bir rastgele degisken olsun. Ozel olarak Teorem 3.8'de,

n=1, ag =0 ve p, =1 olarak alinsin. X pozitif degerli oldugundan m; > 0
olacaktir. Ayrica Cov(X,1)= 0 oldugu gergegi ile yukaridaki tartisma géz Oniine

alinirsa, Teorem 3.8'in sartlarinin bu X rastgele degiskeni tarafindan saglandigi

aciktir. O halde Teorem 3.8'de gecen olasilik sinirlayicisi

1_F(z)§ﬂzﬂ
myz 2

olacaktir ki bu Markov esitsizligidir.

3.10. Lemma: Teorem 3.8'deki gosterim gegerli olmak iizere, X rastgele degiskeni

sadece 1'den biiyiik degerler alabilsin. Ayrica a; >0, ¢ =1,...,n olsun ve gy =0

olarak alalim. O halde

n n
> Mg aDi — Y Mg, Dift > 0 (3.6)
i=0 i=0

esitsizligi saglanir.

Ispat: Es. 3.6'daki esitsizligin aslinda uygun bigimde secilen bir Y rastgele
degiskeni i¢in, XY ile X arasindaki kovaryans oldugu daha dnce belirtilmisti. O
halde lemma'y1r ispatlamakla, Y uygun bicimde secilmis olmak kaydiyla,

C’ov(X Y X ) > 0 oldugunu gostermek ayni seydir.

Cov(XY,X )= E|E[XY*1| Y|/~ E|E|XY | Y| E]X]

= B|E[X"+|Y|-E[X" |Y|E[X] (3.7)
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esitlikleri her zaman icin saglamir. Ote yandan, Y 'nin alabilecegi her 7 = 0

degerleri igin ¢g(X)= XY, X 'in artan bir fonksiyonudur. Bu nedenle her y = 0

i¢in Cov(XY,X) > 0'dir. Ayrica y = 0 durumunda
Cov(XY,X)=Cov(L,X)=0

saglanir. O halde Y 'nin alabilecegi her y degeri igin Cov(X¥,X)>0 olur. Ote
yandan Es. 3.7'de ilk beklenen degerin i¢indeki ifade, Y 'nin verilen bir y degeri i¢in
Cov(XY,X)'e esit oldugundan, Es. 3.7 negatif degerli olamaz ki bdylece ispat

tamamlanmis olur.

3.11. Sonug: Teorem 3.8'deki gosterimler gecerli olmak iizere, X rastgele degiskeni

sadece 1'den biiyiik degerler alabilsin. O halde her z > 0 i¢in

n
Z mayj +1

P{X>z2} < ——
sz
=1

a;

esitsizligi saglanir.

Ispat: Ozel olarak her i igin D, = % olarak secilir ve Lemma 3.10 g6z oniinii

alinirsa Teorem 3.8'in sartlar1 saglanacagindan, ispat agiktir.

3.12. Ornek: Teorem 3.8'de gecen kosullarin saglandigi durumda, pozitif degerli bir

X rastgele degiskeni i¢in, z > 0 olmak {izere

1-F(z)<Drtl  p ezt (3.8)
myz

r
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yazilabilir (Teorem 3.8'deki gosterim ile n =1, a; = r ve p; =1 alinmstir). Ozel

27“4—1 _1

olarak X ~ U (1,2) almursa, her r € ZT i¢in m, = I

Ve

27“—!—2_1_127'—0—1_1
r+2 2 r+1

My — My =

2 (3r42)—r
C2(r+2)(r+1)

(3.9)

olur. Es. 3.9'un paydast r >1 iken negatif olamayacagindan, paydaki ifadenin
negatif olmadigin1 gostermekle Teorem 3.8'in kosullar1 saglanmis olacaktir. » > 1

iken

27 (3r +2)—r>2(3r+2)—r

=5r+4>0

oldugundan m, ,; —m,p > 0 saglanir. O halde X ~ U (1,2) rastgele degiskeni icin

r(2rt —1)

re s e

zr), 2>0, reZt (3.10)

elde edilir. Asagidaki sekil Es. 3.10'daki olasilik sinirlayicisinin 7 =3 ve r =5

iken aldig1 degerleri gosteriyor.
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C(Z,’I”) 18

r(2r —1)

Sekil 3.1. r =3 ve r =5 i¢in ((z,7) = degerleri

z(r+1)(2" -1)

Sekil 3.1'den goriildiigii iizere » = 3 ve » = 5 iken elde edilen olasilik sinirlayicilart

yaklagik z = 1,6'dan sonra 1'den kii¢iik olmakta ve » = 3 iken elde edilen olasilik

siirlayicist 7 = 5 iken elde edilen olasilik sinirlayicisindan daha etkin olmaktadir.

3.13. Teorem: X sonlu bir [a,b] araliginda deger alan bir rastgele degisken olsun. O

zaman her a < z < b igin

Tl gy <
T —a b

esitsizligi saglanir.

Ispat: Once z < b iken F (7)< 2:’; esitsizligi ispatlanacaktir.
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F(:z:):l—(l—F(x))

:>LF<:L-> b _

— = _a(l—Fm:))

s}

Esitligin her iki tarafindan f 7 F(x) cikartarak;

b

b a b
:>F(x)_b—a_b—a b—a<1_F($)>

_ b p po__a _
b—a b—a+b—a b—aF(x)

— Z:g +— fabtf(t)dt—afa"”f(t)dt—bf;f(t)dt]

VI WY +f;tf(t)dt_afazf<t)dt—bf;f(t)dt]

bof1-Fa)

—

—aTT-a
:Z:Z+biaf (t—a)f dt+f (t—b ] 3.11)
<yl [T —af r(e)ar]
<t (o f e —af” f(t)at]

—bony ia[(a:—mF(:z:)]

:>(b—a)F(:zc)gb—/ht(yc—a)F(x):>F(:zc)gb_—'u
b—x

— T
elde edilir. H < F(z) esitsizliginin ispat icin Es 3.11'de f (t—a)f(t)dt

a
teriminin pozitif degerli oldugu gbéz Oniline alinarak, bu terim kaldirilmaktadir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Eger yukaridaki teoremde z < p alinirsa anlamli olmayan bir olasilik siirlayicisi
elde edilir. Asagidaki sekil b =5, a =0 iken g 'niin bazi degerleri i¢in Teorem

3.13'den elde edilen iist sinir degerlerini gostermektedir.
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0.9

0.6p"

0.5}

0.4p~

0.3}F

0.2f="

Sekil 3.2. b=5 ve a=0 iken Teorem 3.13'den elde edilen

degerleri

8N

2.5

Asagidaki teorem bir anlamda Teorem 3.13'i genellestirmektedir.

3.5

baz1 olasilik

ust

3.14. Teorem: X sonlu bir [a,b],a > 0 araliginda deger alan bir rastgele degisken

ve F(z) integrallenebilir olsun. Ayrica bu rastgele degiskenin ortalama etrafindaki

bilinen momentlerin derecelerinin kiimesini [ ile gosterelim ve n bilinen en biiyiik

dereceli momentin derecesini gostersin. Ayrica gosterimde kolaylik saglamak

amaciyla;

r=0 m=0

. ré&l m¢27
Tl (Za x7y) =

r=0 m=0
r¢l me27

> 5|

>3




olarak tanimlansin. O zaman her z € [a,b] icin
1) n ¢ift iken
a) 2" —a" =T, (2,0,2) + T} (L z,a) > 0 ise

Ty — T (1Lb2) — T

>
Fez 2" —a" =T (2,0,2)+ T; (1,2a)

b) 2" —a" —T1(2,b,2) + T} (Lz,a) <0 ise

=Ty — T (Lb,2) — T
<
Fo s 2" —a" =T (2,0,2) + T, (L, 2,a)

¢) 0" — 2" =11 (2,2,a)+ T; (1,b,2) > 0 ise

bn —T2 +ﬂ(1,b,2)—T3

F <
R — T (2,2za)+ Ty (1,b,2)

¢) 0" — 2" =T (2,2,a)+ T; (1,b,2) < 0 ise

bn —T2 +ﬂ(1,b,2)—T3

F >
) Z — T (2,2za)+ Ty (1,b,2)
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2) n tek iken

a) 2" —a" + T (2,2,0)— Ty (1,b,2) > 0 ise

2" —T2 _Tl (2,b,Z>—T3

>
Fe 2 2" —a" + 1T (2,2,0)— T} (1,b,2)

b) 2" —a" + T} (2,2,a)— Ty (1,b,2) < 0 ise

2" —T2 —]11<2,b,2)—T3

<
Fers 2",a" + 11 (2,2,0) =11 (1,b,2)

¢) 0" —2" +T1(2,b,2) — T} (1, 2,a) > 0 ise

b — Ty + T (Lb2) — T
b" — 2" + T4 (2,b,2) = Ty (1, 2,a)

Fo <

¢) 0" — 2" +T1(2,b,2) — T} (1,2,a) < 0 ise

bn —T2 +]11<1,b72)—T3

>
Fez b — 2" + 1, (2,0,2) — 11 (1, 2,a)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: Burada sadece 1. a) durumu ispatlanacaktir. Diger durumlar benzer sekilde
gosterilebilir. Ispata ge¢meden o6nce asagidaki iic esitligi hatirlatmak faydah

olacaktir.




n

fbm”f(m)dm => "

r l’l’n_rl’l"f’
r=0

b b
f x”f(x)dx:x”F(x)‘b —f nz" L F (z)dx
a a a

b
=h" — f ne"1F (z)dx
a

Bu bilgiler kullanilarak ispat su sekilde yapilabilir:

n
e

b n n
[Canfayde =31, r |1 b
@ rel r=0
rél
no(n (T r—m b
:Tg—i—z " /L”*TZ m (=) f " f(x)dx
r=0 m=0 a
rél
=T fb "f(z)d iz el )”_mfb mf(z)d
= " f(r)dr — — T r)dT
’ a r=0m=0 T a
r&l
b n r b
:b”—f nx"le(x)dm—Z Z Z ,,;],u”mf " f(x)dw
a r=0 m=0 a
r&l me2Z
noro(n\(r b
3 i llm ,u"_mf o™ f (x)dx
r=0 m=0 a
r&1 mg27

b
=b" — f nz"LF (z)dx
a

S . mr n—m | pm b m—1
—ZZ o |1 b —famm F(x)dz
r=0 m=0
r&l me2Z

27
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- - n m b m—1
+Z% Zo - b —fa mx™ - F (x)dx
r&I mg27

r n—m
o

b
=" —1}(2,1),0)4—7‘1(1,1),0)—] nz"1F (x)dx
a

n T b
+>° 3 Z 72 ,u”_mf ma™LF (x)dz
r=0 m=0 a
r&l me2Z
noro(n\(r b
— pn=m | ma™ I (2 do
2 2 ),
r&l mg27
hn Zn: Zr: nyr ( )nfm pm fZ nle( )d fb n—lF( )d
=b" — — — | nx r)dx — | nx x)dx
r=0m=0 o a z
rél
noro(nyr z b
—I—Z Z r m],u”_m f mxm_lF(a:)d:r—l—f ma™F (z)dx
r=0 m=0 a z
r&l me2Z
nooJIo(n r] 2 1 b 1
— pnm ma™F(z)de 4+ | mz™ F(x)dz
X0 rfmpe J.
r&I mg27
>} zn: ro(n\(r ( )n—mb F( )fz ld F(b)fb 1d
no_ — m_F(z nx"tdr — nx"dz
r=0m=0 o a z
rél
noro(ny\r 2 b
> 301, m],u”_m F(a)f mxm_ldx—l—F(z)f ma™ ldz
r=0 m=0 a Z
r&l me2Z
n T b
— 2 Z ;,; puhm F(z)fazmmmfldx—kF(b)fz mz™ ldx
r&l mg27
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n T
+Z_% Z_:o Z &]u”_m{F(z)(bm—zm)]
r&l me2Z

n T
Dy
r=0 m=0
r&l mg27

n
r

;]u”_m[F(z)(zm —a™ )4 (b™ —zm)}

=b" —T) —b" + 2" —T1(L,b,2) —F(z)[z” —a" —Tl(2,b,z)—|—Tl(1,z,a)]

=T, — T, (Lb,2)— T,
>
= F(2) 2 53— — T, (L,b,2)+ T, (1,2.a)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Ozel olarak 2. c)de n =1 ve I = {0,1} alindiginda

F(Z)Sb__'u
b—=z

elde edilecegi aciktir.

3.15. Ornek: Teorem 3.14'de ozel olarak n=2 ve [ ={0,1,2} almrsa her

z € |a,b] igin

2
F(z>§122

—my
—3 (3.12)

elde edilir. Bu esitsizligin Teorem 3.13'de gegen esitsizlikten etkin olmasi igin

o2

= (ve z < b) olmasi yeterlidir. Gergekten de,

Z > =
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= 02 —p? <bz—bu—zp
=02 —0% — 12 <b? +bz—bu—zu

b2—02—u2 bQ—TTIQ b_ﬂ
:>—b+z <b—u:>b2_z2<b_z

esitsizligi saglanir. Eger X ~ U(0,1) almrsa Teorem 3.14'deki gosterim ile

o2

b>pu— b= % saglanir ki bu durumda Es. 3.12 esitsizligi Teorem 3.13'den elde

edilen olasilik sinirlayicisindan her z € (%,1) i¢in etkin olacaktir.

3.16. Sonug: X , bir [a,b] pozitif araliginda deger alan rastgele degisken olmak iizere
her n € Z* ve her z € (a,b) igin

2" —m b"

S S F(2) <

esitsizligi saglanir.
Ispat: Teorem 3.14'de I = {0,1,...,n} alinirsa ispat agiktir.

3.17. Ornek: X rastgele degiskeni \ ve ¢ parametreli kesilmis iistel dagilima sahip

olsun; yani,

l—e ™ 0<z<c

F)=
1 T>c

olsun. Bu durumda X rastgele degiskeninin sifir etrafindaki ilk dért momenti;

1— 8—)\0

my N
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2 1—(1+)\c)e_AC
my = )\2

3 2—(2+2>\C+>\262)6_/\C
m3 = )\3

4 6—(6+6)\c+3)\2c2 +)\3c3)6*)‘c
m4 =

)\4

olur'. ¢=3 ve A=1 iken n =1,2,3,4 icin Sonuc 3.16'dan elde edilen st sir

degerleri ile F'(z) degerleri asagidaki sekilde verilmistir.

1 B
0.9 L .
L - —— - — = T
- 4//
0.8} e |
-
0.7 -
0.6 - gercek H
— -n=1
o5+ n=2 H
— - -n=3
0.4+ n=4 M
0.3} |
0.2+ |
0.1 -
0 | | | | 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
z

Sekil 3.3. ¢ =3 ve A=1 iken n =1,2,3,4 i¢in Sonu¢ 3.16'dan elde edilen {ist
sinir degerleri ile F'(z) degerleri

Sekil 3.3'den goriildiigii iizere z'nin kiiclik degerleri i¢in n = 1 alinarak elde edilen
olasilik sinirlayicist digerlerinden daha etkin iken, z'nin biiylik degerleri i¢in n = 4

alinarak elde edilen olasilik sinirlayicisi digerlerinden daha etkin olmaktadir.

' X rastgele degiskeninin ilk dért momenti [25]'den alinmustir.
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Milne [1, 28], [a,b] araliginda pozitif olan ve integrallenebilen f ve g fonksiyonlari

i¢cin

b frgm) b b b
f f(x)Jrg(x)d:z:f [f(:c)+g<:c>}da:§faf(a:)dxfagmdx

esitsizliginin saglandigini gostermistir. Bu esitsizlik sayesinde pozitif degerli olan ve
kapal1 bir aralik lizerinde deger alan bazi rastgele degiskenler i¢in asagidaki gibi bir

olasilik sinirlayicisi elde etmek miimkiindiir.

3.18. Sonug: {a,b],a > (0 araliginda deger alan X rastgele degiskeninin sifir

etrafinda bilinen momentlerin derecelerinin kiimesi [ ile gosterilsin. O halde

(@n )pers {a,b] araligindaki her = degeri i¢in Z apr™ >0 ve 1+ Zanmn >0
nel nel

olacak bigimde bir gercek say1 dizisi olmak tizere her z € [a,b} icin

1+ Zanzf

> anzl! > apmy, [1 + > ayal

Fz)> nel _ _nel nel nel
- 1+Zanzﬁf 1—|—Zanmn Zan(zf—af)
nel nel nel

esitsizligi saglanir. Burada a« = argmin ) ~ a,2" ve 2z = argmin »  a,z" 'dir.
r€la2] pel z€z,b| nel

Ispat: Milne esitsizliginde g(z)= Zanx” f (x) alinarak;
nel

f fI])d:L’f > apa" f(x)dx >
nel
, J(@)) ana"f(x)

nel dr
fe)+>" ana"f ()

nel

b b
fa f(x)dx—i—fa %anx”f(x)dx




, D " f ()
_ nel
ne
> anmy > apa" +1-1|f(x)
:L>fb nel dz
1+Zanmn_ a 1—|—Zanx”
nel nel

:fbf(:p)dl’—fb—f(x)
a al4+ )" a,a"

nel

R R (€ N b f@
1 fa1+2anx“dx+le+2anx”dx

nel nel

1
nel

1
——F
- 1+ E a,al
nel

el gt
1—{—2%21‘ 1+Zanaf 1~|—Zanzﬁ
nel nel nel

Z a2l 2 a,my,

1 1
F _ > _nel __nel
= (z)1+2anaﬁ 1+Zanzj? _1—|—Zanzf 1+Zanmn
nel nel nel nel
Z a2 Z a,my, [1 + Z apal |14 Z a2l
F > nel ___nel nel nel
—rR = L+ a2l 14> agmy, Zan(zﬂ—af)

nel nel nel

Boylece ispat tamamlanmis olur.

3.19. Ornek: X rastgele degiskeni, p > 0 bir parametre olmak iizere

33
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xP ,0<x<(p+1)%7+1

fr)y=
,dh

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olsun. O halde her re€Z% igin

(p + 1>(p+r+1)/(p+1)

m, = D Er il olur. Bu durumda, Sonu¢ 3.18'deki gosterim ile

I'={1,...,s} ve her i=1,...,s degeri igin a; =1 alinrsa, O,(p+1)l/(p+1)
8 .

araligindaki her = degeri icin Zai:ﬁ > 0 saglanir ve ayx = a, 24« = z olur. O halde
=1

her z < (p + 1)1/ (p+1) pozitif say1s1 i¢in

s s (p+n+1)/(p+1) s
Z P Z (p + 1) 1 1+ Z P
n=1 _ _n=1 p+n+ n=1
Fey 2z 5 s (p+n+1)/(p+1) 5 (3.13)
1+ > 2" 1+Z(p+1> > an

esitsiziligi Sonu¢ 3.18 yardimiyla elde edilir. Asagidaki sekil p ve s'nin bazi
degerleri i¢in Es. 3.13'de gecen olasilik sinirlayicisi ile F'(2) 'nin gercek degerlerini

veriyor.
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Sekil 3.4. Es. 3.13'deki olasilik sinirlayicist ile F'(2) 'nin gercek degerleri

3.20. Teorem: X destek kiimesi sonlu (a,b),a > (0 olan siirekli bir rastgele
degisken olsun. O zaman her ¢t = 0, r > 1 ve 2z € (a,b) icin
2 2 2
b m?y |(14 627 )(1+ 122"

P{X sz)= 1+00" 1+ 2m, b —z"

esitsizligi saglanir.

Ispat: Bu teoremin ispatinda, [1]'de belirtilen la,b] arahiginda integrallenebilen

pozitif degerli f ve g fonksiyonlar igin

s < [ [+ ol @14

(x)+g(x)
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esitsizliginin saglandig1 gercegi kullanilacaktir.

Es. 3.14'deki f fonksiyonunu, X rastgele degiskeninin olasihik yogunluk

fonksiyonu olarak alip ¢ () yerine t2z" f (z) koyarak;

[f Jt2zT 2 (x da: f(x)+t2x7”f(:1:)}dx

2.7 b
< [P f@taf@) 4
I, Frt et O,

bt2xrf($ 2,7
T def f(z) da:—l—f 227 f (z)d
| _ (' fw 2
_ @ b fa 2
=11 fa1+t2xrdx+le d:c (1~|—tmr)
<{1- ;F(z)—l—;[l—ﬁ’(z)] (1+t2mr)
- 1+ 227 1+ t2"
1 20" — 22"
=1— — F)|[1+2m
e e o)
2 212 2,2
o< B M (1—1—tb)(1+tz)
142" 1+ t2m, b2 — 22
Boylece ispat tamamlanmis olur.
.o a
3.21.  Ornek: X ~ Beta(a,3) olsun. Bu durumda p= a7 ve
i 2aﬁ olur. Bu bilgileri kullanarak Teorem 3.20'den ¢ =1
(a+8) (a+5+1)

alindiginda 0 < z < 1 degerleri i¢in
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[a%5) :
Fo<|s- atf , 2(1+'z ) (3.15)
m af +[ a ] 1-2
(a+8) (a+B+1) lath

elde edilir. Asagidaki sekil bazi o ve [ degerleri i¢in Es. 3.15'deki olasilik

smirlayicisiile F'(z) degerlerini vermektedir.

15 T T ‘/ I I
/ f —— Ust smir

/ degerleri
gercek
/ // //»/ ~ degerler

Sekil 3.5. X ~ Beta(a,ﬂ ) iken o ve (3'min baz1 degerline karsilik F'(z) degerleri

ile Teorem 3.20'den elde edilen olasilik siirlayicisinin degerleri

Teorem 3.20'de gegen olasilik sinirlayicist ¢2 keyfi degerine de bagl oldugundan, bu

olasilik smirlayicisini C(tQ) ile gosterelim. O halde #*> degeri ¢ (tQ)'yi en

kiigiikleyecek sekilde secilmelidir.

Bu amagla, ¢ (tQ) 'nin ¢2'ye gore tiirevi alinirsa
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b"m,2" (mr — m?/2)t4 + 2b" 2" (mr — m?/2)t2

/

-l-z”(br—mfﬂ)—mf/z(br —m,)

2b"m,.2" (mz - mf/Q)‘

ve t2'ye gore ikinci tiirevi

dc2(t2)
d(t?)

2b’“mz/2m,« (my - 2")(b" — mr)t2

—2m3/2(mr ~2") (b —m,) /(1—i— mrt2)4

olarak elde edilir. Birinci tiirevi sifira esitleyen degerlerin

Ty (mT — mz/Q) F mr/2\/b7’zr(mr — mf/Q)(mr —2) (b7 —my)

t1,2 =

b"m,.z" (mr — mz/Q)

oldugu aciktir.{ fonksiyonunun bu noktalardan birinde en kiigiik degerini almasi

icin, ikinci tiirevin bu noktada pozitif degerli olmasi gerekir.

Ikinci tiirevi sifira esitleyen noktanin

oldugu kolayca bulunabilir. Ote yandan (mp —2")>0 ise

2b7”m?/2m¢ (my 2" )(b" —my) > 0 olur. O halde (m, —2") >0 iken f) > t? ise
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d¢?

( )2 > ('dir. Bu durumda ¢ 'nin en kiiclik degeri (global minimum noktasi)
d(t?

242
t —tO

(my —2")> 0 iken mr—mf/2 > 0 ise'

*

o —brzr(mT —m3/2)+mr/2\/b7‘zr(mr —mf/Q)(mr —z)(b" —m,)

b"m,.z" (mr — m3/2)

noktasinda elde edilir. Ote yandan Teorem 3.20'de 2 > 0 alindigindan, bulunan ¢*

degerini kullanabilmek i¢in ¢t* > 0 olmasi gerektigi goz oniinde bulundurulmalidur.

3.22. Teorem: X ve Y negatif degerler almasi olasilig sifir olan iki rastgele degisken
olsun. uy, 0)2( , Uy, a% strastyla X ve Y’nin ortalama ve varyansini, Cov(X Y ) ise

X ve Y arasindaki kovaryansi gostersin. O zaman her & >0 igin

CO’U(X,Y) + pxpy
k20'XO'y

P{XZICO'X,YZkgy}S

esitsizligi saglanir.

fspat.‘
Cov(X,Y)= E|XY |- E[X|E[Y]

o0 o0
= [ | ayfvy (xy)dedy — pxpy
—o0 —0

SN d - dr |d
_fo [fo zyfxy (2,9) x+kaXxny7y(a;,y) T |dy — puy ply

"'m, — mf /2 2 0 esitsizliginin ispat1 i¢cin EK-2'ye bakiniz.
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koy poo o o
> PR—
> fo fkax zyfyy (2,y)dzdy + fkay f/mX wyfyy (z,y)dzdy — pix py

Z kQO'XO'Yp{X Z kO'X,Y 2 ka'y}— 1954 %%

CO'U(X,Y) + px py
kQO'XO'Y

iP{XZkUX,YZkgy}S

Boylece ispat tamamlanmis olur.

X ve Y rastgele degiskenlerinin ortalamalari sifir, varyanslar1 sirasiyla 012 ve 022

olmak tizere her k£ > 0 i¢in Berge [6]

2
P{|X| < kov[¥| < kop} > 1 - TEZL

olarak elde etmistir. Burada p, X ile Y arasindaki korelasyon katsayisidir. Olkin
ve Pratt [32] ise Y; i=1,..., p rastgele degiskenler ve aiz bu rastgele degiskenlerin
varyanslar1 olmak lizere k; >0 degerleri icin P{|Yl| > k;0;, bazii degerleri igin}

olasilig1 i¢in bir st sinir elde etmislerdir.

3.23. Sonug: X negatif degerler almasi olasilig1 sifir olan bir rastgele degisken olsun.

M Ve o? sirastyla X ’in ortalama ve varyansini gostersin. O zaman her £ > 0 i¢in
P{X>ke} <L
ko

esitsizligi saglanir.

Ispat: Teorem 3.22'da Y 'nin dagilimi X ile ayn1 ve Y ile X bagimsiz olarak

secilirse
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2

P{X >koY > kot < k’jag (3.15)

elde edilir. Ote yandan X ve Y bagimsiz ve ayn1 dagilimli olduklarindan

P{X > koY > kot =P{X > ko}P{Y > ko}

= [P{X > ko}]

yazilabilir. Bu esitlik Es. 3.15'de yerine konup her iki tarafin karekokii alinirsa

istenen elde edilir.
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4. OLASILIK ESiTSiZLiGININ ELDE EDIiLMESI iCiN BIR ALGORITMA

Onceki boliimde olasilik sinirlayicilari bazi 6zel durumlar igin temel olarak integral
esitsizlikleri kullanilarak elde edildi. Bu boliimde ise bir olasilik sinirlayicisint bulma

problemi bir optimizasyon problemi olarak ele alinacaktir.

Bu acidan bakildiginda, bir olasilik sinirlayicist bulma problemi, verilen momentlere
sahip olacak bicimde, ilgilenilen olaya en biiyiik/kiigiik degeri veren dagilim

fonksiyonunu bulmaktir.

A ilgilenilen olay1, I verilen momentlerin ( sifir etrafinda ) mertebelerinin kiimesini
gostermek iizere, A olay1 icin bir olasilik smirlayicisi bulma problemi agagidaki

bi¢imde ifade edilebilir:

enkz = | dF (4.1.2)
/

f o dF =m, ,nel (4.1.b)

R

Buradaki integraller Lebesgue anlamindadir ve optimizasyon biitiin miimkiin dagilim

fonksiyonlar1 F iizerinden yapilmaktadir.

Bu problemin ¢éziimii igin Prékopa [36]" lineer programlamayi kullanmustir. Farkli
¢Oziim yoOntemleri ve iyi bir inceleme Lasserre [23] ve Bertsimas ve Sethuraman

[7]'da bulunabilir.

4.1. Tamim: X sonlu bir [a,b] araliginda deger alan ve olasilik yogunluk fonksiyonu
stirekli olan bir rastgele degisken olsun. X 'in sifir etrafinda bilinen momentlerinin
mertebelerinin kiimesini / ile gosterelim. Asagidaki optimizasyon problemine

problemi denir.

! Prékopa sifir etrafindaki momentler yerine binomial momentleri kullanmistir.
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b
enk z:fg(ao—l—alx—i—m—i—anx”)dx—i—f (ag + @y + -+ + a,2" ) dx (4.2.2)
a T

0’01"'7aﬂ

b

f 2" (ag + oz + -+ ayz” ) dr = m, ,r €1 (4.2.b)
a
b

f (a9 + ax 4+ a,2" )dr = 1 (4.2.c)
a

Vz € [a,b] i¢in ay + a,x + ayx® + -+ + a,z" > 0 (4.2.¢)

Burada a < ¢ < 7 < b'dir. 7w probleminin ¢oziimiine, P{ X ¢ [e,7]} olasiligin n.
dereceden / kiimesindeki momentlere gére olasilik sinirlayicist denir ve 7, ; (e,7)

ile gosterilir. Ozel olarak m bir pozitif tamsayr olmak iizere I = {1,2,...,m}
biciminde ise, m probleminin ¢ézliimiine P{ X ¢ [e,7]} olasiligint n. dereceden ilk

m tane momente gore olasilik sinirlayicisi denir ve 7, , (&,7) ile gosterilir.

Simdi 7 problemini, Es. 4.1.a-¢ kisitlar1 ile tanimlanan problemle ( bu problem (4.1)
problemi olarak anilacak) karsilastiralim. (4.1) probleminde optimizasyon biitiin
dagilim fonksiyonlar1 lizerinden yapilmakta iken 7 probleminde sadece polinom
tipindeki fonksiyonlarla ilgilenilmektedir. Bu polinom tipindeki fonksiyonlarin
dagilim fonksiyonu oldugunu garantilemek icin Es. 4.2.c kisit1 ile tanim araligindaki
biitiin degerler iizerinden integralinin 1 olmasi saglanmis, Es. 4.2.¢ kisitiyla da bu
polinomun negatif olmamas: garantilenmistir. Her polinom bir siirekli fonksiyon
oldugundan, Es. 4.2.c ve Es. 4.2.¢ kisitlarinin saglanmasi, 7 probleminin
¢Ozlimiiniin bir dagilim fonksiyonu ile elde edilecegini garanti eder. Es. 4.2.b kisiti
Es. 4.1.b kisit1 ile benzerdir ve dagilim fonksiyonunun bir polinom olmasi
durumunda, verilen momentlerin saglanmasin1 garanti eder. O halde bir = problemi,
bir anlamda, (4.1) probleminin dagilim fonksiyonu bir polinom ile ifade edilebilen
rastgele degiskenlere siirlandirilmasidir. Eger n degeri yeteri kadar biiyiik alinarak

7Tn7]( €,7) degeri bulunabilirse; bu deger, X rastgele degiskeni siirekli olasilik
yogunluk fonksiyonuna sahip olmak {izere, P{X g ler]l|m,,nel } olasiligi i¢in

bir Uist sinir olarak kabul edilebilir.
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Bir m probleminde verilen momentlerin sayist m ile gosterilsin, yani; m = # ([ )
olsun. n < m alinmasi durumunda, genellikle 7 problemi bir optimizasyondan
ziyade miimkiin ¢dziim bolgesinin bos olup olmadigini arastirmaya denk olmaktadir.
Ciinkii Es. 4.2.b ve Es. 4.2.c kisitlar1 m bilinmeyenli ve genellikle lineer bagimsiz m
tane esitlik icerir. » > m oldugu durumda ise 6nce m — n tane parametreye gore
Es. 4.2.b,c kisitlar1 ¢oziliir. Ardindan elde edilen ¢éztiimiin Es. 4.2.¢ kisitin1 saglayip
saglamadig1 kontrol edilir. Saglayan degerler arasindan Es. 4.2.a amag¢ fonksiyonunu
en kiigiikkleyen polinom ¢6ziim olarak kabul edilir. Fakat bu islemler n degeri

arttikga ¢ok zorlagmaktadir. Izleyen kesimde T, ;(&,7) degerlerinin nasil elde

edilecegi tartisilacaktir.

Algoritma 1: 7, ; degerinin bulunmasi i¢in algoritma

1.Adim: 0<d <1 arama adim biiyiikliigi, 0 < d* < d durma kriteri ve y > 1
sayilar1 secilir. Verilen momentler yardimiyla istenen olasilik i¢in bir iist
ve alt sinir elde edilir'. Bu degerler sirasiyla 7, ve 7 ile gosterilir. Eger
7, elde edilemezse 7, « 1, eger m, elde edilemezse 7, « 0 alinr.
T min{ﬂ;,l} Ve T, max{wZ,O} alip 2. Adim'a geg.

2. Adm: 7 probleminde amag¢ fonksiyonunu Es. 4.2.a 7 degerine esitleyip
¢Oziimii aragtir. Eger problemin bir ¢éziimii varsa 3. Adim'a, aksi halde
4. Adim'a git.

3.Adm: Eger d/y>d ise 7 — 7 +(y—1)d/y, d<—d/y ahp 2. Adim'a
don. Aksi halde dur, istenen sonuc 7 'dir.

4. Adim: Eger ' —d > m, ise 7 «— m —d alip 2. Adim'a don. Aksi halde 5.
Adim'a git.

5.Adm: Eger d/y >d ise d«d/y, m «—1—d alip 2. Adim'a don. Aksi

halde 7" « min{w},l} alip dur, istenen sonug¢ 7 'dir.

! Bu degerin elde edilmesi i¢in baz1 yontemler 6nceki boliimde incelenmistir.
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Bu algoritma yardimiyla en 1yi olasilik simirlayicisinin ya da yeteri kadar iyi bir
olasilik sinirlayicisinin bulunabilmesi i¢in, Es. 4.2.b-¢ kisitlarin1 saglarken Es. 4.2.a
fonksiyonunun esitlenebilecegi degerler kiimesi; yani amag¢ fonksiyonunun
alabilecegi deger kiimesi, (bu kiimeyi II ile gosterelim) irtibatli olmalidir. Asagidaki

teorem II kiimesinin irtibath oldugunu soyliiyor.
4.2. Teorem: Yukaridaki gibi tanimlanan IT kiimesi irtibathdir.

Ispat: 7,7, € Il ve m, < 7, olsun. Keyfi bir € (m,m,) alalm. P, (t), P,(t) ve
P, (t) ile sirasiyla m, m, ve x ¢oziimlerine karsilik gelen polinomlar1 gosterelim.

x = am + (1 — a)m, olacak sekilde a € (0,1) sayisinin bulunabilecegi aciktir.

P (t) = Zait’", P (t) = Zafﬂ ve P, (t) = ZaftT olsun. O halde,
r=0 r=0 r=0

r=oam+(1—-o)m

:auﬁﬂwﬁ+ﬁﬁ@m4+uﬂn

f;PQ(t)dt+fng(t)dt]

n n n n
=a f: S adtrdt + fTb S aktrdt |+ (1—a) f; S adtrdt + ffb S a2tdt

r=0 r=0 r=0 r=0
_ Tio aar +r(—1|—_1 a)a? (€r+1 —artl ol 7.r+1) (4.3)

olur. Ote yandan

e L
z = fa Tz:%a,ﬂfﬂdwr fT Tz:%a%”trdt

n
ay (57’4-1 gt pr+l — 7J’—i—l)
= +1

dir. Bu esitligin sag tarafindaki polinomun katsayilar1 Es. 4.3 ile karsilagtirilirsa her

r = 0,1,...,n i¢in
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af = aal —l—(l—a)a,%

oldugu goriiliir. O halde P, = aF, 4+ (1 — «) P, almabilir. P, =aP +(1—-a)b

olsun. Simdi Es. 4.2.b kisitinin saglandigini gosterelim. Her r € [ igin

fabtrPT(t)dt - fabtr [aPl(t) +(1—a)PB (t)]dt

- afathPl(t)dt + (1—a)fabt7’P2 (t)dt

=am, +(1—a)m, =m,

Benzer olarak Es. 4.2.c kisitinin da saglandign gosterilebilir. Ote yandan [a,b]
araliginda P, ve P, polinomlar1 negatif degerli olmadiklarindan, onlarin agirlikli
ortalamasi olan P, polinomu da [a,b] aralifinda negatif deger alamaz. Bu ise Es.

4.2.¢ kisittinin saglandigmni gosterir. O halde z € II olur. x keyfi olarak

secildiginden II 'nin irtibatl bir kiime oldugu ispatlanmis olur.

Verilen algoritmada 2. ve 3. Adim'larda, problemin bir ¢6ziim olarak kabul edilip
edilemeyeceginin belirlenmesi Es. 4.2.¢ kisiti nedeniyle ¢ok zor bir istir. Eger, n.

dereceden polinomun kokleri bulunabilirse, (bu koklerin ger¢ek say1 olanlari
Ty,..., %, ile gdsterildiginde) bir i=1..,n i¢in z; €[a,b] oldugunda
#{j: 1z, = x;} € 2Z oluyorsa Es. 4.2.¢ kisit1 saglanur. Ote yandan derecesi 4'ten
biiyiik olan polinomlarin kdkleri analitik olarak bilinmediginden, bu yontem n > 4
icin uygun degildir. Bu durumda [a,b] araliginin yeteri kadar kii¢iik araliklara boliip,

polinomun bu araliktaki degerlerinin negatif olup olmadigina bakilabilir ya da

izleyen 6nerme bu amagla kullanilabilir.



47

k
4.3. Onerme:[7] Bir g(z)= Y a,a" polinomunun her z €[a,b] igin g(z) >0
r=0

olmasi icin gerek ve yeter sart asagidaki esitlikleri saglayacak bicimde bir

X = [%’j L =00k pozitif yar1 taniml1 matrisin bulunmasidir.

1,]
it =211
k+m—I _
Z T Z Z a g a’” mpm - 1=0,..k
iy o T —m 5 yeres
H—j 21

4.4. Ornek: X rastgele degiskeni [0,3] araliginda deger alsin ve p = 81/36 olsun.
F (1) degeri i¢in bir {ist simr bulmak istensin. Bu iist smir igin Teorem 3.13
kullanilirsa, F(1) < 0,375 elde edilir. Simdi bu degerinin daha da kiiciiltiiliip

kiiciiltilemeyecegini; yani bu durumda olasilik siirlayicisinin  anlamli  olup
olmadigini, m problemi yardimiyla inceleyelim. Buna gore, ilgilenilen optimizasyon

problemi n = 2 igin

2
enkfo ag + ax + apz?da

3 81
2 3 —
fo apx + @z + apx dr = 36

3
fo ag + @z + agr’dr =1

olarak alinabilir. Asagidaki ¢izelge, d = %) ,d = %0 ve y = 3 icin Algoritma 1

kullanilarak elde edilen sonuglar1 6zetlemektedir.
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Cizelge 4.1. m probleminin ¢oziimiinden elde edilen baz1 sonuglar

ag a a [0,3] araliginda - d
pozitif mi?

———————— 0,3750 1/3

1,5208 | -3,0417 | 1,1250 Hayir 0,0417 1/3
0,0210 | -0,0420 | 0,1251 Hayir 0,9629 1/27
4,1664 | -8,3328 | 2,8887 Hayir 0,9259 1/27
3,9999 | -7,9998 | 2,7777 Hayir 0,8888 1/27
3,8329 | -7,6659 | 2,6664 Hayir 0,8518 1/27
3,6664 | -7,3329 | 2,5554 Hayir 0,8148 1/27
0,1481 1/27
0,4998 | -0,9996 | 0,4443 Hayir 0,1111 1/27
0,3333 | -0,6666 | 0,3333 Evet 0,1111 -

n degeri bu 6rnekte ¢ok kii¢iik oldugu igin, F'(1) < 0,1111 oldugunu sdylemek ¢ok

dogru olmamakla birlikte, eger n degerlerine bagli olarak 7w probleminin ¢éziimleri

elde edilebilirse, bu ¢oziimlerin yoneldigi deger F'(1) igin iist sinr olarak almabilir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu c¢aligmada momentlere dayali olasilik esitsizliklerinin elde edilmesi problemi
incelenmistir. Bu amacla Hoeffding [18]'in de degindigi gibi sadece ilk iki moment
bilindiginde Chebyshev ve Markov esitsizliklerinden (anlamli olduklar1 i¢in) daha
etkin bir olasilik sinirlayicisi bulunamayacagindan, bilinen moment sayisinin daha
fazla olmasi ve rastgele degiskenin sonlu bir aralikta deger almas1 durumlar1 ¢alisma

boyunca goz oniine alinmistir.

Elde edilen sonuclar yardimiyla olasiliklar i¢in sinir degerleri elde etmenin yaninda,
momentler i¢in sinir bulmada da kullanilabilir. Bu amagla, ilgilenilen moment i¢in
uygulanabilecek bir olasilik sinirlayicr secip, dagilim fonksiyonunun O ile 1 arasinda

deger alabildigini goz 6niinde bulundurmak yeterli olacaktir.

Calisma boyunca sadece belirli tip olaylar i¢in olasilik siirlayicilart elde edilmistir.
Bu smirlayicilar, Ghosh [16]'un Markov teoremini genellestirmede kullandigi

dontlisiim yardimiyla baska olaylar i¢in de kullanilabilir. Yaptig1 ¢alismada Ghosh

2
P{X >r} olasiig: igin Markov teoreminde X yerine |X —p— t—gs ve r
. (t—s) L
yerine de 1 koyarak P{s < X —p <t} olasihig1 igin bir olasilik smirlayicisi

elde etmistir.
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EK-1. n tane aym dagilimli bagimsiz rastgele degiskenin toplaminin, ortalamaya

etrafindaki dordinci momenti

Onerme: X{,X,,-- bagimsiz ve ayni dagilmli rastgele degiskenler olsun ve

ortalamalarini z, varyanslarini o? ve ortalama etrafindaki k. momentlerini 4y ile
gosterelim. Ayrica, bu rastgele degiskenlerin ilk » tanesinin toplamimin, ny (= bu

rastgele degiskenlerin toplaminin ortalamasi) etrafindaki m. momenti H(nym ile

m
n
gosterelim; yani Hnym = E [ZX i = n,uJ olsun. O halde
i=1

:u(n):4 = n[:u4 + 3<n _1)0-4}
olur.

Ispat: Bu 6nermenin ispatinda tiimevarim yontemini kullanalim. »=1 durumu igin

ispat agiktir. #=2 durumunu inceleyelim.

Hoy4 = E[(Xl + X5 2:“)4}
- E[(Xl - y)q + 415[()(1 —u) (X, - ,u)} + 6E[(X1 —u) (X, - y)z}
+4E| (Xy = p)(Xy ) |+ E| (Xy - a0)' |
O halde 6nerme n=2 igin dogrudur. Onermenin bir n>2 tamsayis1 i¢in dogru

oldugunu kabul edelim; yani, bir n>2 tamsayist igin 24,4 = n[ Hy +3(n— l)aq

saglansin.
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EK-1. (Devam) n tane ayni dagilimli bagimsiz rastgele degiskenin toplaminin,

ortalamaya etrafindaki dérdiincii momenti

n+l

Hinsiya = E (Z X;—(n+ 1);:}4 =E MZZZ:X,. - n,u] +( Xy — y)T

i=l1

=E (Zn:Xi—n,uT +4E [IZZ;Xi—n,uJS(XnH—,u)

i=1

+6E (i){i - nu]z(Xnﬂ —p) |+ 4EH§‘X1' - ”“J(Xnﬂ - ”)3}

i=1 i=1
4
+E|:(Xn+1 - /u) j|

4
= Hnya * 6no” + uy
olur. Onermenin 7 i¢in dogru oldugunu kabul ettigimizden

Hns1):4 = n[u4 + 3(n —1)0‘4} +6not + Hy

:(n+l)[y4 +3no*4}

bdylece ispat tamamlanmis olur.
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EK — 2. Monoton fonksiyonlar i¢in Chebyshev esitsizligi, Holder esitsizligi

Teorem:[4,47) ay<a, <---<a, ve by<b, <---<b, ise

i

1< 1< 1L
iz
esitsizligi saglanir.

Bu esitsizlik monoton fonksiyonlar i¢in Chebyshev esitsizligi' olarak bilinir.

Teorem (Holder esitsizligi):[30] p>1, l+l:1 olsun. Eger foo |h(x)|p dx < o0
P 4 -

ve foo lgo)|! dz < oo ise
—o0

f*o;‘(hg)m‘dx = UO;M”’F dx]%) Uo:olg<:z:>|q d:z:]%

esitsizligi saglanir.

Sonug¢: > 0 olmak lizere m,. 1220 ise m, — mz /2 > 0 esitsizligi saglanir.

Ispat: Hoélder esitsizliginde h(z) fonksiyonunu yerine ilgili rastgele degiskenin

olasilik  (yogunluk) fonksiyonunun  karekokii; yani hx)=fx),

g(z) = xr/Qxlf(x) ve p = g = 2 olarak segilirse

! Monoton fonksiyonlarda Chebyshev esitsizliginin bir genellestirmesi igin bkz. [45].
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EK — 2. (Devam) Monoton fonksiyonlar i¢in Chebyshev esitsizligi, Holder esitsizligi

~ 1 1
f xr/Qf(x)dxg & %

f_o;f(x)dx

o
f " f(x)dr
o0

:>mr/2§m%/2:>mr—m2/

1”220

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.
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