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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullamlmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalan ile birlikte

asagida sunulmustur.
Simgeler Aciklama
h.ht hemen hemen her t
C(J,E) Jden E ye tamimh stirekli fonksiyonlarin kiimesi
CY(J,E) J den E ye tamml 1.mertebeden siirekli tiirevienebilen
fonksiyonlarm kiimesi
'(J,E) Jden E ye tamml: kuvvetli dlgiilebilir ve p. kuvvetten
Lebesgue anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin
kiimesi
IPla,b} [a,b] den R ye tamumli kuvvetli dlgiilebilir ve p.
kuvvetten Lebesgue anlammda integrallenebilen
fonksiyonlarmn kiimesi
P(X) X in bostan farkli biitiin alt kitmelerinin ailesi
P(X) X in bostan farkh kapal alt kiimelerinin ailesi
P(X} X in bostan farkli kompakt alt kiimelerinin ailesi
P(X) X in bogtan farkl: konveks alt kiimelerinin ailesi
P(X) X in bostan farkl siirh alt kiimelerinin ailesi
cap( X} X kiimesinin ¢ap:
a Kuratowskii kompaktsizlik olciisii

B Hausdorff kompaktsizlik dl¢iisii



1. GIRIS

Sabit nokta teorinin tarihsel gelisimi iki ana daldan olusmaktadwr, Birincisi, tam
metrik uzaylar fizerinde biiziilme ve biiziilme tipi doniigiimler igin sabit nokta teori,
ikincisi, normhu lineer uzaylarin kompakt, konveks alt kiimeleri {izerinde tammli

siirekli operatdrler icin sabit nokta teoridir.

Tam metrik uzaylar iizerinde sabit nokta teori calismalari 1922 yihinda Banach ile
baslamustir. Banach m biiziilme doniigiim prensipleri sabit nokta teorinin bilinen en

iyi sonuglarndandir.

Normlu lineer uzaylar iizerinde sabit nokta teori ¢aligmalan ise 1911 yilinda Brouwer
ile baslamistir. Brouwer R” in kapali birim yuvarndan yine kendisi fizerine
tanimlanan her hangi bir siirekli ddniigiimiin sabit noktasiun varhigin ispatlamigtir.
1930 yilinda Schauder, bu teoremin lineer normlu uzaylarda kompakt kiimelere
genisletilmisini vermistir. Monch ise 1980 yilinda Schauder 1n sabit nokta teoremini
de iceren ve Banach uzaylarinda sabit nokta teori icin temel teskil eden bir teorem
sunmmustur. Hatta Monch un bu teoremi, Schauder in yam sira Darbo ve Sadovskii
nin sabit nokta teoremlerinin de bir genellemesidir. Aynica Monch, bu teoremleri
Banach uzaylarinda genel diferensiyel denklemlerin lineer olmayan smr defer
problemlerin ¢dziimlerinin varligim ispatlamada uygulamigtir. 2006 yilinda Dhage,
Monch iin de bir genellemesi olan yeni bir déniigiim sinufi olarak Chandrabhan tipi

doniisiimler ve bununla ilgili sabit nokta teoremlerini ispatlamigtir.

Kiime degerli déniiglimler igin sabit nokta teori ise 1969 yilinda Banach sabit nokta
teoreminin Nadler tarafindan kiime degerli doniigtimlere genellemesi ile baglanmigtir.
Nadler ile birlikte baglayan kiime degerli doniigiimler igin sabit nokta teori de tek
degerli doniisiimler igin verilen sabit nokta teoremlerine benzer sekilde diferensiyel

ve integral igermelerin ¢oziimlerinin varlik ve tekliginde kullamlmstar.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Sabit nokta teorisi icin gerekli olan ve bu ¢aligmada kullanacagimiz bazi temel tanim

ve teoremleri hatirlayalim.
2.1. Tamim

X #@ bir kiime ve f:X —» X bir déniisiim olsun. Bu durumda f(x,) = x, olacak

sekilde bir x, € X varsa x, noktasina f nin bir sabit noktas: denir.

2.1. Ornek

(a) X =[0,00) ve f: X —> X, f(x)=3x olsun. Bu durumda x, =0 bu doniisiimiin
bir tek sabit noktasidir.

(b) X =[0,0) ve f:1 X ->X , f(x)m\/—x_ olsun. Bu durumda x, =0 ve x, =1 bu

doniisiimiin sabit noktalaridir.

(©) X=(0,00) ve f:X—>X , f(x)=x+50lsun. Bu durumda doniigiimiin hi¢bir

sabit noktas1 yoktur.

Omekten de anlasildiga gibi bir doniigiimiin sabit noktasinm varliffi , déniiglimiin
tamml1 oldugu kiimeye ve nasil tanimlandifina baglidir. Bu nedenle sabit nokta teori
caligmalan bir doniigiimiin hangi kosullar altinda sabit noktasmin var ve tek oldugu

sorusuna cevap aramaktadir.
2.2. Tamm

X #@ bir kime , ¥ herhangi bir kiime ve P(¥Y) , ¥ nin bostan farkl1 alt

kitmelerinin ailesi olmak {izere



F:X — P(Y)
doniisiimiine kitme (¢ogul) degerli doniigiim denir. Yine
F:X - P(X)

kitme degerli doniigim olmak iizere x e F(x) olacak sekildeki x noktasma F° nin

sabit noktas: denir.

2.2. Omek

(@ X=[0,]] ve F:X—>P(X), xeX,F (x)r:[(),zzﬁ} kiime degerli bir doniistim

olmak tizere x, =0, doniigiimiin sabit noktasidir.
(b) X =[0,1] ve F: X — P(X)

0,x/6) > 0<x<l
n ) x=0

F(x)= {
kiime degerli dontsiimiiniin hi¢bir sabit noktas: yoktur.

2.3. Tamm

X bir vektdr uzay1 ve bu uzaym bostan farkh bir alt kiimesi 4 olsun. Her x,ye 4 ve

0 < A <1 kogulunu saglayan her Ae R icin
Ax+(l-Dyed

gercekleniyorsa 4 kiimesine X uzaymmn bir konveks kiimesi denir.



2.4, Tarmam

(X,7) bir Hausdorff uzay ve A<z X olsun. (4,7,), X in alt uzay1 olmak tizere 4
nin her agik Grtiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa 4 ya X in kompakt bir alt kiimesi

denir. Ayrica 4 kiimesi X de kompakt ise 4 ya X in rolatif kompakt bir alt kiimesi

denir.
2.5. Tanim

X bir topolojik uzay, (¥,d) bir metrik uzay, C(X,Y), X den ¥ ye tamml biitin

siirekli fonksiyonlarm siufi ve Q¢ C(X,Y)olsun. Eger bir x, € X ve her¢ >0 igin

vxelU ve Vf €Q i¢in d(f(x), f(x,) <&

olacak sekilde x, m bir U agik komsulufu varsa Q kiimesine x, noktasinda

egsiireklidir denir. Eger (2 kiimesi X in her noktasinda egstrekli ise Q, X de
egsiireklidir denir [14].

Es siireklilik kavranm siireklilik kavraminn bir genisletilmesidir. Q kiimesi X de
egstirekli ise, Q nmn herhangi bir eleman: da X de siireklidir. Fakat tersi dogru
olmayabilir.

2.3. Ornek

X =(0,1), Y =R ve lizerindeki metrik alisiimig metrik olsun ve

Q={feC(X.Y): f/,(x)=x",n=12,3..} c C(X.Y)

ile tamimlansin. Q@ nin her elemanmin X de siicekli oldugu agiktir. Fakat x,e X,

VY, € Q ve her £>0 icin



lx—x,| <8 = £, £, (%) ="~ x| <&

olacak sekilde bir § >0 sayistmin bulunamayacagi agiktir. Yani € kitmesi X de
essiirekli degildir.

2.4. Ornek
X =Y =R ve tizerindeki metrik aligiimig metrik olsun ve

Q={f f()=mxeRn=12,.}cC(R,R)

ile tanimlansm. Q nm her bir elemannn siirekli oldugu agiktir. Fakat x, € X,

Vf, € Q ve her £ >0 igin
|xwx0|<6:>|ﬁ,(x)—f,,(x(,)‘=n]x-—x0|<s

olacak sekilde bir & >0 sayismin bulunamayacags agiktir. Yani Q kiimesi X de
egsiirekli degildir.

2.6. Tamum
X bir kiime olsun. X'in bir 7 ailesi icin,

(a) Xea
(b)Her Ee gigin X~EFe g

© k=1,2,..,nicin E, € gise | JE, ea
k=t

kosullar1 saglamyorsa, 4 ailesine X tizerinde bir cebirdir.



Eger (c) kosulu yerine

() Her ne N igin E, € gise UE,, € X bir kiime olsun. X'in bir g ailesi igin,

n=l
kosulu alimrsa, 7 cebitine bir o -cebiri denir.
2.7. Tanmm

R” deki biitiin (a,b) arahiklanmn dogurdugu ¢ cebirine Borel cebiri denir ve

B(R") ile gosterilir. n=1 olmas: halinde B(R") Borel cebiri B(R) ile gosterilir.

B(R) nin her bir elemanma Borel kiigmesi denir. Bu tanima gore B(R) kiimesi, tiim

acik araliklar ihtiva eden bir o cebiridir.
2.8. Tamm

X bir kime olsun ve g da X iizerinde bir o cebiri olsun. (X, 7 ) ikilisine bir
Slgiilebilir uzay, g daki her bir kimeye de g- dlgtlebilir kiime (veye kisaca
dlgiilebilir kiime) denir.

2.9. Tamm

(X,4) bir olgiilebilir uzay olsun. 7 iizerinde tanimli genisletilmis reel degerli bir u

fonksiyonu,

(@) p(D)=0

(b)Her Ae gigin u(4)20

(c) Her ayrik {4,} dizisi igin p [D A, J = i 1#(A)
n=] n=f

ozelliklerini saglarsa, bu fonksiyona bir 8l¢ii fonksiyonu veya kisaca dlgii denir.



2.10. Tarum

Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir g o -cebiri ve g iizerinde tanimli bir z

dlciistinden olusan (X, g, ¢ ) Ggliistine, bir 6l¢ii uzay: ad: verilir.
2.11. Tanum

X bir kiime ve 2¥ de X in kuvvet kiimesi olsun. 2% {izerinde tanimli, genisletilmig

reel degerli bir 4~ fonksiyonu,

(a) 4 (2)=0
(b) Her Ee2¥igin g’ (E)20
(¢) Ac Bc X igin g’ (A) < 4 (B)

(d) Her bir ne N icin 4, €27 ise y'(UAH)SZ#*(A”)
=1 ne=]
kosullarins saglarsa, u' fonksiyonuna X iizerinde bir dis olgtidiir denir.

212, Tanm

(1), R nin smirh ve agik alt arabiklarinin bir dizisi,

ro={):4cJL}

olsun. 2% iizerinde ,

A(4) =inf {il([k) () e rA}
k=1



seklinde tammlanan A" bir dig Sl¢iidiir. Bu dig Slgliye, Lebesgue dis Slglisit denir.

Burada I(1,), I, araligmin ug noktalarmun farksdar,

Bir 4’ dig olgiistine gore Slgiilebilen 4 X kiimelerinin sumft M(X, @) ile
gosterilir. ' Lebesgue dig dlgiisii ile dlgiilebilen, R nin alt kiimelerinin simfi kisaca
M ile gsterilir. Lebesgue dis dlgisti olan A° mn M(R,A") sinifina da, B(R) smifina

da olan kisitlanmasina Lebesgue dis lgiisii denir ve A ile gosterilir.
2.13. Tanum

(X, 2) bir dlgalebilir uzay olsun. f:X >R fonksiyonunu 6lgiilebilir olmas: i¢in

gerekli ve yeterli kosul her @ € R i¢in,
S (e, +o)={xe X f(x)>ateq
olmasidir.

2.14. Tamm

Reel sayilara ~o ve +oo katarak elde edilen yeni kiimeye Genisletilmis reel sayilar

denir ve R ile gosterilir. Yani, R = [0, +w0] olur.

2.15. Tamm

(X,2) bir slgiilebilir uzay ve 4e g olsun. f : 4 — [, +w] fonksiyonu &lgtilebilirdir

o Vaek igin f((a,+0])={xed: f(x)>a}ea

X tizerinde tammli, genisletilmis reel degerli g- Olgilebilir biitiin fonksiyonlann
kiimesi M(X, 7) ile gosterilir.



2.16. Tamm

f, Xden R ye bir fonksiyon olsun.

[ (x) = max{f(x),0}
J7(x) = max{~ f (x), 0}

seklinde tammlanan f* ve f~ fonksiyonlan da X fizerind etamimli ve negatif
olmayan fonksiyonlardir. f* fonksiyonuna, fnin pozitif parcasy; /= fonksiyonuna, f

nin negatif pargasi denir.
2.17. Tanim

Goriintii kiimesi sonlu elemanlardan meydana gelen bir ¢ fonksiyonuna bir basit

fonksiyon denir.

X tizerinde tammli, reel degerli, g- 8lgiilebilir basit fonksiyonlarin kiimesi S=S(X, 7) .
S deki negatif olmayan fonksiyonlarin kiigmesi de S™ ile gosterilir.

2.18. Tamm

(X, 4, p) bir 6lgit uzay olsun. g, lar negatif olmayan reel sayilar, 4,4,.....4, ler g

ya ait aynk kiimeler olmak tizere

N
@ = Zak/"r.'Ak
%=1

gosterimine sahip bir ¢ € S fonksiyonunun p dlgiisiine gore integrali
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Jodu= S au(4,)
k=1

X

genigletilmis reel sayisidir. Burada y, 4, kiimesinin

KXo =

(3

1, xe 4,
0, x¢ A4,

seklinde tammli karakteristik fonksiyonudur.
2.19. Taum

(X, 4, 4¢) bir 8lgii uzay1 ve feM*(X, 7) olsun. f fonksiyonunun g Slciisiine gore
integrali,

Ifdpzsup{jqody:qoeS”,goSf}
X X

genigletilmis reel sayisidir. E € 7 olmak izere, f fonksiyonunun pu dlglisiine gore £

iizerindeki integrali,

[Fdp=|frdn

E X
sayisidir.
2.20. Tamm

(X2 p) bir olgii uzayr ve feM(X, ) olsun. Eger, If*d,u ve If“dp
X X

integrallerinin her ikisi de sonlu ise, / fonksiyonu X lizerinde p dlgiisiine gore
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integrallenebilir denir ve bu integral,

[fdp=[rdu= |fau

X X X

reel sayisidir. Eger E € 7 ise, fnin g ye gore E lizerindeki integrali,
[fap= [rrdu- [fdu

Fo) E i

seklinde tamimlamr. X tizerinde u Slguigsiigne gore integrallenebilen fonksiyonlarmn

smift L= L(X, 7, 1) ile gosterilir.

Yukandaki integral tamminda X = R”, g4= B(R") ve g = A Lebesgue tl¢iisii olarak

alimirsa elde edilen integrale, Lebesgue integrali adi verilir. Bu integral,
[/ @) veya [f(x)d(A(x)

ile gosterilir.

2.1. Teorem (Lebesque Sinirlt Yakinsaklik Teoremi)

(X, A, ) bir 8lgii uzay1 ve her bir ne N igin f, € L(X, 4, ) olsun. (f,) dizisi bir f

fonksiyonuna hemen hemen yakmnsak ve hemen hemen her yerde, fn| <K ve u

sonlu ise f integrallenebilirdir ve
[ fdp=tim [fdu
X X

dir.
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2.21. Tanim

(.|

;) bir Banach uzay1 F:J - 2% bir kitme degerli déniigiim olsun. Eger her

yek igin

t—d(y, F@)) =inf{[y-x|,:xe Fo)

fonksiyonu 6lgiilebilir ise F kiime degerli doniistimiine de &lgiilebilir denir{13].
Bir F:JxE ->?2F kiime degerli dontiglimii igin

|F(t, x)| = {|”l,n: ue F(t,x)}

ve

ﬂF(t, x)” = sup{lu]E ue F(t, x)}

gosterimleri kullanlacaktir,

2.22. Tanim

F:JxE— 2% kime degerli doniisiim olsun. Asagidaki kosullar saglamyorsa F ye

bir Carathéodory déniistim denir.
(i) Her x ¢ E igin t — F(t,x) fonksiyonu olgiilebilir,

(ii) Hemen hemen her ¢ € J i¢in x > F(f,x) fonksiyonu tistten yar siirekli [13].
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2.23. Tanim

F:JxE 2% kime degerli Carathéodory ddniigtim olsun. Eger her r >0 reel

say1si ve |x| <7 olacak gekildeki her xe £ ve hemen hemen her t € .J igin

|F@.x)| < k@)

olacak sekilde bir 4 € L'(J,R) (n=1) fonksiyonu varsa F doniistimine L°-

Carathéodory doniigimii denir [13].
2.24. Tamm

E bir reel Banach uzay: ve E nin siurh alt kiimelerinin ailesi  Q, olsun.

AeQ, igin 4, €Q ve cap(4,)=sup{x—y|:x,y € 4} olmak iizere

a(A)=infe >0: 4| )4 ve ¢ap(4)< e ,i=1.2,....n}

=}

seklinde tammlanan «:Q, -—>[0,0) fonksiyonuna Kuratowskii kompaktsizhk

Olgiisti denir.

AeQ, icin B(x,,&)={xe A:d(x,x,) <&} olmak lizere

B(A)=infle>0:her x €4 igin, Ac|JB(x,8)}

f=l

seklinde tamamlanan f:Q, ~»[0,00) fonksiyonuna Hausdorff kompaktsizhk 8l¢tisii

denir.
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Y, E nin bir alt uzay1 olmak tizere, 4 < ¥ smirh alt kiimesi igin

B, (A)=inf{e >0:her x;eY igin4C UB(xpg)}

F=b
ile tammmhdir [5].
2.1. Onerme

Yukaridaki tammda yer alan sartlann yansira y=a veya y=f8 ve A,BCE
smurls alt kiimeler; veya y =, ve 4,Bc Y smurh alt kiimeler olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler saglanir:

()  y(4)=0c4 kompakttir.
@ D=y

(i) AcB ise y(A) < y(B)

(iv) y(4vB)=max{y(4),y(B)}
™) yAd=|Ay(4) AeR
(Vi) y(4+B)sy(4)+y(B)

(vii) |y(4)~y(B)|<y(4-B)

(viil) y(conv(A)) = y(A4)

(ix) AcY suurh alt kilmesi igin
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B(A) s B (D) 2 a(4) <26(4)

dir [6].

2.1. Uyan

Onerme 2.1 (i)-(iv) siklarinda yer alan kogullar, uzaymn bir tam metrik uzay olmasi
durumunda da saglamyr, diger kogullar igin uzaymn bir Banach uzayi olmasi sarts
kaldmmlamaz. Tanimlardan da anlasilacagt tizere Kuratowskii kompaktsizlik
olghisiiniin tammanda keyfi kiimeler yer alirken, Hausdorff kompaktsizlik 6lgiisiintin
tamminda yuvarlar yer almaktadir. Sonlu boyutlu Banach uzaylarinda Kuratowskii

ve Hausdorff kompaktsizlik olgiileri arasinda Onerme 2.1.(ix) deki iliski meveuttur,

fakat aralarinda direkt bir iliski oldugu soylenemez. Yine de « ve [ arasinda su

sonuglara yer verebiliriz.

2.2. Teorem

Bir X Banach uzaymnda B(0,1) agik birim yuvar olsun. X uzay1 sonlu boyutlu ise,

a(B(O,1)) = B(B(0,1)) =0

ve X uzay1 sonlu boyutlu degilse,

a(B(0,1) =2, B(B(0,1)) =1

dir [16].

2.1. Sonug

Bir X Banach uzaymnda S(0,1) birim yuvar yiizeyi olsun. X uzay1 sonlu boyutlu ise,
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a(S(0,0) = A(S(0,1)) =0

ve X uzayi sonlu boyutlu degilse,

a(S(0,1)=2, A(S(0.1) =1

dir [16].

2.2. Uyan

a ve f genel olarak farkli kompaktsizlik olgtimleri olsa da bazi Banach

uzaylannda aralarinda yakm bir iligki bulunabilir. Buna 6mek olarak hiperkonveks

Banach uzaylarin verebiliriz.

2.25. Tamm

X ve Y normlu uzaylar olmak iizere F:X — Y dénligiim olsun. F(X), ¥ nin

kompakt bir alt kitmesi tarafindan igeriliyorsa F ye kompakt bir doniigtim denir [1].
2.26. Tamim

E bir Banach uzay1 ve F:X c E-» E bir dontisiim olsun. Her smurth Y < X
kiimesi i¢in F(Y) rolatif kompakt ise F donigtimiine tamamen stirekli doniistim
denir [1].

2.27. Tarum

E bir reel Banach uzay1 ve D Eolmak iizere F:D-—>E siirekli ve simrl: bir

do6niisiim olsun.

(a) Her smrh S'¢ D igin
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o (F(S)) < ka(S)

kosulunu saglayan bir k20 sabiti varsa F ye k-kiime biiziilme doniigiimil denir.

Bir k-kiime biiziilme £ <1 ise kuvvetli kiime biiziilme doniigiimit olarak adlandirilir.
(b) Her sinirly, r6latif kompakt olmayan § < D igin

a (F(8)) < a(8)

kosulu saglamyorsa F' ye YOguniagtmcz doniigtim denir [8].

Agikca goriilmektedir ki;

tamamen siirekli donigtim = kuvvetli kiime biiziillme donisiimii=>yogunlagtirict

doniigiim
bagintis: her zaman vardir. Fakat tersi dogru olmayabilir.

Mazur teoreminin ifadesinden &nce bu teoremin ispatinda yararlanacagimmz su

teoremleri verelim:
2.3. Teorem

(X,7) bir lokal konveks uzay olsun. X uzaymun 7 - total sinirh bir alt kiimesi 4 ise 4
kiimesinin 7 - kapali konveks zarfi, 7 - total sinirhidsr.

2.4. Teorem

(X ,d) bir tam metrik uzay ve 4 < X olsun. 4 nmn kompakt olmas: i¢in gerek ve

yeter sart 4 kapali ve total szirh olmahidr.
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2.5. Teorem (Mazur Lemma)

Bir X Banach uzaymmun her hangi bir kompakt alt kiimesinin kapal konveks zarfi da
kompakt bir kitmedir. Yani

Ac X kompakt = conv(4) kompakt.

(burada 4 kiimesini kapsayan konveks kiimelerin en darina 4 min konveks zarfi denir

ve conv(4)= {Z Ax :x, e A, A4 =0, Z A =1,ne N} bi¢giminde tammhdir. )

=l i==]
Ispat

Hipotezden X uzaymmn bir Banach uzay: oldugu biliniyor. Teorem 2.4 den A< X
kompakt ise total sinirlidu. Her normlu uzay bir lokal konveks topolojik uzay

olduguna gore Teorem 2.3 den conv(4) total simrhdir, ayrica kapal oldugu i¢in

Teorem 2.4 den conv(4) kompakttir.

2.6. Teorem (Bolzano Weierstrass Teoremi)

(X,d) bir metrik uzay ve @ # A< X olsun. 4 kiimesinin kompakt olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul 4 nm kapal: ve dizisel kompakt olmasidir.
2.7. Teorem (Ascoli-Arzela)

E bir reel Banach uzay:r ve C([a,bl,E) [a,b] den E ye tanumli biitiin stirekli
fonksiyonlarm Banach uzaymu gostermek tizere H < C(fa,b],E) alt kiimesinin
rolatif kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart H egsiirekli ve V¢ efa,b] igin H(1),
E de rolatif kompakt olmalidir. Burada H(#) ={x(f): x e H} dir [8].
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2.2. Onerme

E bir reel Banach uzay1 ve C'(J,E) J den E ve tamimli 1. mertebeden siirekli
tiirevienebilen fonksiyonlann Banach uzaym: gostermek tizere, 4 < C'(J,E) suurlk

bir alt kiime olsun. O zaman 4, C'(J, E) de rolatif kompakttir gerek ve yeter sart 4
ve A es siireklidir ve teJ igin a(4())=0 dir. Burada A(#)={x(¥):x€ A} dir
[el.

2.3. Onerme

E bir reel Banach wuzayi, J=[a,b] ve C(J,E) uzay1 J den
E ye tammh biitlin stirekli fonksiyonlarin uzayim gostermek iizere, H < C(J,E)

smirh ve essiirekli ise o zaman a(H () J iizerinde siireklidir ve

a({ [x(0yar: x e HY) < [aH @)t
J J

dir [8].
2.4. Onerme

X ve Y Hausdorff topolojik uzaylar ve F:X — P(Y) kapall bir doniisim ve
K € P,(X) ise o zaman F(K), Y de kapahidir (F nin kapal olmas: igin gerek ve
yeter sart graphF kapah olmahdir) [12].

Ispat

ye F(K) olsun. ¥ de y, —» y olacak sekilde bir (y,) < F(K) dizisi bulmaliyiz.
vneN igin x, € K olmak iizere y, € F(x,) olsun. K ¢ X kompakt oldugu i¢in

x, —>x , x€ K olacak sekilde (x,) < (x,) alt dizisi bulabiliriz.
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(x,,y, )€ graphF , XxY de (x,.y,)—>(x,y) ve graphF kapali oldugu icin
(x,y) € graphF dir. Boylece y € F(K) olur. Buise F(K) nmn Y de kapal olmast

demektir.
2.28. Tanum

integral isareti altnda bilinmeyen bir fonksiyon igeren denklemlere, integral
denklemler denir. Eger integral denklemde, bilinmeyen fonksiyon, birinci dereceden
ise, bu tip integral denklemlere,‘lincer integral denklemler denir. O halde en genel

lineer integral denklemi,
b
() f(x) = $(x)+ 4 [K (. 2) f ey

biciminde yazlabilit. @ ve b birer sabit say:, A bir parametre, y.¢ ve K
fonksiyonlar: tamm bolgesi a <x <& ve a< y<bh olmak iizere bilinen fonksiyonlar,
f ise bilinmeyen fonksiyondur. Ozel olarak ¢ fonksiyonu, integral denklemin
kaynak terimi, K fonksiyonu da, integral denklemin gekirdefi olarak adlandmilr.

2.29. Taram

Bir integral denklemde, bilinmeyen fonksiyon integralin sadece iginde ise, bu tip
integral denkleme, birinci tip; bem i¢inde hem de disinda ise; ikinei tip integral
denklem ad1 verilir.

2.30. Tanim
Bir integral denklemde, integralin diginda ve bilinmeyen fonksiyonun haricinde bir

fonksiyon varsa, bu denkleme homojen olmayan, boyle bir fonksiyon yok ise

homojen integral denklem denir.
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2.31. Tanim

Bir integral denklemde, integralin simrlarmndan biri x gibi bir defisken ise, bu
denkleme Volterra integral denklemi, smmrlardan her ikisi birden sabit olabilecegi
gibi, biri sabitken diferi sonsuz ya da her iki simn sonsuz olmas: durumunda

integral denkleme, Fredholm integral denklemi ad: verilir.

Buna gore y >x i¢in K(x,y)=0 kosulunu saglayan

6= [ 100

seklindeki birinci tip lineer Volterra integral denklemleri ile
=4+ [K 5 £ )i

seklindeki ikinci tip lineer Volterra integral denklemlerinin K(x,y) ¢ekirdegi
{(x,y):a <y <x<b} tiggensel bolgede tammlanmugtir.

Yukanda verilen tamimlara gore,
b
() () = ¢(x)+ 24 [K(x, 3)f (3)dy
denklemi, Lineer IIL. tip Fredholm integral denklemi,
b
F@) = §(x)+ A [K(x ) (9)y

denklemi, Lineer IL tip Fredholm integral denklemi,
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[
$(x)+ 4 [K (%, ) F(3)dy =0

denklemi, Lineer I. tip Fredholm integral denklemidir. Benzer sekilde Volterra
integral denklemleri de yazilabilir.

2.32. Tamm

Bir integral denklemde bilinmeyen fonksiyon birinci dereceden degilse, bu integral

denkleme lineer olmayan ihtegral denklem ad1 verilir. Buna gore,
[HGe,p, fONy = F(x, ()

integral denklemi lineer olmayan Volterra integral denkleminin en genel halidir. Bu

denkleme, Urysohn formunda Volterra integral denklemi denir. Bu denklemde

H(x,y, f(3))=K(x, Ay, f(y)) oluyorsa
K00, F )y = F(x, £(x))

integral denklemine, Hammerstein formunda Volterra integral denklemi adi verilir,

Yine lineer olmayan,

b
[HG,y. fONy = Fe, f @), a<x<b

integral denkleminde H(x,y, f(¥))= K(x,y)J(y, f(y)) oluyorsa,



b
[K (. 3)00. £ ¥y = F(x, £(x)

denklemine, lineer olmayan Hammerstein integral denklemi denir.

23
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3. MONCH Tiri TEK DEGERLI DONUSUMLER iICIN SABIT NOKTA
TEOREMLERI VE UYGULAMALARI

Birinci kisimda Monch sabit nokia teoreminin Schauder, Darbo ve Sadovskii nin
sabit nokta teoremleri ile olan iliskisine depinilecektir. Ikinci kisumda Monch ve
Monch @in alternatifli sabit nokta teoremleri ve ispatlar verilecektir. Ayrica birer
uygulamalan olarak bir stmr deger probleminin ve bir Volterra integral denkleminin

¢oziimlerinin oldugu gosterilecektir.

3.1. Monch Sabit Nokta Teoreminin Schauder, Darbo ve Sadovskii Sabit Nokta

Teoremleri ile Olan Iliskisi
Ménch iin sabit nokta teoremi Schauder, Darbo ve Sadovskii nin sabit nokta
teoremlerinin bir genellestirilmisidir. Monch iin teoreminin ifadesinden Once bu
teoremleri hatirlayalim ve bunlarmn Ménch teoremiyle olan iliskisinden bahsedelim.

3.1.1. Teorem (Schauder)

X normlu uzaymm, kapah, konveks bir alt kiimesi C olsun. O zaman her kompakt,

siirekli F:C ~» C doniislimii en az bir sabit noktaya sahiptir [1].

3.1.2. Teorem (Darbo)

X Banach uzaymin sinrh, kapali ve konveks bir alt kiimesi D olsun. F: D - D bir
kuvvetli kitme biiziilme doniigiimii ise ¥, D de bir sabit noktaya sahiptir [8].

3.1.3. Teorem (Sadovskii)

X Banach uzaymm smurli, kapali ve konveks bir alt kiimesi D olsun. F:D-—> D bir

yogunlastirici doniigiim ise F, D de bir sabit noktaya sahiptir [8].



25

3.1.4 Teorem (Monch I)

D, X Banach uzaymn kapah, konveks bir alt kiimesi, N:D > D siirekli ve su

ozelliklere sahip bir doniigiim olsun. En az bir x, € D ve

C =conv({x,} U N(C))

olacak sekildeki D nin sayilabilir her C alt kiimesi i¢in C kompakt ise N bir sabit
noktaya sahiptir [17].

Bu toremin ispatindan énce Monch i diger teoremlerle olan iliskisinden soz edelim.

(Schauder) = (Ménch 1) :

X Banach uzaymm kapali, konveks bir alt kiimesi D olsun. F:D—> D siirekli ve

kompakt bir doniisiim olmak tizere Monch kosulunu sagladifini gorelin.

F:D—> D kompakt doniistim ise F(D), D nin kompakt bir alt kiimesi tarafindan
igerilir. Yani F(D)c K < D olacak gekilde kompakt bir K kiimesi vardir.

C < Dsayilabilir ve E=conv({x0}uF (Cy olson C nin kompakt oldugunu

gbsterelim.

F(Dyc K, K kompakt oldugu igin F(D) kompakt olur.

Cc D= F(Cyc F(D) , F(D) kompakt

= F(C) kompakt
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= {x, 1 F(C) kompakt

= conv({x,} v F(C))) kompakt (Mazur Lemma dan)

conv ({x,} F(C)) = conv({x,} U F(C)) = C olup C kompakt bulunur.

(her 4 kiimesi igin conv(A4) = comi{ d) dur , fakat conv(4) = conv(A) olmayabilir.)

(Sadovskii = Monch 1) :

E reel bir Banach uzayl, D < E kapali ve konveks bir alt kiime olsun. F:D—> E

siirekli, sturl ve yogunlastiric: bir doniigiim olsun. Buna gdre her smurh, rolatif
kompakt olmayan C < D igin ((@(C)#0) a(F(C))<a(C) dir. F in bunlarin

yamsira Monch kogulunu sagladigm gorelim.

C = D sayilabilir ve C = conv( {x,} U F(C)) olsun. C kompakt oldugunu gorelim.

Onerme 2.1 den

a(C) = a(C)
= at(conv({x,} v F(C)))
= a(conv({x,} W F(C))
=a({x,} UF(C)
= max{a({x, ), &(F(C))}
= a(F(C))

bulunur. F' yogunlagtiricr déniiglim oldugu igin,
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a(C) = a(F(C)) = a(C) =0

olur. Onerme 2.1. (i) den (C)=0=>C kompakitrr.

(Darbo = Monch 1) :

Her kuvvetli kilme biiziilme déniislimii bir yogunlastiric1 doniistimdiir. Gergekten;

F:D - E siirekli, stnurli ve bir kuvvetli kiime biiziilme doniigiimii olsun. Buna gére

her sy S < D igin a(F(S)) <ka(S) , k<1

a(§)=0=> a(F(S))=0 olur. Buna gore a(F(S)=a(S) olur ki bu da F nin
kuvvetli kiime biiziilme doniisiimii olmasiyla ¢eligir. O halde a(S)=0 dir.

a($) 0= TEE) 4 4
a(S)

= a(F(S)) < a(S)

bulunur, Buna gére F bir yogunlagtirici doniigiimdiir. Bir onceki sonucu da

kullanarak F in Ménch kosulunu sagladigini sdyleyebiliriz.

3.2. Miénch Tipi Tek Degerli Doniisiimler Icin Sabit Nokta Teoremleri ve

Diferensiyel ve integral Denklemlere Uygulanmast

Bu kistmda Monch tipi tek degerli dontigtimler icin sabit nokia teoremleri ve

ispatlarina ve bunlarla ilgili uygulamalara birer 6rnekle yer verilecektir.
3.1.4. Teorem (Monch 1)

D, X Banach uzaymnin kapali, konveks bir alt kiimesi, N:D— D siirekli ve su
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tzelliklere sahip bir doniigiim olsun. En az bir x, € D ve
C = conv({x,} W N(C)) 3.1)

olacak gekildeki D nin sayilabilir her C alt kiimesi igin C kompakt ise N bir sabit
noktaya sahiptir [17].

Ispat
B, =4{x,} ve B, =conv({x,} W N(B, ) n=12,..

olsun. Kompakt bir kiimenin siirekli bir fonksiyon altindaki goriintiistiniin kompakt

olmas1 ve Mazur Lemma dan B, rolatif kompakttir. Gergekien;
B, kompakttir.
B, kompakt => N(B;) kompakt
= {x,} W N(B,) kompakt
= conv({x,}\U N(B,)) kompakt
= B, kompakt
:3:: kompakt olsun.

B, m kompakt oldugunu gérelim.
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B, kompakt = N(B,,) kompakt
= {x,}UN(B,,) kompakt

= comv({x,} UN(B,,))  kompakt

E: = conv({x,} WN(B, ) < conv({x,} UN (:é;)) ve kompakt bir kiimenin kapah her

alt kiimesi de kompakt olacag igin B, kompakttir.
B,cBc..cB

dir. Gergekten;

B, B, = N(B,) < N(B))
= {x,}VN(B) = {x} UN(B)
= conv({xo} WN(BY) < conv({x,} W N(B,))

= B, ¢ B,
Bu sekilde devam edilirse B, c B, ¢ ...c B, oldugu goriiliir.

n=123,. i¢in N(B_YcD ={x}UN(B,_)cD
= comv({x,}UN(B_ )< D

=B <D , n=12,3,.. i¢in

Ayrica her bir WBW: aynilabilirdir. Ciinkii metrik uzayda dolayisiyla Banach uzaymnda
kompakt bir kiime ayni zamanda ayrilabilirdir. Sonug olarak

n=0,1,2,... igin E’: = :B—n , olacak sekilde sayilabilir kiimelerden olugan bir {C,}

dizisi vardir.
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alalhm. (B,) artan oldugu i¢in;

(s

B=|])B, = O comv({x,} U N(B,,)) = conv({x,} U N(B)) (3.2)

{

=
]

dir. Gergekten;

B, ,cB= N(B,,)c N(B)
= conv({x,} U N(B,_,)) < conv({x,} w N(B))

= O conv({x,} U N(B, ) < conv({x,} W N(B))
p=}

oy 0 B, < conv({x,} W N(B))

R=0

= B < conv({x,} W N(B))

N(B,.,) c comv((x, UN(B,. ) = NGB, < Jconv({x, U N(B,.)

#=l nel

= N B, | Jeomv(ix,} U N (B, )

=N (0 B)c G conv({x,} W N(B, )
n=0 ]

= NB)c 0 conv({x,}\W N(B,.,))

n=]

= {x,}UNB) < (30l Jeonv({x,} U N(B,)

n=l

= conv({x,} UN(B)) c conv(o conv({x,} U N(B,_))

n=k

= comv({x,} UN(B)) 0 conv({x,}\V N(B, )

n=}

= conv({x,} WN(B) B
Her iki durumdan diyebiliriz ki B = conv({x,}w N(B)) dir.
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Simdi de B =C oldugunu gorelim.

-]

OH:UBﬁIé ve Oﬁ:ufjfz(jcﬁﬁ (3.3)

#=0 =0 =0 n=0 =0

(), <3, C;;UB U )5 s = U =Uz )
n=0 n=0 n=0 n=0 n=l) n=l n={
3.2.1. Uyan

N in siirekliligi (N(B) © N(B) olur) ve Mazur Lemma dan

(x,}UN(B) < {x,} U N(B) < {x,} U N(B) < conv({x,} U N(B))

ve

conv({x,} U N(B)) = conv({x,}w N(B)) olmasindan
conv(N(B)\{x,}) = conv(N(B) {x,}) bulunur.
Es. 3.2, Es. 3.3, Uyan 3.2.1 ve N in stirekliliginden

C < C = B =conv({x,} U N(B)) = conv({x,} U N(B))

= conv({x,} U N(C)) = conv({x,}\ N(C)) (3.4)

C sayilabilir oldugu igin teoremin hipotezlerinden C kompakt olur. Dolayisiyla B
kompakttir. Es. 3.4 den
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B = conv({x,}V N(B))

ve bu yiizden N(B)c B oldugu igin Tamm 2.25 den N kompakt déniigiimdiir.
Béylece Schauder in sabit nokta teoremini uygulayabiliriz. Yani Teorem 3.1.1 den
N, B de bir sabit noktaya sahiptir. B < D oldugu icin N, D de bir sabit noktaya
sahiptir.

3.2.1. Teorem (Monch 2)

K, X Banach uzaynun kapali, konveks bir alt kiimesi, U, K nin agik bir alt kiimesi

ve N:U -» K stirekli ve su zelliklere sahip bir doniisitm olsun. Enaz bir x, €U ,

C < conv({x,} W N(C)) (3.5)

olacak gekildeki sayilabilir her C' U alt kiimesi igin C kompakt ve ayrica

her xe U —U ve Ae(0,]) igin x # (1—A)x, + AN(x) (3.6)
olsun. O zaman N, U da bir sabit noktaya sahiptir [17].

Ispat

Kabul edelim ki N, U —U da hi¢ bir sabit noktaya sahip olmasin. (Aksi taktirde

ispat tamamlamr.) O zaman

her xeU -U ve A€[0,]] igin x=(1—-A)x, +AN(x) (3.0
dur.
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3.2.2. Uyan
* A=0 igin
xelU, xe U ~U olduguigin x # x, dir. O halde x # (1—A)x, + AN(x) yazabiliriz.
*#* A=1 icin

xeU-U ve N, U-U da hichir sabit noktaya sahip olmayacakt: yani
xelU-Uigin x # N(x). O halde x = (1—A)x, + AN(x) yazabiliriz.

Dolayistyla
her xeU ~U ve A€[0,1] igin x # (1-A)x, + AN(x) yazabiliriz.

A={xe U:x=(1- A)x, + AN(x), A €[0,1]} kiimesini goz ontine alalm. 4 =D (en

azmdan x, var) ve kapahdir. Gergekten;

n-»oo iken y, —> y olacak sekilde 4 da her hangi bir dizi (y,) olsun.
Voed=y, =(1-A)x, +AN(y,)

N in siirekliliginden,

Y. 2>y =>N(,) > N()

dir.
y, =(1=A)x, + AN(y,) esithifinde
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n > igin y=(1-A)x,+AN(y)
olurkibuda y e 4olmast demektir. 4 kapalidar.

A kiimesini tammlamgmdan da agiktir ki AN(U -U)=@ dir. Boylece Urysohn

Lemma dan

p:U —[01]

(A =1, pU-U)=0
ile tanymh stirekli bir g fonksiyonu vardir.
F K — K doniistimii

oy [HON G 0= T,
i Xps xeK-U.

seklinde tanimlansin. F stireklidir. Bunun i¢in F in dizisel siirekli oldufunu

gormek yeterlidir.

(x,), n—>o iken x,—>x olacak sekilde K da her hangi bir dizi olsun.

F(x,)— F(x) oldugunu gdrmeye ¢aligalim.

* (x,) dizisinin sonlu tane terimi hari¢ sonsuz tane terimi U da olsun. Yani

dn, € N var dyleki Vn2n, i¢in x, € U olsun. Va2 i, igin

F(x,) = p(x, )N (x,)+ (1= p(x, )%,

ve u ve N siirekli oldugu igin
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n-»o iken x, -» x = u(x,) = #(x) ve N(x,)— N(x) olur. Boylece
n—> o0 iken £2(x, N (x,)+(1— p(x,))x, —=> pON(x) + (1~ p(x))x,
olur ki bu da
Fx,) = F(x)
olmas: demektir .

** (x ) dizisinin sonlu tane terimi hari¢ sonsuz tane terimi K ~U da olsun. Yani

dn, € N vardyleki Vazn, icin x, € K ~U olsun. Va2 R, igin
F(x,)=x,

olur. (F(x)) sabit dizisi x, a yakinsar. Yani F(x,)->x, dir. x i¢in iki durum

miimkiindir:
() xe K-U ise F(x)= x, olur.
2y xe Uise F(x)= p(x)N(x)+ (1~ p(x))x, ayrica x € U-U veya xeU dir.

xeU~U olmasi durumunda g(x)=0 oldufu i¢in F(x)=x,dir. xeU olmast
durumunda ise x, ~»x oldufu i¢in dizinin kuyrugu sonunda x in bir agik
komsulugu olan U da bulunmalidir. Bu ise x, € K ~U olmasi ile gelisir. O halde

x e U olamaz.
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##% (x ) dizisinin hem U, hem de KU da sonsuz tane terimi bulunsun. Bu
taktirde (x,) dizisi bir x € K noktasina yakinsayamaz. Yani bu sekilde segilis x in
yakmsakligina aykindir.

Sonuc olarak

n—> o iken x, > x=> F(x,) > F(x)
bulunur. F stireklidir.

Ayrica F, Es. 3.5 kosulunu saglar.
Bunu gérmek i¢cin

C < conv({x,} U F(C)) olacak sekilde sayilabilir bir C € K alt kiimesini alahm.

F(C) ccomv({x, y U N(C %))
dir. Gergekten;

y € F(C) olsun. y=F(c) olacak sekilde ceC vardm.

)= Fe)= {;t:(c)N(c) + (1~ (e, ce (; _
0 ce N~
N(c), ¢<€4,

=< X, celU-U,

Xos CEK“U

3 N(c), ceAd,
Xoo ceg A



ced oldugu icin ce U dir. Aynica ceC
N(¢)e N(UNC) dur. O halde

ced=y=F(c)=N(c)
= ye({xUNC D))

= y e conv({x,}\ N(le_f)) ,

ce A= y=F(c)={x,}
= ye({x} UNCNU))

= y € com({x,} U N(C D).

F(C) < conv(§x,} W N(C nTU)) bulunur.

Hatta conv({x,} U N(C nU)) konveks ve

olup celUnC

{x, 3 comv({x,} UN(C mﬁ)) = conv({x,} W N(C wlf)) oldugu igin

C < conv({x,} canv({xo} U N(C NDY)) = conv(com({x,} U N(CT)))

= conv({x,} W N(C NU))

dir. Hatta dikkat edilirse C U sayilabilirdir ve

C U < conv({x,} W N(C nTU)

37

olur ki

dir. N:U — X donigiimii Es. 3.5 kosulunu sagladigy igin C NU kompakitur.
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N siirekli oldugu igin N (Cmﬁ) da kompakttir ve Mazur Lemma

conv({x,} U N(Cn 5)) kiimesinin kompakt oldugunu garanti eder.

C < conv({x,} W N(C NU)) ve kompakt bir kiimenin kapali her alt kiimesi de

kompakt olacagl i¢in C kompakt olur.

Sonug olarak F:K — K siirekli ve Es. 3.5 kogulunu saglar. Teorem 3.1.4 x = F(x)

olacak sekilde xe K mnn varligim garantiler. Hatta bu sabit nokta U dadir.
Gergekten;

xeU ~U = x = F(x) = g(x)N(x) + (1 - u(x))x,

= x =0N(x)+x,
= X = X

Buise x, e U olmasiyla celigir. x ¢ U-U di.
xEKWﬁﬁx:F(x)mxe.
Buise x, €U olmasiyla geligir. x & K ~U dir.

O halde xe U dur.

Béylece x = u(x}N(x)+ (1~ #(x))x, ve dolayisiyla x e 4 dir.
Sonug olarak x(x)=1 olup x = N(x) bulunur. N, U da bir sabit noktaya sahiptir.

Biz burada Teorem 3.1.4 ve Teorem 3.2.1 in diferensiyel ve integral denklemlerine
uygulamalar ile ilgili birer 6mekle yetinecegiz, daha fazla 6rnek igin su kaynaklara
bakilabilir [2-8]. Teoremlere ait uygulamalara gegmeden Once bu uygulamalarda

kullanaca@imz Heinz in su Snermesini ifade edelim.
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3.2.1. Onerme (Heinz)

(a) E aynlabilir bir reel Banach uzay: ve C < I{[a,b],E) sayilabilir alt kiime
olmak fizere, hh. te[a,b] ve her ueC icin ju(®)|<h() dir. he L{a,b], ise

Y(r) = B(C(1)) fonksiyonu L{a,b] ye aittir ve

/3[ | C(z')dt] < [Bcpar

esitsizlifi saglanir.

(b) E bir reel Banach uzay: (ayrilabilir olmak zorunda degil) ve CC {[a,b),E)
sayilabilir alt kiime olmak tzere, hh. fe[a,b] ve her ueC icin iu(t)l <h(t) dir.

he IMa,b] ise ¢(f) = a(C(f)) fonksiyonu L'[a,b]ye aittir ve

b b
a'[ IC(t)dt] <2 fa(C(e)dt

b b
esitsizligi  saplamr. (Burada jC Ode  ile {Iu(t)dr ueC } < FE kiimest

a

kastedilmektedir.)
3.2.1. Onek

dim¥ = olan bir ¥ reel Banach uzaymu alalim ve su suur deger problemini

diigtinelim:
FiJxYxY > Y sireklive JxY* de |f(t,x, )|< M ve

ted, A BcY surhalt kimeleri igin @(f (¢, 4, B)) < L(a(4)+a(B)) (3.8)
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olsun.

J=[0,1]de x"=f(t,x,x") ve x(0)y=x(1)=0. (3.9)

L olabildigince kiiciik bir sabit iken Es. 3.9 in C*(J,Y) de bir ¢bziime sahip

oldugunu ispatlayalim [5].
Cozim

Oncelikle Es. 3.9 esitliginin
1

x()= [k(t )/ (s,3(5), ¥ ()ds (T de) (3.10)
9

esitligine denk oldugunu gosterelim . & fonksiyonu,

k.9) ~t{1-s), 0gr<s<1
,8) =
~-s(1=£), 0<s<r<l

seklinde taniml Green fonksiyonudur.

Es. 3.10 ile tatml integral denklemini goz niine alalim ve Es. 3.9 denklemini elde
etmeye ¢ahisalim.

x(0)= 1J.k(O,s) F(s.x(s),x'(5))ds =0
0

sinir kosullarn saglamr.

i
x()= [k(Ls)/(s.%(s),x'(s)ds =0
0

Aynca Es. 3.10 un ¢ ye gore tiirevini alalim:
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x() = Ijk(t,s) f(s,x(8),x'(s)ds + ]k(t, $) (s, x(s),x'(s))ds
x() == [s=1).f (5, x(s), ' (s))ds ~ [t(1~5) f (5,%(5),'(5))dls
[y t

X(1) = [(s =0 f(s,5(5),% (s))dls +( = Df (1, x(0), ' (1))
~ [/ (5, x(5), 5 (s))dls + (= OX1=1).f (1,x(2), X' ()

t 1
K@) = [5f (s,x(5), %' (s))dds ~ [(1- ) (s, x(5),%"(s))ds

x"(r)w1—}5[@me)f(t,xa),x'(r»+(§~r)f(r,x(t),x'(f))1

Jde  x"(t)=f{t.x(1),x'(£))
olur ki bu da Es. 3.9 deklemini verir. Es. 3.10 egitliginin sag tarafi F' ile tanmmlansin.

1
FiX->X  Fx(t)= [k(t,9)f(s.x(s),x(s))ds ile tanimls bir doniisiim olsun.

0
Burada X =C'(J,¥) uzayi ve tizerinde tanmmlanan |x||=|x|, +|x’|, normuyla
birlikte bir Banach uzayidir.

(), =suplx(®] , |¥], = sup|x©))).

Green fonksiyonunun ozelliklerinden F nin sabit noktalart Es. 3.9 un klasik
coziimleridir. Diger bir deyisle Es. 3.9 un ¢ozlimleri F doniiglimiiniin sabit

noktalaridir. Yani kisaca,
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x, Es. 3.9 un bir ¢oztimidiir < x = FXx, F:X—>X
yazabiliriz.

Simdi F in Teorem 3.1.4 tn hipotezlerini sagladigim dolaysiyla bir sabit noktaya
sahip oldugunu gosterelim.

Monch 1 de D = X alalim. F in D den D ye tammli oldugunu gorelim.

D=X=CY(J,Y), xeC'(J,Y) olsun. Buna gore x:J =Y ve x':J 7Y sirekli
fonksiyonlardir. Fx e C'(J,Y) oldufunu gosterelim. Bunun icin de Fx:J—>7Y ve
(Fx)':J -» ¥ fonksiyonlarmin siirekli oldugunu gérmeliyiz.

Vt,,t,,8,,8, €J ve Ve, >0 igin

It, - 1,| < &, olsun.
|Fx(t,) — F(t,)] =| [(k(t,, )= k(2. ) £ (5, %(5), %' (5))dls
i}

< [lktt, )~ ke, 9)| | /s, x(5),%'(s) s

k(t,5), J* de siirekli bir fonksiyon, yani

Vt,,t,,8,,.5, € Jve Ve >0 icin

St =10 (s, = 5,0 <8 > [k(t,5) ~k(ty,5,)| <&
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olacak gekilde bir &, = d,(g) > 0 vardur.
§ =5, =5 aluursa,

|t1 —~t2| <Oy, = )k(tg,s) —k{¢,,$)| <& olu. Dolayisiyla

I —1,] < 8, = [Fx(h) ~ Fx(t,)| <e(M +1) =g, (3.11)

olur. Yani Ve, >0 igin |, —1,| <8, iken |Fx(f)—Fx(t,)|<¢, olacak gekilde bir

8, =6,(g,) >0 sayst vardir. O halde Fx siireklidir.

1, <t,olmak tizere Jf, —1,| <& olsun.

[(Fx)'(8) — (Fxy (1,)] =

Ji 35,2/ (52)ds = [(1=9) 1,30,/ (5))ds

H

- ]-sf(s,x(s),x'(s))ds + Ja-5)£(s,5(5),%'(s)ds

[ (5202 s~ [01-9) 7Gx, (1)

4

< ]|sf (5, %(s), x'())lds + fﬂ(l —8) £ (5, %(s),x'(s))|ds

<|£ (s, x(5), X ()| [t = 6] +1/ (5, 6(5), x'(5)] [t — 1]

<2Mé



44
<AM+DS =g, (3.12)

olur. Yani Ve, >0 igin [, ~t,| <& iken |(Fx)(f))—(Fx)'(t;)| <& olacak sekilde bir
& =6(g,) >0 vardir. O halde (Fx)' stireklidir. Dolayisiyla (Fix) e Cl(J,Y) dir. F,
D den D ye tanumbidir,

Simdi de F in siirekli oldugunu gosterelim.

(»,)c C(J,Y) de bir dizi ve C'(J,Y)de n—>o iken y, —>y olsun. Gosterelim

ki n— oo iken Fy, —> Fy dir.

n—w iken Fy, - Fy = |Fy, —Fy|->0

dur.

|Fy, - Fy|| =|Fy, - Fy|, +(Fy,) — (Fy),

oldugundan

n—>o iken |Fy, — Fy|, = 0 ve |(#,Y —(Fy)], =0

olduklarmi gorelim.

VseJ igin | £(s,¥(5),5'(s)| <M oldugunu biliyoruz.

X =C'(J,Y) de y, - y oldugundan |y, — y| —> 0 olur. O halde

n—> oo iken

Vo=, >0 ve =], =0
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olur. Aynica

|\Fy, — Fy|, = ﬁuP!Fy,, ()~ Fy()

\(Fy,) — (B, = sup |(Fy,) () - (FyY (D)

ite tamamhdir.

Kompakt uzaylar {izerinde tammli her reel degerli strekli fonksiyon bu uzaylar
tizerinde smirhdir. J* kompakt ve k, J° de stirekii oldugu igin smurhdir.

Dolayisiyla Vt,s € J igin

]k(t,s)| < ¢ olacak sekilde bir ¢ > 0 sayist vardur.

\Fy, (0= Fy(n)|<c ﬂf (5,3, (), 2o (D) = f (5, ¥(5), ¥'(s)}ds

f siirekli oldugu icin
n—owikeny, >y vey, > y= hhseJ igin f(s,3,(s), ,(s) > f(5.3(s), ¥'(s))
(s deki yakmsama diizgiindiir).

n—>co iken |£(s,7,(s), ¥, ()~ (s, 9(s),y'(s))] >0 dur.

Ayrica Lebesque simirh yakinsaklik teoreminden n — oo iken

B, (- Fy()] S ¢ || (5.3,(5), 3, (5) = f (s, 1(5), ¥ (s))els
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esitsizliginin sag tarafl sifira yakinsar.

Yani VieJ igin n—>o iken |Fy,(f)—Fy()|—0 dr. O halde n->o iken

|Fy, — Fy|, —~ 0 olur.

(9, YO~ (FY ) = [5(5,3,45), Y ()eds = [(1=5)1 (s, 3, (s), ¥ ())ds
~ [/ (5, 3(5), ¥ (s + [(1=9) £ (s, 7(5),¥'(s))ds

< [|s]1/ (5.3, 71(5) = £, 2080, ¥ (5)] s
+[lt=s| |73, v () = £ (s, 7). ¥ (5))] s

< 1/ G, 3, (5), 74(0)~ [ (5, 7(5). ¥/ (s))ds
0

i
+ (175,260, %(8) = £, 7(5), ' ()ls

< [ (5.2, ()Y, (D)~ £ (s, ¥(5), ¥ (s
yine Lebesque simrli yakinsakhik teoreminden,
nwiken  [f(s.y.(kn ()= (5,305, (s —> 0

bulunur. Yani VieJ igin n—>oo iken |(Fyn)’(t)——(Fy)'(t)]—">0 dir. O halde

n->oo iken [(Fy,) —(Fy)|, =0 olur.
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CY(J,Y) de n—> iken Fy, > Fy olur. O halde F:D->D fonksiyonu

stireklidir.
C = comv({03 U F(C)) (3.13)
olacak sekilde sayilabilir bir alt kiime C={x, :n2>1} X olsun.

B = F(C) nin rdlatif kompakt oldugunu ispatlayalm. O zaman Es. 3.13 den Mazur

Lemma sy kullanarak C kompakt olarak bulunacaktir. Gergekten;

"{"(")"? ve F(C) kompakt = {0} U F(C) kompékt

= conv{{0} U F(C)) kompakt

ve conv({0} U F(C)) = conv({0}u F(C)) = C oldugu i¢in C kompakt olur.

Bu sonuca ulasmak i¢in X deki kompakt kiimelerin asafidaki gibi

karakterizasyonuna ihtiyag duyariz. Bunu $dyle ispatlayalim:

1. Ac X olsun. 4 ve A’ es siirekli ve J de a(A(?))=0 ise 4 rolatif kompakitir.

(Onerme 2.2 den bunu séyleyebiliriz.)

2. f diizgiin smrls oldupu igin B” =(F(C))" smurh ve B"=(F(C))" nin smurh

olmasmdan B ve B’ eg siireklidir. Gergekten;
B"=(F(C)Y ={(Fx,) :n21}

VteJ icin B"(t) = {f{t,x,(#)x, () n=1}
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f diizgiin smuht oldugundan V¢ igin |£(£,x,(),x, ()| <M dir. Bu ise B" niin
simirls olmast demektir. Simdi de B ve B'kiimelerinin J de egsiirekli oldugunu

gorelim.

B=F(C)={Fx, :x, € C,nx1} = C'(J,Y) olsun. Herhangi bir £, € J ve her &, >0

icin,
VtelU ve nz1 olmak iizere VFx, € B igin Es. 3.11 den
IFxn (t) - Fxﬂ(’ﬂ){ < 82

olacak sekilde 7, m bir U agik komgulugu vardir. Tamm 2.5 den B, f;, da

esstireklidir. ¢, keyfi oldugundan B, Jde esstireklidir.

B =(F(C)) ={(Fx,)Y :x,eC,n21} < C(J,Y) olsun. Herhangi bir # €J ve her

£, >0 i¢in,

VieV ve n>1 olmak lizere V(Fx,)' € B' igin Es. 3.12 den

(Fx, () — (Fx, Y ()| < &

olacak sekilde # m bir ¥ agik komsulugu vardir. Tamm 2.5 den B, ¢ de es
stireklidir. # keyfi oldugundan B’ , Jde es siireklidir.

Her bir ¢ i¢in B(¥) nin rolatif kompakt olduguanu ispatlamak i¢in

o J>R, Y:J->R,
t > () = ee(B(1) £ ~>P(0)=a(B'®)
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ile tansmls siirekli @ ve ¥ fonksiyonlanim g6z niine alalim. O zaman Es. 3.13 ve

Onerme 3.2.1 den
(1) = a(C(1)) ve (@) =a(C'(D)

olur. F in tammlamgmdan,
1
o(t) = a({ [k(t, )1 (5,%,(5), %, (s))ds :n = 1}) dur.
4]
Simdi A(,5) =k({t,){f(s,x,(s)x,(5)):n21} kiimeleri i¢in
1 1
a( [4(t,5)ds) < [er( (e, s))ds
0 1}
oldugunu gorelim. O zaman Es. 3.8 gosterir ki,

1 1 .
(1) = e [A(t,5)ds) < [ar( A )ds = fa(k(t,){f (5,%,(5).%, (s :n=1})
0 0 5
= [l sha({F (s, %, (), %, (s)) s n 2 1})ds
= [k, 5)| Lar(s, C (). C'(s))dls

1
< L [k, s)f(@(Cs) +a(C(s))ds

=L ]]k(z,s)

(p(s)+F(s)ds
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dir. k yerine k, alarak benzer ifadeler ‘¥ (¢) igin de yazilabilir. Yani,

1
W) < L [k, 6 )|(@(s) + F(s)ds

Eger L olabildigince kiigiikse .J de ¢(f) =¥ () =0 olarak bulunur. Bu ise her bir ¢
icin B(f) nin rolatif kompakt oldugunu gosterir.

H
3. Boylece her sey o ve I in esitsizlikte yer degistirmeyi saglayip saflamadifi
0

sorusuna dayanir. Bu ancak f smurli kiimeler izerinde diizgiin siirekli ise

miimkiindiir ama eger f yalmzca siirekli ise cevabi bilmiyoruz.

Her teJ icin B(t)c Y olacak sekilde Y nin aynlabilir kapali bir alt uzayr ¥;

olsun. Olgiim yuvant f, = f, i¢in {x, :n21} < C(J,L;) ise

1 1
By [, (s)ds :n 211y < [By({x,(s):m21)ds

yazabiliriz. (Bu Ménch ve VonHarten[7] tarafindan gosterilmigticr ve £ nmn

ayrilabilir uzaylar tizerindeki tammlamsgina dayanir.)

Dolayisiyla Onerme 3.2.1 (a) y1 da gdz oniine alirsak

1 1 1
(1) < 2B( [At, 5)ds) < 2B, [ 4(t,5)dds) <2 [Je(t,9)| By (Lf (5%, (5), %, () s 2 T} )ds

1
<2 [Jk@ (L (5., (5, () : 2 1 dls
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1
<2L [tz s)(p(s)+ P (s))ds
0
bulunur. Benzer ifadeler W(¢) i¢in de gz 6niine alinirsa,
1
w(t)<2L ik, () (@(s) + ¥ (s))ds
0

bulunur. 2L yerine L ahnarak istenen sonug elde edilir.
3.2.2. Omek

Burada ikinei gesit lineer Volterra integral denklemi igin genel varlik teoremini

inceleyecegiz.

u(t) = ] f(t,s,u(s)ds tel0,7T] (3.14)
0

denkleminin, f , I'-Carathéodory doniisiimii iken bir (E,|,) reel Banach uzayr

>

yuvarmnda varlik teoremini ifade edelim.

R>0 ve T>0 olsun. B ile E nin By(0)={yeE:|y}<R} kapali yuvarm

gsterelim ve
A={(ts8):te]0,T],5s€]0,T]} ) D=AxB
kiimelerini tanimlayalim.

Dolayistyla
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D={(t,5,x):t€[0,T],s[0,T,xe E ve  |x<R}

f:D—>E bir donigim ve her re[0,T] i¢in jJu()|SR olacak sekildeki

C([0,T], E) de u ¢oziimlerini arastiralim.

Sabit bir 7€[0,7] noktast i¢in f,(s,x)= f(,5,x) ile tanmmh f;:[0,f]xB—E

dénilistimiinit alalim.
Teorem

Kabul edelim ki
(A) Her bir £€[0,7] igin £, t de diizgiin L - Carathéodory doniisiimii oldugu i¢in

t—t'—>0 iken (5,0 ve
!

0<t' <t <T igin Isupl (s, x)|ds <n(t)
r lxj<R

olacak gekilde sinurl bir 7: A = R, fonksiyonu vardar;

(B) Her bir £ €[0,7] igin

?

=t iken jsup! fi(8,%)— f(s,%)|ds = 0
o |xlsR

burada ¢, =min{z,¢'} dir;
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(C) Her bir £€[0,7] igin bir @:Ax[0,2R]— [0,0) doniistimit var ve o, =o(l,.,.)

[} - Carathéodory doniigiimil olmak lizere,

h.h. s€[0,7] veher M c B igin
a(f{t,s, M) S wlt,s,a(M))

ve

o(f) sz]m(r, 5,0(s))ds te[0,T]
[

esitsizliginin bir tek @ e C([0,T],{0,2R]) ¢Ozimii

(D) Her bir A& (0,]) igin

u(t)=4 ] f@t,s,u(s)ds , te [0,T]
0

=0 di;

Es. 3.16 nin goziimii olan her » € C([0,T],B) igin |u}, <R dir.

(I, = mauce)

O zaman Es. 3.14, C([0,T, B) de bir ¢éziime sahiptir [3].

Ispat

(3.15)

(3.16)

Monch iin alternatifli teoremini uygulayalim. K = X = C([0,T], E) alalim. X uzay1

|, normuyla birlikte bir Banach uzaydr.



54
U ={ueC(0,T],E)|u|, <R}, x, sifir fonksiyonu ve

N:U —C(0,T),E)

N@)(E) = [£(t,5,u(s)ds

ile tamimli doniiglim olsun.
£, L - Carathéodory doniislimii oldugu igin her bir u U igin fC,u()) fonksiyonmu
[0,£] iizerinde Bochner integrallenebilirdir. ( Bochner integrallenebilmeye 4.Bolim

de deginilecektir. )

Ayrica
lN (u)(t)‘ < tﬂ flt,s, u(s))|ds < ].;s?pl 1 (s,x)‘ds <n(t,0) <supp <. (3.17)

Hatia VueU veher t,t' €[0,T] igin;

t<t’ ise,

IN)() - N(u)(E))| =

]f(t,S,H(S))dS—tj-f(f',s,ﬂ(S))dS

[ Esus) - £ s,u(s s — [ 7 s,uls)ds

< |/ @s.u(s)— £ s,u(sNis+ ||f (@ s,uls)ds



55

t

< Is?pm (5.%)— fo(s,x)|ds +1(t'.1)
yada ' <t ise,
IN@)E) ~ N@)()| < Iisgiglf, (5,%) — £ (s, x)\ds + (2, 1")

Her iki durumdan

)

IN@)(E) - N(u)()| < js?;;;l fi(8,5) = fu(s.x)lds + 0 +1'—1,,1,) (3.18)

ol
burada #, = min{,¢’}. Simdi Es. 3.18 gosterir ki;
N(@)e C(0,T],E) ve NU) , [0,T]de esstireklidir.
Ayrica Eg. 3.17 gosterir ki N (5) sturlidir.

N déniisiimiintn stirekli oldugunu gésterelim. u,,u e U olmak tizere C([0,T],E) de
u,—>u olsun. f,, I'- Carathéodory doniisiimii oldugu igin , hhse[0,f] igin
£.(s,.) stirekli fonksiyon ve hhse[0,7] ve her xe B icin | f (s,x)] < h,(s) olacak

sekilde A, e L'[0,7] fonksiyonu vardsr,
Bu gosterir ki
hhse[0,t] , her 1 €[0,7] igin

n—o iken  f(t,5u,()—=> f(t.5,uls) ve
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|/ t5,u, (NS A (5)

dir. Bunlarla birlikte Lebesque simurl yakinsaklik teoreminden ber ¢ €[0,T] igin
n—> o iken N(u, Y1) = N(u)(t)

saglamr. Es. 3.18 garantiler ki ¢ deki yakinsama diizgiindiir. Dolayistyla

C([0,T],E) de n—>w iken  N(u)—> N(@) olur.

Es. 3.5 sartimi saglatmak icin sayilabilir bir M < U alt kiimesini alalim ve

M < conv({x,} W N(M)) (3.19)

olsun. N(M )CIN(E;) ve N(U) smurl ve egsiirekli oldugu icin Es. 3.19 dan M
sirh ve egsiireklidir. Teorem 2.7 den her r€[0,T] i¢in M () nin E de rolatif

kompakt oldugunu ispatlayalim. Bunun igin

p:10,T]—> R
t—> p(t) = a(M(t))

jle tanimli ¢ fonksiyonunu gbz éniine alahm. « nin tanmmlamgmdan ¢ nin anlaml

oldugu acik. Onerme 2.3 den ¢, [0,77] lizerinde siireklidir. Ayrica,
Vxe M igin x(t) < R<2R dir.
O halde a(M(¢)) s 2R dir. Dolayisiyla ¢ € C([0,7],[0,2R]) olur.

Simdi Onerme 3.2.1 (b), Es. 3.15 ve Eg. 3.19 esitliklerinden sunu elde ederiz:
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(1) = a(M(B) < c(N(M)(B) = a( [ £, (5. M (s))ds)
<2 }ac( fi(s, M(s))ds
<2 ]‘co(t,s,a(M (sH)ds

=2 I a(t,s,(s))ds

istenildigi gibi (C), ¢ =0 oldufunu garantiler. Son olarak (D) kosulundan Teorem
3.2.1 in Bs. 3.6 kosulu da gergeklenir. Boylece Teorem 3.2.1 uygulanabilir. O halde
Es. 3.14, C([0,T], B) de bir ¢bziime sahiptir.
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4. MONCH TiPi KUME DEGERLI DONUSUMLER iCIN SABIT NOKTA
TEOREMLERI VE UYGULAMALARI

Birinci kisimda bu bolimde kullanacagimiz bazi tanim ve Snermelere yer verecegiz.
fkinci kissmda bir dnceki boliimde ifade ettifimiz Monch iin tek degerli doniistimler
jcin sabit nokta teoremlerini kiime degerli doniistimler i¢in ifade edecefiz. Son
olarak figiincii kiszmda ise bu teoremlerin uygulamalari olarak Hammerstein ve
Volterra integral igermeleri igin varlik teoremlerini ifade ve ispat edecegiz.

4.1. Tanmmlar ve Onermeler

Bu boliimde yaralanacagimiz bazi temel tanim ve Snermeleri ifade edelim.

Bostan farkli herhangi bir X kiimesi i¢in X in biitiin alt kiimelerinin ailesi 2% ve
P(X)=2% —{Z} olsun. Bu durumda X bir Hausdorff topolojik uzay1 olmak iizere,

P(X)={AdcX:4 bostan farkli, kapal: }

P.(X)={Ac X : A bostan farkls, kompakt }.

Eger X, (E,

.1) normlu uzaymn kapali, konveks bir alt kiimesi ise, o zaman

P(X)={4 < X : 4 bostan farkls, konveks}
P (X)={4c X :4 bogtan farkly, kapals, konveks}

P_(X)={4 < X : 4 bostan farkl:, kompakt, konveks}

ile tammlansin, Her Ae P(E) icin |4|=sup{|x|:x e 4} olsun ve comv(4) , A

iceren konveks kiimelerin en darim gostersin.

XY iki kiime olmak lizere N:X — 2" kiime degerli bir doniigim ve 4 Y olsun.
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graphN ={(x,y):xe X,y € N(x)} (N in grafigi)
N(4)=U{N(x):x € 4} (4 mn goriintlisii)
N (A ={xe X:N(x)n 4=} (4 nn zayif tersi)

ile tanumlansin.

X ¥ iki topolojik uzay ve N:X —>» P(Y) bir doniigtim olsun. Her kapali 4 e P(Y)
kiimesi icin N™(4) kiimesi X de kapalt oluyorsa N fistten yar stireklidir denir ve her
actk A e P(Y) kiimesi igin N™(4) kiimesi X de agik oluyorsa N alttan yar1 stireklidir

denir.

4.1.1. Omek

X =Y =R olmak iizere

_ [O:IL X = 09
B = {{z}, x#0.
o, x=o,
Be= {[0, 1,  x#0.

ile tammh kiime degerli F, ve F, doniiglimleri i¢in F, tistten yan stirekli fakat alttan

yari siirekli degil ve F, de alttan yan siirekli fakat iistten yar stirekli degildir [12].

4.1.2. Ornek

o R—>R, o<y ile tammh fonksiyonlar olmak iizere F, kiime degerli

doniigiimii

F(x)=[p(x).y(x)]
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seklinde tammli bir doniigiim olsun. £ in fistten yan siirekli olmas1 igin gerek ve yeter

sart @()) alttan yan siirekli ve y() istten yan stirekli olmahdir. Ve F in alttan yan
siirekli olmas1 icin gerek ve yeter sart ¢(.) fstten yan siirekli ve () alttan yari
stirekli olmalidar [12].

Simdi kitme degerli doniigiimlerin iyi bilinen bir kag sonucunu ifade edelim.

(P1) X,¥ Hausdorff topolojik uzaylar ve N:X — P.(¥) bir déniigtim olsun. Eger N,
{istten yar1 siirekli ise, o zaman graphN, X xY de kapahdir. Karsit olarak, eger

graphN kapah ve N(X) kompakt ise, o zaman N istten yan stireklidir.

(P2) X, ¥ Hausdorff topolojik uzaylar ve N :X — P (Y) iistten yan siirekli olsun. O
zaman her kompakt 4 < X alt kiimesi i¢in N(4) kompakttir.

(P3) Bohnenblust-Karlin sabit nokia teoremi:

X bir Banach uzay1, K€ B (X) ve N:K > P, (K) doniiglimii {istten yar stirekli
ise, N bir sabit noktaya sahiptir.

(P4) Michael in secme teoremi:

X bir metrik uzay, ¥ bir Banach uzayr ve N:X —> P, (Y) alttan yan siirekli ise,

stirekli bir N, : X — ¥ fonksiyonu vardir ki her x € X igin Ny(x) & N(x) dir.

C([abLE) ile sirekli u:[a,b]->E fonksiyonlarnnm uzaym gosterelim ve

tizerindeki norm ||, , maksimum norm diyecegimiz

[, = maxu(d)
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ile tammli norm olsun. Her M c E igin C({a,b),M) ile M de deger alan

C([a.b], E) deki stirekli fonksiyonlarin tamamim gosterelim.

u:[a,b]— E sonlu degerli fonksiyon olarak adlandirihr, eger ayrik, Slglilebilir sonlu

sayida 7, kimelerinin her birinin {izerinde sifirdan farkli deger aliyorsa ve

[a,b1-| 1, de u(r)=0 ise.
J
u nun ; deki degeri x; ve x(/,), I; nin karakteristik fonksiyonunu gostermek Gzere

_ 1, tel
2, )(t)_{o, tefa,b]-1,

olsun. O zaman u fonksiyonu
u=3xx(1)

j
sonlu toplam olarak ifade edilebilir ve

ij,u(fj)eE

b
elemam: # nun [, b] iizerinde Bochner integrali olarak tanimlamr ve J.u(t)dt ile

a

gosterilir,
hht €la,b] icin 71— 0 iken u,(t)—>u(t)

Ve
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!iﬂun (s)—- u(s}| ds —> 0

olacak sekilde u ya yakmsayan sonlu degerli u, fonksiyonlarimin bir dizisi varsa
u:[a,b]-> E fonksiyonu [gb] de kuvvetli Olgilebilirdir denir. Ayrica # nun
Bochner integrali

b b

fu(s)ds = lim [EXGLS

ile tanimianur.

Hatirlatacak olursak kuvvetli Slciilebilir bir # fonksiyonu Bochner integrallenebilirdir

gerek ve yeter sart |u] Lebesgue integrallenebilirdir [3].

Her reel pe[l,o] igin biitin kuvvetli olciilebilir u:[a,b]—> E fonksiyonlarimn

uzay1 L/ ([a,b],E) yi gozdnine alalim. gup , [a,b] de Lebesgue integrallenebilirdir.

I’ ([a,b], FE) uzan
b
p<w igin |u{p :(_ﬂu(s)ip ds)V?

normu altinda bir Banach vzayidir, Ayrica,

ju|_ =ess sup u(t)| =inffc 2 0: lu(t)|<c hhtela,b] igin}
tefa bl

ile tanuml |qu sayisina Iu(t’)} nin esas siun da denir ve esas sinrli fonksiyonlarin

uzayr I*([a,b},E), ||, normu altinda bir Banach uzaysdir.
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Ozel olarak, I’([a,b],E) wuzayr [ab] izerinde Bochner integrallenebilir
fonksiyonlarm uzayidir. O zaman E=R almirsa, I7([a,b],R) uzay1 kisaca L’[a,b]

ile gosterilir.
4.2. Manch Tipi Kiime Degerli Doniigiimler icin Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda ifade edecegimiz teoremler, bir Banach uzaymm kapali, konveks bir alt
kiimesinden vine kendine tamimli déniigiimler i¢in olan Ménch @n sabit nokta
teoremlerinin kiime degerli benzerleridir. Yani Monch teoremlerinin kiime degerli
doniistimlere genislemesini sunacafiz. Tabi ki bu genisleme Es. 3.1, Es. 3.5 ve Es.
3.6 ifadeleri ile baz1 genel sartlarin yer degistirmesiyle miimkiindiir. Yani bir tek C
kiimesi yerine bir (M,C)¢iftinin alinmas1 gerekir.

4.2.1. Teorem

Bir £ Banach uzaymn kapali, konveks bir alt kiimesi D ve N:D-» P (D) bir
dontisiin olsun. graphN kapali, N kompakt kiimeleri rolatif kompakt kiimelere

déniistiiren bir doniigtim, en az bir x, € D ve

McD, M =conv({x,} W N(M))
4.1
C=M ; C ¢ M, saylabilir

olacak sekildeki D nin her M alt kiimesi i¢in M kompakt ise xe N(x) olacak
sekilde x € D vardir [17].

4.2.1. Uyan

(a) Vx e D igin {x} kompakt, N in dzelliginden N(x) kompakittir.
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Onerme 2.4 ve graphN in kapali olmasindan , {x} kompakt iken N(x) kapalidir.

N(x) = N(x) oldugundan N(x) kompakt olur. Boylece N, D den £, (D) ye tanimh

olur.

(b) (P1) ve (P2) ye gore Teorem 4.2.1 deki N igin yapilan biitiin kabuller eger
N:D —> P_(D) ustten yan stirekli ve Es. 4.1 i saglarsa gergeklenir. Gergekten, (P1)

ve (P2) ye gore N iistten yar siirekli doniisim ise graphN kapall ve her
kompakt A< D icin N(4) kompakttr.

Ispat
@) M, ={x,} M, =com({x,}N(M, ) nzl
ite tanimlansin.

NM, ycDvex,e D= {x}UNM, YD
= conv({x,} W N(M,_)) < D , D konveks
=M, cD

Ayrica M, in konveks oldupu agiktir. Hatta tiimevanimla gosterebiliriz ki M, < M,

dir. Gergekten;

{x,} < conmv({x,} WN(M)) = M, < M,
= N(M,) = N(M,)
= {x,} W N(M,) < {x} W N(M,)
= conv({x,} U N(M,)) < conv({x,} W N(M,))
=M cM,

Bu sekilde devam edilerek goriilir ki M, < M, dir.
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Sonug olarak M =M, :n=0} ile tammlanan kiime konveks ve Vn20 igin

M, c D oldugundan | JM, =M c D dir.

n=0
Ayrica M, ler artan oldugu icin
M = conv({x,} W N(MY))
yazabiliriz. Ger¢ekten;

M,,c M= N(M, )c NM)
= conv({x,} W N(M, ) < conv({x,}\W N(M))

= Oconv({xe} UN(M, ) < conv({x,} W N(M))

[

= OMn < conv({x,} W N(M))

na=Q

= M < conv({x,} O N(M)).

NQM,.,) < com({x, 3o N, )= LN, ) < Jcomv(ix o N(M, )

n=t n=l

=> {x, } U N(M) < {x,} UOconv({xo} UN(M, )

]

= N(OM,,) < Oconv({xa} UNM, )
n=0 '

n=]

= NM)c Oconv({xﬂ} UNM, )

n=1
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= conv({x,} I N(M)) < conv(o conv({x,} WN(M,_ )

A=}

= conv({x,} UN(M)) < O conv({x, } W N(M, )

n=l

= conv({x,} W N(M)) < M.
Her iki durumdan M = conv({x,} U N(M)) oldugunu sbyleyebiliriz.

(b) M, rolatif kompakttir. Bunu gérmek icin N in kompakt kiimeleri rélatif kompakt

kiimelere doniistiirme 6zelligi ve Mazur Lemma sim kullanacafiz. Tiimevarimla;
M, ={x,} kompakttir.

Hausdorff uzay1 dolayistyla Banach uzayinda her tek nokta kiimesi kompakt oldugu
icin M, kompakttir. Uyar1 4.2.1 (2) dan

{x,} kompakt = N(x,) kompakt
=> {x,} W N(x,) kompakt

= conv({x,} N{x,)) kompakt.
conv({x,} U N(M,)) = “A/Z oldugundan M, rolatif kompakitir.

M _, rolatif kompakt olsun.

M, , kompakt => N(M, ;) kompakt
= {x,} N(M,_,) kompakt

= conv({x,} W N(M,_,)) kompakt.
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Hausdorff uzaymmda kompakt bir kiimenin kapali her alt kiimesi de kompakt
olacagindan,

conv({x,} U N(M,,_,)) & conv({x,} U N(M,,_,))
kompakt ve

conv({x,} W N(M, ) =M,

kompakttir,

M, rolatif kompakttir,

Ayrica her bir E ayrilabilirdir. Ciinkii metrik uzayda dolayisiyla Banach uzaymda
kompakt bir kiime aym zamanda ayrilabilirdir. Sonug olarak,

Her n=0,1,2,... icin C,=M,, C,c M, olacak sekilde sayilabilir kiimelerden

olugan bir {C,} dizisi vardir,

olsun. C < M oldugu agik ve sayilabilir kilmelerin sayilabilir sayidaki birlesimi de

sayilabilir olacagindan C sayiabilirdir ve C=M dir.
Simdi M 1n kompakt oldugunu gorelim.

McD, M=conv({x,} W N(M)) ve M=C , CcM saylabilirdir dolayisiyla

Es.4.1 bize M kiimesinin kompakt oldugunu garantiler.



68

M nin bostan farkli( en azindan x, var ) ve konveks oldugu agik. Dolayisiyla

K =M ¢ P_(E) dir.
(c)Hatta K c N(K) dir. N'(K)={xe E:N(x)NK =}
x e K olsun. xe N (K) oldugunu gorelim.

Eper xe K ise n—> w0 iken x, —> x olacak sekilde bir (x,) = M dizisi vardir. Simdi

Vn igin y, € N(x,) leri gtz 6niine alalim.

N(M)c M oldugu icin y, € K dir. K mn kompakt olmasindan (y,) K dizisinin

yakinsak bir alt dizisi vardir. Yani (3, }< (y,) olmak tizere
n—>»o iken y, —>y

olsun. K kapali oldugundan ye K dir. (x,,y,) € graphN ve graphN kapali oldugu
icin (x,y)e graphN dir. Bobylece yeN(x)NK yani N@@)NK#< olup
xe N (K) dir. K < N™(K) olur.

@  N:K-P.(K)

NG =N@x)NK
ile tammh doniigiimii g6z Ontine alalim.
4.2.2. Uyan

N in tammlamsindan N(x) konveks ve K konveks oldugu igin N(x)n K konveks

olur. N(x) kapahdir. Gergekten,
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graphN  kapali oldugu i¢in N in kapali oldugunu biliyoruz ve {x,} kompakt
oldugundan Onerme 2.4 bize N(x) in kapalt oldufunu garantiler. Ayrica K da kapali

oldugu icin N(x) K kapalidir. Yani bu sekilde tansmhi bir doniigtim anlamhdir.

K#@, Ko N (K) olup N (K)#@ dir. Yani N(x)nK # @ olacak sekilde £ nin

en az bir x elemam vardir. Dolayistyla ]T’(K)i@ dir. Ayrica graphﬁ in
tammlamgmdan graphN gibi kapah olacagi agiktir. Gergekten,

((a,,b,)) < graphf\? de bir dizi ve n—> « iken (a,,b,) = (a,b) olsun.
Vn igin b, € N(a,) = N(a,)"K olup b, € N(a,) ve b, e K dur.
* b, e N(a,) ise

(a,,b,) € graphN ve graphN kapali oldugu igin »n —> o iken (a,,b,) = (a.b).
(a,b) e graphN yani be N(a).

* b ek ise

n—>w iken b, ~» b ve K kapali oldugu igin b € K olur.
be N(a) ve beK = be N(@)nK = N(a)

= (a,b) e gmph]f\\ir .

Dolayistyla gmph]/\} kapahdir. Aynica K kompakt olup Onerme 2.4 den N(K)

kapalidir ve N in kompakt kiimeleri rolatif kompakt kiimelere doniigtiirme
szelliginden N(K) kompakttr. N(K) K = N(K) kompakt olur.
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(P1) den graph}/\} kapal ve N (K) kompakt oldugu i¢in N istten yar siireklidir.

N icin (P3) Bohnenblust-Karlin sabit nokta teoremi bize x & N (x) olacak sekilde

bir xe K nmmn varhifm garantiler. Hatta KD ve N (x) < N(x) oldugu igin
x € N(x) olacak sekilde x € D vardir.

4,22, Teorem

Bir X Banach uzaymmn kapali, konveks bir alt kiimesi K ve U, K nmn agik bir alt
kiimesi olmak tizere N:U — P.(K) bir déniisiim olsun. graphN kapah, N kompakt

kiimeleri rdlatif kompakt kitmelere doniigtiiren bir doniiiim, en az bir x, €U ve

McU, M = conv({x,}\ N(M))
(4.2)
C=M > C < M, saydabilir
olacak gekildeki U 1 her M alt kiimesi igin M kompakt ve
her xeU U, Ae(0,]) igin x & (1—A)x, + AN(x) (4.3)

olsun. O zaman x & N(x) olacak sekilde x e U vardr.
Ispat
Her A€{0,1] igin Es. 4.3 saglansin.

* A=1 igin Es. 4.3 saglanmazsa sonug agikar olur. Yani A=1 i¢in xe N(x),

xeU - U oldugundan x € N(x) olacak sekilde x U vardir.
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* 1=0 icin x#x, bulunur. Bu ise xel —U ve x, €U oldugu icin dogru bir
ifadedir.

Hatta U # K oldugunu kabul edebiliriz. (Aksi taktirde, U =K ise N:K — F,(X)

tamml bir doniistim olup sonug, Teorem 4.2.1 den hemen goriilebilir.)
U#K ise 0U=#© bbylece U-U# du.
H :Ux[0,1] = P(K)

H(x,A)y=(1—-A)x, + AN(x)

seklinde bir doniigiim tammlayahm. % ={x e U:xe H(x,A), en az bir A €[0,1]igin }

kiimesini g6z Oniine alalim. X # & oldufunu gorelim.

A=0 igin H(x,A)={x,} olduguicin x, € X (hipotezden x, € U) dir.

(U —U)=@ oldugunu gorelim.

Kabul edelim ki arakesit bostan farkli olsun. Enaz bir ye Zm(ﬁ -~ {J) var olsun.

yeZ=3 Ae[0,1] i¢in ye H(y,4)
= ye(l-Ax, +AN(y) .

yelU U= VYie[0,1] igin ye(-A)x,+AN(p).

Bu bir ¢eligkidir. O halde EN (U - U)=2 dir.
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¥ kiimesi U — U kiimesi gibi kapalidir. Gergekten,

n->w ijken x, = x olacak sekilde bir (x,) = X dizisini goz niine alalim. x €2,

oldugunu gorelim. O zaman
x, € L= x, € H(x,,A,) olacak sekilde A, €[0,1] vardwr

=x,€(1-4,)x, +A4,N(x,)

= x, =(1-4)x, +4,y, olacak sekilde y, € N(x,) vardmr. 4.4)
((x,,y,)) < graphN dir.

(4,) , [0,1] de bir dizi ve [0,1] kompakt oldugundan yakinsak bir alt dizisi vardir.

Kabul edebilirizki (4, ) < (4,) olmak iizere

A €[0,1] icin n, — oo iken ’1"1 - A,

Iki durum miimkiindiir:

{1} A =0 olsun.

O zaman 3m, € N>V, zn, igin 4, #0 oldugundan
¥, = (-4, %)

yazabiliriz.

n—> oo iken 4,7 (x~(1-4, %) > AN —(1—-A)x,)
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ve
y=A"(x~(1—-A)x,) olarak tanimlanirsa, graphN kapali oldugu igin
n, — o iken (x,,¥,)—> (%)
olup (x,y) € graphN olur. Buise y € N(x) olmas: demektir.

y=A"(x—(1-A)x,) e N(x) = x & (1- )x, + AN(x)

=>xel.
(2) A =0 olsun.
A={x :n21}u{x}={x, :n21} kimesinin kompakt oldugunu gdsterelim.

{U,:iel}, A mnacik bir Grtiisii olsun.

xEAcUU,. = xeU, olacak gekilde 3U, €{U, i e I} vardir.

sl

x, > x=>3dn,e NaVnzn, i¢in x, €U,
xnel,, nel, , xeU;,....%,,¢€U X, 5 X, eU,

-1 (PRt S i

olarak alimrsa

ACGUi

=]
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olur. Béylece 4 mn actk bir drtiistintin sonlu bir alt rtiisiinit bulmus oluruz yani 4
kompakittir. 4 kompakt oldugu i¢in N altmdaki goriintiisti rolatif kompakt dolayisiyia
sinirhidir. Bu gosterir ki {y, :#21} kitmesi simrlidir. O halde

(v, mzhciy,nz 1} alt kiimesi de simrlidir. Simdi analizden biliyoruz ki
A, =0 ve (y,) smhi= 4, y, =0

dir.

Es. 4.4 de n, — o almrsa, x=x, elde ederiz. Boylece x € X olur. Iddia edildigi

gibi X kiimesi kapahdir.

Urysohn Lemma dan

@:U —[0,1]

U-Udafx)=0 ve 2 ded(x)=1

ile tantmh stirekli bir @ fonksiyonu vardir.

D= Eﬁ;({xo} U N(U)) kiimesini tanimlayalim ve N:D— P (D) doniistimit

~ gbﬂﬂMﬁﬁﬁN@% xeDNU
N(x)=
{x,} > xeD-U

ile tanzmlansin.
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4.2.3. Uyan
N (x)c D oldugunu gorelim.
*xe DNU ise
N () = (1 - 8(x)x, + O(x)N(x) olur.
x, € D ve N(x)<= D ve D konveks oldugu igin konveksligin tanim: geregi
0<8(x)<1 igin (1-8(x)x, +F(x)N(x) < D olur.
*xe D-U ise
N@x)={x,}c D
O halde her iki durumdan N(x) < D bulunur.

Ayrica N konveks degerli olup N(x) konveks ve {x,} konveks olup konveks bir
kiimenin skaler katlar1 da konveks olacag igin (1-8(x)){x,} ve (x)N(x) kiimeleri
de konvekstir. Konveks kiimelerin toplamlari da konveks olacagi icin
(1-8(x))x, + B(x)N(x) = N (x) konveks olur. Yani bu sekilde tammlt bir doniistim
anlamlidir.

,gmph]ﬁ\«,’ kapalidir. Gergekten,

* (x,) c DU olmak lizere
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¥, € N (x,) leri goz oniime alalm. Vr igin y, =(1-0(x,))x, +6(x,)z, olacak

sekilde 3z, € N(x,) vardir.
n-» w0 iken (x,,y,) —> (x,)) olsun.

(z,) < N(x,) de bir dizi ve N(x,) kompakt oldugu i¢in her dizinin yaklnsak‘bir alt
dizisi vardir dolayisiyla (z,) in de yakinsak bir alt dizisi vardu. Yani (z,) < (z,)

olmak tizere

n,—>o iken z, =z

ve z € N(x,) olsun.

n —» o iken (x,.z,)—> (x,2)

n n

ve ((x,.z,)), graphN de bir dizi ve graphN kapali oldugu i¢in (x,z) e graphN

oldugundan z e N(x) dir.

n, = iken (1-8(x, )x, +6(x, )z, =1~ O(x))x, +6(x)z

yani n; —> o0 iken y, —» (1-6(x))x, +8(x)z olur. n; = iken y, — y oldugunu
biliyoruz. Hausdorff uzayda dolayisiyla bir Banach uzayinda bir dizinin limiti tek
olacagaindan y = (1-8(x))x, + &(x)z bulunur.

y =(1-0(x))x, +8(x)z € (1-0(x)x, +B(x)N(x) = N (x)

(x,y)e graphf\vf olur.
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* (x,) < D-U olmak iizere

D kapal U agik oldugundan D—U kapalidir. (x,) < D—~U da bir dizi ve n—> =

iken x, — x ise x€ DU olur. Buda N(x) = {x,} olmas1 demektir.

¥y, € ﬁ(x,,) leri gbz 6niine alalim. n — o iken (x,,y,) —> (x,y) olsun.
¥, € N (x,)=1{x,} olup (y,) sabit dizisi kendisine yani x, a yakinsar, y =¥, dir. O

halde y e N(x) bulunur. (x,y) € graphN ohur.

Boylece her iki durumdan gmpiftf\’r kapalidir.

Ayrica N kompakt kiimeleri rolatif kompakt kiimelere doniigtiiriir. Gergekten;
K her hangi bir kompakt ktime olsun.

*KaD-U ise
N (K)={x,} olup kompakttir.
* Ko DU ise

N(K) = (1-0(K))x, +O(K)N(K)
¢ mn tammindan &(X)=1 olup N(K)=N(K) olur. Onerme 2.4 ve N in

szelliginden K kompakt iken N(X) kompakt olur. Boylece N kompakt kiimeleri

rolatif kompakt kiimelere doniistiirtir.
Simdi N min Teorem 4.2.1 in hipotezlerini sagladigim gosterelim.

M < D ve M =conv({x,}w N(M))
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Ve

M =C, Cc M sayilabilir bir alt kiime olsun.

4.2.4. Uyan
T = {(1 —B(M)x, +O(MIN(M) - McDNU
{x,} > McD-U

@ run tammlamsmdan M < DU oldugu igin &(M)=1 dir.

McDNU=2MOUc(DnU)nU
=>MnUcDNU

olup N (M) nin tammlamgimda M yerine M NU yazabiliriz.
N(M) = {x,} U N(M nU)olur.

O halde conv({x,}v N (M) = conv({x,}  N(M ~U)) dir.
Uyar 4.2.4 den

M AU c M < conv({x,} U N(M)) = conv({x,} W N(M N UY)

(- OM AU Nx, +0(M AUYNM U » MAUcDAU

N(M):{{xo} . M-UcD-U

MnU=CnUve CnUcMnU sayilabilir. (4.5)
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Es. 4.5 i gbz onfine alirsak Teorem 4.2.1 in hipotezlerinden M NU rolatif

kompakttir. graphN kapali oldugu igin N kapall doniigim (yani 4 cU i¢in

N(A)CN(Z) dir) olup N(M NU)Yyc NMNU) do. MU kompakt ve N in

ozelligi ve Onerme 2.4 den N(M nU) kompakt bir kiimedir.

N(M nU)c N(M nU) ve kompakt bir Hausdorff uzaymda kapal: her alt kiime

kompakt olacagi i¢in N(M nU) kompakittir.

O zaman N(M nU) kompakt , Mazar Lemma ve Es. 4.5 den

{x,} kompakt ve N(M nU) kompakt = {x,} v N(M NU) kompakt

= conv({x,}' N(M nU)) kompakt,

conv({x,} J N(M nU)) = conv({x,} W N(M NU)),

M < conv({x,} U N(M nU)).

Yukandaki agiklamalar da goz dniinde bulundurarak M kompakt bir kiime olarak
bulunur. Boylece N doniistimii i¢in Teorem 4.2.1 in hipotezleri saglamr. Teorem

42.1den xe N (x) olacak sekilde xe D U vardir.

Hatta x e U dur. Ciinkii aksi taktirde x € N (x)={x,} olup x=1x, bulunur. Bu ise

x, € U olmasiyla geligir. Dolayisiyla x € U ve sonug olarak
x € (1-0(x))x, +G(x)N(x) (4.6)

Es. 4.6 dan x e £ ve 6 mn tanumlanisindan &(x) =1 dir.
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O zaman Es. 4.6 gosterir ki x € N(x) dir. N, U da bir sabit noktaya sahiptir.
4.2.3. Teorem

D, bir X Banach uzaymin kapali, konveks bir alt kiimesi ve N:D—> P (D) bir

doniigiim olsun. N alttan yar stirekli bir doniigiim, en az bir x; € D ve

McD, M = conv({x,} W N(M}))
4.7
C=M > C < M, sayilabilir

olacak sekildeki D nin her M alt kiimesi i¢in M kompakt ise xe N(x) olacak
sekilde x € D vardir [17].

Ispat

Michael in Se¢me teoremi N in siirekli bir &, segiminin varhim garanti eder. Buna

gore N, :D-» D siirekli ve Vxe D igin Ny(x) € N(x) dir.

Simdi N, donisiimiiniin Teorem 4.2.1 in kogullari sagladifim gOsterelim.

N, 1 kitme degerli bir doniisiim gibi diisinmemizde bir sakinca yoktur. Buna gore
kabul edelim ki N,:D—> P.(D) olsun. Gergekten, Vx & D igin Ny(x)={y} olacak
sekilde y € D vardir.

{N,(x)} konveks olup N, ,Dden P,(D) ye taniml olur.

graphN, m kapali oldugunu grelim.
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((x,,¥,)) < graphN, da bir dizi ve n —> o iken (x,,3,) - (x,¥) olsun.

v, € Ny(x,)={y,} oldugu i¢in
x, > x ve N, siirekli oldugu i¢in N,(x,)—> N,(x) olur yani y, —> Ny(x) dir.

y, > Ny(x) ve y,—y oldugu i¢in Hausdorff uzayda bir dizinin limiti tek
olacagindan N,(x)={y} olmaldir. O halde (x,y)< graphN, dir. graphN,
kapalidir.

Ayrica N, kompakt kiimeleri rolatif kompakt kiimelere doniistiiriir. Gergekten , {x,}

kompakt, N(x,) tek nokta kiimesi olup kompakttir.
Kabul edelim ki

McD, Mcceom({x,}UN,(M)) ve C=M, CcM saylabilir
olsun. N,(M)c N(M) oldegundan M c conv({x,}w N(M)), yukandaki kosullar
gz Oniine alindiginda Es. 4.7 den M kompakttir. O halde N, a Teorem 4.2.1 i
uygularsak, x e N,(x) olacak gekilde xe D vardir. Yani x e N(x) olacak sekilde

xe D vardir.
4.2 .4, Teorem

Bir X Banach uzaymmn kapali, konveks bir alt kitmesi K, U, KX mmn agik bir alt

kiimesi ve N :U —> P,(K) bir doniisim olsun. N alttan yar: siirekli bir doniistim ve
en az bir x, e U igin Es. 4.2 ve Es. 4.3 saglansm. O zaman x € N(x) olacak sekilde

xeU vardir [17].
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Ispat

Michael in Segme teoremi N in siirekli bir N, se¢iminin varhigim garanti eder. Buna

gore N, U — K siirekli ve VxeU igin N,(x) € N(x) dir.

Simdi N, n Teorem 4.2.2 nin kogullarm sagladigim gosterelim. Kabul edelim ki
N,:U—> P.(K) olsun. Gergekten, Vx e U igin N,(x) tek nokta kiimesi olup kapali
ve konvekstir. O halde N, 1 K nmn kapal, konveks kiimelerine tanmimh kiime degerli

bir doniigiim gibi diisiinmemizde bir sakinca yoktur.

Teorem 4.2.3. den de goriilecegi gibi graphN, kapal ve kompakt kiimeleri r6latif

kompakt kiimelere doéniigtiiriir.

Mc D, Mcceonv({x,} wN,(M)) ve C=M, CcM saylabilir oldupunu
kabul edelim. N,(M)< N(M) oldugundan M < conv({x,} W N(M)) ve Es. 4.2

den M kompakttir.

Aynica VxeU igin N,(x) € N(x) olmasindan x e U-U icin de N,(x)e N(x) olur

ve
her xelU-U ve Ae(0,1) igin x&(1—A)x, + AN, (x)
yazabiliriz. Teoremin hipotezlerinden N, igin Es. 4.2 ve Es. 4.3 saglamr. Yani

McU, M = conv({x,} U N(M))

C=M - C < M ,sayilabilir
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olacak sekildeki D nin her M alt kiimesi igin M kompakt ve
her xe U —U ve Ae(0,]) icin x & (1— )x, + AN, (x)

olur. Boylece N, a Teorem 4.2.2 yi uygulayabiliriz. Buna gore x e N,(x) olacak

sekilde x e U vardir. x € N(x) olacak sekilde x & D vardir.

4.2.5. Uyan (X lizerinde tanmumli iki norm varsa)

X, iizerindeki || normuna gére Banach uzay1 ve tizerindeki diger norm |{' a gore tam

uzay olmak zorunda olmasmn.
Her xe X igin lx|’ Sc|x]

- olacak gekilde bir ¢> 0 sabitinin var oldugunu kabul edelim. O zaman Teorem
4.2.1-4.2 4 deki sonuclar eger Es. 4.2.1, Es. 4.2.2 kosullarinda yer alan M nin rolatif

kompakt olma sarti H' normundan indirgenen topolojive gdre de saflamyorsa

dogrudur. Hatta X tizerindeki ||-topolojisi ve D(N) (N in tamim kiumesi) izerindeki
|.}' -topolojisi ile ilgili olarak bilinen N : D(N)— P(X) in biitiin topolojik 6zellikleri
saglamr. Gergekten, efer N in grafigi (I.i' 1) - kapalt ise o zaman (|/,]) -kapali; eger
N, H’ -kompakt kiimeleri || -rilatif kompakt kiimelere doniigtiirtiyorsa o zaman H-

kompakt kiimeleri de ||-rolatif kompakt kiimelere doniigtiiriir; eger N, (|.]’ |y ~Ustten

(alttan) yan stirekli ise 0 zaman N, (],|]) -tstten (alttan) yar: stireklidir.
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4.3. Hammerstein ve Volterra Integral icermeleri Icin Varlik Teoremleri

Bu kisimda Monch iin kiime degerli teoremlerini Hammerstein ve Volterra integral

icermelerine uygulayacagiz.

Bu kesimde bir (£,

)} Banach uzay: yuvarinda

T
u(t) e _fk(t,S)g(& u(s)ds . 1e(0,1] (4.8)

Hammerstein integral icermesini ¢aligacafiz. Burada £ reel tek degerli bir fonksiyon

ve g, E de konveks deger alan kiime degerli bir doniigtimdiir. Ozel olarak, eger
k(t,s)=0 0<t<s<T

(Volterra durumu) ise, Es. 4.8
u(t) e }k(t,s) g(s,u(s)ds te[0,T1] 4.9)

Volterra integral igermesi olur. Béylece Es. 4.8 in varlik teoremi otomatik olarak Es.
4.9 un varhg sonucunu saglar. Bununla birlikte Es. 4.8 igin yapilan bazi kabuller

farkl: bir yolla veya ispatla Es. 4.9 i¢in ifade edilebilir.

0<T<w , 0<R<w olsun ve {x& £:|x|< R} kapah yuvarim B ile gosterelim. En

az bir p e (1,%] ve her bir t €[0,T] i¢in
k(z,.) € I7[0,T] olacak sekilde bir £:[0,T] — R (4.10)

doniisiimii var ve g:[0,7]x B —» P(E) seklinde bir déniisiim olsun. Es. 4.8 in bir
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¢Oziimii ile gunu kastediyoruz:

hh. se[0,77 icin w(s)e g(s,u(s)) olmak tizere we I*([0,T],E) ve te[0,T] i¢in
T
u(t)= [k(t, syw(s)ds
0
olacak sekilde u e C({0,7], B) dir.
11 N "
Bu ¢alisma boyunca —+— =1 oldugunu kabul edecegiz.
r 4
U={ueC(0,T),E): !u]o < R} seklinde tamumlansin. U =C([0,T],B) oldugu agik.

g nin yardimiyla ve ¢ €[1,00) igin kiime degerli G, operatrii (N emitsky operatorii)

G _U“ - 2L”(E0_TE,E)
"

G,(w)={we L'([0,T],E): hhsel0,T] i¢cin w(s)e g(s,u(s)}
ile tamimlansin. Es. 4.10 a ek olarak

r' =t iken [k(t,) —k(',.)

, 0 (4.11)

oldugunu kabul edelim.

J, P([0,TLE)y > C([0,T], E)

T
J, 000 = [k, syw(s)ds  1e[0.T]
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olacak sekilde lineer bir J, operatdrii tanimlayabiliriz. $imdi Bs. 4.8 in ¢6ziimleri
N:U 20005 N=J, oG,

ile tamml kiime degerli N operatSriiniin sabit noktalart olarak goriinmektedir.

Teorem 4.2.2 asagidaki istten yar1 siirekli tipteki Hammerstein integral icermeleri

icin oldukca genel varlik kriterlerini saglar.
4.3.1. Teorem

Es. 4.10 ve Es. 4.11 saglansin. Ayrica
(H1) N:U — P.(C(0,T1, E))

N grafigi kapah, kompakt kiimeleri rolatif kompakt kiimelere dontistiren bir

doniisiim,

(H2)
McU, M = conv({x,}V N(M))

C=M - C < M, sayilabilir
olacak sekildeki U 1 her M alt kiimesi i¢cin M kompakt
(H3) Ju|, = R olacak sekildeki VueU ve VA e(0,1) igin u ¢ AN(u),

kosuHarinn saglandigun kabul edelim. O zaman Esg. 4.8, C([0,7], B) de bir ¢oziime
sahiptir [17].
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Ispat

X =C([0,T],E) ve tizerindeki ||, normuyla birlikte bir Banach uzayidir.

K=X=C(0,TLE), x=0, U=C(0,71,B) almarak Teorem 422 vyi
uyguladigimiz da (H1), (H2), (H3) kogullan teoremin hipotezlerini saglar. O halde
x e N(x) olacak sekilde xe C({0,7], B) vardir. Yani x , Bs. 4.8 in C([0,T],B) de

bir ¢oziimidir.

4.3.1. Uyan

N ("U_)c[—f ise o zaman (H3) {in saBlandify agikardir. Gergekten, Vu eU igin
N@)cU. Yani [u|, =R olacak sekildeki ueU igin de N(u)<U olur. Kabul

edelim ki (H3) kogulu saglanmasm. O zaman |u|, = R olacak sekilde en az bir u € U

ve en az bir A€(0,1) i¢cin ue AN(u) olsun. ue AU olur fakat A <1 ve burada

lu} , = R olacak gekilde u € U oldugundan u € AU olmast 1 nun segimi ile gelisir. O
halde (H3) saglanr.

Uygulanabilir varlik kriterleri elde etmek igin (H1)-(H3) igin gerekli sartlart bulmak

zorunday1z.

4.3.2. Onerme

Es. 4. ve Es. 4.3.4 saglansin. Eger g:[0,7]xB — F, (E) L’-siufindan ise 0 zaman
N, (H1) kogulunu saglar [17].

Ispat

(a) Her bir u el icin N(u)= @ dur. Gergekten, g nin tamrmndan bogtan farkll ve
kompakt deger aldign , ayrica Tamm 2.22. deki (i) ve (i) kosullarm sagladif
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agiktir. Her bir u € C([0,7], B) i¢in g(.,u(.)) nin kuvvetli dl¢tilebilir bir w segimi
vardir (Onerme 3.5.2)[5].

hhs€[0,T] icin w(s) e g(s,u(s)), w:[0,7]— E kuvvetli dl¢iilebilirdir.

Buna gore Tamm 2.23 bize we I/([0,T], E) oldugunu garantiler. Gergekten, g, L7 -

Carathéodory déniisiimii oldugu i¢in Tanim 2.23 den

jul, <r olacak sekildeki her u € C([0,T],B) ve hhse[0,T] igin |g(s,u(s))| <k, (s)

olacak sekilde %, e L7[0,7] vardr.

T

|

0

ig
h e I'[0,T] ise [ h(s) ds] <o dir.

hhse[0,T] igin w(s)e g(s,u(s)) ve |g(s,u(s)|<h(s) oldufundan w(s)<h.(s)
r g

dolayistyla [ Jlwis)ff ds} <o olup we I¢([0,T], E) dir.
0

O zaman v=J (w)e Nu) (N=J,°G ) N@)=O di.

(b) N(u) konvekstir. Gergekten, v,v, € N(u), 4 € (0,1) olsun.

hhse[0,T] igin w(s),w(s)e g(s,u(s)) ve w,wel’/([0,T],E) olmak {izere

v=J (w) ve v, =J(w,) olur.

A+ (L~ A, = AT, (w) + (1= A)J, (w;)
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T T
= 4 [k(t, syw(s)ds + (1~ 2) [k, syw, (s)ds
4] [
T ,
= [kt 5)(aw(s)+ (1~ Dyw(s)ds
4
g konveks deger aldig1 i¢in g(s,u(s)) konveks dolayisiyla

Aw(s)+ (1~ w(s) € g(s,u(s))
oldugundan

Aw(s)+ (1 - Ayw,(s) = w,(s) olacak sekilde w,(s) € g(s,u(s)) vardir.
j k(t, 5ywy(s)ds = J (w,) = v, € N()

Av+({1~ AW, =v, € N(u) olur. O halde N(u) konvekstir.
(c) graphN kapahdir. Gergekten,

((u,,v,)) < graphN de bir dizi ve

n—» oo iken |u, —u|, =0 ve |v, —v|, = 0 olsun.

v.eN(u,)= hhsel[0,T] igin w,(s) € g(s,u,(s))olacak gekilde

w, € I'([0,T], E) var vev, =J (w,) dir. (4.12)

(w) dizisi I?-zayif yakinsak bir alt diziye sahiptir [17]. Bu dizinin limiti w olsun.
' P

g(s,u(s)) iistten yar siirekli bir fonksiyon oldugu igin (P1) den graphg kapalidir. O
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halde hh.se[0,T] igin w(s)e g(s,u(s)) olur. Hatta Es. 4.12 den v=J (w) oldugu

sonucuna ulasabiliriz. Bu ise ve N(u) olmas1 demektir.
(u,v) € graphN dir. Boylece graphN kapalidrr.

(d) N kompakt kiimeleri rolatif kompakt kiimelere doniistiiriir. Yani her bir M < U
kompakt kiimesi icin N(M) nin rolatif kompakt oldugunu gormeliyiz.

Onerme 2.4 den N(M) kiimesinin kapal oldugunu biliyoruz. Bolzano Weierstrass
teoreminden N(M) kiimesinin kompakt olmas: i¢in N(M) nin dizisel kompakt
oldugunu gormek yeterlidir. ( Bir topolojik uzayda her dizinin yakinsak bir alt dizisi
varsa dizisel kompakt diyorduk. )

Buna gore herhangi bir M < U kompakt kiimesini ve N(M) de herhangi bir (v,)
dizisini alalmn. (v,) in yakinsak bir alt diziye sahip oldugunu gorelim. Bunun i¢in de

{v, :n 21} inrolatif kompakt oldugunu gérmeliyiz.
C([0,T1,E) de Ascoli-Arzela kompaktlik kriterini kullanalim.

v, € N(M) = hhse[0,T] igin, w,(s) € g(s,u,(s)) olacak sekilde u, € M ve

w, € I7([0,TL E) var ve v, =.J (w,) olur

Onerme 3.2.1(b) yi kullanarak

T T
(v, (1) n21}) = a({ [k(t, )w, (s)ds :n=1}) <2 [a(ik(t,5)w,(s):n2B)ds  (4.13)

esitsizligini elde edebiliriz. Diger taraftan g(s,.) iisttenyari siirekli oldufu igin
kompakt deger alir ve M(s), E de kompakt bir kiime oldugu i¢in g(s, M(s)) kiimesi
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kompakttir. Sonug olarak,
hhsel0,T] icin a({w,(s):nz21})=0.
Ayrica
hhs (0,7 igin a({k(t,s)w,(s):n21}) =k, ) a({w,(s):n=1}).
Es. 4.13 bize gosterir ki

a({v,(s):n21})=0 yani her bir £€[0,7] i¢in {v,(f):n=1} kimesi E de rolatif
kompakttir.

Ek olarak

v,(0) = v, (&) <[t )~ k(2 ..)

w,|, S k@) k() (4.14)

, M,
burada Ah.se[0,T] ve her x e B igin |g(s,x)| < h(s) olmak iizere ke I*[0,T7] dir.

Es. 4.11 ve Es. 4.12 den

>t iken

vn(l‘)——vn(r')] ~» 0. Yani {v,:n21} es siireklidir. Sonug olarak Teorem
2.7 den {v,:nz1} C([0,T]E) de rolatif kompakttir. Bu ise N(M) nin rolatif

kompakt olmast demektir. Boylece N, (H1) i saglar.
4.3.2. Uyan

(HI) i saglatmak icin diger bir yol kiime degerli G, Nemitsky operatoriiniin

I? topolojisinden L7 topolojisine listten yari siirekli olma gartim koymaktir. Ve sonra
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Uyart 4.2.5 i kullaninz. Burada || <c}|, dir.

I7 den I ya kime degerli Nemitsky operatoriiniin tistten yar stirekliligi ile ilgili

sonuglar i¢in su kaynaklara bakilabilir [9-10].
4.3.3. Onerme

Es. 4.3.3 ve Es. 4.3.4 saglansin. g:[0,7]xB — P(E) donligtimil, hhse[0,7], her

x € B ve en az bir héL"[O,T] icin

lg(s,x)| < h(s) (4.15)
esitsizligini saglasin. Ayrica

hhse{0,T] veher M < B i¢in

a(g(s,M)) <w(s,a(M}) (4.16)

olacak sekilde bir w:[0,71x[0,2R]—> R, [7- Carathéodory doniisimii var ve

o(f) < Z}Ik(t,s)|w(s,(p(s))ds te[0,T] (4.17)

esitsizliginin bir tek @ € C([0,7,[0,2R]) ¢ozimiiniin ¢ =0 oldufunu kabul edelim.
O zaman N, (H2) yi saglar [17].

Ispat

M < U alt kiimesi igin M < conv({0} N(M)) ve sayilabilir bir C < M alt kiimesi
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igin C =M olduguny kabul edelim. M kiimesinin kompakt oldugunu gormek igin
C([0,T1, E) de Ascoli-Arzela kompakthik kriterini uygulayalim.

Vve N(M) igin

ve N(M)= hhsecl0,T] igin w(s) e g(s,u(s)) olacak sekilde ue M ve

we L#([0,1],E) var ve v=J (w) olur.

Es. 4.15 1 kullanarak

[v(t) - vt < |kt ) - k() = [, )~ k(')

[
P q
esitsizligini yazabiliriz. Es. 4.11 i kullanarak

> 1= W6 —v(t)]| =0

olur, N(M) essiirekli doniisiimdiir. O zaman M < conv({0} U N(M)) olmasindan M

nin de egstirekli oldugu sonucuna varabiliriz.
Simdi her bir £ €{0,7] igin M(#) nin E de rolatif kompakt oldufunu gorelim.

C « M < conv({0} U N(M)) ve C sayilabilir oldugu i¢in C < conv({0} V) olacak
sekilde sayilabilir bir ¥ ={v, :n=>1} < N(M) kiimesini bulabiliriz.

O zaman v, N(M)ise hhse[0,T] icin , w,(s)e g(s,u,(s)) olacak gekilde

u, € M ve w, e I(|0,T],E) varve v, =J _(w,) dir.

M < C c conv({0} U V) oldugundan Onerme 3.2.1 (b) den
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a(M(1)) < a(C()

<a(V(1)

= a({J,w, () n21T})

—a(f [kt 5wy (s)ds -2 1)
< 2?a({k(t,s)w,,(s) :n21)ds
yazabiliriz. Simdi w,(s) € g(s,u,(s)) ve u, € M oldugu igin Es. 4.16
a({k(t, )W, () - 2 1) <U(t, 9| (g5, M (5))
<[kt )| wis, (M (5)))

oldugunu garantiler. Bu da bize
r

a(M@E)<2 J ]k(t, s)] w(s, (M ($)))ds te{0,T] (4.18)
0

olmasm garantiler. Hatta @(f)=a(M(#)) seklinde tammli ¢ fonksiyonu

C(10,T1,[0,2R]) ye aittir. Clinkii Vx e M igin |x(£)| < R <2R dir. O halde
a(M() <2R

dir. Ayrica Onerme 2.3 den ¢, [0,77] iizerinde stireklidir. Sonug olarak teoremin
kabullerine gére ¢ =0 dir. Bu ise her te[0,7] igin a(M(£))=0 olmas: demektir.
Teorem 2.7 den M, C{[0,T1], E) de rolatif kompakttir.
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4.3.3. Uyan

Volterra durumunda Es. 4.17 esitsizligi

te[0,T] igin () <2 }’qk(t,s)l w(s, p(s))ds

olur.

4.3.4. Onerme

Es. 4.10 ve Es. 4.11 saglansin. Ayrica her ¢<[0,77 igin |k(z,.)

pﬂl,

g:[0,T]x B — P(E) bir doniigiim olsun. khA.s €[0,7] ve her x e B—{0} i¢in,
g (s, %)| < S(shwr ()

olacak sckilde bir JSe’[0,7] donigimii, stirekli ve azalmayan bir

w :(0,R] — (0,0) fonksiyonu var olsun.
(a) Eger

18], SRt,u(R) (4.19)

ise o0 zaman N (MUM) U olmak iizere N , (H3) 1i saglar.

(b) Volterra durumunda

61 <q Oj(r ) Gy Jdr (4.20)
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ise, 0 zaman N , (H3) i saglar [17].

Ispat

(a) uel olmak fizere ve N(u) olsun. O zaman v=J (w) olmak lzere

hhs<[0,T] igin, w(s) € g(s,u(s)) olacak sekilde we L*([0,7],E) vardr.

u(s)| <R , yw azalmayan ve [k(f,.)] <1 oldugu i¢in Holder esitsizligini de
P

kullanarak

T
()| < [k, )[w(s)|ds
T
< j k2, )| (s (u(s)|)ds
r
<y (R) k(. 5)|5(s)ds

iy Ve rr
< W(R){ Jlke. ) ds] ( fls(s)” ds]

<y(R)k(,.)], |5,
<y (R)|d|

Yq

q

elde ederiz. ((0) = limy/(£)) Es. 4.19 ile birlikte diislintilecek olursa her ¢ €{0,T]

{~50
igin [v(H)|< R olur. Dolayistyla velU bulunur. N(U)cU oldugundan N , (H3)

kogulunu saglar.

(b) Volterra durumu saglansin. En az bir A€ (0,1) icin w € AN(x) olsun. O zaman

Holder esitsizligini kullanarak



()| < 4 [k, )| 8oy (us)ds

f ¥p 7y Vg
< }L( (e, s) ds] [ I[c?(s)t//(lu(s)l)]quJ

! Vg
<A, [ [is@w (us)Hr dsJ

P g
< ﬂ{ _[[5 (s)y;(]u(s)b]q dsj

elde ederiz. Her £ €[0,7] icin

f Yq
)= min{R, A( ﬂ:ﬁ (s)l,u(|u(s)b]‘7 dSJ }

olsun. Agiktir ki ¢ azalmayandir. Gergekten, £ <t, iken  c(f,) <c(?,)

gorelim.

*o(t)) =R ise

4 ifq
R< A[ [iotsw Qus)r ds}
olur. Ayrica

[isw uespds < [io@w (us)irds

o7

4.21)

oldugunu
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olup

6 g
R< f{ Jisyuis)r ds}

olur ki buda ¢(f,)= R olmasi demektir. Yani c(t,) = ¢{t,) bulunur.

4 Yq
® c(q)=}{ j[é‘(s)z//(iu(s)])]"ds) ise

4 Yq
z[ Jiotsw (us)r ds} <R
dir. Ayrica
(5w duesrds < flsesw (us)rds
0 0

Oldugundan

t, Yq
)=k veya c(rz)=z’t[j[6(s)w(|u(s>l)]‘1dsJ

olur. Her iki durumda da e(f,) £ ¢(¢,) bulunur.

Iddia ediyoruz ki c¢(T) <R dir. Kabul edelim ki aksi saglansin. O zaman ¢(0)=0
oldugu icin (a,b) tizerinde c¢(a)=0, c(b)=R ve O<c(f)<R olmak iizere bir
[a,b]<{0,T] alt aralig: vardir. Es. 4.21 den [a,b] iizerinde |u(t)] Se(hSR ve y

azalmayan oldugu igin
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hhs ela,b] igin (c(s)?) = AY[d (s)w(lu(s)])]" S ATS(s)Y i (c(s))?
dir.

q_

(c(s)) !
j 5[ v

2V (C(S))"

b
<47 [8(s) ds

<alé[]
<lef;

(integralde c(s)=r degigken degistirmesi yapilmustir) Bu ise Es. 4.20 ile gelisir.
Dikkat edilirse son esitsizlikten ]5|q >0 oldugunu kabul edebiliriz. Cinkii aksi

taktirde ispatimiz tamamlanmaz.
4.3.4. Uyan

Es. 4.20 sart: Es. 4.19 sartindan daha hafifleticidir. Gergekten, y azalmayan oldugu
igin her r €[0, R] i¢in ¥ (r) Sy (R) yazabiliriz. Sonug olarak

f{w(r)q [W(R)“’ )j [W(R) )q

bu da bizim iddiamizz destekler.

Simdi Teorem 4.3.1 ve Onerme 4.3.2-4.3.4 e gore Es. 4.8 icin esas varlk

sonucumuzy ifade edebiliriz.
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4,3.5. Teorem

k:[0,7 = R bir déniisiim ve en az bir ge{l,®) igin g:[0,TIxB > P (E) bir

I -Carathéodory doniisiimii olsun. Kabul edelim ki

(A) k(t,) € I7[0,T], her bir £ € [0,T] icin [k(z,.)| <1 ve

¢ >t iken [k(t,.)~k(t',.)

-0 (—1~+—1—w1),
d P 4
(B) hhsel0,T] ,her M < B i¢in

a(g(s, M)) £ w(s,a(M)) (4.22)

olacak sekilde bir w:[0,7]x[0,2R]— R, L’ - Carathéodory doniigiimi var ve

() < Zijﬂk(t,s)l w(s, p(s))ds te[0,T} - (4.23)
0

esitsizliginin C([0,7,[0,2R]) de bir tek ¢6ziimii ¢ =0,

(C) hhsef0,T], xe B~{0} i¢in

|g(s, )| < 5(sHw(x]) (4.24)

ve

kel 4.25
v ® (429)
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olacak sekilde bir SeIf[0,7] doniigiimii ve siirekli ve azalmayan bir

(0, R} > (0,0) fonksiyonu var,
olsun. O zaman Es. 4.8, C([0,T], B} de bir ¢bziime sahiptir [17].
Volterra durumu i¢in de teoremi sdyle ifade edebiliriz.

4.3.6. Teorem

Kabul edelim ki Volterra durumu saglansin. Teorem 4.3.5 deki biitiin kabuller Es.

4.25 hari¢ saglansin, bunun yerine su kosulun saglandigin: kabul edelim.

R g-1

s <q -~
W e

. (4.26)

O zaman Es. 4.9, C([0,7], B) de bir ¢dziime sahiptir.

Alttan yan sirekli tipteki fonksiyonlarda genel varlik kriteri igin gu sonuca

varabiliriz.
4.3.7. Teorem

Es. 4.9 ve Es. 4.10 saglansin. Ayrica
(h1) N:U — P,(C([0,T], E)) alttan yan stirekli,

(h2)
McU, M < conv({0} U N(M))

C=M - C < M, sayilabilir
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olacak sekildeki U m her M alt kitmesi i¢in M kompakt
(h3) |u|, = R olacak sekildeki her ueU ve A& (0.1) igin u & ANG) ,

kosullarmmn saglandigim kabul edelim. O zaman Es. 4.8, C([0,7], B) de bir ¢dziime
sahiptir [17].

Ispat

X =C(0,T],E) tizerindeki H , hormuyla birlikte bir Banach uzayidir.

K=X=C({0,TLE), x,=0, U =C([0,T],B) alwarak Teorem 4.24 1
uyguladigimiz da (h1), (h2), (h3) kosullan1 teoremin hipotezlerini saglar. O halde
x e N(x) olacak sekilde x e C([0,7],B) vardir. Yani x , Es. 4.8 in C([0,T],B) de

bir ¢Ozimiidiir.
4.3.5. Uyan

I’ den I’ yatammli G, Nemitsky operatdril i¢in alttan yari siireklilik sonuglarim

kullanarak (hl1) i garanti edebiliriz. Bu sonuglar i¢in su kaynaklara bakilabilir [11-
12].



103

5. CHANDRABHAN Tiri DONUSUMLER ICIN BAZI SABIT NOKTA
TEOREMLERI

Simdiye kadar Monch tipi tek ve kiime degerli sabit nokta teoremlerinden bahsettik
ve bunlan Hammerstein ve Volterra integral icermelerinin varlik kriterlerini
olusturmada kullandik. Ayrica Monch tin Schauder, Darbo ve Sadovskii nin sabit
nokta teoremlerinin bir genellestirilmisini sundugunu belirtmigtik. Simdi ise Monch
iin de bir genellestirilmisi olan yeni bir dontigiim tipi, Cahandrabhan doniiglimler
smifindan bahsedecegiz. Birinci kissmda bu bgliimde kullanacagimiz bazi tanim ve
teoremnlere yer verecepiz. Ikinci kisimda Leray-Schauder tipi bir sabit nokta

teoremini ve bununla ilgili sonuglar ifade ve ispat edecegiz.
5.1. Tanmmlar ve Teoremler
Bu kesimde yaralanacagimiz bazi temel tanum ve teoremleri ifade edelim.

5.1.1. Tanmm

X bir Banach uzay1 ve T:X — P,(X) kiime deBerli bir doniisiim olsun. 4, X in

sayilabilir her hangi bir alt kiimesi olmak tizere

A< com(CUT(A) = 4 kompakt (5.1)

kosulu saglamyor ise, T ye Chandrabhan doniigiimii denir. C, X de T nin destek
(support) kiimesi olarak adlandirilan X in rolatif kompakt bir alt kitmesidir [15].

Dikkat edilirse,

Ménch tipi doniigiim = Chandrabhan tipi d6niisgiim
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bagintist her zaman vardir, fakat tersinin her zaman dogru olmayacag yeterince

aciktir.

Béyle bir bagintiy ispatlamak istersek;

X bir Banach uzay1 ve T: X — P,(X) Monch tipi bir donisiim olsun. O zaman en az

bir x,eX igin Bg. 3.1 sarti saglanir. Hausdorf uzaymda dolayisiyla Banach

uzayinda her tek nokta kiimesi kompakttir. O halde Es. 5.1 sartmumn saglandign da

agikardir.

5.1.1. Teorem

X bir Banach uzay:, K ¢ X kapali, konveks bir alt kiime ve T: K ~» B, (K) Ustten

yary siirekli ve C, K da destek kiime olmak iizere Chandrabhan tipi bir doniigim

olsun. O zaman 7 bir sabit noktaya sahiptir [15].

Ispat

K nin alt kiimelerinden olugan

Cp=C, C,,, =conmv(CUT(C,) (5.2)

ile tammlanan bir {C,} dizisi olugturalim.

kiimelerini tanumlayalim.

Her bir n=0,1,2,... igin C, = C,,, oldugu i¢in C' K nin konveks bir alt kiimesidir.
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Ayrica {C,} artan oldugu igin C' = conv(CUT(C")) dir. Gergekten;

C_ cC =T(C,,)cTC")
= con(C UT(C, ;) < conv(CUT(C"))

= Jeom(CUTI(C, ,)) € comv(CUT(C"))

(5o

= JC, ©com(CUT(C"))
=={)

= C' ceon{(COT(C))

T(C,, ) ccom(CUT(C, )= OT(ana) o~ Gcanv(c uT(C, N

n=}k p=1

= T(G C.c Oconv(C VuT(C,,)

n=l n=]
= 1 JC,) = Jeon(C UT(C,,))
=l ne=l

= T(C) Oconv(C VT(C,0))

n=]

= CuT(C)cCu Dconv(C WT(C,.))

==l

= conv(CUT(C)) con,v(o con(CUT(C,_))

n=l

= conv(CUT(C'Y) < OCOI‘!V(C VT(C,4))
7=l

= com(CUT(C' ) < '
Her iki durumdan diyebilirizki C' = conv(CUT(C")) dir.

Dolayisiyla C°, K mn kapah, konveks bir alt kimmesidir ve T:C* — P, (C") du.
Diger taraftan, timevanimla her bir neN igin C, kiimesinin rolatif kompakt

oldugunu gorelim.
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Teoremin hipotezlerinden C min kompakt oldugunu biliyoruz ve EG =C oldugn

igin Z’; kompakttir. 7 fistten yar siirekli oldugu igin (P2) den T(C—'O) kompakt olur.

Ayrica

T(Cy) © T(Co) = T(C,) = T(Cy) = T(Cy)

oldugundan kompakt bir kiimenin kapali her alt kiimesi de kompakt oldugu igin
T(C,) kompakt olur.

Mazur Eemma dan

CUT(C,) kompakt = conv(CUT(C,)) kompakt

= conv(CUT(C,)) = comv(C UT(Cy))
= conv(CUT(C,)=C,

= a kompakt

C,_, kompakt olsun.

C,_, kompakt, T tstten yan siirekli oldugu i¢in (P2) den T(a;) kompakt ve

T(C,,)<=T(C,,) olup kompakt bir kiimenin kapali ber alt kiimesi de kompakt

olaca@ igin T(C, ;) kompakttir. Mazur Lemma dan

C ve T(C, ) kompakt=> CUT(C, ) kompakt

= conv(CUT(C,,)) kompakt

= con(CUT(C, )= com(CUT(C, )

= conv(CUT(C, ) = a:
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= C, kompakt

Boylece her bir 6: ayrilabilirdir. Ciinkii metrik uzayda dolayisiyla Banach uzaynda
kompakt bir kiime aym zamanda ayrilabilirdir. Sonug olarak,

Her n=0,1,2,... igin §, =C, , S, c C, olacak gekilde sayilabilir kiimelerden olusan
bir {S,} dizisi vardir.

olsun. Sayilabilir kiimelerin sayilabilir sayidaki birlesimi de sayilabilir olacafindan §

sayilabilirdir.
5=Us,=Us.=Uc-Uc.-¢
n=0 n=l) R0 n=l

C'cC", C'=econ(CUT(C")) ve S=C' , S C" sayilabilir bir alt kiime oldugu

icin Es. 4.1 bize C* kiimesinin kompakt oldugunu garantiler.

T:C" = P(C") doniistimil tistten yar sirekli ve Es. 4.1 sartim saglayan bir
doniistim oldugu icin Teorem 4.2.1 in hipotezleri saglamr. Béylece Teorem 4.2.1 1

uygularsak 7" doniigtimil bir sabit noktaya sahip olur.
5.1.1. Sonug

X  bir Banach uzayi, K< X kapali, konveks bir alt kiime olmak {izere

T:K — P_(X) istten yar siirekli ve K nin sayilabilir bir § alt kiimesi ve K da en az

sonlu bir F' kiimesi i¢in
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S © conv(FUT(S)) = S kompakt (5.3)
kosulunu saglayan bir doniigiim olsun. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir [15].
Ispat
F sonlu ise F kompakttir. Es. 5.3 den ve F nin kompakt olmasindan diyebiliriz ki T
Chandrabhan tipi bir doniisiimdiir. Teorem 5.1.1 den T nin bir sabit noktaya sahip
oldugunu séyleyebiliriz.

T tek degerli bir doniistim oldugunda agagidaki su teorem ve sonuglan yazabiliriz.

5.1.2. Teorem

X bir Banach uzay:, K c X kapali, konveks bir alt kiime ve 7: K — K stirekli ve
Chandrabhan tipi bir déniistim olsun. O zaman 7 bir sabit noktaya sahiptir [15].

5.1.2. Sonug

X bir Banach uzayr, X ¢ X kapal, konveks bir alt kiime ve T': K — K siirekli ve
K da sayilabilir bir S kiimesi i¢in

S ceomv(FUT(S) = S kompakt,

kosulu K da en az sonlu bir F kiimesi igin saglansm. O zaman T bir sabit noktaya
sahiptir.

5.2. Leray-Schauder Tipi Bir Sabit Nokta Teoremi

Simdi Teorem 5.1.1 e benzer olarak Leray-Schauder tipi kiime degerli bir sabit nokta

teoreminin ispatina yer verelim.
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5.2.1. Teorem

X bir Banach uzayl, K < X kapali, konveks bir alt kiime ve U , K da acik ve sl
bir alt kiime olsun. T :5-—>P,w(K) iistten yan siirekli ve C, U da destek kiime

olmak fizere Chandrabhan tipi bir doniistim olsun. Ayrica

her x€8U ve Ae[0,1] icin x & (1—A)com(C)+ AT (x) (5.4)

kosulu saglansin. O zaman T bir sabit noktaya sahiptir [15].

Ispat

U=K ise, sonug Teorem 5.1.1 den direkt olarak goriilir. Buna gore U= K

oldugumu kabul edebiliriz. Boylece oU # @ dir. ( 8U = olsayd1 U kapal: olurdu

ki bu da U nun X da agik olmasi kabuliiyle geligirdi. )

Kiime degerli bir H doniigiimii ve X kiimesi

H:Ux[0,1] > P(K)

H(x, A) = (1— A)eonv(C) + AT (x) (5.5)
Ve
E:{er:er(x,)o), enaz bir A€[0,1] i¢in } (5.6)

ile tammlansin. H déniisiimiinin kompakt, konveks degerli bir doniisim oldugu

actktir. H nin fistten yari siirekli oldugunu gorelim. Bunun icin (P1) den graphH

nin kapal ve H (U x[0,1]) kiimesinin kompakt oldugunu gérmeliyiz.



110
((x,,4,),y,) © graphH de bir dizi ve n—> iken ((x,,4,),y,) = (x, A),y) olsun.

((x,s A, ) y,) € graphtl = y, € H(x,,4,)
=y, =(1-4),+ AL, (5.7)

olacak sekilde c, € conv(C) ve t, € T(x,) vardir.
((x,,t,)) < graphT de bir dizidir.

Agiktir ki (4) , [0,1] de bir dizi ve [0,1] kompakt oldugu i¢in yakmsak bir alt dizisi

vardir. Yani (4, ) < (4,) olmak lizere

Ae[0,1}igin n, —>o iken 4, >4,

olsun. Benzer sekilde conv(C) kompakt oldugu igin dizisel kompakttir. Yani her

dizinin yakinsak bir alt dizisi vardir. Bu durumda (c, ) < (c,) olmak tizere
n, —> o iken ¢, ~>¢

olsun. ¢ € conv(C) yazabiliriz.

A icin iki durum miimkiindiir:

(1) A#0 olsun.

O zaman n, € N 3 Vi, 2 n, igin 4, #0 oldugu igin

t, =42, ~(U-4,)c,)

1
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seklinde bir dizi tamimlayabiliriz.

n, = iken x?,,;;l(ynl ~(1-4,)c,)—~> A (y—(1-2)e)
ve

t=27(y~(1~A))

olarak tammlarursa

n, —» o iken (x, .1, ) = (x,8)

olur ki bu da (x,,7, )€ graphT ve graphT kapali oldugu igin feT(x) olmast

demektir. Dolayisiyla
AN y—(1-D)eT(x)=>ye(l-A+AT(x)
= y & (1— D)eonv(C) + AT(x)
=>veH(x,A).
(2) A=0 olsun.
A={x n2u{x}= m kiimesinin kompakt oldugunu gorelim.

{U.:ie I}, A nn acik bir ortisti olsun.
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xc—:ACUUi = xeU, olacak sekilde U, e {U, e I} vardir.

i
iel
x, >x=>3n,e N3Vnzn, icin x, €U,

xeU , x,eU, , ;€U ,....x, €U, ., %% €U,

olarak alimirsa

ACC)U‘-

il
olur. Boylece 4 mn agik bir ortiisiiniin sonlu bir alt Srtisiinii bulmug oluruz yani 4

kompakitir. 4 kompakt oldugu i¢in 7 altindaki goriintiisii rolatif kompakt dolayisiyla

stirhdir. Bu gosterir ki {7, :n =1} kiimesi smmrlidir. O halde
{t, m2lpci, nzl}

alt kiimesi de simrlidir. Simdi analizden biliyoruz ki

A, >0 ve (¢,) smrh= 4,1, =0

dir.
Es.5.6da

n,—»oo ahmrsa , y=c elde ederiz. Boylece ye H(x,0) olur. O halde her iki

durumdan graphH kapalidr.
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C kompakt oldugu i¢in Mazur Lemma dan conv(C) = conv(C) kompakt olur. T
kompakt degerli oldufu igin T(ﬁ) kompakt olur. O halde her A&[0,1] igin

(1— Deonv(C)+ AT(U) kompakt yani H(Ux[0,1]) kompakt olur. Boylece H iistten

yan stireklidir.
Simdi de T kiimesinin kapali oldugunu gérelim. Bunun igin
n-» o iken x, = x

olacak sekilde bir (x,)c X dizisini goz Oniine alalim ve x in X de oldufunu

gormeye galigalim.

x, €% oldupundan x, € H(x,,A,) olacak sekilde bir 4, €[0,1] dizisi vardm. [0,1]
kompakt oldugu i¢in kompakt bir kiimede her dizinin yakinsak bir alt dizisi
bulunabileceginden (4,) in yakinsak bir alt dizisi vardir. Yani (4, )= (4,) olmak

iizere

Ae€[0,1] igin n, —>oo iken 4, =>4,

olsun.

x,, € H(x, 4, )=>((x,. 4, )%, ) € graphH dir.

n—>o iken ((x,.4,)x,)->({(x4),x) ve graphH kapali oldugu igin
((x,1),x) € graphH olur. Dolayisiyla x¢ H(x,4) olur ki bu da xeX olmas:

demektir. Z kiimesi kapalidir.

Es. 5.4 sart1 bize T ve 8U kiimelerinin ayrik oldugunu garantiler. Gergekten;
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Kabul edelim ki £MoU # @ olsun. O zaman en az biry e ENOU vardir. yeX ise

y & H(y,A)olacak sekilde A e[0,1] vardir ve y € (1~ A)com(C)+AT(y) dir.
yeoU ise Es. 5.4 den

her A<[0,1] igin y & (1-)conv(C)+ AT(y) olur. Buise y € X olmas1 ile gelisir. O
halde T ve U ayrik kiimelerdir.

Urysohn Lemma dan

v:U —[0,1]

oU dav{x)=0 ve £ dav(x)=1

ile tamml1 siirekli bir v fonksiyonu vardir.

Bir D =conv(CUT (—(j)) kiimesi ve kiime degerli bir T:D—> B.(D) doniigtimil

. {H(x,v(x)), xelU (5.8)

conv(C), xel/

ile tanmmlansin. conv(C) kompakt ve konveks ayrica H kompakt ve konveks degerli

oldugu i¢in H(x,v(x)) kompakt ve konveks olup T kompakt, konveks kiime degerli

bir doniistimdiir.

Simdi T nin Gstten yan siirekli bir doniigiim oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (P1)

den graphf‘ nin kapali ve f"(D) nin kompakt oldugunu gérmek yeterli.
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n—wo iken (x,,3)—>(x,y) olacak sekilde her hangi bir ((x,,y,))C graphf’

dizisini g6z oniine alalim ve (x,y) € graphf’ oldugunu gérelim.

) x, € U= T(x,) = H(x,.v(x,)

=y, € H{x,,v(x,))
=(x,,¥,) € graphll

graphH kapal: oldugu igin

(x,,¥,) € graphH = (x, y) € graphH
= y& H(x,v(x))
> Yye f’(x)

= (x, ) e gmphf‘.

@) x, ¢ U = T(x,) = conv(C)

=y, € conv(C})
x i¢in iki durum miimkindiir;
* xgU ise

F(x) = conv(C) olur. Aynica T(x,)=comn(C)=T(x) oldugu i¢in y,eT(x) dir.
n-» iken y,->y ve f’(x) kompakt oldugu igin y@f"(x) olur. Yani

(x,y) € graphT dir.

*#* yel ise
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f’(x) = H(x,v(x)) olur. Ayrica n—> o iken x, —>x ve x, ¢ U olup xedU olur.
xe0U oldugu igin v(x)=0olur ki bu da T (x)= H(x,0) = conv(C) oldugundan
Vy @?(x) olmas1 demektir. n-—>o iken y, —>y ve f'(x) kompakt oldugu igin

ye f'(x) olur, Yani (x,y) e graphf" dir.
Her iki durumdan da diyebiliriz ki gmphf" kapalidur.

f‘(D) kiimesinin kompakt oldugunu gosterelim.

7(D) = H(DAD) U conn(C) = H(D, (DY) conv(C)

H(D, (DY) = H(D,0)yw H(D,1) = com(Cy U T(D) olup

T(D) = comv(CYUT(D)

C kompakt oldugu icin Mazur Lemma dan conv(C) kompakt olur,

conv(C) = conv(C) oldugu igin conv(C) kompakt olur.
T {istten yan siirekli oldugu i¢in (P1) den T(fj) kompakt olur.

C UT(MUM) kompakt oldugundan Mazur Lemma dan conv(C UT([_I)) kompakt olur,
conv(C'W T(ﬁ)) = conv(Cu T(ﬁ)) oldugu igin conv(CU T(U)) kompaktir. Ayrica
T tistten yan stirekli oldugu igin T'(comv(C UT(U)) kompakt olur. Yani 7'(D)

kiimesi kompakttir. Dolayisiyla f’(D) kompakttir. T iistten yari stireklidir.
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Simdi T nin D fizerinde kiime deferli bir Chandrabhan tipi doniistim oldugunu
ispatlayalim. Bunun igin S = conv(C Uf’(S)) olmak iizere D nin sayilabilir bir § alt

kitmesini alalim ve § m kompakt oldugunu gbrmeye ¢ahigalim.
Es. 5.8 i kullanarak

com(C OT(S)) = com(C LTS NU))

egitligini elde edelim.

SAU c 8= T(SnU) = T(S)

= H(S,v(8) = T(S)

conv(C), ScoU
T(S), ScX

H(S,v(8)) ={

oldugu i¢in

T(S) = T(S) = T(S "U) < T(S)

= com(CUT(S NUY) < conv(C UT(S)) ... (1)

H(S,V(S), ScU
conv(C), SaU

conv(C), ScoU

&)= { T(S), Scx

ve H(S,v(8) = {

oldugu i¢in
T(S) = com(C)UT(S NU)

yazabiliriz.
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com(C) € com(CUT(ENT)) } = 2o CYUT(S AT < com(CUTES D))
TS NU) < econv(COT(SNU))

T(S) € comv(C UT(S NN = com(CUT(S)) < con(CUT(S D)) .. (2)
(1) ve (2) den

con(C U T(S)) = com(C UT(S NU))

oldugu goriiliir.

S = conv(C UT(S))

idi. Dolayisiyla

SAU c com(CUT(S) = SNU & con(CUT(SNU))

olur.

SAU sayilabilit ve SNU ccom(CUT(SNU)) iken T Chandrabhan fipi

déniigtim oldugu igin SN U kompakttir.

T tstten yan stirekli oldugu i¢in (P2) den T(S M 5) kompakttir, Mazur Lemma dan

CUT(S NU) kompakt = comv(C UT(S NU)) kompakt,

com(CUT(S N = com(CUT(S NU))
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ve
com(CUT(S N < com(CUT(S NU))

oldugundan kompakt bir kiimenin kapali her alt kiimesi de kompakt olacag: igin
conv(CUT(S NU)) kompakttr. S kompakt olur. O halde 7 Chandrabhan tipi bir

déniigiimdiir. Bdylece Teorem 5.1.1 den T déniisiimii bir sabit noktaya sahiptir.
x e T(x) olacak sekilde bir xe D vardir,

C c U oldugu igin bu sabit nokta U kiimesindedir. Kabul edelim ki bu sabit nokta

U da olmasin.
* xel ise
f’(x) = conv(C) oldugu i¢in x e conv(C) dir. Aynca

xe Hx,v(x)) >x¢ H{x,0)Axe H(x,1)

= x & conv{CYAnx & T(x)
Buise x € conv(C) olmasi ile ¢elisir. O halde x & U olur.
t* yeU ise

xe H(x,v(x)) dir. v(x)=0 ise xed6U olur ki bu da xe H(x,0)= Z‘%{C)
demektir. Yani x¢ U iken 7(x)=comw(C) oldugu igin xeU olmast ile geligir. O
halde v(x)=1 dir. v(x)=1 ise x X dir. Sonug olarak xe H(x,1)=T(x), xeT(x)
olur. Yani 7" bir sabit noktaya sahiptir.
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5.2.2. Teorem
B.(0) ve B.(0) sirasiyla bir X Banach uzaymmn kapah ve konveks bir K alt
kiimesinde, orijin merkezli, » yan ¢aphh agk ve kapali yuvan gostersin.

T:B(0)— P,(K) tstten yari siirekli ve destek kime C ={0} olmak flizere

Chandrabhan tipi bir déniigiim olsun. Ayrica kabul edelim ki

x| = olacak sekildeki her x& X ve A>1 i¢in AxeT(x),
olsun. O zaman 7, B.(0) da bir sabit noktaya sahiptir [15].
Ispat

U =B.(0), oU =0B,(0) ve %@ (0,1) olmak iizere

—/11: e(0,1) igin x & —i—T(x)
hatta

1 . 1 s 1
xedl ve 7 e(0,1) icin x&(1 —z)conv({O}) + —/{T(x) ,

yazabiliriz. Boylece Teorem 52.1 in hipotezleri saglamr. Teorem 51.1 i

uyguladigimzda T, B,(0) da bir sabit noktaya sahiptir.
5.2.1. Sonug

B.(0) ve B.(0) kiimeleri sirastyla bir X Banach uzaymm kapal: ve konveks bir K alt
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kimesinde, orijin merkezli, » yart capli agik ve kapall yuvam gOstersin.
T:B.(0)—> K siirekli ve destek kiime C={0} olmak lizere Chandrabhan tipi bir

déniiglim olsun. Ayrica

|x]| =7 olacak gekildeki her xe X ve A>1 igin Ax#T(x),

olsun. O zaman 7, m da bir sabit noktaya sahiptir {15].
Ispat
T doniigtimiinii ,
T:B.(0) > B (K)
seklinde yazmamizda bir sakinca yoktur. Gergekten;

Vx & B (0) i¢in T(x) tek nokta kiimesi kompakt ve konvekstir. Ayrica 7 listten yar

sireklidir. Bunun icin (P1) den graphT nin kapali ve T(B,(0)) mn kompakt

oldugunu gérmemiz yeterli.

n—>o iken (x,,y,)—> (x,y) olacak sekilde graphT de her hangi bir ((x,,¥,))

dizisini g6z Oniine alalim ve (x,y) € graphT oldugunu gorelim.
T siirekli oldugu i¢in
n— o iken x, - x = T(x,) = T(x).

Buise T(x,) =y, olduguicin y, —> T'(x) olmas: demektir.
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n-»o iken y, >y ve y, > T(x)

olup bir Hausdorff uzayinda yakinsak bir dizinin limiti tek olacag i¢in y=T(x)

bulunur. Dolayisivla (x, y) € graphl yani graphT kapalidir.

B.(0) 1 kompakt olduunu biliyoruz. Kompakt bir kiimenin stirekli bir fonksiyon

altindaki goriintiisii de kompakt olacagi i¢in 7(B,(0)) kompakt olur.
T vi kitme degerli bir doniisiim gibi disindigimiz igin
A>1 igin  AxeT(x),

yazabiliriz. Teorem 5.2.2 nin hipotezleri gergeklendifinden sonug Teorem 5.2.2 den

direkt olarak gorislebilir.
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6. SONUC

Calismanuzda Monch tipi ek ve kiime degerli doniigiimler i¢in sabit nokta teoremleri
ve ispatlar: ifade edilerek bunlarin Hammerstein ve Volterra integral igermelerine
dair uygulamalarina yer verilmistir. Ayrica Monch iin Schauder, Darbo ve Sadovskii
nin sabit nokta teoremlerinin bir genellemesini sundugu gosterilmistir. Bunlara ek
olarak Ménch {in sabit nokta teoremini de igeren yeni bir déniiglim simfi olan
Chandrabhan tipi déniigiim kavrami verilerek bu doniigiim igin sabit nokta teoremleri

ve ispatlarma yer verilmistir.
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