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OZET

MONOTON OLMAYAN GECIKMELER ILE BIRINCI MERTEBEDEN
FARK DENKLEMLERININ SALINIMLILIK DAVRANISI

Velican SIMSEK

Yuksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Ozkan OCAL
Haziran 2025, 40 sayfa

Bu yiksek lisans tez calismasi bes bolimden olusmaktadir. Birinci bélimde gecik-
meli fark denklemleri ile ilgili genel bilgilere ve literatir taramasina yer verilmistir. 1k-
inci bolimde gecikmeli fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verilmistir.
Uciincii béliimde ise sabit katsayili-sabit gecikmeli fark denklemi ve degisken katsayili-

sabit gecikmeli fark denklemlerin ¢dzlmlerine ait salinimlhilik kriterlerine yer verilmistir.
AV (z2)+p(2)V(£(2)) =0
ve
AV (2)+ Y pi(2)V (&(2) = 0.
=1

Genel olarak bu iki gecikmeli fark denklemleri ile ilgilenecegiz. Dordinci bélimde bul-

gular ve tartisma kismina, besinci bélimde ise sonug¢ kismina yer verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Fark denklemi, Gecikmeli fark denklemi,

Monoton olmayan argiimanlar, Salinimli ¢ozum.
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ABSTRACT

OSCILLATORY BEHAVIOR OF FIRST ORDER DIFFERENCE
EQUATIONS WITH NON-MONOTONE DELAYS
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This master’s thesis consists of five chapters. In the first chapter, general information
and literature review about delayed difference equations are given. In the second chapter,
general definitions and theorems about delayed difference equations are given. In the third
section, the oscillation criteria for the solutions of the constant coefficient-constant delay
difference equation and the variable coefficient-constant delay difference equations are
included.

AV (2)+p(2)V(£(2)) =0
and -
AV (2)+ Y pi(2)V(§(2) = 0.
=1
Generally, we will focus on these two delay difference equations. The fourth section in-

cludes the findings and discussion section, and the fifth section includes the conclusion.
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ONSOz

Fark denklemleri, disiplinler arasi uygulamali bilimlerde karsilasilan problemlerin
matematiksel temsilinde merkezi bir role sahiptir. Bu modellemeler sirasinda, degisken-
ler arasindaki iligkilerde zaman gecikmeleri gibi faktorlerin ortaya ¢ikmasi kaginiimazdir.
Diferansiyel denklemlerle kiyaslandiginda, fark denklemlerinin sistematik incelemesi nis-
peten daha yeni bir arastirma alanidir. 20. yizyilda genetik bilimindeki ilerlemelerden
kuantum fizigindeki radyasyon calismalarina kadar yasanan gelismeler, dogal sureclerin
anlasiimasinda sirekli matematiksel yaklasimlarin yetersiz kaldigini ve kesikli modellere
olan ihtiyaci agik¢a ortaya koymustur. Ginimiizde bu denklemler; kontrol teorisinde sis-
tem kararhihginin analizinden biyolojide popilasyon dinamiklerinin tahminine, ekono-
mide finansal dalgalanmalarin izlenmesinden tipta hicresel slreclerin modellenmesine
kadar cok cesitli alanlarda aktif olarak kullaniimaktadir. Bu denli genis bir uygulama yel-
pazesi, yalnizca matematikcileri degil, miihendislikten tibba, sosyal bilimlerden fen alan-
larina kadar disiplinler arasi bir arastirmaci kitlesini cezbetmis ve son 50 yilda bu konuda

devasa bir akademik birikim olugmasini saglamistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler:
R :Reel sayilar kimesi
Ry :]0,00)
N :Dogal sayilar kiimesi
Ny :Nu{0}
7 : Tam sayilar kiimesi
Z*  : Pozitif tam sayilar kiimesi
A Fark operatori
[ :lntegral operatori
> :Toplam operatori
[T :Carpim operatori
\ . Her
£ : Gecikme terimi

: = 2.7182 (Euler sayist)

Vi



GIRIS V. SIMSEK

1. GIRIS

Fark denklemleri (veya tekrarlamali denklemler), bir fonksiyonun belirli bir deger kiimesi
Uzerindeki davranisini 6zyinelemeli (iteratif) bir yaklagimla hesaplamaya olanak taniyan
matematiksel araclardir. Bu denklemler, yalnizca teorik matematikte degil; istatistiksel
modellemeden biyolojik sistemlere, ekonomik tahminlerden elektromanyetik devre tasarim-
larina, dinamik sistem analizlerinden bilgisayar bilimlerine kadar ¢ok disiplinli uygu-
lama alanlarinda temel bir rol oynar. Ozellikle, stireclerin adim adim ilerledigi veya ke-
sikli zaman araliklarinda gézlemlendigi durumlarda, bu denklemlerin esnek yapisi onlari

vazgecilmez kilar.

Teknolojideki hizli ilerlemeler, miihendislikten ekonomiye kadar uygulamali bilim-
lerin pek ¢ok dalinda (matematik, fizik, kimya, biyoloji vb.) kaydedilen gelismelerle
paralel olarak karmasik matematiksel problemlerin artmasina yol agmaktadir. Bu disi-
plinlerde incelenen problemlerde, bagimsiz degiskenlerin siireklilik géstermedigi veya
kesikli degerler aldigi durumlarla siklikla karsilasihr. Iste tam da bu noktada, sistemlerin
dinamiklerini modellemek i¢in fark denklemleri devreye girer. Zira fark denklemleri; bir
veya birden fazla degiskenli fonksiyonlarin, bagimsiz degiskenler arasindaki sonlu fark-

larla kurulan cebirsel iligkileri ifade etmede temel araglardan biridir.

Fark denklemleri, pratik bilimlerin pek ¢ok alaninda kullanim imkanina sahiptir. Ornegin;
kontrol teorisinde sistemlerin kararlilik analizlerinin yapilmasi, tipta hiicresel davraniglarin
modellenmesi, ekonomide finansal piyasa dalgalanmalarinin tahmin edilmesi ve biyolo-
jide populasyon dinamiklerinin aragtiriimasi gibi disiplinler arasi uygulamalarda bu den-

klemlerden yararlanildigi ifade edilebilir.

Gecikme olgusu, glindelik yasantimizin neredeyse her alaninda karsimiza ¢ikan temel
bir gercekliktir. Fiziksel sistemlerde, bir uyaranin etkisiyle olusan reaksiyon arasinda
genellikle kisa da olsa zaman araligi bulunur. Biyolojik sistemlerde bu gecikme, insanin
sinirsel tepki stirecini yansitan birkag yiz milisaniyelik zaman dilimlerine kadar inebilir.
Ote yandan, antenden yayilan elektromanyetik sinyallerin uzak bir nesneden yansiyarak
geri donus sinyallerinin tespit edilmesi gibi durumlarda, gecikmeler genellikle son derece

kisadir. Hatta mikro veya nanosaniye mertebesindeki bu minimal zaman farklari bile,

1
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radar teknolojisi veya iletisim sistemleri gibi kritik alanlarda belirleyici rol oynayabilir.
Teorik acidan bakildiginda, bir sisteme aktarilan enerji ile elde edilen verim arasindaki il-
iski de zaman gecikmeli bir davranis sergiler. Matematiksel olarak ifade etmek gerekirse,
x(t) uyaranina karsithk y(t) ciktisi, h gecikme stresiyle iligkili olarak y(t) = z(t—h) sek-
linde modellenebilir. Daha kompleks sistemlerde ise birden fazla gecikme parametresinin

bir arada etkili oldugu senaryolarla karsilasilir.

Fark denklemlerinin analizi, matematik diinyasinda uzun suredir buyiik merak uyandiran
bir konu olmus ve 6zellikle son 40 yilda bu alanda yurutilen arastirmalar sayesinde
kapsamli bir akademik birikim ortaya ¢ikmigtir. Son birkag on yilda, bu denklemlerin
coziimlerinin karmasik davranis 6zellikleri (6zellikle salinim egilimleri) Gzerine yogun-
lasan calismalar dikkat cekmektedir. Bununla birlikte, birinci dereceden lineer ileri fark
denklemlerinin salinim dinamikleri konusunda yapilan arastirmalarin sayisi oldukca sinir-
lidir. Daha da 6nemlisi, arglimanlarin monotonluk sarti tasimadigi genel durumlari ele
alan calismalar neredeyse istisnai diizeyde az olup, bu alanda ciddi bir literatiir eksikligi

dikkat cekmektedir.

Fark denklemleri ile diferansiyel denklemler arasinda teorik ve uygulamali acidan
guclu bir paralellik mevcuttur. Fark denklemlerinin en 6nemli avantajlarindan biri, difer-
ansiyel denklemlerde ortaya ¢ikabilen sireksizlik veya kesintili davranislarin modellen-
mesinde bu sorunlari asmaya imkan tanimasidir. Ustelik bircok diferansiyel denklem, fark
denklemleriyle yeniden formile edilerek daha analitik ve sayisal ¢ozimlere ulagiimasini

kolaylastirabilmektedir.

Matematiksel modelleme, pratik bilimlerin dinamik sistemlerinde karsilasilan prob-
lemlerin ¢cogunun temelini olusturan fark denklemleriyle dogrudan iliskilidir. Bilindigi
gibi, bu tir modellemeler sirasinda sistemin davranisini etkileyen zaman gecikmeleri
kacinilmaz bir sekilde gozlemlenebilir. Ozellikle gercek diinya senaryolarini matematik-
sel cerceveye aktarirken, degiskenler arasindaki nedensel iliskilerde ortaya ¢ikan bu gecik-
meler, modelin karmasikhgini artiran ancak gercekgiligini saglayan kritik unsurlardan
biridir.

Fark denklemlerinin sistematik analizi, diferansiyel denklemlerle kiyaslandiginda nis-
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peten daha modern bir arastirma alanidir. 20. yizyilda genetik bilimindeki kesiflerden
kuantum fizigindeki radyasyon calismalarina kadar pek cok bilimsel gelisme, dogal slirec-
lerin anlagilmasinda siirekli matematiksel modellerin tek basina yetersiz kaldigini ve ke-
sikli ifadelere olan ihtiyaci ortaya koymustur. Giinimuzde fark denklemlerinin uygu-
lama alanlari, kontrol teorisinde sistem kararliliginin analizinden biyolojide populasyon
dinamiklerinin modellenmesine, ekonomide finansal piyasa dalgalanmalarinin tahminin-
den tipta hlcresel mekanizmalarin incelenmesine kadar disiplinler arasi bir yelpazeye
yayillmistir. Bu denklemlerin bu denli genis bir kullanim alanina sahip olmasi, yalnizca
matematikgileri degil, mihendislikten saglik bilimlerine, sosyal bilimlerden fen alan-
larina kadar cesitli disiplinlerdeki arastirmacilari da cezbetmistir. Nitekim son yarim asirda,
hem teorik hem de uygulamali calismalari kapsayan etkileyici bir literatur birikimi olus-

mus ve bu alandaki akademik ilgi katlanarak artmigtir.

Fark denklemleri, zaman parametresine bagl olarak degisen dogal stireclerin dinamik-
lerini modellemede temel bir aractir. Zamanla degisen degiskenlerin ¢ogunun kesikli
(ayrik) yapida olmasi, bu denklemlerin matematiksel modellemede kritik bir rol Ustlen-
mesini saglar. Daha da 6nemlisi, diferansiyel denklemlerin sayisal yaklasimlarla ¢ziiminde
kullanilan ayriklastirma tekniklerinin temelini de fark denklemleri olusturur. Bu teoride
ulasilan sonuglarin biyik bir kismi, aslinda diferansiyel denklemlerin ayrik benzerleri
olarak yorumlanabilir; yani stirekli sistemlerin davranislari, fark denklemleri aracihgiyla

kesikli bir perspektifle analiz edilir.

Fark denklemleri, teorik ve uygulamali acidan diferansiyel denklemlerden daha kap-
samli bir davranis repertuvarina sahiptir. Ornegin, birinci dereceden basit bir diferansiyel
denklemin ayrik karsihigi olan bir fark denklemi, hayali ¢ozimler veya kaotik dinamik-
ler sergileyebilir; oysa bu tir karmasik davraniglar, diferansiyel denklemlerde genellikle
yiksek mertebeli sistemlerle sinirlidir. Bu durum, fark denklemleri teorisinin diferan-
siyel denklemler teorisine kiyasla daha zengin bir matematiksel igerik sundugunu ve
oOzellikle dinamik sistemlerin modellenmesinde gelecekteki roliintin daha da belirginlege-

cegini gosteren 6nemli bir argiimandir.

Bu yuksek lisans tez ¢calismasinda;
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1 <i<migin{p; (z)} pozitif reel sayi dizileri ve {¢, (z)} monoton olmasi gerekmeyen,
z>1iging, (2) < z
kosullarini saglayan tamsay! dizileri ve ileri fark operatori
AV (z2) =V (z+1) =V (z2)

esitligi ile tanimlanmak Uzere asagidaki ¢cok terimli
AV (2)+ ) pi(2)V (&(2) =0, (.1)
=1

gecikmeli fark denkleminin ¢oztmlerinin sahinimlihgi icin literatiirde elde edilen bazi

kriterler calisilacaktir.

Bu yiiksek lisans tez calismamizda degisken ve monoton olmayan gecikmelere ve
degisken katsayilara sahip olan birinci mertebeden fark denklemlerini calismay! amagla-
maktayiz. Calismamizda, (1.1) denkleminin ¢bzimlerinin salinimh olmasi igin literattirde
son yillarda elde edilen bazi kriterleri detayli bir sekilde ele almayi ve bunlar ile ilgili bir
cok 6rnek vermeyi dislinmekteyiz. Dolayisiyla tezimizde yer alacak sonuglarin ve érnek-
lerin ilerleyen tarihlerde bu konular (izerinde ¢alismalar yapacak lisansisti égrenciler igin

yol gosterici nitelikte olacagi distinilmektedir.

Bu tezdeki temel amacimiz, gecikmeli diferansiyel denklemlerin salinim teorisine

paralel olan, gecikmeli fark denklemleri i¢in bazi salinim teorilerini incelemektir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu bolumde gecikmeli fark denklemleri ile ilgili sahinimlilik teorisinde yer alan bazi temel

tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2.1. Gecikmeli Fark Denklemleri

Asagidaki gecikmeli fark denklemini g6z 6niline alalim.
AV (£)+ Y pi () V (& () =0. (2.1)
=1

Burada, 1 < i < m igin {p; (t)} pozitif reel say dizileri, &, (t)’ler (2.1) denklemin
gecikme terimleridir. 1 < i < m i¢in &, (t) < ¢ oldugundan (2.1) denklemine gecik-

meli fark denklemi denir. m = 1 i¢in (2.1) denklemi
AV (t)+p )V (£(t) =0
halini alr,

Tanim 2.1. V' reel veya kompleks degerli bir fonksiyon olmak Uzere fark operatori A

isareti ifade edilir ve
AV () =V (t+h)=V(t) , AV(2) =V (2+1) =V (2)
seklinde tanimlanir. Burada h herhangi bir sabit ¢ ise bagimsiz degiskendir.

Ozel olarak, V (t) = t olursa AV = (t + h) —t = h bulunur. Bu nedenle h fonksiyon

arahgi olarakta adlandirilir.

Tanim 2.2. t € N olmak tzere, V (t), N lzerinde tanimli reel (veya kompleks) degerli
bir fonksiyon olsun.
V),Vi+1),.,V(t+k)

ifadelerini iceren bir bagintiya k. mertebeden bir fark denklemi denir (Agarwal 2000).
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Tanim 2.3. Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en buytk indis ile en kii¢tik indis
arasindaki fark olarak tanimlanir. Ornegin; V (¢ + 1)+7V (¢)—2V (t — 3) = 0 denklemi

dérduncu mertebeden bir fark denklemidir (Agarwal 2000).

Tanim 2.4. EQ@er her pozitif 7" tam sayisive ¢t > T igin V (£) V (t+1) < 0ise V ()
asikar olmayan c¢ozumiine sifir etrafinda salinimlidir denir. Aksi halde, V' (¢) ¢ozimine
salimmli olmayan ¢6zim denir. Bagka bir sekilde ifade edersek, eger bir V' (¢) ¢ozumi
belli bir yerden (¢ degerinden itibaren) sonra sadece pozitif ya da sadece negatif degilse
sifir etrafinda salinimhidir denir (Agarwal et al. 1991, Elaydi 1999, Gyori and Ladas
1991).

Tanim 2.5. ¢’ninci mertebeden bir fark denklem sisteminin bir {V' (¢)} ¢6zimu V (t) =
[Vi(t),V2(t),... V" (t)]" Egerherbir {V' (¢)} bilesenisalimimliise {V (¢)} ¢oziimiine
salinimhdir denir. Diger durumda yani, bir {V? (¢)} bileseni belli bir yerden sonra pozitif
ya da negatif {1 (¢)} ¢6zumiine salinimh olmayan bir ¢6ziim denir. Buradat = 0,1,2, ...
icin V' (¢) € R" *dir (Gyori and Ladas 1991).

Tanim 2.6. Z pozitif bir tam sayi olmak lzere z > Z i¢in z,z,,; < 0 ise x, asikar
olmayan ¢ozimune sifir etrafinda salinimlidir denir. Aksi halde z, ¢6zima salinimh ol-
mayan ¢6zim olarak adlandirilir. Diger taraftan, farkl bir sekilde ifade etmek gerekirse,
eger bir z, ¢6zim belli bir yerden (z degerinden itibaren) sonra sadece pozitif ya da
sadece negatif degilse sifir etrafinda salinimli olarak adlandirilir (Gyori and Ladas 1991,
Elaydi 1999, Agarwal 2000).

Teorem 2.7. p € R ve k € Z olmak lzere
Viz4+1)=V(z)+pV(z—k)=0, 2=0,1,2,.. (2.2)

seklinde verilen gecikmeli fark denklemini g6z 6nline alalim. Bu durumda (2.2) denklemi-
nin her ¢ozimanin saliniml olmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki kogullardan birinin

saglanmasidir.
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(@) k=-1 ve p<—1,;
(b) k=0 ve p=>1
() ke{.,—3, -2}u{1,2,..} ve p(k+1) > 1 (Gyori and Ladas 1991).

Asagidaki gecikmeli fark denklemini g6z 6niine alalim.

Vz+1)— +sz )=0, 2=0,1,2,... (2.3)
Burada
pi€(0,00) ve ke€{0,1,2,..} i=12.m (2.4)
ya da
pi € (—00,0) ve k;e{.,-3,-2-1} i=12...,m. (2.5)
seklindedir.

Teorem 2.8. (2.4) veya (2.5) saglansin ve
(R 1)
Z + ) > 1

olsun. Bu durumda (2.3) denkleminin her ¢ozimi salinimhidir (Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.9. (2.4) veya (2.5) saglansin ve k = % > k;olmak uzere
=1

(i)

olsun. Boylece, (2.3) denkleminin her ¢ozimi salinimhidir (Gyori and Ladas 1991).

m (k+1)k+1
w7

Hatirlatma: Aritmetik ortalama ve geometrik ortalama arasindaki iliski asagidaki esitsi-

zlik ile ifade edilir.

m 1/m
1
(gpz) < Ezpz
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{p (2)} negatif olmayan bir gercel say! dizisidir ve k pozitif bir tam sayI olmak lzere
Vi+1)—-V(z)+p()V(z—k)=0, 2=0,1,2,.. (2.6)
seklinde verilen gecikmeli fark denklemini g6z 6niine alahm.

Teorem 2.10. {p. } negatif olmayan bir gercel sayilar dizisi ve k pozitif bir tam sayi olsun.
Eger
]{Zk
lim inf Z Di )k+1’ (2.7)
i=z—k
ise, (2.6) denkleminin her ¢ozumuniin salinimli olmasi igin yeterli bir kosuldur (Gydri and

Ladas 1991).

ispat Varsayalim ki V' (z) (2.6)denkleminin pozitif bir ¢c6zim olsun. Bu durumda yeter-
ince blylk z igin,

ViE+1)=V(z)=—-p()V(z-k) <0
olur. V (z) sonunda azalan bir pozitif sayi dizisidir. (2.6) denkleminden,

ViE+1)=V(z)+p()V(z) <0

veya
Viz+1)
<1 =/
p (Z) —_ 1 V (Z)
elde edilir. Bu esitsizlik i = z — k’dan z — 1’e kadar toplanirsa,
z—1 z—1 .
1 1 V(i+1)
- < — - . .
2 pl—k:,z <1 20) ) (2:8)
i=z—k i=z—k
elde edilir. Ayrica
]{Zk
= - 2.9
(kﬁ + 1)k+1 ( )
olarak tanimlansin. (2.9) ve (2.7) kosuluna gore, yeterince buyik z igin,
1 z—1
< = . 2.1
a<ﬂ_ki§km (2.10)
olacak sekilde bir 3 sabiti secilebilir. (2.8) ve (2.10) birlestirilirse,
1 & V(i+1)
B2 Z;k (1 — V—(z)> , yeterince biiyiik z icin. (2.11)

8



KAYNAK TARAMASI V. SIMSEK

(2.11) esitsizligi ve aritmetik ortalama-geometrik ortalama esitisizligi kullanilarak yeter-
ince buyuk z igin,

z—1

1 (t+1) 1 % (2 -I—
< = — il
ﬁ—kZ@ >) LRV
i=z—k i=z—k
z—1 1/k 1/k
Pt V Vi(z—k)
yani,
1/k
(%) <1-—p, yeterince buyik z igin. (2.12)
Bu 6zellikle 0 < o < 1 oldugunu gosterir. Diger taraftan
k
r k| _ _ S5
o5, (A=) = e =

oldugunu gozlemleyebiliriz. Burada «, (2.9) ile tanimlanan pozitif sabittir. Dolayisiyla,
1— X< al/b)\-VE 0<X<1 igin

ve (2.12) esitsizligini kullanirsak,

EV (2) <V (z—k) yeterince blyuk z igin. (2.13)
(0

elde ederiz. (2.13) ve (2.7) denklemini kullanarak ve 6nceki islem adimlarini tekrarlarsak,

2
(ﬁ> V(2) <V (2 —k) yeterince biylk z igin.

«

Tumevarim yontemiyle, m = 1,2, ... i¢in bir z,, tam sayisi vardir dyle ki,

<é>mV(z) <Vi(z—k) z>z,vem=12 ... igin. (2.14)

«
olur. Ayrica (2.10) kosulundan dolayi yeterince biylk z igin,
z z—1
= Y pi= kB
i=z—k i=z—k

olur. Bu nedenle,

z—1
> pi> M, (2.15)

i=z—k

olup, burada M = kS > 0 elde ederiz. Simdi, (2.10)’a gére 5 > « oldugundan

e~ Gy

9
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olacak sekilde bir m segelim.
z > zp igin (2.14) esitisizligi secilen m ile saglanir, (2.10) ve (2.15) gegerlidir ve V' (z)
dizisi z > zg icin azalandir, z > 2y + k igin,

z

ZPiE% ve ;piZ%

i=z—k
olacak sekilde z — k < z* < z araliginda bir z* tam sayisI mevcuttur. (2.6) denklemini ve

V' (z)’nin azalanhgini kullanarak,

2*

V(Z#+1)=-V(z—k) = .Z (V(i+1) =V (@)
= —‘ZZ in(Z—kJ)

IN
I
<
g
=
N——
<
.
*
I
N>

i=z—k
M
< ==V (z*=k)
2
elde ederiz. Buradan,
M

olur. Benzer sekilde,

V(+1) =V () = Y (V(i+1) =V (i)

< - (Z%) V(z—k)
< Yy (z — k)
2
olup, buradan
M
7‘/ (z—Fk) <V (). (2.18)

(2.17) ve (2.18) birlestirilirse,

A
|
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olur. (2.14) esitsizligi g6z dniine alinirsa,

@) < =)

Elde edilen son ifade (2.16) ile celisir. Dolayisiyla kabulimiiz yanlis olup, (2.6) denklem-

inin tum ¢Ozimleri salinimhdir. O

Teorem 2.11. {p.} bir gergel sayilar dizisi ve k bir tam sayi olsun. Asagidaki iki durum-
dan herhangi birinde, (2.6) denkleminin tim ¢6zumleri salinimhdir.
(a) k>0, p(z) eninde sonunda negatif omayan bir dizi ve

z+k

lim sup Zpi > 1.

Z—00 .
1=z

(b) k < —1, p(z) eninde sonunda pozitif omayan bir dizi ve

(Gyori and Ladas 1991).

Ispat (a) durumunu ispatlayalim. Varsayalim ki V (z), (2.6) denkleminin pozitif bir

¢6zumu olsun. Bu durumda artmayan olacaktir. Dolayisyla, yeterince biyik z igin,

0 = VE+1D)-V(E@)4+pE)VE-k>V(E4+1) -V (z)+p(2)V(2),

0 = VEe+2)—-VEe+)4+pE+)V(z+1-k) >V (24+2) =V (z+1)+p(z+1)V(2)

0 = Vie4+14+4k)=Viez+k)+p+R V() >2V(z+14+k) —-V(z+k)+p(z+k)V (2

olur. Bu esitsizlikleri topladigimiz zaman,
z+k

V(z+1+k)+ <—1+Zpi)V(Z)§O

elde ederiz. Ancak teoremin kosuluna gore lim sup Zf;’“ p; > 1 dir, yani, parantezin

ici pozitiftir. Diger taraftan esitsizIgin sol tarafida pozitiftir, bu durum bir celigkidir. O
halde baslangigtaki pozitif ¢czim varsayimimiz yanhstir. (2.6) denkleminin tim ¢oziim-

leri sahmmhidir. Benzer sekilde (b) kosulunun ispatida yapilabilir. O

11
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{p(2)} € R olmak Uzere, asagida verilen gecikmeli fark denklemini goz 6nine alahm.
Viiz+1)=V(2)+p()V((z) =0, 2=0,1,2,... (2.19)

Denklem (2.19) icin her zaman asagidaki kosullarin gecerli oldugunu varsayariz:

(i) §:N—Z

(i) ze N icin £(2) <=z

(ii}) lim ¢ (2) = oo.

Bu kosullara kisaca (H) diyelim.

Zhang ve Tian (1998) tarafindan asagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 2.12. (H)’nin gegerli oldugunu ve p (z) > 0 oldugunu varsayalim. Ayrica

limsupp(z) >0 (2.20)
ve
z—1 1
lim inf ;> — 2.21

olduginu varsayalim. O zaman denklem (2.19)’nin her ¢6zimi salinimhidir (Zhang and
Tian 1998).

ispat Varsayalim ki V' (z) (2.19)’nin pozitif bir ¢6ziimi olsun. O zaman pozitif tam
sayllar olan M ve Z ile kuglk bir pozitif sayl ¢ vardir ki, z > Z icin £(2) > M,
2> Z>MiginV(z) >0p(z) 20vez > Zigin Y17, > 1/e+e0’dina(z) > 1/e
, 7= (1/e + &¢) e diyelim. Dolayisiyla z > Z igin

Pis s (2.22)
Zy > Z seklinde bir tam say1 secilerek, tim z > Z; icin & (z) > Z saglanir. Bu durumda
tim z > Zy iginp (z) > 0ve V (£(z)) > 0 olur. (2.19) denkleminden V' (z) z > Z; igin

azalmayandir. Z, > Z; segilerek, tim z > Z, icin V (z) > z; saglanir. Dolayisiyla,

> 1, tim z > Z5 icin.

12
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(2.19)’den,
Vi(z+1)
V()
olur. Zs > Z, secilerek, tim z > Z3 igin V' (z) > Z, saglanir. (2.22) numaral esitsizligi

1-pn L (£(2)) 2> M, (2.23)

kullanirsak

z—1

V(z) H V1+1

%

z)

- I (1—@ Vo)

< H (1—pi),

i=V(z)

elde ederiz. Aritmetik ortalama-geometrik ortalama esitsizligini kullanirsak, z > Z5 icin

1 1 z—V(z)
z— 1 E—
H z—=V(2) i:ZV(:Z)

1=V (z)

olup. z (1 — 2)" < kk/ <(1 + k:)”k> esitsizligini kullanirsak, x € (0,1) elde ederiz.

z > Z3 igin
1 —(2=V(2))
vee) o (1 ,
Vi(z) — z—V(z2) P
z—1 (z)+1
2=V (z)+1
> Z pi ( )
e 2=V (z2)
z—1 D
= d Z T
1=V (z) a (Z)

olur. Yani, V (£(2)) /V (2) > r, 2z > Z3, V (2) > Z3 kosulunu saglayacak bir Z, > Z;

tam sayisi vardir. Dolayisiyla z > 7, igin,

VAN
/-
—_
|

N
|
<|=
—~
N
S—
<M‘?
L
=
v
N
<
O



KAYNAK TARAMASI V. SIMSEK

Baylece,

> r
3
> 7

olup, bu sekilde devam edersek,

V(£(2)

k > 7 E=1,2, ...
V(Z) T, Z Z L2, ) 4y

v

elde ederiz. Diger tarafdan, (2.23)’den, V (£ (2)) /V (2) < 1/p (=) ve kosul (7) geregi linlian (& (2))

limitinin var oldugunu gosterir. Dolayisiyla bir celiski elde ederiz. O halde kabulimiiz

yanhs olup, (2.19) denkleminin tim ¢oztmleri salinimlidir. O

Aciklama 2.13. Eger £ artmayan bir dizi ise (2.20) kosulu kosulu atlanabilir (Zhang and
Tian 1998).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu kisimda birinci mertebeden monoton olmayan sabit katsayili ve degisken katsayili

gecikmeli fark denklemlerinin salinimlihgi ile ilgili sonuglari inceleyecegiz.

3.1. Birinci Mertebeden Sabit Katsayili Gecikmeli Fark Denklemlerinin Salinim-

lihgr

Asagidaki gecikmeli fark denklemini g6z 6niine alalim.
AV (2)+p(2)V(h(2)) =0, z>0. (3.1)
Burada,

AV (2) =V (z+1)—=V(2), p(2) >0, h(z) <z, limh(z)=o00

Z—00

seklindedir. Ayrica,

seklinde bir dizi tamimlayalim. Burada, g (z) azalmayandir ve tim¢ > 0iging (2) > h(2)

olur.

Braverman ve Karpuz (2011) tarafindan asagidaki sonu¢ elde edilmistir.

Teorem 3.14. Eger

z 9(2')_1

lim sup > or() [] 1 !

o i 1P
ise (3.1) denkleminin tim ¢Ozumleri salinimhidir (Braverman and Karpuz 2011).

> 1 (3.2)

Ispat Kabul edelim ki V/ (z), (3.1) denkleminin pozitif bir ¢6zimi olsun. O halde tiim
21 > zo i¢in V(2),V(h(2)),V (g(2)) > 0 olacak sekilde z > z; vardir. (3.1)’den

AV (z) < 0olup, V (z) artmayan olur..
(3.1)’den V' (z) artmayan oldugundan dolayi asagidaki esitsizligi elde ederiz.

AV (2)+p(2)V (2) <0. (3.3)
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Simdi, (3.3) esitsizligini V' (z)’e bolelim.
AV (z) +p(2)V (2)

V(%) =0

Viz+1)=V(2)+p(2)V(2)
V (2) = 0
VEe+tD)+VE)PpE -1 _
V(z) -

(Z—i—l)

V(Z) ()_1 < 07

Vi(z+1)

7 ) < p(2) (3.4)

olur. z > m > z olacak sekilde bir m sayisi olsun. (3.4) denkleminde m’den z — 1’e

carpim alalim. Boylece

[N
[asry

j=m j=m
V(2) f—
< _
o < 020
z—1
Viz) < V(m) || [1-p0)
Jj=m
z—1 1
Vim) > Vi(z -
m = VeIl
Gronwall esitsizligini elde ederiz.
(3.1) denkleminde g (z)’den z’e toplam alahm.
0 = Y AV(j Z
J=9(2) j=g(z)
= > (VE+D-V(2)+ PV (g()),
j=9(z) j=9(z)

= VE+D)=Vg@)+ Y. p()VIg()).
j=g9(z)

olur. Elde ettigimiz Gronwall esitsizligini kullanirsak,

g(2)—1

Vigu) =V i) ]

16
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elde ederiz. Boylece

. 9(z)-1
0 > Viz+1)=V(g())+ p()V(g9(2)) 1_1p(i)’
i=9(2) i=907)
p 9(z)—
0 > v@+U—V@@»+V@@)z:MﬁII1—2@’
j=g(2) i=g(j)
2 g(z)—1
0 > Ve+1)+V(g) | > »() [] 1_;19@)‘ (39)
j=g(2) i=9(j)

olur. (3.2) kosulunu ve elde ettigimiz (3.5) esitsizligine baktigimiz zaman, 0 > 0 oldugunu

gorirdz. O halde bu bir geliski olup, (3.1) denkleminin tim ¢6ztimleri sahnimhidir. [

Ayni calismada asagidaki 6rnede yer verilmistir.

Ornek 3.15. Asagidaki gecikmeli fark denklemini g6z oniine alalim.
AV (2)+p(2)V(h(2)) =0, z>0. (3.6)

Burada,
4117 Z:2k, Z_]-7 Z:2k7
p(z) = ve h(z)=
3, 2 =2k+1, z2—2, z=2k+1

seklindedir. Karsilastirma yontemiyle, eger asagida verilen denklem,
AV (2)+p(z)V(z—1)=0, z>0. (3.7)

salinimli ise (3.6) denklemide salinimlidir. A € (0, 3) igin,

i <1—Ap<j>>{ Mizg), o e=2h

j=z—1

A1-2), z=2k+1

olmak Gzerei bu ifadenin supremum degerini hesaplayalim.

sup {)\ 1:[1 (1-@(;‘))} :szlig{4pl(z)}:max{§l,1}:1.
- >

A€(0,3 j=z—1

(3.7)’den salinimli olup olmadigi hakkinda yorum yapamiyoruz. Ama asagidaki ifadeyi

hesapladigimizda

z . g(2)—-1 1
j%%p“W 1-p()

i=h(j)

1 z =2k,
, z=2k+1,

]

[N e

17
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olup, buradan

g9(z)—1 1 5
lnzllsolijp H T p(i):Z:1.25>1
J=g(z i=h(j)

oldugunu gorebiliriz. Boylece, (3.6) denkleminin tim c¢ozimlerinin salinmli oldugunu

sOyleyebiliriz (Braverman and Karpuz 2011).

3.2. Birinci Mertebeden Degisken Katsayili Gecikmeli Fark Denklemlerinin Salinim-

lihgr

Asagidaki gecikmeli fark denklemini g6z 6niine alalim.
AV (2)+ ) pi(2)V(§(2) =0, z>0. (3.8)

Burada, (i = 1,2,...,m) icin (p; (2)) ve (& (%)) negatif olmayan pozitif gercek sayi
dizileri ve

z>0 igin £ (2)<z—1 ve lim ¢ (2) =00 (3.9

Z—00

seklindedir. Ayrica
w=— min {§ (2)}

2>0
1<i<m

olarak tanimlanir. (3.9) saglandiginda w sonlu bir pozitif tamsayidir.

Chatzarakis vd. (2013) tarafindan asagidaki sonu¢ elde edilmistir.

Teorem 3.16. 1 < i < m igin &, (z) ler artan olmak uzere, (3.9) saglansin ve
lim sup Z Z pi (J (3.10)
Z—00 i=1 J f Z)

olsun. Boylece (3.8) denkleminin tiim ¢ozumleri salinimhidir. Burada ¢ (z) = max {5 (2)}

olarak tanimlanmistir (Chatzarakis et al. 2013).

Ispat Celiski olustirmak adina (3.8)denkleminin salinimsiz bir ¢éziimiiniin (V (z))

z>—w

oldugunu varsayalim. O halde, bu ¢6ziim ya sonlu bir terimden sonra pozitif ya da negatiftir.
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(=V (2)).>_, ifadeside (3.8) denkleminin bir ¢c6zumu oldugundan, genelligi kaybetmeden
V' (z) > 0’1n yeterince buylk z degerleri icin gegerli oldugunu varsayabiliriz. z; > —w
dyle bir tam sayi olsun ki, V' (z) > 0 tim z > z; igin saglansin. O halde 2z, > 2; seklinde

bir tam sayr mevcuttur oyle ki:
V(€ (2) >0, Ve > 2 1<i<m.

Boylece, (3.8) denklemi asagidaki halini alir.

m

AV (2) == pi(2)V(§(2) <0, V2> 2z,

=1
bu durum (V' (2)) dizisinin azalan oldugunu gosterir.
¢ (z) tammundan ve V' (z) azalan olmasini kullanirsak, (3.8) denklemini & (z)’den z’e

toplam alirsak,

0 = VE+D)-VER)+Y. > n(i)V (&G
i=1 j=£(z)
> VE+D)=VEE)+VEE)Y. D nl), Vz> 2,
i=1 j=¢(z)

ya da

olur. Sonug olarak,

lim Supz Z pi(J

Z— 00 = 1] 62)

elde edilir ki bu da (3.10) ile gelisir. Kabul ettigimiz V' (z) ¢6zumu yoktur, o zaman (3.8)

denkleminin tim ¢ozumleri salinimhdir. O
Ayni calismada asagidaki drnege yer verilmistir.

Ornek 3.17. Asagidaki gecikmeli fark denklemini ele alalim.
AV (2) + 3 v ([0.52]) + ?v ([z°°]) =0, z >4, (3.11)
z z

I ST
burada c = T3 dir.

Burada &, (z) = [0.52] ve &, (2) = [2%9], sirarsiyla 0.5z ve 2%°’in tam say1 kisimlarini
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temsil eder. &, (z) ve &, (z) artan oldugunu, lim &, () = 400 Ve lim &, (2) = 400
saglandigi gozlemlenebilir. Ayrica tim z > 4 icin,
£,(2) = [052]<05z2<z veya & (2)<z—-1, Vz>4,

&(2) = [2%°] <2 <2 veya &,(2)<z—-1, Vz>4
olur. Agikca gorintyor ki Vz > 4igin &, (z) > &, (2). Dolayisiyla,

§(2) = max &; (z) = £, (2) = [052], Vz=4

1<i<2

olur. Simdi asagidaki ifadeyi gostereceqgiz.

lim sup Z Z p; (j) = limsup Z Z pi (J

zZ—00

i=1 j=£(2) =1 j=[0.5z]
Gergekten de,
2 z z
. C
IPIIESWETEIEP I
i=1 j=[0.52] §=[0.52] 05z]

olup, pozitif azalan bir fonksiyon olan f (x) icin asagidaki e§|t5|zI|k gecerlidir.

b b+1
f(@)dx > f(b) > f(z)dz
b—1 b
Dolayisiyla,
z Is /J+1 ds /z+1 ds 241
n = — =c¢ln
j=[0.5 ‘] j= [0 52] V7 [0.52] S [0.5z]
ve
z i J d z d
SECZ/ _S:C/ —Szcln—z
j=[0.52] J j=[0.52] VI ~1 S [0.52]—1 S [0.52] -1
olup,
3
lim clni: lim cln #—chﬂ: o= °
smeo[0.52] emee T [052] — 1 2102 2

elde ederiz. Buradan su sonug gikar

lim Z -==
z—>oo =[0. 5z]
olur ve dolayisiyla,
hmsupz Z pi (J —hmsup Z - ==
Z2—00 i=1 j= 5 052

olup, buradan Teorem 3.16’nin kogullarl saglanlr ve boylece (3.11) denkleminin tim

cozumleri salinimlidir.
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Chatzarakis vd. (2013) tarafindan asagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 3.18. 1 < i < migin (&, (z)) ler artan olmak uzere (3.9)saglansin. Eger

lim sup Z pi ( (3.12)

Z—00

ve

hgglfi Z pi (J (3.13)

i=1 j=¢,(2)

ise, (3.8) denkleminin tlim ¢ozumleri salimmhdir (Chatzarakis et al. 2013).

Ispat Celiski olusturmak adina (3.8) denkleminin salinimsiz bir ¢oziimuniin (V(2).5
oldugunu varsayalim. O halde bu ¢éziim ya sonlu bir terimden sonra pozitif ya da negatiftir.
(=V (2)).>_,, ifadeside (3.8) denkleminin bir ¢6ziimu oldugundan, genelligi kaybetmeden
V' (z) > 0’1n yeterince blylk z degerleri icin gegerli oldugunu varsayabiliriz. z; > —w
dyle bir tam sayi olsun ki, V' (z) > 0 tim z > z; i¢in saglansin. O halde 2z, > 2; seklinde

bir tam say1 mevcuttur oyle ki,
Vi (2)>0, Vz>2z 1<i<m
olur. O zaman (3.8) denklemi asagidaki halini alir.
= Y REVEE) 0

bu da (V (z)) dizisinin azalan oldugunu gosterir.

Asagidaki sekilde b; (z)’i tanimlayalim,

2-Gi(m) TN -
() = (=5 > <i<m. :
bi (2) (Z_gi(z)+1) #2221 lzism (314
Acikca gorulur ki,
igb()gl z>1, 1<i<m (3.15)
€

olup, (3.13) ifadesine gore, z, > 2, tamsayisi ve kigUk bir pozitif sayl g mevcuttur dyle
ki,

m z—1

Z pi(j) > = + €0, 22> 2o igin (3.16)

i=1 j=¢,(2)
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olur.
d=¢e (é + 50> (3.17)
tanimlayalim. (3.15), (3.16) ve (3.17) ifadelerini birlestirirsek,
m z—1 Di (j) m z—1 Di (j) B m z—1 .
> > bi (2) > > 2 Tr=ed 2 nl)
=1 j=¢(=) i=1j=¢(z) ¢ i=1 j=¢,(2)
> e (é + 5()) =d
> 1
ya da
m z—1 .
>3 Pil) sy (3.18)
g bi (2)
=1 j=£,(2)
olur. (V (2)) dizisi azalan oldugundan,
M>1 tim z > 2y ve 1 < i <migin (3.19)
V(z)
olup, (3.8) denklemine gore,
V(z+1) “ V( (2) .. -
T 1= (z) —2 27 > .
) 1 Zzl : (2) ) tim z > z icin (3.20)
olur. Diger taraftab
Vz) 1T VG+D
VEE) T AL VO
z—1 m
V(& G)
_H ( ;p D0
J=¢€(2) =1
z—1 m
< (1 - sz' (J))
i=&(2) i=1
ya da
v (Z) z—1 m -
— < 1—> pi(y 3.21
v = ( 2 mil >> (421

elde ederiz. (3.21) esitsizliginde aritmetik ortalama-geometrik ortalama esitsizligini kul-

lanirsak

V(2) e =
VE () < H (1—21%(]))

VAN
—_
|
N
|
I =
-
—
N
N—
]z
) IS
|
—
=
Ve
<
N—
| |
|
I
O
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ya da
—(2=¢;(2))
V(& (2) e
MRS AT
Vi) - Z 2 »ill
i=1j=¢;(2)
buluruz.
P P’
z(1-2z) §W7 Vz€(0,1), peN,

yukarida verilen ifade goz 6nine alindiginda, (3.22) esitsizligi
m.o oz . +1 z—=&;(2)+1
(gz (Z Z pz < 51 (Z) )
Ve & L —()

ifadesini saglar. Diger taraftan, (3.23), (3.14) ve (3.14) ifadelerini birlestirirsek,

z—1

V(& (2) Zm: pi j y .
>d timz > zigin
VB TEH,5060
buluruz. Benzer sekilde
Vz) 1T VG+D
VEE AL TV
z—1

IN

IA
| |
—_
|
I\
|
I
©
—
I\
SN—
(]
I3
|
—
3
Ve
<
SN—
IS |
I\
n
O

olur. Boylece

ViZ m z—1 i. )
GO 5,50 n0)

~—

olup, bu islemi [ kez uygularsak,

V(£ (2)

V) > d'  yeterince blyuk z igin

elde edriz. Ayrica (3.12) ifadesi saglandigi icin
lim sz )>c>0,

23
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kosulunu saglayan bir tamsay alt dizisi (¢ (z)) vardir. (3.20)’ye gore

o VD $ G VIEG)

V() po V()
ya da
V(£ (2)) —
% ; pi(2) <1

olup, burada ¢ (z) = max &, () seklinde tanimlanmistir. Boylece,

%4 z -
PR S o) <1

veya

V(£(q(2)) 1

< £ 1 < +oo yeterince buyik z igin
V (2) c

i pi (q(2))

olur. Yani, lim inf% mevcuttur. Elde ettigimiz bu ifade (3.25) ile celisir. Kabul et-

200 (2)

tigimiz V' (z) ¢6zuimu yoktur, o halde (3.8) denkleminin tim ¢oztmleri salinimhdir. O
Ayni calismada asagidaki 6rnede yer verilmistir.

Ornek 3.19. Asagida verilen gecikmeli fark denklemini ele alalim.

AV(2)+(Hl)ln(zﬂ)v([zo-ﬂ)+—V(z—3):, z>5,  (3.26)

burada ¢ = 55— "dir.
Ayrica, & (z) = [2°°] ve &, (2) = 2z — 3, 2%”in tam say1 kisimlarini temsil eder. &, (2) ve
&, (z) artan oldugu, lim & (2) = 400 ve lim &, (z) = +oo saglandigi gozlemlenebilir.

Diger taraftan

2
c 1 1
li i (z) =1i — | =-——>0.
lflsol.fp;p (2) = lim sup [(z—i— Din(z+1) 106} 10e
olup, Ornek 3.17°deki benzer bir prosediir ile
lim ClnM—l—i < limii (7)
oo\ I ([0 +1) T 10e) T sl jzg_(z)pl J
_ In (2) 3
< 1 In—2 4 2
= (C ENEEIN 10e) !
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olur. Yani,

ZIEEOZ Z pilJ T

i=1 j=¢,(z)
buluruz. Bu sonug, 11—016 < ; oldugundan, T'eorem 3.18’in kosulunu saglar. Dolayisyla

(3.26) denkleminin tum ¢o6zimleri sahinimhdir (Chatzarakis et al. 2013).

Asagida verilen gecikmeli fark denklemini géz 6niine alalim.
D+ pi(2)VI(E(2) =0, z>0. (3.27)
Burada, (i = 1,2,...,m) ic¢in (p; (2)) ve (, (2)) negatif olmayan gercek sayi dizileridir.

2>0 icin £ (2)<z—1 ve lim & (z)=oc. (3.28)

Z—>00

Asagidaki gibi i fonksiyonunu tanimlayalim.

hi(z) =max{¢; (s)}, 2>0 ve h(z)= max {h;(2)}. (3.29)

s<z 1<i<m

Aclkea, (i = 1,2,...,m) i¢in h; (z) azalmayan ve tim z > 0 i¢in &, (2) < h; (2) < h(2)
“dir.

Onteorem 3.20. (3.27) saglansin ve o > 0 olsun. Bu durumda

oz—hrr_l)mf Z sz —IIH_l)lnf Z sz

j=h(z) i=1 j=£(z) =1

olur. Burada A (z) (3.29)’deki gibi tanimlanmistir ve £ (2) = max {&, (=)} dir.

1<i<m

Onteorem 3.21. E@er (i = 1,2,...,m) igin p; (z) > 0 ve V (z) pozitif bir ¢6ziim olsun.

z) + (Zpﬂz)) Vi(z) <0, z2>s.

O halde,

z—1

> 11 m1 Vi(z), z2>s
TR Em0)

J=s

olur.

25
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Kilig ve Ocalan (2020) tarafindan asagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 3.22. (3.28) saglansin. Eger (i = 1,2, ...,m) i¢in &, () monoton olmasi gerek-

meyen diziler ve

h(j)—-1 1 1

hzn_1>1£f Z Z pi (J H — > - (3.30)
(1-Eno)

J=¢(z) =1 1=¢£;(9)

ise (3.27) denkleminin tiim ¢ozimleri salinimlidir. Burada & (z) (3.29)’deki gibi tanim-
lanmistir ve £ (z) = max {¢, (2)} dir (Kilig and Ocalan 2020).

Ispat Celiski olusturmak adina (3.27) denkleminin salinimsiz bir pozitif 1/ (z) ¢dzUmUnln
var oldugunu varsayalim. O zaman z; > z igin V (2),V (£(2)),V (h(z)) > 0 olur.
(3.27) ifadesinden

~YnEAVEE) <0

olur. (V (z))’nin artmayan pozitif say! dizisi oldugu anlamina gelir, bunu g6z oniinde

bulundurarak ve tim z > 0 icin &, (2) < h; (2) < h(z) oldugunu dikkate alarak,

AV (2) + (Zpi <z>> V(h() <0 (331)
=1
ve
AV (2) + (Z Di (z)) V(z) <0 (3.32)
=1
olur. (3.32) ifadesinden Onteorem 3.20’yi elde ederiz. Diger yandan Onteorem 3.21°den,
m h(]) 1 1
lim inf Z Zpl H —
=0 (1- En)
k=1
m h(j)—1 1
= liminf Z sz —
T = = I=¢:(7) ( D (l))
k=1
buluruz. Buradan ¢ > 0 sabiti vardir, dyle ki,
z—1 m h(j)—1 1 1
hZIIiloglf Z ZPi(]) — 20>E, 2> 20> 7 (3.33)
j=h(z) i=1 =60 (1= pe (D)
k=1
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olur. Simdi (3.27)’yi V (z) ile bolersek

Z Vé?’(i;)) —0 (3.34)

bulunur. (3.34) denkleminde & (z)’den z — 1’ e toplam alahm. Onteorem 3.21°0 goz
ondinde bulundurdugumuzda (V' (z)) nin artmadigi ve (h(z)) nin azalmadigr gérurtiz. O
halde

) m Ny h()—1
AV/(.])_i_'Z Zpi(j)m | 1 <0 (3.35)

ve V<Vh(<;)>> > 1 oldugu icin, (3.35)’den,

ve

V(h(2)) <

W > exp ' sz‘ (]) (3-36)

buluruz. (3.33) ve (3.36)’dan,

olur. Yukaridaki esitsizligi (3.31)’de kullanirsak,

<Z pi ( ) ecV () <0

buluruz. Bu nedenle, yukaridaki proseduru tekrarlayarak, herhangi bir pozitif tamsay1 %
icin

> (ec)®, yeterince biiyiik z’ler icin (3.37)
elde ederiz. (3.33)’den tum z > z i¢in z* € (h(z), z] olacak sekilde bir z* vardir, dyle
ki

IS}
*

h(j)*l

:zh: z:: 1=5i(j> (1 —épk (l)>

27

—_

(3.38)

c
> -
-2



V. SIMSEK

MATERYAL VE METOT

ve
z m h(j)—1 1 c
Z Zpi (J) H m > )
j=z* i=1 =¢0G) | 1= pe (1)
k=1
olur. (3.38)°den A (z)’den z* — 1 e toplam alalim ve Onteorem 3.21°i kullanirsak
z¥—1 m
V(z)=V(h Z Zpl =0
Jj=h(z) i=
ya da
z*—1 m h(j)—1 1
VE+) =V hE)+ Y, > nli)V () - <0
j=h(z) =1 1=¢;(5) (1 — > Pk (l))
k=1
ya da
z*~1 m h(j)—1 1
V(@) +V (h(z) D > p() — <0 (3.39)

j=h(z) i=1 1=£;() (1 - Z Pk (l))

k=1
olur. (3.38) ve (3.39)’dan,
V(h(z))5 <V (h(2) (3.40)
olur. (3.38)den z*’dan z’e toplam alalim ve Onteorem 3.21’i kullanirsak
h(j)—1 1
V(z+1) =V (") ZZM H — <0
Jj=z* 1=1 ( 2 ( ))
olup,
(3.41)

elde ederiz. (3.40) ve (3.41)’i kullanirsak,
VE)2VRE) SV EE) (5)

ya da

VOED (2L

- c

olur. Yani, lim inf ¥ V(

zZ—00

¢6zUmu yoktur, o halde (3.27) denkleminin tum ¢6zimleri salinimhdir

28

Z)) vardir, Bu durum (3.37) ile gelisir. Kabul ettigimiz pozitif V' (z)
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Sonug 3.23. (3.30)’un gegerli oldugunu varsayalim. (: = 1,2, ...,m) i¢in &, ( z) monoton

olmayan ve

hznllol.}f Z Zpl —hII_l)lnf Z Zpl (3.42)

j=h(z) i=1 j=¢€(z) =1
ise (3.27) denkleminin tlim ¢6zumi salinimhidir. Burada, £ (z) = max {&; (=)} seklinde

tanimlanmistir.
Ayni calismada asagidaki 6rnede yer verilmistir.

Ornek 3.24. Asagida verilen gecikmeli fark denklemini ele alalim
AV (z) 4+ (0,0167)V (z — 10) + (0,020) V (2 — 11) =0, =z e N. (3.43)
Burada

z 2
lim sup Z Zpi (j) 20,4037

A0 =210 i=1

z 2
1
lim inf () 20,367 < =
im in > D pi()) .

j=2—10 i=1

ve

oldugu goruldr. Elde edilen bu sonuglar (3.42) kosulunun bu denklem icin gegerli ol-
madigl anlamina gelir.

Diger yandan,

1

lim sup Z ZPi(j) H 2 =0,5<1
U0 =210 i=1 1=¢;(j) <1 — > Dk (l))
k=1
ve

z 2 j—11 1 1
lim inf Z sz( H = 0,37 > 2
j=2-10 i=1 1=¢£;(7) (1 - Z . (1 )) )

ifadeleri elde edilir. Bdylece T'eorem 3.22’nin kosulu saglanir ve dolayisiyla (3.43) den-

kleminin tim ¢ozimleri salinimhdir.

Asagidaki gecikmeli fark denklemini g6z 6niine alalim.
D+ pi(A)V(6()=0, 220 (3.44)
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Burada AV (2) =V (2 +1) =V (2)dir. V1 <i <m i¢in (p; (2)),-, negatif olmayan
gercek sayi dizisidir. V1 < i < m i¢in (¢; (2)),, tamsay! dizisi ve asagidaki kosullari
saglar.

2>0 igin £ (2)<z—1 ve lim ¢ (z)=oc. (3.45)

zZ—00

Asagidaki gibi h fonksiyonunu tanimlayalim.

hi (z) =max{;(s)}, 2>0 ve h(z)= max {h;(2)}. (3.46)

s<z 1<i<m
Aclkea, (i =1,2,...,m) i¢in (h; (z)) azalmayan ve tim z > 0 i¢in & (z) < h;(z) <
h(z) <z — 17dir. Ayrica

w=— min &)
1<i<m

olarak tanimlanir. (3.45) saglandiginda w sonlu bir pozitif tamsayidir. Asagidaki basit

sonug, neden yalnizca bu durumu ele alabilecegimizi agiklamak igin alintilanmugtir:

sz <1, z>0. (3.47)
Chatzarakis vd. (2018) tarafindan asagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 3.25. (3.45) ve (3.47) kosullarinin saglandigini ve h (z)’nin (3.46) ile tanim-

landigini varsayalim. Eger [ € N i¢in

h(z)fl

1
J=h(2) i=¢(7)
ise (3.44) denkleminin tim ¢éztmleri salinimlidir. Burada
z—1 h(z)—1 1
P(z)=P(2) |14+ > P@) || —5—F (3.49)
S e T 0)

vetim z >0 icin P (z) = >_1" p; (2) ve Py (z) = P (z)’dir (Chatzarakis et al. 2018).

Ispat Celiski olusturmak adina (3.44) denkleminin salinimsiz bir ¢éziiminiin (V/ (2) 25w
oldugunu varsayalim. V' (z) > 0 kosulunu tim z > z; icin saglayan bir z; > —w tam-
sayIsl secelim. O zaman tim z > z i¢in V (&, (z)) > 0 olacak sekilde bir zo > z

bulunur. Bu durumda (3.44) denklemi

z:pz ) <0, timz> 2z igin
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seklini alir. Bu (V' (2)) dizisinin azalmayan bir pozitif sayi dizisi oldugunu gosterir. §; (z) <
z oldugundan (3.44) denklemi

<sz ) ) <0 veya AV (2)+P(2)V (2) <0, 2z >z, (3.50)
anlamina gelir. (3.50)’ye ayrik Gronwall esitsizligi uygulanirsa,
z—1
V (k) >V (z2) 11 1_;]3(2,), tim z > k > 2, igin (3.51)

elde edilir. (3.44) denklemini £ (z)’den z — 1’e topladigimizda,

V(z)- V(¢ ZZ )=0
j=£(z) i=1

veya
V (Z) - V <sz ) S 0
7=£(2)
veya
V() -V(EE)+ > PHVIEG) <O (3.52)
J=£(2)

olur. £ (j) < h(j) < h(z) oldugundan, (3.51) Gronwall esitsizliginden,

Ve =vae) I =55 (359)
i£(2)
buluruz. (3.52) ve (3.53) birlestirilirse
z—1 h(z)—1
VE-VE+VEE) T PO) [ =g <0
7=£(2) i=¢(2)
olur. Bu esitsizligi P (z) ile carparsak
21 h(z)—1
POV =PEVEE+PEVEE) S PO ] =5 <0 659
7=£(2) i£(2)
ifadesini elde ederiz. Ayrica,
AV (2) ==Y pi(2)V (&) <=V ()Y mi(2)

olup, buradan
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ifadesini elde ederiz. Bu g6z 6nune alindiginda (3.54) sunu verir;

z—1 h(z)—1
. 1
AV (2)+ P(2)V(2) + P(2)V(h(2) > P() ]] TG <0
j=£(2) i£(z)
ve h (z) < z oldugundan son esitsizlik;
z—1 h(z)—1 1
J=€(») i€(2)
veya
z—1 h(z)—1 1
J=£(2) i=¢(2)
olur. Bu nedenle,
AV (2)+ P (2)V (2) <0 (3.55)
olur. Burada P, (=) agagidaki gibidir,
z—1 h(z)—1 1
1=¢(2 1§(z

Yukaridaki argimani tekrarlayarak (3.50) yerine (3.55) kullanildiginda, asagidaki yeni bir
ifade elde edilir.
AV (z)+ P (2)V (2) <0,

burada P, (z) asagidaki gibidir,

z—1 h(z)—1
. 1
P2(Z):P(Z) 1+ZP(]>H —P(l)
i=¢(2) it(2) !

Tumevarimla devam edersek;
AV (z2)+ P (2)V(2) <0

olup, burada P, (=) asagidaki gibidir,

z—1 h(z)—1 h(z)—1
P (2) = P(2) [1+ > Py 1 ﬁ ve V(E(G) =V (h(z) [] TR0
i=¢(2) i€(2) :(53(”5 )

(3.44) denklemini i (z)’den z’e topladigimizda,

VE+)=V@mE)+ > > () VE3E) =0
j=h(z) =1

32
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veya

V(z+1) -V (h(z)+ >
Jj=h(2)

(Zpi (j)) V(£@G) <0
olur. Yani,

VE+1)=V(hE)+ Y, PUVEG) <0
Jj=h(2)

buluruz. (3.56) esitsizligini dikkate alarak, bu son esitsizlik

z h(z)—1
Ve -VaE) v aeE) S PO) ] %wgo (357)
j=h(2) i~ (j)

seklini alir. Eger sol taraftaki V' (z + 1) > 0 terimini ihmal edersek,

z h(z)—1
1
VEE)+V(RE) 3 PO T =55 <0
j=h(2) i=€(j) l
veya
V(h(2) | > P() —rm L <O
=he)  i=E0) :
olur. Yani,
z h(z)—1 1
lim sup Z P(j) H — 5 <1
soo AL 11— P(i)
=h(z) i=£(j)

anlamina gelir. (3.48) kosulu ile celisir. Kabul ettigimiz salinimsiz V' (z) ¢6zimi yoktur,

0 zaman (3.27) denkleminin tim ¢ozimleri salinimhdir. O
Ayni calismada asagidaki 6rnede yer verilmistir.

Ornek 3.26. Asagidaki gecikmeli fark denklemini g6z oniine alalim.

AV )+ 2V (6 () + 5V (GG + 5V (6 () =0, 220 (359

Burada gecike fonksiyonlari su sekilde tanimlanmistir

;

z =5 ise z—2
z=5p+1 ise z—1
§G(2)=9 z=5p+2ise z—1,&((2)=6(2) -1 ve §(2) =6 (2) -2
z=bp+3 ise z—7
\2251/1—1-4 ise z—3
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Burada ¢ € Ny’dir. Agtkca gorulur ki;

§(2) = max {§; (2)} = & (2).

1<4<3

olur. Diger taraftan

( 2z =5y ise z—2

z=5p+1 ise z—1

hi(2) = z2=5p+2 ise 2—1 , ha(2) =hi(2) =1 ve h3(2) =M (z) — 2.
z2=5)+3 ise z—2

\ z=5+4 ise z—3

olup, (3.46) ifadesindeki tanima gore,

h(2) = max {h ()} = b (2)

1<¢<3

olur. F : Ny — R, seklinde tanimlanan fonksiyon

2)=>_P(j)

=1

1
1= P

h(z)—1

.

i=¢(J
olup, burada P (2) = 37 pi(z) = &, V1 € N igin maksimumm degerini z = 5v

noktalarinda alir.
3 h(z)—1

1
R = 2P0 I i p
l
J=1 i=£(7)
3 h(2)—1 i1 h(i)—1 1 -
= > P 1-P(@i) |1+ > Pk ] :
. — P (m)
J=1 i=£(J) k=¢(7) m=¢(ik)
ve boylece,
-1
51¢—3 i—1 h(i)—1
7 7 1
F(5¢) = Z H L= |1+ = —
j=5p— 2 i=£(5) k=¢(i) ~ m=¢&(ik) 50
& 1.1823
olur. Buradan,
z h(Z)*l 1
maw i) = w2 PO 11—
Jj=h(z) i=£(j)
~ 11823 >1

olup, T'eorem 3.25’in kosulu saglanir ve dolayisiyla (3.58) denkleminin tim ¢ozumleri

salinimhdir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez calismasinda monoton olmayan gecikmeli fark denklemlerinin ¢éziimlerinin salinim-

[ih@r icin bazi sonuglari elde ettik. Elde ettigimiz sonuclari bu kisimda 6zetleyelim.
Asagidaki gecikmeli fark denklemini g6z 6niine alalim,

AV (2)+p(z2)V(h(2))=0, z>0. (4.1)
Burada,

AV (z)=V(z+1) =V (z), p(2) >0, h(z) <z, limh(z)=oc.

Z—00

seklindedir. Ayrica,
9(2) =max{h(j)} 220,

Jj<z

olup, acik olarak, g (z) azalmayandir ve tum ¢ > 0 i¢in g (z) > h (z) olur.

Eger

z . g(2)—1 1

i=9(z) i=h(j)

ise (4.1) denkleminin tim ¢oztmleri salinimlidir.

Asagidaki gecikmeli fark denklemini g6z 6niine alalim,
AV (2)+ ) pi()V (£ () =0, =220, (42)
Burada, (1 = 1,2,...,m) i¢in (p; (z)) ve (&, (z)) negatif olmayan gercek sayi dizileridir.

z>0 igin §(2)<z—1 ve lim ¢ (z) = oc. (4.3)

Z—00

1 <i<migin (¢ (2)) ler artan olmak tizere, (4.3) saglansin. Eger
limsupz Z pi(j)>1
T il j=e(e)

ise (4.2) denkleminin tim ¢ozumleri salinimhdir. Burada € (z) = max {&,; (2)} olarak

tanimlanmistir.
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1 <i<migin (§ (2)) ler artan olmak uzere, (4.3) saglansin. Eger

lim sup Z pi (

Z—00

ve

hmmfzm: Z pi (J
z—00 i1 ot

ise (4.2) denkleminin tim ¢oztmleri sallnlmlldlr.

Asagidaki gecikmeli fark denklemini g6z 6niine alalim.
D+ Y PV (=) =0, 220 (4.4)
=1

Burada, (: = 1,2,...,m) igin (p; (z)) ve (&, (z)) negatif olmayan gergek say dizileridir.

z>0 icin & (2)<z—1 e ZILIELO & (2) = o0. (4.5)
hi(2) = max{¢; (s)}, 220 ve h(z)= max {hi(2)}. (4.6)

Aclkea, (i =1,2,...,m) i¢in (h; (z)) azalmayan ve tim z > 0 i¢in &, (z) < h;(z) <
h (z) olur.

(4.5) ifadesinin saglandigini kabul edelim. Eger &, () monoton degilse ve

h(j)-1

imint 3~ 300 1 [ En0) >3

—

J=¢(z) =1 1=¢;(7)

ise (4.4) denkleminin tiim ¢6zimleri sahmimlidir. Burada & (z) (4.6)’da tanimlanmistir ve

£(2) = max {¢; (=)} dir

1<i<

Asagidaki gecikmeli fark denklemini g6z 6niine alalim.
2D+ pi(2)V(6(2) =0 z>0. (4.7)

Burada AV (2) =V (2 +1) =V (2)’dir. V1 <i <m i¢in (p; (2)),-, negatif olmayan
gergek sayi dizisidir. V1 < i < m igin (, (2)),, tamsayi dizisidir ve agagidaki kosullari
saglar.

2>0 icin §(z)<z—1 ve lim & (2)=oc. (4.8)

zZ—00
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Asagidaki gibi ~ fonksiyonunu tanimlayalim.

hi(z) =max{¢ (s)}, z>0 ve h(z)= max {h;(2)}. (4.9)

s<z - 1<i<m

Aclkea, (i =1,2,...,m) i¢in (h; (z)) azalmayan ve tim z > 0 i¢in & (z) < h;(2) <
h(z) < z — 1’dir. Asagidaki basit sonug, neden yalnizca bu durumu ele alabilecegimizi

aciklamak igin alintilanmustir:

Zpi () <1, =z>0. (4.10)
i=1

(4.8) ve (4.10) kosullarinin saglandigini ve i (z)’nin (4.9) ile tanimlandigini varsayalim.
Eger ! € Nigin

lim sup Z H 1——]31(2) > 1,

i > i=£(j)

vetim z >0 icin P(z) => " p; (2) ve Py(z) = P (z)olur.
Ornek 3.26°y1 tekrar inceleyelim. Asagidaki gecikmeli fark denklemini gz éniine alalim.

AV )+ oV (6 () + 5V () + 55V (G () =0, 220 (@)

(4.11) gecikmeli fark denklemi igin,

z h(z)—1 1

j=h(2) i=£()) l

olup tiim ¢6ztmlerinin salinimli oldugunu elde etmistik. Ama 6nceden elde edilen kosullari

incelersek,

3 5
hmsupz Z pi(J) = limsupz Zpi ()

Z— 00 Z—00

=1 j=h(z) i=1 j=5¢
2 1 1
= — — + —
25 + 25 50

1
= 014 < -
e
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ve
m 3 5y+d
hmmfz Z pi(j) = liminfz Z i (J)
z—00 = s zm00 Pl
2 1 1
— 4=
<25 s 50)
= 056<1

olur. Bu iki kosulu inceldigimiz zaman ¢6zumlerin salinimhhgr hakkinda yorum ya-
pamiyoruz. Ama elde ettigimiz T'eorem 3.25 ile tim ¢o6zimlerinin salinimh oldugunu

elde ettik. Yani gozlemleyebiliriz ki T'eorem 3.25 daha iyi bir sonugtur.
Ornek 3.24°0 tekrar inceleyelim. Asagidaki gecikmeli fark denklemini géz éniine alalim.
AV (2) 4 (0,0167) V (2 — 10) 4 (0,020) V (z —11) =0, =z € N. (4.12)

(4.12) gecikmeli fark denklemi icin,

= 1 1
imint 3 () I 0,374 > 2,
j=€(z) i=1 =66 (1= > pe (1)
k=1
olup tiim ¢6ztmlerinin salinimli oldugunu elde etmistik. Ama 6nceden elde edilen kosullari
incelersek.
lim sup Z Zpl ) 220,4037 < 1

oo J=2—10 =1

ve

z 2
1
l"fE Ei'%,7—
im in pi (J) 036<€

j=2—10 i=1
olur. Bu iki kosulu inceldigimiz zaman ¢6zumlerin salinimhhg hakkinda yorum ya-

pamiyoruz. Ama elde ettigimiz Teorem 3.22 ile tim ¢dziimlerinin salinimli oldugunu

elde ettik. Yani gozlemleyebiliriz ki T'eorem 3.22 daha iyi bir sonugtur.
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5. SONUCLAR

Bu tez caligmasinda, monoton olmayan gecikmelere sahip fark denklemlerinin ¢oziim-
lerinin salinimhihik davranisi detayl bicimde incelenmistir. Gecikmeli sistemlerin dinamik
yapisini daha karmasik ve gercekgci bir sekilde yansitan monoton olmayan gecikmeler,
klasik analiz yontemlerinin 6tesinde bir yaklasim gerektirmektedir. Bu baglamda, calis-
mada literatirdeki mevcut yontemler gdzden gecirilmis, ardindan monoton olmayan gecik-

melere 6zgu yeni salinimlilik kriterleri elde edilmistir.

Tez kapsaminda gelistirilen kriterler, uygun varsayimlar altinda tdretilmis ve cesitli
ornek denklemler Gzerinde uygulanarak gecerliligi test edilmigtir. Elde edilen sonuclar,
gecikme fonksiyonunun monoton olmamasinin ¢ézimin salimimli davranisi tizerindeki
etkisini acikca ortaya koymakta ve bu tir sistemlerin analizi icin glcli bir teorik cerceve

sunmaktadir.

Bu calismanin, gecikmeli fark denklemlerine yonelik mevcut bilgi birikimine katki
sagladigi ve 6zellikle monoton olmayan gecikmelerin sistem dinamikleri izerindeki etk-
isinin anlasiimasina yonelik 6nemli bir adim oldugu disunilmektedir. Gelecekte yapila-
cak calismalarda, daha ylksek mertebeden fark denklemleri, degisken katsayili sistemler
ya da rastgele etkiler iceren yapilar Gizerinde salinimlilik analizlerinin gerceklestirilmesi,

teorik altyapinin daha da derinlestirilmesine olanak saglayacaktir.
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