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ONSOZ

Uygulamal1 matematigin onemli alanlarindan birisi olan diferensiyel denklem kavrami
bircok bilim insaninin dikkatini ¢ekmistir ve 6zellikle uygulama alaninda bir¢ok calis-
manin temel tagini olusturmustur. Ayrica ele alinan problemlerin bir¢ogunda, bu problem-
lerin matematiksel olarak modellemesinde diferensiyel denklemlerin yardimi alinmak-
tadir. Matematiksel modellemeler yapilirken gecikmeler s6z konusu olabilir. Boylece
diferensiyel denklemlerden farkli olarak gecikmeli diferensiyel denklemler ortaya ¢ik-
mistir. Bu tez ¢calismasinda 6nceki ¢alismalarda yer alan monoton olmayan sabit katsayili

ve degisken katsayili gecikmeli diferensiyel denklemler ¢aligilmigtir.

il
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GIRIS K. AKBULUT

1. GIRIS

Diferensiyel denklemler gercek hayatta karsilastigimiz bir¢cok heyecan verici problem i¢in
matematiksel model olarak rol oynamasinin yanisira, sadece bilim ve teknoloji alaninda
degil, ekonomi, fizyoloji, savunma ve niifus bilimi gibi bir ¢ok alanda da karsimiza ¢ik-
maktadir. Mithendislik ve matematik biliminin ortak konusu olmasi diferensiyel denklem
gelisimini hizlandirmigtir. Yeni problemler ve yeni denklemlerin iiretilmesine neden ol-

mustur.

Gecikme giinliik hayatimizda stirekli karsilagtigimiz bir durumdur. Biitiin fiziksel sis-
temlerde uygulanan bir uyanciyla ilgili tepkinin meydana gelmesi arasinda muhtemelen
kisa olmakla birlikte bir zaman arasi olur. Biyolojik sistemlerde gecikme birka¢ yiiz mil-
isaniye siiresindedirki bu insandaki tepki siirecidir. Bir antenden elektromanyetik dal-
galarin iletilmesiyle, uzak bir nesneden yansimasim almasi arasindaki gecikmenin kisa
stireli olmasi baglica 6zelligidir. Dikkate deger bir islemde gecikmeler mikrosaniye ya da
daha kisa zamanla 6l¢iilse de cok dnemli olabilir. Teorik bir zaman gecikmesi bir makin-
eye verilen enerji ile alinan randimanla ayni1 formda bir 6zelliktir. Uyaric1 z(p), y(p)
tepkisiyle sonuglanir. Burada p zaman, h gecikme olmak iizere y(p) tepkisi z(p — h)’ye

esit olur. Daha karmasik sistemlerde birden fazla gecikme olabilir.

Salmimlilik teorisi ise genis anlamda teknoloji, doga ve sosyal bilimlerdeki uygula-
mal1 problemlerden kaynaklanan salinimsal olaylar1 inceleyen modern diferensiyel den-
klemler teorisinin 6nemli ve koklii bir dalidir. Ayrica salinim teorisinin kuramsal yon-
leri, belirli bir denkleme veya sisteme salinan (periyodik, hemen hemen periyodik vb.)
coziimlerinin varligini, yoklugunu ve bu tiir ¢oziimlerin asimptotik davraniglarimi tanim-
lamaktadir. Diger taraftan salinim teorisi, matematiksel biyolojide yer alan bazi denklem-
lerin ¢oziimil i¢in de biiyiik dlciide onem arz etmektedir. Bu denklemlerin ¢6ziimlerinin

salinimlilik karakterizasyonlart ile ilgili de bir¢ok sonuca yer vermektedir.

Bilindigi iizere uygulamali bilim dallarinin bircogunda ele alinan problemlerin matem-
atiksel modellemesine bir diferensiyel denklem karsilik gelmektedir. Ayrica matematik-

sel modellemeler yapilirken gecikmeler ortaya cikabilir. Ortaya c¢ikan bu gecikmeler goz
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oniinde bulundurulursa, bu modellemeler adi diferensiyel denklemlerden farkli bir yap1

sergilerler. Bu durumda gecikmeli diferensiyel denklemler ortaya cikar.

Gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili ¢alismalar literatiire ilk olarak 1770 yilin-
dan sonra girmistir. Ancak gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili yapilan sistematik
ve kayda deger ¢aligsmalar son 70 yilda ortaya ¢ikmistir. Gecikmeli diferensiyel denklem-

ler, fizik, biyoloji, ekonomi ve fizyoloji gibi bilim dallarinda kullanim alanina sahiptirler.

Asagidaki 1. mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemini ele alalim.
K (0)+ Y L)k — @) =0, (1.1)
=1

burada i = 1,2, ... i¢in I; € C'[[py, ), R] ve p; € RT.

k, sonsuz bir aralikta [a, co) tanimlanmus siirekli bir fonksiyon olsun. Eger k fonksiy-
onu keyfi sayida sifira yerine sahipse salinimli oldugu soylenir. Yani, her b > a i¢in
k(c) = 0 olacak sekilde bir ¢ > b noktasi vardir. Aksi taktirde salimimli degildir denir.
Salimimli olmayan bir ¢6ziim, eninde sonunda(sonug olarak) pozitif ya da eninde sonunda

negatiftir (Gyori and Ladas 1991).

Dogrusal bir diferensiyel denklem i¢in, bir ¢6ziimiin tersi de ayn1 denklemin bir ¢6ziimiidiir
ve bu nedenle, eger bir dogrusal diferensiyel denklem salinimsiz bir ¢dziime sahipse, o
zaman sonunda pozitif (veya sonunda negatif) bir ¢dziime sahiptir.

(1.1) denklemin salinimsiz bir ¢oziime sahip oldugunu kanitlamak istedigimizde, (1.1)

denkleminin sonunda pozitif bir k£ ¢éziimiine sahip oldugunu kanitlamak yeterlidir.

Ozellikle son yillarda literatiirde gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin

salinim davranisi ile ilgili cok sayida calisma yapilmstir.
Asagidaki gecikmeli diferensiyel denklemini ele alalim,
¥ )+ 3L )k (s () = (12)
i=1
burada 1 <i < nigini; (d) >0, u; (p) < pve plggo ;i (p) = oo dur.

1972 yilinda Ladas, Lakshmikantham ve Papadakis, n = 1 i¢in (1.2) diferensiyel

denklemlerin ¢oziimlerinin salinimlihig1 i¢in elde etmislerdir ki, eger p (p) gecikme terimi

2
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azalmayan ve

p
limsup/ [(s)ds>1 (1.3)
o

p—00 (»)

ise bu durumda (1.2) denklemlenin her ¢oziimii salinimlidir.

1982 yilinda ise Koplatadze ve Canturija, n = 1 i¢in (1.2) diferensiyel denklemlerin
¢oziimlerinin salimmlilig1 i¢in elde etmiglerdir ki, eger i (p) gecikme terimi monoton

olmayan ve

P 1
lim inf/ [(s)ds > — (1.4)
o

P70 Ju(p) €

ise bu durumda (1.2) denklemlenin her ¢6ziimii salinimlidir.

Daha sonraki yillarda, p (p) gecikme terimi monoton olmayan olmak iizere (1.2)
denkleminin ¢6ziimlerinin salinimli olmasi i¢in (1.3) ve (1.4) sartlarina paralel bir cok
yeni kriterler elde edilmistir. Bu tez ¢alismasinda ise, elde edilen bu yeni kriterlerinden

bazilarimi detayli bir bicimde incelemeyi hedeflemekteyiz.

Bu yiiksek lisans tez calismamizda de8isken gecikmelere ve katsayilara sahip olan
birinci mertebeden diferensiyel denklemleri ¢alismay1 amaglamaktayiz. Calismamizda,
(1.2) denkleminin ¢oziimlerinin salinimli olmasi i¢in literatiirde son yillarda elde edilen
baz1 kriterleri detayli bir sekilde calisacagiz ve bunlar ile ilgili bir ¢cok ornek vermeyi
diisinmekteyiz. Dolayisiyla tezimizde yer alacak sonuglarin ve orneklerin ilerleyen tar-
ihlerde bu konular iizerinde ¢alismalar yapacak lisansiistii 0grenciler icin yol gosterici

nitelikte olacag diistiniilmektedir.

Bu yiiksek lisans tez calismasinda gecikme terimlerinin monoton olmayan arguman-
lar ve katsayilarin birden ¢ok terimli ve degisken oldugu asagidaki birinci mertebeden
diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin salinimli olmasi i¢in son yillarda literatiirde elde

edilen kriterler calisilacaktir

Son olarak ise tartisma ve sonug¢ kismina yer verilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili salinimlilik teorisinde yer alan

bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmigtir.

2.1. Gecikmeli Diferensiyel Denklemler
Asagidaki lineer gecikmeli diferensiyel denklemini ele alalim,

m

K (p)+ Y L (p) k (ua(p)) = 0. 2.1)

i=1
Burada 1 < i < m i¢in, p;(p) < pvel; € C|[po,o0),R]’dir. Burada p;(p)’ler (2.1)
denkklemin gecikme terimleridir, p;(p) < p oldugundan (2.1) denklemine gecikmeli
diferensiyel denklem denir.
m=1 icin (2.1) denklemi

K (p) +1(p) k (u(p)) =0 2.2)

seklini alir.

Tamim 2.1. 1 < i < m icin p; (p) € R, p; (p) = p — pi ve p = max {py, fa, .., fm }
olmak iizere p > py icin k, [p1, 00) araliginda siirekli diferensiyellenebilir ve k (2.1) den-
klemini sagliyorsa k € C'[[p1 — p, 00), R] fonksiyonu (2.1) denkleminin bir ¢éziimiidiir

ve bu ¢dziim [p1, 00) lizerinde bir ¢éziim olarak adlandirilir.

Tamm 2.2. Bir diferensiyel denklemin agsikar olmayan bir ¢iziimii k olsun. Eger k(p)
coziimii keyfi sayida sifira sahipse, yani; nll_)Holo pn = 00 olacak sekilde bir {p, } dizisi vardir
oyle ki k (p,,) = 0 ise k ¢oziimiine salimmlidir denir.Aksi taktirde salvmiml degildir denir.
Salimmli olmayan bir ¢oziim, ya pozitiftir ya da negatiftir. Yani, Vp > py icin k (p) # 0
olacak bicimde bir p, vardir. Eger denklemin her ¢oziimii salimmli ise denklemin tiim
coziimleri salmimlidiy, salimumli olmayan en az bir ¢oziimii varsa denklemin ¢oziimleri

saltmimli degildir denir (Ladde et al. 1987).

Asagidaki diferensiyel denklemi ele alalim
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K" (p) =k (=p) =0,

diferensiyel denkleminin k; (p) = sin (p) salimmli bir ¢6ziimii, ks (p) = eP + e7? ise
salimimli olmayan bir ¢oziimiidiir. O zaman bu diferensiyel denklemin tiim ¢oziimleri

salinmli degildir denir.

Tamm 2.3. (2.1) denkleminin agikar olmayan bir k ¢oziimii i¢in, J herhangi bir sayt ol-
mak iizere (J,00) araliginda, eger k ¢oziimii isaret degistiriyorsa k ¢iziimiine salimimlidur

denir (Ladde et al. 1987).

Simdi gecikmeli diferensiyel denklemler i¢in salinimlilik kosullarini inceleyelim.

Asagida Gyori ve Ladas’in (1991), gecikmeli diferensiyel denklemler icin elde etmis

olduklar1 bazi salilmmmlilik kosullarina yer verilmistir.

Teorem 2.4.
K@) +1@)k@—mp) =0 (2.3)

diferensiyel denklemini ele alalim. Buradal, in € R. O zaman asagidaki ifadeler esdegerdir.
(a) (2.3) denkleminin her ¢oziimii salinimlidur,

(b) lu > % (Gyori and Ladas 1991).

Ornek 2.5.

/ ]' 3 —
k(p)+§k:( —g>_o (2.4)

denklemini ele alalim. Burada | = %, W= % oldugundan lp = % olur. Teorem 2.1’den

dolayi (2.5) gecikmeli diferensiyel denklemi salinimli olmayan bir ¢oziime sahiptir.

Asagidaki gecikmeli diferensiyel denklemini ele alalim,

Kp)+lpk@—p) =0, p=p. (2.5)
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Teorem 2.6.

L€ C [[po,00),RT], p>0

olmak iizere, eger

P 1
lim inf/ [(s)ds > —
p=oo J, o, e

ise (2.4) denkleminin tiim ¢oziimleri saltmumlidir (Gyori and Ladas 1991 ).

Teorem 2.7.

ZGC’[[pO,oo),Rﬂ, >0

olmak iizere, eger

P
limsup/ [(s)ds >1
p

p—00 —u

ise (2.4) denkleminin tiim ¢oziimleri saltmimlidr.

Teorem 2.8.

leClpo—p,o0),RT], p>0

p 1
/ [(s)ds < -
p e

—p

olmak iizere, eger

ise (2.4) denklemi salinimli olmayan bir ¢oziime sahiptir (Gyori and Ladas 1991 ).

Asagidaki gecikmeli diferensiyel denklemini ele alalim,

m

F(p)+> L kp—pp)=0

i=1

(2.6) denkleminde [; (p) > 0, p; (p) > 0 ve siireklidirler.

Asagidaki verilen sonuclar Ladde vd. (1984) tarafindan elde edilmistir.

Teorem 2.9. Eger

m

P 1
lim inf/ Zli (s)ds > -
p

p—ro0 —1i(P) =1 €

ise (2.6) denkleminin tiim ¢oziimleri saltmimlidir (Ladde et al. 1987).

(2.6)
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Teorem 2.10. Eger

14 m
lim sup/ Z l;(s)ds > 1
p—pi(p)

ise (2.6) denkleminin tiim ¢oziimleri saltmimlidir (Ladde et al. 1987).

Teorem 2.11. Eger

P m 1

lim sup/ Z li(s)ds < -
P

p—o0 —1i(P) j=1 €

ise (2.6) denklemi salimimsiz ¢oziimlere sahiptir (Ladde et al. 1987).

Simdi asagidaki dogrusal gecikmeli diferensiyel denklemini ele alalim,

K'(p) +1(p)k(5(p))) = 0. (2.7)

Burada,

[,6 e C(R,Ry), Ry=10,00), d(p)<p and lim J(p)= oc.

p—00

P
m = lim inf/ [(s)ds, (2.8)
5

P70 Js(p)

olsun.

Asagidaki verilen sonu¢ Ladde vd. (1984) tarafindan elde edilmistir.

Teorem 2.12. Eger
P 1

lim inf/ [(s)ds > — (2.10)
5

p=ee Js(p) €

ise (2.7) denkleminin tiim ¢oziimleri saltvmimlidir (Ladde et al. 1984).

Ispat Kabul edelim ki k (p) (2.7)’iin pozitif bir ¢oziimii olsun. O halde p > p; igin
k(p(p)) > 0 vardir.
w(p) = sup {6 (p)} alalim. Bu durumda p(p) > d(p) dir. O zaman (2.10)’dan,

s<p

p 1
/ [(s)ds>c>—, p>Dpo, (2.11)
e
o
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pa > pp olacak sekilde bir p, vardir. ¢ € R olacak sekilde bir ¢ sabiti vardir. (2.7)
denkleminden p > p; icin &' (p) < 0°dir. Yani k’nin artmayan oldugunu elde ederiz.

(2.7) denkleminden ve k£’nin artmayan oldugundan dolay1 asagidaki esitsizligi elde ederiz.

k' (p) + U(p)k(p) < 0. (2.12)

(2.12)’yi k (p)’ye boliip, i (p)’den p’ye integral alalim,

K (p) + l(p)k(p)
k(p)

/::p) (]Z(f))ﬂ(s)) ds < 0,

In (k (s)) Z(p)+/ [(s)ds < 0

S 07 pZP%

olur. Buradan,

burada (2.11)’1 kullanirsak,

E
N
P
=
s
S~—
S~—
IV
o

p)
1(p)) s

Vv

e‘ > ec,

Vv
o
o

k (p)
k(u(p))

elde edilir. Bu esitsizligi (2.7)’de kullanirsak,

v

k(p)ec,

' (p) 4 U(p)k(p)ec <0

elde ederiz. Yukaridaki prosediirii tekrarlarsak

K (p) +1(p)k(p)ec
k(p)

o (it #10c)

P
In (k (s)) [ +/ [(s)ecds 0,
1(p)

IN
o

IN
o

IN

8
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olur ve buradan

k(p) ) /”
1 + l(s)ds < 0,
n(k(u(p)) “ S
N k%p)))) > ec/p I (s) ds,
1(p)
k(u(p))) 1 /”
1 — > l(s)ds > c,
( k) ) = )P
buradan,
(u(t)\ 1 S
y(t) Jec = ©
(k(u( )) > e,
k(;j)) > (ec)?
elde edilir. Bu prosediirii devam ettirirsek dyle bir b tamsayisi i¢in,
k(p(t
%t))) > (ec)’ (2.13)
olur.

(2.11)’den dyle bir p* bulabiliriz ki p* € (u (p),p) igin

4
pzpisin [ 1(s)ds>
n

p c
ve / [(s)ds > = (2.14)
® P 2

o

yazabiliriz. (2.12)’den p (p)’den p*’a integral alirsak

[ W+ < o

* *

pk’sds plsk s))ds ,
/M<> +/H (s)k(u(s))ds < 0

(»)

burada integralde &’nin azalanligini kullanarak &(/(s))’i integralden ¢ikaralim, en kiigiik

degerini p*’da alacagindan,

*

P

E ") — y (1 () + k(")) / I(s)ds < 0

u(p)

olur. £’nin azalanligini kullanarak & (p*)’1 ihmal edelim ve (2.14)’ten,

=k (u(p)) + k(p(p"))

<0,

N O

9



KAYNAK TARAMASI K. AKBULUT

() = k()5 @.15)

olur. Simdi (2.7)’ den p*’dan p’ye integral alirsak

/ "W (s) + Hs)k(u(s)ds < O,

*

/ppk’(S)der /ppus)w(s))ds .

*

burada integralde £’nin azalanligini kullanarak k(p(s))’i integralden ¢ikaralim, en kiigiik

degerini p’de alacagindan,

olur. (2.14)’ten,

(2.16)

N o

(2)2 > Bule) (2.17)

<2)2 > M) o (2.18)

Yeterince biiyiik bir b sayis1 secerek asagidaki esitsizligi elde edebiliriz

(ec)’ > (%)2

ec > 1 oldugundan bu miimkiindiir, dolayisiyla (2.18) ile ¢elisir. O zaman (2.7) denklem-
inin pozitif bir ¢oziimii yoktur.

Simdi, kabul edelim ki & (p) (2.7)’nin negatif bir ¢oziimii olsun. p > p; igin k (i (p))

10
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< 0 vardur.
p(p) = sup {6 (p)} alalim. Bu durumda p(p) > d(p) dir. O zaman (2.10)’dan
s<p
P 1
p > py igin / [(s)ds >c> —. (2.19)
(p) €

po > p1 olacak sekilde bir p, vardir. ¢ € R olacak sekilde bir ¢ sayis1 vardir. (2.7) den-
kleminden p > p; icin k' (p) > 0’dir. Yani £’nin azalmayan oldugunu elde ederiz.
(2.7) denkleminden ve £’nin azalmayan oldugundan dolay1 asagidaki esitsizligi elde ed-

eriz.

K'(p) + 1(p)k(p) > 0. (2.20)

(2.20)’yi k (p)’ye bolerek y (p)’den p’ye integral alalim

K (p) + 1(p)k(p)
k (p)

[ (Fe 1) <o

P

ln(k(s))|i(p)+/ [(s)ds < 0

< 0, p=>py,

w(p)
olur. Buradan
k(p) g
() +/M(p)1(s) ds < 0,
k(n(p)) P
() > /M(p)l(s)ds
olur. (2.19)’dan
k(p(p))
K)o .
k (p) ‘
Kolayca goriiliir ki @ > 0 iken e® > ea olur. O halde,
k(u(p)) c
kp) - C 5
k(u(p))
Ky -
k(u(p)) = k(p)ec

olur. Buradan
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elde ederiz; yukaridaki prosediirii tekrarlarsak,

K (p) + U(p)k(p)ec
k(p) B

[, (i riee)as < o

p

In(k(s)) [l + /( )l(s) ecds < 0.

Hip

Olur. Buradan

(e e o < o
In (k;“(g)) > ec/u(p)l(s)ds,

burada (2.19)’dan,

vV
o

> ec?

P)) 2
k) o

> (ec)’ (2.21)

olur.

(2.19)’dan dyle bir p* vardir ki p* € (i (p),p) igin

v c P c
p>p igin / [(s)ds > = ve / [(s)ds > —. (2.22)
} 2 . 2

(2.20)’den p (p)’den p*’a integral alirsak

[ W)+ kutslas = o

u(p)
S

/M  Klsyds + /M UK u(s))ds

v
o

Vv
o

k@ﬂ—kww»+/iw@MM@ws
12
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olur. Burada integralde k’nin artanligini kullanirsak k(4(s))’i integralden ¢ikaralim, en

biiyiik degerini p*’da alacagindan,

.
b)) = k) + k() [ 1(s)ds 20
1(p)
k (p)’nin artanlidin1 kullanarak k& (p*)’1 ihmal edelim ve (2.22)’den
—k (1 (D) + k(u(p")5 2 0.
() 2 k(). (2.23)

Simdi (2.20)’den p*’dan p’ye integral alirsak

é%ﬂﬂ+mmwwmw > 0,
[ Feas+ [Ci@knispas = o
k) = k) + [ ks > 0

olur. Burada integralde & ’nin artanhigimni kullanirsak k(4(s))’i integralden ¢ikaralim, en
biiytik degerini p*’da alacagindan,
p
i) = k(o) + ko) | U(s)ds = 0.
p*

k (p)’nin artanligint kullanarak k (p)’yi ihmal edelim,

—k (p*) + k(u(p))5 <0,

N O

k(p*) > k(u(p)) (2.24)

&
5
(2.23) ve (2.24)’den

(2)2 > F(u(p™) (2.25)

(2)2 > k(p(p*)) > (ec)’ (2.26)
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Yeterince biiyiik bir b sayis1 secerek asagidaki esitsizligi elde edebiliriz

(ec)” > (%)2

ec > 1 oldugundan bu miimkiindiir, dolayisiyla (2.26) ile celisir. O zaman (2.7) denklem-
inin negatif bir ¢coziimii yoktur.
(2.7) denklemini ne pozitif ne de negatif bir ¢6ziimii olmadigina gore, (2.7) denkleminin

tiim ¢oziimleri salinimlhdir. U

Asagidaki verilen sonu¢ Ladde vd. (1984) tarafindan elde edilmistir.

Teorem 2.13. Eger

l?M € C(R+7R+)7 R+ = [0,00), :u(p> S p ve lim 12 (p) = 00,

p—0o0
W azalmayan ve

P
lim sup/ [(s)ds > 1 (2.27)
I

p=r00 (p)
ise (2.7) denkleminin tiim ¢oziimleri salimumlidir (Ladde et al. 1984).

Ispat p > p, olacak sekilde bir p; vardir, &k (p) > 0 salinimsiz pozitif bir ¢oziim olsun,
o zaman k (p (p)) > 0 olur. (2.7)’den kolayca gorebiliriz ki &' (p) < 0 dir, o zaman k (p)
artmayandir. (2.7)’den p (p)’den p’ye integral alalim.

pk”sds plsk s))ds = 0,
A@ (s) +é@<><m>>
kwwww@»ﬁﬂg@ummw-—o

olur. Burada integralde &’nin artmayanligini kullanirsak k(y(s))’1 integralden ¢ikaralim,

en kiiciik degerini p’de alacagindan,

Mm—kmum+km@»/ p(s)ds < 0,

Mm+ummﬂé@

(2.27)’deki kosul ile ¢elisir. O zaman denklem (2.7) bu kosullar saglandiginda tiim ¢6ziim-

l(s)ds—l} < 0.

leri salimmlidir. O
Ayni caligmadan agagida bir 6rnege yer verilmistir.

14
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Ornek 2.14. Asagidaki gecikmeli diferensiyel denklemi inceleyelim,

K (p) + ((\/§+ %) (%) n Cosp> 2 ( _ g) —0. (2.28)

Burada l(p) = (V2+2) (2) +cosp, p(p) =p—2%;1(p) > 0 ve p(p) < p kosullar:

saglaniyor.
P 1 2 .
V24 =) (=) +coss | ds=+v2+ = +sinp + cosp,
o e ™ e

us
2
buradan

P 1
lim inf/ [(s)ds = —,
P

p—00

INE]

Teorem 2.6’ya gore yorum yapamiyoruz.

P 1
limsup/ I(s)ds =2V2+ - > 1,
p—00 p_" €

Teorem 2.7’ye gore (2.28) denkleminin her ¢oziimii salinimlidir (Ladde et al. 1984).
Asagidaki verilen sonu¢ Ladde vd. (1984) tarafindan elde edilmistir.

Teorem 2.15. Eger

Lpe CRLRY), Ry=[0,00), pu(p)<p ve lim pu(p)=oc

p—o0

ve

P 1
lim sup/ [(s)ds < — (2.29)
I

p—00 (p) €

ise (2.14) denklemi salimimsiz bir ¢oziime sahiptir (Ladde et al. 1984).

15
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3. MATERYAL VE METOT

Bu kisimda birinci mertebeden monoton olmoyan sabit katsayili ve degisken katsayili

gecikmeli diferensiyel denklemlerin salinimlilig ile ilgili sonuglart inceleyecegiz.

3.1. Birinci Mertebeden Sabit Katsayili Gecikmeli Diferensiyel Denklemlerin Salinim-

hihg:

Asagidaki gecikmeli diferensiyel denklemini ele alalim,

K (p) +1(t)k(h(p) =0, (3.1

burada,

p(p) =maxh(s), p=>0. (3.2)

s<p

Acikcast, (1 (p) azalmayandir ve tim p > 0 i¢in i (p) < h (p) olur.

Braverman ve Karpuz (2011) tarafindan asagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 3.16. Eger

P #(p)
lim sup/ [ (u) exp / [(v)dv pdu>1 (3.3)
p=oo Ju(p) h(u)

ise (3.1) denkleminin tiim ¢oziimii saltmimlidir (Braverman and Karpuz 2011).

Ispat Kabul edelim ki & (p) (3.1) denkleminin pozitif bir ¢oziimii olsun. O zaman tiim
p > p1 icin k(p), k(u(p)), k(h(p)) > 0 olacak sekilde p; > po vardir. (3.1)’den
k' (p) < 0 oldugunu gorebiliriz, o zaman k (p) azalandir. O zaman k (p) < k (u(p))
esitsizligni elde ederiz.

(3.1) denkleminden ve k (p)’nin artmayan oldugundan dolay1 asagidaki esitsizligi elde

ederiz.

K'(p) + 1(p)k(p) < 0. (3.4)

16
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(3.4)’yi k (p)’ye boliip, h (u)’dan p (p)’ye integral alalim,

K'(p) + U(p)k(p)

k) < 0, p=p,
o (i +r0)ee < o
In (k (s)) [1) + h:fj)us)ds < 0
olur. Buradan,
()« [ <o
(H8) = [ e
foy = e (L o)

Buradan,
w(p)
B(h (u) > k (1 (p)) exp ( / (s) ds)

Gronwall esitsizligini elde ederiz.

Denklem (3.1)’den p (p)’den p’ye integral alalim.

0 = /“p k’(u)du+/p [(u) k (h (u) du,

(p) u(p)

Buldugumuz (3.5) esitsizligini kullanirsak,

u(p)
K(h () > k (1 (p)) exp ( / () ds) |

(u)

O zaman,

(3.5
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Son durumda elde ettigimiz denklemde % fonksiyonu pozitif, parantezin i¢ide pozitif, son
buldugumuz esitlik pozitif; bu da bir ¢eligkidir. Kabuliimiiz yanlistir, o zaman (3.3) kosulu

saglanirsa denklem (3.1)’in tiim ¢oziimleri salinimlidir. O

Ayni ¢alismada asagida bir 6rnege yer verilmistir.

Ornek 3.17. Asagidaki gecikmeli diferensiyel denklemini goz oniine alalim,

1
K (p)+-k(h(p) =0, p=0, (3.6)
Burada h (p),
p—1, p € [3n,3n + 1],
hip) =% —3p+(12n+3), peBn+1,3n+2],

5p — (12n + 13), p € [3n+2,3n+ 3].

Verilen simirlari,

integralini inceleyelim,

/3" 1du Uz, 3n 3n-—1 1

3n_1 € el e e e

/%“1 Uigpr  Sn+1 3n 1

—du —= —_ In :———:—7

3 e e e e
nr U s, n+2 3In—-3 5
/ = s = - =2,
3 e e e e
/ du Uz dn+3 3n+2 1
3nio € et e e

O zaman,

Pl 1
liminf/ —du = —,
p—00 h(p) (& e

saltmimli olup olmadigi hakkinda yorum yapamiyoruz.

p(p) =maxh(s), p=>0,

s<p

Bu esitligi kullanirsak; o zaman i (p) fonksiyonunu yazalim.

p—1, t € [3n,3n+1],
w(p) = 3n, te[3n+1,3n+2.6],
5p — (12n + 13), t €[3n+2.6,3n+ 3.

18
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Verilen simirlari,

integralini inceleyelim.

o Lo _ U, _3n 3n—1 1
[t = ==
[ < e ol w0
an € e e e e
/3"+2-61du _ Uipgpgeg_ 9n 26 3n 26
I e e e e e’
3”Jr?’ld U igpy 343 3n+2 1
/3n+2 M T T T T T T

O zaman,
P 2.6
limsup/ —du=— < 1.
o

p—r00 () © €

Salinimlr olup olmadig hakkinda yorum yapamiyoruz.

P 1(p)
lim sup/ [ (u)exp / [(v)dv pdu > 1.
p=oo S p(p) h(u)
O zaman,

3n+3 1 1(3n+3) 1 3n+3 1 3n+2 1
/ —exp / —dv pdu = / —exp {/ —dv} du,
u(3n+3) € h(u) e 3n+2 € 5u—(12n+13) €
1 5}
= = - —1
(e {2h ).

1.059 > 1.

I

Denklem (3.6) min tiim ¢oziimleri salimimlidir (Braverman and Karpuz 2011).
Dix J. P. ve Dix J. D. (2016) tarafindan asagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 3.18. Eger

P p(u) 1
lim inf/ [ (u) exp / [(v)dv pdu> — 3.7
Pree Jup) h(u) €

ise (3.1) denkleminin tiim ¢oziimii salvmumlidir (Dix J. P. and Dix J. D. 2016, Chatzarakis
and Ocalan 2016).
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Ispat Kabul edelim ki & (p) (3.1) denkleminin pozitif bir ¢6ziimii olsun. O zaman tiim
p > p icin k(p), k(u(p)), k(h(p)) > 0 olacak sekilde p; > po vardir. (3.1)’den
k' (p) < 0 oldugunu gorebiliriz, o zaman k (p) azalandir. O zaman k (p) < k (u(p))
esitsizligni elde ederiz.

(3.1) denkleminden ve & (p)’nin artmayan oldugundan dolay1 asagidaki esitsizligi elde

ederiz.
K'(p) + U(p)k(p) < 0. (3.8)

(3.8)’yi k (p)’ye boliip, h (u)’dan p (p)’ye integral alalim,

K (p) + 1(p)k(p)
k (p) -

[ (5 1) <

07 prl?

w(p)
(k) 1+ [ 1o <0
olur. Buradan,
k(1 (p)) >
! (k(h(u)))*/hw) (s)ds= 0,
k(h(u)) w(p)
ln(km(p))) z /,M Ho)ds,

w(p)
k(h(w) > k(u(p)) exp ( / z<s>ds).

(w)

Gronwall esitsizligini elde ederiz. (3.1) denkleminde Gronwall esitsizligini kullanirsak,

n(p)
0>k (p)+1(p)k(1u(p))exp (/h( ) L(r) dr) : (3.9)

(3.9) esitsizligini k (p)’ye boliip, p (p)’den p’ye integral alirsak,

K (p) k(1 (p)) Hw
0 > () +1(t) k() exp (/h(u) l(r)dr) :

’ kj (U) u ’ S —k <lu (S)) exX “(p) T T S
o= [ e [, p</h<u>l“d>d’

k(p) g k(p(s)) hw
0>1In (k . (p))) + /#(p) L(s) i (s) exp (/h(u) [(r) dr) ds. (3.10)
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(3.7)’ten py > p; i¢in sabit bir « vardir,

P w(p) 1
/ [(s)exp / I(r)dr)ds>a>—-, p>ps. (3.11)
1(p) h(w) €
Acikcasi M) > 1 tiir. O zaman (3.11) esitsizligini (3.10) esitsizliginde kullanirsak,

k(s)

" (kfi@») a0

Tim « icin ae < e” esitsizligi saglanir,

o Kk (u(p))
ae < e < k(p) ,
k(1 (p))

e 2 k(p)

ack(p) < k(n(p).
Son buldugumuz esitsizligi (3.1) denkleminde kullanirsak,
K (p) + 1 (p) aek (p) < 0. (3.12)

(3.9) denkleminde Gronwall esitsizligini kullanirsak,

1(p)
0>k (p)+1(p) aek (u(p))exp (/h L(r) dr) : (3.13)

(u)

(3.9) esitsizligini & (p)’ye boliip, i (p)’den p’ye integral alirsak,

K (p) k(p(p)) ()
0= T i (pac eXp(/h(u) ur)dr),

PR, k) (Y
0 > M(p)k(u)du—l—/u(p)l(s)ae b (5) p(/h(u) l()d)d,

k(p) g k(1 (s)) u()
() o L, O Ko (/W l<r>dr> b G
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Acikcasi Bl > 1°tiir. O zaman (3.11) esitsizligini (3.14) esitsizliginde kullanirsak,

K(s)
In (%) +ea® < 0,

2 k(p(p))
s ()
ca? k(1 (p))
O Tk
Tim « i¢cin ae < e” esitsizligi saglanir,
2 _ ca o K(1(P))
(o) <™ <=y
2 k (p(p)
(ea)” < Ep)
(ca)’k(p) < k(n(p))

“ D > (ea)’ (3.15)

olur.

p* € (u(p),p) olacak sekilde dyle bir p* bulabiliriz, o zaman (3.11)’den,

[ ([ o) s

(3.9) esitsizliginden, p (p)’den p*’ye integral alirsak,

*

P 1(p)
ve / [ (s)exp / [(r)dr |ds>
w(p) h(w)
(3.16)

vo| 2
o] 2

*

P p* w(p)
E (w) du 1(s)k(p(s))ex L(r)dr ] ds 0,
/ﬂ(p) (1) +/H(p) () k (1 (5)) p(/h(u) (1) ) <

P u(p)
b = )+ [ 1)k G ()exp /h() zmdr)ds <o

n(p)
Burada integralde £’ nin azalanligini kullanirsak & (p (s))’i integralden ¢ikaralim, en kiigiik

degerini p*’da alacagindan,

u(p
k(p*) —k(p(p) +k(p (p*)) s) exp (/ ) ds < 0.
n(p)

h(u)

k (p*) > 0 oldugu i¢in k (p*)’1 ihmal edelim,

k(u(p*»/f)us)exp( ) ,
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(3.16)’y1 kullanirsak,

k(). (3.17)

(3.9) esitsizliginden, p*’dan p’ye integral alirsak,

/ppk () d“/pfl(%(u (s)) exp (/h:j)l(r) dr) ds < 0,

P w(p)
k(p)—k(p*)—i—/ l(s)k(u(s))exp(/h l(r)dr)ds < 0

P* (w)
Burada integralde k’nin azalanligini kullanirsak k(g (s))’i integralden ¢ikaralim, en kiigiik

degerini p’de alacagindan,

P 1(p)
k(p) =k (p") +/f(u(p))/ [(s)exp (/h l(?“)é”) ds <0,

p* (u)

k (p) > 0 oldugu i¢gin k (p)’yi ihmal edelim.

P n(p) 2
b)) [ e (/_()Z@-(r)dr) ds < (),

(3.16)’y1 kullanirsak,

2 *
k(). (3.18)

Elde ettigimiz (3.17) ve (3.18) esitsizliklerini kullanirsak,

F@) < kGO, ku®) < k),
Ful) < ZEw. 2keen s (2) ko).
ke < (2) k0,
Fe@) _(2Y
R (a> . (3.19)
(3.15) esitsizligi ve (3.19) esitsizliginden,
(ae)’ < (2) . (3.20)
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yeterince bilyiik bir b sayis1 secerek asagidaki esitsizligi elde edebiliriz

(ae)’ > (g)z

ea > 1 oldugundan bu miimkiindiir, dolayisiyla (3.20) ile ¢elisir. O zaman (3.1) den-

kleminin tiim ¢6ziimleri salinimlidir. U

Ayni ¢alismada asagida bir 6rnege yer verilmistir.

Ornek 3.19.
10

1le

birinci mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel denklemini ele alalim. Burada

K (p)+—k(h(p)=0, p=>0

p—1, p € [3n,3n + 1],
h(p) =< —3p+12t+3, pe3n+1,3n+2], teN,
5p — 12t — 13, pEBn+23n+3|.

seklinde tamimlanmustir. pu (p) = m<axh (s) kullanirsak
SSPp

p—1, p € [3n,3n+ 1],
p(p) = maxh (s) = 3t, peBn+1,3n+2], teNo
5p—12t—13,  p€[3n+2,3n+3].

olur. g : Ry — [0, 00) olmak iizere

P ()
g(p)z/()l(s)exp </h() l(r)dr) ds

Sfonksiyonunu tanimlanmuig olsun. Verilen g fonksiyonu en kiiciik degerini p = 3t nok-

3t w(3t)
Jmin = / [(s)exp / [(r)dr)ds

1(3t) h(u)
10 3t 10 3t—1

= — exp —/ dr | ds
11e Jq_4 11e J,_4
10 [ 10

= — exp | — (3t — s) | ds
1le /3,1 11e

10
= exp Tle —1

= 0,397151967

tasinda alir. Yani
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olur ve

P 1(p) 1
lim inf/ [(s)exp / L(r)drpds=0,397151967 > —
Iz h €

P70 Ju(p) (w)

oldugundan Teorem 3.2 nin tiim kosullart saglamr. Boylece ornegimizdeki denkleminin
tiim ¢oziimleri salmimli olur.

Diger yandan,

» »
liminf/ [(s)ds = liminf/ ﬂals _ 10 < !
w p

=0 f i) p—oo f 4 1le 1le e

elde edilir. Onceki elde ettigimiz Teorem 2.8 kosulu saglanmaz. O zaman burada gézlem-
lerizki Teorem 3.2 de elde ettigimiz sonu¢ daha iyi bir sonctur (Chatzarakis and Ocalan

2016).

3.2. Birinci Mertebeden Degisken Katsayih Gecikmeli Diferensiyel Denklemlerin

Salinimhihg

Asagidaki gecikmeli diferensiyel denklemini ele alalim;
K (p)+Y Lip) k(i (p) =0, p=po. (3.21)
i=1

Burada p; : [pg,0) = R, i =1,2,....,m ve p>pg igin pu;(p) <p ve lim p;(p) =
p—00
00.l; (p) > 0 vel; (p) siirekli fonksiyondur.

Fonksiyonlar1 tanimliyalim,

fio (p) = max p; (p),  1(p) = max po(s).

1<i<n Po<s<p

n azalmayandir, o zaman p; (p) < o (p) < n(p) < p oldugunu goriiriiz, ve

lim po (p) =00,  lim 5 (p) = cc.

p—0o0 p—o0

Dix J. P. ve Dix J. D. (2016) tarafindan asagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 3.20. Eger

p " n(s) "
lim sup / I; (s) exp ( / RAG! dr) ds > 1 (3.22)
n 1 Hi(s) j=1

p—o0 P) =

ise (3.21)’nin tiim ¢oziimleri salimumlidir (Dix J. P. and Dix J. D. 2016).
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Ispat Kabul edelim ki & (p) (3.21) denkleminin pozitif bir ¢oziimii olsun. O zaman tiim
p > po igin k(p), k(u; (p)) > 0 olacak sekilde py > p; vardir. (3.21)’den £’ (p) < 0
oldugunu gorebiliriz, 0 zaman k (p) artmayandir. O zaman k (p) < k (u; (p)) esitsizligni
elde ederiz.

(3.21) denkleminden ve k (p)’nin artmayan oldugundan dolay: asagidaki esitsizligi elde

ederiz.
K (p)+> Li(p)k(p) <0. (3.23)
i=1

(3.23)’1i k (p)’ye boliip, 1; (p)’den 7 (p)’ye integral alalim

< 07 2 )
k(p) = P = bo
n(p) 1./ n(p) ™
/ k(u)du+/ L(w)du < 0,
wi(p) k(u> i(P) =1
n(p) ™
ln(ko7 (p)) ) +/ Li(u)du < 0
k (i (p)) wip) i

olur. Buradan

o~ =
= E
SIS
=
V4
(@]

I
o
\
. 3

=
M=
N——

n(p) "
Eu () > ) exp ( / )

Gronwall esitsizligini elde ederiz.

(3.23) denkleminden 7 (p)’den p’ye integral alalim,

pk:'udu ’ nliuki du = 0,
/n@) (u) +/n(p);‘ (u)k (1 ()

k) - k) + [ D k@) du = 0.

n(p) i=1

Yukarida buldugumuz Gronwall esitsizligi kullanirsak,

n(p) ”
Eu () > k (n(p)) exp ( / ) 7
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0 zaman,

p N n(p)
k(p)—k(n(p))+/ > Lk (n exp(/ Zl dv)du < 0,

=1

b =)+ ko) [ St exp</”(p) n )du <o
s ()]

Son durumda elde ettigimiz denklemde & fonksiyonu pozitif, parantezin i¢ide pozitif, son
buldugumuz esitlik pozitif; bu da bir celigkidir. Kabuliimiiz yanlistir, o zaman (3.22)

kosulu saglanirsa denklem (3.21)’in tiim ¢oziimleri salinimlidr. U

Dix J. P. ve Dix J. D. (2016) tarafindan asagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 3.21. Eger

p " n(s) 2 1
lim inf/ Zli (s)exp </ le (r) dr) ds > —, (3.24)
P70 JInp) 4y i(8) j=1 €

ise, (3.21) denkleminin tiim ¢oziimii salimumlidir (Dix J. P. and Dix J. D. 2016).

Ispat Kabul edelim ki & (p) (3.21) denkleminin pozitif bir ¢oziimii olsun. O zaman tiim
p > po igin k(p), k(u; (p)) > 0 olacak sekilde py > p; vardir. (3.21)’den £’ (p) < 0
oldugunu gorebiliriz, o zaman k (p) artmayandir. O zaman k (p) < k (p; (p)) esitsizligni
elde ederiz.

(3.21) denkleminden ve k (p)’nin artmayan oldugundan dolay1 asagidaki esitsizligi elde

ederiz.

"(p)+ > L) k(p) <0. (3.25)
=1

(3.25)’i k (p)’ye boliip, y; (p)’den n (p)’ye integral alalim

— < 0, p=po,
k(p) - =
n(p) L/ n(p) "
/ (u>du—|—/ Li(u)du < 0,
wi(p) k(u) zp) i=1
m (p p>
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olur. Buradan,

K (s (p)) ") n
1“<K<n<p>>) - /
k(i () " SN
Enw) - O </m<p>;ll( & )

n(p)
k(i (p)) = k(n(p))exp </( | Zli(u)du>

Gronwall esitsizligini elde ederiz. (3.21) denkleminde Gronwall esitsizligini kullanirsak,
n(p) "
0>k (p)+ Zz ) exp / . (3.26)
i(p) =
(3.26) esitsizligini k (p)’ye boliip, 1 (p)’den p’ye integral alirsak,

k! n n(p) n
0 > kéﬁ;%—gl@) exp(/ ),

=1 17’]1

Pk (u) p ‘ k(n(s) n(s) VA
b= /n(p>k(“)du+/n(p>;ll(s) k(s) exp ([Li(s)z;l]( )d)d’

k(p) ) /” r k(n(s)) RN
0>1In <— + Li (s) exp / Li(r)ydr | ds. (3.27)
k(n(p)) n(p) ZZ1 s) wi(s) ]Zl !
(3.24)’den ps > p; i¢in sabit bir « vardir,

1
/ Zl s) exp (/ >d52a>—, D > po. (3.28)
i(s) €

E(p(s))
Ck(s)

Acikcasi > 1’tiir. O zaman (3.28) esitsizligini (3.27) esitsizliginde kullanirsak,

“(kfn(@i))) =0

Tim « i¢cin ae < e” esitsizligi saglanir,

ae < e* <

ace

aek (p) < k(n(p)).

IN




MATERYAL VE METOT K. AKBULUT

Son buldugumuz esitsizligi (3.21)’de kullanirsak,
) + Z i (p) aek (p) < 0. (3.29)

Yukaridaki yaptigimiz islemleri tekrarlarsak. (3.29) esitsizliginde Gronwall esitsizligini
kullanirsak,
0>k (p +Zl ) ek (n eXp(/

Bu esitsizligi k (p)’ye boliip, 1 (p)’den p’ye integral alirsak,

0 > _p+21 exp(/n(pil )

k (p)

Pk (u)
02/ ud—l—/ Zl ep(/m )ds,
(s) ™
0>ln (k >+ae/ Zz exp(/n Zz dr)ds (3.30)

k(pu(s)) > 1’tiir. O zaman (3.28) esitsizligini (3.30) esitsizliginde kullanirsak,

TR
(o) e =

6042

Acikcasi

VAN

=2

S /N
™

S =z
Sy
S~—

S~—
~

®
s
Q
IA

Tim a i¢in ae < e® esitsizligi saglanir,

k(n(p)) > (ea)b (3.31)

olur.

p* € (n(p),p) olacak sekilde dyle bir p* bulabiliriz, (3.28)’den,

p* np) " a
/n(p) l; (p) exp /ﬂ.(p) le (r)dr | ds > 5 ve
i j=1
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P n(p) ™
/ l; (p) exp E lj(r)dr | ds >
p* i(p) j=1

(3.26) esitsizliginden, 1 (p)’den p*’ye integral alirsak,

/ CM/ b (/ >d8 <o
k(p*) — +/77 k(n )exp(Aj(;))ZIZ()dr>ds

burada integralde £’ nin azalanligini kullanirsak %(7(s))’i integralden ¢ikaralim, en kiigiik

(3.32)

vo] 2

IA

0,

degerini p*’da alacagindan,

p* n(p) ™
k(p®) =k (p)+k@n (p*))/ li (p) exp (/ G d?“) ds <0,

n(p) i(p) =

k (p*) > 0 oldugu i¢in k (p*)’yi ihmal edelim,

n(p) "
k(7)) / ?) o ( / ) ds < k(0 (p)),

(3.32)’yi kullanirsak,

2
EG1 (7)< =k () (0) (333)
elde ederiz.

n(p) ™
0>k (p)+k(n(p)l(p)exp ( > L) dr’) :

Bu son esitsizlikten, p*’dan p’ye integral alirsak,

P P n(p)
/*k:’(u)du—l—/*k‘(n(s))lﬂp)exp(/’()le(r)dr>ds < 0,

P n(p)
k(p)—k’(p*)Jr/*k(n(S))li(p)exp(/v()le(r)dT)ds < 0

burada integralde &’nin azalanligini kullanirsak k(n(s))’1 integralden ¢ikaralim, en kiigiik

degerini p’de alacagindan,

P n(p)
ko) =)+ B ) [ ) ex (/ szdr) ds <0,

p* i(p) j=
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k (p) > 0 oldugu i¢in k (p)’yi ihmal edelim,

P n(p) "
/f(n(p))/* li (p) exp (/( ) le (T)dr) ds < k(p"),

(3.32)’yi kullanirsak,

2k (),

2k (1)),

«

IN

IN

yeterince biiyiik bir b sayis1 secerek asagidaki esitsizligi elde edebiliriz

(ae)’ > (%)2

(3.34)

(3.35)

(3.36)

ea > 1 oldugundan bu miimkiindiir, dolayisiyla (3.36) ile celisir. O zaman (3.21) den-

kleminin tiim ¢6ziimleri salinimlidir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez caligmasinda monoton olmayan gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin

salimimlilig1 i¢in bazi sonuglari elde ettik.

Asagidaki diferensiyel denklemi ele alalim

K (p) +U(p)k(d(p))) = 0. (4.1)

Burada,

o € C(Ry,Ry), Ry =[0,00), d(p) <p, limé(p)=o00, p(p)=maxd(s)

p—r00 s<p

ve i (p) azalmayan olmak iizere.

Eger
P 1
liminf/ [(s)ds > —
“w

P70 Ju(p) €

ise (4.1) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli oldugu elde edilmistir.

Eger
p

limsup/ [(s)ds>1
o

pP—00 (»)

ise (4.1) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salintmli oldugu elde edilmistir.

Eger
P 1
limsup/ [(s)ds < —
I

p—00 (p) €

ise (4.1) denklemi salinimsiz bir ¢6ziime sahip oldugu elde edilmistir.

Asagidaki diferensiyel denklemi ele alalim

K (p) +1(p)k (h(p)) =0. (4.2)
Burada
I(p) >0, h(pp)<p, p>0, limh(p)=o0
p—r00
\~

p(p) =maxh(s), p=>0
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olmak tizere.

Eger

P 1(p)
lim sup/ [ (u)exp / [(v)dvpdu>1
p=oo Ju(p) h(u)

ise denklem (4.2)’nin tiim ¢éziimlerinin salinmimli oldugu elde edilmistir.

P #(p) 1
lim inf/ [ (u) exp / [(v)dv pdu> -
PmroeJ u(p) h(u) ¢

ise denklem (4.2)’nin tiim ¢oziimlerinin salinimli oldugu elde edilmistir.

Eger

Gecikmeli diferensiyel denklemini ele alalim;
")+ > li(p) k(i (0) =0, p=>po (4.3)

Burada y; : [pg,00) = R, i =1,2,....,m ve p > py igin p; (p) <p ve lim p;(p) =
p—00
00.l; (p) > 0 vel; (p) stirekli fonksiyondur.

Fonksiyonlar1 tanimliyalim,

o (p) = max p; (p),  n(p) = max pyg(s).

1<i<n po<s<p

n azalmayandir, o zaman p; (p) < o (p) < n(p) < p oldugunu goriiriiz, ve

lim po (p) =00,  lim 7 (p) = oco.

p—0o0 pP—00

Eger

P n(s) ”
lim sup / s) exp / ds >1
p=oo Jn(p)

s)Jl

ise denklem (4.3) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli oldugu elde edilmistir.

n(s) ™ 1
lim inf/ s)exp / Z i (r)dr | ds > —,
p—o0 p) 1 Mi(s) = e

ise, (4.3) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli oldugu elde edilmistir.

Eger
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda monoton olmayan gecikmeli diferensiyel denklemler incelenmis ve
bu denklemlere ait salinimlilik kriterleri ele alinmigtir. Birinci mertebeden dogrusal ol-
mayan gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili yapilan onceki caligsmalarda gecikme
terimlerinin monotonlugu s6z konusuydu ancak literatiirde elde edilen yeni sonuglarla
birlikte gecikme terimlerinin monoton olma sart1 kaldirilmistir. Boylece bu tezde, elde
edilen yeni salinimlilik kriterleri ile birlikte monoton olmayan gecikmeleri iceren birinci
mertebeden dogrusal olmayan gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin salinim-

lil1g1 incelenmistir.
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