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Dicle Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallaria uygun olarak
hazirlanan bu tez ¢alismasinda yer alan tiim bilgilerin akademik kurallara ve
etik ilkelere uygun olarak elde edildigini ve sunuldugunu beyan ederim. Ayrica,
bahse konu bu kural ve ilkelerin gerektirdigi iizere, bu ¢alismada 06zgiin
olmayan tiim bilimsel icerikleri kurallara uygun bicimde alintilayip kaynak
gosterdigimi beyan ederim. Beyamimla c¢elisen herhangi bir delil bulundugu
takdirde tiim sorumlulugu iistlenecegimi kabul ederim.
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TESEKKUR
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sayin Prof. Dr. Sedat ILHAN hocama siikranlarim1 sunarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

Simge Ac¢iklama

#(Y) Y kiimesinin eleman sayisi
N Negatif olmayan tamsayilar kiimesi
Z Tamsayilar kiimesi

(X5 X5, ) {%,%,,.... x, } ile dogurulan kiime

ebob { x, y} x ile Y sayilarinin ortak bdlenlerinin en bliytigii
F(Y) Y sayisal yarigrubuna ait Frobenius sayisi
H(Y) Y sayisal yarigrubuna ait bosluklar1 kiimesi
FH(Y) Y sayisal yarigrubuna ait temel bosluklarin kiimesi
EH(Y) Y sayisal yarigrubuna ait 6zel bosluklarin kiimesi
Ap(Y,u) Y sayisal yarigrubun u ya gore Apery Kiimesi
G(Y) Y sayisal yarigrubun cinsi(genusu)

m(Y) Y sayisal yarigrubunun katlilig
n(Y) Y sayisal yarigrubuna ait belirteg sayisi

oY) Y sayisal yarigrubun tipi

T(Y) Y sayisal yarigrubuna ait kutup noktalarinin kiimesi
K(Y) Y sayisal yarigrubuna ait ileticisi (kondiiktorii)
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OZET

MUKEMMEL SAYISAL YARIGRUPLAR

ONER, Seda
Yiiksek Lisans, Matematik Bolimii
Danisman: Prof. Dr. Sedat ILHAN
Mayis 2024, 38 sayfa

Bu tez calismasinda, sayisal yarigruplarin bir alt kismi olan miikemmel sayisal
yarigruplar konusu islenmistir. Bir sayisal yarigrup ayrik bosluk igermiyorsa
mitkemmel sayisal yarigrup oldugu, miikemmel sayisal yarigruplarin biitiin alt
monoidlerinin de miikemmel oldugu gibi ¢esitli sonuglar ortaya ¢ikmustir. ilk
boliimde sayisal yarigruplarin temelini olusturan ¢esitli tanim ve teoremlerden
bahsedilmistir. Devaminda ise sayisal yarigruplarin hangi kosullarda miikemmel
sayisal yarigrup oldugu o&zellikleriyle yer almistir. Ozellikle miikemmel sayisal
yarigruplarin yapilari ve bu yarigruplarda c¢esitli teoremler iglenmistir. Miilkemmel
sayisal yarigruplardan faydalanilarak gémme boyutu 3 olan miikemmel sayisal
yarigruplarda oran verilmis ve bunlar milkemmel sayisal yarigruplarda g¢esitli teorem
ve sonuglari ortaya ¢ikarmistir.

Anahtar Kelimeler: Sayisal yarigruplar, Miikemmel sayisal yarigruplar, Frobenius
say1s1, Ayrik bosluklar, Cins, GGmme boyutu.
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ABSTRACT

PERFECT NUMERICAL SEMIGROUPS

ONER, Seda
Master's Degree, Department of Mathematics
Supervizor: Prof. Dr. Sedat ILHAN
May 2024, 38 pages

In this thesis, perfect numerical semigroups, which are a subclass of numerical
semigroups, are discussed. Some results have been obtained, such as that a numerical
semigroup is a perfect numerical semigroup if it does not contain an isolated gap, and
that all submonoids of perfect numerical semigroups are perfect. In the first chapter,
various definitions and theorems that form the basis of numerical semigroups are
mentioned. Then. The conditions under which numerical semigroups become perfect
numerical semigroups are explained. In particular, the structures of perfect numerical
semigroups and various theorems on these semigroups are discussed. By using
perfect numerical semigroups, ratios are given in perfect numerical semigroups with
embedding dimension 3, and various theorems and results have emerged in these
perfect numerical semigroups.

Keywords: Numerical semigroups, Perfect numerical semigroups, Frobenius number,
Isolated gaps, Genus, Embedding dimension
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1.GIRIS
19. yiizyilin sonlarina dogru ortaya ¢ikan sayisal yarigruplar, matematikte 6nemli bir
yere sahip olan Cebir ve Sayilar Teorisi i¢inde yer alan 6nemli bir konudur. Sayisal

yarigruplar konusu cebirde ve uygulamali matematikte ¢ok Onemli ozelliklere

sahiptir.

Sayisal yarigruplar konusu “Frobenius Problemi” olarak bilinen problemin Sylvester
tarafindan ortaya atmasiyla ¢ikmistir (Sylvester,1884). A.Brauer ve C.Arf bu alanda

daha sonra ¢alisma yapan diger bilim adamlaridir.

Sayisal yarigruplar dogal sayilarla elde edilebildiginden bazi matematiksel yapilarin
olusumunda Onemli rol oynamaktadir. Bunlar cebirsel yapilar ve modellerle
kullanilan temel araglar olup geometride, kriptografi ve kodlama teorisinde

kullanilirlar.

20. yy. ortalarinda S.S.Abhyankar, E.Kunz, J.M.Howie ve Lipman gibi bilim
insanlar1 sayisal yarigruplarin gelismesinde ve diger alanlara uygulanmasinda 6nemli
caligmalarda bulunmuslardir. Sayisal yarigruplar o6zellikle 21. yy. baslarindan
itibaren J.C.Rosales, V.Barucci ve P.A.Garcia Sanchez tarafindan yapilan bir¢cok
calisgma ile zirvedeki yerini almistir. Burada oOzellikle Arf sayisal yarigruplar,

Frobenius sayisi, simetrilik ve bosluklar kavramlar1 6nem arz etmektedir.

Sayisal yarigruplarin bir alt sinifi olan miikkemmel sayisal yarigruplar ki bunlar ayrik
boslugu bulunmayan sayisal yarigruplardir. Miilkemmel sayisal yarigruplar son
yillarda ozellikle J.C. Rosales, J.S. Harold ve Frais gibi bilim insanlar1 tarafindan

yapilan c¢alismalarla da daha ilgi ¢ekici hale gelmistir.

Ortaya ¢ikan bu calismamiz bes bolimden meydana gelmistir. Giris boliimiinde

Frobenius problemi, sayisal yarigruplar ve bunlarin uygulamalarinda bahsedilmistir.

Onceki ¢alismalar boliimiinde tezi yazarken yararlandigimiz calismalardan ve bu

caligmalardan elde edilen sonuglardan s6z edilmistir.

Materyal ve metot boliimiinde tez yazimi boyunca faydalandigimiz tanimlara ve

teoremlere yer verilmistir.



Arastirma bulgulart bolimiinde miikemmel sayisal yarigruplar hakkinda bilinen

tanim ve teoremler toparlanmigtir.

Son boliim olan tartisma ve sonug¢ boliimiinde ise ¢alismamizla ilgili sonuglar igin

Oneriler yer almaktadir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Sayisal yarigruplar ifadesi ilk olarak 19. ylizyilin sonlarinda basta Frobenius ve

Sylvester olmak iizere bircok matematik¢inin dikkatini ¢ekmistir. Sylvester,
a.a,,y,.y, €N ve ebob y,y, =1 1i¢in, ay +a,y,=k bi¢ciminde ifade

edilemeyen en biyiikk k sayisinin nasil bulunacagini ortaya koymustur (Sylvester,

1884). Brauer ise ¢alismalarinda Frobenius problemini ele almistir (Brauer, 1942).

Sayisal yarigruplar matematigin birgok alaninda kullanilmaktadir. Son zamanlarda
sayisal yarigruplar ifadesi; Cebir, Cebirsel Geometri, Topoloji ve Diferansiyel
Geometri gibi alanlarda daha genis uygulamalara yardimci olmustur. Local,
Noteherian Local, Gorenstein ve Arf halkalarinin bilhassa belli basli kosullarda
sayisal yarigruplar acisindan karakterize edilebildigini gorebiliriz (Abhyeankar,
1967; Barucci vd., 1997; Bertin ve Carbonne, 1977; Brown ve Curtis, 1991; Kunz,
1970; Sally,1979).

Arf sayisal yarigruplar, Cahit Arf’in cebirsel egrilerde katli noktalar tizerine yapmis
oldugu bir ¢alismadan sonra olusmustur (Arf, 1949). Lipman ise, Arf’in yaptig
calismalardan yola ¢ikarak Arf halkalarini ¢aligmalarinda yeniden ortaya koymustur
ve halkalarin degerlerinden yola cikarak olusan sayisal yarigruplar icin de Arf

ozelliginin oldugunu gérmiistiir (Lipman, 1971).

D’anna sayisal yarigruplarin Arf olmasi ile tip dizisi arasindaki bagintiyr incelemistir
(D’anna, 1998). Ote yandan , Campillo ve arkadaslari, Arf sayisal yarigruplari
konusuyla cebirsel geometrik kodlarin parametreleri arasindaki iligki konusunda
caligmalar yapmislardir (Campillo vd., 2000). Ayrica, Bras-Amoros, Arf sayisal
yarigruplarda yeni bir karakterizasyonu iizerine ¢esitli aragtirmalar gergeklestirmistir

(Bras-Amoros,2003).

Rosales ve arkadaglar1 2009°da yapmis olduklar1 caligmalarinda ise “Bir sayisal
yarigruba hangi bosluklar ilave edilirse tekrar bir sayisal yarigrup meydana gelir ?”
sualine yanit bulmaya ¢alismislardir. Rosales ve arkadaslar1 diger caligmalarinda, bir
sayisal yarigrubunun Arf kapaniglarini ortaya ¢ikarmiglardir. Arf sayisal yarigrubuna
sonra ayni yarigrubun Frobenius sayisini ekleyerek daha farkli bir Arf sayisal

yarigrubu ortaya ¢ikarmislardir (Rosales vd., 2004).
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Diger taraftan, Rosales ve arkadaslarini yine 2009’da yapmis oldugu baska bir
calismasinda, Arf sayisal yarigruplarim1i ve bu sayisal yarigruplarin iireteg
sistemlerini ele almislardir (Rosales vd., 2004). Bununla birlikte, {lhan ve arkadaslar
ile Sanchez ve arkadaslar1 da Arf sayisal yarigruplar ile ilgili ¢esitli sonuglar elde

etmislerdir ( Garcia-Sanchez vd., 2017, Ilhan vd., 2017).

Sayisal yarigruplarinin bosluklar1 ve ayrik bosluklar1 da 6nem arz etmekte olup bu
konuda bazi1 c¢alismalar yapilmistir (Gilvan 2004, [lhan vd., 2016, Rosales, 2005).
Ozellikle ayrik bosluklarindan yola c¢ikarak elde edilen miikemmel sayisal
yarigruplar hakkinda da bircok ¢alismalar yapilmistir. Ornegin Frais ve arkadaslar
mitkemmel sayisal yarigruplarin temel o6zellikleri {izerinde calismalar yapmis ve
diger kavramlarla aralarinda olan iligkileri arastirmislardir (Frais vd., 2019).
Miikemmel sayisal yarigruplarin boliimleri konusunda da ¢esitli 6zellikler verilmistir
(Smith, 2021). Diger yandan Frobenius ve Pseudo-Frobenius sayisi ile miikemmel
sayisal yarigruplar arasindaki iliskiler de Moreno ve arkadaglar1 tarafindan

calisilmistir (Moreno vd., 2020).

Kathilik ve miikemmel sayisal yarigruplar arasindaki iligkileri kullanarak elde edilen
miikemmel sayisal yarigruplarin bir siifindaki sonuglari Rosales ve arkadaslari

tarafindan verilmistir.



3. MALZEME VE YONTEM

Bu boliimde, ¢alismamizin temelini meydana getiren ve tezin anlasilir olmasini

saglayacak olan esas tanimlar ve teoremler bulunmaktadir.
3.1 Malzeme

Bu yiiksek lisans tez c¢alismasinda milkemmel sayisal yarigruplar, sayisal
yarigruplarda ayrik bosluklar, milkemmel sayisal yarigruplarda oran ve bu sayisal
yarigruplarda gémme boyutlarinin ispatinda yararlanilmistir. Bu yiizden bazi
kaynaklardan ulagabildigimiz ve caligmalarimiza fayda saglayan, bircok makale ve

kitaptan materyal olarak faydalanilmistir.
3.2 Yontem

Bu tez ¢aligmasinda miikemmel sayisal yarigrup ile sayisal yarigruplarda diizenleme
yapildi. Bu diizenleme bize algoritma prosediirii elde etmemizi sagladi. Bir sayisal
yarigrupta ayrik bosluklarin olup olmadigini bularak miikemmel sayisal yarigrup

oldugunu ispat edebiliriz. Miikemmel sayisal yarigruplar ile miikkemmel monoidleri

beraber calisarak Y nin bir alt kiimesi oldugunu gosterdik. Sayisal yarigruplarin
miitkemmel kapanis1 ile miikemmel sayisal yarigruplarda maksimal gdomme boyutlu

miikemmel sayisal yarigruplar: ortaya ¢ikardik.
3.3 Temel Tanimlar

Bu kesimde, tezimizde yararlandigimiz esas tanimlara ve ehemmiyetli olan ¢esitli

teoremler ispat1 olmadan ele alinmigtir.

Tamm 3.3.1: Eger ( Y, *) cebirsel yapisinda Vk,l,meY igin (k*1)*m =k * (I *m)

ise bu cebirsel yapiya yarigrup adi verilir. Birimli bir yarigruba da monoid denir.

Tamm 3.3.2: VcYigin (Y, *) bir yarigrup olsun. O zaman Vk,leV igin

k*[ eV oluyorsa V ye Y nin alt yarigrubu seklinde ifade edilir (Howie, 1976).



Tanmm 3.3.3: C Y olacak sekilde bir ¥ sayisal yarigrubu verilsin. C yi altkiime
kabul eden Y nin alt yarigruplarinin en dar olanina C nin dogurdugu yarigrup adi
verilir. Bundan dolayi, C kiimesi de Y nin iretegler kiimesi olarak tanimlanir ve

Y=(C) bi¢iminde gosterilir. Diger yandan A <A <..<A, seklinde
Yo C={A,4,...,4,} almsa Y =(A,4,,..,4,) olarak ifade edilir ve Y soniu

iiretilmistir denir. Eger Y =A sekilde ¥ nin A c Colacak sekilde bir AcY

bulunmuyorsa C={A,4,,...,4,} kiimesi, Y nin minimal iirete¢ sistemi seklinde

tanimlanir ( Rosales vd.,1999 ).

Tamm 3.3.4: YN icin eger asagidaki kosullar saglaniyor ise Y ye sayisal

yarigrup denir.
(1) Vr,meYiginrm +m, el
2) 0eY
(3) N\Y sonlu kiimedir ( Rosales vd. , 2009).

C ile iiretilen yarigrup
< c>:{zn,.A,. :reN\ 0 ,\ €C.n, EN}
i=l

seklinde ifade edilir. Ustelik N nin her alt monoidi sonlu olarak meydana gelmistir.

Diger taraftan ¥ sadece bir tek minimal {ireteg kiimesine sahip olur (Rosales, 2009).

CcN,C #¢ i¢in #(N\<KC>) <0 < ebob(C) =1 seklindedir (Rosales, 2009).

Tamm 3.3.5: Y sayisal yangrubunu Y =(y,,y,,....y,) seklinde kabul edelim.
Burada y,’e Y nin kathiligi, n ye de Y nin gémme boyutu adi verilir ve bunlar sira
ile m(Y) ve e(Y) seklinde ifade edilir. Bu durumda e(Y) <m(Y) dir. Ozellikle

e(Y)=m(Y) ise ¥ sayisal yarigrubu maksimal gdmme boyutudur ( yani MED tir)
seklinde ifade edilir.



Tanmm 3.3.6: ¥ sayisal yarigrubunda bulunmayan en biiyiik F(Y)e Zsayisina Y

nin Frobenius sayist denir. Yani, F(Y) = max{x € Z:x ¢ Y} seklinde gosterilir
( Froberg vd., 1987).

Teorem 3.3.7: Y = (l,, l,) sayisal yarigrubunda F(Y) = [;.1l, — [; — [, seklindedir
(Rosales, 1996 ).

Teorem 3.3.8: y > 2 bigiminde olan bir ¢ift tamsay1 ve ¥ =(y, y+2,2y+1) sayisal

2

yarigrubu olarak gosterilsin. O zaman F(Y) = y7 +y—1 bi¢imindedir ( Ilhan, 2006).

Ornek 3.3.9: Y= <6,8,13> sayisal yarigrubunun Frobenius sayisi,

FY)= % + 6 —1=23 olarak bulunur.

Teorem 3.3.10: Y =(y,,y,, ;) saysal yarigrubunda 2<y, <y, <y, olmak iizere,

il -1 ., .
ceN igin; 2<c<y‘T+lveyl—c<ﬁ< y, —c+1 verilsin. O zaman

2

v, =1l(mod y,) ve y, =y, —c+1(mod y,) olmak iizere,

FY)=(c-2)y,+y;—y

seklindedir (Curtis, 1990).

Tamim 3.3.11: Y bir sayisal yarigrupta
n(v)=#({0,1,2,...F (¥Y)} "Y)

sayisina Y nin belirte¢ sayist adi verilir.



Not 3.3.12: Y nin Frobenius ve belirte¢ sayisi sirasiyla F(Y) ve n(Y) olsun,
Y = {0 = Yoo Viseros Vuis Vo = F (Y) +1,—> } bi¢iminde gosterilsin. Burada y, <y,
ve “—7, VweZ igin F(Y)+1 <w ve weY sayisindan daha biiyiik olan her bir

tamsaymnin Y ye ait oldugu ortaya ¢ikar (D’anna,1998).

Ornek 3.3.13: Teorem 3.3.10da y, =7,y, =8 ve y, =33 seklinde secersek
Y:<7,8,33>:{0,7,8,14,15,16,21, 22,23,24,28,29,30,31,32,33, 35,—)...} sayisal yarigrubunu elde

ederiz. Burada F(Y)=34 dir. Ustelk 2<7<8<33i¢in 2<c<4 olup ¢=3
. 33
bulunur. Diger taraftan, 4< = <5, 8=1(mod7) ve 33=5(mod7) bulunur. Bu

durumda F (Y ) = (3—2) 8 + 33 — 7 = 34 seklinde elde edilir.

Tamm 3.3.14 : Y bir sayisal yarigrup ve F(Y) ise Y nin Frobenius sayisi olarak
kabul edilsin. Eger VI e Z\Y i¢inF(Y)—I Y oluyorsa Y simetrik sayisal yarigrup

olarak adlandirilir. Diger taraftan ¥ =(y,, y, ) simetriktir (Rosales vd., 2002).

Ornek 3.3.15: Ornek 3.3.9 te verilen
Y =(6,8,13)={0,,6,8,12,13,14,18,19,20,21,22,24,— ...} sayisal yarigrubunda

F(Y) =23tiir. Ote yandan VI e Z\Y i¢in F(Y)—I=23—1eY oldugundan Y

simetrik bir sayisal yarigruptur.

Ornek 3.3.16 : Y =(5,6,7)={0,5,6,7,10,—,..} sayisal yarigrubunda Frobenius

sayist ise F(Y)=9 olur. Fakat 1eZ\Y i¢in 9—1=8¢Y oldugundan Y sayisal

yarigrubu simetrik degildir.

Tamm 3.3.17: Y sayisal yanigrubunda F(Y) iftise. xe N\Y ve F(Y)-xeY

seklinde bir tek y=F(Y)/2 var ise Y saywsal yarigrubu pseudo- simetriktir

seklinde ifade edilir.



Ornek 3.3.18 : Y=<5,6,13>:{0,5,6,10,11,12,13,15,—),...}saylsal yarigrubunda

Frobenius sayisi, F(Y)=14¢ift sayidir. Bununla birlikte. x=T7eN \Y ve
. F(Y) y
F(Y)-x=14-7=7¢Y olacak sekilde x=7= — oldugundan Y pseudo-

simetrik sayisal yarigruptur.

Tanmm 3.3.19: ¥ sayisal yarigubunda eger x € N\Y i¢in F(Y)-x¢Yise x ‘e ¥

nin kutup noktasi ad1 verilir. Y nin kutup noktalari
T(Y)={xeZ\r: F(Y)-xeY|
ile gosterilir.

Ornek 3.3.20: Ornek 3.3.16 da verilen Y =(5,6,7)={0,5,6,7,10,>,...} sayisal
yarigrubunu ele alalim. Burada F(Y)=9 olup Y nin kutup noktalarmin kiimesi

T(Y)= {x eZ\Y: 9—x¢ Y} ={1,8} seklinde olur.

Teorem 3.3.21 : Y bir sayisal yarigrup olmak iizere, Y sayisal grubunun simetrik

olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul 7(Y) =& dir ( Madero vd., 2005).

Tamim 3.3.22: Y bir sayisal yarigrup olmak iizere, N\Y kiimesinin elemanlarina Y

nin bosluklari (gaps) seklinde ifade edilir. ¥ sayisal yarigrubunun tiim bogluklarinin

kiimeside H (Y) ile gosterilir. Buradan,
H(Y)z{xeN: xeY}
seklinde gosterilir.

Tamim 3.3.23: Y bir sayisal yarigrup , H(Y) ise Y nin bosluklarinin kiimesi olarak
ifade edilsin. Sayet u € H(Y) i¢in 2u,3u €Y oluyor ise U elemani i¢in ¥ nin temel
boslugu seklinde ifade edilir. ¥ nin temel bosluklarinin kiimesi FH (Y) ile ifade

edilir.



Bundan dolayz,

FH(Y)={ueH(Y):2u,3u €Y} seklinde yazilir.

Tamim 3.3.24: Y sayisal yarigrubu icerisinde yer alan her 6 € Y\{O} icin

u+05eY bigiminde xeN\Y varise 4, Y nin dzel boslugu seklindedir ifade
edilir. Y sayisal yarigrubunun tiim 6zel bosluklarinin kiimesi ise EH (Y) ile ifade

edilir. Bu durumda,

EH(Y)={,ueN\Y:2,ueY,,u+5eY, ‘v’5eY\{O} }

seklinde gosterilir.

Ornek 3.3.25: Y = (4,5,7) = {O, 4, 5,7,—),...} sayisal yarigrubunu goz Oniine alalim.
Burada F(Y)=6 olup Y nin bosluklarinin kiimesi
HY)= {x eN:xgY } = {1, 2,3, 6} seklinde g¢ikar. Ayrica Y nin temel bosluklarinin

ve 0zel bosluklarin kiimesi sira ile asagidaki gibi olur:
FHY)={ueH(®Y):2u,3ueY}={6} ve

EH(Y):{yeN\Y:2er,,u+5eY, V5GY\{O} }:{6}.

Tanim 3.3.26: Y bir sayisal yarigrup ve u Y \ {O} olsun,

Ap(You)={veY: v_ugY)
kiimesi de Y nin u ya gore Apery kiimesi seklinde ifade edilir.
Burada

#Ap(Y.u))=u ve F(Y)=max(Ap(Y.u))-u

oldugu goriiliir.
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Ornek 3.3.27: Y =(3,5)={0,3,5,6,8,—...} sayisal yarigrubunu ele alalim. O
zaman Ap(Y,3)={0,5,10} olup #(Ap(Y,3))=3ve

F(Y)=max(Ap(Y,3))-3=10-3=7 cikar.

Not 3.3.28: Y= {0: Vs Viseres Yots Yy = F(Y)+1,—>...} sayisal yarigrubunda Y, ve
Y (i) kiimelerini asagidaki sekilde tanimlayalim: i =0,1,2,...,n(Y)=n igin
Y, ={6eY:6>y,}
ve
Y(i)={ueN:u+Y,cY}.
Bu durumda
Y,CY,, c..cY,cY,=Y=Y(O)cY(1)c..c¥(n-1)c¥(n)=N
zinciri olusur (D’anna,1998).

Tamm 3.3.29: Y = {0 = Vs Visewos Yyts Vy = F(Y)+1,—>...} sayisal yarigrubunda

r=7(Y)= #(Y(l)\Y) sayisina Y nin fipi denir.

Tamm 3.3.30: Y ={0=y,.y,.... ¥,,. ¥, = F(Y)+1— ...} nin Frobenius ve belirteg
sayist  swrast  ile  F(Y) ve n(Y) oolsun, 1<i<n(Y) igin
r,=7,(Y)= #(Y(i)\Y(i —1)) sayilarindan faydalanilarak { r,,rz,...,rn(y)} yi buluruz

ki buna Y nin tip dizisi denir.

Burada,

2<a<n(Y) iler 27,21

seklinde tanimlanir. Bunun yaninda, simetrik ve pseudo simetrik sayisal

yarigrubunda tip dizileri sirasi ile {1,1,...,1} ve {2,1,1,...,1} olur (D’anna,1998).

11



Bununla birlikte, “Y simetrik sayisal yarigruptur <>7(Y)=1 dir “seklinde ifade

edilir.

Tamm 3.3.31: Y sayisal yarigrup olmak fizere, G(Y):#(N\Y) ifadesine Y nin

cinsi (genus) denir.

Tanmm 3.3.32: Y sayisal yarigrubunda K =F (Y)+1 esitligi saglayan K sayisina

da Y nin ileticisi (kondiiktorii) denir.
Tamm 3.3.33: Y sayisal yarigrubu verilsin.Burada,
N(Y)={xeY: x<F(Y) |
kiimesi de Y nin minimal temsilcilerinin kiimesi seklinde ifade edilir. Bunun yaninda
#(H(Y))+#(N(Y))=F(Y)+1
esitligi ortaya gikar. Ustelik , v e N(Y) olmak iizere,
F(Y)-veH(Y)

olacagindan dolay1

#(1 (7)) 2 #(N (1))

seklinde olur ( Rosales,2008). Bunun yaninda , n(Y)= #(N (Y)) ifadesinin oldugu

aciktir.

Ornek 3.3.34: Y=<5,7,8>={O,5,7,8,10,12,—>...} olsun. Bunun iizerine
F(Y)=11, n(Y)z#({O,5,7,8,10})=5, m¥)=5 , e¥)=3 ve Y saysal

yarigrubunun ileticisi K (¥)=12 olur.

Diger taraftan, Y sayisal yarigrubunda bosluklar ve temel bogluklar kiimesi ile cinsi

sirasti ile;
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H(Y)={xeN:xer}={1,234,6911},

FH(Y)={ueH(Y):2u,3ueY}={4,6,9,11}
ve
G(Y)=#(H(Y))=17
olur. Ote yandan e(Y) = m(Y) oldugundan Y sayisal yarigrubu MED degildir.
Y sayisal yarigrubunun kutup noktasinin kiimesi ise,
T(Y)={ueZ\r: 11-ugy}={2,9}

bigiminde bulunur. Bunun yaninda, 7(Y) # & olacagindan Y sayisal yarigrubununda
simetrik olmadig1 goriiliir. Ayrica Y pseudo simetrik olmaz. Ciinkii 7 (Y) =11

tektir. Ap(Y,7)={yeY: y-7eY}={0,58,10,13,16,18}

ve N(Y)={xeY: x<11}={0,5,7,8,10} seklindedir. Yani n(Y)=#WN(¥)) =5

olur.

Sonug olarak Y sayisal yarigrubunda tip dizisi de agsagidaki gibi bulunur:

Y, ={xeY:x25}={57,8,10,12,— ..}
ve
Y(1)={xeN: x+Y,cY}={0,5,6,7.8,—...}
olup,
Ynin tipi
o =r(Y)=#(y (1)\r)=#({9,11})=2

cikar. Diger taraftan; 7, =1, 7, =2, 7, =1ve 7, =1 seklinde bulunur. Boylelikle, Y

nin tip dizisi { 2,1,2,1,1 } bicimindedir.
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Tamim 3.3.35: Y sayisal yanigrubunda VyeY \{0}i¢in x+ yeY oluyor ise

€ 7\Y elemanma Y nin pseudo Frobenius sayisi adi verilir. ¥ nin biitiin pseudo

Frobenius sayilarinin kiimesi PF(Y) ile ifade edilir. Bu durumda

PF(Y)={ueZ\Yiu+yeY,VyeY\{0}}seklinde yazilir.

Ornek 3.3.36: Y =(4,7,9,10)={0,4,7,—..}, MED sayisal yarigrubunun biitiin

pseudo Frobenius sayilarini bulalim.

Z\Y ={...,—3,-2,—1,1,2,3,5,6} olmak iizere,

PF(Y)={xeZ\Yix+yeY,VyeY\{0}}={3,5.6} ¢ikar.

Teorem 3.3.37: Y sayisal yarigrubunun simetrik sayisal yarigrup olmasi igin gerekli

ve yeterli kosul, PF(Y)={F(Y)} olmasidir (Rosales vd., 2009).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde calismamiz iki kesimden olusmaktadir. Birinci kesimde miikemmel
sayisal yarigruplar hakkinda temel bilgiler, miilkemmel sayisal yarigruplarin ayrik
bosluklarini ve bunlarin gdmme boyutlarinda elde edilen sonuglar1 verecegiz. Ikinci

boliimde ise P-semigruplari inceleyecegiz.
4.1 Miikemmel Sayisal Yarigruplar

Bu kisimda miikemmel sayisal yarigruplar iizerine temel tanim ve teoremler

verecegiz.

Tamim 4.1.1: Y sayisal yarigrup ve H(Y) ise Y nin bosluklari kiimesi olsun.
Sayet 6 € H(Y) igin 51, s +1eYoluyorsa 0 elemanina Y sayisal yarigrubunun
ayrik(izole) boslugu denir. ¥ nin biitiin ayrik noktalarinin kiimesi o(Y) ile gosterilir.

Yani o-(Y)={ 5eH(Y):5—1,5+1eY} ile ifade edilir.

Ornek 4.1.2: Y = (4,6,9)={0,4,6,8,9,10,12,— ...} sayisal yarigrubunda

HY)= {1, 2,3,5,7,11} olup ¥ nin ayrik bosluklarmimn kiimesi o(Y) = {5,7,11} ¢ikar.

Ornek 4.1.3: Y =(3,5,7)={0,3,5—...} saysal yarigrubunun ayrik bosluklarin

kiimesi o(Y) ={4} seklindedir. Ciinkii H(¥)={1,2,4} olup

4—1=3e€Y ved+1=5¢eY dir.

Ornek 4.1.4: Y =(5,8,9)={0,5,8,9,10,13,—..}  sayisal yarigrubunda
H(Y)={1,2,3,4,6,7,11,12} seklinde olup burada &—1,5+1eY olacak sekilde hi¢bir

S8 € H(Y) olamayacag i¢in o(Y) = ¢ikar.

Tamim 4.1.5: Y sayisal yarigrup olsun. Eger Y nin higbir ayrik boslugu yok ise Yani

o(Y)= ise Y ye milkemmel sayisal yarigrup denir.
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Ornek 4.1.6: Ornek 4.1.4 te verilen Y =(5,8,9) sayisal yarigrubu miikemmeldir.
Cinkii o(Y)=O dir. Fakat 6rnek 4.1.2 de verilen Y = <4, 6,9> sayisal yarigrubu

mitkemmel degildir. Ciinkii o(Y)={5,7,11} # < olur.

Teorem 4.1.7: Sayet Y bir miikemmel sayisal yarigrup ise bu durumda

F(Y)—1¢gY olur (Moreno M.A and Rosales J.C, 2020).
Ispat: Y bir sayisal yarigrup ve F(Y)onun Frobenious sayisi olsun. Eger Y =N ise

FX)-1=-2¢Yolur. Eger Y # N ise 0 zaman F(Y)eN\Y ve F(Y)+1eY olur.
Y milkemmel sayisal yarigrup oldugundan F(Y), Y nin bir ayrik boslugu olmaz.

Bu ylizden F(Y)—1¢Y olur.

Yardimci Teorem 4.1.8: Y sayisal yarigrubunda x € Z igin
xgYdir & k—xeYolacak sekilde bir k e PF(Y)elemaninin var olmasidir

(Moreno M.A and Rosales J.C, 2020).

Not 4.1.9: Y bir sayisal yarigrup ve z(¥) =1 olsun. O zaman Teorem 3.3.37 den

PF(Y)= {F(Y)}olur. Eger Y #N ise o zaman 1¢Y olup Yardimc1 Teorem 4.1.8

den F(Y)—1eY g¢ikar. Boylece Teorem 4.1.7 den Y miikemmel sayisal yarigrup

olamaz. Bu yiizden asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 4.1.10: Y sayisal yarnigrubu ve Y#N | z(¥)=1 olsun, buradan Y

miikemmel bir sayisal yarigrup degildir (Moreno M.A and Rosales J.C, 2020).

Sonug 4.1.11: Y bir sayisal yarigrup ve e(Y)=2 verilsin. Bu durumda Y miikemmel

sayisal yarigrup olmaz (Moreno M.A and Rosales J.C, 2020).

Ornek 4.1.12: Y=<3,5>:{0,3,5, 6,8, —),} sayisal yarigrubu simetrik oldugundan
Y nin tipi 7(¥)=1 dir. Bu durumda Onerme 4.1.10 geregince Y bir miikemmel

sayisal yarigrup olmaz. Gergekten de H(Y )={1, 2,4,7} olup Y nin ayrk
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bosluklarinin kiimesi o(Y) = {4,7} #(J seklindedir. Ayrica e(Y) =2 oldugundan da

Y nin mikkemmel olmadiginin sdyleriz.

Yardimer Teorem 4.1.13: 7(Y) =2 olacak sekilde bir ¥ sayisal yarigrubu verilsin.
O zaman PF(Y)={F(Y)-1F(Y)}dir & F@)-1gY dir (Moreno M.A and

Rosales J.C, 2020).

Ispat: 7(¥Y)=2 olacak sekilde bir Y sayisal yarigrubu verilsin. Eger

PF(Y)={F(Y)—1,F(Y)}ise o zaman F(Y)—1eZ\Y olup F(¥Y)—1¢Y ¢ikar.

Tersine F(Y)—1¢Y olsun. O zaman F(Y)—-1eZ\Y ve Y #N olup 1¢Y ¢ikar.

Sonug olarak y e Y \{0}ise F(Y)—1+yeY olur.

Cinkii F(Y)—1+y>F() dir. Bdylece F(Y)—1e PF(Y)¢ikar. Ote yandan

F(Y)e PF(Y) ve z(Y)=2 oldugundan PF(Y)={F(Y)—1,F(Y)}elde edilir.

Teorem 4.1.14: Y bir sayisal yarigrup ve z(¥) =2 olmak tizere ¥ nin mikemmel
sayisal yarigrup olmasi gerekli ve yeterli kosul F(Y)—1¢Y olmasidir (Moreno M.A
and Rosales J.C, 2020).

Yardimcr Teorem 4.1.15: Y sayisal yarigrup ve e(Y) =3 olmak iizere, bu durumda

7(Y)=1 yada z(Y) =2 seklinde olur (Moreno M.A and Rosales J.C, 2020).

Onerme 4.1.16: e(Y) =3 olsun. O zaman ¥ miikemmel bir sayisal yarigruptur <>

F(Y)—1¢gY dir (Moreno M.A and Rosales J.C, 2020).

Ispat: Teorem 4.1.7 den Y miikemmel sayisal yarigrup ise F(¥Y)—1¢ Y olur.

Tersine F(Y)—-1g¢Yise o zaman F(Y)—1le PF(Y)olur. Bu durumda Yardimci
Teorem 4.1.15 ten PF(Y)= {F(Y) -1, F(Y)} olur ki bu durumda z(Y)=2 cikar.

Boylece Teorem 4.1.14 ten de Y nin miikemmel sayisal yarigrup oldugunu elde

ederiz.
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Not 4.1.17: Y bir sayisal yarigrup ve e(Y) =4 olsun. Onerme 4.1.16 nin tersi dogru
olmayabilir. Ornegin Y =(5,7,11,13)={0,5,7,10,—...} saywsal yarigrubunda
eY)=4ve FY)=9 olur. F(Y)-1=9-1=8¢Y ama 6—-1=5€Y veb6+l=7€Y

olup 6 e o(Y) cikar. Yani ¥ miikemmel sayisal yarigrup olamaz.

Onerme 4.1.18: Y bir sayisal yarigrup ve F(Y)—1gYolsun. Eger Y nin
mitkemmel tireteg sistemi U ={n,n,.....,n,}ve e(¥Y)=3 ise o zaman

ebob{n,,n,,....,n,} =1 olur (Moreno M.A and Rosales J.C, 2020).

Sonu¢ 4.1.19: Y miikemmel sayisal yarigrup ve Y nin minimal iirete¢ sistemi

U ={n,,n,,ny}olsun. O zaman n,,n, ve n, ikiser ikiser aralarinda asal olan pozitif

tam sayilardir (Moreno M.A and Rosales J.C, 2020).

Onerme 4.1.20: Eger

pl = blZ'bIS +b12'b23 +b13'b32 ’ p2 = b13'b21 +b21 'b23 +b23'b31 ve
p; =b, b, +b, b, +b,, b, sayilar ikiser ikiser aralarinda asal olacak sekilde
by, b;5,b,,,b,5, by, ve by, pozitif tam sayilar ise, 0 zaman (p,, p,, p,) gdmme boyutu

li¢ olan bir sayisal yarigruptur.

Tersine gdmme boyutu ii¢ olan ve aralarinda ikiser ikiser asal olan minimal iirete¢

sistemli her sayisal yarigrup bu formdadir. Ek olarak,

fl = _b]2'b13 _b12'b23 _b12'b31 _bl3'b21 _bl3'b32 _b21'b23 _b21'b32
PF({(p,. Dy 13)) =4 =B by, —byy by + b, b3y, +8,by by +b, b by +
2b,by, by, + b, by, by, +b, by by, +b;.05. b5, + by, by sy, f, = f + BBy by, — by, by b

12723731

seklindedir (Moreno M.A and Rosales J.C, 2020).
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Not 4.1.21: p,, p,, p, pozitif tam sayilar, Onerme 4.1.20 deki gibi olsun. O zaman

F(<p1,p2,p3>):max{fl,f2}Ve

PF(<P1,P2,P3>)={F(<pl,pz,p3>),F(<p1,pz,p3>)—|bl3.b21.b32—blz.b23.b3l|} olur.

Teorem 4.1.22: p =b,b,+b,b,,+b:b, , p,=b,b,+b,b,,+b,b, ve
p; =b,b, +b, b, +b, b, sayllarn ikiser ikiser aralarinda asal sayilar ve
|byy.by, by, — by, byy.by | =1 olacak sekilde by,,b,5,b,,,b,;,b;, ve by, pozitif tam sayilar
verilsin. O zaman (p,,p,,p,) gémme boyutu ii¢ olan bir mikemmel sayisal

yarigruptur. Ustelik gdbmme boyutu {i¢ olan her miikemmel sayisal yarigrup bu

formdadir (Moreno M.A and Rosales J.C, 2020).

Tamim 4.1.23: Y bir sayisal yarigrup ve & € Z" olsun. Bu durumda,

O~

= {k eN:0keY } kiimesine Y nin ¢ ile boliim kiimesi denir ve bu boliim kiimesi

Y yi kapsayan bir sayisal yarigruptur.

Not 4.1.24: Y bir sayisal yarigrup ve & eZ" olmak iizere, 5.Y={5.v: veY} ve

{q,—)}z{ueN :qu} kiimelerini tanimlayalim. Bu durumda bu iki kiime de

toplama islemine gore kapalidir.

Onerme 4.1.25: Y bir sayisal yangrup olmak iizere, bu durumda

K =2Y U{2F(Y)+1,—} bir saysal yarigruptur (Smith J.H,2021).

Not 4.1.26: Onerme 4.1.25 te verilen Y ve K sayisal yarigruplarmi diisiinelim.
Eger Y,F(Y) den biiyiik ardigik iki tam sayiy1 kapsadiginda K miikemmel sayisal
yarigrup olmayacaktir. Ozellikle, eger y,y+leY ve y+1<F(Y)ise o zaman

2y+1leo(K) olur. Ciinkii 2y,2(y+1)e Kve 2y+1¢ K seklindedir.
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Onerme 4.1.27: Y bir sayisal yarigrup ve T =2Y U{2F(S)+1,—>} ise o zaman T

nin ayrik bosluklarinin hepsi tektir (Smith J.H,2021).

Ispat: Y bir sayisal yarigrup ve H(Y) ise Y nin bosluklarinin kiimesi olmak iizere,
bu durumda ve H(Y) ve v ¢ift bir tam say1 ise o zaman v—1 tek sayidir ve

v—1<v<2F)+1 ve v—1€K olup v bir ayrik bosluk olamaz.

Onerme 4.1.28: Y bir sayisal yarigrup ve K =2Y U{2F(Y)+1,—>} ise 0 zaman

K U o(Y) mikemmel sayisal yarigruptur (Smith J.H,2021).

Ispat: Y bir saysal yarigrup olmak iizere dnce K =2V U{ZF ) +1, —>} nin bir
sayisal yarigrup oldugunu géstermemiz gerekir.
Eger ueK ve veo(K) yadaeger u,veo(Y) ise o zaman u+ve K Uo(K)

olur.

uekK ve veo(K) oldugunu kabul edelim. O zaman v-1,v+1e K olup eger

u+ve Kise ozaman u+v—1l,u+v+le K yani u+veo(K) olur.

Onerme 4.1.29: Y bir sayisal yarigrup ve K =2Y U{2F(Y)+1,—>} ise o zaman

1
Y= E(K Uo(K))olur (Smith J.H,2021).
. 1
Ispat: Y c E(K vo(K )) oldugu aciktir. Cinkii yeYise o zaman
1
2ye2¥Y c Kuo(K)olur. ae E(KUG(K)) ise 2ae(Kuwo(K)) olur.

Ote yandan Onerme 4.1.25 dan 2a e K =2Y U{2F(Y)+1,—} olur. Bu durumda
2a€2Y ise acYolup eger 2ae{2F(Y)+1,—} ise 0 zaman 2a>2F(Y)+2

buradan da a > F(Y) yani a €Y ¢ikar.
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Onerme 4.1.30: Y bir sayisal yarigrup ve a>2, aeZ"* olmak iizere, o zaman

K . .
Y =— olacak sekilde aY U{aF(Y)+1,—}bir miikemmel sayisal yarigrup olur
a

(Smith J.H, 2021).
4.2 P-semigruplar

Bu kesimde de P-semigruplar hakkinda temel tanim ve teoremleri Onermelerle

beraber inceleyecegiz.

Tamm 4.2.1: meZ® olmak iizere, katliligt m olan biitin miikemmel sayisal

yarigruplarinin kiimesini P ile tanimlayalim. O zaman

m

P = {Y : Y miikemmel sayisal yarigrup ve m(Y)=m} seklinde tanimlanir. Bu durumda

m=1vem=2igin P, kiimeleri sirastyla {N} ve & olur.

Onerme 4.2.2: Y bir sayisal yarigrup olsun, O zaman asagidakiler birbirine denktir.

1) Y miikemmeldir.

2) {v,v+ 2} cY ise v+l e Y dir ( Morena M.A and Rosales J.C. , 2019) .

Yardimer Onerme 4.2.3: m >3 seklinde bir m € Z sayis1 verilsin. Eger Y € P, ise o

zaman {F(Y),F(Y)—1} < H(Y) olur (Morena M.A and Rosales J.C. , 2019) .

ispat: m>3 oldugundan F(Y)>2 cikar. Ustelik F(Y)e H(Y) ve F(Y)+leY

olur. Bu yiizden Onerme 4.2.2 den F(Y)—1e H(Y) ¢ikar.

Yardimcr Onerme 4.2.4: Eger Y € P, ve Y #{0,m,—} ise 0 zaman ya

YU{F(Y)}eP, yada Y U{F(Y),F(Y)-1} € P, olur (Morena M.A and Rosales

J.C.,2019).

Ispat: Y eP, olsun. Y #{0,m,—>}ise 0 zaman F(Y)>m ve Y U{F(Y)} ile

Y U{F(Y),F(Y)—1} kiimeleri birer sayisal yarigrup olur.
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Eger F(Y)—2gY iseozaman Y U{F(Y)} € P, cikar.

Eger F(Y)—2eYise 0o zaman Y U{F(Y),F(Y)—1} € P, oldugu agiktr.

{FOV)}:F(Y)-2¢Y ise

Tanim 4.2.5: Y € P, olmak lizere, 8(Y) =
{F(Y),F(Y)—1}: diger durumlarda

kiimesini tanimlayalim.

O zaman P, elemanlarimi dizisi asagidaki gibi tanimlariz:
Y, =Y ve

n+l

_{Yn VoY, Y, #{0,m,—} ise

Y : diger durumlarda

Bu durumda asagidaki zincir tanimlanabilir:

Y=Y, cY, ¥, c...c¥, ={0,m,—}. Bu zincirinin uzunlugu 7(Y) ile tammlanir.

Ornek 4.2.6: Y ={0,9,14,18,21,— ...} € P, olsun. O zaman

Y=Y, Y, ={O,9,14,18,—>...} Y, ={O,9,14,17,—>...} —
Y, :{0,9,14,—>...} <Y, = {O,9,13,—>...} <Y, = {O,9,12,—>...}
=Y :{0,9,...}

seklinde katlilig1 9 olan miikemmel sayisal yarigruplar zincirini elde ederiz. Bu

zincirin uzunlugu 1(Y) =6 olur.

Teorem4.2.7: YeP, ve GY)= (N \Y ) olsun. O zaman

m

I1Y)=GY)—n®)-m(Y)+2 olur (Morena M.A and Rosales J.C. , 2019) .

Sonu¢ 4.2.8: Y #N olmak iizere , Ye P, ve G(Y)z(N \Y) olsun. O zaman

n(Y)<GX)-m(Y)+2 seklindedir (Morena M.A and Rosales J.C. , 2019) .
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Not 4.2.9: Y sayisal yarigrubunun bir ayrik boslugu k olarak verilsin. Y
miikemmel degilse ¥ nin ayrik bosluklarinin maksimumunu k ile gosterecegiz. Eger

Y miikemmel ise o zaman k =—1olur.

Onerme 4.2.10: Y miikemmel olmayan bir sayisal yarigrup olmak iizere,

Y U{h(Y)} bir sayisal yarigruptur (Morena M.A and Rosales J.C. , 2019) .

Tamm 4.2.11: Y bir sayisal yarigrup ve Y nin ayrik bogluklarinin sayist b(Y) ile

gosterilsin. O zaman asagidaki sayisal yarigruplar zinciri tanimlanir.

k e o(Y)igin
[} )]O = Y
.« v _{ Y, U{k}: k#—1ise
Y, : diger durumlarda

Onerme 4.2.12: Y bir sayisal yarigrup olmak iizere, o zaman

Y=Y cY,cY,c..CY,,, olur.

Ustelik Y,

v, bir milkemmel sayisal yarigrup ve her ie{0,1,2,..n(Y)—1} icin

#(Y,,\Y,)=1 olur (Morena M.A and Rosales J.C. , 2019) .

Yardimc1 Onerme 4.2.13: Y sayisal yarigrubu MED tir <
{ y—-mY):yeY \{O}} nin bir sayisal yarigrup olmasidir (Morena M.A and Rosales

J.C.,2019).

Onerme 4.2.14: Y bir sayisal yarigrup ve A(Y)= {y—m(Y) (ye Y\{O}} olsun. O

zaman Y bir MED sayisal yarigrup ve m(Y) > 3 olmak iizere,

Y miikemmeldir < A(Y) nin miikemmel bir sayisal yarigruptur. (Morena M.A and

Rosales J.C. , 2019) .
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu yiiksek lisans tez c¢alismasinda, bir sayisal yarigrubun ayrik boslugunun
olmamasi durumunda bu sayisal yarigrubun miikemmel sayisal yarigrup oldugu

lizerine ¢alisilmistir.

Bu c¢alismamizda, miikemmel sayisal yarigruplarin sonlu kesisimlerinin de yine

miitkemmel sayisal yarigrup oldugu ortaya ¢ikmistir. Fakat bu sonsuz kesisimler igin

her zaman dogru olmayabilir. n 0,k, —>} = {O} ve

keN\{0,1,2} {

k e N\{0,1,2} i¢in {0,k,—} bir miikemmel sayr yarigruptur. Ayni zamanda

n }{O,k,—>} ={O} oldugu aciktir. Boylece miikemmel sayisal yarigruplarin

keN\{0,1,2
sonsuz kesisimler genel olarak sayisal yarigrup degildir. Sayisal yarigruplarin
kesigimi (sonlu ya da sonsuz) her zaman (N, +) nin bir yar1 monoid oldugundan da

bahsedebiliriz.

Burada miikemmel monoidlerin kesisimi yine bir miikemmel monoidtir. Bu yiizden
negatif olmayan tam sayilarin X kiimesini kapsayan en az bir miikemmel monoidten

bahsedebiliriz.

Bu ¢alismanin, milkemmel sayisal yarigruplar alanindaki arastirmacilara bir kaynak
olacag1 kanaatiyle, miikkemmel sayisal yarigruplarin oran1 ve miikemmel sayisal
yarigruplarin maksimal gomme boyutlarin1 bulma seklindeki agik problemin

arastirilmasini1 6nermekteyiz.
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