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 Bu çalışmada, genişletilmiş çarpımsal P-fonksiyonunun yeni bir sınıfı 

tanımlandı. Bazı yeni Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler türetildi. Elde edilen 

sonuçlar ile önceki sonuçların iyileştirilmesini ve geliştirilmesini sağlandı. 

Literatürde ilk defa multiplicatively geometrik P-fonksiyon tanımı ilk olarak bu 

çalışmada verilmiştir. 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Konveks fonksiyon, Hermite-Hadamard integral eşitsizliği, P-

fonksiyon, GA-konveks fonksiyon, multiplicatively geometrik P-fonksiyon 
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 In this paper, we introduce a new class of extended multiplicatively geometric 

P-function. Some new Hermite-Hadamard type inequalities are derived. Results 

represent significant refinement and improvement of the previous results. Ideas of 

this paper may stimulate further research. For the first time in the literature, the 

definition of multiplicatively geometric P-function is first given in this study. 

 

 

 

 

 

 

Key Words: Convex function, Hermite-Hadamard integral inequality, P-function, 
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BÖLÜM 1.GİRİŞ 

 

 Konveksliğin temelinin Arşimet’in 𝜋 değerini hesaplamasıyla atıldığını 

söyleyebiliriz. Bu ise M.Ö. 3. yüzyıla kadar dayanmaktadır. Ancak 1881 yılında 

Hermite'in yaptığı çalışmaya kadar bu kavram pek gündeme gelmemiştir. 1905 

yılından sonra Jensen ‘in konvekslik alanda yaptığı çalışmalar ciddi kabul görmüştür. 

 Daha sonra devam eden süreçte Beckenbach ve Bellman (1961), Mitrinovic 

(1970) gibi araştırmacılar konveks fonksiyonlar ile ilgili eşitsizliklere yazmış 

oldukları kitaplarında yer vermişlerse de konveks fonksiyonlar için eşitsizlik içeren 

ilk kaynağı 1987 yılında Pecaric’in yazdığı bilinmektedir [21]. 

 Matematikçiler tarafından yakın zamanda eşitsizlik teorisi ve konveks 

fonksiyonlar yakından takip edilmekte ve bunlarla ilgili birçok çalışmalar 

yapılmaktadır. Bilinen durumlardan bazı özel ve genel sonuçlar çıkarılmaya devam 

edilmektedir.  

 Son yıllarda yapılan çalışmalarda da bazı konvekslik türleri için Hermite-

Hadamard tipli eşitsizlikler ve yeni integral eşitsizlikleri inşa edilmiştir. Biz de bu 

çalışmamızda literatüre bizim tarafımızdan eklenecek olan multiplicatively 

geometrik 𝑃-fonksiyonlar için bazı yeni integral eşitsizlikler elde ettik. Elde ettiğimiz 

bu tanımdan yola çıkarak bir makale yayımladık [19]. 
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BÖLÜM 2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

2.1.Temel Kavramlar 

Bu bölümde tezimizde bize yardımcı olacağını düşündüğümüz bilinen bazı 

tanımları, teoremleri, eşitsizlikleri ve ortalamaları vereceğiz. 

Tanım 2.1.1 (Lineer Uzay) 𝐿 ≠  ∅ bir küme ve 𝐾 bir cisim olsun. +: 𝐿 ×  𝐿 →  𝐿 

ve   ∙ ∶  𝐾 ×  𝐿 →  𝐿 işlemleri tanımlansın. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa 𝐿 ye 𝐾 

cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) denir [1]. 

A) 𝐿 kümesi + işlemine göre bir gruptur. 

G1. ∀𝑥, 𝑦 ∈  𝐿 için 𝑥 +  𝑦 ∈  𝐿 dir. 

G2. ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  𝐿 için 𝑥 + (𝑦 +  𝑧)  =  (𝑥 +  𝑦)  +  𝑧 dir. 

G3. ∀𝑥 ∈  𝐿 için 𝑥 +  𝜃 =  𝜃 +  𝑥 =  𝑥 eşitliğini sağlayan bir tek 𝜃 ∈  𝐿 

vardır. 

G4. ∀𝑥 ∈  𝐿 için 𝑥 + (−𝑥)  =  (−𝑥)  +  𝑥 =  𝜃 eşitliğini sağlayan bir tek 

−𝑥 ∈  𝐿 vardır. 

G5. ∀𝑥, 𝑦 ∈  𝐿 için 𝑥 +  𝑦 =  𝑦 + 𝑥 dir. 

 

B) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 olmak üzere aşağıdaki özellikler sağlanır. 

L1. 𝑎. 𝑥 ∈  𝐿 dir. 

L2. 𝑎. (𝑥 +  𝑦)  =  𝑎. 𝑥 +  𝑎. 𝑦 dir. 

L3. (𝑎 +  𝑏). 𝑥 =  𝑎. 𝑥 +  𝑏. 𝑥 dir. 

L4. (𝑎𝑏). 𝑥 =  𝑎. (𝑏. 𝑥) dir. 

L5. 1. 𝑥 =  𝑥 dir. (1, 𝐾 cisminin birim elemanıdır) 

Tanım 2.1.2. (Konveks Küme): L bir lineer uzay 𝐴 ⊆ 𝐿 ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 keyfi olmak 

üzere; 

𝐵 = {𝑧 ∈ 𝐿: 𝑧 = 𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1} ⊆ 𝐴 

ise A kümesine konveks küme denir. Eğer 𝑧 ∈ 𝐵 ise 𝑧 = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦 

eşitliğindeki 𝑥 ve 𝑦 katsayıları için 𝛼 + (1 − 𝛼) = 1 bağıntısı her zaman doğrudur. 

Bu sebeple konveks küme tanımındaki 𝛼, (1 − 𝛼) yerine 𝛼 + 𝛽 = 1 şartını sağlayan 

ve negatif olmayan 𝛼, 𝛽 reel sayılarını alabiliriz. Geometrik olarak B kümesi uç 
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noktaları 𝑥 ve 𝑦 olan bir doğru parçasıdır. Bu durumda sezgisel olarak konveks 

küme, boş olmayan ve iki noktasını birleştiren doğru parçasını içeren kümedir [3]. 

Tanım 2.1.3. (Konveks Fonksiyon): 𝐼, ℝ de bir aralık ve  𝑓: 𝐼 → ℝ bir fonksiyon 

olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼  ve 𝛼 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) ≤ 𝛼𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦) 

şartını sağlayan f  fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eğer bu eşitsizlik 𝑥 ≠ 𝑦 ve 

𝛼 ∈ (0,1) için kesin ise bu durumda 𝑓 fonksiyonuna kesin konvekstir denir [26]. 

 Yukarıdaki tanımı; “Eğer 𝐵 = {(𝑥, 𝑦): 𝑦 ≥ 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼} kümesi konveks ise 𝑓 

fonksiyonuna konveks fonksiyon denir” şeklinde de ifade edebiliriz. 

 Eğer   0,1   kapalı aralığındaki uç noktaları dışarıda bırakırsak, o zaman 

konveks fonksiyon şartındaki “≤” yerine “<” gelir, yani; 

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) < 𝛼𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦) 

olur. Bu durumda bu fonksiyona kesin konveks fonksiyon denir  

Tanım 2.1.4. (Hermite-Hadamard İntegral Eşitsizliği ):  𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ konveks 

fonksiyon olmak üzere 

 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 

eşitsizliğine Hermite-Hadamard integral eşitsizliği denir. Klasik Hermite-Hadamard 

eşitsizliği bir konveks fonksiyonunun ortalama değerinin hesabını sağlar [25]. 

2.2.Bazı Eşitsizlikler 

Teorem 2.2.1. (Hölder Eşitsizliği): 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, … . . , 𝑎𝑛) ve 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, … . . , 𝑏𝑛) 

reel sayıların ikili 𝑛-lisi olsun. Bu takdirde  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olmak üzere, 𝑝 > 1 ise 

∑|𝑎𝑘𝑏𝑘| = (∑|𝑎𝑘|
𝑝

𝑛

𝑘=1

)

1

𝑝

(∑|𝑏𝑘|
𝑞

𝑛

𝑘=1

)

1

𝑞𝑛

𝑘=1

 

dir [22]. 

Teorem 2.2.2. (İntegraller için Hölder Eşitsizliği): 𝑝 > 1 ve 
1

𝑃
+

1

𝑞
= 1 olsun. 

𝑓 ve 𝑔, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı reel değerli fonksiyonlar, |𝑓|𝑝 ve |𝑔|𝑞, [𝑎, 𝑏] 

aralığında integrallebilir fonksiyonlar ise 
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∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ (∫|𝑓(𝑥)|𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑝

(∫|𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1

𝑞𝑏

𝑎

 

eşitsizliği geçerlidir [22]. 

Tanım 2.2.1. (Power-Mean İntegral Eşitsizliği): 𝑞 ≥ 1 olsun. 𝑓 ve 𝑔, 

[𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı ve integrallenebilir iki fonksiyon olsun. |𝑓| ve |𝑔|𝑞, [𝑎, 𝑏] 

aralığında integrallenebilen fonksiyonlar ise, 

∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 ≤

𝑏

𝑎

(∫|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1−
1

𝑞

(∫|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞

𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑞

 

eşitsizliği geçerlidir [22]. 

Aşağıdaki teoremde Hölder integral eşitsizliğinden daha iyi yaklaşım veren ve 

literatürdeki adı Hölder-İşcan integral eşitsizliği olan eşitsizlik ispatlamıştır [17]. 

Teorem 2.2.3. (Hölder-İşcan İntegral Eşitsizliği): 𝑝 > 1 ve  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun. 𝑓 ve 

𝑔 fonksiyonları [𝑎, 𝑏] kapalı aralığı üzerinde tanımlı reel değerli fonksiyonlar ve 

|𝑓|𝑝, |𝑔|𝑞 fonksiyonları [𝑎, 𝑏] üzerinde integrallenebilir fonksiyonlar olsunlar. O 

halde aşağıdaki eşitsizlikler geçerlidir [17]. 

 

i)   

        ∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

≤
1

𝑏 − 𝑎
{(∫(𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝⁄

(∫(𝑏 − 𝑥)|𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑞⁄

+(∫(𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝⁄

(∫(𝑥 − 𝑎)|𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑞⁄

}           (2.1) 
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ii)   

1

𝑏 − 𝑎
{(∫(𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝⁄

(∫(𝑏 − 𝑥)|𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑞⁄

+(∫(𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝⁄

(∫(𝑥 − 𝑎)|𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑞⁄

} 

      ≤ (∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝⁄

(∫|𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑞⁄

                                          (2.2) 

İspat.  

i) Birinci yöntem (Kısa Yöntem) İntegraller için Hölder eşitsizliğinden 

yararlanarak kolayca  

∫|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
1

𝑏 − 𝑎
{∫ |(𝑏 − 𝑥)

1
𝑝⁄ 𝑓(𝑥) (𝑏 − 𝑥)

1
𝑞⁄ 𝑔(𝑥)|

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

                           +∫ |(𝑥 − 𝑎)
1
𝑝⁄ 𝑓(𝑥) (𝑥 − 𝑎)

1
𝑞⁄ 𝑔(𝑥)|

𝑏

𝑎

𝑑𝑥} 

≤
1

𝑏 − 𝑎
{(∫(𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝⁄

(∫(𝑏 − 𝑥)|𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑞⁄

 

+(∫(𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑝⁄

(∫(𝑥 − 𝑎)|𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1
𝑞⁄

} 

olduğu görülür.  

İkinci yöntem (Uzun Yöntem): İntegraller için Hölder Eşitsizliğinde sırasıyla 

[𝑎, 𝜆𝑏 + (1 − 𝜆)𝑎] alt aralığı ve [𝜆𝑏 + (1 − 𝜆)𝑎, 𝑏] alt aralığını uygularsak, 

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝜆𝑏+(1−𝜆)𝑎

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑝

(∫ |𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥
𝜆𝑏+(1−𝜆)𝑎

𝑎

)

1

𝑞
𝜆𝑏+(1−𝜆)𝑎

𝑎

 

ve  
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∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝜆𝑏+(1−𝜆)𝑎

≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝑏

𝜆𝑏+(1−𝜆)𝑎

)

1

𝑝

(∫ |𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥
𝑏

𝜆𝑏+(1−𝜆)𝑎

)

1

𝑞

 

eşitsizliklerini elde ederiz. Bu eşitsizlikleri taraf tarafa toplarsak; 

∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝜆𝑏+(1−𝜆)𝑎

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑝

(∫ |𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥
𝜆𝑏+(1−𝜆)𝑎

𝑎

)

1

𝑞

                          

                                     +(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝑏

𝜆𝑏+(1−𝜆)𝑎

)

1

𝑝

(∫ |𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥
𝑏

𝜆𝑏+(1−𝜆)𝑎

)

1

𝑞

              (2.3)

 

elde edilir. (1.3) eşitsizliğinin sağ tarafına 𝑥 = 𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎 değişken değişikliğini 

uygularsak, 

∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ (𝑏 − 𝑎){(∫ |𝑓(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑝𝑑𝑢
𝜆

0

)

1
𝑝⁄

(∫ |𝑔(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑞𝑑𝑢
𝜆

0

)

1
𝑞⁄

 

+(∫ |𝑓(𝑢𝑏+ (1 − 𝑢)𝑎)|𝑝𝑑𝑢
1

𝜆
)

1
𝑝⁄

(∫ |𝑔(𝑢𝑏+ (1 − 𝑢)𝑎)|𝑞𝑑𝑢
1

𝜆
)

1
𝑞⁄

} 

elde edilir. Bu eşitsizliğin her iki tarafının 𝜆 değişkenine göre [𝑎, 𝑏] kapalı aralığı 

üzerinden integralini alırsak 

∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ (𝑏 − 𝑎) {∫ (∫ |𝑓(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑝𝑑𝑢
𝜆

0

)

1
𝑝1

0

(∫ |𝑔(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑞𝑑𝑢
𝜆

0

)

1
𝑞

𝑑𝜆 

                    +∫ (∫ |𝑓(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑝𝑑𝑢
1

𝜆

)

1

𝑝1

0

(∫ |𝑔(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑞𝑑𝑢
1

𝜆

)

1
𝑞

𝑑𝜆} 

 

elde ederiz. Şimdi Hölder eşitsizliğinin sağ tarafını son eşitsizlikteki integrallere 

uygularsak 

∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

≤ (𝑏 − 𝑎) {(∫ ∫ |𝑓(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑝𝑑𝑢𝑑𝜆
𝜆

0

1

0

)

1

𝑝

(∫ ∫ |𝑔(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑞𝑑𝑢
𝜆

0

𝑑𝜆
1

0

)

1

𝑞
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+(∫ ∫ |𝑓(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑝𝑑𝑢
1

𝜆

1

0

𝑑𝜆)

1

𝑝

(∫ ∫ |𝑔(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑞𝑑𝑢
1

𝜆

1

0

𝑑𝜆)

1

𝑞

} 

olur. Burada, Fubini Teoremi ve 𝑢 =
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
  değişken değişikliğinden, 

∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

≤ (𝑏 − 𝑎) {(∫ ∫ |𝑓(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑝𝑑𝜆
1

𝑢

1

0

𝑑𝑢)

1

𝑝

(∫ ∫ |𝑔(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑞
1

𝑢

𝑑𝜆𝑑𝑢
1

0

)

1

𝑞

 

+ (∫ ∫ |𝑓(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑝
𝑢

0

1

0

𝑑𝜆𝑑𝑢)

1

𝑝

(∫ ∫ |𝑔(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑞
𝑢

0

1

0

𝑑𝜆𝑑𝑢)

1

𝑞

} 

= (𝑏 − 𝑎) {(∫ (1 − 𝑢)|𝑓(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑝
1

0

𝑑𝑢)

1

𝑝

(∫ (1 − 𝑢)|𝑔(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑞
1

0

𝑑𝑢)

1

𝑞

 

+(∫ 𝑢|𝑓(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑝
1

0

𝑑𝑢)

1

𝑝

(∫ 𝑢|𝑔(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑞
1

0

𝑑𝑢)

1

𝑞

} 

= (𝑏 − 𝑎) {(∫ (1 − 𝑢)|𝑓(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑝
1

0

𝑑𝑢)

1

𝑝

(∫ (1 − 𝑢)|𝑔(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑞
1

0

𝑑𝑢)

1

𝑞

 

+(∫ 𝑢|𝑓(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑝
1

0

𝑑𝑢)

1

𝑝

(∫ 𝑢|𝑔(𝑢𝑏 + (1 − 𝑢)𝑎)|𝑞
1

0

𝑑𝑢)

1

𝑞

} 

= (𝑏 − 𝑎){(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑝

(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑞

 

+(∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑝

(∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑔(𝑥)|𝑞
1

0

𝑑𝑥)

1

𝑞

} 

elde ederiz. 

ii) İlk olarak  

(∫ |𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑝

(∫ |𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑞

= 0 
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durumunu göz önüne alalım. Buradan, her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝑓(𝑥) = 0 veya her 𝑥 ∈

[𝑎, 𝑏] için 𝑔(𝑥) = 0 ise aşağıdaki eşitliği elde ederiz. 

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 = 0
𝑏

𝑎

 

Dolayısıyla, (2.2) eşitsizliğinden bu durum açıktır. 

Son olarak; 

𝐼 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑝

(∫ |𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑞

≠ 0 

durumunu ele alalım. Buradan,  

1

(𝑏 − 𝑎)𝐼
{(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑝

 (∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑞

 

+(∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑝

 (∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑞

} 

≤
1

(𝑏 − 𝑎)
{(
∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

∫ |𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

)

1

𝑝

 (
∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

∫ |𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

)

1

𝑞

 

+(
∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

∫ |𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

)

1

𝑝

 (
∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

∫ |𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

)

1

𝑞

} 

elde edilir. Son eşitsizliğin sağ tarafındaki integrallere 𝑥𝑡𝑦1−𝑡 ≤ 𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦 

eşitsizliği uygulanırsa 

1

(𝑏 − 𝑎)𝐼
{(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑝

 (∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑞

 

+(∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑝

 (∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
𝑞⁄

} 

≤
1

(𝑏 − 𝑎)
{(
∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

𝑝 ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

)

1

𝑝

 (
∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

𝑞 ∫ |𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

)

1

𝑞
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+(
∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

𝑝 ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

)

1

𝑝

 (
∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

𝑞 ∫ |𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

)

1

𝑞

} 

=
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Remark: Hölder-İşcan integral eşitsizliği, Hölder integral eşitsizliğinden daha iyi 

yaklaşım verir. 

Teorem 2.2.4 (Improved Power-Mean İntegral Eşitsizliği): 𝑞 ≥ 1 olsun. . 𝑓 ve 𝑔 

[𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde tanımlı reel değerli fonksiyonlar ve |𝑓|𝑝, |𝑔|𝑞 fonksiyonları 

[𝑎, 𝑏] üzerinde integrallenebilir fonksiyonlar olsunlar. O halde aşağıdaki eşitsizlikler 

geçerlidir [20]. 

i)  

  ∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

𝑏 − 𝑎
{
 

 

(∫(𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1−
1

𝑞

(∫(𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1

𝑞

 

+(∫(𝑥− 𝑎)|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1−
1

𝑞

(∫(𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1

𝑞

}
 

 

           (2.4) 

   

 

ii)  

   
1

𝑏 − 𝑎
{
 

 
(∫(𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1−
1

𝑞

(∫(𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1

𝑞

                            

+ (∫(𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1−
1

𝑞

(∫(𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1

𝑞

}
 

 
  (2.5) 

                         ≤ (∫|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1−
1

𝑞

(∫|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1

𝑞
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İspat.  

i) İlk olarak 𝑞 > 1 olsun. Hölder İntegral eşitsizliğinden yararlanarak kolayca  

∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=  
1

𝑏 − 𝑎
{∫ |(𝑏 − 𝑥)

1

𝑝𝑓
1

𝑝(𝑥)(𝑏 − 𝑥)
1

𝑞𝑓1 𝑞⁄ (𝑥)𝑔(𝑥)| 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

                               +∫ |(𝑥 − 𝑎)
1

𝑝𝑓
1

𝑝(𝑥)(𝑥 − 𝑎)
1

𝑞𝑓
1

𝑞(𝑥)𝑔(𝑥)| 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

} 

≤ 
1

𝑏 − 𝑎
{(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1−
1

𝑞

(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑞

+ (∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1−
1

𝑞

(∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑞

} 

olduğu görülür. 𝑞 = 1 için eşitsizlik (2.4) eşitsizliğine eşit olmaktadır. 

ii) İlk olarak aşağıdaki eşitliğin var olduğunu düşünelim. 

(∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1−
1

𝑞

(∫ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

𝑞

= 0 

Buradan, her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝑓(𝑥) = 0 veya her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝑔(𝑥) = 0 ise böylece  

∫|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 = 0

𝑏

𝑎

 

eşitsizliğini elde ederiz. Dolayısıyla (2.5) eşitsizliğinden bu durum açıktır. Son olarak 

aşağıdaki durumu ele alalım. 

𝑆 = (∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1−
1

𝑞

(∫ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1

𝑞

≠ 0 

Buradan, 

1

(𝑏 − 𝑎)𝑆
{(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1−
1

𝑞

(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑞

+ (∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1−
1

𝑞

(∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑞

} 
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≤
1

𝑏 − 𝑎
{(
∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1−
1

𝑞

(
∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

∫ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

)

1

𝑞

+ (
∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

)

1−
1

𝑞

(
∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

∫ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

)

1

𝑞

} 

elde edilir. 𝑞 > 1 olsun. Son eşitsizliğin sağ tarafındaki integrallere 𝑥𝑡𝑦1−𝑡 ≤ 𝑡𝑥 +

(1 − 𝑡)𝑦 eşitsizliği uygulanırsa, 

1

(𝑏 − 𝑎)𝑆
{(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1−
1

𝑞

(∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑞

+ (∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1−
1

𝑞

(∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1

𝑞

} 

≤
1

𝑏 − 𝑎
{
(𝑞 − 1) ∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑞 ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

+
∫ (𝑏 − 𝑥)|𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

𝑞 ∫ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

+
(𝑞 − 1) ∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑓(𝑥)|

𝑏

𝑎
𝑑𝑥

𝑞 ∫ |𝑓(𝑥)|
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

+
∫ (𝑥 − 𝑎)|𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥

𝑞 ∫ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎
𝑑𝑥
} 

= 1 −
1

𝑞
+
1

𝑞
= 1 

elde edilmiş olur. 

iii)  Eşitsizliğin 𝑞 = 1 için sağlandığı kolayca görülür ve ispat tamamlanır. 

Remark. Improved Power-Mean integral eşitsizliği, Power-Mean integral 

eşitsizliğinden daha iyi yaklaşım verir. 

2.3. Bazı Ortalamalar 

Tanım 2.3.1: Bu başlık altında 𝑎, 𝑏 gibi iki pozitif reel sayı için bazı ortalamalar 

verilecektir [2,4]. 

1.Aritmetik Ortalama: 

𝐴 = 𝐴(𝑎, 𝑏) =
𝑎 + 𝑏

2
 

2.Geometrik Ortalama:  

𝐺 = (𝑎, 𝑏) = √𝑎𝑏 



   
 

12 
 

 

3.Harmonik Ortalama: 

𝐻 = 𝐻(𝑎, 𝑏) =
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
 

4.Logaritmik Ortalama: 

𝐿 = 𝐿(𝑎, 𝑏) =
𝑎 − 𝑏

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
 

5.Identrik Ortalama: 

𝐼 = 𝐼(𝑎, 𝑏) = {

𝑎                  , 𝑎 = 𝑏

1

𝑒
(
𝑏𝑏

𝑎𝑎
)

1

𝑏−𝑎

    , 𝑎 ≠ 𝑏    
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BÖLÜM 3. MATERYAL VE METOT 

 

Bu bölümde, çalışmamızın bulgular kısmında elde ettiğimiz sonuçları 

çıkarmamıza yardımcı olan P-fonksiyonlar, 𝑃-GA-fonksiyonlar, multiplicatively 𝑃-

fonksiyonların tanımını ve bunlarla ilgili bazı teoremleri ve özellikleri vereceğiz. 

Tanım 3.1: Negatif olmayan bir 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ fonksiyonu  ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve ∀𝑡 ∈ (0,1) 

için 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 

eşitsizliğini sağlarsa 𝑓′ye 𝑝 −fonksiyon denir [6]. 

𝐼 ⊆ ℝ üzerindeki 𝑝-fonksiyonların kümesini 𝑃(𝐼) ile göstereceğiz. 

[6]’da Dragomir ve diğerleri 𝑝-fonksiyonlar için aşağıdaki Hadamard tipli 

eşitsizliği ispatlamışlardır. 

Teorem 3.1:  𝑓 ∈ 𝑃(𝐼), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 𝑖ç𝑖𝑛 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. O halde  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

2

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ 2[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

eşitsizliği vardır. 

Tanım 3.2: Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 𝑣𝑒 𝑡 ∈ [0,1] olsun. Eğer 𝐼 üzerinde 

𝑓(𝑥𝑡𝑦1−𝑡) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑦) 

ise 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ+ = (0,∞) → ℝ fonksiyonu GA-konveks fonksiyon olarak adlandırılır. 

Burada 𝑥𝑡𝑦(1−𝑡)  𝑣𝑒    𝑡𝑓(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑦) ifadeleri sırasıyla iki pozitif 𝑥 𝑣𝑒 𝑦 

sayılarının ağırlıklı geometrik ortalaması ve 𝑓(𝑥) ve 𝑓(𝑦) fonksiyonlarının ağırlıklı 

aritmetik ortalamasıdır [23,24]. 

 [14]’de, s = 1 olması durumunda, geometrik-aritmetik konveks fonksiyonlar 

için aşağıdaki Hermite-Hadamard eşitsizliği elde edilebilir. 

𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2 
 

Hermite-Hadamard eşitsizliğinin 𝐺𝐴-konveks fonksiyonlar üzerindeki bazı 

araştırmaları, bazı yazarlar tarafından kapsamlı bir şekilde araştırılmıştır (örneğin 

[5,7,11,13,14,15,16,18,27] ve yazarlar, 𝐺𝐴-konveks fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard eşitsizliğinin yeni bir incelemesini elde etmiştir. 
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Tanım 3.3:  𝑓: 𝐼 ⊆ (0,∞) → ℝ 𝑏𝑖𝑟 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 𝑣𝑒 𝑡 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝑥𝑡𝑦1−𝑡) ≤ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 

Eşitsizliği sağlanıyor ise 𝑓 fonksiyonuna  𝐼 aralığı üzerinde 𝑃 − 𝐺𝐴-fonksiyon (𝑝-

Geometirk-Aritmetik Fonksiyon) denir [13]. 

 𝑝 − 𝐺𝐴-fonksiyonlar için Hermite-Hadamard aşağıdaki şekilde ifade edilebilir. 

Teorem 3.2: 𝑓: 𝐼 ⊆ (0,∞) → ℝ 𝑏𝑖𝑟 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛 ö𝑦𝑙𝑒 𝑘𝑖 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 𝑖ç𝑖𝑛 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓 ∈

𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. eğer 𝑓, [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑃𝐴 − 𝐺-fonksiyon ise aşağıdaki eşitsizlik 

vardır [13]. 

𝑓(√𝑎𝑏) −
2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
∫
𝑓(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢 

𝑏

𝑎

≤ 2[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

[12]’de, İşcan teoremleri ispatlamak için aşağıdaki lemmayı kullanmıştır. 

Lemma 3.1: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝐼0 üzerinde diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon ve 𝑎, 𝑏 ∈  𝐼0, 𝑎 < 𝑏 olsun. Eğer  𝑓′ ∈ 𝐿(𝑎, 𝑏)ise bu takdirde aşağıdaki 

eşitlikler vardır [12]. 

𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

 

= 
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎 ∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡 − 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡] 

ve 

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎 ∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)
𝑡

𝑓′(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)

1

0

𝑑𝑡 − 𝑏∫𝑡 (
𝑎

𝑏
)
𝑡

𝑓′(𝑏1−𝑡𝑎𝑡)

1

0

𝑑𝑡] 

= 𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
∫(2𝑡 − 1) (

𝑏

𝑎
)
𝑡

𝑓′(𝑎1−𝑡𝑏𝑡)𝑑𝑡

1

0
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Tanım 3.4:  𝐼 ≠ ∅ olmak üzere ℝ’de bir aralık olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓: 𝐼 → [0,∞) fonksiyonu için 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓’ye multiplicatively 𝑃-fonksiyon denir [8,9,10]. 

Bu çalışmanın asıl amacı, mutlak değerinin türevi olan geometrik 𝑝-

fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliğinin yeni tahmin ve bulgularını 

oluşturmaktır. Bunun için yukarıdaki lemmayı kullanacağız. 
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BÖLÜM 4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde Multiplicatively geometrik P-fonksiyonların tanımı, bazı 

özellikleri ve bu fonksiyonlar için Hermite Hadamard integral eşitsizliği ile bu türden 

bazı fonksiyonlar için yeni özellikler vereceğiz. 

4.1. Multiplicatively Geometrik 𝑷-fonskiyonun Tanımı ve Bazı Özellikleri 

Tanım 4.1.1:  𝐼 ≠ ∅ olmak üzere 𝐼, (0,∞) ⊆ ℝ de bir aralık olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 

𝑡 ∈ [0,1] için 𝑓: 𝐼 ⊆ (0,∞) → [0,∞) fonksiyonu için 

𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) ≤ 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓’ye multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyon denir. 

𝐼 aralığı üzerinde multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyonların kümesini 

𝑀𝐺𝑃(𝐼) ile göstereceğiz. 

Remark: Multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyonların görüntü kümesi 1 den büyük 

ya da 1’e eşittir. 

İspat.  𝑡 = 1 𝑖ç𝑖𝑛 

𝑓(𝑎) ≤ 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) ⇒ 𝑓(𝑎)[1 − 𝑓(𝑏)] ≤ 0 

dır. Burada 𝑓(𝑎) ≥ 0 yani 𝑓(𝑏) ≥ 1 elde ederiz. 

Benzer şekilde 𝑡 ≠ 0 için, 

𝑓(𝑏) ≤ 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) ⇒ 𝑓(𝑏)[1 − 𝑓(𝑎)] ≤ 0 

dır. 𝑓(𝑏) ≥ 0 olduğundan 𝑓(𝑎) ≥ 1 alıyoruz. 

Örnek 4.1.1:  Her 𝑐 ∈ [1,∞) için, 𝑓(𝑥) = 𝑐 sabit fonksiyonu bir multiplicatively 

geometrik 𝑃-fonksiyondur. 

Teorem 4.1.1: 𝐼 ⊂ (0,∞) olmak üzere 𝑓: 𝐼 → [1,∞) fonksiyonu azalmayan ve 

multiplicatively 𝑃-fonksiyon ise o halde 𝑓 fonksiyonu multiplicatively geometrik 𝑃-

fonksiyondur. 

İspat. Kısaca, 𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) ≤ 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) ≤ 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) olduğundan ispat 

tamamlanır. 

Teorem 4.1.2: 𝐼 ⊂ (0,∞) olmak üzere  𝑓: 𝐼 → [1,∞) fonksiyonu artmayan ve 

multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyon ise o halde 𝑓 fonksiyonu multiplicatively 𝑃-

fonksiyondur. 

İspat. Kısaca, 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) ≤ 𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) ≤ 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) olduğundan ispat 

tamamlanır. 



   
 

17 
 

 

Teorem 4.1.3: 𝐼 ⊂ (0,∞) olmak üzere 𝑓, 𝑔: 𝐼 → [1,∞) olsun. Eğer 𝑓 ve 𝑔 

multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyon ise o halde 𝑓𝑔  fonksiyonu da 

multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyondur. 

İspat.  Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için 

(𝑓𝑔)(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) = 𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)𝑔(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)                

≤ [𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)][𝑔(𝑎)𝑔(𝑏)]                                               

= [𝑓(𝑎)𝑔(𝑎)][𝑓(𝑏)𝑔(𝑏)]                                               

= [(𝑓𝑔)(𝑎)][(𝑓𝑔)(𝑏)]                                                    

elde ederiz. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 4.1.4:  𝑔: [1,∞) → ℝ, 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 olsun. O halde 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⊂ [1,∞) → ℝ 

fonksiyonu multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyonudur ancak ve ancak 

𝑓𝑜𝑔: [𝑙𝑛𝑎, 𝑙𝑛𝑏] → ℝ multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyonudur. 

İspat.  (⇒) Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için, 

                (𝑓𝑜𝑔)(𝑡𝑙𝑛𝑎 + (1 − 𝑡)𝑙𝑛𝑏) = 𝑓(𝑒ln (𝑎
𝑡𝑏1−𝑡)) 

= 𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) 

≤ 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) 

yazabiliriz. 

(⇐) Her 𝑎, 𝑏 ∈ [1,∞) ve 𝑡 ∈ [0,1] için, 

                                                      𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡) = (𝑓𝑜𝑔)(𝑡𝑙𝑛𝑎 + (1 − 𝑡)𝑙𝑛𝑏) 

                                                                           ≤ (𝑓𝑜𝑔)(𝑙𝑛𝑎) (𝑓𝑜𝑔)(𝑙𝑛𝑏) 

                = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) 

elde ederiz. Böylece ispat tamamlanır. 

4.2.Multipcatively Geometrik 𝑷-Fonksiyonlar için Hermite-Hadamard İntegral 

Eşitsizliği 

 Bu çalışmanın amacı multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyonları açıklamak ve 

bu fonksiyon sınıfları için Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikleri oluşturmaktır. 

Teorem 4.2.1:    𝑓: 𝐼 → [1,∞) multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyon olsun. Eğer 

𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise  
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𝑓(√𝑎𝑏) ≤
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑓 (
𝑎𝑏

𝑥
) 𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤ [𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)]2 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat.  𝑓 fonksiyonu multiplicatively geometrik 𝑃 -fonksiyon olduğundan aşağıdaki 

eşitsizliği yazarız. 

𝑓(√𝑎𝑏) = 𝑓 (√(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)(𝑎1−𝑡𝑏1))  

         ≤ 𝑓(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)𝑓(𝑎1−𝑡𝑏1) 

        ≤ 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)𝑓(𝑎1−𝑡𝑏𝑡) 

 ≤ [𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)]2       

Bu eşitsizliğin, [0,1] kapalı aralığında integralini alırsak, 

𝑓(√𝑎𝑏) ≤
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑓 (
𝑎𝑏

𝑥
) 𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤ [𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)]2 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 4.2.2: 𝐼 ⊂ (0,∞), ℝ’de bir aralık ve  𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu,  |𝑓′| fonksiyonu 

geometrik 𝑃-fonksiyon olacak şekilde 𝐼0 üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon 

olsun. 𝑎 < 𝑏 olmak üzere her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olduğunu kabul edelim. O 

halde aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥

𝑏

𝑎

𝑑𝑥| 

≤ |𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)| [
𝑏 − 𝑎

2
+
2𝐿(𝑎, 𝑏)

𝑏 − 𝑎
(𝐺(𝑎, 𝑏) − 𝐴(𝑎, 𝑏))] 

İspat.  Lemma 3.1 den,  

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
∫(2𝑡 − 1)(

𝑏

𝑎
)
𝑡

𝑓′(𝑎1−𝑡𝑏1)𝑑𝑡

1

0

 

olduğunu biliyoruz.  |𝑓′| multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyon olduğundan, 

yukarıdaki eşitliğe göre, 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥

𝑏

𝑎

𝑑𝑥| 
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= |𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
∫(2𝑡 − 1) (

𝑏

𝑎
)
𝑡

𝑓′(𝑎1−𝑡𝑏1)𝑑𝑡

1

0

| 

≤ 𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
∫|2𝑡 − 1| |(

𝑏

𝑎
)
𝑡

| |𝑓′(𝑎1−𝑡𝑏1)|𝑑𝑡

1

0

 

≤ 𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
∫|2𝑡 − 1| |(

𝑏

𝑎
)
𝑡

| |𝑓′(𝑎)| |𝑓′(𝑏)|𝑑𝑡

1

0

 

= 𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)| |𝑓′(𝑏)|∫|2𝑡 − 1| (

𝑏

𝑎
)
𝑡

𝑑𝑡

1

0

 

= 𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)| |𝑓′(𝑏)| [∫ (1 − 2𝑡) (

𝑏

𝑎
)
𝑡

𝑑𝑡

1

2

0

+∫ (2𝑡 − 1) (
𝑏

𝑎
)
𝑡

𝑑𝑡
1

1

2

] 

= |𝑓′(𝑎)| |𝑓′(𝑏)| [
𝑏 − 𝑎

2
−

𝑏 + 𝑎

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
+

2√𝑎𝑏

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
] 

= |𝑓′(𝑎)| |𝑓′(𝑏)| [
𝑏 − 𝑎

2
+
2𝐿(𝑎, 𝑏)

𝑏 − 𝑎
(𝐺(𝑎, 𝑏) − 𝐴(𝑎, 𝑏))] 

olup ispat tamamlanır.  

Teorem 4.2.3: 𝐼 ⊂ (0,∞), ℝ’de bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ, 𝐼0 üzerinde 

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |𝑓′|𝑞 fonksiyonu geometrik 𝑃-fonksiyon 

olacak şekilde 𝑞 ∈ ℝ , q > 1 olduğunu varsayalım. 𝑎 < 𝑏 olacak şekilde her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 

ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olduğunu kabul edelim. O halde aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥

𝑏

𝑎

𝑑𝑥| ≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)| |𝑓′(𝑏)| (

1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

𝐿
1

𝑞(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) 

İspat.  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 olsun. Hölder İntegral eşitsizliği ve Lemma 3.1’den yararlanarak 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥

𝑏

𝑎

𝑑𝑥| 

≤ |𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
∫(2𝑡 − 1) (

𝑏

𝑎
)
𝑡

𝑓′(𝑎1−𝑡𝑏1)𝑑𝑡

1

0

| 
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≤ 𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
(∫|2𝑡 − 1|𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑝

(∫ |(
𝑏

𝑎
)
𝑡

|

𝑞

|𝑓′(𝑎1−𝑡𝑏1)|𝑞

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

 

≤ 𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
(∫|2𝑡 − 1|𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑝

(∫(
𝑏

𝑎
)
𝑡𝑞

|𝑓′(𝑎)|𝑞

1

0

 |𝑓′(𝑏)|𝑞𝑑𝑡)

1

𝑞

 

= 𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)| |𝑓′(𝑏)| (∫|2𝑡 − 1|𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑝

(∫(
𝑏

𝑎
)
𝑡𝑞

𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑞

 

= 𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)| |𝑓′(𝑏)| (

1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(
𝑏𝑞 − 𝑎𝑞

𝑙𝑛𝑏𝑞 − 𝑙𝑛𝑎𝑞
1

𝑎𝑞
)

1

𝑞

 

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)| |𝑓′(𝑏)| (

1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

𝐿
1

𝑞(𝑎𝑞, 𝑏𝑞) 

elde edilir. Burada 

∫|2𝑡 − 1|𝑝𝑑𝑡

1

0

=
1

𝑝 + 1
 

dir. 

Teorem 4.2.4: 𝐼 ⊂ (0,∞), ℝ’de bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu 𝐼0 üzerinde 

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |𝑓′| fonksiyonu geometrik 𝑃-fonksiyon 

olacak şekilde 𝑞 ∈ ℝ , q > 1 olduğunu varsayalım.  𝑎 < 𝑏 olacak şekilde her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 

ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olduğunu kabul edelim. O halde aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥

𝑏

𝑎

𝑑𝑥| 

≤ |𝑓′(𝑎)| |𝑓′(𝑏)| [
𝑏𝑞 − 𝑎𝑞

2𝑞
− 2

𝐴(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞)

𝑞
+ 2

𝐺(𝑎𝑞, 𝑏𝑞) 𝐿(𝑎𝑞, 𝑏𝑞)

𝑞(𝑏𝑞 − 𝑎𝑞)
]

1

𝑞

 

İspat.  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼0 olsun. 𝑓 fonksiyonu multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyon 

olduğundan Lemma 3.1 ve power-mean integral eşitsizliğinden, 

|
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥

𝑏

𝑎

𝑑𝑥| 
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≤ |𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
∫(2𝑡 − 1) (

𝑏

𝑎
)
𝑡

𝑓′(𝑎1−𝑡𝑏1)𝑑𝑡

1

0

| 

≤ 𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
(∫|2𝑡 − 1|𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1−
1

𝑞

(∫|2𝑡 − 1| (
𝑏

𝑎
)
𝑡𝑞

|𝑓′(𝑎1−𝑡𝑏1)|𝑞

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

 

≤ 𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)| |𝑓′(𝑏)| (∫|2𝑡 − 1|𝑝𝑑𝑡

1

0

)

1−
1

𝑞

(∫|2𝑡 − 1| (
𝑏

𝑎
)
𝑡𝑞

𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑞

 

= 𝑎
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)| |𝑓′(𝑏)| (

1

𝑝 + 1
)
1−

1

𝑞

(∫|2𝑡 − 1| (
𝑏

𝑎
)
𝑡𝑞

𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑞

 

= |𝑓′(𝑎)| |𝑓′(𝑏)| (
1

𝑝 + 1
)
1−

1

𝑞

[
𝑏𝑞 − 𝑎𝑞

2𝑞
− 2

𝐴(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞)

𝑞
+ 2

𝐺(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) 𝐿(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞)

𝑞(𝑏𝑞 − 𝑎𝑞)
]

1

𝑞

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.2.1: Teorem 3.2.4 nin şartları altında 𝑞 = 1 alınırsa Teorem 3.2.2 deki 

eşitsizlik elde edilir. 

Şimdi [12]’de verilen Lemmadaki birinci eşitliği kullanarak aşağıdaki 

teoremleri yazabiliriz. 

Teorem 4.2.5: 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu, |𝑓′| fonksiyonu multiplicatively geometrik 𝑃-

fonksiyon olacak şekilde 𝐼0 üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.           

0 < 𝑎 < 𝑏 olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. O halde 𝑡 ∈ [0,1] olmak 

üzere aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

|𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

| ≤ 2
|𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)|

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
 (√𝑎 − √𝑏)

2
 

İspat. Lemma 3.1 ve |𝑓′| fonksiyonu multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyon 

olmasından dolayı 

|𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

| = 
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= | 
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎 ∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡 − 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡]| 

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
| [𝑎 ∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡 − 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡]| 

≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[|𝑎∫𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

| 𝑑𝑡 + |𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

| 𝑑𝑡] 

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎∫ |𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

| |𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡 + 𝑏∫ |𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
| |𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡] 

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡 + 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
|𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡] 

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′ (𝑎1−
𝑡

2𝑏
𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡 + 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
|𝑓′ (𝑎

𝑡

2𝑏
1−

𝑡

2
)|

1

0

𝑑𝑡] 

≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

1

0

𝑑𝑡 + 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

1

0

𝑑𝑡] 

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)| [𝑎∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡 + 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡]                                              (4.1) 

yazabiliriz. Burada 

𝐼1 = ∫𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡 

𝐼2 = ∫𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡 

ile gösterelim. Şimdi bu integralleri ayrı ayrı hesaplayalım: Birinci integralde 

{

𝑡 = 𝑢 𝑖𝑠𝑒 𝑑𝑡 = 𝑑𝑢

(
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑑𝑡 = 𝑑𝑣 𝑖𝑠𝑒 
2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
(
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

= 𝑣 
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şeklinde kısmi integrasyon uygularsak 

𝐼1 = ∫ 𝑡(
𝑏

𝑎
)

𝑡

2
1

0

𝑑𝑡 = 𝑡
2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
(
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|

0

1

−∫
2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
(
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑑𝑡

1

0

 

=
2𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
−

2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)

2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
(
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

||

0

1

 

=
2

𝑙𝑛2 (
𝑏

𝑎
)
 ((

𝑏

𝑎
)

1

2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
) − 2 (

𝑏

𝑎
)

1

2

+ 2) 

elde edilir. Benzer şekilde ikinci integrali hesaplamak için 

{

𝑡 = 𝑢 𝑖𝑠𝑒 𝑑𝑡 = 𝑑𝑢

(
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑑𝑡 = 𝑑𝑣 𝑖𝑠𝑒 

2

𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
(
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
= 𝑣 

şeklinde kısmi integrasyon uygularsak 

𝐼2 = ∫𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
|𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡 =
2

𝑙𝑛2 (
𝑎

𝑏
)
 ((

𝑎

𝑏
)

1

2
𝑙𝑛 (

𝑎

𝑏
)− 2 (

𝑎

𝑏
)

1

2
+ 2) 

bulmuş oluruz. Bulunan bu integraller (4.1) eşitsizliğinde yerlerine yazılırsa ve 

gerekli düzenlemeler yapılırsa 

|𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

| 

≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)| [𝑎∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡 + 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡]  

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)| [𝑎

2

𝑙𝑛2 (
𝑏

𝑎
)
 ((

𝑏

𝑎
)

1

2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
) − 2 (

𝑏

𝑎
)

1

2

+ 2)

+ 𝑏
2

𝑙𝑛2 (
𝑎

𝑏
)
 ((

𝑎

𝑏
)

1

2
𝑙𝑛 (

𝑎

𝑏
) − 2 (

𝑎

𝑏
)

1

2
+ 2)] 
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=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

2

𝑙𝑛2 (
𝑏

𝑎
)
[𝑎 ((

𝑏

𝑎
)

1

2

𝑙𝑛(
𝑏

𝑎
)−2(

𝑏

𝑎
)

1

2

+ 2)

− 𝑏 ((
𝑎

𝑏
)

1

2
𝑙𝑛 (

𝑎

𝑏
)−2 (

𝑎

𝑏
)

1

2
+2)] 

=
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
 [𝑎 ((

𝑏

𝑎
)

1

2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
) − 2 (

𝑏

𝑎
)

1

2

+ 2)+ 𝑏 ((
𝑎

𝑏
)

1

2
𝑙𝑛 (

𝑎

𝑏
) − 2 (

𝑎

𝑏
)

1

2
+ 2)] 

=
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
 [(𝑎 (

𝑏

𝑎
)

1

2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
) − 2𝑎 (

𝑏

𝑎
)

1

2

+ 2𝑎)

+ (𝑏 (
𝑎

𝑏
)

1

2
𝑙𝑛 (

𝑎

𝑏
) − 2𝑏 (

𝑎

𝑏
)

1

2
+ 2𝑏)] 

=
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
 [(√𝑎𝑏𝑙𝑛 (

𝑏

𝑎
) − 2√𝑎𝑏 + 2𝑎) + (√𝑎𝑏𝑙𝑛 (

𝑎

𝑏
) − 2√𝑎𝑏 + 2𝑏)] 

=
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
 [(√𝑎𝑏𝑙𝑛 (

𝑏

𝑎
) − 2√𝑎𝑏 + 2𝑎) + (√𝑎𝑏𝑙𝑛 (

𝑎

𝑏
) − 2√𝑎𝑏 + 2𝑏)] 

=
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
 [2𝑎 + 2𝑏 − 4√𝑎𝑏] 

= 2
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
 (√𝑎 − √𝑏)

2
 

elde edilir 

Teorem 4.2.6: 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu, |𝑓′|𝑞 fonksiyonu multiplicatively geometrik 𝑃-

function olacak şekilde 𝐼0 üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.              

𝑎 < 𝑏 olmak üzere her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] için olsun. O halde 𝑡 ∈ [0,1] olmak 

üzere aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

|𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

| ≤
2|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

|𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎|
(√𝑎 − √𝑏)

2
 

İspat. Lemma 3.1, Power-mean integral eşitsizliği ve |𝑓′|𝑞 fonksiyonunun 

multiplicatively geometrik 𝑃-function özelliğinin kullanılması ile 

|𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

| 
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= | 
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎 ∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡 − 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡]| 

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
| [𝑎 ∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡 − 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡]| 

≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[|𝑎∫𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡| + |𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡|] 

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′(𝑎1−
𝑡

2𝑏
𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡 + 𝑏 |∫𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
|𝑓′(𝑏1−

𝑡

2𝑎
𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡|] 

≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[
 
 
 

𝑎(∫ 𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1−
1

𝑞

(∫𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′(𝑎1−
𝑡

2𝑏
𝑡

2)|
𝑞

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

+ 𝑏(∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1−
1

𝑞

(∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
|𝑓′(𝑏1−

𝑡

2𝑎
𝑡

2)|
𝑞

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

]
 
 
 

 

≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[
 
 
 

𝑎 (∫ 𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1−
1

𝑞

(∫ 𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′(𝑎)|
𝑞
|𝑓′(𝑏)|

𝑞

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

+ 𝑏 (∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1−
1

𝑞

(∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
|𝑓′(𝑎)|

𝑞
|𝑓′(𝑏)|

𝑞

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

]
 
 
 

 

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)|

[
 
 
 

𝑎 (∫ 𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1−
1

𝑞

(∫ 𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

+ 𝑏 (∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1−
1

𝑞

(∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

]
 
 
 

 

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)| (𝑎∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡 + 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡) 
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= 2
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
 (√𝑎 − √𝑏)

2
 

elde edilir. 

Sonuç 4.2.1:  Lemma 3.1’deki birinci eşitliğe multiplicatively 𝑃-fonksiyonunun 

tanımını ve power-mean eşitsizlikleri ayrı ayrı uygulandığında aynı yaklaşım elde 

edilir. 

Teorem 4.2.7: 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu, |𝑓′|𝑞 fonksiyonu multiplicatively geometrik       

𝑃-fonksiyon olacak şekilde 𝐼0 üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.  

𝑎 < 𝑏 olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. O halde 𝑡 ∈ [0,1] olmak üzere 

aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

|𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

| 

≤ |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|(
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2(𝑝 + 1)
1

𝑝

)(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
)

1

𝑞

[(𝐺(𝑎𝑞, 𝑏𝑞) − 𝑎𝑞)
1

𝑞 + (𝑏𝑞 − 𝐺(𝑎𝑞, 𝑏𝑞))
1

𝑞] 

İspat. Lemma 3.1, İntegraller için Hölder Eşitsizliği ve |𝑓′|𝑞fonksiyonunun 

multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyon olmasından dolayı aşağıdaki yazılabilir: 

|𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

| 

= | 
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎 ∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡 − 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡]| 

= |
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
| | [𝑎∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡 − 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡]| 

≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[|𝑎∫𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡| + |𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡|] 

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎 |∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−
𝑡

2𝑏
𝑡

2)

1

0

| 𝑑𝑡 + 𝑏 |∫𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−

𝑡

2𝑎
𝑡

2)

1

0

| 𝑑𝑡] 
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=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′(𝑎1−
𝑡

2𝑏
𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡 + 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
|𝑓′(𝑏1−

𝑡

2𝑎
𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡]                 (4.2) 

≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[
 
 
 

𝑎(∫ 𝑡𝑝
1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

(∫(
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡

2

1

0

|𝑓′ (𝑎1−
𝑡

2𝑏
𝑡

2)|
𝑞

𝑑𝑡)

1

𝑞

+ 𝑏(∫ 𝑡𝑝
1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

(∫(
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡

2

1

0

|𝑓′(𝑏1−
𝑡

2𝑎
𝑡

2)|
𝑞

𝑑𝑡)

1

𝑞

]
 
 
 

 

≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[
 
 
 

𝑎 (∫ 𝑡𝑝

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

(∫(
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡

2

1

0

|𝑓′(𝑎)|
𝑞
|𝑓′(𝑏)|

𝑞
𝑑𝑡)

1

𝑞

+ 𝑏 (∫ 𝑡𝑝

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

(∫(
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡

2

1

0

|𝑓′(𝑎)|
𝑞
|𝑓′(𝑏)|

𝑞
𝑑𝑡)

1

𝑞

]
 
 
 

 

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)|

[
 
 
 

𝑎 (∫ 𝑡𝑝
1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

(∫(
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

+ 𝑏(∫𝑡𝑝
1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

(∫(
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

]
 
 
 

 

=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)|

[
 
 
 
 

𝑎 (
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
(
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡

2

|

0

1

)

1

𝑞

+ 𝑏 (
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
(
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡

2
|

0

1

)

1

𝑞

]
 
 
 
 

 

= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
(

1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(
2

𝑞𝑙𝑛(
𝑏

𝑎
)
)

1

𝑞

[
 
 
 

𝑎 ((
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡

2

|

0

1

)

1

𝑞

+ 𝑏 (− (
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡

2
|
0

1

)

1

𝑞

] 

= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|
𝑙𝑛𝑏− 𝑙𝑛𝑎

2
(
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
)

1

𝑞

[𝑎((
𝑏

𝑎
)

𝑞

2

− 1)

1
𝑞

+ 𝑏(−(
𝑎

𝑏
)

𝑞

2
+ 1)

1

𝑞

] 

= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|
𝑙𝑛𝑏− 𝑙𝑛𝑎

2
(
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
)

1

𝑞

[(𝑎𝑞 (
𝑏

𝑎
)

𝑞

2

− 𝑎𝑞)

1
𝑞

+ (−𝑏𝑞 (
𝑎

𝑏
)

𝑞

2
+ 𝑏𝑞)

1

𝑞

] 

= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|
𝑙𝑛𝑏− 𝑙𝑛𝑎

2
(
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
)

1

𝑞

[(√(𝑎𝑏)𝑞 − 𝑎𝑞)
1
𝑞 + (−√(𝑎𝑏)𝑞 + 𝑏𝑞)

1
𝑞
] 
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= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|
𝑙𝑛𝑏− 𝑙𝑛𝑎

2
(
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
)

1

𝑞

[(√(𝑎𝑏)𝑞 − 𝑎𝑞)
1
𝑞 + (−√(𝑎𝑏)𝑞 + 𝑏𝑞)

1
𝑞
] 

= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)| (
𝑙𝑛𝑏− 𝑙𝑛𝑎

2(𝑝 + 1)
1

𝑝

)(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
)

1

𝑞

[(𝐺(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞) − 𝑎𝑞)
1

𝑞 + (𝑏𝑞 − 𝐺(𝑎𝑞 , 𝑏𝑞))
1
𝑞
]. 

Şimdi, Hölder ve power-mean integral eşitsizliklerinden daha iyi yaklaşım 

veren Hölder-İşcan ve improved power-mean integral eşitsizliklerini kullanarak 

aşağıdaki teoremleri ispatlayacağız. 

Teorem 4.2.8: 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu, |𝑓′|𝑞 fonksiyonu multiplicatively geometrik 𝑃-

fonksiyon olacak şekilde 𝐼0 üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon 

olsun.         𝑎 < 𝑏 olmak üzere her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. O halde 𝑡 ∈ [0,1] 

olmak üzere aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

|𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

| ≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)| 

(
2

𝑞2𝑙𝑛2 (
𝑏

𝑎
)
)

1

𝑞

(
1

𝑝 + 2
)

1

𝑝

[((
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(2√𝑎𝑏 − 2𝑎𝑞 − 𝑎𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
))

1

𝑞

+ (2𝑎𝑞 − 2√𝑎𝑏 + √𝑎𝑏𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
))

1

𝑞

)

+ ((
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(2𝑏𝑞 − 2√𝑎𝑏 + 𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)𝑏𝑞)

1

𝑞

+ (2√𝑎𝑏 − 2𝑏𝑞 −√𝑎𝑏𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
))

1

𝑞

)] 

İspat. Lemma 3.1, Hölder-İşcan integral eşitsizliği ve |𝑓′|𝑞 fonksiyonunun 

multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyon olması özelliğinden dolayı; 

|𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

| 

= | 
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎 ∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡 − 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡]| 
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=
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
| [𝑎 ∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡 − 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡]| 

≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[|𝑎∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡| + |𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′ (𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡|] 

≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡 + 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2

1

0

|𝑓′ (𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)|𝑑𝑡]            (4.3) 

yazılabilir. Burada 

𝐼1 = ∫𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡 

𝐼2 = ∫𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2

1

0

|𝑓′ (𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)| 𝑑𝑡 

ile gösterelim. Şimdi de bu integrallere ayrı ayrı Hölder-İşcan integral eşitsizliğini 

uygularsak, 

𝐼1 = ∫𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡 

≤
1

1 − 0

[
 
 
 
 

(∫(1 − 𝑡)𝑡𝑝

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

(∫(1 − 𝑡)((
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)|)

𝑞1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

+(∫𝑡. 𝑡𝑝

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

(∫𝑡 ((
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)|)

𝑞1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

]
 
 
 
 

 

≤

[
 
 
 

(∫(𝑡𝑝 − 𝑡𝑝+1)𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑝

(∫(1 − 𝑡) (
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡

2

1

0

|𝑓′(𝑎)|𝑞|𝑓′(𝑏)|𝑞𝑑𝑡)

1

𝑞

+(∫𝑡𝑝+1

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

(∫𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡

2

|𝑓′(𝑎)|𝑞|𝑓′(𝑏)|𝑞

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

]
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= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

[
 
 
 

(∫(𝑡𝑝 − 𝑡𝑝+1)𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑝

(∫(1 − 𝑡) (
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

+(∫𝑡𝑝+1

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

(∫𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

]
 
 
 

 

= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

[
 
 
 
 
 

((
𝑡𝑝+1

𝑝 + 1
−
𝑡𝑝+2

𝑝 + 2
)|
0

1

)

1

𝑝

(

 
 

(

 
 
(1 − 𝑡)

2 (
𝑏

𝑎
)
𝑞𝑡

2⁄

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
+ ∫

2(
𝑏

𝑎
)
𝑞𝑡

2⁄

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
𝑑𝑡

)

 
 
|
|

0

1

)

 
 

1

𝑞

+ (
𝑡𝑝+2

𝑝 + 2
|
0

1

)

1

𝑝

(

 
 

(

 𝑡
2 (

𝑏

𝑎
)
𝑞𝑡

2⁄

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
−∫

2(
𝑏

𝑎
)
𝑞𝑡

2⁄

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
𝑑𝑡

)

 ||

0

1

)

 
 

1

𝑞

]
 
 
 
 
 

 

= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

[
 
 
 
 
 

(
1

𝑝 + 1
−

1

𝑝 + 2
)

1

𝑝

(

 
 

(

 
 
(1 − 𝑡)

2 (
𝑏

𝑎
)
𝑞𝑡

2⁄

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
+ (

2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
)

2

(
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡
2⁄

)

 
 
|
|

0

1

)

 
 

1

𝑞

+ (
1

𝑝 + 2
)

1

𝑝

(

 
 

(

 𝑡
2 (

𝑏

𝑎
)
𝑞𝑡

2⁄

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
− (

2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
)

2

(
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡
2⁄

)

 ||

0

1

)

 
 

1

𝑞

]
 
 
 
 
 

 

= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)| (
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
)

1

𝑞

(
1

𝑝 + 2
)

1

𝑝

[
 
 
 
 

(
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(

 ((1 − 𝑡) (
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡
2⁄

+
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
(
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡
2⁄

)|

0

1

)

 

1

𝑞

+ ((𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡
2⁄

−
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
(
𝑏

𝑎
)

𝑞𝑡
2⁄

)|

0

1

)

1

𝑞

]
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= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)| (
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
)

1

𝑞

(
1

𝑝 + 2
)

1

𝑝

[
 
 
 

(
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
(
𝑏

𝑎
)

𝑞
2⁄

−
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
− 1)

1

𝑞

+(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
−

2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
(
𝑏

𝑎
)

𝑞
2⁄

+ (
𝑏

𝑎
)

𝑞
2⁄

)

1

𝑞

]
 
 
 

 

ifadesi elde edilir. Aynı şekilde  𝐼2 eşitliğine de Hölder-İşcan integral eşitsizliğini 

uygularsak, 

𝐼2 = ∫𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

1

0

𝑑𝑡 

≤
1

1 − 0
[
 
 
 

(∫(1 − 𝑡)𝑡𝑝

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

(∫(1 − 𝑡) ((
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
|𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)|)

𝑞1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

+(∫𝑡. 𝑡𝑝

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

(∫ 𝑡 ((
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
|𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)|)

𝑞1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

]
 
 
 

 

≤

[
 
 
 

(∫(𝑡𝑝 − 𝑡𝑝+1)𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑝

(∫(1 − 𝑡) (
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡

2

1

0

|𝑓′(𝑎)|𝑞|𝑓′(𝑏)|𝑞𝑑𝑡)

1

𝑞

+(∫𝑡𝑝+1

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

(∫𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡

2
|𝑓′(𝑎)|𝑞|𝑓′(𝑏)|𝑞

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

]
 
 
 

 

= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

[
 
 
 

(∫(𝑡𝑝 − 𝑡𝑝+1)𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑝

(∫(1 − 𝑡) (
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

+(∫𝑡𝑝+1

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

(∫𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

]
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= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

[
 
 
 
 
 

((
𝑡𝑝+1

𝑝 + 1
−
𝑡𝑝+2

𝑝 + 2
)|
0

1

)

1

𝑝

(

 
 

(

 
 
(1 − 𝑡)

2

𝑞

(
𝑎

𝑏
)
𝑞𝑡

2⁄

𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
+∫

2

𝑞

(
𝑎

𝑏
)
𝑞𝑡

2⁄

𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
𝑑𝑡

)

 
 
|
|

0

1

)

 
 

1

𝑞

+ (
𝑡𝑝+2

𝑝 + 2
|
0

1

)

1

𝑝

(

 
 

(

 𝑡
2

𝑞

(
𝑎

𝑏
)
𝑞𝑡

2⁄

𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
− ∫

2

𝑞

(
𝑎

𝑏
)
𝑞𝑡

2⁄

𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
𝑑𝑡

)

 ||

0

1

)

 
 

1

𝑞

]
 
 
 
 
 

 

= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

[
 
 
 
 
 

(
1

𝑝 + 1
−

1

𝑝 + 2
)

1

𝑝

(

 
 

(

 
 
(1 − 𝑡)

2

𝑞

(
𝑎

𝑏
)
𝑞𝑡

2⁄

𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
+ (

2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
)

2

(
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡
2⁄

)

 
 
|
|

0

1

)

 
 

1

𝑞

+ (
1

𝑝 + 2
)

1

𝑝

(

 
 

(

 𝑡
2

𝑞

(
𝑎

𝑏
)
𝑞𝑡

2⁄

𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
− (

2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
)

2

(
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡
2⁄

)

 ||

0

1

)

 
 

1

𝑞

]
 
 
 
 
 

 

= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)| (
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
)

1

𝑞

(
1

𝑝 + 2
)

1

𝑝

[
 
 
 
 

(
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(

 ((1 − 𝑡) (
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡
2⁄

+
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
(
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡
2⁄

)|

0

1

)

 

1

𝑞

+ ((𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡
2⁄

−
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
(
𝑎

𝑏
)

𝑞𝑡
2⁄

)  |

0

1

)

1

𝑞

]
 
 
 
 

 

= |𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)| (
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
)

1

𝑞

(
1

𝑝 + 2
)

1

𝑝

[
 
 
 

(
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
(
𝑎

𝑏
)

𝑞
2⁄

−
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
− 1)

1

𝑞

+(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
−

2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
(
𝑎

𝑏
)

𝑞
2⁄

+ (
𝑎

𝑏
)

𝑞
2⁄

)

1

𝑞

]
 
 
 

 

elde edilir. Bulunan bu ifadeleri (4.3) eşitsizliğinde yerlerine yazarsak 

|𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

| 
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≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎 ∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

1

0

𝑑𝑡 + 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

1

0

𝑑𝑡] 

≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)| (

2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
)

1

𝑞

(
1

𝑝 + 2
)

1

𝑝

[
 
 
 

𝑎

(

 (
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
(
𝑏

𝑎
)

𝑞
2⁄

−
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
− 1)

1

𝑞

+ (
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
−

2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
(
𝑏

𝑎
)

𝑞
2⁄

+ (
𝑏

𝑎
)

𝑞
2⁄

)

1

𝑞

)

 

+ 𝑏

(

 (
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
−

2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
(
𝑎

𝑏
)

𝑞
2⁄

+ 1)

1

𝑞

+(
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
(
𝑎

𝑏
)

𝑞
2⁄

−
2

𝑞𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
− (

𝑎

𝑏
)

𝑞
2⁄

)

1

𝑞

)

 

]
 
 
 

 

≤
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)| (

2

𝑞2𝑙𝑛2 (
𝑏

𝑎
)
)

1

𝑞

(
1

𝑝 + 2
)

1

𝑝

[((
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(2√𝑎𝑏 − 2𝑎𝑞

− 𝑎𝑞𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
))

1

𝑞

+ (2𝑎𝑞 − 2√𝑎𝑏 + √𝑎𝑏𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
))

1

𝑞

)

+ ((
1

𝑝 + 1
)

1

𝑝

(2𝑏𝑞 − 2√𝑎𝑏 + 𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
) 𝑏𝑞)

1

𝑞

+ (2√𝑎𝑏 − 2𝑏𝑞 − √𝑎𝑏𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
))

1

𝑞

)] 

elde edilir. 

Teorem 4.2.9: 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu, |𝑓′|𝑞 fonksiyonu multiplicatively geometrik        

𝑃-fonksiyon olacak şekilde 𝐼0 üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon 

olsun.         𝑎 < 𝑏  olmak üzere her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. O halde 𝑡 ∈ [0,1] 

olmak üzere aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

|𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

| ≤ 2
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
 (√𝑎 − √𝑏)

2
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İspat. Lemma 3.1, Improved power-mean integral eşitsizliği ve |𝑓′|𝑞 fonksiyonunun 

multiplicatively geometrik 𝑃-fonksiyon olmasından dolayı 

|𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

| 

= | 
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
[𝑎 ∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡 − 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡]| 

= |
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
| | [𝑎∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′(𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡 − 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′(𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡]| 

≤ |
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
| [|𝑎∫ 𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡| + |𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2
𝑓′ (𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)

1

0

𝑑𝑡|] 

≤ |
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
| [𝑎∫𝑡 (

𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡 + 𝑏∫ 𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2

1

0

|𝑓′ (𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)| 𝑑𝑡]    (3.4) 

yazabiliriz. Kısalık olsun diye 

𝐼1 = ∫ 𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2
|𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)|
1

0
𝑑𝑡 ve  𝐼2 = ∫ 𝑡 (

𝑎

𝑏
)

𝑡

21

0
|𝑓′ (𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)

𝑡

2)|𝑑𝑡 

ile gösterelim. Bu integrallere ayrı ayrı improved power-mean integral eşitsizliğini 

uygularsak, 

𝐼1 = ∫𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)|

1

0

𝑑𝑡 

≤
1

1 − 0
[
 
 
 

(∫(1 − 𝑡)𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1−
1

𝑞

(∫(1 − 𝑡)𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)|
𝑞

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

+(∫𝑡. 𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1−
1

𝑞

(∫𝑡𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′ (𝑎1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)|
𝑞

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

]
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=

[
 
 
 

(∫(1 − 𝑡)𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1−
1

𝑞

(∫(1 − 𝑡)𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′ (𝑎1−
𝑡

2𝑏
𝑡

2)|
𝑞

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

+(∫𝑡2 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1−
1

𝑞

(∫ 𝑡2 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

|𝑓′ (𝑎1−
𝑡

2𝑏
𝑡

2)|
𝑞

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

]
 
 
 

 

= |𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)|

[
 
 
 

(∫(𝑡 − 𝑡2) (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1−
1

𝑞

(∫(𝑡 − 𝑡2) (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

+(∫𝑡2 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1−
1

𝑞

(∫ 𝑡2 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑞

]
 
 
 

 

= |𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)| [∫(𝑡 − 𝑡2) (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡 +∫ 𝑡2 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡] 

= |𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)| [∫ 𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡 − ∫𝑡2 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡 +∫ 𝑡2 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡] 

= |𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)|∫ 𝑡 (
𝑏

𝑎
)

𝑡

2

1

0

𝑑𝑡 

= |𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)|
2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
 (
(
𝑏

𝑎
)

1

2
𝑙𝑛 (

𝑏

𝑎
) − 2 (

𝑏

𝑎
)

1

2
+ 2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)

) 

elde edilir. Benzer şekilde 𝐼2 eşitliğine de improved power-mean integral eşitsizliğini 

uygularsak 

𝐼2 = ∫𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑡

2

1

0

|𝑓′ (𝑏1−𝑡(𝑎𝑏)
𝑡

2)| 𝑑𝑡 

≤ |𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)|
2

𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
 (
(
𝑎

𝑏
)

1

2
𝑙𝑛 (

𝑎

𝑏
) − 2 (

𝑎

𝑏
)

1

2
+ 2

𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)

) 
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elde edilir. Bulunan bu integraller (3.4) eşitsizliğinde yerlerine yazılırsa ve gerekli 

düzenlemeler yapılırsa 

|𝑓(√𝑎𝑏) −
1

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
∫
𝑓(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

| 

≤ |
𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎

2
| |𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)|

[
 
 
 
𝑎

2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)
 (
(
𝑏

𝑎
)

1

2
𝑙𝑛 (

𝑏

𝑎
) − 2 (

𝑏

𝑎
)

1

2
+ 2

𝑙𝑛 (
𝑏

𝑎
)

)

+ 𝑏
2

𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)
 (
(
𝑎

𝑏
)

1

2
𝑙𝑛 (

𝑎

𝑏
) − 2 (

𝑎

𝑏
)

1

2
+ 2

𝑙𝑛 (
𝑎

𝑏
)

)

]
 
 
 
 

= 2
|𝑓′(𝑎)𝑓′(𝑏)|

𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎
 (√𝑎 − √𝑏)

2
 

elde edilir. 

Sonuç 4.2.2: Teorem 4.2.5, Teorem 4.2.6 ve Teorem 4.2.9 da Lemma 3.1 deki eşitlik 

için aynı yaklaşımı elde ettik 
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BÖLÜM 5.TARTIŞMA VE SONUÇLAR 

Bu çalışmada elde edilen sonuçlar özgün olup multiplicatively geometrik P-

fonksiyonların tanımı ve bazı özellikleri literatüre kazandırılmıştır. Bu tür 

fonksiyonlarla ilgili Hermite-Hadamard integral eşitsizliği elde edilmiş ve bazı 

sonuçlara varılmıştır. Bu çalışmadan yola çıkılarak farklı özdeşlikler kullanılarak 

multiplicatively geometrik P-fonksiyonlarla ilgili başka yeni eşitsizlikler de elde 

edilebilir. 
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