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OZET

MULTIPLICATIVELY GEOMETRIK P-FONKSIYONLAR ICIN
BAZI YENI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

KARACA, Halil
Giresun Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Mahir KADAKAL

NISAN 2020, 38 Sayfa

Bu calismada, genigletilmis carpimsal P-fonksiyonunun yeni bir simifi
tanimlandi. Bazi yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler tiiretildi. Elde edilen
sonuglar ile Onceki sonuglarm iyilestirilmesini ve gelistirilmesini saglandi.
Literatiirde ilk defa multiplicatively geometrik P-fonksiyon tanimi ilk olarak bu
caligmada verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konveks fonksiyon, Hermite-Hadamard integral esitsizligi, P-
fonksiyon, GA-konveks fonksiyon, multiplicatively geometrik P-fonksiyon
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SUMMARY

SOME NEW INTEGRAL INEQUALITIES FOR
MULTIPLICATIVELY GEOMETRICALLY P-FUNCTIONS

KARACA, Halil
University of Giresun
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mahir KADAKAL

APRIL 2020, 38 Pages

In this paper, we introduce a new class of extended multiplicatively geometric
P-function. Some new Hermite-Hadamard type inequalities are derived. Results
represent significant refinement and improvement of the previous results. ldeas of
this paper may stimulate further research. For the first time in the literature, the
definition of multiplicatively geometric P-function is first given in this study.

Key Words: Convex function, Hermite-Hadamard integral inequality, P-function,
GA-convex function, Multiplicatively geometric P-function
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BOLUM 1.GIRIS

Konveksligin temelinin Arsimet’in 7 degerini hesaplamasiyla atildigini
sdyleyebiliriz. Bu ise M.O. 3. yiizyila kadar dayanmaktadir. Ancak 1881 yilinda
Hermite'in yaptigi ¢alismaya kadar bu kavram pek giindeme gelmemistir. 1905
yilindan sonra Jensen ‘in konvekslik alanda yaptigi ¢alismalar ciddi kabul gormiistiir.

Daha sonra devam eden siirecte Beckenbach ve Bellman (1961), Mitrinovic
(1970) gibi arastirmacilar konveks fonksiyonlar ile ilgili esitsizliklere yazmis
olduklar1 kitaplarinda yer vermislerse de konveks fonksiyonlar igin esitsizlik i¢eren
ilk kaynagi 1987 yilinda Pecaric’in yazdig1 bilinmektedir [21].

Matematikgiler tarafindan yakin zamanda esitsizlik teorisi ve konveks
fonksiyonlar yakindan takip edilmekte ve bunlarla ilgili bir¢ok ¢alismalar
yapilmaktadir. Bilinen durumlardan bazi1 6zel ve genel sonuglar ¢gikarilmaya devam
edilmektedir.

Son yillarda yapilan ¢aligmalarda da bazi konvekslik tiirleri i¢in Hermite-
Hadamard tipli esitsizlikler ve yeni integral esitsizlikleri insa edilmistir. Biz de bu
calismamizda literatiire bizim tarafimizdan eklenecek olan multiplicatively
geometrik P-fonksiyonlar igin bazi yeni integral esitsizlikler elde ettik. Elde ettigimiz
bu tanimdan yola ¢ikarak bir makale yayimladik [19].



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde tezimizde bize yardimci olacagmi diisiindiigiimiiz bilinen bazi
tanimlari, teoremleri, esitsizlikleri ve ortalamalar1 verecegiz.

Tamim 2.1.1 (Lineer Uzay) L # @ bir kiime ve K bir cisimolsun. +: L X L - L
ve -: K X L — L islemleri tamimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye K
cismi iizerinde lineer uzay (vektor uzayr) denir [1].

A) L kiimesi + islemine gore bir gruptur.
Gl.Vx,y € Liginx + y € Ldir.
G2.Vx,y,z € Licnx + (y + z) = (x + y) + zdir.

G3.Vx € Liginx + 8 = 6 + x = x esitligini saglayan birtek 6 € L
vardir.

G4.vx € Liginx + (—x) = (—x) + x = 0 esitligini saglayan bir tek
—x € L vardir.

G5.vx,y € Liginx + y = y + xdir.

B) x,y€Lvea,b € K olmak iizere asagidaki 6zellikler saglanir.
Ll. a.x € Ldir.
L2.a.(x + y) = a.x + a.ydir.
L3. (a + b).x = a.x + b.x dir.
L4. (ab).x = a.(b.x)dir.
L5. 1.x = xdir. (1, K cisminin birim elemanidir)

Tamm 2.1.2. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak
lizere;

B={z€eLz=tx+(1-1t)y, 0<t<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z€B ise z=ax+ (1—a)y
esitligindeki x ve y katsayilari i¢in a + (1 — @) = 1 bagmtis1 her zaman dogrudur.
Bu sebeple konveks kiime tanimindaki @, (1 — ) yerine @ + f = 1 sartin1 saglayan
ve negatif olmayan «, reel sayilarini alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi ug



noktalar1 x ve y olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks
kiime, bos olmayan ve iki noktasini birlestiren dogru parcasini igeren kiimedir [3].

Tamim 2.1.3. (Konveks Fonksiyon): I, R de bir aralik ve f:1 = R bir fonksiyon
olmak tizere her x,y € I ve a € [0,1] i¢in,

flax+ 1 —a)y) < af () + (1 - a)f (¥)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger bu esitsizlik x # y ve
a € (0,1) i¢in kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir [26].

Yukaridaki tanimi; “Eger B = {(x,y):y = f(x), x € I} kiimesi konveks ise f
fonksiyonuna konveks fonksiyon denir” seklinde de ifade edebiliriz.

Eger « 6[0,1] kapali araligindaki u¢ noktalar1 disarida birakirsak, o zaman

konveks fonksiyon sartindaki “<” yerine “<” gelir, yani;
flax+ (1 —a)y) <af(x)+ (1 -a)f )
olur. Bu durumda bu fonksiyona kesin konveks fonksiyon denir

Tamim 2.1.4. (Hermite-Hadamard Integral Esitsizligi ): f:[a, b] —» R konveks
fonksiyon olmak tizere

b
b 1 b
f(aJZr )sb_aff(x)dxﬁf(a);f()

esitsizligine Hermite-Hadamard integral esitsizligi denir. Klasik Hermite-Hadamard
esitsizligi bir konveks fonksiyonunun ortalama degerinin hesabini saglar [25].

2.2.Ban Esitsizlikler

Teorem 2.2.1. (Holder Esitsizligi): a = (aq,ay, .....,a,) ve b = (by, by, ....., by)
reel sayilarin ikili n-lisi olsun. Bu takdirde %+ 3 = 1 olmak tizere, p > 1 ise

Sy (3 (Bpor)

dir [22].

Teorem 2.2.2. (integraller icin Hélder Esitsizligi): p > 1 ve %+$: 1 olsun.

fveg, [a b]arahginda tanimh reel degerli fonksiyonlar, |f|P ve |gl|?, [a,b]
araliginda integrallebilir fonksiyonlar ise



1 1

b b » /b
f F()g(0)ldx < f FGOIP dx f 9 Col9dx

esitsizligi gegerlidir [22].

Tammm 2.2.1. (Power-Mean Integral Esitsizligi): g >1 olsun. fveg,
[a, b] araliginda tanimli ve integrallenebilir iki fonksiyon olsun. |f| ve |gl?, [a, b]
araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise,

1 1

b b 7/ b
f F()g(0ldx < f £ GO ldx j FEOllg(oI dx

esitsizligi gegerlidir [22].

Asagidaki teoremde Holder integral esitsizliginden daha iyi yaklasim veren ve
literatiirdeki ad1 Holder-Iscan integral esitsizligi olan esitsizlik ispatlamustir [17].
Teorem 2.2.3. (Holder-iscan integral Esitsizligi): p > 1 ve %+ i =1 olsun. f ve

g fonksiyonlar1 [a, b] kapali araligi iizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlar ve
|f1P, 1g|? fonksiyonlar1 [a, b] tlizerinde integrallenebilir fonksiyonlar olsunlar. O
halde asagidaki esitsizlikler gecerlidir [17].

b
f IF () g (@)ldx

o /b Yq

b
<;—1 [o-olrcrax | | [o-nigeia

o /b Yq

b
+ f(x—a)lf(x)lpdx f(x—a)lg(x)lqu (2.1)



i)

) b Yo /b Yq
— < | (b—x)lf(x)lpdx> ( | (b—x)lg(x)l"dx>
b Yo /b Yq
; < f (x a)lf(x)lpdx> ( f (x a)lg(x)lqu>

b Yo /b Yq
s([ If(x)lpdx> (f |g(x)|qu> 2.2)

i) Birinci yontem (Kisa Yontem) Integraller i¢in Holder esitsizliginden
yararlanarak kolayca

Ispat.

b b
[rregetax = bf—a{ [ |t =" 0= 00Yageo| dx

a

b
+[ ] - @60 - @ Yag ) dx}
. b Yo /b Yq
<o— ( Jo- x)If(x)I”dx> < Jo- x>|g<x>|de>
b Yo /b Yq
+ (f(x — a)If(x)Ipdx> (f(x — a)Ig(x)qux>

oldugu goriiliir.

Ikinci yontem (Uzun Yoéntem): Integraller igin Holder Esitsizliginde sirasiyla
[a, Ab + (1 — A)a] alt arahigi ve [Ab + (1 — A)aq, b] alt araligin1 uygularsak,

Ab+(1-A)a 1 1

Ab+(1-Da 5 / rAb+(1-2a 7
f If(x)g(x)lde< f If(x)lpdxdx) ( f |g<x>|de)

a

ve



1 1

b b p b q
[ reogeon < ( I If(x)lpdx> ( I |g<x>|qu)
Ab+(1-A)a Ab+(1-A)a Ab+(1-Aa

esitsizliklerini elde ederiz. Bu esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak;

b Ab+(1-Da 5/ Ab+(1-a .
j FG0g(oldx < ( f FGolPdx dx> ( f |g<x>|de>

1

b o/ b
+< f If(X)I”dx> ( j |g(x)|qu> 2.3)
Ab+(1-)a Ab+(1-A)a

elde edilir. (1.3) esitsizliginin sag tarafina x = ub + (1 — u)a degisken degisikligini
uygularsak,

Q|-

1/q

b 2 Yo o 2
f F gz < (b — a) (f If(ub+(1—u)a)|”du> (f |g(ub+(1—u)a)|qdu)
0 0

) ( Lllf(ub = wa)P du>1/p ( f:lg(ub +(1- u)a)lqdu)l/q}

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin A degiskenine gore [a, b] kapali araligi
iizerinden integralini alirsak

1

b 1 A % A q
J-If(x)g(x)ldxs (b—a) j (j |f(ub + (1 —u)a)lpdu) <f |g(ub+(1—u)a)|qdu> da
J 0o \Jo 0

o . s
+f <f |f(ub+(1—u)a)|pdu> (f |g(ub+(1—u)a)|qdu> dA
0o \J1 !

elde ederiz. Simdi Holder esitsizliginin sag tarafin1 son esitsizlikteki integrallere
uygularsak

b
f IF g (0)ldx

1 1

1 2 p /1 A q
S(b—a){(jo -fo |f(ub+(1—u)a)|pdudl> (-fo fo |g(ub+(1—u)a)|qdud/1)



+<f0 L|f(ub+(1—u)a)lpdud/1>p<fo ng(ub+(1—u)a)|qdud/1>q}

olur. Burada, Fubini Teoremi ve u = g degisken degisikliginden,

b
j F (g (0)ldx

1

1,01 ,1‘, 1,1 7
S(b—a){(J; f |f(ub+(1—u)a)|pd)ldu> <f0 f |g(ub+(1—u)a)|qd/1du>

1 ru % . %
+<f0.f0|f(ub+(1—u)a)|l’dldu> <JO -[o |g(Ub+(1—u)a)|qd/1du>}

=(b—a){<.’;) (1—u)|f(ub+(1—u)a)|pdu>p<f0 (1—u)|g(ub+(1—u)a)|qdu>

1
q

! b (1 :
+<f ulf(ub+(1—u)a)|pdu> <f ulg(ub+(1—u)a)|qdu>}
0 0

1
q

1 S/l
=(b—a){<J;) (1—u)|f(ub+(1—u)a)|pdu> <f0 (1—u)|g(ub+(1—u)a)|qdu>

+<f ulf(ub+(1—u)a)|pdu>p<f ulg(ub+(1—u)a)|qdu>q}
b 5/ b :
- (- (f (b—x)lf(x)lpdx> (f (b—x)lg(x)lqu>

) - 1
+<f (x—a)If(x)I”dx) (f (x—a)Ig(x)qux>

elde ederiz.

i) Tlk olarak

1

b 5/ b .
(f If(x)l”dx> (f |g<x>|qu> =0

7



durumunu goéz Oniine alalim. Buradan, her x € [a, b] icin f(x) = 0 veya her x €
[a, b] i¢cin g(x) = 0 ise asagidaki esitligi elde ederiz.

b
f F()g(0)ldx = 0

Dolayisiyla, (2.2) esitsizliginden bu durum agiktir.

Son olarak;

1

b » [ (b a
I=<f If(X)Ide> <j Ig(x)lqu> # 0

durumunu ele alalim. Buradan,

1

1 b % b .
=i ([ @ =0 a) ([e-olg@ia)

b 5 /b :
+(f (x—a)lf(x)lpdx> (f (x—a>|g(x>|qu>

1 {(ff (b —)|f ()P dx)ﬁ ( [2 b= x)lgx)le dx>5

“0-a [1If (P dx [1g@ole dx

+ (ff (x - Dlf P dx); (f;’(x — Dlgele dx)q}

LI @lP dx P10l dx

elde edilir. Son esitsizligin sag tarafindaki integrallere x‘y'~* < tx+ (1 —1t)y
esitsizligi uygulanirsa

1

1 b % b q
g @-nrera) ([ e-slwia)

b 5 /b Yq
+<f (x—a)If(x)I”dx) (f (x—a)Ig(x)qux>

1 {(ff (b —0If(@)IP dx)5 ( L2 —x)lg@)le dx)a

-0 p [JIf (0P dx qJ;1g(x)19 dx

8



N (f;’<x ~ a)|f<x)|pdx>5 ( - a>|g<x)|qu>5
p [l dx a7 1g(o)le dx

1 1
p q

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Remark: Holder-Iscan integral esitsizligi, Holder integral esitsizliginden daha iyi
yaklasim verir.

Teorem 2.2.4 (Improved Power-Mean Integral Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. . f ve g
[a, b] arahigi {izerinde tanimli reel degerli fonksiyonlar ve |f|P,|g|? fonksiyonlari

[a, b] lizerinde integrallenebilir fonksiyonlar olsunlar. O halde asagidaki esitsizlikler
gecerlidir [20].

i)

1

b (/b 1‘3 b a
[1regelar <= a{(( IC —x)lf(x)ldx> ( IC —x)lf(x)llg(x)lqu>

RS

b 1‘% b
+ ( f (x— a)lf(x)ldx> ( j (x— a)lf(x)llg(x)lqu>

)
} (2.4)
)

i)
( 17 !

b </ b
h—a i a{k f(b —x)|f (x)|dx f(b — O 1gGo)l9dx

b =2 /b q
+ f(x—a)lf(x)ldx f(x—a)lf(x)llg(x)lqu l (2.5)
a a }

1-X L
q

b b
< f F0)ldx f FCOllg(oldx



ispat.

i)  1Ilk olarak g > 1 olsun. Holder integral esitsizliginden yararlanarak kolayca

b b
1 11 1
[Ir@geolax = m{ [ | =0 - o vacog )] ax

a

b
+ f (x — a)rfr(x)(x — a)ef E(x)g(X)| dX}

1

1 b 1‘% b .
: —b—a{ga (b—X>|f<X>|dX> (f (b—x)lf(x)llg(X)lqu>

b 1‘% b %
+<j (x—a)lf(x)ldx> (j (x—a)lf(x)llg(x)lqu>

oldugu goriiliir. ¢ = 1 i¢in esitsizlik (2.4) esitsizligine esit olmaktadir.

ii)  Ilk olarak asagidaki esitligin var oldugunu diisiinelim.

1

b 1—% y :
<f If(x)ldx> <f If(x)||g(x)|qu> —0

Buradan, her x € [a, b] i¢in f(x) = 0 veya her x € [a, b] igin g(x) = 0 ise boylece

b
f IF () g()ldx = 0

esitsizligini elde ederiz. Dolayisiyla (2.5) esitsizliginden bu durum agiktir. Son olarak
asagidaki durumu ele alalim.

1

b 1—% b q
s=<f If(x)ldx> (f If(x)llg(x)lqu> #0

Buradan,

1

1 b 1_% b 7
a=as] ([ @-ovw@ia) ([ @-or@igwia)

b 1—% b %
+<f (x—a)lf(x)ldx> (f (x—a)lf(x)llg(x)lqu>

10



1 (ff (b - x)lf(x)ldx)lq < 12 — 0l llg ()1 dx>5
“hma| U I @)ldx PIF @ llg@)7 dx

' (ff (= DIf ) dx) (ff (- DI llg)1e dx>5
J1f @)l dx 1 Collg@le dx

elde edilir. ¢ > 1 olsun. Son esitsizligin sag tarafindaki integrallere xty'~¢ < tx +
(1 — t)y esitsizligi uygulanirsa,

1 b =g [ b 0
G5 (f (b—x)lf(x)ldx> (f (b—x)lf(x)llg(x)lqu>

1
q

b 1‘% b
+<j (x—a)lf(x)ldx> (j (x—a)lf(x)llg(x)lqu>

1 {(q — 1) [2(b = 0If (x)ldx N [2(b = x)1g(x)17 dx

“b-a q [1f (x)ldx g [21f@)llg(x)l dx
L@-D [2(x — QIf ()] dx p S2(x - a>|g<x>|qu}
q [J1f (0l dx g [21f @)1g(x)l dx
1.1y

qa 9

elde edilmis olur.
iii) Esitsizligin ¢ = 1 i¢in saglandig1 kolayca goriiliir ve ispat tamamlanir.

Remark. Improved Power-Mean integral esitsizligi, Power-Mean integral
esitsizliginden daha iyi yaklagim verir.

2.3. Baz1 Ortalamalar

Tamim 2.3.1: Bu baslik altinda a, b gibi iki pozitif reel say1 i¢in bazi ortalamalar
verilecektir [2,4].

1.Aritmetik Ortalama:

a+b
A= A(a,b) =
2
2.Geometrik Ortalama:
G = (a,b) =Vab

11



3.Harmonik Ortalama:

H=Hab) = 2ab
- =0T
4.Logaritmik Ortalama:
a—b>b
L=L(ab) = Inb — lna
5.1dentrik Ortalama:
a ,a=D>b
I=1I(ab)={1 (bb)m
—\— ,a#*b
e\a®
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BOLUM 3. MATERYAL VE METOT

Bu bolimde, c¢alismamizin bulgular kisminda elde ettigimiz sonuglari
¢ikarmamiza yardimci olan P-fonksiyonlar, P-GA-fonksiyonlar, multiplicatively P-
fonksiyonlarin tanimin1 ve bunlarla ilgili bazi teoremleri ve 6zellikleri verecegiz.

Tamim 3.1: Negatif olmayan bir f:1 € R — R fonksiyonu V x,y € I ve Vt € (0,1)
i¢in

fex+ A -Dy) < fx)+F)
esitsizligini saglarsa f'ye p —fonksiyon denir [6].
I € R iizerindeki p-fonksiyonlarin kiimesini P (1) ile gdsterecegiz.

[6]’da Dragomir ve digerleri p-fonksiyonlar i¢in asagidaki Hadamard tipli
esitsizligi ispatlamislardir.

Teorem 3.1: f € P(I),a,b € licina < bve f € L[a, b] olsun. O halde

b
F(430) < 5 [ revax <2i7@ + @)

esitsizligi vardir.

Tamm 3.2: Her x,y € [ ve t € [0,1] olsun. Eger I {izerinde

fGy ) <tf)+ A -Df W)

ise f:1 € R, =(0,0) = R fonksiyonu GA-konveks fonksiyon olarak adlandirilir.
Burada x‘y(=® ve tf(x)+ (1 —t)f(y) ifadeleri swasiyla iki pozitif x vey
sayilarmin agirlikli geometrik ortalamasi ve f(x) ve f(y) fonksiyonlarmin agirlikli
aritmetik ortalamasidir [23,24].

[14]’de, s = 1 olmas1 durumunda, geometrik-aritmetik konveks fonksiyonlar
icin asagidaki Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilebilir.

b

f(\/%)— 1 ff(x)dxﬁf(a)-l_f(b)

Inb — lna X 2
a

Hermite-Hadamard esitsizliginin  GA-konveks fonksiyonlar iizerindeki bazi
aragtirmalari, baz1 yazarlar tarafindan kapsamli bir sekilde arastirilmistir (6rnegin
[5,7,11,13,14,15,16,18,27] ve vyazarlar, GA-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard esitsizliginin yeni bir incelemesini elde etmistir.
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Tamm 3.3: f:] € (0,0) - R bir fonksiyon, her x,y €  ve t € [0,1] igin,

fYT) < fG+fO)

Esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonuna [ araligi iizerinde P — GA-fonksiyon (p-
Geometirk-Aritmetik Fonksiyon) denir [13].

p — GA-fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard asagidaki sekilde ifade edilebilir.

Teorem 3.2: f:1 € (0,0) = R bir fonksiyon 6yle kia,b € l icina < bve f €
Lla, b] olsun. eger f, [a,b] lizerinde PA — G-fonksiyon ise asagidaki esitsizlik
vardir [13].

f(Vab) - 2 @du < 2[f(a) + f(b)]

m(2):

[12]°de, Iscan teoremleri ispatlamak igin asagidaki lemmay1 kullanmistir.

Lemma 3.1: f:I <R, - R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a,b € I°,a < b olsun. Eger f’ € L(a,b)ise bu takdirde asagidaki
esitlikler vardir [12].

b
1 f(x)
f(\/%) _lnb—lnaf X 2=

t

1
lnb Ina aft f (a*~t(ab)z )dt—bf f (b~ t(ab) 2)dt
0

ve

b
f(a) + f(b) 1 f(x)
2 ~Inb — Ina f dx

ol s )

t

_ aw fl 2t —1) (g) F/(al-tbt)dt
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Tanmm 3.4: [ # @ olmak lizere R’de bir aralik olsun. Her x,y € I ve t € [0,1] i¢in
f:1 = [0,0) fonksiyonu i¢in

flx+ 1 -0y) < fI)f )
esitsizligi saglaniyorsa f’ye multiplicatively P-fonksiyon denir [8,9,10].

Bu c¢aligmanin asil amaci, mutlak degerinin tiirevi olan geometrik p-
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin yeni tahmin ve bulgularmi
olusturmaktir. Bunun i¢in yukaridaki lemmay1 kullanacagiz.

15



BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde Multiplicatively geometrik P-fonksiyonlarin tanimi, bazi
ozellikleri ve bu fonksiyonlar i¢in Hermite Hadamard integral esitsizligi ile bu tiirden
bazi1 fonksiyonlar i¢in yeni 6zellikler verecegiz.

4.1. Multiplicatively Geometrik P-fonskiyonun Tanimi ve Baz1 Ozellikleri

Tammm 4.1.1: [ # @ olmak tizere I, (0,00) € R de bir aralik olsun. Her a,b € I ve
t € [0,1] igin f: 1 € (0, ) — [0, 0) fonksiyonu i¢in

f@b=t) < f(a)f (b)
esitsizligi saglaniyorsa f’ye multiplicatively geometrik P-fonksiyon denir.

[ araligr iizerinde multiplicatively geometrik P-fonksiyonlarin kiimesini
MGP(I) ile gosterecegiz.

Remark: Multiplicatively geometrik P-fonksiyonlarin goriintii kiimesi 1 den biiyiikk
ya da 1’e esittir.

Ispat. t = 1 icin

fl@) < flafb) = f(@[1-f(B)] <0
dir. Burada f (a) = 0 yani f(b) = 1 elde ederiz.
Benzer sekilde t # 0 igin,

f) < f@fb) = f)[1-fl@] <0
dir. £(b) > 0 oldugundan f(a) > 1 aliyoruz.

Ornek 4.1.1: Her ¢ € [1,) icin, f(x) = c¢ sabit fonksiyonu bir multiplicatively
geometrik P-fonksiyondur.

Teorem 4.1.1: I c (0,) olmak iizere f:1 - [1,00) fonksiyonu azalmayan ve
multiplicatively P-fonksiyon ise o halde f fonksiyonu multiplicatively geometrik P-
fonksiyondur.

Ispat. Kisaca, f(a‘b*~®) < f(ta+ (1—1t)b) < f(a)f(b) oldugundan ispat
tamamlanir.

Teorem 4.1.2: [ c (0,00) olmak fizere f:1 — [1,00) fonksiyonu artmayan ve
multiplicatively geometrik P-fonksiyon ise o halde f fonksiyonu multiplicatively P-
fonksiyondur.

Ispat. Kisaca, f(ta+ (1—1t)b) < f(ath*™®) < f(a)f(b) oldugundan ispat
tamamlanir.
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Teorem 4.1.3: I c (0,) olmak tizere f,g:1 = [1,0) olsun. Eger f ve g
multiplicatively geometrik P-fonksiyon ise o halde fg fonksiyonu da
multiplicatively geometrik P-fonksiyondur.

Ispat. Hera,b € I vet € [0,1] icin
(fg)(a*b'™*) = f(a‘b*~g(a‘b*™9)
< [f(@)f()]lg(a)g(b)]
= [f(@)g(@][f (b)g(b)]
= [(f(@DI[(f9)(D)]

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 4.1.4: g:[1,0) - R, g(x) =e* olsun. O halde f:[a,b] c [1,0) > R
fonksiyonu multiplicatively geometrik P-fonksiyonudur ancak ve ancak
fog:[Ilna,Inb] = R multiplicatively geometrik P-fonksiyonudur.

Ispat. (=) Hera,b €vet € [0,1] igin,
(fog)(tina + (1 — t)inb) = f(e™@?*™)
= f(a*b'™")
< f(a)f(b)
yazabiliriz.
(e)Hera,b € [1,0) vet € [0,1] igin,
f(ah*~t) = (fog)(tlna + (1 — t)Inb)
< (fog)(Ina) (fog)(Inb)
= f(a)f(b)
elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.

4.2 Multipcatively Geometrik P-Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Integral
Esitsizligi

Bu ¢aligmanin amact multiplicatively geometrik P-fonksiyonlar1 agiklamak ve
bu fonksiyon simiflar1 i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri olusturmaktir.

Teorem 4.2.1:  f:1 = [1,00) multiplicatively geometrik P-fonksiyon olsun. Eger
f € L[a,b] ise
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F(VaB) < ff()f (2)a _lf(b)f”fﬂ)d < [F@fO)F

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. f fonksiyonu multiplicatively geometrik P -fonksiyon oldugundan asagidaki
esitsizligi yazariz.

f(Vab) = f (V@b (@5D)
< f(a*b'=")f(a'~*b")
< F@FB)f @)
< [f(@f®)]?

Bu esitsizligin, [0,1] kapali araliginda integralini alirsak,

b
b
f(Vab) < 47 j Faf( ) MJ f(x) dx < [f(@f (b)]?

~ Inb — lna

elde edilir. Béylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.2: I c (0,0), R’de bir aralik ve f:1 — R fonksiyonu, |f’| fonksiyonu
geometrik P-fonksiyon olacak sekilde I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. a < b olmak {iizere her a,b € I ve f' € L[a, b] oldugunu kabul edelim. O
halde asagidaki esitsizlik gecerlidir:

b
f(a) + f(b) 1 f(x)
2 ~ Inb lnaJ. dx

—a 2L(a b)

< Ir @liF eI [ (6(a,b) — A(a, )|

Ispat. Lemma 3.1 den,

b 1
f(a) + f(b) 1 f(x)  Inb—Ina NI
2 _lnb—lnaf X dx_aT_!(Zt_l)(E) fla™tb)at

oldugunu biliyoruz. |f'| multiplicatively geometrik P-fonksiyon oldugundan,
yukaridaki esitlige gore,

b
f(a) + f(b) 1 f(x)
2 "~ Inb lnaf dx
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1
Inb — 1 b\*
— auf@t_l) (_) F/(av-tbY)dt
2 a
0

1
Inb — 1 b\*
S a%jlzt_ 1| (_) |f’(a1_tb1)|dt

< awfﬁt ~11|) |1 @i war
0

t

Inb —
e If()llf(b)|f|2t—1| () a

alnb lnalf(a)llf(b)l[J (1_215) dt+J(2t—1)()t ]

b+a 2vab

Inb — lna i Inb — lna

b —
£ (@) If’(b)ll — -

—a ZL(a b)

= @I O)I[ (6(a,b) — Aab)|

olup ispat tamamlanir.

Teorem 4.23: I1c(0,), R’de bir aralk ve f:I >R, [° iizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f'|? fonksiyonu geometrik P-fonksiyon
olacak sekilde g € R,q > 1 oldugunu varsayalim. a < b olacak sekilde her a,b € I
ve f' € L[a, b] oldugunu kabul edelim. O halde asagidaki esitsizlik gecerlidir:

l b — 1
<P @I O (55) Lha, b0

b
f(a) + f(b) 1 f(x)
2 " Inb — Ina f dx

Ispat. a,b € I olsun. Holder Integral esitsizligi ve Lemma 3.1°den yararlanarak

b
f(a) + f(b) 1 f(x)
2 ~Inb — Ina f dx

t

1
Inb — lna b
<ams f 2t —1) (5) F/(al=th1)dt
0
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=~
QR

q

Inb — lna
If'(a'~tb1) |9 dt

Sa——F— fIZt— 1|Pdt

<R
Q|

f (g) f' (@17 |f'(b)|9dt
0

Q|-

1
D tq

1 1
b
f|2t—1|pdt j(—) dt
a
0

0
( bl —al 1 )%
Inb? — Ina4 a4
lnb In P

@O (5 ) Li(a?, b)

Inb —1
_ e nalf()llf(b)l

Inb — lna
Sa— let—ledt

<R

Inb —1
P @O (555)

elde edilir. Burada

2t — 1|Pdt = ——
fl | p+1

dir.

Teorem 4.2.4: I c (0,0), R’de bir arahk ve f:I - R fonksiyonu I° iizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’| fonksiyonu geometrik P-fonksiyon
olacak sekilde g € R,q > 1 oldugunu varsayalim. a < b olacak sekilde her a,b € I
ve f' € L[a, b] oldugunu kabul edelim. O halde asagidaki esitsizlik gecerlidir:

b
f(a) + f(b) 1 f(x)
2 ~ Inb — Ina f dx

bt — af *,b%) L(a?, b1 4, b7) L(af, b7) |1

Ispat. a,b €1° olsun. f fonksiyonu multiplicatively geometrik P-fonksiyon
oldugundan Lemma 3.1 ve power-mean integral esitsizliginden,

F@+fB) 1 ff(x) ,
2 Inb — Ina X x

a
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1
Inb — 1 b\*
< a%j‘(Zt—l) (E) fr(al—tbl)dt
0

Inb — lna

1
b\
PR j|2t—1|vdt fIZt—ll(a) IF(ai-tb1)|4 de
0

Inb — | 1 b\
<a TP @ IF ) f|2t—1|vdt Jree-1(2)
0

Q|

1 1 tq

=al"b If(a)llf(b)l( ) f|2t—1'(§) a

0

1 1—% b9 — g4 A(ad,b%) L(a9, b G(a?, b7 L(a, b q
=|f'(a)||f’(b)|<p+1) [ an C )q @b? (aq(bq)_(:q) )

elde edilir. Béylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.2.1: Teorem 3.2.4 nin sartlar1 altinda g = 1 alinirsa Teorem 3.2.2 deki
esitsizlik elde edilir.

Simdi [12]’de verilen Lemmadaki birinci esitligi kullanarak asagidaki
teoremleri yazabiliriz.

Teorem 4.2.5: f:1 » R fonksiyonu, |f’| fonksiyonu multiplicatively geometrik P-
fonksiyon olacak sekilde I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
0 < a < bolacak sekilde a,b €1 ve f' € L[a, b] olsun. O halde t € [0,1] olmak
iizere asagidaki esitsizlik gecerlidir:

b
1 f(x) If (a)IIf (b)l
f (@) ~ Inb— lnaf X dx | <2 Inb — (\/_ \/_)

Ispat. Lemma 3.1 ve |f’| fonksiyonu multiplicatively geometrik P-fonksiyon
olmasindan dolay1

b
1 (fe, |
f(\/%) Inb — lnaf X dx | =
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t

[ 1
B Inb — lna f
= Ta t
| o0

[ 1 t
Inb — lna
=T‘ ajt f(a1 t(ab))dt—bf
| 0
lb l [ 1 t 1
s%l aft f(alf(ab))dt+ bft
|1 0 0
Inb—Ina| [ t
=uaft 1t(ab)
2
0
Inb—Ina| [ /b
=%aft |f 1t(ab)
0
[ 1 t 1
Inb — lna
=—aft a 2b2
2
| 0 0
Inb ] [ 1 t 1
nb — lna
sTaft Ir@r®ids | o5)
| 0 0
lnb

yazabiliriz. Burada

ile gosterelim. Simdi bu integralleri ayr1 ayr1 hesaplayalim: Birinci integralde

t=uisedt =du
t

;

t
b\z 2
(—) dt = dv ise
a

in

22

f (@~ (ab)z) dt — bf

b= Ina oy <b>|[ ft(g)gdwboflt(—)

t

dt+bft ‘f <a2b ;>

t If (@ f'(b)| dt]

:

£/ (b't(ab)?) dt

£/~ (ab)?)

:

=V

)’ £/ (b1t (aby?) dt

dt

; dt]
: dt]

(4.1)



seklinde kismi integrasyon uygularsak
Lo RN
o [@ el - [rgE
0 a 0 a
t
2t (S)E 2 2 (b)é
: )

1

2 (@ n -2+

a
elde edilir. Benzer sekilde ikinci integrali hesaplamak i¢in

t=uisedt =du
aE 2 z
2 .
(E) dt = dv ise

@(%)2 =v

S

seklinde kismi integrasyon uygularsak

= [ o amblace i (6 n()-26) +2)

0 b

bulmus oluruz. Bulunan bu integraller (4.1) esitsizliginde yerlerine yazilirsa ve
gerekli diizenlemeler yapilirsa

b
1 (
f(\/%) ~Inb — Ina f fxx) dx

t

Inb — 2
<2 T e @11 b)) aft dt+bf

lnb Ina fb—lna . )l |a l 22 (é)i n <é> ) <é)5 o
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2 oo E () n(2)-2(2) +2)

o (@ u)-26) +2)

RO o (2) m(2)-2 () 2 )+ () ) -2 +2)
U0 (2 () 2a(2) 42

; (b (O (@) - 2 (3 + Zb)

_ @i @) (x/cEln (g) ~ 2vab + Za) + (Vabin (%) ~2vab + Zb)]

Inb — lna

_ I @rel (x/@ln (g) —2vab + Za) + (Vabin (%) —2vab + 2b)]

Inb — lna

_f'@f )l
—m[ZCL-FZb—‘L@]

If'(a)f’(b)l 2
Inb — Ina (Va—+b)

elde edilir

Teorem 4.2.6: f:1 - R fonksiyonu, |f'|? fonksiyonu multiplicatively geometrik P-
function olacak sekilde I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
a < b olmak iizere her a,b €I ve f' € L[a, b] i¢in olsun. O halde t € [0,1] olmak
iizere asagidaki esitsizlik gecerlidir:

_2Af@r o)

= |inb — Ina|

b
1 2
f(Vab) — = f fix) dx (Va-b)

Ispat. Lemma 3.1, Power-mean integral esitsizligi ve |f’|? fonksiyonunun
multiplicatively geometrik P-function 6zelliginin kullanilmast ile

b
1 f(x)
f(\/%) _lnb—lnaf X dx
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t

2
Inb — 1 g : _
_m ;"a jt()f(al t(ab)?) dt — bf )’ £/ (b=t (ab)?) dt
L 0 i
lb l [ 1 t 1 t
< ; na aft * £ (@t (ab)?) dt| + f £ (b1 (ab)z) dt
0

t

|f (a“"3bs )|dt+

0
[ 1
Inb — lna
L] AT
0

|

f |f (b*"3as )| dt
0

Inb — lna ’ t _% 7 %
< t t f( b) dt
: “(! ) (! Triifa)

zaz)

|
t>|
|
% 1 t %
(f (2) s '(a>lq|f'(b>|"dt>
0
1 C NI/ . :
+b<ft(%)2dt> (ft(%)z |f’(a)|"|f'(b)|th>
0
Inb — | [1b£1_%1b£
== "“|f(a>||f(b)||a<f ()Zdt> (ft(g)zdt>

I
S —|

0
|_ 0 0
1 ¢ 1= 1 ¢ ﬂ
+b<ft(%)2dt> (ft(%)zdt>J|
_ b~ lna If' @IIf’ (b)l<aft dt+bft : t>

Sl
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If'(a)f'(b)l
Inb — (\/_ \/_)

elde edilir.

Sonu¢ 4.2.1: Lemma 3.1°deki birinci esitlige multiplicatively P-fonksiyonunun
tanimin1 ve power-mean esitsizlikleri ayri ayri1 uygulandiginda ayni yaklasim elde
edilir.

Teorem 4.2.7: f:1 - R fonksiyonu, |f'|? fonksiyonu multiplicatively geometrik
P-fonksiyon olacak sekilde I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
a < b olacak sekilde a,b € I ve f' € L[a, b] olsun. O halde t € [0,1] olmak iizere
asagidaki esitsizlik gecerlidir:

b
1 f(x)
f(\/(%) _lnb—lnaj X dx

— 1
< f @f || Ro=tna [(G(aq b9 — a)i + (b7 — G(at, b )7 ]
2(p+ 1p qln( )

Ispat. Lemma 3.1, integraller i¢in Holder Esitsizligi ve |f’|9fonksiyonunun
multiplicatively geometrik P-fonksiyon olmasindan dolay1 asagidaki yazilabilir:

b
— 1 (
f( ab) _lnb—lnaffxx)dx

F 1 t 1 t
Inb — 1 by : : .
_ % a f t(a> ' (a*t(ab)2) dt — b f t(%) £'(b'~t(ab)?) dt
L 0 0
Inb — 1 Fbys t
- % aft f (@'t (ab)z )dt—bf (bt (ab)?) dt
0

t

t (g)z ('t (ab)?) dt

1

b j t (%)é £ (b1 (ab)z) dt

0

+

Inb — lna f
<———/|l|a
0

|

t

1 L
fo et
0

Inb — Ina g t -
_nb—Ina [eG) rotia
0

a dt+b
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3 Inb — lna
2

Inb — lna 2
< > a ftp dt

ooQ
o

£ 1 t
t(%)z |f'(a1‘§b§) dt + b f t(%)z |f'(b1‘§a§) dt} (4.2)

o

[ 1 p /1 qt q 1 p /1 qt é—l
_ b lnalf "(@Ilf’ (b)||a<ftpdt> (f > +b<ftpdt> (f(%)%t) |
l 0 0 0 0 J

Ly TANIY (b)||la(pil)”<qln2( )(2)7

Inb — lna

= If' @F )l —

p+1

p+1

Inb — lna

= I @f' Bl —

Inb — lna
= If @f ()= (

'(W )+ (G + 7|

p+1



- If @ oI (o 1)( ’ ,,)> (VG - o)+ (~ @ + )’ ]

aln (7

1

= If' @' ) (l"b_ l"‘f)( ) [(a(aq b) — atyi + (b G(aq,bq)f].
26+ 10/ \atn

Simdi, Holder ve power-mean integral esitsizliklerinden daha iyi yaklasim
veren Holder-Iscan ve improved power-mean integral esitsizliklerini kullanarak
asagidaki teoremleri ispatlayacagiz.

Teorem 4.2.8: f:1 — R fonksiyonu, |f’|? fonksiyonu multiplicatively geometrik P-
fonksiyon olacak sekilde I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. a < b olmak tizere her a,b € I ve f' € L[a,b] olsun. O halde t € [0,1]
olmak tizere asagidaki esitsizlik gegerlidir:

b e )

b
1 f(x)
f(m)_lnb—lna,[ X v 3

1

) (<p1f(m—zaq =)
N (g))%>
(i)
(- v () )

Ispat. Lemma 3.1, Holder-iscan integral esitsizligi ve |f’|9 fonksiyonunun
multiplicatively geometrik P-fonksiyon olmasi 6zelliginden dolayz;

il
q

S

(20— e + 1 (2) pa)

b
1 f(x)
f(@) _lnb—lnaf X dx

t 1 ¢

_ Inb — Ina aft f (a'"t(ab)2 )dt—bft f'(b*~ t(ab) 2)dt

0
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1
_ Inb — lna f . (b)
- 2 a a
0

Inb — lna
<
2

@@= [[¢(5) 0@ dt]

t

Of f'(p*~*(ab)z )

1
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0

yazilabilir. Burada
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<
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= [ i
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ile gosterelim. Simdi de bu integrallere ayr1 ayr1 Holder-Iscan integral esitsizligini
uygularsak,
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ifadesi elde edilir. Aym1 sekilde I, esitligine de Holder-Iscan integral esitsizligini
uygularsak,
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elde edilir. Bulunan bu ifadeleri (4.3) esitsizliginde yerlerine yazarsak
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1 f(x)
f(\/%) ~ Inb — lnaf X dx
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elde edilir.

Teorem 4.2.9: f:1 - R fonksiyonu, |f'|? fonksiyonu multiplicatively geometrik
P-fonksiyon olacak sekilde I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. a < b olmak tizere her a,b € I ve f' € L[a, b] olsun. O halde t € [0,1]
olmak iizere asagidaki esitsizlik gecerlidir:

M @f (b)l
S 27— (Va-b)’

b
1 f(x)
f(@) Inb— lnaf X dx
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Ispat. Lemma 3.1, Improved power-mean integral esitsizligi ve |f'|9 fonksiyonunun
multiplicatively geometrik P-fonksiyon olmasindan dolay1

b
1 f(x)
f(@) " Inb— lnaf X dx

1 t 1 ¢ .
_ b ;l"a a j t(g)z F'(al~t(ab)?) dt — b f t 5)2 f'(b*~t(ab)z) dt
| 0 0
Inb — 1 b\ d
= |2 ;na aft f(a1 t(ab))dt—bj f(b1 t(ab)?) dt
0
l b l 1 t 1 t
< |2 = i ajt a'~*(ab)?) dt| + j * f (b (ab)?) dt
[l 0 0
< |M| a f t |f al- f(ab) (bl—t(ab)é) dt] (3.4)
B
yazabiliriz. Kisalik olsun diye
=it () |F (al‘t(ab)g) dtve I = [t (2 ) (bt (ab)> )

ile gosterelim. Bu integrallere ayr1 ayri improved power-mean integral esitsizligini
uygularsak,

= o)
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rtaf(fomoa) (fomon e
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_f
|

= ir@liFl [ ¢(2) a ) at

o (P m(®)-2() 42
—If()llf()lln(b)< )
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elde edilir. Benzer sekilde I, esitligine de improved power-mean integral esitsizligini
uygularsak
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elde edilir. Bulunan bu integraller (3.4) esitsizliginde yerlerine yazilirsa ve gerekli
diizenlemeler yapilirsa

b
1 f(x)
f(@) " Inb— lnaf X dx

| DY 1 (2 — 2 (22
|lnb lna||f()”f (b)llanzg) (a) n(z)1 Z(a) +2
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S
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S| I
~/
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+
N
—— QT

If (@)f' (b)l
Inb — (\/_ \/_)

elde edilir.

Sonug 4.2.2: Teorem 4.2.5, Teorem 4.2.6 ve Teorem 4.2.9 da Lemma 3.1 deki esitlik
icin ayn1 yaklasimi elde ettik
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BOLUM 5.TARTISMA VE SONUCLAR

Bu ¢alismada elde edilen sonuglar 6zgiin olup multiplicatively geometrik P-
fonksiyonlarin tanimi ve bazi Ozellikleri literatiire kazandirilmustir. Bu  tiir
fonksiyonlarla ilgili Hermite-Hadamard integral esitsizligi elde edilmis ve bazi
sonuglara varilmistir. Bu calismadan yola ¢ikilarak farkli 6zdeslikler kullanilarak
multiplicatively geometrik P-fonksiyonlarla ilgili baska yeni esitsizlikler de elde
edilebilir.
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