MUTLAK DiK TOPLANAN OZELLIGINE
SAHIP MODULLERIN
DUAL MODULLERI
Yiiksek Lisans Tezi
Merve KARA
Eskisehir 2019



MUTLAK DiK TOPLANAN OZELLIGINE
SAHIP MODULLERIN

DUAL MODULLERI

Merve KARA

YUKSEK LISANS TEZI

Matematik Anabilim Dah
Damisman: Do¢. Dr. Figen TAKIL MUTLU

Eskisehir
Eskisehir Teknik Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii

Agustos 2019



JURI VE ENSTITU ONAYI

Merve KARA nin “Mutlak Dik Toplanan Ozelligine Sahip Modiillerin Dual Mod-
iilleri'' baglikl tezi 19/08/2019 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan degerlendirilerek “Es-
kisehir Teknik Universitesi Lisansiistii Egitim-Ogretim ve Sinav Yonetmeligi'nin ilgili
maddeleri uyarinca, Matematik Anabilim dalinda Yiiksek Lisans tezi olarak kabul edilmis-

tir.

Jiiri Uyeleri Unvam Adi-Soyadi Imza

Uye (Tez Danigsman1) : Dog. Dr. FIGEN TAKIL MUTLU ................

Uye : Prof. Dr. NULIFER OZDEMIR  ................

Uye : Dog. Dr. FATIH KARABACAK  ................

Prof. Dr. Murat TANISLI

Lisansiistii Egitim Enstitlisti Miidiirii



OZET

MUTLAK DiK TOPLANAN OZELLIGINE
SAHIP MODULLERIN
DUAL MODULLERI

Merve KARA

Matematik Anabilim Dali
Cebir ve Sayilar Teorisi Bilim Dali
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Agustos 2019
Danigsman: Dog. Dr. Figen TAKIL MUTLU

Fuchs 1970 yilinda modiiller icin mutlak dik toplanan 6zelligini (kisaca, Ads) tanim-
lamis ve bu modiil sinifin1 incelemistir. Fuchs’tan sonra da bir¢ok matematik¢i bu modiil
sinifi iizerine arastirmalarda bulunmustur. Ozellikle son yillarda bu modiil sinifi iizerine
calismalarda artig goriilmektedir. 2012 yilinda Keskin Tiitiincti Ads* olarak adlandirilan,
Ads modiillerin dual modiillerini tantmlanmis ve bu modiil sinifi iizerine aragtirmalarda
bulunmustur.

Bu tezde Ads* modiil sinifinin bazi 6zellikleri incelenmistir. Bu amacla ¢calismamizda
once kullanacagimiz temel tanim ve teoremler verilmistir. Keyfi bir modiil ile Amply sup-
plemented bir modiiliin Ads* modiil olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli sartlar verilmistir.

Ayrica Ads* modiiliin dik toplananlar altinda kapal1 oldugu gosterilmistir.

Anahtar Sozciikler: Supplement alt modiil, Small alt modiil, Ads*-modiil, Mutually pro-

jektif.
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ABSTRACT

DUAL MODULES OF MODULES
WITH THE ABSOLUTE DIRECT SUMMAND PROPERTY

Merve KARA

Department of Mathematics
Programme in Algebra and Number Theory

Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, August 2019

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Figen TAKIL MUTLU

Fuchs called the absolute direct summand property (in short, Ads) for modules in
1970 and examined this module class. After Fuchs, many mathematicians have researched
on this module class. Especially in recent years there has been an increase in studies on
this module class. In 2012, Keskin Tiitiincii defined dual modules of Ads modules called
Ads* and studied on this module class.

In this thesis, some properties of Ads* module were examined. For this purpose,
firstly the basic definitions and theorems that will be used in our study were presented.
Necessary and sufficient conditions for an arbitrary module and an Amply supplemented
module to become an Ads* module were given. It has also been shown that the Ads*

module is closed under direct summands.

Keywords: Supplement submodule, Small submodule, Ads* module, Mutually projecti-
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1 GIRIS

Bu boliimde ¢alismamizda kullandi§imiz temel tanim ve teoremler verilmistir. Ozel-
likle, sonraki boliimlerdeki sonuglarin kanitlarinin biitiinliigli acisindan, small alt mo-
diiller, cosmall alt modiiller, coclosed alt modiiller ve supplement alt modiillere iligkin
sonuglarin kanitlar1 eksiksiz verilmistir. Bu boliim ve calismamizin temel aldigr modiil

siniflart hakkinda daha ayrintili bilgi i¢in [3], [4], ve [8] Onerilir.

Tanmmm 1.1 M, + ile gosterdigimiz toplama islemine gore degismeli bir grup ve R bir

halka olmak iizere
o MxR — M

(m,r) = mr

fonksiyonunu goz oniine alalim. Eger m,n € M ve r,s € R olmak iizere;
1) (m+n)r=m.ur+m.s
2)m.(r+s) =m.ar+m.s
3)m.(r.s)=(m.r).s
kosullart saglaniyor ise M ’ye bir sag R-modiil denir ve Mg, ile gosterilir. Eger R halkast
birimi 1 olan bir halka ve ¥ m € M i¢in m.(1g) = m kosulu da saglaniyorsa M mod-
iiliine birimsel sag R-modiil denir. Benzer bicimde M sol R-modiilii de tanimlanabilir ve
rM ile gosterilir.

Bu calismada, tiim halkalar birimli ve R boyle bir halkayr gostermek iizere tiim mod-

iiller birimsel sag R-modiillerdir.
Ornek 1.2 Her R halkast kendi iizerinde hem sag R-modiil hem de sol R-modiildiir.
Ornek 1.3 Her degismeli grup Z-modiildiir.

Tammm 1.4 R bir halka ve I da R’nin toplamsal bir alt grubu olsun. Eger her a € I ve
herr € Ricinra € I ise I ya R nin sol ideali ar € I ise I ya R nin sag ideali denir. 1

hem sol hem de sag ideal ise I ya R’nin bir ideali denir. I < R ile gosterilir.

Tamm 1.5 R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Bos kiimeden farkli bir N C M icin N

kendi basina bir R-modiil ise N ’ye M 'nin alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir.

Ornek 1.6 R halkast R-modiil olarak diigiiniildiigiinde alt modiiller R’nin idealleridir.



Tamm 1.7 M bir modiil olsun. M modiiliiniin kendisi disindaki alt modiillerine 6z alt

modiil denir.

Teorem 1.8 M bir R-modiil ve N C M olsun. N ’nin M modiiliiniin alt modiilii olmasi

icin gerek ve yeter kosul,
i) N # 0,

ii) x,y € Nver € Ricinx +y.r € N olmasidir.

Tanim 1.9 R bir halka, M ve N iki R-modiil olsunlar. ¢ : M — N fonksiyonu¥ m,n €
M ve¥ r € Rigin;

¢(m +n) = ¢(m) + ¢(n)

o(m.r) = ¢(m).r

kosullarin sagliyor ise ¢’ye bir modiil homomorfizmast veya R-homomorfizma denir.

6]

Tanim 1.10 Bir R-homomorfizmaya, bire-bir ise monomorfizma; orten ise epimorfizma;
hem bire bir hem de orten ise izomorfizma denir. Modiilden kendine giden bir homo-
morfizmaya modiiliin bir endomorfizmasti; izomorfizmaya ise modiiliin bir otomorfizmast
denir. Bir M modiiliiniin tiim endomorfizmalart kiimesi End(M); tiim otomorfizmalar
kiimesi Aut(M ) ile gosterilir ve her iki kiime de fonksiyon toplami ve bileskesi islemleri

ile birer halkadir.

Tammm 1.11 M ve N iki halka olsunlar. ¢ : M — N bir halka homomorfizmast olsun.

Bu durumda;

Ker¢g={m e M : ¢p(m)=0n}

kiimesine ¢’nin ¢ekirdegi,

Im¢ ={p(m) :m e M}

ise ¢’nin goriintiisii denir.

Tanmm 1.12 M bir R—modiil olsun. Eger M modiiliiniin O ve kendisinden baska alt

modiilii yok ise M ’ye simple (basit) modiil denir.

Ornek 1.13 F bir cisim olmak iizere kendisi iizerinde bir basit modiildiir:



Tamm 1.14 Bir M modiilii icin M modiiliindeki her alt modiil dik toplanan ise M modii-

liine semi-simple (yar: basit) modiil denir.
Ornek 1.15 Z-modiil olarak 7 semi-simple modiildiir.

Tammm 1.16 M bir modiil olsun. M modiiliiniin kendisinden ve sifirdan baska dik toplanani

yok ise M ’ye indecomposable (ayristirilamaz) modiil denir.

Ornek 1.17 p asal sayi olmak iizere Z-modiil 7, cisim oldugundan ayristirilamaz modiil-

diir.

Teorem 1.18 (1. Izomorfizma Teoremi) [2, 16.2.4] § : M — R bir halka homomorfiz-
mast olsun. Bu durumda,

M/Kerf = Imb

dir.

Kamt. 5 : M/Kerf — Imf, f(m + Ker) = 6(m) seklinde tanimlanan bir homomor-
fizma olsun. m; + Kerf, mo + Ker € M/Ker6 icin;

my + Ker = mg + Kerl < my —mq € Kerf
& 0(m1 —ma) = Og
& 0(my) — 0(mo)
& 0(my) = 0(my)
& B(my + Kerf) = B(mgy + Kerf)

oldugundan § iyi taniml1 ve bire-birdir. Diger yandan;

Imp ={p(m+ Kerf) : m+ Ker € M/Kerf}
={6(m):me M)
= Imb

oldugundan S 6rten bir homomorfizmadir. Ayrica;

W
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(my + Kerf)B(msq + Ker6)
saglandig1 i¢in (3 bir halka homomorfizmasidir. Boylece [ bir izomorfizma olup M/ Kerf) =

1m0 elde edilir.

Teorem 1.19 (Modiiler Kurali) M bir R-modiil olsun. N, K ve P modiilleri M modii-

liiniin alt modiilleri ve N C P olsun. Bu durumda;

N+(KNnP)=(N+K)nP (2)
dir.

Kamt. N + (KN P) C N+ K ve N C P oldugundan,

N+(KNP)CN+PCN

dir. Buradan;

N+(KNnP)C(N+K)NnP

olur. Tersine m € (N + K) N P alam. m € P ve m = n + s olacak sekilde n € N ve
s € K vardir. N C P oldugundan, s =m—ne€ KNPolupm=n+s € N+ (KNP)
bulunur. Boylece;

(N+ K)NPC N+ (KNP)

elde edilir.

Yardimal Teorem 1.20 K, L ve N modiilleri M ’nin alt modiilleri olsunlar. K + L = M
ve (KN L)+ N = M olsun. Biylece,

K+ (LNN)=L+(KNN)=M 3)

dir.



Kanait.
K+(LNN) =K+ (LNK)+(LNN)

=K+ (LN({(LNK))+N))
=K+ (LNnM)=K+L=M

Benzer sekilde,

L+(KNN) =L+ (KNL)+(KNN)
=L+ (KN({(KNL)+N))
=L+(KNM)=K+L=M

oldugundan L + (K N N) = M dir.

1.1 Small (Kiiciik) alt modiiller

Tamm 1.1.1 M bir R-modiil olsun. N < M alalim. M = N + N’ kosulunu saglayan
N' < M icin M = N oluyorsa N 'ye M 'nin small (kiiciik) alt modiilii denir ve N < M
ile gosterilir. Eger M modiiliiniin her 0z alt modiilii small ise M modiiliine hollow modiil

denir.
Ornek 1.1.2 Bir 0 # M modiilii icin 0 < M modiildiir.

Ornek 1.1.3 Z modiil 74 icin alt modiiller {0}, {0,2} ve {0,1,2,3} dir I = {0,2}
olsun. I + J = Z4 icin J = Z4 oldugundan I < 7, diir.

Ornek 1.1.4 Z-modiil olarak Zs hollow modiildiir.

Tanmm 1.1.5 f : M — N bir orten homomorfizma olsun. Eger Kerf < M ise f’ye

bir small epimorfizma denir.

Teorem 1.1.6 M bir R-modiil olsun.
i) K<L<M<NvelL < M ise K< Ndir
ii) Sonlu sayida small alt modiiliin toplami da small alt modiildiir.
iii) Small alt modiillerin homomorfizma altindaki goriintiileri de small alt modiildiir.

iv) Iki small epimorfizmasinin bileskesi de small epimorfizmadir.



Kamt. i) K <L < M < NileL<K MveN =K+Tolsun. N = K+T < L+T < N
oldugundan N = L + 7' dir. Simdi N = T oldugunu gosterelim.

M=NNM=(L+T)NM=L+(TNnM)=TnNnM

drr M CT CNveN=L+T<M+T =71 oldugundan N = 7"dir.

ii) i =1,2,3...,ni¢in K; < M olsun. n iizerine tiimevarim yontemini uygulayalim.

in<M

i=1
oldugunu gosterelim. n = 1i¢in K7 <« M dir. n = 2 i¢in yapalm. ) " | K; < M
ise K1+ Ky < M ve K1 < M oldugu icin Ky = M dir. n = k i¢in dogru oldugunu
kabul edelim ve n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. > | K; < M oldugundan
Kiy1 +U = M olur. K;;1 < M oldugu icin U = M’dir.

i11) 0 : M — N bir homomorfizma ve K < M olsun. §(K) < N oldugunu gosterelim.
N = §(K) + U olsun. m € M alahm. 6(m) € N dir. 8(m) = 6(k) + u olacak
sekilde £k € K ve v € U vardir. (m) — 6(k) = u ve § homomorfizma oldugu i¢in
O(m—k)=wuolup(m—k)e 0 (U)vemek+60(U)olur M < K+60(U)<M
ve boylece M = K + 0~1(U) dir. K < M oldugundan M = 0~1(U) elde edilir. Ayrica
O(K) <O(M)<UveN =0(K)+ U <U saglandigindan U = N’dir.

iv)Y : M — Nvep : N — K small epimorfizmalar olsun. oy : M — K’nin
de bir small epimorfizma oldugunu gosterelim. (o) : M — K bir epimorfizmadir.
Ker(Boy) + U = M olacak bigimde bir U < M alalm. U = M oldugunu gorelim. v

epimorfizma oldugu icin;
N =1(M) =y(Ker(Boyp)+U)

B
= Y(Ker(Bo)) +¢(U)
= KerpB +¢(U)

)
)

dur. Bu esitlikte kullandigimiz ¢ (Ker(Boy)) = Kerf( esitligini gorelim. (k) €
W(Ker(Boy)) alalim.
k€ Ker(Boyp) = (Boyp)(k) =0

= B(¥(k)) =0
= G(k) € Kerps



Y(Ker((Boy)) C Kerf dir. n € Kerf alahm. 5(n) = 0. ¢ epimorfizma oldugundan
n = 1(m) olacak sekilde m € M vardir. Ayrica (5o )(m) = S(¢(m)) = B(n) =0
oldugundan m € Ker (/3 o ) olup

n=1y(m) € p(Ker(f o))

elde edilir. Boylece istenen esitlik goriilmiis olur.
N = Kerf +¢(U) ve Kerf3 < N oldugu igin ¢(U) = N’dir. Ayrica ¢~} (¢(U)) =
U + Keriy dir. Gergekten;

m € U+ Keri) = m = u+m’ olacak sekilde bir u € U ve m’ € Keri vardur.
= ¢(m) = P(m) +(m’)
= ¢(m) = ¢(u) + 0
= m =¥~ (1(u))
= U+ Keryp C =1 (y(U))

m €Y (h(u)) = 1h(m) € (V)
= 1(m) = ¢ (u) olacak sekilde bir u € U vardur.
= p(m) —(u) =0
=¢P(m—u)=0

=m—u € Kery

=meU+ Kery

olup =1 (v(U)) = U + Kery dir. Bdylece
M=y {(N) =¢ (¥(U)) = U + Kery
oldugundan U = M elde edilir.

Teorem 1.1.7 [3, 2.2] K, L, N ve M R-modiil olsun.

1)Eger K < N < M ve K modiilii N icinde small alt modiil ise KK modiilii M modiiliinde
de small alt modiildiir.

2)Eger N < M ise N modiiliindeki herhangi bir alt modiil de M icinde small alt modiil
olur.

3)Eger K C L C M ise L < M olmast icin gerek ve yeter kosul K < M ve L/ K <
M/ K olmasidr.

4)Eger K C L C M, L <4 M ise K < M olmas icin gerek ve yeter kosul K < L

7



olmasidir.
5) K1+ Ky + ... + K,, < M olmast igin gerek ve yeter kosul K; < M (1 < i < n)

olmasidr.

Kanit. 1) M bir R-modiil ve K < N olmak iizere K + P = M i¢in P < M olsun.

K < M olmas1i¢in M = P oldugunu gorelim. Bu nedenle modiiler kuralindan,
NANM=N=NnN(K+P)=K+(NnP)

elde edilir. ' < N oldugundan N = NNPve N < Polup K < N=NNPFP < Pden
dolay1 K < P dir. Dolayisiyla M = P oldugundan K < M elde edilir.

2) N <K Molsun. M = K+ Picin K < N ve P < M olsun. K modiiliiniin N de small
alt modiil olmas1 icin M = P oldugunu gorelim. M = K + P < K + N oldugundan
dolayrt M = K + N yazilabilir. N < M oldugundan P = M elde edilir ki K’ < M olur.
3) =) 2)’den dolay1 L < M oldugunda K < M elde edilir. L/K < M /K oldugunu
gorelim. Bir K C P alt modiilii icin M /K = L/K + P/K olsun. Buradan M = L + P
yazilabilir. L < M oldugundan M = P elde edilir. Dolayisiyla L/ K < M /K olur.
<)V P < M alt modiilii igin M = P + L olsun. L < M olmast i¢in P = M oldugunu
gorelim. K < L oldugundan dolay1 L = L + K yazilabilir. Buradan

M=L+K+P=L+(K+P)

ve K < K+Pden M/K = L/K + (K + P)/K yazlabilir. L/K < M/K oldugundan
M/K = (K + P)/K olur. Béylece M = K + P yazilabilir. K < M oldugundan
M = P elde edilir.

HK<L<MveL<;Mve K< M olsun.

=) P < M igin M = L & P yazilabilir. S < L modiilii i¢in L = K + S olsun. K < L
olmasi i¢in L = S oldugunu gorelim. Buradan M = L + P = K + S + P yazilabilir.
K < M oldugundan M = S + P elde edilir. M = L & P oldugundan (L N P) = 0 dur.

Modiiler kuralindan,
LNM=L=LN(S+P)=5+(LNP)

dir. (L N P) = 0 oldugundan L = S dir. Dolayisiyla K < L elde edilir.
<)M =K+ Sigin S < M olsun. K < M i¢in M = S oldugunu gérelim. Modiiler
kuralindan,

LNM=L=LN(K+S)=K+(LNSY)

8



elde edilir. X' < L oldugundan L = (LN S)ve L < Sdirr K < L= (LNS)<S
oldugundan K < S olup M = S dir. Dolayisiyla K < M dir.

5) =) K; + L = M olacak sekilde bir L < M olsun. i # j ve j = 1,2, ..., n olmak iizere
Ki+Ky+ ...+ K;+ ...+ L = M dir. Kabuliimiizden dolay1, K; + Ky + ... + K, < M
icin M = L olup K; < M elde edilir.

S)K; < Mve Ki+ Ko+ ...+ K, + L = M olsun. K; < M oldugundan K5 + K3 +
. + K, + L = M yazilabilir. Ky < M oldugundan K3+ K4+ ... + K,, + L = M olur.

Benzer sekilde devam edildiginde X = M olup istenen elde edilir.

Teorem 1.1.8 K, L, N < M olsun. E§er M = K + L, L. C Nve N/L < M/L ise
(KNN)/(KNL)< M/(KNL) dir

Kamt. (KN L) C X C M olacak gekilde bir X alt modiilii alalim 6yle ki M /(K NL) =
(KNN)/(KNL)+ X/(KNL)olsun. Buradan M = (K N N)+ X yazilabilir. M = X
oldugunu gosterelim. L C N oldugundan M = K + L = K + N dir. Boylece

N+(KNnX) =N+ (KNN)+(KNX))
=N+ (KN({(KNN)+X))
=N+(KNM)=N+K=M

elde edilir. N/L < M/L oldugundan M = L + (K N X) dir.

X+ (KNL) =X+ (KNX)+ (KNL)
=X+ (KN({(KNX))+1L)
=X+(KNnM)=M

oldugundan M = X elde edilir. Dolayisiyla (K N N)/(KNL) < M/(K N L) dir.

1.2 Cosmall ve Coclosed alt modiiller

Tammm 1.2.1 (/3]) M bir modiil ve K C L C M olsun. Eger % <

QIS

ise

K C L, M’de cosmall (es kiiciik) alt modiil denir ve K —° L ile gosterilir.

Teorem 1.2.2 U C K C L C M ve G C H C M herhangi modiiller olsun.
1) Asagidakiler denktir:

a) K C L, M de cosmall alt modiildiir.



b) Herhangi bir X C M icin L + X = M iken K + X = M ’dir.

2) U = L olmasu igin gerek ve yeter sart U —° K ve K —“ L olmasidir.
3) X C M olmak iizere K + X = M ve K —% Lise KN X <% LN X tir.
4)G —*H, K= LveG+ K =Mise KNG <= LN H’dir

5) K C L C M olmak iizere L= K + Sve S < M ise K — L’dir.
6) K C C C M olmak iizere M = K + Lve CN L < M ise K — C’dir.

7) B+ M — N bir epimorfizma olsun. Buna gore,
a) K CLC Mve K —® Lise 3(K) = (L) dir.

b) C C D C N olmak iizere C << D olmasu igin gerek ve yeter kosul 37(C)
B~1(D) olmasidr.

Kamt. 1) a) = b) : K C L, M de cosmall ve L+ X = M olsun. K +X = M oldugunu
gosterelim. L/ K < M /K oldugundan

M/K = L/K + (X + K)/K = (X + K)/K

dir. Dolayisiyla M = X + K olur.

b)=a): K C X CMvelL/K+X/K = M/K olsun. Buradan L + X = M olup kab-
ulimiizden K + X = M dir Boylece X/K = M/K olur ki
L/K < M/K elde edilir.

2)=)U < Lolsun. U — K ve K < L oldugunu gosterelim. U C X olmak iizere
K/U + X/U = M/U olsun. Béylece K + X = M dir. Ayrica K/U C L/U oldugun-
dan M/U = L/U + K/U + X/U = L/U + X/U dur. Kabulimiizden L/U < M/U
olup X/U = M /U bulunur. Béylece K/U <« M /U, yani U — K elde edilir. Simdi
K <% L oldugunu gosterelim. K C Y olmak iizere M/K = L/K + Y/K olsun.
Buradan L +Y = M dir. U C K C Y oldugundan L + (Y +U) = M dir. U < L
oldugundan (1)’den U + (Y + U) = Y = M elde edilir. Boylece L/K < M /K, yani
K —¢ L elde edilir.

<) U =% Kve K =% Lolsun. U <% L oldugunu gosterelim. U C X olmak
tizere M/U = L/U + X/U olsun. Buradan M = L + X dir. Boylece M/K =
L/K+(X+K)/K yazlabilir. Kabuliimiizolan L/ K < M/K’dan (X+K)/K = M/K
elde edilir. Boylece X + K = M dir. O halde X/U + K/U = M/U yazilabilir. Yine
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kabuliimiiz olan K/U < M/U’dan X/U = M /U, yani L/U < M /U bulunur. Sonug
olarak U —*° L elde edilir.

3)U C M olmak iizere K N X C U C M ve
M/(KNX)=LNX/(KNX)+U/(KNX)

olsun. M = U oldugunu gosterelim. Yardimci Teorem 1.20°den M = U + (L N X)) olur.
M =K+ X C L+ X C M oldugundan dolay1 M = L + X elde edilir. Yardimc1
Teorem 1.20°den, M = X + (LNU) =L+ (X NU) dir.

M=L+(XNU)=K+4+(XNnU)=(KNU)+U=U

olup M = U elde edilir. Boylece LN X —* M dirr. KNX C LNX ve(l)den
KNX =% LNX elde edilir.
4) (1) ve (3) iki kere uygulandiginda,

dirve KNH C LNHve KNG C KNH <= M dir. (2)’dendolay1 KNG C LNH, M
icinde cosmall alt modiillerdir. Boylece K NG C LN H, M iginde cosmall alt modiildiir.
S )K C L C MveS < M olmak iizere L = K + S olsun. K —“ L oldugunu
gosterelim. M = L + X olsun. S < M oldugundan M = K + S+ X = K + X dir ve
(1) den dolay1 K —“* L elde edilir.

6O )M =K+L,KCCCMveCNL < M olsun. K —“ (' oldugunu gosterelim.
Modiiler kuralindan, C = CNM =CN(K+L) =K+ (CNL)olupCNL <« M
oldugundan C' = K dir. Boylece M = C + L olur. (1)’den dolay1 K —** C' modiildiir.
(7) B : M — N bir epimorfizma olsun.

&) N/B(K) = B(L)/B(K) +U/B(K) olsun. n € N igin N + B(K) = (B(L) + B(K)) +
(U 4+ B(K)) olacak sekilde | € L,u € U vardir. § o6rten ve U < N oldugundan bir
T < M vardir 8yle ki 5(T') = U dur. Ayrica bir m € M i¢in §(m) = n dir. O halde

B(m) + B(K) = () + B(t) + B(K)
olcak sekilde bir ¢ € " vardir. Buradan,
m—(I+1t) € B7(B(K))
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dir. Yani m+ 71 (B(K)) = (I+t)+87(B(K)) dir. 8 érten oldugundan K C S~ (B(K))
olupm+ K = (I +t) + K elde edilir. K < L oldugundan 3(T) = U = (M) =N
elde edilir.

(b) =) C —* D olsun. f71(C) < 71(D) oldugunu gosterelim. Bir 371(C) < U <
M i¢in M/p~HC) = p~Y(D)/B~HC)+U/B(C) olsun. n € N igin ~*(n) € M

oldugundan

B n) +B7HC) = (B7H(d) +u) + 7HC)
olacak bicimde d € D ve u € U vardir. Ayrica 3 6rten oldugundan 3~1(T') = U olacak
bicimde 7" < N vardir. Boylece

B )+ 87HC) =B d)+ 87 (t) +871(C)

olacak bigimde ¢ € T vardir. Buradan n—(d+t) € B(57(C)) dir. Yanin+3(371(C)) =
(d+1t)+ B(B71(C)) dir. B 6rten oldugundan 3(31(C)) = Colupn+C = (d+t)+C
olur. C' < D oldugundan 3~ Y(T) = U = 37Y(N) = M elde edilir.

<) ()~ =< (D)B~! olsun. C' —* D oldugunu gosterelim. Bir C' < U < N igin
N/C = D/C + U/C olsun. Keyfi bir n € N i¢in

n+C=(d+C)+ (u+C)

olacak sekilde d € D ve u € U vardir. 3 6rten oldugundan 3(m) = n, B~(d) = d ve

B71(u') = u olacak bigimde m, ,d’, v € M vardir. Boylece
B(m)+C = (B(d) + B(u)) +C

olup 3 homomorfizma oldugundan 3(m — d — ') € C dir. Buradan m —d —u' =
G4 (n) — B7(d) — B~ (u) € B'(C) dir. Boylece 5 (n) + 51(C) = (87(d) +
B7HO))+ (B Hu)+B7HC)) elde edilir. 37 (n) € M ve 71(C) < 371(D) oldugun-
dan dolay1 3~1(U) = M, yani U = 3(M) = N olur. Dolayisiyla C' < D dir.

Tanim 1.2.3 (/3]) M bir modiil ve L. < M olsun. Eger L’nin K — L olacak bicimde
bir K 6z alt modiilii yoksa, yani K — L iken K = L oluyorsa, L modiiliine M icinde

coclosed (es kapali) alt modiil denir ve L —° M ile gosterilir.

Teorem 1.2.4 K C L C M alt modiiller olsun.

1) Eger L —° M ise % € % dir.
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2) Eger K < L ve % e % ise L —° M dir.

3) L C M coclosed ve K < M ise K < L dir ve dolayistyla Rad(L) = L N Rad(M)
dir.

4) L hollow modiil ise L. C M coclosed ya da L < M dir.

5) B : M — N bir small epimorfizma ve L —°° M ise (L) — N dir.

6) Eger K —“ M ise K —° Ldir. Eger K —“ Lve L — M ise K — M dir.

Kamt. 1) Varsayalim ki N/K C L/K olacak sekilde bir N C L alt modiilii var 6yle ki
M/K da cosmall olsun. (L/K)/(N/K) < (M/K)/(N/K) oldugu i¢cin L/N < M/N
olup boylece N —“ L dir. Bu ise L modiiliiniin // modiiliinde coclosed olmasi ile
celigir.

2)Eger N — Lise Teorem 1.2.2 (7(a))’dan (N + K)/K C L/K, M/K iginde cosmall
modiildiir. Dolayisiyla N + K = L ve K < L oldugu i¢cin N = L olup L —* M dir.
3) K < M olmak iizere K C L’yi g6z 6niine alalim. Bazi XK' C L alt modiilleri igin
K+K' = Loldugunu varsayalim. M/K = L/K +L' /K olacak sekilde K' C L' ¢ M

alt modiillerini secelim.
M=L+L=K+K+L =1L

olup L/K' <« M/K' dir. L modiilii M/ modiiliinde coclosed oldugu i¢in L = K olup
K < L dir.

4) Varsayalim ki L modiilii M i¢inde coclosed olmasin. Bu durumda K C L olacak
sekilde bir K modiilii vardir 6yle ki L/K < M/K dir. L hollow modiil oldugu igin
Teorem 1.1.7°den dolay1 L < M modiildiir.

5) Varsayalim ki X < 3(L) olsun. K = $7!(X) alalim. Teorem 1.2.2 (7)’den K —¢
L+ Ker g dir. Ker f C K oldugu i¢in K = Ker f+ (LN K) dir. Ker 8 < M
oldugundan Teorem 1.2.2 (5)’den dolay1, (LN K) < Ker f+ (LN K) dir. Dolay1siyla
Teorem 1.2.2 (2)’den (L N K) —* L + Ker (§ dir. Boylece (L N K) —* L olup
L —“M,LNK = L veburada X = (L) dir.

6) K/X < L/X olacak bicimde bir X C K var olsun. O halde K/X < M/X dir.
Fakat K modiilii M de coclosed oldugu i¢in K = X olup K, L i¢inde coclosed modiildiir.
Tersine, K < L ve L < M oldugunu varsayalm. X C K oyle ki K/ X <« M/X
olsun. (1)’den dolay1 L/X —“ M/X ve (3) M/X e uygulandifinda K/X <« L/X
olur. K — L oldugundan X = K dir.
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1.3 Supplement alt modiiller

Teorem 1.3.1 N, L C M alt modiilleri icin asagidakiler denktir:

i) N, {K C M|L+ K = M} kiimesinde minimaldir.

it) L+ N = Mve LN N < Ndir.

Yukaridaki ozellikler saglaniyorsa N modiiliine L’nin M modiiliindeki supplementi (tiimle-
yeni) denir. S < M icin en az bir K < M var oyle ki S, K’nin M icindeki supplementi

ise S’ye supplement (tiimleyen) alt modiil denir.

Kamit. i) = ¢7) N modiilii { X < L|L+ K = M } kiimesinde minimal olsun. L+N = M
iken LNN < N oldugunu gostermek igin (LNN)+K = N oldugunda K = N oldugunu
gorelim.

M=L+N=L+((LNN)+K)=L+K

L < M, K <N ve N modiiliiniin minimalliginden N = K olup LN N < N dir.
it) = i) L+ N = M ve LN N < N olsun. N modiiliiniin minimal oldugunu gosterelim.
K C Nve L + K = M olsun. Modiiler kuralindan,

N=NNM=(LNN)+ K
oldugundan K = N olup N modiilii minimaldir.

Ornek 1.3.2 Z-modiil olarak 7.\ u diigiinelim. Zjg =<2 > + < 5 >
ve <2>N<bh>=<0><K<2>ve<0><K<5 > oldugundan < 2 >, < 5 >’in

< 5 >, < 2 >’nin supplementidir.

Tanmm 1.3.3 (/3]) M bir modiil ve N < M olsun. Eger M = N + Lve NN L < M
olacak bicimde bir L < M varsa N’ye weak supplement (zayif tiimleyen) alt modiil
denir. Eger M 'nin her alt modiilii weak supplemente sahip ise M modiiliine weakly sup-

plemented (zayifca tiimlenmis) modiil denir.

Ornek 1.3.4 Z-modiil olarak Zg icin < 2 > ve < 3 > alt modiiller Zs modiiliiniin weak

supplement alt modiilleridir.
Ornek 1.3.5 Z-modiil olarak 7., weakly supplemented modiildiir.

Ornek 1.3.6 Supplement olan her alt modiil weak supplement alt modiildiir.

14



Teorem 1.3.7 Herhangi bir N C M alt modiilii icin asagidaki ozellikler denktir:
i) N, M ’nin supplement alt modiiliidiir.
i1) N, M ’nin weak supplement ve coclosed alt modiildiir.

i11) N, M ’nin weak supplement alt modiilii, K C N ve K < M ise K < N dir.

Kamt. i) = ¢i) N alt modiilii, L C M nin supplementi olsun. N’nin M iginde coclosed
alt modiil oldugunda weak supplement oldugunu gosterelim. A C M igin tiim alt mod-
iller M modiiliinde cosmall alt modiil oldugundan L + N = M iken K + L = M dir.
N modiiliiniin minimalliginden dolay1 X = N dir. Dolayisiyla N coclosed modiildiir.
Tanimdan dolay1 N modiilii weak supplement alt modiildiir.

it) = i) K C Nile X C N modiilii igin N = K + X olsun. K < N oldugunu
gosterelim. VY C M ve N +Y = M modili i¢cin Teorem 1.2.2 (1(b))’den dolay1
M=X+Ydir M=N+Yiken M = (K + X)+ Y olup M = X + Y oldugu igin
K < M alt modiildiir. Teorem 1.2.2 (1)’den dolay1 X C N modiilii M icinde cosmall

olur. N coclosed modiil oldugu icin
NNM=NNX+Y)=X+(NNY)

olup X = N dir. Boylece K’ < N modiildiir.

i1i) = 1) N alt modiilii, L C M alt modiillii i¢in weak supplement olsun. N nin M i¢inde
L’nin supplementi oldugunu gosterelim. /N weak supplement oldugu icin N N L < M
olup NN L < N modiildiir. Supplement alt modiil tanimindan dolay: N, M i¢inde L’ nin

supplementidir.

Teorem 1.3.8 K C V C M alt modiiller olsun.
1) K, M icinde supplement alt modiil iken V' icinde de supplement alt modiildiir.
2) Eger V. C M supplement alt modiil ise asagidaki ifadeler denktir:

i) K modiilii V icinde supplement alt modiildiir;

ii) K modiilii M icinde supplement alt modiildiir.

Kamt. 1) K modiilii M/ i¢inde supplement oldugu i¢cin M = K + Pile M # K + P
olacak sekilde P C M ve K' C K vardir. Modiiler kuralindan dolay1 K + (PNV) =V
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yazabiliriz. K modiiliiniin V" i¢inde supplement oldugunu gosterelim. Herhangi bir

L C Kigin L+ (PN V) =V olsun. Esitlikten dolay1 M = K + P =V + P olup,
M=L+(PnNnV)+P=L+P

dir. K modiiliiniin minimalliginden dolayr X' = L olur. Boylece K modiilii V' i¢inde
(P N V)’nin supplementidir.

2) Varsayimdan dolay1 M =V + N ve M # V' + M olacak sekilde N ¢ Mile V' C V
alt modiilleri vardir.

i) = i) K modiilii V icinde supplement olsun. K modiiliiniin M iginde supplement
oldugunu gosterelim. K modiilii supplement olduguicin V = K + LveV # K + L

olacak sekilde ' C K ile L C V alt modiilleri vardir. Boylece;

M=V+N=K+L+N

dir. Varsayalim ki M = K’ + L + N olsun. Buradan K’ + L C V ve esitlikten dolay:
K' + L = V olur. i)’den dolay1 K supplement oldugu icin minimal olup X = K olur.
Dolayisiyla K, M i¢inde (L + N) modiiliiniin supplementidir.

i1) = 1) K modiili M i¢inde supplement modiil olsun. K supplement modiil oldugu i¢in
M = K + Pve M # K' + P olacak sekilde K’ C K ve

P C M alt modiilleri vardir. Modiiler kuralindan dolayi, M = K+ P =V + N
yazabiliriz. K modiiliiniin V' modiiliinde supplement oldugunu gosterelim. Herhangi bir
T C K modiiliii¢in 7'+ (P N'V) = V olsun. Esitlikten dolay1

M =K+ P =1V + P olup,

M=T+PNnV)+P=T+P

dir. K’ modiiliiniin minimal olmasindan dolay1 7" = K dir. Dolayisiyla K modiilii

(P N V)’ nin supplementi olur ki X modiilii M iginde de supplementtir.

Teorem 1.3.9 M weakly supplemented bir modiil olsun. N C M icin asagidaki ifadeler
denktir:
i) N supplement alt modiildiir.

i1) N coclosed alt modiildiir.
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Kanit. i) = i7) N supplement alt modiil olsun. Bu durumda bir . < M vardir 6yle ki
N+ L= Mve NNL < N dir. Teorem 1.2.2 (1)’den M icinde K —“ N olan her
K < Nigcin N+ L = Mise K+ L = M dir. N nin minimalli§inden K’ = N elde edilir.
Dolayisiyla N coclosed alt modiildiir.

i1) = i) N coclosed alt modiil olsun. N’nin supplement alt modiil oldugunu gosterelim.
M weakly supplemented modiil oldugundan, N’nin M icinde bir L. weak supplementi
vardir. Boylece N N L < M dir. Teorem 1.2.4 (3)’den

NNLKN

elde edilir. Supplement modiil tammmindan N, M icinde L modiiliiniin supplementidir.

Boylece NV supplement alt modiildiir.

Tanim 1.3.10 M bir R-modiil olsun. Eger M modiilii bir maksimal alt modiile sahip ise

bu modiile local (yerel) modiil denir.
Ornek 1.3.11 Z-modiil olarak 7., yerel modiildiir.
Tamm 1.3.12 (/5]) M bir R-modiil olsun.
Rad(M) =n{K C M|K, M de maksimal alt modiil }

kiimesi M ’nin alt modiilii olup buna M modiiliiniin radikali denir ve Rad(M) ile gister-

ilir.
Ornek 1.3.13 Z-modiil Z. icin Rad(Zz) = 0 dur:

Teorem 1.3.14 M bir R-modiil, K, L < M ve L, M icinde K 'nin bir supplementi olsun.
Bu durumda;

1)Eger N C K icin N + L = M ise L, N’ nin bir supplementidir.

2) Eger M sonlu iiretilmis bir modiil ise L modiilii de sonlu iiretilmistir.

3)Eger K, M de maksimal alt modiil ise L devirlidir ve KNL = Rad(L), L’nin maksimal
alt modiiliidiir.

4) Eger P < M ise L modiilii de K + P’nin supplementidir.

5) P < Migin (PNL) < Lve Rad(L) = LN Rad(M) dir.

6) N C L olsun. N modiiliiniin L de coclosed olmast icin gerek ve yeter kosul N 'nin M

icinde coclosed olmasidir.
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Kanit. 1) M bir R-modiil ve K, L < M olsun. L modiilii M i¢inde K’ nin supplementi
olduguicin M = K+ Lve (LNK) < Ldirr Bzt N C Kve M = N+ Ligin L
modiiliiniin N nin supplementi oldugunu gosterelim. M = L 4+ K ve M = N + L igin
iki esitlikten M = L + K = N + L dir. Modiiler kuralindan dolayi,

NAM=NN(L+K)=NnN(N+L) =K+ (NnL)

olup N = K dir. Boylece (N N L) < L elde edilir. Dolayisiyla L, M i¢inde N nin
supplementidir.

2) M sonlu iiretilmis bir modiil olsun. L modiiliiniin sonlu tiretilmis oldugunu gosterelim.
M = K + L icin sonlu iiretilmis bir L' C L vardir 6yle ki K + L' = M dir. L modiiliiniin
minimalliginden dolay1 L = L’ olup L modiilii sonlu iiretilmistir.

3) (2)’den dolay1 L modiilii devirlidir. L/(K N L) = M/K oldugundan K N L maksimal
alt modiil ve (K N L) D Rad(L) dir. (1)’den dolay1 (K N L) < L oldugundan (K NL) C
Rad(L) dir. Dolaysiyla (K N L) = Rad(L) olup maksimal alt modiildiir.

4) L modiilii K nin supplementi oldugundan M = K + L ve L minimal alt modiildiir.
Buradan M = K+ L+ Pdir. Bir X C Li¢in M = K + P+ X olsun. Boylece P < M
oldugundan dolay1 M = K + X olur. Ayrica L modiilii minimal oldugundan L = X elde
edilir. Dolayisiyla L modiilii M icinde K + P’nin supplementi olur.

5) P< Mve X C Ligin(PNL)+ X = Lolsun. M = K + L oldugundan
M=K+L=K+(PNnL)+ X = K + X yazabiliriz. Boylece X = L olup
(PNL) < Ldir. LN Rad(M) C Rad(L) dir. Ayrica Rad(L) C LN Rad(M) her zaman
saglandig1 icin istenen esitlik elde edilir.

6) Kabul edelim ki N modiilii M icinde coclosed alt modiil olsun. Eger 7' C N olacak
sekilde bir 7" alt modiilii var ve L de cosmall ise 7' C N C Licin N/T < L/T yazabi-
liriz. Buradan 7" —“ N olur. Dolayisiyla N modiilii M de coclosed oldugu i¢in 7' = N
elde edilir.

Tersine N modiiliiniin L de coclosed ve T' —“* N oldugunu kabul edelim. N modiilii L
de coclosed oldugundan baz1 7" C X C L alt modiilleri igin L/T" = N/T + U/T olsun.
L = N +U yazabiliriz. Buradan 7" C U C Lolup N/T', L/T de small degildir. Boylece
L =N + X yazabiliriz. M = K+ L=K+ X+ NveTl C N, M de cosmall oldugu
icin M = K+ X+4+7T = K+ X dir. L, M i¢inde K’ nin supplementi oldugundan X = L

dir. Dolayisiyla N modiilii M de coclosed alt modiildiir.

18



Teorem 1.3.15 M bir R-modiil ve K C L C M olsun.

1) Eger L modiilii M de supplement ise L/ K da M /K icinde supplement alt modiildiir.
2) Eger K modiilii M i¢inde ve L/ K da M /K da supplement ise L modiilii de M iginde
supplementtir.

3) M weakly supplemented modiil ve varsayalim ki L/ K modiilii M /K iginde coclosed

olsun. Boylece L de M icinde coclosed alt modiildiir.

Kamt. 1) L modiilii M icinde supplement alt modiil ve N C M i¢in 6éyleki M = N+ L
ve LN N < Lolsun. L/K’nin M/K da supplement oldugunu gosterelim. Boylece
L/K+ (N + K)/K = M/K olsun.

(LNL)/K+(LN(N+K))/K=(MnNL)/K

dir. L/K+ (LN (N + K))/K = L/K oldugundan (LN (K + N))/K < L/K d.
Boylece L/ K, M/K iginde supplement alt modiildiir.

2) K modiilli M i¢inde ve L/K da M/K iginde supplement alt modiil oldugundan
M/K = L/K+L'/Kile (LNL)/K < L/K ve M = K+K ile (KNK') < K olacak
sekilde L', K' C M alt modiilleri vardir. L modiiliiniin )/ i¢inde supplement oldugunu
gosterelim. Buradan M = K + K ve (K N K') < K C L dir. Dolayistyla modiiler
kuralindan,

KNM=Kn(L+L)=K +(LNL)

olup ve Yardimc1 Teorem 1.20°den M = L+ (K N L') dir. Aynica L = LN (K + K') =
K+ (LNK)ve(LNL)/K < L/K oldugundan Teorem 1.1.8’den

(LNL'NK)/(KNK)< L/(KNK")

ve (LN L N K') < L olur. Boylece L modiilii M iginde (K’ N L')’niin supplementidir.
3) (2) ve Teorem 1.2.4 (2)’den L modiilii M i¢inde coclosed alt modiildiir.

Tanim 1.3.16 M bir R-modiil olsun. M = A + B kosulunu saglayan herhangi bir
A, B < M icin B, A’min bir supplementini iceriyorsa M modiiliine amply supple-
mented (yeterli tiimlenmis) modiil denir. Eger M modiiliindeki her alt modiiliin M icinde

supplementi varsa M 'ye supplemented (tiimlenmis) modiil denir.

Ornek 1.3.17 Artinian modiiller supplemented modiildiir.
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Ornek 1.3.18 Z-modiil 7 de ise her alt modiil supplemente sahip olmadigindan supple-
mented modiil degildir. Ornegin; 27 + 37 = Z i¢in 27. N 3Z = 6Z dir. 67 + 47 = 27
oldugundan 67 < 27 degildir.

Ornek 1.3.19 Z-modiil olarak Zg amply supplemented modiildiir.

Onerme 1.3.20 Bir My modiilii hollow ise supplemented modiildiir.

Kamnit. M bir R-modiil ve N < M olsun. Buradan M = N + M yazlabilir. Hipotezden
dolay1 NN M = N < M olup M supplemented modiildiir.

Teorem 1.3.21 /3, 20.13] 1) K, L < M ile N modiilii supplemented olsun. Eger M
modiiliinde N + K supplementi var ise K modiilii M de supplementlara sahiptir.
2)Varsayalim ki M = N + K olsun. Eger K modiilii supplemented modiil ise K, M

icinde N modiiliiniin supplementini icerir.

Teorem 1.3.22 [7, 41.6] 1) Sonlu iiretilmis bir M modiilii icin asagidakiler denktir:
i) M supplemented modiildiir,
ii) M deki her maksimal alt modiil supplementlara sahiptir,
iii) M modiilii hollow modiillerin toplamidtr,
iv) M yerel alt modiillerin irredundant toplamudir.

2) Eger M supplemented modiil ve Rad(M) < M ise M modiilii yerel modiillerin irre-

dundant toplanudir.

Teorem 1.3.23 [7, 41.7] M amply supplemented R-modiil olsun.

1) M modiiliindeki her supplement alt modiil amply supplemented modiildiir.

2) M modiiliindeki dik toplananlar ve faktor modiiller amply supplemented modiildiir.

3) M = ¥,Ly + K icin buradaki ¥, L), Ly ve K = Rad(K) lokal(yerel) modiillerin
irredundant toplanmidir.

Eger M /Rad(M) sonlu iiretilmis ise toplam sonludur.
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Kamt. 1) V modiili U C M icin U modiiliiniin supplementi oldugundan M = U + V
illeUNV <« Vdr. XY C ViginV = X 4+ Y olsun. Buradan M = U + X +Y
dir. Y’ C Y alt modiilii igin M = X + Y + U yazilabilir. Y’ modiiliiniin U + X’in
supplementi oldugunu gosterelim. Y’ = (Y’ N (U 4+ X)) + T icin modiiler kuralindan,

Y "M=Y NU+X+Y)

icin Y’ modiilii M i¢inde U + X’in supplementidir. (X NY") C (U + X) NY" alalm.
M = U+ X +Y ifadesinden X +Y" = V olup yani Y, V modiiliinde X"in supplementi
olur.

2) M modiilii amply supplemented modiil oldugundan (1)’den M deki her dik toplanan
alt modiil amply supplemented modiil olur. Teorem 1.3.14’den ise M icindeki faktor
modiiller amply supplemented alt modiildiir.

3) M', M modiiliinde Rad(M )’ nin supplementi olsun. Teorem 1.3.14 (5)’den
Rad(M') = M' N Rad(M) < M

yazilabilir. (1)’den M amply supplememnted modiil olur. // amply supplemented modiil
olup supplemented oldugundan Teorem 1.3.22’den M’ = ¥, Ly, Ly yerel modiillerinin
toplamudir. M modiiliinde A/ ’niin supplementi K i¢in K C Rad(M) olup Rad(K) =
K N Rad(M) = K dir. Boylece M = ¥, Ly + Rad(M) elde edilir.

Teorem 1.3.24 My modiilii icin asagidaki 6zellikler denktir:

1) M amply supplemented modiildiir.

2) Her U C M alt modiilii, X bir supplemented alt modiil ve Y < M olmak iizere
U = X + Y olacak sekilde X ve Y modiilleri vardir.

3) Her U C M alt modiilii icin % < % olacak bicimde bir X C U supplemented alt

modiilii vardr.

Kamt. 1) = 2) U C M olsun. M i¢inde V modiiliit U’nun ve X modiliide U C X
olmak iizere V' nin bir supplementi olsun. Buradan M = U +VileUNV < V ve
M=X+Vile XNV < X yazlabilir. Boylece U NV < M ve modiiler kuralindan;

U=UNM=UNnX+V)=X+({UnNYV)

elde edilir. Teorem 1.3.23’den X supplemented modiil olur.
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2) = 3) U C M alt modiilii icin U = X + Y ile X supplemented modiil ve Y < M
olsun. U/X < M/X oldugunu gosterelim. Bunun igin U/X + K/X = M /X olacak
bicimde K C M alt modiilii alahhm. Buradan M = U + K yazlabilir. U = X +Y
oldugundan M = K + X 4 Y dir. Ayrica Y < M oldugundan M = X + K olur.
M = U + X ifadesinden de M = K olup U/ X < M /X elde edilir.

3) = 1) Eger M = U + V ise (3) ten dolay1 X < V' ve V/X <« M/X olacak bigimde
bir X supplemented alt modiilii vardir 6yle ki M = U + X yazilabilir. X modiilii icinde
V', U N X’in bir supplementi olsun. Boylece X = V' + (U N X) den,

M=U+X=U+UNX)+V =U+V

ve UNV = (UNX)NV' < M elde edilir. Dolayisiyla V', M modiilinde U’nun V

tarafindan igerilen bir supplementi olur.

Tanim 1.3.25 Bir M R-modiilii icin N < M olsun. K NN = 0 olacak sekilde bir K

maksimal alt modiiliine N 'nin M icindeki komplementi denir.

Tamm 1.3.26 0 # U < M icin UNN = 0iken N = 0 ise U’ya M 'nin essential (genis)

alt modiilii denir.

Tammm 1.3.27 M bir R-modiil olsun. M ’nin 0’dan farkli her alt modiilii essential ise

M ’ye uniform (diizgiin) modiil denir.

Tanim 1.3.28 M bir R-modiil olsun. Herhangi bir M = K & L ayrisimi icin N, K’ nin
bir komplementi iken M = N ® K yazilabiliyorsa M ye Ads modiil denir.

Ornek 1.3.29 Z modiil olarak Z uniform modiildiir.

Ornek 1.3.30 Indecomposable (ayristirilamaz) modiiller ve uniform (diizgiin) modiiller

Ads modiildiir.

1.4 Projektif ve Injektif Modiiller

Tamim 1.4.1 M bir R-modiil olsun. Her ¢ : A — N epimorfizmasi ve 0 : M — N

homomorfizmast icin @ o 1 = 6 olacak sekilde bir 1) : M — A homomorfizmast varsa
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M ’ye projektif modiil denir. Diger bir deyisle;

M

>

e

diyagramu degismeli olacak sekilde bir & homomorfizmast varsa M ’ye projektif modiil

denir.

Tanim 1.4.2 ([7]) M ve A, R-modiiller olsunlar. ¥ X < Aicin ¢ : M — % homomor-
Sfizmast bir i : M — A homomorfizmasuu yiikseltilebiliyor ise M modiiliine A-projektif

modiil denir. Diger bir deyigle;

M

b e
,

A

Ai}?

diyagramini degismeli yapacak sekilde bir 1) homomorfizmast varsa M modiiliine A-

projektif denir.

Tanmm 1.4.3 M = A + B olsun. Eger A, B-projektif ve B de A-projektif ise A ve B
modiillerine mutually projective (karsiuikll projektif) denir.

Tammm 1.4.4 M bir modiil olsun. Eger M modiilii M -projektif ise M ’ye quasi-projective
(yari-projektif) denir.

Tammm 1.4.5 ([/6]) M bir modiil olsun. M = N + P iken ¢ : M — M homomorfizmasi
varduwr oyle ki (M) C N ve (1 — ¢)(M) C P ise M ’ye w-projektif modiil denir.

Teorem 1.4.6 [8, 41.11] U C M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
DM =X&X aynsimile X C Uve X NU < X' dir;

2)e € End(M)ile Me C UveU(1 —e) < M(1 — e) idempotenti vardur;

N X< MileX CU,U=X+YveY <M alt modiilii vardir;

4) X <gMileX CUveU/X < M/X dir;

5) U modiilii M de V ’nin supplementine sahiptir oyle ki U NV <, U dur.

Bu durumda U modiilii M deki dik toplananlar iizerindedir, denir.
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Teorem 1.4.7 [8, 41.12] M bir R—modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

1) M amply supplemented ve M modiiliindeki her supplement alt modiil dik toplanandur.
2) M modiiliindeki her alt modiil dik toplananlar iizerindedir.

3) i) M modiiliindeki her small olmayan alt modiilii 0’dan farkli bir dik toplanan icerir,

i1) M modiiliindeki her alt modiil M 'nin maksimal dik toplananlarin igerir.

Teorem 1.4.8 N modiilii m-projektif R-modiil olsun.

1) M modiiliindeki her dik toplanan m-projektiftir.

2) N ve V alt modiilleri M modiiliinde karsilikli supplement ise NNV = 0ve M = NV
dir.

3)Eger M = N+Vve N <; Mise M = Na& V' olacak sekilde V' ¢ V modiilii vardur.
4) Eger M = N &V ise V modiilii N -projektifti. (N de V — projektiftir.)

S5)Eger M = N & Vile N 2V ise M modiilii quasi projektiftir.

6) Eger M = N+V ve N, V alt modiilleri M modiiliinde dik toplanan ise N NV modiilii
de M icinde dik toplanandir.

Her M R-modiilii i¢in (3) ve (4) denktir ve (4) = (5) ile (4) = (6) dr.

Kamt. 1) M rw-projektif modiil olmak iizere ¢ = ¢? € End(M) idempotenti ile M =
Me @ M(1 — e) olsun. Me = X + Y oldugunu kabul edelim. Bu durumda M =
X+ (Y +M(1—e))dir ve M m-projektif modiil oldugundan Im f C X ve Im(1— f) C
Y + M (1 —e) olacak sekilde bir f € End(M) vardir. Bunedenle fe ve 1 — fe’yi Me’nin
endomorfizmalari olarak sayabiliriz ve Im(fe) C X, Im(1 — fe) = Im(1 — fle C Y
dir.

2) Eger N ve V modiilleri karsilikli supplementise N NV < Nve NNV <V
oldugundan dolay1

{(n,—n) [ ne NNV} C(NNV,0)+(O,NNV)< NpV

dir. Bu alt modiil;
NeV —M

(n,v) = n+wo
homomorfizmasinin ¢ekirdegidir. Boylece N NV = 0 dir.
3) Uygun bir X € Micin M = N+ V veM = N & X olsun. Im(f) C V ve
Im(1 — f) C N olacak bicimde bir f € End(M) secelim. f(N) C N ve M =
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fIN+X)+(1—-f)M = N + f(X) dir. Simdi N N f(X) = 0 oldugunu gosterelim.
Varsayalim ki, n € N ve z € X olmak tizere n = f(x) olsun. z —n = (1 — f)z € N ve
x € NN X = 0 olur ki buradan N N f(X) = 0 dir.

3)=4) M =N®V vep: N — W olacak sekilde ¢ epimorfizmasi ve f : V — W

homomorfizmast olsun.
P={n—-veM|neNwveVwvepn)=f(v)}

tanimlayalim. w5 : M — V, mo(m) = me(u + v) = v projeksiyon doniigimii olmak
tizere f(m(m)) = f(m(u + v)) = f(v) dir 7 oOrten oldugu icin
f(v) = p(u;) olacak bi¢imde bir u; € U vardir. Boylece u; — mo(m) € P dir.

m=u+v=u-+m(m)=u+m(m)+ (u1 —ur) = (u+w) — (u; —m(m))

oldugundan M = N + P elde edilir. Kabuliimiizden bir P° C P vardir 6yle ki M =
P’ @ N dir. Bu ayrisim igin e : M — N projeksiyon olsun. Bu homomorfizmadan
V — M — N homomorfizmasi elde edilir. (1 —¢e)V € P' C P oldugundan Vv € V
icin v — e(v) € P dir ve boylece f(v) = (pe)(v), yani f = pe dir. Dolayisiyla V, N-
projektiftir.

4)=3) M =N+V,M = N& X ve X, N-projektif modiil olsun. Kanonik doniisiimler

ile

X

|
N—sM—2
diyagrami, f : X — N homomorfizmasi ile degismeli olarak genigletilebilir. Yani, V
re Xigcinz+V = f(x)+V vedolayisiyla (1 — f)X C Vdir. Ohaldle M = N+ X C
N+ (1 - f)X dir. Simdi N N (1 — f)X = 0 oldugunu gosterelim. n € N ve z € X
icinn = (1 — f)(z) oldugunu kabul edelim. Buradan x = n + f(z) € X N N = 0 dur.
Boylece n = 0 olup N N (1 — f)X = 0 elde edilir.
4) = 5) Ispat agiktir,
3) = 6) N,V <4 Mve N+V = M olsun. (3)’dendolay1 V' € V ve N' C N alt
modiilleri vardir 6yle ki M = N @ V' ve M = N' @ V dir. Modiiler kuralindan dolay1

M=(NeV)n(NaV) = [NOo(N aV)+V'
= [N+(NnV)+V]
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veE

(NAVIN(N +V)C(NNV)+(NNV)=0
dir.
Teorem 1.4.9 Bir M R-modiilii icin asagidaki ifadeler denktir:
1) M supplemented ve m-projektiftir.

2) i) M amply supplemented ve

ii) Karsilikly supplementlarin kesisimi O’dur.

3) i) M deki her alt modiil dik toplananlar tizerinde bulunur.

ii) Eger U,V <; Mile M =U +ViseUNV <; M dir.

4) U,V iki alt modiilii, M = U +V i¢cin e € End(M) idempotenti ile Me € U,
M(l—e)CVveU(l—e) < M(1—e)dir

Kamt. 1) = 2)(i) M = U + V ve X alt modiilii M iginde U nun supplementi olsun.
Im(f) € V ve Im(1 — f) C U olacak bi¢imde bir f € End(M) segelim. Uf € U,
M=U+(X)fve(UNnX)f=UN(X)fdir. UNnX < X oldugundan UN(X)f < (X)f
dir. Boylece (X)f, (X)f C U iginde U’nun supplementi olur. Dolayisiyla M amply
supplemented modiildiir.

i1)Eger U ve V modiilleri kargilikli supplementise U NV < U ve UNV < V olur.
p: UV — M
(u,v)  —u+two

olacak sekilde bir ¢ fonksiyonu tanimlayalim.
Ker(p) = {(u,—u)luc UNV}C(UNV,0)® 0,UNV)<KUDYV,

dir. Boylece Kery = 0ve (UNV) = 0 elde edilir.

2) = 3) M amply supplemented, M igindeki S ve T" alt modiilleri karsilikli supplement
ve kesisimleri O olsun. Buradan SNT =0i¢cin M = S d T'ile S, T' <, M yazilabilir.
U C M igin S de supplement 7', S’nin supplementi ve T C U olsun. M = T & T olacak
sekilde 7" C M vardir. U NS < M oldugundan Teorem 1.4.7°den T', T + (U N S) =
S’nin supplementi olur. Dolayisiyla U N T < T elde edilir.
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3) = 2) M = U+ VvelU <4 M olsun. M modiilinde V', U’nun ve U’, V" "niin
supplementi olacak sekilde V' C V ile U" C U modiillerini secelim. Buradan U N V' <
V' ve (2) ve (ii)’den M = U’ @ V' yazlabilir. Fakat M = U +V = U @V’ oldugundan

modiiler kuralindan,
UNM=UnU+V)=UnU +V)=UaUNV)

elde edilir. Dolayisiyla (U N'V') <4 M olup (U N'V') = 0 dir. Sonug olarak V' C V
ile M = U &V ve Teorem 1.4.7°den M = U & V elde edilir. Modiiler kuralindan,
M=UNV)+U +V')ve

UnNV)NU +V)c U nV)+UNV)=0

olup istenen elde edilir.

3) = 4) Kabuliimiizden ve Teorem 1.4.7°den M amply supplemented modiil ve her supp-
lement alt modiil M modiiliinde dik toplanandir. (2) ve (3) siklarindaki ifadelere benzer
sekilde bir M = U' @ V' aynsim ile U NV < V' vee : M — U’ bir projeksiyon
déniigiimii olsun. Me C U, M(1 —e) C V' C U oldugundan U(1 —¢) = UNV' <
M(1 — e) elde edilir.

4) = 1) Kabuliimiizden ve Teorem 1.4.6’dan M = X @ X  ayrigimi icin e € End(M)
ile Me = X ve M(1 —e) = X' olacak sekilde bir e idempotenti vardir. Ciinkii X C U

oldugundan
UNM=UNXeX)=U=XoUNX)=MedUNM(—e)

olupUNM(1—e)=U(1—e)dir. U(1 —e) < M(1 — e) oldugundan
M(1—e)NU <« M(1 — e) elde edilir. Buradan M (1 — e), U’nun supplementidir ve M,

m-projektiftir.

Teorem 1.4.10 M bir R-modiil olsun. Eger M modiilii supplemented ve m-projektif ise
M amply supplemented modiildiir.

Kamt. U < M ve M = U + V igcin V < M olsun. M modiilii supplemented modiil
oldugu i¢in M modiiliinde U’ nun bir X supplementi vardir. Buradan M = U+ X ve U N
X < X yazilabilir. M, m-projektif oldugundan f : M — M olan bir homomorfizmasi
vardir 6yle ki Im(f) <V ve Im(l — f) < Uolup f(U) < Uile (1 — f)(V) <V dir.
M= f(M)+ (1= )M)=U+fU+X)=U+ f(U)+ f(X) =U+ f(X)
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uwe UnN f(X) alahm. Bir x € X vardir ve u = f(z) dir. Buradan x —u = = — f(z) =
(1—f)(z) e Uvex € Udur. Dolayisiylaz €e UN X ve U N f(X) < f(UN X) dir.
U N X < X oldugundan small alt modiillerin homomorfizma altindaki goriintiileri de
small oldugundan f(U N X) < f(M) olur. Buradan U N f(X) < f(UNX) < M dir.
Dolayisiyla f(X), M modiiliinde U’nun supplementi olur. f(X) < V ve U, M iginde

supplementlara sahiptir. Boylece M amply supplemented modiildiir.

Tanim 1.4.11 M bir R-modiil olsun. Her ¢ : A — N monomorfizmasi ve {p : A —»
M homomorfizmasi icin o p = 1 olacak sekilde bir 3 : N — M homomorfizmasi
varsa M ’ye injektif modiil denir. Diger bir deyisle;

A—2- N

M

diyagramu degismeli olacak sekilde bir [ homomorfizmast varsa M ’ye injektif modiil

denir.

Tanmm 1.4.12 ([7]) M ve A, R-modiiller ve X < M olsun. Her ¢ : X — A homomorfiz-
mast i¢in p|x = ¢ olacak bigcimde bir p : M — A homomorfizmasi var ise A modiiliine

M -injektif modiil denir.
1.5 Quasi-Discrete (Yari-Ayrik) Modiiller

Bir M R-modiilii i¢in asagidaki kosullar1 goz oniine alalim;

Dy) VN < Migin M = M; & M, ayrisimi vardir 6yle ki M; < N ve NN My < M

modiildir.

Dy) N < M alt modiilii i¢in M /N bir dik toplanana izomorf ise N, M nin dik toplanan-
dir.

D3) My, My < M alt modiilleri M = M; + M, kosulunu saglayan iki dik toplanan ise
My N M, alt modiilii de M de bir dik toplananidir.

Tammm 1.5.1 [7, 4.10] M bir modiil olsun. M modiilii supplemented ve m-projektif ya
da M modiilii (D) ile (D3) ézelliklerini sagliyor ise M 'ye quasi-discrete (yari-ayrik)

modiil denir.
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Ornek 1.5.2 Hollow modiiller ve semisimple modiiller quasi-discrete modiildiir.

Onerme 1.5.3 Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir:

1) M modiilii (D) ézelligine sahiptir.

2)V A < M alt modiilii N <4 M ve S < M olmak iizere A = N & S olarak yazilabilir.
3) M supplemented ve M modiiliindeki her supplement alt modiil M de dik toplanandir.

Kamt. 1) = 2) M modiili (D) 6zelligini saglasin. ¥V A < M alt modiiliiniin N <; M
ve S < Mile A= N @ S olarak yazilabildigini gosterelim. M modiilii (D;) 6zelligine
sahip oldugu i¢in M; <; Ave AN My, < M olmak iizere M = M; & M, yazilabilir.
Modiiler kuralindan, A = M; & (AN Ms) olup, N = M; ve S = AN M, alimabilir.

2) = 3) M = X 4+ Y olsun. Y’nin X’in bir supplementini icerdigini gosterelim.
Varsayimimizdan dolay1 Y <; M alabiliriz. X N'Y < M olup, kabuliimiizden Y; <; M
ve S < M olmak tizere X NY =Y; @ Sdir. Y, M de dik toplanan oldugu i¢in S < Y
dir. Y =Y, @Y, yazalim ve 7 : Y7 @ Y5 — Y5 projeksiyon doniisiimii olsun. Bu durumda

XNY=Y16(XNYNYs;) ve
XNYo=XnYNY,=a(XNY)=n(Y1+5)=n(S5)
olup boylece X NY; < Y, dir.
M=X+Y=X+YV+Yo=X+Y,

oldugu i¢in Y5 modiilii X in supplementidir.

Simdi M nin bir supplement P alt modiiliinii alalim. Bu durumda bir X' < M vardir 6yle
ki M = K + P 6zelligini saglayan P alt modiilii minimaldir. Kabuliimiizden, L <; M ve
T < M olmak iizere P = L & 1" dir. Boylece M = K+ P=K+ L+ TolupT < M
oldugundan M = K + L dir. Ancak P’nin minimalliginden P = L yani P <; M elde
edilir.

3) = 1) A < M olsun. M modiiliiniin (D;) 6zelligini sagladigin1 gosterelim. A modiilii
B supplementine ve B modiilii de A tarafindan kapsanan ve bir dik toplanan olan M,
supplementine sahiptir. O halde M = M; @& M, yazabiliriz. Modiiler kuralindan A =
M, & (AN M,) dir. Ayrica M = M, + B oldugundan A = M; + (A N B) olur.

v My & My — M, projeksiyon doniisiimii olsun. Boylece
ANM,=v(A)=v(ANB)
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dir. B, A’nin supplementi oldugundan A N B < M olup A N M, < M dir. Boylece M

modiilii (D,) ozelligini saglar.

Sonuc 1.5.4 [7, 4.9] Herhangi bir ayristirilamaz M modiiliiniin (Dy) dzelligini sagla-

masti icin gerek ve yeter kosul M 'nin hollow modiil olmasidir.

Onerme 1.5.5 Bir M modiiliiniin quasi-discrete olmasi icin gerek ve yeter kogul M 'nin

supplemented ve X ile Y birbirlerinin supplementlar: olmak iizere M = X @Y olmasidrr.

Kanit. M modiilii quasi-discrete olsun. X ve Y birbirlerinin supplementleri olsunlar.
Onerme 1.5.3°den, M supplemented ve X,Y <; M dir. (Ds3) kogulundan X NY <; M
olur. X NY < X ve boylece X NY < M oldugundan dolay1 X N'Y = 0 dir. Boylece
M =X &Y elde edilir.

Simdi M nin supplemented ve X ile Y birbirlerinin supplementlar1 olmak iizere M =
X @Y oldugunu kabul edelim. Onerme 1.5.3°den M (D;) 6zelligine sahiptir. Simdi
M’nin (D3) 6zelligine sahip oldugunu gorelim. Bununigin A, B <; M oyleki M = A+
B olsun. B, A’nm M ’nin bir dik toplanan1 olan bir B supplementini icerir. Boylece AN
B' <« B' < M, sonug olarak ANB" < A dir. Boylece A modiilii B *niin supplementidir.
Dolayistyla hipotezden M = A@® B’ olur. Buradan B = B'®@ AN Bolurki ANB <, B

elde edilir.

1.6 Lifting Modiiller

Teorem 1.6.1 N C M alt modiilii icin asagidaki ifadeler denktir:

1) X C Nve N/X < M/X olacak bigimde bir X <, M vardur.

2) N =X+YveY < M olacak bicimde bir X <; M veY < M vardir.

3) M’nin, X C Nve X' NN < X' olacak bicimde bir M = X & X ayrisimu vardur.
4) N’nin M iginde bir V'’nin supplementi vardir 6yle ki N NV <, N dir.

5)eM C Nve (l—e)N < (1 —e)M olacak bigimde bir e € End(M) idempotenti
vardur.

Eger bu kosullar saglanirsa “N modiilii M 'nin bir dik toplananinin iizerindedir." deriz.

Kamit. 1) = 2) M = X @ X ve N/JX < M/Xolsun. N = X +Y veY < M

oldugunu gosterelim. M/ = X @ X' ve X C N oldugundan modiiler kuralindan;
N=NNM=NNn(X®X)=X+(NnX)
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dir. ¢ : M — X', ¢(x +2') = 2 olacak gekilde bir homomorfizma olsun. ¢(N/X) <
¢(M/X) oldugunu gosterelim. ¢ orten bir homomorfizma oldugu igin ¢(M) = X' ve
izomorfizma teoreminden M/Ker¢ = X' oldugundan M/X = X' dir. N/X < M/X
oldugundan ¢(N/X) = NN X < X’ olur. Dolayistyla N N X' < M elde edilir.

2) = 3) Kabulden N = X +Y ve Y < M olacak bicimde bir X <; M ve Y < M
vardir. M = X @ X olsun. Teorem 1.6.1 (4)’den X', M de X’in supplementidir ve
boylece N = X + X "iin de bir supplementidir. Buradan N N X' < X' elde edilir.

3) = 4) (3)’den dolay1 N = X @& (NNX') ve X modiilii M icinde N’nin supplementidir.
4) = 5) (4ydendolayiM = N+V, NNV « Vvebaz1 X C Nigin N = (NNV)d X
dir. Buradan

M=N4V=X+(NNV)+V=X+V

ve XNV =XN(NNV)=0oldugundan M = X @ Volur. e: M — X,e(z+v) ==z
olan projeksiyon doniigiimii olsun. Boylece eM C N dir. X C N i¢in (1 — e)N =
NNV <V =(1-e)M dir.

5) = 1) X = eM olsun. Boylece M = X & (1 —e)M ve X C N dir. ¢ : M/X —
M(1 — e) izomorfizmasindan ¢(N/X) = (1 —e)N < (1 — e)M elde edilir. ¢ bir
izomorfizmasi oldugundan N/X < M /X oldugu goriiliir.

Tanim 1.6.2 M bir modiil ve N < M olsun. Eger ¥V N < M icin X <; M olacak
sekilde X C N varve N/ X < M/X ise M modiiliine lifting (yiikselen) modiil denir.

Ornek 1.6.3 Z-modiil olarak Q lifting modiil degildir. Bu modiiliin small olmayan bir N
alt modiiliinii alalim. Kabul edelim ki Q lifting modiil olsun. Boylece K < N, LNN < Q
ve Q = K & L olacak sekilde K, L alt modiilleri vardir. Rasyonel sayilar uniform modiil
oldugundan ayristirllamaz olup K = 0 dir. Buradan N < Q olur. Bu ise N modiiliiniin

small olmamasi ile celistiginden Q lifting modiil degildir.

Tanim 1.6.4 M bir modiil ve N < M olsun. Eger her ¢(N) € End(M) i¢in (N) C N

oluyorsa N ’ye M ’nin fully invariant alt modiilii denir ve N <1 M ile gosterilir.

Teorem 1.6.5 M lifting bir modiil olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir;
1) M modiiliindeki herhangi coclosed alt modiil bir dik toplanandir.
2) M amply supplemented modiildiir.
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3) M modiiliiniin hollow modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul ayristirilamaz olmasidur.

4) Eger N C M fully invariant alt modiil ise M /N lifting modiildiir.

Kamt. 1) Tanimdan coclosed alt modiilde cosmall olacak sekilde bir 6z alt modiil ol-
madig1 i¢in Teorem 1.6.1 (1) ’den dik toplanan 6zelligi saglanir.

2) K, L < M olmak iizere M = K + L olsun. K modiiliiniin M i¢inde L’nin bir supple-
mentini igerdigini gosterelim. Kabuliimiizden ve Teorem 1.6.1 (2)’den dolay1 K = N H
olacak bicimde H < M ve N <; M vardir. Dolayisiyla M = N+ H + Lolup H < M
oldugundan M = N + L dir. Yine kabuliimiizden, L N N = N; & S olacak bicimde
S <« M ve Ny <4 M vardir. Boylece N; modiili N de dik toplanandir ve S < N dir.
N5 < N olmak iizere N = N; & N, olsun. N alt modiilii /V icinde N;’in supplementidir.
Teorem 1.6.1 (4)’den Ny, N i¢inde N; + S’nin supplementidir. Boylece ;

M=L+N=L+(N+S)+No=L+(LNN)+Ny=L+ N,

ve LN Ny = (LNN)N Ny = (N +5)N Ny < N, dir. Boylece Ny’nin M icinde L’ nin
supplementi oldugu goriiliir.

3)=) M = A & B olsun. Kabuliimiizden A < M ve B < M dir. Boylece A = M ya
da B = M olup M aynistirtlamaz modiildiir.

<) M aynigtirilamaz modiil olsun. Dolayisiyla M modiiliiniin {0,,} ve kendisinden
bagka alt modiilii yoktur. {0,,} modiili M nin tek 6z alt modiiliidiir ve {05/} < M
dir. Boylece M hollow modiil olur.

4) N, M de fully invariant alt modiil ve N/ X C M /X olsun. Teorem 1.6.1 (5)’den dolay1
bir €2 = e € End(M) vardir 8yle ki eM C N ve (1 —e)N < (1 — e)M dir. N mod-
il M de fully invariant oldugu i¢in e idempotent homomorfizmasi bir € € End(M/N)
homomorfizmasini dogurur. Kolayca gériilir ki eM C M/N ve (1 —¢e)(N/X) < M/N
dir.

Teorem 1.6.6 [3, 22.3] Bir M modiilii icin asagidakiler denktir;

1) M lifting modiildiir.

2)Her N < M icin bir M = My & M ayrisimi vardir dyle ki My C N ve NN My < M
dir.

3) Her N alt modiilii, N\ <; M ve Ny < M olmak iizere N = N; & Ny bicimde

vazilabilir.
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4)M amply supplemented ve M modiiliindeki her coclosed alt modiil bir dik toplanandir.
5) M amply supplemented modiil ve M modiiliindeki supplementlar dik toplanandir.

Kamt. 1) < 2) M lifting modiil olsun. M, My <, M ile M = M; & M ayrisimi i¢in
NNM; < M olduunu gorelim. Teorem 1.6.1 (3)’den dolay1 her N < M i¢in M; < N ve
N N My < Ms olacak sekilde bir M = M; & M ayrisimi vardir ve N N My < My < M
den N N M, < M olur.

1) < 3) M bir lifting modiil olsun. Her N < M i¢in N modiilinin N = N; & N,
olarak yazilabildigini gosterelim. Teorem 1.6.1 (2)’den her N < M i¢in M = Ny + K
ile Ny < M icin N = N; & N, olur.

1) = 4) M lifting modiil olsun. M modiiliiniin amply supplemented ve M modiiliindeki
her coclosed alt modiiliin dik toplanan oldugunu gorelim. M lifting modiil oldugundan
amply supplemented modiildiir. Teorem 1.6.5 (1)’den M modiiliiniin her coclosed alt
modiilii M icinde dik toplanan olur.

1) = 5) M lifting modiil olsun. N = X &Y, X <; M ve Y < M olacak bigimde
X, Y < M vardir. M supplemented modiil oldugundan X modiilii de supplemented
modiil olur. Teorem 1.3.24°’den M amply supplemented modiil olur. K, M modiiliinde
supplement alt modiil olsun. Boylece M = K + P ve K supplement oldugundan mini-
malliginden bir P alt modiilii vardir. M modiilii lifting oldugundan K = 7" & S i¢in
T <qile S < M alt modiilleri vardir. Dolayisiyla M = P + N yazilabilir. K modiilii
supplement oldugunan minimallikten K = N olup K, M i¢inde dik toplanandir.

4) = 5) M amply supplemented ve M deki her coclosed alt modiil dik toplanan olsun.
M deki her supplement alt modiiliin dik toplanan oldugunu gérelim. M amply supple-
mented modiil ve her coclosed alt modiil dik toplanan oldugundan her coclosed alt modiil
supplementtir dyle ki her supplement alt modiil de M modiiliinde dik toplanan olur.

5) = 1) M amply supplemented modiil ve M modiiliindeki her supplement alt modiil
dik toplanan olsun. M ’nin lifting modiil oldugunu gorelim. K, M de bir supplement alt
modiill L < M ve N C M olsun. Buradan N = K + L yazabiliriz. Teorem 1.6.5 (2)’den

M’ nin lifting modiil oldugu goriiliir.

Sonuc 1.6.7 [3, 22.4] Her hollow modiil lifting modiildiir.
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Sonug 1.6.8 M bir modiil olsun. M modiiliiniin (D) ézelligini saglamast icin gerek ve

yeter kosul M ’nin lifting olmasidur.

Kanit. =) Kabuliimiizden M = X @& M, aynsgimiicin NN My < Mve X C K C M
icin N/X + K/X = M/X olsun. M’nin lifting modiil oldugunu gosterelim. Buradan
(N+K)/X =M/Xile M = K + X yazlabili. M = N + K = X & M, oldugundan

modiiler kuralindan,
NN(N+K)=NNM=NnN(X & M)
esitliginden N = X + (N N My) olup
M=N+K=X+K+(NNMy,=K+ (NN M)

elde edilir. (VN M,) < M oldugundan M = K dir. Dolayisiyla M lifting modiildiir.
)M =X@YveN/X < M/X olsun. N = X+ K ve K < M oldugunu gosterelim.
M=X®Y ve X C N oldugundan;

N=MnNN=NNnXeY)=X+(NnY)

dir. 0 : M — M, 6(x + y) = y olacak sekilde bir § homomorfizmasindan (M) = Y
ve izomorfizma teoreminden M /Kerf =Y oldugundan M/X = Y dir. Kabuliimiizden

dolay1 O(N/X) = NNY < Y olur. Boylece N NY < M olup D, 6zelligi saglanir.
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2 ADS* MODULLER

Bu boliimde Ads* modiil tanimlanmig ve bu modiil sinifinin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Daha ayrintili bilgi i¢in [6] Onerilir.

Tamim 2.1 M bir R-modiil olmak iizere eger M nin her M = A ® B ayrisimi ve A’nin
M deki her C' supplementi icin M = A & C oluyorsa, M modiiliine Ads* ozelligine
sahiptir ya da M Ads* modiildiir denir.

Ornek 2.2 Indecomposable (ayristirilamaz) modiiller Ads* dur.

Teorem 2.3 M amply supplemented bir modiil olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler

denktir:
i) M Ads* dur.

ii) M = Sy + Sy kosulunu saglayan her Sy,Sy <, M igin, Ker(a;) = S; olan

a - M — 51%52 (i # j = 1,2) homomorfizmasi, M ’nin B;(M) C S; olacak

bicimdeki bir 3; idempotent endomorfizmasina yiikseltilebilir.

iii) M = A ® B oldugunda A ve B karsilikli projektiftir.

Kamt. i) = i) S; <4 M ve Sy < M ile M = S; + S olsun. M amply supplemented
modiil oldugundan S;’in bir 7" supplementi vardir 6yle ki 77 C S, dir. Bu durumda,

kabuliimiizden M = S} @& T yazlabilir. o, Ker(ay )=55 olan bir epimorfizma,

ML)Sl

ay

oM
S

S1NS2

m : S1 — /(S1N Sy dogal epimorfizma iken 3 : M — S projeksiyon doniisiimii olsun.

Bu durumda Ker(a;) = S, ve Ker(m;) = 51 N Sy’dir.
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Iddia: m 8, = oy dir.
m € M alalim. Bu durumda m = s; + ¢ olacak bicimde bir s; € S} ve t € T vardir.

mP1(m) = a1(m) oldugunu gosterelim.

mpi(m) =m(Bi(s1+1)
= 71(81)
= 51 + Sl N SQ

ve
aj(m) =a(s; +1)
= a1(t) + a1(s1)
=51+ 51 N5
oldugundan istenen esitlik elde edilir. Boylece [, homomorfizmasi a; homomorfizmasini

yiikseltir. Benzer sekilde;

B2 i
M—T——5
. .
T
SoNSs2 2
s
So
S1NS2

a: M — T/(S; N Sy) dogal epimorfizma, i : T — Sy/(S1 N Sy)ilei : T — Sy
gdémme homomorfizmalart ve i o v = ag : M — S5 /(51 N S3) dogal epimorfizmasi iken
fo : M — T projeksiyon doniisiimii olsun. Bu durumda Ker(as) = Sy ve Ker(m) =
S1 NSy dir.

Iddia: 7206, = a dir.

m € M alalim. M = S; & T i¢cin m = s; + t olacak sekilde s; € Sy ve t € T vardir.

Tofa(m) = az(m) i¢in (w0 i)(f2) = (i o ) oldugunu gosterelim.

(m204)(Ba(m)) = (m20)(Ba(s1 +1))
= (mg 01)(t)
= (1)
=t4+ 51N
ve
(ioa)(m) =i(a(m))
=a(m)=a(s; +1)
=t+4+ 51 NS5
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oldugundan istenen esitlik elde edilir. Boylece 85 : M — T homomorfizmasi cy; homo-
morfizmasim yiikseltir.
it) >1) M =A®B=A+Cve ANC < C olsun.
Iddia: M Ads* modiildiir.
C, A’nin supplementi olmak iizere M=A & C' oldugunu gosterelim.
O —

dogal epimorfizma ve 6, : M — Ker(6,) = A olan epimorfizma

AmC) (AmC)

olsun. Kabuliimiizden dolay1 f : M — C idempotent endomorfizmas1 vardir oyle ki

7T2f = 92’dir.

m € M alalm. M = A + C oldugu i¢in m = a + ¢ olacak bicimde bira € Avec € C

vardir.

r€ Kerf = f(z)=
= Oa(x) = (maf)(x) = ma(f(z)) = 0
= x € Kerfy = ANC < Aoldugundan Kerf C A.
Ayrica M = f(M) @ Kerf = C + Kerf dir. ANC < C oldugu i¢in Teorem 1.6.1’den

(AﬂC)+Kerf<<C+Kerf<< M ()
Kerf Kerf Kerf

olur. Kerf+(ANC) = An(Kerf+C) = A oldugundan %rf <

Ker 7 “dir. Gergekten;

M A T

Kerf = Kerf + Kerf 15€

M _ A+T _ Kerf+(AnC)+T _ Kerf+ANnC + T
Kerf = Kerf Kerf - Kerf Kerf
olup (*)’dan W = %Tf elde edilir. Boylelikle %Tf < %Tf dir. Fakat A, M’de

coclosed oldugu icin A = Ker f dir. Bundan dolayi,
M=f(M)® Kerf=f(M)s A

dir. C, A’nimn supplementi ve f(M) < C oldugundan, C' = f(M)’dir. Boylece M =
A @ C olup M Ads* modiil olur.
i) = tit) M = A® B Ads* modiil olsun. A modiiliiniin B-projektif oldugunu gosterelim.
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Bu durumda Teorem 1.4.8’den M = B + C' olan bir B <; M igin bir D C C' vardir dyle
ki M = B+ D’dir. C < M ve M = C'+ B olsun. M amply supplemented modiil oldugu
i¢in bir C' < M vardir oyle ki M = C'+Bve(C' NB < C < Cdir. Teorem 1.4.8
(3 & 4)’den A, B-projektiftir.

ii) = i): M = A® B = B+ Cve BNC < C olsun. A, B-projektif oldugundan
Teorem 1.4.8’den bir C' C C vardir oyleki M = B & C'" diir. Modiiler kuralindan

C=CNM=Cn(B+C)=C"+(BNO)
olup BN C < C oldugundan C' = C" diir. Boylece M nin Ads* modiil oldugu goriiliir.

Onerme 2.4 M amply supplemented Ads* modiil A < M, B < M oyle ki A <q M ve
B <= M i¢cin M = A + B olsun. Bu durumda AN B —* M dir.

Kamt. C', A modiiliiniin supplementi ve C' C B olsun. Kabuliimiizden dolay1 M = CG A
yazilabilir. M = A+ B = C' @ A i¢in modiiler kuralindan ;

BNM=BnN(A+B)=Bn({[Ca&A)

den B = C @ (AN B) elde edilir. (AN B)’nin M i¢inde coclosed oldugunu gosterelim.
XC(ANB)C B, X = Bve (AN B)/X <« B/X olsun. Ayrica (AN B)/X <«
M/X dir. Fakat X —° B oldugundan X = A N B olur. Boylece AN B —“ B
dir.(AN B) < B ve B < M oldugundan Teorem 1.2.4(6)’dan (A N B) < M elde

edilir.

Yardimcei Teorem 2.5 ([/]) M = B & C aynisumiile 5 : M — Bvey : M — C
projeksiyon olsun. Cy = (v — 0~)(M) olmak iizere M = B @ C olmast igin gerek ve

yeter sart bir 0 : M — M homomorfizmasinin bulunmasidir.

Kamt. =) M = B® C, aynsimiile 5 : M — B ve vy, : M — C projeksiyonlar olsun.
By = B+ BOv, 1w =y — POy ve § =~ — 7, oldugunu gosterelim.

Kerg = {m € M|(y —v) =0} ve y(m) = 71(m) € C oldugundan

B < CnCydir. b € B alalim.

0(b) = (v = 1)) = ~7(b) =n(b) =0-0
olup B < Kerf ve (B) = 0 dur.
(658 +67)(M) = 0(B(M)) + 0(y(M)) = 6(B) + 0(7(M)) = 6(v(M))
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olup 63 + 6~y = 0~ dir.
m € M alahm. M = B @ C oldugundan m = b + ¢ = b; + ¢, olacak sekilde
b,b € B vec,c; € C vardirve m € M vem = b+ ¢ = b + ¢; oldugundan

by — b= c — ¢ dir. S0 = 6 oldugunu gorelim.

(B + B0v)(m) = B(m) + B6(v(m))
= B(b+ ) + 0(1(b + 0)
=b+0(c)
b+ (=)
= b+9(0) — (0
=b+c—m(c)
=m—"y(by —b+ 1)
=m—c
=bi+c—a
=b €5

(n—=m)(m)  =~(b+c)—7(b+c1)
=c—q
=b+0(c)
=b—b

olup (v — 71)(m) = 6(m) dir. Boylece f0 = 6 dir. v, = v — 6 = v — 6~ oldugunu

gorelim.
(v = 0)(m) =7 —0(y(m)

Y=BO—-m)y =v-PBrr+Pny
=7 =By +Bny
Boylece vy = v—0 = y— [0y dir. m € M alahm. §; = 1py—y = S+y—"m1 = B+ 507
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oldugunu gorelim.

(Iar =m)(m) = 1p(by +c1) = 71(b1 + 1)
=b+c—¢
= b € Bi(m)

(B4~ —)(m) = B(m)+(m) = 7(m)
=B +c1) +vy(br + 1) — (b + 1)
=b+b— 0
=b €

(B+ poy)(m) = B(m) + B6~(m)
= B(br + 1) + BOy(by + c1)
= by + p6(b1)
= b1+ (v —71)(b)
= b1 +7(b) = 7(b)
=b+b— 0
= by € Bi(m)

olup =1y —m=0+7—7 =0+ p0ydr. 05 + 6~ = 0 oldugunu gorelim.

(B(M)) + 6(v(M))
(B) + 0(v(M))
(v(M))

v =)y (M)
VM) = n(y(M))
0(M)

(06 + 6v)(M)

0
0
0
= (

olup 05 + 6~ = 0 dir.
(<) Herhangi 0 € End(M) ile 51 = 5 + 50~ ve v1 = v — [0~ igin (1, ~; tamimlansin.
m € M alalim. M = B & C oldugundan b,b; € B ve ¢, c; € C vardir.

(Br+m) = Bi(m)+~y(m)
= f1(b1 + 1) + 11(b1 + 1)
= b1 +

=me€ ly

512(771) = [1(fi(m)) = B1(Bi(br + 1) = Ba(b1) = ba
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Yi(m) =71 (1 (m) =1 (r(br + c1) = nla) = o
Bivim) = Bi(n(b1 +¢1)) = Bi(cr) =0
7151<m) = 71(51(7”)) = 71(51(51 + 01) = 71(51) =0

oldugundan (17, = v, 5, dir. Boylece M = 1M & v, M’dir. b € B igin, 51(M) C B ve
B1(b1) = B(b) oldugundan M = B @ (y — B60~)(M) elde edilir.

Teorem 2.6 Yardimci Teorem 2.5 deki notasyonlari: goz oniine alarak, bir M modiiliiniin
Ads* modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul her M = B & C' ayrigimi icin, B’nin tiim
supplementlarinin, 0 : M — M bir homomorfizma olmak iizere (vy — 0~) (M) biciminde

olmasidr.

Kamt. (=) M Ads* modiil ve M = B®C aynisimi igin K, M iginde B’nin supplementi
olsun. M Ads* oldugundan M = K & B yazlabilir. Lemma 2.5’den 3 bir § : M — M
homomorfizmasi vardir dyle ki K = (v — 56) dir.

(<) M = B ® C i¢in B’nin tiim supplementlar1 C; = (y — $6) olsun. Lemma 2.5’den
M = B & (' olup M Ads* modiildiir.

Yardimei Teorem 2.7 M modiilii Ads* modiil olsun. M modiiliindeki herhangi bir dik

toplanan da Ads* modiildiir.

Kamt. )M Ads* modill ve A <; M olsun. A’nin Ads* oldugunu gorelim. A <; M
oldugundan M = A & B olacak bi¢cimde bir B < M vardir. A = A; & A; ve C, Ay’in
bir supplementi olsun. Buradan A = A; + C ve (A; N C) <« C yazlabilir. A = A; & C

oldugunu gosterelim.
M=A¢B=(A4+C)¢B=A4+(C&B)
olur. Simdi C' & B’nin A;’in supplementi oldugunu gérelim.
ANCeB)COCNA+C)=CNA<x(C<(C+B
oldugundan M = A; @ (C + B) dir.

ANM=A =AnN[A; @ (Ca B)]
=A@ [AN(C® B)]
=A®[C+ (AN B)]

AN B) =0oldugundan A = A; @& C elde edilir. Dolayisiyla A Ads* modiil olur.
( g yisty
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Teorem 2.8 Eger M modiilii Ads* ve lifting modiil ise quasi-discretedir.

Kamt. M lifting modiil oldugu icin D 6zelligi saglanir ve M supplemented modiil olur.
A < M olsun. M supplemented modiil oldugundan A’nin bir B supplementi vardir dyle
ki M = A+ B, AN B < B ve B supplemented modiildiir. Teorem 1.3.21’den3 C' < M
vardir oyle ki C', A’nin supplementi ve C' C B dir. Boylece M amply supplemented
modiil olur. Teorem 1.4.9°dan A ve B karsilikli supplement olup AN B = 0 olur. Boylece
M = A @ B seklinde yazilabilir. Onerme 1.5.5°den M quasi-discrete modiil olur.

Teorem 2.9 Bir M modiilii quasi-discrete ise m-projektiftir. Boylece M Ads* modiildiir.

Kamt. M modiilii quasi-discrete olsun. Boylece supplemented ve m-projektif 6zellikleri
saglanir. M, m-projektif modiil oldugundan 1.4.9°dan M = U 4 V icin M amply supple-
mented ve karsilikli supplementlarin kesisimi O oldugundan UNV =0olup M =U dV
yazilabilir. Boylece M Ads* modiildiir.
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TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Ads modiillerin literatiirdeki dualleri olan Ads* modiil sinifi incelenmis, amply sup-
plemented bir modiil ile keyfi bir modiiliin Ads* modiil olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosullar verilmistir. Bunun yani1 sira Ads* modiillerin dik toplananlar altinda kapal1 olup
olmadig1 sorusuna cevap verilmemistir. Bu soruya yanit bulunursa Ads* modiillerin temel

ozellikleri tam anlamiyla belirlenmis olacaktir.
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