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SIMGELER VE KISALTMALAR

viii

Bu c¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler

£
XNY

XVYy

Xt =xv0

x =(=x)v0
X = xv (=x)
xly
L(E,F)

L, (E,F)

[x.y]

E -
f®u

Aciklama

E uzayinin pozitif kismi

x ile y 'nin infimumu
x ile y "nin supremumu
x ’in pozitif kismi1

x ’in negatif kismi

x ’in modiilii (mutlak degeri)

Birbirine dik elemanlar
Operatorlerin vektor uzayi
Sira sinirlt operatorler

x tarafindan iiretilen ideal
x tarafindan iiretilen band

Iki Riesz uzayimin direkt toplami

Dik kiimeler

A kiimesinin dik tiimleyeni
Yukar1 yonlendirilmis kiime

Yukar1 yonlendirilmis ve supremumu a olan ag

Asag1 yonlendirilmis ve supremumu b olan ag

Sirali aralik

E ’nin sira duali

E ’nin sira siirekli duali

Bir operatoriin ranki



Simgeler

Aciklama

Adjoint operatorii

T ’nin pozitif genislemelerinin kiimesi

X



1. GIRIS

[lk olarak Pozitif Operatérlerin tarihinden kisaca bahsedelim. Pozitif operatorler 19.
yy. baslarinda ortaya ¢ikmaya baslamistir. Baslangicta Integral operatdrii ve negatif
0gesi olmayan matrislerle iliskilendirilen pozitif operatérler hakkindaki ¢aligsmalar
Fonksiyonel Analizin dogusunu tetiklemis ve bu alandaki ¢alismalar Riesz uzaylari
alanindaki gelismeleri yakindan takip etmistir. F. Riesz’in 1928 yilinda Bolognada
Uluslar aras1 Matematikciler Kongresinde Dogrusal Fonksiyonlarin Pozitif ve
Negatif Bilesenlerine Ayristirilmasi hakkindaki konusmasi Riesz uzaylar1 ve pozitif
operatorler hakkindaki ¢alismalarin baslangicinmi temsil etmektedir. Riesz uzaylari
teorisi 1930’larin ortalarinda aksiyom diizeyinde H. Freudenthal ve L.V. Kantorovic
tarafindan gelistirilmistir. Pozitif operatorler ise 1930’larin  ortasinda L.V.
Kantorovic tarafindan ortaya atilmis ve lizerinde c¢alisilmistir. Bunun sonucu olarak
pozitif operatorlerin kitaplarda belirmesi ilk kez G. Birkhoff’un 1940 basim Lattice
Teorisi kitab1 ile gerceklesmistir. Kuskusuz, pozitif operatorlerin sistematik
calisilmasi F. Riesz, L.V. Kantorovic ve G. Birkhoff tarafindan 1930’lara kadar
gitmektedir.

1940’lar ve 1950’lerin baslarinda pozitif operatorler hakkinda ¢ok az makale
bulabiliyoruz. Bu donemde, 6nemli katkilar Sovyet (L.V. Kantorovic, M.G. Krein,
A.G. Pinsker, M.A. Rutman, B.Z. Vulikh) ve Japon Okulundan (H. Nakano, K.
Yosida, T.Ogawara, ve 6grencileri) gelmistir. 1950’de L.V. Kantorovic, B.Z. Vulikh,
ve A.G. Pinsker ‘in “Kismi Diizenli Uzayda Fonksiyonel Analiz” kitab1 Sovyet bilim
diinyasinda yer almistir. Ingilizceye ¢evrilmemis bu kitap o tarihe kadarki pozitif

operatorler ve uygulamalari ile ilgili miikemmel bir inceleme niteligindedir.

1950’lerin ortalarindan itibaren pozitif operatdrler hakkindaki arastirmalar hiz
kazanmistir. 1955°den 1970°e 6nemli katkilar T. Ando, C. Gofman, S. Kaplan, S.
Karlin, P. P. Korovkin, M.A. Kranoselski, P.P. Zabreiko, E.I Pustylnik, P.E.
Sobolevskii, U. Krengel, G. Ya. Lozanovski, W.A. J. Luxemburg ve A.C. Zaanen, H.
Nakano, I. Namioka, A. Peressini, H. H. Schaefer ve B. Z. Vulikh tarafindan



yapilmistir. Dolayisiyla, 1960’larin sonu itibariyle pozitif operatdrler teorisi igin

“zemin c¢alismas1” yapilmis bulunmaktaydi.

1970’ler pozitif operatorler teorisinin olgunlasma donemi olarak anilmaktadir.
1974’de tamamen bu konuya ayrilmis olan H.H. Schaefer’in Lattices ve Pozitif
Operatorler kitabi, pozitif operatdrlerin gelisimi tizerinde ¢ok biiyiik bir etkisi olan
bir calismadir. Bu zamandan sonra bu alanda c¢alisan matematik¢i sayisi artmis ve
arastirmalar daha sistematik bir sekilde gerceklestirilmeye baglanmistir. Konunun
gelisimi ¢ok hizli olmus ve diger alanlara uygulamasi da artmaya baglamistir.
1970’ler i¢in bir baska doniim noktast P.G. Dodds ve D. H. Fremlin’in pozitif
kompakt operatorler hakkindaki énemli makaleleridir. 1970’lerde pozitif operatorler
teorisine katkida bulunan matematikgiler; Ju. A. Abramovic, C.D. Aliprantis, S.J.
Bernau, A.V. Buhvalov, O. Burkinshaw, D.I. Cartwright, P.G. Dodds, M. Duhoux, P.
Van Eldik, J.J. Grobler, D.H. Fremlin, H.P. Lotz, W.A. J. Kuxemburg, M. Meyer, P.
Meyer-Nieberg, R.J. Nagel, U. Schlotterbeck, H.H. Schaefer, A.R. Schep, C.T.
Tucker, A.L. Vecksler, A.W. Wickstead, M. Wolff ve A.C. Zaanen’dir.

1980’ler pozitif operatorler teorisi i¢in gayet iyi baslamistir. Pozitif kompakt
operatorler konusunda bir dizi 6nemli makale C.D. Aliprantis ve O. Burkinshaw
tarafindan kaleme alinmistir. Pozitif operatorler hakkindaki bir baska miikemmel
kitap olan A.C. Zaanen’in Riesz Uzaylar: adinda ve daha ¢ok 1980’lere kadar yapilan
arastirmalar ile ilgilenen kitab1 pozitif operatdrler yazinina girmistir. Ayrica, Banach
uzaylar teorisi ile ilgilenen bircok matematik¢i pozitif operator calisir olmuslar ve
bu durum projeye daha da ivme kazandirmistir. Ek olarak, pozitif operatorler teorisi
matematiksel fizikten ekonomiye kadar ¢ok ¢esitli alanlarda bazi etkileyici uygulama

alanlar1 bulabilmistir.

Bu nedenle, 1980’lere yaklasirken pozitif operatorlerin geleceginin parlak oldugunu

s0ylemek miimkiindiir. Alan gayet canlidir, uygulama ve teoride genislemektedir [1].

Simdi de kisaca ¢alismamizin kapsam ve amacindan bahsedelim. Riesz uzaylarinda

sira koruyan operatorlerin dnemi biiyiiktiir. Eger bir operatoriin tersi var ve kendisi



ile tersi sira koruyan ise buna Riesz izomorfizmi denir. Eger iki uzay arasinda Riesz
izomorfizmi varsa bu iki uzayin siralama Ozellikleri ayni diisiiniilebilir. Bunun
yaninda Riesz uzaylari arasinda lattice operasyonlarini koruyan operatorler de birgok

bilim adamu tarafindan ¢alisilmustir.

E ve F Riesz uzaylar1 T:E — F lineer doniisiim olsun. Her x,y € E i¢in x L y
iken Tx L Ty ise T ’ye dikligi koruyan operatér denir. Eger T : E — F' lineer, pozitif
ve her x,y€E igin T(xny)=TxATy (veya T(xvy)=TxvTy) saglaniyorsa

T’ye Riesz homomorfizmast (veya lattice homomorfizmasi) denir. Her Riesz
homomorfizmasi dikligi koruyan operatdrdiir. Genelde iki dikligi koruyan operatoriin
toplami1 dikligi koruyan operatoér degildir. Dolayisiyla dikligi koruyan operatorlerin
kiimesi bir vektor uzay1 degildir. S.J. Bernau, C.B. Huijsmans and B.De Pagter 1992
yilinda yayimladiklar1 “Sums of Lattice Homomorphisms” isimli makalelerinde n-
dikligi koruyan operatorii tanimlayarak 6zelliklerini incelemisler ve dikligi koruyan
operatorlerin iirettigi sira idealin ne oldugunu n-dikligi koruyan operatorlere bagh

olarak elde etmislerdir.

E ve F Riesz uzayil, E~ ve F~ bunlarin sira dualleri olmak tizere 7 : E — F lineer

sira siirll déniisiimii igin - 7 °nin swa adjointi T™:F~ —E~, T (f)=feT

biciminde tanimlanir ve 7~ lineer ve sira sinirl bir operatordiir. Bunun yardimiyla
w:L,(E,F)>L,(F,E"), Toy(T)=T"

bi¢ciminde tanimli adjoint operatoriiniin Gzellikleri bilinmektedir. Bundan bagka
T:E — F pozitif operator olmak {izere her x€ E* i¢in T [O,X] = [0, Tx] ozelligini
saglayan operatore aralik koruyan operatér denir. Riesz homomorfizmleri ile aralik

koruyan operatorler arasinda dual iliski vardir. Bu iliskiyi asagidaki sekilde

gosterebiliriz;

e T:E— F aralik koruyanise 7" : F~ — E~ Riesz homomorfizmasidir.



e F7, F’nin noktalarin1 ayirmak iizere 7 :FE — F Riesz homomorfizmasidir

ancak ve ancak 7" : F~ — E~ aralik koruyandir.

Bunlar1 g6z 6niine alarak bizde n-aralik koruyan operatorleri tanimlayarak n-dikligi

koruyan operatorlerle bunlar arasindaki dual iliskiyi elde etmeyi diisiindiik.

Bu tezin ikinci boliimiinii, Riesz uzaylar1 ve Riesz uzaylar1 arasinda tanimlanan
lineer doniisiimler ile ¢alismamizda bize gerekli olan tanim ve teoremlere ayirdik.
Ugiincii  boliimde dikligi koruyan operatorler, Riesz homomorfizmalar, aralik
koruyan operatorleri tanitarak, belli o6zelliklerini ¢ikarip uygun ornekler verdik.
Adjoint operatorii ile aralarindaki dual iliskisini veren teoremleri ayrintilariyla
inceledik. Dordlinci boliimde S.J. Bernau, C.B. Huijsmans and B.De Pagter
tarafindan 1992 yilinda yayimmlanan “Sums of Lattice Homomorphisms” isimli

makaleyi ayrintilariyla inceleyerek verdik.

Orjinal olan son bolimde n-aralik koruyan operatorleri tanimlayarak n-dikligi
koruyan operatorlerle n-aralik koruyan operatorler arasindaki dual iliskiyi verdik.
Genelde toplamlar1 aralik koruyan olmayan aralik koruyan operatorler kiimesinin

tirettigi sira ideali elde ettik.



2. TEMEL TANIMLAR VE ONERMELER

Bu bdliimde, sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi temel tanimlar1 vererek

Onermeleri 6zetliyoruz.
2.1. Tanim

E bostan farkli bir kiime olsun. E iizerinde tanimli “<” bagintis1 asagidaki
ozellikleri sagliyorsa, “<” bagmtisina sralama bagintisi, (E,<)ikilisine de kismi

sirali kiime denir.

1)  Her xe E i¢in x <x (Yansima 6zelligi)

i1) Her x,yeFE i¢in x<y ve y<x iken x=y (Ters simetri 6zelligi)
iii) Her x,y,ze E i¢in x<y vey <z iken x <z (Gegigme 6zelligi)
2.2. Tanim

E reel vektdr uzayr ve lizerindeki siralama bagintisi “<” olmak {izere, her

x,y,z€ E veher a e R" i¢in x<y iken;

1) x+z=y+z

i) ax<ay

sartlarin1 saglayan E wuzayma swrali vektor uzayr denir. E siralt vektor uzayimin

x>0 bagintisint saglayan elemanlarina pozitif denilecektir. £ uzaymnin pozitif kismi
E"={xe E:x>0} seklindeki E ’nin biitiin pozitif elemanlarindan olusmaktadir. £

ve F iki vektor uzay1 olmak {izere bir 7: E — F lineer doniisiimii (her x,y € E ve



her a,feR i¢in T(ax+py)=al(x)+pBT(y)) kisaca operator olarak

adlandirilacaktir. Genel olarak 7 (x) degeri Tx ile belirtilecektir.
2.3. Tanim

E ve F iki sirali vektor uzayr 7 : E — F operator olmak iizere, her bir x € E”igin
T(x)>0 oluyorsa T operatoriine pozitif operatér denir ve T>0 veya 0<T

biciminde gosterilir.
Eger x <y iken Tx <Ty oluyorsa T operatdriine sira koruyan operator denir.
Sonuc

E ve F swral vektor uzaylari, 7: E — F operator ve x,y € E olmak iizere T ’nin

pozitif operatdr olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul 7 ’nin sira koruyan operator

olmasidir. Yani,

“T:E— F operatoriiniin pozitif olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul x <y olacak

bicimdeki her x,y € E icin Tx < Ty olmasidir (T(E*)c F*).”
jspat

(=) T ’nin pozitif operatér oldugunu kabul edelim. x < y olacak bigimde x, y € E

igin

x—xSy—x:>OSy—x:>OST(y—x):>OSTy—Tx
=S Ix<Ty-Ix+Tx=>1x<Ty

oldugundan T sira koruyan operatordiir.



(<) T ’nin sira koruyan operatdr oldugunu kabul edelim. Bu durumda x>0 iken

Tx >TO0 ve boylece Tx >0 olur ki bu da 7 ’nin pozitif operator oldugunu gosterir.
2.4. Tanim

(4,<) kismi sirali kiime B < A4 ve a,b e A olmak iizere;

1) Her xeB i¢in x<a

11) Her xe B i¢in x<b iken a<bh

sartlar1 saglanirsa @ elemanmma B kiimesinin st simirlarimin en  kiiciigii

(supremumu) denir ve sup B = a bi¢giminde gosterilir.
1) Her xeB igin a<x
1) Her xe B i¢cin b<x iken b<a

sartlar1 saglanirsa @ elemanina B kiimesinin alt simirlarinin en biiyiigii (infimumu)

denir ve inf B =a ile gosterilir.

B kiimesi yerine iki elemanl {x, y} kiimesini alirsak sup{x, y} =XV)y Ve

inf {x,y} = x Ay seklinde gosterecegiz.
2.5. Tanim

(4, <) kismi sirali bir kiime olmak iizere, her x,ye 4 i¢in xvyed ve xAye 4

ise A klimesine /attice (orgii) denir.

E sirali vektor uzayr olmak iizere her x,yeE igin sup{x, y} =xvyekE veya

inf {x, y} =xAye€ E oluyorsa E’ye Riesz uzay: denir.



2.6. Tanim
E Riesz uzay1 ve xeE olmak iizere; x* =xv0, x =(-x)vO0, Ix| = x v (=x)

elemanlarina sirasiyla x € E 'nin pozitif kismi, negatif kismi ve modiilii (mutlak

degeri) denir.
2.1. Teorem

E bir Riesz uzay1 ve x, y, z € E olmak lizere, asagidaki énermeler dogrudur [1].
D xvy=-[(=x)a(-y)] ve xry=-[(=x)v(-y)]

2) X+Yy=XVY+XAY

3) x+(yvz)=(x+y)vix+z) ve x+(yrz)=(x+y)alx+2)

4)  Her 120 i¢in A(xvy)=(Ax)v(1y) ve A(xry)=(Ax)A(1y)

5) x=x"-x

6) Ixl=x"+x

7 x'Ax =0

8) xvy=%(x+y+|x—y|) ve x/xy=%(x+y—|x—y|)

9) |x—y|:xvy—X/\y

1 1
10) ol |y =2 o+ 3i) ve e alyl =2 e+l



11) ‘|x|—|y|‘£|x+y|£|x|+|y|
12) ‘(x\/z)—(y\/z)‘ﬁ|x—y| ve ‘(x/\z)—(y/\z)‘ﬁ|x—y|
13) Eger x,y,z€ E" ise x/\(y+z):(x/\y)+(x/\z)

Sonuc

E bir Riesz uzay1 ve 4 < E olsun. sup 4 varsa bu durumda;

a)  inf(—A4) vardir ve inf (—4) =—sup 4

b)  sup(x+4):=supix+a:aec A} vardir ve sup(x+A4)=x+sup 4

¢) Her 1>0 icin supA4 :=supila:ae A} vardir ve sup(Aa)=Asup 4
gerceklenir [1].

Sonuc¢

E sirali vektor uzayr olsun. E ’nin Riesz uzayi1 olmasi ic¢in asagidaki sartlardan

birinin ger¢eklenmesi yeterlidir.
a) Herx,yeFE icin xvyekE
b) Her x,yeFE i¢in xAnyek
¢) Her xeFE igin x" € E

d) Her xeF i¢in x €E
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e) Her xeF icin x| e E
Onerme

E sirali vektor uzay1 ve V c E alt vektor uzayi ise E ’den gelen siralama ile V' sirali

alt vektor uzayi olur.

2.1. Ornek

Q=T ve R® = {f |1 Q>R fonksiyon} olmak iizere her f, g € R” icin;
“f<gevVxel ig:inf(x)ég(x)”

noktasal siralamast ile (RQ,S) Riesz uzayidir.

Coziim

Her f,g R icin;

“fLgeVxeQ iginf(x)ﬁg(x)”

biciminde tanimlanan “<” bir siralama bagintis1 oldugu i¢in (RQ,S) stiralt bir

kiimedir. Her f,g €R” ve her a € R i¢gin

f+g: Q>R af: Q>R
x> (f+g)(x)=s(x)+g(x) x> (af)(x)=af(x)

bigimindeki toplama ve skalerle carpma islemleri ile birlikte R”, R iizerinde bir

vektor uzayidir.
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f<h olacak bicimde f,g,heR® ve 0<AeR olsun. Her xeQ igin

f(x),g(x),n(x)eR oldugundan

f<h=VxeQiginf(x)<g(
= R'de f(x)+h(x)£g(x)
= VxeQigin (f+h)(x)<
= f+h<g+h

Ve

f<h=VxeQigin f(x)<g(x)
= VxeQigin A/ (x)<Ag(x)
=>VxeQiginAf <Ag

elde edilir. Boylece R sirali vektdr uzayidir. Simdi yine f,g € R® olmak iizere her

x€Q igin

h:Q—>R
x—)h(x)zmax{f(x),g(x)}

doniisiimiinii tanimlayalim. Her xe Q i¢in f(x), g(x)eR olur ve R tam sirali
oldugu icin maksimum elemani vardir. Dolayisiyla max{ f(x), g(x)} eR
olacagindan her x € Q i¢in h(x) e R elde edilir. Boylece /# doniisiimii anlamlidir.

f ve g iyi tanimh oldugundan x, y € Q i¢in,
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esitligi # doniisiimiiniin iyi tanimli oldugunu gosterir. Sonug olarak 4 € R” elde

edilir. R *nin Riesz uzay1 oldugunu tanimi kullanarak gorelim.

(i) Her xeQ i¢in

/(%) < max{f (x), g (x)} =h(x) ve g(x) <max{f(x), g (x)}=h(x)
olmast f <h ve g <h anlamina gelir.

(i) f <t ve g <t olacak sekilde € R® alalim. Bu durumda her x € Q icin

f(x)St(x) Veg(x)St(x):> max{f(x),g(x)} St(x)
= h(x)St(x)
=>h<t

supremum tamimi geregi (i) ve (ii)’den fvg=#h olur ki heR® oldugundan

f v g € R® bulunur. Sonug olarak R” Riesz uzayidir.

2.2 Ornek

Q topolojik uzay:r iizerinde taniml, gercel degerli, siirekli fonksiyonlarin kiimesi

C(Q) igin her f, g e C(Q) olmak iizere

“f<geoVxeQigin f(x)<g(x)”
noktasal siralamasi ile Riesz uzayidir.
Coziim

Oncelikle C(Q)={f|f:Q— R siirekli fonksiyon} uzaymmn sirali vektdr uzay

oldugunu gorelim; R”’un vektér uzayr oldugu Ornek 2.1°den bilinmektedir.
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C(Q)<=R” oldugundan C(Q)’mn alt vektér uzay: oldugunu gorebilmek igin her
f.geC(Q) i¢in f+geC(Q) ve her AeR i¢in AfeC(Q) oldugunu
gostermemiz gerekir. Bunun i¢in f,geC (Q) , A €R olmak iizere keyfi xeQ ve

>0 alalm. f,geC (Q) oldugundan f ve g siireklidir. Dolayisiyla f ile g

x € Q noktasinda siirekli olacagindan her u € U igin | fu— fx| <§ ve her veV igin

|gv—gx| <§ olacak sekilde U,V € f(x) vardir. W =U NV almrsa W € (x) ve

her we W igin,
‘(f+g)w—(f+g)x‘:‘(fw—fx)—i-(gw—gx)‘£|ﬁ4/—fx|+|gw—gx|<5

olur ki bu da f+g fonksiyonunun x noktasinda siirekli oldugu anlamina gelir.
Burada x noktasi keyfi secildiginden her xeQ i¢in f+ g siirekli fonksiyondur

yani f+geC(Q)’dir. f,xeQ noktasinda siirekli oldugundan her ueU ve

&

4l

A #0igin | Sfu— fx| < — olacak sekilde U e ﬂ(x) vardir. Ayrica her u e U i¢in,

(AfYu=(2f)x| =|A(fur— fi)| =| A fu - fi < &

olur ki bu A#0 iken Af fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterir. 4 =0 igin

Af =0 sabit fonksiyonu siireklidir. O halde A/ e C(Q)’dir. Sonug olarak C(Q)

vektor uzay1 olur ki C (Q) < R® oldugundan ayni zamanda sirali vektor uzayidir.

Her feC(Q) iken |f]e C(Q) oldugu gdsterilirse ispat tamamlanir. Bunun igin | f]|
fonksiyonunun siirekli oldugunu gostermemiz gerekir. Keyfi bir x € Q segilsin. f

stirekli oldugundan x noktasinda da stireklidir. O halde her £ >0 ve her u € Q) i¢in

| fi— fu| < & olacak sekilde bir U e B(x) vardir. Ornek 2.1°den
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If]:Q>R

x—)maxﬁc fx |fx|

olur. Ayrica H fx|—| fu|‘£| frx— fu|<g oldugundan | f | fonksiyonu siirekli yani

| /| € C(Q) dir. Boylece C(Q) bir Riesz uzayidr.

2.3. Ornek

Q=+, 1, (Q) = { f1f:Q—>R smurh fonksiyon} bicimindeki Q {izerinde tanimli

gercel degerli siurli fonksiyonlarm uzayr olan [, (Q), R® {izerindeki noktasal

siralamaya gore Riesz uzayidir.
Coziim

f,gel, (Q) ve A€R olsun. Bu durumda f ’nin smirli olmas: igin gerekli ve
yeterli kosul her xeQ igin ‘ f (x)‘SM olacak bicimde M >0 sayisinin var

olmasidir. f,ge/(, (Q) oldugundan her xeQ igin ‘f(x)‘SM ve ‘g(x)‘SN

olacak bigimde 0 < M,N € R vardir
(1) ‘(f+g)(x)‘:‘f(x)+g(x)‘S‘f(x)+g(x)‘SM+N>0
@ A=l (o]l (o) slafar o

(i) ve (ii)’den 7, (Q) uzayr R®’nin alt vektor uzayidir. Boylece 7, (), R den

gelen siralama ile sirali vektor uzayidir.
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fel, (Q)=VxeQigin ‘f(x)‘ < M olacak bigimde M > 0 vardir
= Vx e Q icin ‘ ‘ f (x)‘ ‘S M olacak bicimde M >0 vardir
=|f|el.(Q)

Boylece I, (Q) Riesz uzayidur.

2.4. Ornek

(IS p<owigin) ¢, = {(xn):(xn) reel dizi ve i X,
n=1

”<oo} ve (x,), (v,) €,

olmak tizere

“(x,)<(»,)= V neNigin x, <y, ”

siralamas ile (€ p,s) sirali vektor uzay1 Riesz uzayidir.
Coziim

(x,), (»,)€?, olsun. Buradan her neN igin (x,)v(y,)=max{x,,y,} olur. Her

neN igin

|xn VY, g = |xn|p +|yn|p
ve bdylece

p p

k k k
Slx,vul < Dlx [+

n=l1 n=l1 n=1

Y

her k € N i¢in dogru oldugundan k£ — oo i¢in
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0

2

n=1

P
X, VY, Yul <0

p = p c
<Shf+¥
n= n=

bulunur. Sonug olarak (x,)v(y,) €, oldugundan 7, Riesz uzayidir.

2.5. Ornek

R = { f1f:R—>N 1. dereceden tiirevlenebilir fonksiyon} biciminde tanimli

R < R alt vektdr uzayr R *den gelen siralama ile sirali vektdr uzayidir. Ancak R

Riesz uzayi degildir.
Coziim
Asagidaki gibi tanimhi f, g € R elemanlarin1 géz dniine alalim.

fR>R g:R->R
x—)f(x)zx x—)g(x):—x

her xeR igin f'(x)=1 ve g'(x)=-1"dir. (/v g)(x)=max{fx, gx}=|x| olup

x=0 i¢in f v g ’nin tiirevi yoktur. /v g &R oldugu i¢in R Riesz uzay1 degildir.
2.6. Ornek

V= {f |/ R>R, f(x)=mx, me R} bigiminde  tanimlanan  dogrusal

fonksiyonlarin uzay1 Riesz uzay: degildir. ¥ < R® alt vektdr uzayr R”’den gelen

siralama ile sirali vektor uzayidir. Fakat /' Riesz uzayi degildir.
Coziim

fR>R g:R->R
x> f(x)=x, m=-1 x> g(x)=-x, m,=1
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bicimindeki f, geV ’dir. fv g=h diyelim ve kabul edelim ki #€V olsun. Bu
durumda her xe R i¢in h(x) =mx olacak bicimde bir me R vardir. 4 ist smir
oldugu i¢cin f<h ve g<h dolayisiyla her xeR icin fx<hx ve gx<hx olur.

f(-1)=1, g(-1)=-1 oldugundan,

. m20= x=—ligin h(~1)=m(~1)<0=> 0= —m=h(-1)< f(-1)=1

« m<0=x=li¢in h(l)=m(1)=m<0=h(1)<g(1)=1

her iki durumda 4 ’nin supremum olmasi ile celisir. Sonu¢ olarak dogrusal

fonksiyonlarin uzayi Riesz uzay: degildir.

2.7. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve x, y € E olsun, eger |x|/\| y| =0 ise x ile y birbirine diktir

denir ve bu durum x L y bigiminde gosterilir. & # 4 < E olmak lizere,
{xeE: herye diginx L y}

kiimesine A4 kiimesinin dik tiimleyeni denir ve A’ ile gosterilir. 4, BC E alt
kiimeleri alindiginda her xe 4 ve her y € B i¢in x L y oluyorsa 4 ile B kiimeleri

birbirine diktir denir ve 4 L B bigiminde gosterilir.
2.7. Ornek

E bir Riesz uzay1 ve x, y € E olmak lizere x L y olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

|x + y| = |x—y| olmasidir.



18

Coziim
Teorem 2.1 geregi |x| A |y| = %(|x+ y| —|x—y|) esitligini kullanarak,
1
M Ap]=0e Z(r+r=lx=sl) =0 = (x4 l-lx=2]) = 0= [x+ ] =[x-]
esitligi elde edilir.
2.8. Tanim

A ve B bir Riesz uzaymm alt kiimeleri olmak iizere, asagidaki tanimlamalari

yazabiliriz;

1) | 4| :{|a| ‘ae A}

i) A ={a":aecdl

iy 4 ={a :aed)

iv) AvB={avb:ac AbeB}
V) AAB={anb:acAbe B}
vi) xvA={xva:aecAd}

vii) xAd={xra:ae A}
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2.2. Teorem

E bir Riesz uzay1 ve & # A C E olsun. Eger sup 4 varsa her x € E igin sup(x A 4)
var ve sup(xA A)=xAsup 4 dir. Benzer sekilde, eger inf A varsa her x € E igin

inf (xv A) var ve inf (xv 4) = xvinf 4°dir [1].

2.9 Tanim

A # @ bir kiime ve iizerinde “<” bagintis1 verilsin. Eger,

(i) Her AeA icin A<A

(i) Her A4,fB,a0 e A icin A< vef<a iken 1<

(iii)) Her 4, B €A icin A <« ve f <« olacak sekilde bir « € A vardir.

Onermeleri saglanirsa A kiimesine < bagintistyla (yukari) yénlendirilmis kiime

denir. (A,S) yonlendirilmis kiimesinden herhangi bir X kiimesine tanimli her

fonksiyona X icinde bir ag denir.

(x,) E Riesz uzaynda bir ag (net) olsun; her x,,x, €(x,) i¢in E deki siralamaya
gore x,<x, ve x,<x, olacak sekilde bir x, e(x;,) varsa (x,) ag yukar
yonlendirilmistir denir vex, T seklinde gdsterilir. x, T ve sup(x,)=a, E iginde
varsa x, Ta bigiminde gosterilir. Benzer sekilde her X%, €(x,) icin E’deki
siralamaya gore x, <x, ve x, <x, olacak sekilde x, €(x,) varsa (x,) ag1 asag
yonlendirilmistir denir ve x, 1 seklinde gésterilir. x, I ve inf(x,)=5, E i¢inde

varsa x, v b bigiminde gosterilir.

(x,) < E agi yerine herhangi bir 4 < E alt kiimesi alindiginda;
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« AT vesupA=a, E icinde varsa AT a biciminde gosterilir.

« Al veinfA=b, E iginde varsa A b bigiminde gosterilir.

2.10. Tanim

E Riesz uzayinda her xeE" igin neN" olmak {izere; lxi«O ise E’ye
n

Arsimedyan (Archimedian) Riesz uzay: denir.

Fonksiyonel analizdeki biitiin klasik uzaylar o6zellikle fonksiyon wuzaylan

Arsimedyandir.

2.1. Lemma

E ’nin Arsimedyan Riesz uzay1 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her x e N* i¢in

0 <ny <x olacak sekilde n e N" varken y =0 olmasidur.
2.8. Ornek

R*’de

“(x, )< (%5,,) & x, <x, veya (x,=x, vey, < »,)”

bigiminde tamimlanan Lexografik siralama ile R> Riesz uzayidir. Ancak Arsimedyan

Riesz uzay1 degildir.
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Coziim

(x,y)=(1,1)eR* alahm. 12L oldugunda l,l > L,L oldugu igin
n n+l nn n+l n+1

l(x,y) =1(1,1) >dir. Ancak l(1,1) 1 0 degildir. Ciinkii 0=(0,0)<(0,1)< (1,1j
n n n

oldugundan sifir ile bu dizi arasinda bir eleman vardir. Boylece inf (l,ljio
non

oldugu goriiliir. Sonug olarak R*, Lexografik siralama ile Arsimedyan Riesz uzay1

degildir.
2.3. Teorem (Kantorovic)

E Riesz uzayi, F' Arsimedyan Riesz uzayive T:E" — F" toplamsal doniisiim yani
her x,ye E* igin T(x+y)=T(x)+T(y) olsun. O zaman T, E’den F igine bir

tek ve pozitif operator olarak genisler. Bu genisleme yine 7' ile gosterilirse,
T:E—F,her xeEicin T(x)=T(x")-T(x")
seklindedir [1].

Sonu¢ olarak, £ Riesz uzayi, F Arsimedyan Riesz uzayr olmak iizere
T:E" — F' donisimiiniin bir tek pozitif operatére genislemesi i¢in gerekli ve

yeterli kosul 7 ’nin toplamsal doniisiim olmasidir.

E ve F Riesz uzaylari olmak lizere, £ ’den F i¢ine tanimlanan biitiin operatorlerin

(reel) vektor uzayr L(E,F) ile gosterilir L(E,F)={T|T:E — F operatdr} . Her

S, TeL(E,F) igin,

“S<TeT-5=207
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seklinde tanimlanan “<” siralamasi ile L(E, F) sirali vektor uzayidir.

T-S>0&VxeE igin (T-S)(x)=0
S VxeE igin Tx—Sx >0

& Vxe E igin Tx > Sx
oldugundan bagintimizi her S, T e L(E F ) i¢in,
“S<T < VxeE igin Sx<Tx”
olarak da verebiliriz.

Sirali vektdr uzay1 oldugunu gormek igin; S <7 olacak bigimde S,T,Z e L(E,F)

AeR" alalim.

(1) Sx,Tx, Zx € F ve F ’nin sirali vektor uzay1 oldugunu kullanirsak

S<T=VxeE" i¢gin Sx <Tx
= VxeE" i¢in Sx+ Zx < Tx+ Zx
=VxeE i¢in (S+Z)x<(T+Z)x
=>S5+Z<T+Z

(1) F Riesz uzayi ve Sx, Tx € F' oldugundan

S<T=VxeE" i¢in Sx <Tx
= VxeE" igin ASx < ATx
= Vxe E" i¢in (AS)x<(AT)x
= AS<AT

Bu durumda (i) ve (ii)’den L(E, F) sirali vektor uzayidir.
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2.11. Tanim

E ve F Riesz uzaylan olsun. T:E — F operatori icin 7T \/(—T ) varsa bu

supremuma 7 operatoriiniin modiilii denir ve |T | ile gosterilir.

2.4. Teorem

E bir Riesz uzayi, x,),,),,....», € E olmak iizere |x|£|yl +y,+..+y,| ise oOyle
X,,X,,...,%, e€lemanlart vardir ki x=x,+x,+...+x, ve i=12,..n olmak iizere her i
icin |xi|£|yl.|’dir. Eger x elemani pozitif almirsa x,,Xx,,...,x, elemanlar1 pozitif

secilebilir [1].
2.5. Teorem

E ve F Riesz uzaylari, T:E — F operator olmak tizere; her xe E* igin

sup {|T y| :| y| < x} , F ig¢inde varsa o zaman T ’nin modiilii vardir ve her x € E* igin,

I71(x) = sup{|Ty]:[y| < x}
bicimindedir [1].
Sonug¢

T:E— F lineer bir donlisim olsun. 7 ’nin modiili var ise her xe E igin

|Tx| < |T||x| ’dir. Bu durumda her x € E7 igin |Tx| = |T|x olacag aciktir.
fspat

Her xe E igin x=x"—x_ esitligini biliyoruz. |T | =Tv (—T ) oldugu i¢in supremum

, T <|T

tanimindan 7 < |T ’dir. Bu durumda;
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+T <|T|= +Tx" <|T|x" ve £Tx™ <|T|x
= i(Tx+ —Tx‘) < |T||x|
= iT(x) < |T||x|
= |Tx| < |T||x]

elde edilir.

2.12. Tanim

x ve y, E Riesz uzaymda x<y olacak sekilde iki eleman iken
[x,y]={z e E:x<z<y} kiimesine swrali aralik, E ’nin bir sirali arahg: tarafindan

kapsanan alt kiimesine de sira sinirli kiime denir.

E veF Riesz uzaylar, T:E — F operator olmak tizere; eger T operatorii £ deki
her sira simirli kiimeyi F deki sira sinirli kilmeye dontistiiriiyorsa 7 operatoriine sira

smirlt operatér denir. E’den F ’ye tanimlanan biitiin sira sinirli operatorlerin uzay1

L (E,F ) ile gosterilir. 7 sira siirh operator ise D < E sira sinirli kiimesi i¢in F

icinde T (D) alt kiimesi sira sinirl olur.

L (EF)= {T € L(E,F):D c E sira simrh kiime iken 7(D) < F sira sinirli kﬁme}

2.9. Ornek
Pozitif her operator sira sinirhdir.
Coziim

Ac E sira smirl kiime olsun . Bu durumda A c[x,y] olacak sekilde x,yeE

vardir. T pozitif operatér dolayisiyla sira koruyan oldugundan her ae 4 ig¢in



25

x<a<y dolaysiyla T(x)<T(a)<T(y) olur ki bu da T(A)g[T(x),T(y):I

demektir. Boylece T sira sinirli operatordiir.

2.10. Ornek

L,(E,F)c L(E,F) altuzay oldugu i¢in L, (E,F), L(E,F) tizerinde

“S<T<her xeE" igin Sx<Tx”

seklindeki siralama bagintisi ile sirali vektor uzayidir. Ancak Riesz uzayi degildir.
Coziim

Oncelikle L, (E, F) nin alt vektor uzayi oldugunu gorelim

(i) T,SeL,(E,F) ve AcE sira smirl kiime olsun. Bu durumda Ac|x,y]
olacak sekilde x, y e E vardir. Yani her a€ 4 igin x<a < y’dir. T ve S sira sinirh

operatér oldugu i¢in T(A)c F, S(4)c F swa smrl kiimelerdir. Bdylece

m< T(a) <n, k< S(a) <1 olacak bi¢imde m, n, k, [ € F vardir. Buradan

m+k£Ta+Sa=(T+S)(a)ﬁn+l:>(T+S)(A)g[m+k,n+l]gF
= T + S sira sinirhdir.
=>T+Sel,(EF)

(i) Ae€eR olmak tlizere, A< E sira smirlt kiime olsun. Bu durumda Ag[x,y]
olacak sekilde x, y e E var ve boylece her ae 4 i¢cin x<a <y oldugundan 4>0

ise her a € 4 i¢in Ax<Aa<Ay’dir. T € L,(E,F) olduguigin T(A4) < F sira siurh

kiimedir. Buradan her a € 4 igin m < T(a) <n,m,nekF;
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/120:>/1mS2,T(a)£/1n:>(/1T)(A)g[/1m,/1n]
iSO:ﬂnSﬂT(a)Sim:(/lT)(A)g[in,ﬂm]
oldugu i¢in AT e L, (E, F') dir.

(1) ve (ii)’den L, (E v ) c L(E F ) alt vektor uzayidir. Sonug olarak L, (E v ) sirall

vektor uzayidir.

[1]’de Ornek 1.12°den biliyoruz ki ¢ yakinsak dizilerin uzay1 olmak iizere, dyle bir

T:c—c sira smurl operatdrii vardir dyle ki L, (¢,c) iginde |T | modiilii yoktur.

Yani herhangi bir E, F Riesz uzaylari i¢in L, (E, F') Riesz uzay1 olmayabilir.

2.13. Tanim

Bir Riesz uzaymin bostan farkli ve lstten sinirli (sayilabilir) her alt kiimesinin
supremumu veya bostan farkli ve alttan sinirli (sayilabilir) her alt kiimesinin
infimumu varsa bu Riesz uzayma Dedekind tam (o — Dedekind tam) Riesz uzayt

denir.
Onerme

E Riesz uzaymn Dedekind tam olmasi igin gerekli ve yeterli kosul 0<x, T<x

olacak sekildeki her agin E uzay1 i¢inde supremumunun var olmasidir.

E Riesz uzaymin o — Dedekind tam olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul 0 <x, T<x

olacak sekildeki her dizinin £ uzay1 i¢inde supremumunun var olmasidir.
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2.11. Ornek

Q=+, [, (Q) = { f1f: Q>R smirh fonksiyon} Riesz uzay1 Dedekind tamdir.
Coziim

0< f, < f olacak sekilde f ile iistten sinirh f, T agimin supremumunun oldugunu

gostermek i¢in

h:Q—>R
x — hx =sup{ f,x}

donlistimiinii tanimlayalim. Her xeQ i¢in R Dedekind tam Riesz uzayr ve

0< f,x< fx oldugundan sup{f, x}eR ve x, =x, i¢in hx, =hx, olur ki bdylece A

doniistimii anlamli ve iyi tanimli oldugundan fonksiyondur. Ayrica her x € Q igin

0<f x< fx<M olacak sekilde M R var oldugundan O<sup f x<M yani

0<hx<M ve bu da hel (Q) demektirr Her xeQ ve her a igin

f,x<sup f,x="h(x) oldugundan A bir iist siurdir. Simdi f, <g ve gel, (Q)
alalim. Her xeQ ic¢in f x<gx ise supf,x<gx yani hx<gx olur. O halde

h=sup f, elde edilir ki bu da [ (€)’un Dedekind tam Riesz uzay1 oldugunu

gosterir.

2.6. Teorem (Riesz-Kantorovic)

E Riesz uzay1 ve F Dedekind tam Riesz uzayi olmak tizere L, (E,F) sirali vektor

uzay1, Dedekind tam Riesz uzayidir ve her S,TeL,(E,F) ve her xe E* igin

asagidakiler saglanir [1].
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(SvT)(x)=sup{S(y)+T(z): v,zeE", y+z=x}

(S/\T)(x):inf{S(y)+T(z): v,zeE", y+z:x}

T*(x):sup{—T(y): OSny}
2.7. Teorem

E ve F Riesz uzaylar, F Dedekind tam olmak iizere @# D c L, (E,F) ve D )
olsun. O zaman supD e L, (E F ) olmasi igin gerekli ve yeterli sart her x € E” igin

{T x:Te D} c F sira sinirli olmasidir. Bu durumda her x € E* i¢in
(supD)x = sup{Tx :T e D}

“dir [1].
2.8. Teorem (Riesz Ayristirma Ozelligi)

Bir Riesz uzayinin {xl.: 1<i<mn, n eN+} ve {yj: 1<j<m, meN" } seklindeki

pozitif elemanlarindan olusan sonlu alt kiimelerini alalim. Eger in =z y, ise
i=1 j=1

xi:

z;, i=l.,nve y = Zzy , j=1,...,m olacak sekilde pozitif elemanlardan
i=1

m
J=1

olusan {zl.j c1<i<n, 1< < m} sonlu alt kiimesi vardir [1].
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2.9. Teorem

E ve F Riesz uzaylari, /' Dedekind tam olsun. O zaman her S,7 €L, (E,F ) i¢cin

asagidaki ozellikler saglanir [1].

(i) {Z::S(xl.)vT(xi):xl. €E" ve Zn:xi zx}TSvT(x)

i=1

(ii) {Zn:S(x[)/\T(x[):xl. €eE" ve ix,. =x}i« SAT(x)

i=1 i=1

N

(iii) { . ‘(Tx[)‘:xi eE' ve ixi =x}T 7| (x)

i=

2.10. Teorem

E ve F Riesz uzaylari, I o -Dedekind tam olsun. 7 : E — F pozitif operator ise

her x € E iin asagidaki ozellikler saglanir [1].
i) T(x")=max{S(x):SeL(E F); 0<S<T}

(i) T(x )=max{-S(x):SeL(E,F); 0<S<T|
(iii) 7(|x|) =max{S(x):Se L(E,F); -T<S<T}

2.14. Tanim

G vektor uzayi, F' Riesz uzayi ve p:G — F bir fonksiyon olmak iizere eger;

i) Her x,yeGi¢inp(x+y)<p(x)+p(y)
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ii) Her AeR" i¢in p(1x)=Ap(x)
sartlar1 saglanirsa p ’ye alt lineer doniigiim denir.

2.12. Ornek

L, ={(x,):(x,) reel terimli sirli dizi} olmak iizere Ornek 2.3°den Q=N-{0}

olarak alinirsa

“(x,<y,)eherneNiginx, <y,”

noktasal siralamasi ile /, Riesz uzayi olur. Reel sayilar kiimesi Dedekind tam Riesz

uzay1 oldugundan inf (sup xk) € R olur. O halde,

k=n

T:l, >R; (xn)—)T(xn):limsup(xn):inf(supxk]

k=n

doniislimii anlamli ve iyi tanimhidir. Simdi bu fonksiyonun alt lineer oldugunu

gosterebilmek i¢in alt toplamsal ve pozitif homojen oldugunu gosterelim;

(xn), (yn)elo0 olsun. Her x, e(xn), h e(yn) ve neN i¢in

X, + ¥, Sigp(xk)+igp(yk):sup(xk +yk)Ssklip(xk)+sup(yk)

k>n k>n

= inf(sup(xk +, )) < inf(sup(xk )+sup(y, )) =inf sup(x, )+inf sup(y,)
n k=n n k=n k=n o kzn " k=n

= limsup(x, + y,) < limsup(x, )+ limsup(y,)
:T(xn+yn)ST(xn)+T(yn)

oldugundan 7 alt toplamsaldir. & e R* ve (x,) e/} igin
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T(ax,)=limsup(ax,)= inf(sup(axn )) = inf(a sup xn) = ainf(sup xn) =aT(x,)
n k=n n k=n n k=n
oldugundan 7' pozitif homojendir. Boylece 7" alt lineer fonksiyondur.
2.11. Teorem (Hahn-Banach)

G vektor uzayl, F Dedekind tam Riesz uzay1 ve p:G — F alt lineer doniisiim

olsun. H G alt vektdr uzayr olmak {izere her xe H icin S(x)< p(x) olacak

bicimdeki S: H — F lineer donilisiimil i¢in,

(i) H tzerinde S=T

(ii) Her xe G i¢in T'(x) < p(x)

sartlarini saglayacak sekilde 7 : G — F lineer genislemesi vardir [1].
2.15. Tanim

E Riesz uzayi ve G alt vektor uzayi olsun.

« Her x,yeG i¢in xv ye G ise G ’ye E 'nin Riesz alt vektor uzay: denir.

« Her ye E ve xe G olmak lizere |y| <|x| iken y € G oluyorsa G ’ye (sira) ideal

denir. Her xe G i¢in [—|x|,|x|] c G olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart G ’nin sira

ideal omasidir.

« I ideal ve herhangi bir {x,} < I olmak iizere 0<x, T x iken x eI oluyorsa, /

idealine £ uzayinda band denir.

. O# AcFE altkiimesini kapsayan en kiiciik Riesz alt uzayma (ideale/banda) A

kiimesinin tirettigi Riesz alt uzayt (ideal/band) denir.
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A c E alt kiimesinin irettigi ideal;

I,={xeE:|xl< z&i |xl. , olacak sekilde 0 <i < n olmak iizere 4, e R", x, € 4 ve
i=1

en az bir n e N vardir.

E Riesz uzaymin herhangi bir x elemaninin iirettigi ideal;
I = {y ek: |y| < 1lx| olacak sekilde A e R Vardlr}

A c E alt kiimesinin iirettigi band;

B, = {x eE: 0<x, Tlxl olacak sekilde {x,} = 4 Var}

E Riesz uzayinin herhangi bir x elemaninin iirettigi band;
B, :{y ek: |y|/\n|x| T|y|}

bi¢iminde elde edilir [1].

Sonuc

Her sira ideal bir Riesz alt uzayidir.
fspat

G bir ideal vex € G olsun. ||x||£|x| ve G ideal oldugundan |x| e G olur ki bdylece

G ideali ayn1 zamanda Riesz uzayidir.
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2.16. Tanim

E Riesz uzayinda bir B band1 icin E=B® B’ ise B’ye projeksiyon band denir.
Eger E Dedekind tam ise B < E bandi icin E = B® B’ saglamr. P:E — E lineer
doniisiimii icin P> =P ise, P’ye projeksiyon denir. P, E Riesz uzay: iizerinde
projeksiyon ve pozitif operator ise, P’ye “pozitif projeksiyon” denir. BcC E

projeksiyon band olsun. Bu durumda

E=B®B’ ve her xeE igin x=x,+x,;x,€B,x,e B’ P,:E—>E; Py (x)=x,

biciminde tanimlayalim.
P*(x)=P(P(x))=P(x,)=P(x,+0)=x =P(x)
oldugundan P’ = P dir.

x>0 iken x=x+x,; x>0, x,20 yazihs1 tek tirlidiir. Ayrica, P, (x)=x20
oldugunu dustinirsek P, pozitif projeksiyondur. Benzer sekilde P, :E—E;

P

Y (x) = x, bi¢iminde tammlandigindan P, projeksiyonu da pozitiftir. F; pozitif

projeksiyonuna “sirali projeksiyon” ya da “band projeksiyon” denir.

2.12. Teorem

E Riesz uzayi, B projeksiyon band olsun. Her x € E* igin
By (x)=sup{yeB:0<y<x|

“dir [1].
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2.13. Teorem

E Rieszuzayi, T:E — F operator olsun. Bu durumda asagidakiler denktir [1].

1) T siral projeksiyondur

2)  I:E — E birim operator olmak iizere 7" projeksiyon ve 0 <7 <[ dir.

3) T ve I—T ’nin goriintiileri diktir. Yani her x,y € E i¢in Tx L y—Ty ’dir.

2.14. Teorem

E Riesz uzay! olmak iizere 4, B E, projeksiyon band iseler 4%, ANB, A+B

projeksiyon band’dir ve

2) P

ANB

=P,F, = PP,
3) PA+B:1)A+])B_PAmB
esitlikleri saglanir [1].

2.15. Teorem

E Riesz uzay1r ve A, Bc E projeksiyon band olmak iizere, asagidaki onermeler

birbirine denktir [1].

1) AcB

2) PP,=PP =P,
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2.17. Tanim

E Riesz uzay1 ve x € E olmak iizere, x ’in Urettii band olan B_ projeksiyon band

ise x’e projeksiyon eleman, iirettigi banda principal band denir. Bir Riesz uzayinda

her eleman projeksiyon eleman ise bu uzaya principal projeksiyon ozelligine sahiptir

denir. Bu durumda £ =B8_® B’ olur.

2.16. Teorem

E Riesz uzay1 ve x € E olsun. Bu durumda, x’in projeksiyon eleman olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul her y>0 igin sup{ y/\n|x|} var ve her y>0 i¢in

X

P.(y)=sup{y anlxl} olmasidir [1].
2.18. Tanim

E Riesz uzayi {xa} c E ve x € E olmak lizere;

. |xa —x| <y, 40 olacak sekilde {v,} € E agi varsa {x,} ag x elemanmna sira

yakinsar denir ve x, — 0 bigiminde gosterilir.

« 0<ueFE alindiginda, her €¢>0 i¢in n,<n iken |xn—x|£gu olacak sekilde
n, € E bulunabiliyorsa, {x,} dizisi x elemanina u -diizgiin yakinsar (diizgiin

yakinsar) denir.

- E ve F Riesz uzaylan, T:E — F pozitif operatdr ve {x,}< E olmak iizere,

x, — 0 iken F’de Tx, — 0 oluyorsa T operatoriine sira siirekli operatér denir.
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{xa} c E ve x € E olmak iizere, T : E — F pozitif operatoriiniin sira siirekli olmasi

aym zamanda; x, Tx iken Tx, T7Tx olmasi veya x, 40 iken Tx,6 40 olmas

anlamina gelir. 7 sira siirli operator olarak alinirsa 7 ’nin sira siirekli olmasi da

x, 40 iken |Txa| 1 0 olmasma denktir. E Riesz uzayindan F Riesz uzayina sira
siirekli operatorlerin kimesi L, (E,F) ile gosterilir. Bu kime L, (E,F)’nin alt
uzayidir ve L (E,F)cL,(E,F)cL(E,F)’dir. F Dedekind tam oldugunda
L (E,F), L,(E,F) iginde band olur. E iizerinde biitiin sira siirekli lineer

fonksiyonellerin vektor uzay1 L, (E,R)=E,” olarak gosterilir.

2.19. Tanim

E Riesz uzay1 olmak iizere L, (E,R) operatdrler uzayma E 'nin (sira) duali denir

ve E~ bi¢iminde gosterilir.

Her 0#xeE igin f(x)#0 olacak sekilde feE~ varsa, E’ya E uzaymmn

noktalarini aywran (swra) duali denir. E~, E ’nin noktalarini ayiran sira duali ise her

feE igin f(x)=0 iken x=0"dur.
2.17. Teorem

E™, E Riesz uzaymin noktalarin1 ayiran sira duali iken, herhangi bir xe€ E
elemaninin pozitif olmasi icin gerekli ve yeterli kosul her 0< f e E™ igin f(x)>0

olmasidir [1].

2.20. Tanim

E ve F Rieszuzaylar, f € E~ ve ue F ise o zaman f ®u ifadesi, her x € E i¢in

f®u(x) ::f(x)u
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bi¢iminde tammlanan L, (E, F') nin sira sinirli bir operatdriinii belirtir.
2.18. Teorem

E ve F Riesz uzaylan, T:FE — F sira sinirl operatdor olmak iizere; eger
0<feE™ ve u,veF ise o zaman (f®u)v(f®v) ve (fOu)r(f®v)

L(E,F) iginde vardir ve

(f@u)v(f@v)zf@(uvv), (f®u)/\(f®v)=f®(u/\v)

*dir [1]
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3. DIKLiGi KORUYAN VE ARALIK KORUYAN OPERATORLER

Bu bolimde Riesz wuzaylar1i arasinda lineer bir donlisimiin, Riesz
homomorfizmalarinin sonlu bir toplami olmasi i¢in gerekli ve yeterli durumlar
incelenecektir. Calismamizdaki £ ve F' uzaylarinin gergel Riesz uzaylari oldugunu

kabul ediyoruz.
3.1. Dikligi Koruyan Operatorler

Bu boliimde pozitif operatorlerin 6zel bir smifini 6grenece8iz. Bu smiftaki
operatorler lattice operatorleri olarak bilinir ve lattice ( Riesz) homomorfizmalar

olarak adlandirilir.
3.1. Tanim

E ve F Riesz uzaylart ve T:E— F lineer bir operatdr olsun. Herhangi iki

x,y€eFE i¢in x L y iken Tx L Ty oluyorsa, T ’ye dikligi koruyan operatér denir.
3.1. Lemma (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985)

E ve F Riesz uzaylari, F Arsimedyan Riesz uzayr olmak lizere 7:E — F sira

sinirh ve dikligi koruyan operator ise her x, y € E* igin
(Tx)" A(Ty) =0

dir [2].

3.2. Tanim

E ve F Riesz uzaylar1 ve T:E — F bir operatdr olmak tizere, her x, y € E igin
T(xvy)=TxvTy esitligi gercekleniyorsa, T operatoriine lattice (Riesz)

homomorfizmas: denir.
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Herhangi bir x € E* alahm. 7' lattice homomorfizmasi ise

T(x)=T(xv0)=TxvT0=Txv0=(Tx) >0
oldugundan her lattice homomorfizmasi ayn1 zamanda pozitif operatordiir.

E, F Riesz uzaylari ve T:E — F lattice homomorfizmasi olsun. T(E)c F alt
vektor uzay1 oldugu aciktir ve dolayisiyla T (E ) uzayl F ’den gelen siralama ile

strali vektor uzayidir. u,ve T (E) alahm. Bu durumda T(x)=u ve T(y)=v olacak
sekilde x, y € E vardir. T ’nin lattice homomorfizmasi olmasi ve £ ’nin Riesz uzay1
olmast sebebiyle xvyeFE olacagimdan uvv=TxvTy=T(xvy)eT(E) elde

edilir. Boylece bir lattice homomorfizmasinin goriintiisii Riesz alt vektor uzayidir.
3.1. Teorem

E ve F iki Riesz uzayi, T:E — F bir operatdr olmak iizere asagidaki onermeler

birbirine denktir:

1) T operatorii Riesz homomorfizmasidir

2)  Her xeE i¢in T(x*)=(7x)"

3) Herx,yeE i¢in T(xny)=TxATy

4) Her x, ye E i¢in E uzayiiginde x A y =0 ise F uzayiicinde Tx ATy =0

5)  Her xeE icin T(|x]) =|7x]
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fspat

(1 = 2) x € E olmak iizere 7 ’nin lattice homomorfizmasi olmasi1 ve Riesz uzayinda

bir elemanin pozitif kisim tanimini kullanarak,
x" =xv0:>T(x+):T(X\/O)zT(x)vT(O):T()c)\/O:[T()c):l+
elde edilir.

(2:>3) Her x,yeE olmak iizere Teorem 2.1 ile Riesz uzaymda bir elemanin

pozitif kisminin tanimini kullanarak, oncelikle x Ay = x—(x— y)+ esitligini elde

edelim.

x—(x—y)+ =x—|:(x—y)v0:|
:x—[—(y—x)v0]
:x+[(y—x)/\0]
:(x+y—x)/\(x+0)

T(xAy)=T(x)AT(y) esitligini elde ederiz.
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(3=4)x,yeE i¢in E uzay i¢inde xAy=0 olsun. Bu durumda hipotezden
T(xAy)=T(x)AT(y) oldugundan T(0)=T(x)AT(y) ve 0=T(x)AT(y) elde

edilir.
(4 = 5) x € E olmak tizere hipotez ve Teorem 2.1 kullanilarak
‘T(x)‘z‘T(x*—x’)‘z‘T(x*)—T(x’)‘
=Tx" vTx —(Tx+ A Tx’)

=Tx"vTx -0

=—|Tx"+Tx +|Tx" —Tx~
; | |

1
=L () +7 ()]
esitliginden her x € £ igin ‘T (x)‘ =T (|x|) elde edilir.

(5 = 1) Teorem 2.1 ve hipotez kullanilarak, herhangi x, y € E igin

T(xvy):T %(x+y+|x—y|)}

N~ N~

:Tx+Ty+T(|x—y|)J

:Tx+Ty+‘T(x—y)H

:%[Tx+Ty+|Tx—Ty|]

=TIxv Ty

elde edilir.

Teorem 2.3 ve Teorem 3.1°1 birlikte diisiindiigiimiizde asagidaki sonucu elde ederiz;
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Sonug

“T:E" —> F" dontsimi E* iginde toplamsal ve xAy=0 iken TxATy=0
oluyorsa, bu durumda 7' doniisiimii £’den F' igine bir tek lattice homomorfizmasi

olarak genisletilebilir.” Bu genislemeyi T ile gosterirsek;

=0
esitligi 7 nin lattice homomorfizmast oldugu anlamina gelir.
3.2. Lemma (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

E ve F Riesz uzaylart olmak iizere; 7:E— F operatoriiniin lattice
homomorfizmasi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul 7 ’nin pozitif ve dikligi koruyan

operatdr olmasidir.

fspat:

(=) T ’nin lattice homomorfizmasi oldugunu kabul edelim. Her x € E* igin
szT(xVO)szvTO:TxVOZO

oldugundan 7" pozitif operatordiir. |x| /\| y| =0 olacak bi¢imdeki her x, y € E i¢in
|Tx|/\|Ty| =T|x|/\T|y| =0

esitliginden 7T operatdrii dikligi koruyandir.
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(<) T ’nin pozitif ve dikligi koruyan operatdr oldugunu kabul edelim. xA y =0

olacak bigimdeki her x, y € E* igin x = |x , Y =| y| oldugundan |x|/\| y| =0 demektir.

Bu durumda
OSTx/\TyS|Tx|/\|Ty|=O

olacagindan 7' lattice homomorfizmasi olur.

3.1. Ornek

Her sira (band) projeksiyon lattice homomorfizmasidir.
Coziim

E Riesz uzayi, B c E projeksiyon band ve P, : E — E band projeksiyon olsun. B

projeksiyon band oldugundan E =B® B’ olarak yazlabilirdir. x € E alalim ve
|x| =x"+x oldugundan x" € B, x € BY ve x*,x >0 d.

+

Pj_,;(|x|)=PB(x++x’):x+ =|x

:‘PB (x+ +x’)‘:‘PB(x)‘
olup Teorem 3.1 geregi P, lattice homomorfizmasidir.

3.2. Ornek

Siirekli fonksiyonlarin uzayr Riesz uzayr oldugundan C [—l,l] Riesz uzayidir.
T:C[-11]> C[-11]; her xe[-1,1] ve f e C[-11] i¢in T( fx)=x/f(x) bigiminde

tanimlanan 7' doniistimii lineer ve dikligi koruyan operatordiir.
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Coziim

f,geC[-L1], 2eR ve xe[-11] igin;

T(f+g)(x)=x.(f+g)(x):x(fx+gx)=xf(x)+xg(x)=Tﬁc+Tgx

T(lf)(x)=x(2,f)(x):xlf(x):/le(x):/le(x)

oldugundan 7 doniisiimii lineerdir. f L g olacak bigimde f, geC[-11]

elemanlari ve x € [—1,1] i¢in,

(1] Al (x) =i {7 ) e ()} = i {1 o). e )
=m1n{‘xf( ) ( )‘} |x|m1n{‘f (x)‘}
= /(|7 Algl) (x) = [ 0=

esitliginden 7 doniistimii dikligi koruyandir.

3.3. Ornek

1eC[0,1] ve her x €[0,1] igin 1(x) =1 olmak iizere
S,T:C[0,1]>C[0,1]; f > S(f)=f(0)1ve f>T(f)=r(1)1
olsun. S, T dikligi koruyan operatorlerdir.

Céziim

Ornek 2.2°den C [0, 1] stirekli fonksiyon uzayinin Riesz uzay1 oldugunu biliyoruz.
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S(fve)(x)=(/veg)(0).1

oldugundan S lattice homomorfizmasidir. Benzer bigimde,

T(fve)(x)=(/ve)(1)A(x)=max{f(1).g()}1(x)
=max{f (1)-1(x), g (1)1(x);}
=(£(1)-1vg(1)1)(x)
=(T(£)vT(2))(x)

oldugundan 7 lattice homomorfizmasidir. Sonu¢ olarak Lemma 3.2’den S ve T

pozitif ve dikligi koruyan operatdrlerdir.

T, T,eL,(E,F); T,T, lattice homomorfizmasi iken 7,+7, lattice

homomorfizmasi olmak zorunda degildir. Bu 6nermenin dogrulugunu gdstermek i¢in

Ornek 3.3’de tanimlanan S ve T lattice homomorfizmalarini ve

bigiminde tamimlanan f, g€ C[0,1] fonksiyonlarmi dikkate alahm. Her xe[0,1]

i¢in
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(1A lg]) () = min {L£](x). ] (x)} = min{[ 7 (x)] | (+)]

2

=7 () Alg(x)l=10.

oldugundan | f | A | g| =0 dur.

Sonug olarak herhangi f,geC[O,l] ve |f|/\|g|=0 iken (S+T)|f|/\(S+T)|g|¢O

oldugu i¢cin S+7 lattice homomorfizmasi degildir. Dolayisiyla bir lattice uzayinda
tanimlanan dikligi koruyan operatorlerin kiimesi, vektdr uzayr olmak zorunda

degildir.
3.2. Aralik Koruyan Operatorler

Bu kisimda amacimiz lattice homomorfizmalar ile aralik koruyan operatorler
arasindaki iligkileri incelemek olacaktir. Aralik koruyan operatoér kavrami ilk olarak

D. Maharom tarafindan ortaya ¢ikarilmstir.

3.3. Tanim

E ve F Riesz uzaylar, T:E — F pozitif operatdr olmak {izere, her x € E* igin

T[0,x]=[0,Tx] oluyorsa, T operatdriine aralik koruyan operatér denir.
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Simdi aralik koruyan operatorler ile ilgili sonuglar1 verelim,;
Sonuc

E ve F Riesz uzaylari, T:E — F pozitif operator olsun. x € E* olmak tizere; “T

operatorliniin aralik koruyan olmasi ig¢in gerekli ve yeterli sart 0< y<Tx iken

Tu =y olacak bigimde bir u €[0,x] olmasidir.”
fspat
E ve F Rieszuzaylari, T: E — F pozitif operator ve x € E* olmak tizere;

(=) T operatorii arahk koruyan ve 0<y<Tx oldugunu kabul edelim.
T[0,x]=[0,7x] oldugu igin y e[0,7x] iken yeT[0,x] olur ki bdylece 0<u<x

iken y =Tu olacak bicimde u € E vardir.

(<) 0<y<Txiken Tu=y olacak sekilde u€[0,x] oldugunu kabul edelim.
y €[0,Tx] alalim, hipotez geregi Tu =y olacak sekilde u €[0,x] elemam vardir.
Buradan Tu=yeT[0,x] olur ki bdylece [0,7x]c=T][0,x] elde edilir. Simdi de
herhangi y e T[0,x] alalim, bu durumda y =Tu olacak sekilde u €[0,x] elemani

vardir. 7 operatdriiniin pozitif, dolayisiyla sira koruyan oldugu kullanilarak

0<u<x=>0<Tu<Tx=0<y<Tx= ye|0,Tx]

bulunur ki béylece T[0,x] < [0,Tx] olur. Alt kiime bagintisinin ters simetrik 6zelligi

diisiiniildiigiinde 7[0,x]=[0,7x] elde edilir. Sonug¢ olarak 7T aralik koruyan

operatordiir.
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Sonug
Aralik koruyan operatdriin goriintiisii idealdir.
jspat

xe€ E” olmak tizere 0<y<Tx olacak bi¢imdeki ye F elemani alindiginda, T
operatdrii aralik koruyan oldugu i¢in y e T[0,x] dir. Bu durumda y=TzeT(E)

olacak sekilde z [0, x] vardir. Bdylece T (E) goriintii kiimesi idealdir.

Sonug

E ve F Riesz uzaylar, T: E — F pozitif operator olsun. 7' (E) *nin ideal olmas1 T

operatoriiniin aralik koruyan olmasini gerektirmez.

3.4. Ornek

T:R*>R*; (x,y)>T(x,y)=(x+y,y) bi¢iminde tanimlanan operatér igin

7(R?) goriintii kiimesi idealdir ancak 7' operatorii aralik koruyan degildir
Coziim
Oncelikle T ’nin pozitif operatdr oldugunu gosterelim;

« Anlaml oldugunu gérmek i¢in (x,y)eR’ alalim. Bu durumda x,yeR ve R

vektdr uzayi oldugundan x+yeR olur ki boylece (x+y,y)eR? olacagindan T

anlamlidir.

o lyi tammliligim gdrmek i¢in @ =(x,,»,), b=(x,,»,) olacak bi¢gimde a,beR?

alalim.
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a:b:(x],y])z(xz,yz):xl EX, VeY =), =N+t =X1), Vey, =),
= (x5 +y.0)=(5+y,2)=T(x.»)=T(x,,y,)=Ta=Tb
= T iyi tanimhdir.

o Lineerligini gormek i¢in AeR ve a=(x,y), b=(x,,y,) olacak bigimde

a,b e R* alalim.

/1Ta+TbZET(xl,yl)+T(x2,y2):/1(xl+y1,y1)+(x2+y2,y2)
= (A%, + Ay A, ) + (3%, + 35, 0,)
= (Ax, + X, + Ay, + 15, A0 +3,)

=T(Aa+b)
—> T lineerdir.

. Poxzitifligini gdrmek i¢in 0<(x,y)eR? alalim.

0<(x,y)=0<xve0<y=0<x+yve0<y=0<(x+y,y)=0<T(x,y)
= T pozitiftir

« Orten oldugunu gérmek igin b =(m,n) e R* alahm. m=m—n+n yazlabilir ve
m,neR oldugundan m-n, neR’dir. a=(m-n,n) olacak bigimde aeRR’
elemanini alalim. Bu durumda Ta=T(m—-n,n)=(m-n+n,n)=(m,n)=>b oldugu

icin T operatorii ortendir.

u,veR* aldigimizda T operatorii 6rten oldugundan Tx =u ve Ty =v olacak sekilde
x,y€R? vardir. |y|<|y| veveTR>=R> olsun. T operatdrii drten oldugundan

ueR?=TR? elde edilir. Sonug olarak 7' &rten oldugunda TR* gériintiisii idealdir.

(0,1)€[(0,0),7(1,1)] alalim. Bu durumda (0,0)<(0,1)<(2,1)=7(1,1) oldugundan
T(a,b)=(0,1) olacak sekilde (0,0)<(a,b)=u<(1,1)=x araliginda eleman

bulamayiz. Boylece 7' operatdrii aralik koruyan degildir.
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Sonug

E bir Riesz uzay1 olmak iizere herhangi bir f : E — R pozitif lineer operatorii aralik

koruyandir.
Ispat

Herhangi bir xe E* olmak iizere her ue[0,x] i¢in 0<u<x’dir. f pozitif
oldugundan OSf(u)Sf(x) olur ki, bu f[O,x]g[O,f(x)] anlamia gelir.

y €[0, fx] alalim. Bu durumda 0 <y < fx "dir.

« fx=0 olsun. Buradan y =0 olurki u =0 alirsak u €[0,x] ve f(u) =y dir.

e fx#0 olsun. A= % olmak tizere u=A.x diyelim. 0<A<1 oldugundan
X

ue[O,x] ve f(u)zf(ix)zf(%x]z%ﬁc:y olur. Bu da [0, fx]< f]0,x]

anlamina gelir. Sonug olarak f[0,x]=[0, fx] esitligini elde ederiz.

Sonug
Aralik koruyan operatorler ile lattice homomorfizmalari birbirinden bagimsizdirlar.

3.5. Ornek

1
¢:C[0,1] >R, f>¢(f)= I f(t)dt, seklinde tamimlanan ¢ pozitif operatdrii

0

aralik koruyandir fakat lattice homomorfizmasi degildir.



51

Coziim

Integral fonksiyonu pozitif oldugu i¢in £ >0 aldigimizda ¢( f ) >0 olur. Her pozitif
lineer fonksiyonel aralik koruyan oldugu icin ¢ operatorii de aralik koruyandir.

lattice homomorfizmasi olmadigini gostermek icin,
1
7:[0,1] > R; x—>fx=x—§

biciminde tanimlanan stirekli fonksiyonu alalim.
1 P 1
j(x—l)dx (x__fJ

0 2 2 2)

—x+l, xﬁl ise
| f]x =] A=

X——, x>— ise
2 2

6f]=

tanimlanigini kullanarak

buluruz. * ve ** geregince |¢/]<¢(|f|)dir. |#f]=4(|/]) oldugundan Teorem 3.1

geregi ¢ Riesz homomorfizmasi degildir.
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3.6. Ornek

L[0,1]= { g|g:[0,1] > R, integrallenebilir fonksiyon} olmak iizere

7:C[0,1] > L,[0.1], f(6) > T(f () =21 (1), t[0,1]

bi¢ciminde tanimlanan 7 operatorii lattice homomorfizmasidir ancak aralik koruyan

degildir;
Coziim

fe C[O,l] ve te[O,l] olmak tizere

T|f @O =t|f @) =|ef ()| =|Tf (2)

esitliginden T Riesz homomorfizmasidir. 1€ C[0,1] ve her te[0,1] igin 1(¢)=1

olacak sekildeki sabit fonksiyonu belirtmek iizere; her ¢ [0,1] icin 0 <sint <1’dir

ve buradan 0<t <t=T1(t)=t1 dogrudur. Simdi 7 ’nin aralik koruyan

.1
sin—

t
operatdr olmadigin1 olmayana ergi yontemini kullanarak ispatlayalim. Bunun i¢in
T ’nin aralik koruyan operatdr oldugunu kabul edelim. Her 7€[0,1] igin 1(¢)=1

biciminde tanimlanan sabit fonksiyon C [0, 1] ’in elemanidir.

r:[0,1] >R

sin—-|{;: t#0

t
0 : t=0

L.

t—>h(t)=

bigiminde tanimlanan # fonksiyonu integrallenebilirdir ve her ¢e[0,1] igin

0<h(¢)<t=T.1(¢) saglamr. T operatérii aralik koruyan oldugundan 0< f <1 ve
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t€[0,1] i¢in T(f)(¢)=h(t) olacak sekilde f e C[0,1] vardir. Bu ve T ’nin tanimi

her 1€[0,1] igin T(f)(¢)=t./(¢)=h(¢) olmasmi gerektirir. O halde her €[0,1]

h(t
icin f(t)= ¥ =|sin—| olur. f siirekli oldugundan lim f(¢) vardir. Bu bize
t—0*
lim sin1 limitinin var olmasin1 verir ki bu bir ¢eliskidir. O halde 7 operatorii aralik
t—0*

koruyan olamaz.

Sonug

Iki aralik koruyan operatériin toplanu aralik koruyan olmayabilir.
3.7. Ornek

T :R* > R?, (xl,xz) - T (xl,xz) = (xl,xz),

T,:R* > R?, (xl,xz) -7, (xl,xz) = (xZ,O)

bi¢iminde tamimlanan 7;, 7, lineer operatorlerdir. Ancak toplamlari olan 7] +7,

operatorii aralik koruyan degildir.
Coziim

0<(x,,x,)=aeR’ olmak iizere

Tl(a)z(xl,xz)Z(0,0) ve Tz(a)zTz(xl,xz):(xz,O)Z(0,0)

oldugundan 7, T, pozitif operatdrlerdir. x € R* olmak {izere 0< y <Tx olsun. Bu
durumda  0<(y,y,)<T(x,x,)=(x,x,) oldugundan wu=(y,y,) segersek

ue[0,x] iken Tu =T (y,y,)=y saglamr. Boylece 7, aralik koruyan operatordiir.
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xeR? olmak iizere 0< y <T,x olsun. Bu durumda 0<(y,,y,)<T,(x,x,)=(x,,0)
oldugundan y, <x, ve y, <0 dolayisiyla y, =0 olur. u=(y,,»)=(0,»,) segersek
uel0,x] iken Tu=T,(y,,»)=0(0,5)=(»,0) saglanir. Bdylece 7, aralik

koruyan operatordiir.

T+T,:R* > R?, (T,+T,)(x,x,)=(x+x,,x,) bigimindeki operatoriin aralik

koruyan olmadigim1 Ornek 3.4’de ispatlamistik. Sonu¢ olarak aralik koruyan

operatorlerin toplami aralik koruyan olmayabilir.
Sonug

E ve F Riesz uzaylari, R: E — F, aralik koruyan operatdr ve x € E olmak tizere;

“y+z=Rx olacak sekildeki y,ze[0,Rx]| elemanlarinin var olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul u+v=x, y=Ru ve z=Rv olacak sekilde u,v e [0, x] var olmasidir.”
fspat

(:>) y+z=Rx olacak sekildeki y,ze[0,Rx] elemanlarinin var oldugunu kabul

edersek 0<y<Rx ve 0<z<Rx olur. R aralik koruyan operatér oldugundan
Ru=y ve Rv=z olacak bicgimde 0<u<x ve 0<v<x elemanlar1 vardir.

v=x-u segilirse Rv=Rx— Ru = Rx—y =z esitliginden istenilen elde edilir.

(<:) v=Ru, z=Rv ve u+v=x olacak sekilde u,ve [0,x] elemanlarinin var

oldugunu kabul edelim. Bu durumda 0<u<xveO<v<x olur. R pozitif

oldugundan sira koruyandir ki boylece 0<Ru=y<Rx ve 0<Rv=z<Rx elde

edilir. Buradan y, z €[0,Rx] ve y+z=Ru+Rv=R(u+v)=Rx bulunur.



55

3.3. Adjoint Operatorii, Dikligi Koruyan ve Aralik Koruyan Operatorler
Arasindaki Tliskiler

3.4. Tanim

E ve F Riesz uzaylari, T:E — F sira smirli operatdr olmak iizere her f e F~ ve

her x € E icin
T f(x)=(fT)(x)=f(T(x))

seklinde tanimlanan 77 : F~ — E~ operatoriine 7 ’nin (siwra) adjointi denir. Adjoint

operatorii agagidaki ozelliklere sahiptir;
1) T lineer iken 7~ lineerdir.

T ve f operatorlerinin lineer olmasini kullanarak her x,y € E ve her « € R i¢in

T f(ax+y)=(fT)(ax+y)= f(T(ax+y))
:f(T(ax)+Ty):f(T(ax))+f(Ty)
=af(Tx)+T fy=al fx+T f

elde edilir.

i1) T swrasirliiken 77 sira sinirlidir. Bu 6zellik Teorem 3.2°de gosterilecektir.
i) T pozitifiken 7 pozitiftir;

0< feF ikenher xe E" i¢in T"f(x) = f(Ix) >0 dur.
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3.2. Teorem

E ve F Riesz uzaylari ve T : E — F sira sinirli operatdr olmak lizere 7 : F~ — E~

sira adjointi sira sinirlt ve sira siirekli operatordiir [1].
fspat

T:E — F sira smirli operatdr olmak tlizere dncelikle 77 : F~ — E~ sira adjointinin

stra sinirlt oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 0< f € F~ alalim ve

o-{3

kiimesini tanimlayarak E~ i¢inde DT oldugunu iddia edelim. Bunu gérmek i¢in

Tf‘:jjkOveifi:f}

Zfl. = Zgj = f olacak bigimdeki f,,....f, € F~, ve g,...,g, €F , elemanlarim
j=1

i=1

secelim. Teorem 2.8’e gore ZZhy = f* olacak bi¢imde f :Zh,.j (1<i<n) ve

i=1 j=1 =

g = Z_:‘hy (1< j<m) bigimindeki A, € F~, fonksiyonlar1 vardir. Diger yandan

(3

ve benzer olarak

2Irfl=2

i=1

m m

<3S \TNh,j\

j=1 i=1

Th,

ij

m

i‘rgj‘ =2
J=1 J=1

o

j=11]i=1

olur ki bu da £~ iginde DT oldugunu yani herhangi bir d,,d, € D iken d, <d, ve

d, <d, olacak bigimde d, € D oldugunu gosterir. Simdi x€ E* olmak iizere T
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operatorii sira sinirli oldugu i¢in her | y| <Xx igin |T y| <u saglayacak bi¢cimde en az
bir ueF" elemam vardir. Bundan dolay1 Z f,=f ozelligini saglayan
i=1

Jises [, € F7 elemanlan igin, |S u olmasi kullanilarak

(S tlox) =Sosunlfr0):h <

- Ssup{( )b 5} 3o = £ @

i=l1 i=

elde edilir. Bu da gosterir ki {¢(x):4e D} kiimesi her xe E* igin R iizerinde
sinirlidir. Teorem 2.7°den dolay1 E~ iginde A =supD vardir. Ciinkii eger
0<feF ve 0<g<jf iken 0<g, f-g20,g+f-g=f ve g=/f,
f—g=f, olarak disiiniiliirse ‘T g‘+‘T f- g ‘ ‘T f‘eD dir. supD=h
oldugundan ‘TNg‘ S‘TNg‘jL‘T~ (f—g)‘ <h E  iginde saglanir ki bu da
T7[0, f]<[-h,h] oldugunu gosterir. Boylece T~ :F~ — E~ sira smirhdir. Son

olarak 7" ’nin sira siirekli oldugunu gorelim. F~ i¢inde f, J0 ve xeE" sabit

nokta olsun. Her | y| < Xx igin |T u| <y olacak bigimdeki u € F* elemanlarini segelim.

Teorem  2.9°den {i\rf,\ . f,eF ve Zn:fl = f}T ‘T~‘f ve  (*)’dan
i=l1 i=1

i‘TNfi‘(x) < f(u) olmast kullanilarak her 0< feF~ igin ‘T~‘f(x) < f(u)

i=1

oldugu sonucu c¢ikar. Bdylece ‘T”‘fa (x)<f,(u)y0 ise her xeE" icin

‘T ‘f ~L 0 oldugundan ‘T

" i¢inde saglanir. Buradan |7 ‘ N‘ stra siirekli

ve boylece ayni sekilde 7~ sira siireklidir.
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3.3. Lemma

E ve F Riesz uzaylar1 olmak {lizere 7 : E — F sira sinirl operator ise her f e F~

ve her x e E* igin,
f(rd)<[r] s ()
“dir [1].

Ispat

0<feF ve xeE" alahm. Teorem 2.10’den —g < f'< g olacak bigimdeki her

geF icin f(|Tx|) = g(Tx) ’dir. Buradan

(7)) = (Tx) =T () (x) < [T [[e] (x) < |77 (/) (x)
elde edilir.

3.3. Teorem (Kerengel-Synnatzchke)

E ve F iki Riesz uzay1, F Dedekind tam Riesz uzay1 olmak lizere 7: E — F sira

smirl operatdr ise her f € F™ igin,
7l =irr s

esitligi saglanir [1].
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fspat

F Dedekind tam oldugundan 7 ’nin modiilii vardir. Eger 7 ’nin modiili varsa, o

zaman +T <|T| iken +7~ <|T|" ve T ’nin modiiliiniin oldugu her yerde ‘T~‘S|T|~

saglanir. Boylece her 0< feF~ icin ‘TN‘fS|T|~f olur. Diger yandan eger

0<xeFE ise Teorem 2.9 ve Lemma 3.3’den
[T 1 (x) = (|7]x
= ( |Tx iX, ek’ VGZx —x}}
:sup{Zf(|Txi|):xi eE" ve ixi :x}
i i=1
T~‘(f)(xi):xi eE" ve Zn:x,. =x}

i=1 i=l1

esitligini ve buradan |T |~ f< ‘T N‘ / oldugunu elde ederiz. Boylece her f e F~ i¢in

77| £ =[r[ f ~dir.

Asagidaki teorem lattice homomorfizmalar ile aralik koruyan operatorler arasindaki

ilk 6zelligi icermektedir [10].
3.4. Teorem (Arendt)

E ve G iki Riesz uzayi, F' Dedekind tam Riesz uzay1 olmak iizere R: E — G pozitif

operator olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir

1) Eger R bir Riesz homomorfizmasi ise L,(G,F)’den L, (E,F)’ye T — TR

operatorii aralik koruyandir.
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2) Bger R bir aralik koruyan operatorii ise L, (G,F)’den L, (E,F)’ye T — TR

operatorii Riesz homomorfizmasidir.
fspat

0<TeL (G F) ve xeE" segelim. Bu durumda Rx>0 iken TRx>0 olur ki

bdylece L, (G,F)’den L, (E,F) i¢ine T — TR operatdrii pozitiftir.

1) 0<TeL,(G,F) ve 0<S<TR olmak iizere 0<Se L, (E,F) alahm. 0<T, <T
ve T,R=S olacak sekilde bir 7, e L, (G,F) var oldugunu gostermeliyiz. Bunu
gdrmek igin, R 'nin goriintiisii lizerinde 7, (Rx) = Sx olacak sekilde 7, operatdriinii
tanimlayalim ve 7,’in iyi tanimli oldugunu gosterelim. Eger Rx =Ry almirsa, o

zaman

[$=$y] =[5 (x= ) <[S (le= )] =5 (I =)
<TR(|x-)|)=T|R(x—y)|=T|Rx—=Ry|=T0=0

olur ki bu Sx =Sy demektir. Boylece 7] iyi tanimhidir. Diger yandan R Riesz

homomorfizmasi oldugundan her x € E i¢in
T(Rx)=Sx=S(x"—x)<Sx" <TRx" =T (Rx)"

olur. Her y e G i¢in p(y)=T(y") p:G* — F bigiminde tammli p déniisiimiiniin

alt lineer oldugunu gosterelim. Her m,ne G ve 0 <A1 € R i¢in

p(m+n)=(T(m+n)+)=T((m+n)vO)ST((mv0)+(nv0))

=T(m" +n*)=Tm" +Tn" = pm+ pn

p(/im):T(()th):T(Zm+):/1T(m+):/1p(m)
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’dir. Buradan, her ye€ G i¢in 7,y <Ty" oldugu i¢in Hahn Banach teoremine gore
G ’nin tamamina 7, operatorii lineer genisler. Agiktir ki 7, <7 ve dstelik eger

yeG" ise —y <0 oldugundan,

~T(»)=T(-»)<T(-y) =T0=0

olur ki boylece 7,y 20 yani I, pozitif operatordiir. Bu nedenle 0 <7, <T iken arzu

ettigimiz gibi 7,R =S esitligini elde ettik.

2) xeE" ve S, T:G— F sira sinirh lineer operatorler olsun. R aralik koruyan

operator oldugu igin;

“y+z=Rx olacak sekildeki y,z€[0,Rx] elemanlarinin var olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul y = Rx ve z=Rv olacak sekildeki u,v €[0,x] elemanlarinin u+v = x

kosulunu saglayarak var olmasidir.” Onermesi ile Teorem 2.9’u birlikte

diisiindiigiimiizde

SR~ TR(x) =sup{SR(u)+TR(v): u,ve E* ve u+v=x}
=sup{S(y)+T(2): y,z€G" vey+z=Rx|
=(SvT)(Rx)=(SvT)R(x)

olur ki boylece SRVTR=(SVvT)R esitligi L,(E,F) iginde saglanir. Bu da

T —- TR operatoriiniin Riesz homomorfizmast oldugunu gdsterir ve ispat

tamamlanir.
3.5. Teorem

G ve F Dedekind tam Riesz uzaylar, R: G — F pozitif operatér ve E keyfi Riesz

uzay1 olmak tizere asagidakiler saglanir [5];
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1) Rsira siirekli Riesz homomorfizmasi ise L, (E,G)’den L,(E,F)’ye T — RT

operatorii Riesz homomorfizmasidir.

2) L,(E,G)’den L,(E,F)’ye T —>RT operatorii Riesz homomorfizmasi ve

F~ #{0} ise R bir Riesz homomorfizmasidir.
fspat

1) §,Tel, (E,G) olsun. O zaman R ’nin sira siurekli lattice homomorfizmasi

oldugunu ve Teorem 2.9’u kullanarak, her x € E” igin

R(SvT)(x):R(sup{lZ::S(xi)vT(xi):xi cE veYx :x}j

i=1

:sup{R(gS(xi)vT(xi)j:xi €E" ve ixl. :x}

i=1

=sup{zn:RS(xi)vRT(x[):xi eE" ve Zn:xi =x}

i=1 i=1

= (RS v RT ) (x)
R(SVvT)=RSVRT elde edilir ki bdylece T — RT lattice homomorfizmasidir.

2) Herhangi bir 0< f e F~alalim ve G i¢inde xA y=0 saglansin. Bu durumda

Teorem 2.18’den

f®(R)C/\Ry)=(f®Rx)/\(f®Ry)
=R(f®x)/\R(f®y)
=R[(f®x)A(f®y)]

~R[76(xny)]
=0
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oldugunu goriiriiz ki bu RxARy=0 anlamina gelir ve bdylece R bir lattice

homomorfizmasidir.

T:E— F swra siirh operatér ise Teorem 3.2°den biliyoruz ki (sira) adjoint
operatori T :F~ —FE~  swa smirh  ve swra  siireklidir.  Boylece
¢:L(E,F)—>L(F ,E);T—>¢(T)=T" bicimindeki lineer déniisiimiinden
bahsedilebilir ve bu adjoint operatorii olarak adlandirilir. ¢ operatdriiniin pozitif

oldugu aciktir.

Sonuc¢

F ’nin sira duali noktalar1 ayirmak iizere adjoint operatorii birebirdir;
fspat

¢:L(E,F)—>L,(F,E); T—¢(I)=T" adjoint operatori iken T,
T,eL,(E,F) olmak iizere ¢(T,)=¢(7,) oldugunu kabul edelim. O zaman her

feF ve her xeFE i¢in F~’nin, F’nin noktalarmi ayiran sira duali oldugu

diisiiniildiiglinde

HT)/=d(L)/ =T =T f
= foli=feT,
=/ (Tix) =/ (Tx)
= f(Tix-T,x)=0
=>Tix-T,x=0
=>Ix=Tx
=T =T,

elde edilir.
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Her T7|_ kisitlamast ile L,(E,F)’den Lb(F,[,E~) icine T =7  pozitif

operatoriinii diistinebiliriz.
3.6. Teorem

E ve F Riesz uzaylari, ' Dedekind tam olsun. Bu durumda ¢:7T —>¢(T )=T B
pozitif operatérii L, (E,F)’den L,)(F;,E~) igine sira strekli lattice

homomorfizmasidir.
fspat

T,eL,(E,F) ve T, L0 olsun. O zaman her 0<feF  ve xeE' igin
T, (f)(x)=f(T,x) ve f sira siirekli oldugu i¢in 7, 4 0 iken f(Z,x) 0 olur ki
buradan her 0<feF, i¢in E™ iginde 7,fV0’dr. Bu da L,(F,,E") icinde
T; 40 oldugu ve boéylece L,(E,F)’den L,(F, ,E") igine T—>T" pozitif
operatoriin sira stirekli oldugunu gosterir. Teorem 3.3’den her T'e L, (E,F ) i¢in
L,(F,E") iginde |[T"|=|T|  oldugunu  biliyoruz ki  buradan
|¢(T)|=|7"| =|r| =¢(T|) olur. Bu da L,(E,F)’den L,(F,,E") igine T —>T

operat0riiniin lattice homomorfizmasi oldugunu gosterir.

Sonraki teorem aralik koruyan operatorlerin adjointinin her zaman lattice

homomorfizmasi oldugunu ifade eder.
3.7. Teorem

E ve F iki Riesz uzay1 olmak iizere 7T :E — F bir aralik koruyan operator ise

T :F~ — E~ bir lattice homomorfizmasidir.
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fspat

Adjoint operatérii tanimindan 7 :F~ — E"; her feF i¢inT" (f) = fol
oldugunu biliyoruz. Teorem 3.4’e gore f — foT =T f operatdrii bir lattice

homomorfizmasidir. Boylece eger F~ i¢inde fAg=0 saglanirsa, xeE"

aldigimizda, Teorem 2.9’u kullanarak

(foT/\goT)(x):inf{foT(m +goT(n): mnekE” Vem+n=x}
:inf{f(Tm)+g(Tn): mnekE" Vem+n:x}
=inf{f (k)+g(l): Tm=k, Tn=1€F vek+I=y|

elde ederiz. Boylece T f AT g=foTAgoT=(fAng)eT=0=T"(fnrg) esitligi

E” i¢inde saglanir. Bu nedenle 7 bir lattice homomorfizmasidir.

Lattice homomorfizmalar ile aralik koruyan operatorler arasindaki baska bir iligkiyi

asagidaki teoremle verelim.

3.8. Teorem (Kim-Ando)

E ve F Riesz uzaylar1 olmak iizere eger F~, F ’nin noktalarini ayiran sira duali ise

T :E — F pozitif operatoriiniin bir lattice homomorfizmasi olmasi ic¢in gerekli ve

yeterli kosul 77 : F~ — E~ operatoriiniin aralik koruyan olmasidir.
fspat

Adjoint operatorii tanimindan 77 :F~ —E~, her feF  ig¢in T (f)=f°T

oldugunu biliyoruz.



66

(:>) T ’nin bir Riesz homomorfizmasi oldugunu kabul edelim. Bu durumda Teorem

34°den f— foT =T f pozitif operatdriiniin aralik koruyan oldugunu goriiriiz.

(<:) xeE ve T~ aralik koruyan operator olmak flizere, e§er 0< f e F~ ise,

Teorem 1.46’y1 kullanarak

{
:max{ goT)(x):geFN ve OSgSf}
=max{T g(x):geF ve0<g<f}
=max{h(x): he " ve0<h=T"g<T f}
-7 ()
=/o7(x')
=/(7(x))

esitligini elde ederiz ve F~ F ’nin noktalarim1 ayiran sira duali oldugundan, her

x € E i¢in,

esitliginden 7' lattice homomorfizmasidir.



67

4. n-DIKLiGi KORUYAN VE n-ARALIK KORUYAN OPERATORLER
4.1. n-Dikligi Koruyan Operatorler
4.1. Tanim

n pozitif bir tamsay1, £ ve F Riesz uzaylari ve T: E — F lineer bir operator olsun.

Eger T operatorii sira siirlt ve her i# j icin |xl.|/\‘x j‘ =0 olacak bi¢cimdeki her

Xy, X;,...,X, € £ i¢in /\|Txi| =0 oluyorsa T operatoriine n-dikligi koruyan operator
i=0

denir.

n-dikligi koruyan operatdr tanimina gore genel olarak 1-dikligi koruyan lineer
operatdr sira sinirhi ve eger |u| A |v| =0 1se, 0 zaman |T u| A |T v| =0 oldugundan dikligi

koruyandir. Ayrica E’den F ’ye her 1-disjoint pozitif lineer operatdr bir lattice

(Riesz) homomorfizmasidir. Bu durum Lemma 3.2’de ispatlanmistir.

R"’de her (pozitif) lineer operatdriin n tane dikligi koruyan operatorlerin (Riesz
homomorfizmlerin) toplami olarak yazilabilirligini kontrol edebiliriz. Bunu
gostermek i¢cin R" ’nin standart tabanina gore matris gosterimini alip bu matrisi her
biri sifirdan farkli en az bir sutiina sahip ve dikligi koruyan operatorlere karsilik

gelecek bigimdeki n-tane matrisin toplami olarak yazabiliriz.

a, 0 0 00 a,
a a
11 1
'n aml 0
=, +.F . a,,
a a
nl nn
a, 0 0 0 0 a,

Bu toplamdaki matrislerinin her biri dikligi koruyan operatorlere karsilik gelen

matrislerdir.
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4.1. Teorem

E Riesz uzayi, F' Archimedyan Riesz uzayi olmak lizere T,

u|/\|v|=0 olacak
sekildeki her u,ve E igin ‘T (u)‘/\‘T (v)‘ =0 olan E’den F igine sira sinirh lineer

bir operatdr olsun. O zaman £ ’den F igine T*, T~ ve |T| Riesz homomorfizmalari

vardir, Oyle ki;

T=T"-T", 0<x ic¢in (T")x=(Tx)" ve (T )x=(Ix) ., |[T|=T"+T ve xeE

gin [T () =7

)dir [2-4].

fspat
T, 1-dikligi koruyan lineer operatdr olmak {izere;

|T | modiiliiniin varligint goérmek icin 0< y <x olacak sekilde x,y e E alalim.

Burada 0 < y <x oldugundan x—y >0 dur.

T(x):T(x—y+y)
:T(x—y)+T(y)

=[T(x=2)] -[T(x-»)] +[T(»] -[T(M]
=[1(x=)] +[T ()] ~([T(=0)] +[T()] )

Ve

0<[(T(x=2)) +(T () |a[(T(e=2)) +(7()) ]
=0< [T(x—y)]+ /\[T(x—y)]i 4‘[T(x—y)]+ /\[T(y)]i +[T(y)]+ /\[T(X—J/)]i
+[T(y)}+ /\[T(y)]i =0
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oldugundan yani

7(x)=[T(x=2)] +[1()] ~([7(x=»)] +[T ("] )

Ve

(=) +(T () o] (T(x=2)) +(T () | =0

oldugundan

1) =[7(x=2)] +[7()] +([T(x=2)] +[T ()] )
=|T (x=»)|+|7(») @.1)
> ‘T(y)‘

dir. x,ye E ve |y| <x olsun. y* Ay~ =0 olmasi ‘y+‘ /\‘y“ =0 anlamina gelir ve bu

durumda ‘Ty*‘/\‘Ty*‘:O olur ki boylece Ty" LTy  elde edilir. Buradan

Ty" — Ty"‘ = ‘Ty+ + Ty“ dir. Boylece |y| < x olmasi ve Es. 4.1 kullanilarak,

=7 (v =)=l -7 -

Ty++Ty":‘T|yHS|Tx|

elde edilir. Sonug olarak her xe E" igin, |Tx|=sup{|T y|: |y|£x}’dir ve Teorem

2.5’den |T| vardir, her x € E igin |T|x :|Tx| ve her x € E i¢in |Tx| S|T|(|x|) dir.

xeE i¢in ‘T(x)‘=|T|(|x|) esitligini  gormek igin  7x" L Tx iken

Tx++Tx_‘=

Ix" -T. x_‘ esitligi de kullanilarak, her x € £ i¢in



70

‘T|x|‘:|T|(|x|):|T|(x++x’):|T|x++|T|x’ :‘T)f

+‘Tx" = ‘Tx+

v‘Tx"+‘Tx+

/\‘Tx"

:%(‘T)f +Tx“ +‘Tx+ —Tx“) = ‘Tx+ —Tx"‘ =|Tx|
oldugundan |T|x| | = |Tx| =|T||x| elde edilir.

|T | ‘nin lattice homomorfizmasi oldugunu gérmek i¢in x A y =0 olacak sekildeki
x,y€E elemanlarmi alalim. |x| A | y| =0 ve T 1-dikligi koruyan operator
oldugundan |T|x/\|T|y = |T||x| /\|T||y| = |Tx| /\|Ty| =0 olur ki boylece |T| lattice

homomorfizmasidir.

T=T"-T", |T|=T"+T  oldugunu gdrmek igin R=%(|T|+T) ve

S =%(|T|—T) alalim. Buradan 7 = R — S olur ve

RAS =%[(|T|+T)/\(|T|—T)]
-3l A1)
-3 llr=(-rv7)]
= {11

=0

oldugundan 7 =R-S esitliginin yazilis1 tek tirlidir. Bu durumda 7" =R, T" =S

olacagindan T=T"-T", T| =T"+T elde edilir.

7", T ’nin lattice homomorfizmasi oldugunu gérmek i¢in x A y=0 olacak

bicimde x, y € E elemanlarin1 alalim. 7' 1-dikligi koruyan operatdr oldugundan
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0ST+X/\T+yS|T|x/\|T|y:|Tx|/\|Ty|=0

bulunur. Bu 7" ’nin lattice homomorfizmasi oldugu anlamina gelir. Benzer bigimde

T ’nin da lattice homomorfizmas1 oldugu gortiliir.

« 0<x icin (T+)x:(Tx)+ ve (T‘)x:(Tx)f oldugunu gérmek i¢in 0<xeE

alahm. x e E* i¢in |Tx| = |T |x esitligini kullanarak

rox=| i) rx=| H(rl-1) |

1 1
:5(|T|x+Tx) :E(|T|x—Tx)
1 1
=5(|Tx|+Tx) :5(|Tx|—Tx)
=%[(Txv—Tx)+Tx] =%E(Txv—Tx)—Tx]
:%[(Tx+Tx)v(—Tx+Tx):| =%E(Tx—Tx)v(—2Tx):|
:%(2Txv0):Tva :%(Ov—2Tx):Ov—Tx
:(Tx)+ =(Tx)
elde edilir.
Onerme

E ve F Riesz uzaylan T,,...,T : E — F sira simrh ve dikligi koruyan operatorler
olsun. Bu durumda 7, +...+7, =T bi¢ciminde tanimlanan 7:E — F' operatori, n-
dikligi koruyan olur. Ayn1 zamanda 7,,...,7, operatorlerinin pozitif oldugu

varsayilirsa bu durumda 7,,...,7, operatorleri lattice homomorfizmalari olur (Prop. 2

[6]).
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L,(E,F) swra smrli operatorlerin  kiimesi, vektdr uzayr oldugu igin
T'=T+T,+..+T, operatorii sira siurl ve lineerdir. Her i# j igin |xi|/\‘xj‘=0

olacak bigimdeki x,,Xx,,...,x, € E elemanlarini alalm ve

A ZT;XI-

i=0| j=1

/\|Txl.|:
i=0

(4.2)

VATIWAN

i=0
n n
=2 T AT
j=1 j=1

<
< 3|1 | Anen [T x|

n
S,
Jj=1

oldugunu tiimevarim yontemini kullanarak gorelim;

n=2 i¢in Es. 4.2’nin dogru oldugunu goérmek icin, 7;, 7, : E — F 1-dikligi koruyan
operatdr olmak tlizere 7 =7,+7, big¢iminde tamimlayalim. Her i# j iken

|xi| /\‘x j‘ =0 olacak bi¢cimdeki x,,x,,x, € £ elemanlar1 i¢in

2
/_}|Txi| =|Tx0|/\|Tx1|/\|Tx2|

(T + 1) x| AT+ 1) x| AT, + T3 ) x,y |

(|T1 +|Tx0) (|Tx1| |Tx1|) (|T1xz|+|szz|)

[(Txal AT )+ (T A T )+ (Tl A o)+ (1T | AT ) ] 2 (s {7 )
(17| A [T )+ ([Toxa | AT ) A (T, | [T )

< (7| AT AT )+ (T A T AT )+ (1T | AT A o )+ ([T | A T 42
= 2|7 x| A[Tx | A7)

=0

IN

IA
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elde edilir. Buradaki toplamda i indisleri {1,2} {izerinden iy,i i, olmak iizere

secilmistir. Her toplamda iki tanesi denk olan ij,i,i, indisleri vardir ve
2 2

0< /\|Txl.| <0 dolayisiyla /\|Txl.| =0 oldugu i¢in 7" operatorii 2-dikligi koruyandir.
i=0 i=0

n—1 i¢in Es. 4.2°nin dogru oldugunu kabul edelim.

n i¢in T,...T :E— F sira smirl ve dikligi koruyan operatorler olmak iizere
I,+T,+..+T =T bigiminde tanmimlayallm. i# j iken |xi|/\‘xj‘=0 olacak

bi¢imdeki x,,x,,...,x, € E elemanlar i¢in, Teorem 2.1 kullanilarak

)/\|Txn

n n—1
/_}|Txi|:/_}|Txi|A|Txn|£(z

< E
_( ‘Y}OXO‘/\“./\‘I}H—IX" 1
<
= E ‘ijoxo‘/\.../\‘]—vjnxn

Tjoxo‘ A ‘T}l X,

+...+

(AR )

elde edilir. Buradaki toplamda i indisleri {1,2,...,n} iizerinden j, j,...,j, olmak
lizere secilmistir. Her toplamda en az iki tanesi denk olan j; ji,..., j, indisleri vardir.

Farz edelim ki , k#/ ve j, =j = olsun. T, operatoriinin 1-dikligi koruyan

oldugu diisiiniildiigiinde

‘Tjnxo‘ /\.../\‘Tj”xn

S‘]}xk‘/\‘zj,‘zo

olur ki boylece /n\|Txi|SZ‘TijO‘/\.../\‘Z}nxn‘:0 oldugundan n tane 1-dikligi
i=0

koruyan operatoriin toplami olan Z T, =T operatorii n-dikligi koruyandir.
i=1
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Bu 6nermenin tersi yani “n-dikligi koruyan bir operatoér alindiginda bunu 1-dikligi

koruyan operatorlerin toplami olarak yazabilir miyiz?” sorusu diisliniildiigiinde

Huijsmans ve de Pagter (Remark 2.3, [8])’da F 'nin baz1 6zel C(X) tipi uzaya esit
oldugunda 2-dikligi koruyan pozitif operatorlerin iki lattice homomorfizmasinin
toplamu olarak yazilabildigini gostermislerdir. Ilerde bunun daha genel halini elde

edecegiz.

G c E alt vektor uzay1 ve T:G — F pozitif operator olsun. 7 ’nin E’ye biitlin

pozitif genislemelerinin ciimlesini &(7) ile gdsterelim.
€(T)={SEL(E,F)Z S§2>0ve S|, =T}

Simdi, u € E tarafindan iiretilen ideale, 7 ’nin kisitlamasiin, pozitif en kiiclik

genigletmesinin standart tanimin1 yapalim (Thm 83.7-83.8 [7]).

4.2. Tanim

G c E alt vektdr uzay1 ve T:G — F pozitif operatdr olsun. Her Re&(T) icin

S <R olacak bicimde en azindan bir See&(T) varsa S’ye T’nin en kiiciik

genislemesi denir.
“S, T ’nin en kiigiik genislemesi<> ming(T)=S e L(E,F)”
4.2. Teorem

E ve F Riesz uzaylari, F Dedekind tam ve T:E — F pozitif operator olsun.

E’nin her A ideali igin TA:E+—>F+;x—)TAx:sup{T(y):OSnyVeyeA}

doniisiimii yardimiyla bir T " E — F operatoril vardir ve asagidakileri saglar.

i) 0<
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ii) A iizerinde T, =T ve A iizerinde T, =0
iiiyAc B, BC E ideal iken T, < T,

“dir [1].
4.3. Teorem

E ve F Riesz uzaylar1 F Dedekind tam, Ac E ideal ve T:4— F pozitif

operatdr olsun. &(7) = ise T 'nin en kiigiik geniglemesi olan min&(7) vardir ve

bu genisleme S ile gosterilirse, her x € E” igin
S(x)=sup{Ty:yeAve0<y<x}

“dir [1].
4.1. Lemma

E ve F Riesz uzaylari, F' Dedekind tam olsun. Farz edelim ki 7: E — F pozitif

lineer bir doniigiim ve 0<ueE olsun. xe E* i¢gin T, (x)=\,T(xAnu) ve keyfi

n=1
xeE i¢in T x=Tx" -Tx olacak bigimdeki 7 :E—F doniisimiini

tanimlayalim. Bu durumda 7 :E — F lineer dontisimdiir. Ayrica E=F ve T

d

birim déniisiim oldugunda 7., u® iizerinde band projeksiyon olur.

jspat

xeE" ve 0ZueFE igin xAnu<x iken T pozitif dolayisiyla sira koruyan
oldugundan T (x Anu) <T(x) olur ki boylece {T(xAnu)eF:n=1,2,...} kiimesi

tstten smurhidir. /' Dedekind tam oldugundan distten sinirli her alt kiimesinin
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supremumu vardir. Boylece \,T (xAnu)e F olur ki bu T, ’nun anlamli oldugunu

n=1

gosterir. x,y € E* ve 0<u € E* olmak tizere T ’nin iyi tammlilig1 diisiintildiigiinde,
x:y:>x/\nu:y/\nu:>T(x/\nu):T(y/\nu)
:>{T(x/\nu):n:1,...}z{T(y/\nu):mzl,...}
= sup{T (xAnu):n=1,..}=sup{T (yAnu):m=1,.}

=Tx=Ty

x,yeE" igin Tx=Ty elde edilir. x=y olacak bi¢imde x,yeE ve 0<ueckE"
alalim. Teorem 2.1°¢ gore x=x"—x", y=y" —y yazilisi tek oldugu i¢in x" =",

x =y ’dir. Buradan

esitliginden 7, iyi tanimlidir.

T ’nun lineerligini gormek igin x € E* olmak tizere
W={Tw:we 4, 0< wSx} ve W'={T(x/\nu):n =1,2,...}
kiimelerini tanimlayalim. Burada sup#'=T, (x) olur.

A4, :{z eE:lzl< n|u|, dn >0 igin}

u tarafindan dretilen ideal olmak iizere u e E" i¢in 0<xAnu<nu oldugundan
xanued, ve 0<xAnu<x oldugundan T(xAnu)eW olur ki buradan W'c W

oldugu aciktir. W, W'c F ve F Dedekind tam oldugundan iistten siirli her alt
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kiimesinin supremumu vardir. Boylece supW '<supW.....(%) elde edilir. TweW
verildiginde 0<w<x ve we 4, oldugundan bazi n dogal sayilar1 i¢in w<nu
oldugundan w<xAnu elde ederiz. T operatorii pozitif dolayisiyla sira koruyan

oldugundan Tw<T(xAnu) olur ki W'cW oldugundan supW '<supW......(s%)

elde edilir. (x) ve (*#) esitsizliklerinden

supW'=supW =T (x)

bulunur. x € E* olmak iizere 7, ’nun toplamsal oldugunu gérmek i¢in sup/# ’nin

toplamsal oldugunu gostermemiz yeterlidir.

supW =sup{Tw:we 4,, 0<w<x}=7(x)

diyelim. wed,, 0<w<x +x, x,x,€E" olmak {lizere Teorem 2.4’c gore
0<w <x, 0<w, <x, iken w=w, +w, olacak bicimde w,,w, € E* vardir. Ayrica

0<w, <wve 0<w, <w oldugundan ideal tanimina gére w,,w, € 4, olur ki buradan

T(w)=T(w,+w,)=Tw, +Tw, <sup{Tw:0<w< x| +sup{Tw:0< w<x,}

=7(x)+7(x,)

:>supT(w)Sr(xl)+r(x2):> z'(xl +x2)Sr(xl)+z'(x2) ...... (i)

bulunur. 0<w, <x, ve 0<w, <x,, w,w, € 4, alalim. Ideal, vektdr uzayr oldugu

icin 0<w, +w, <x, +x, vew, +w, € 4, olur ve 7 ’nin lineerligini de kullanarak

T(w)+T(w,)=T(w+w,)<supT(w +w,)=7(x +x,)
:supT(wl) T(wz)éz'(xl +x2):r(x1)+supT(w2)Sr(x] +x2)

=7(x)+7(x,)<7(x +x,)...... (i)
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bulunur. (i) ve (ii)’den 7(x,)+7(x,)=7(x +x,) elde edilir ki bu durumda 7 =7,
E*’dan F*’ya toplamsal doniisimdiir. Teorem 2.3’den 7 :E—F lineer
genislemesi vardir ve her xe E igin 7 (x)=T, (x*)- T, (x7) olacak sekilde tektir.

O zaman her xeE i¢in T (x)=T (x) olmast 7 =T anlamma gelir. Boylece

xeE" igin T,(x) =\, (xanu) ve xeE igin T,(x)=T,(x")-T,(x") bigiminde

n=1

tanimlanan 7, : £ — F doniistimii lineerdir. £ =F ve T birim doniisiim oldugunda

T nun u® iizerinde band projeksiyon oldugunu gésterelim. A4, =u® [1] ve

T.x =\/T (x Anu) =~/ (x Anu) oldugundan Teorem 2.12 kullamilarak

n=l1 n=1

T.x=supW =sup{Tw:we 4,, 0<w<x}=sup{w:wed, 0<w<x}

=sup{w:weu®, OSwSx}ZEﬂd (x)
bulunurve 7, T =1 ve E =F oldugunda fidd ‘e esittir.

4.2. Lemma

E ve F Riesz uzaylari, F' Dedekind tam ve 7 :E — F n-dikligi koruyan pozitif
lineer bir operatdér olsun. u,u,,...,u, € E ve her i#j i¢in u, Au ;=0 oldugunu
varsayalim. P, (T u, )dd tizerinde F ’nin band projeksiyonunu belirtmek tizere 7Tu,
operatorii yerine de 7, yazarak yukaridaki Lemma 4.1°deki gibi tanimlayalim.
R=P,..P_T, ve S=PF,..P_(T—T,) olmak iizere R bir Riesz homomorfizmasi ve

S (n—1)-dikligi koruyan operatoriidiir.
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fspat

Lineer fonksiyonlarin bileskesi yine lineer fonksiyon oldugu i¢in R ve S ’nin
anlamli, iyi tanimli ve lineer oldugu aciktir. R *nin Riesz homomorfizmasi oldugunu

gormek i¢in x A y =0 olacak sekilde x,y € E alalim. Her m € N* olmak {izere i # j

igin u; Anu, =0 iken

(x Amuy ) A(y Amuy) S x Ay =0

ve

u, Ax Amity < mu; Amx Amuy =m(u, Ax Auy) < m(u; Aug)=m.0=0

oldugu i¢in wu,,..,u, ,,x Amu,,y Amu, E’nin n+l tane ikiserli ayrik pozitif

> n-1°

elemanlaridir. 7 ’nin n-dikligi koruyan operatdr oldugu diisiiniildiiglinde

|Tu1|/\|Tu2| /\...|Tuw1

/\‘T(x/\muo)‘/\‘T(y/\muo)‘ =0
olacaktir ve ayn1 zamanda 7 pozitif oldugundan

Tul/\Tu2/\.../\TuH/\T(x/\muo)/\T(y/\muO)=O

"dir. sup(x A ) =xAsup 4 ve Tox =T, (x)=\,T(xAmu,) esitligini kullanarak,

m=1

sup(Tu1 ANTu, Ao..nTu, /\T(x/\muo)):Tu1 ANTu, A...nTu

m

ATyx=0ve

n—1

sup(Tul/\Tuz/\.../\TuH/\Z)x/\T(y/\muo))zTul/\Tuz/\.../\Tunfl/\ﬂ)x/\ﬂ)y:0

m

elde edilir.
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P w Fo(Tu)",  F=(Tu) &(Tu,)", w=PP..P

(Tul A“.ATu,H) .

L,

P
(

Tu;)
esitliklerinden  P,...P_ (T,xAT,y)=0 bulunur. Her band projeksiyon lattice

homomorfizmas: oldugundan (P...P_T,x)A(F..P_T,y)=0 olur ki buradan

Rx A Ry =0 demektir. Boylece R Riesz homomorfizmasidir.

S ’nin n—1 dikligi koruyan operatér oldugunu gdstermek icin £ ’nin ikigerli ayrik
(dik) pozitif x,,x,,...,x, elemanlarini alalim. S 'nin sira sinrl oldugunu gérmek icin

pozitif oldugunu gostermek yeterlidir. £,,...,P,_, band projeksiyonlari pozitif

n-1

operatorlerdir. 7' pozitif oldugundan x >0 iken \,T' (x A nuo) > 0 olur. Buradan Tu,

n=1

pozitiftir ve

X A nu, Sx:>T(x/\nuo)STx:VT(xAnuO)STx:TuoxﬁTx:Tx—TuonO
n=l1

oldugundan T -7, pozitiftir. Boylece S=F,..P,,(T—T,) pozitif operatorlerin

bileskesi de pozitifti. Buradan S=2F,...P,

n-1

(T-T,) pozitif lineer operator

oldugundan sira sinirhdir.

i#ji¢in x; Ax, =0 ve S=P,..P_(T—T,) olmak iizere S nin n—1 disjoint yani

n

AS(x,)=0 oldugunu gérmek igin

AB(T=T,)(x,)=0 (4.3)

esitligini gérmemiz yeterlidir. Clinkii her P projeksiyonu i¢in 0 < P <] oldugunu

biliyoruz. Buradan;



81

0<P.P <PI<P<I

oldugundan
ANB(T=T5)(x) =T, A AT =T,)(%)
i=1 i=1

) .. 1 )
dir. meN" olsun. x +x,+...+x =x diyvelim. u,—|u, Ao—x | ile n elemanh
1T X, W y 0 0
m

(xi —(x, Amu, )) , 1I¢in

[xl. —(x, /\muo)]/\[xj —(xj /\muo)Jle. AX, =

Ve

{uo —(uo A%xﬂ A5~ (g )] <[ty — (mty X ] A — (3, A iy )]
< [mu0 —(mu0 /\(x1 +x,+..+x, ))} /\[xi —(xi Amu, )]
< [muo —(mu0 A X, ):I /\[xi —(xl. A mu, ):l
S P )| A E——")
= [ty + (=maty v =) | A, + (=, v = )]
= [ (muty = muy ) (muty = 5,) | A (3, = x,) v (3, = g ) |
=0V (mu,—x,) ] A[ OV (x, —mu,) |

=0v (mu, —x, /\x[—muo)

=0
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oldugundan u, —(uo /\ixj ve n elemanh (x,—(x, Amu,)) elemanlari E ’nin n+1
m

tane ikiserli ayrik pozitif elemanlaridir.

0

T-T,(x)=T-T, (x,)=Tx, =T, x, = Tx, —\/T (x, Amuy ) < Tx, = T (x; A mu, )

Uy
n=1

ve

1 1 1
Uy A—X = —1g A—X = Uy Sty —ttg A—x+— (1) A x)
m  m . m m m

1 1
= Tu, ST(uO—uO/\—xj+—T(u0 /\x)
m m

ve T ’nin n-dikligi koruyan operatdr olmasini da kullanarak,

Tu, /\/n\(T—TO)(xl.)STuO /\/n\(Txl.—xl. A miy)

i=1 i=1

ST(uO —(uo /\lxjj/\/\(Txi - X, /\muo)

m i=1
WLLT(M0 /\x)/\/n\(Txl.—xl./\muO)
m i=l1
=0+lT(u0/\x)/\/n\(Txi—x,./\muO)
m i=l
<

7 (u,)

m —» oo i¢in

olur. Boylece
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bulunur.
4.4. Teorem

F Dedekind tam olmak tlizere £ ve F Riesz uzaylari olsun ve 7: E — F pozitif n-

dikligi koruyan lineer operatorii verilsin. O zaman 7 = Z]j olacak bigimde E ’den

i=1

F’yentane T,,...,T, lattice homomorfizmalari mevcuttur.
fspat
Tiimevarim metodunu kullanarak ispati yapalim.

« n=1 durumu totolojidir. Ciinkii n=1 iken 7 pozitif ve 1-dikligi koruyan
operatér yani sira sinirhi ve dikligi koruyan operator oldugundan 7 Riesz

homomorfizmasidir

« n-1 i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edelim. B,P, € ¢ olmak ilizere B # P,
iken AP,=0 ve her Pegp i¢in PF < (Tuyn..ATu, )dd olacak bigimde i # j iken
u;, Lu, bigiminde n tane u,,u,,....u, € E* elemanlari var olacak sekilde ¢

kiimesini tanimlayalim. Zorn Lemmaya gore F {izerinde band projeksiyonlarin

maksimal bir g kiimesi vardir.

P, band projeksiyon: i # j i¢in P, # P, = PP, =0 ve u,,...,u, € E”

p: ) . . dd ------ *
>i# jiginu, Lu,:PF c(TuyA...ATu, )
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ﬂl:{p: @ * sartini saglasm} kiimesini tamimlayalim. A  kiimesine Zorn

Lemmay1 uygulayabilecegimizi goérelim. ¢ = {0} aldigimizda sifir band projeksiyon

ve her elemana dik oldugundan OF =0 (Tu, A...ATu, )" olur ki * sartim
sagladigindan p={0} e A ve boylece A= olur. Bc A tam sirali bir alt
kiimesi olsun. B ’nin A iginde bir st sinirt oldugunu gérmek i¢in

Ugo={P:EIpe B iginPep}

©EB

kiimesini g6z oniine alalim. @,,, € B ig¢in B tam sirali oldugundan g, c ¢, veya
$, g, dir. B,P, e\ alalm.

©pEB

P,Pep —>3p,eB:Fep vedp , eB:Pep,

pEB
’dir. B tamsirali oldugu igin iki durum vardir:

) @, cgp,ise B,P ep; olurki o, 'nintammindan F,P, =0
) @, cp, ise B,P e, olurki g, nin tanimindan FP, =0

P e \_p = P e p, olacak sekilde ¢, € B vardir

pEB

:PFg(TuOA...ATun_l)dd
=\ _peB

PEB

‘dir. Her g€ B i¢in p < U ¢ oldugundan U ¢, B’nin bir Gst siniridir. O halde

»eB ©eB

Zorn lemmadan A ’nin maksimal elemani vardir. Pegp ve i#j iken u; Lu,
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olacak bigimdeki u,,u,,...,u, i¢in PF < (Tuy A...ATu,_, )dd vardir ve bu her P i¢in
farkli u,’ler icin gegerlidir. F,R,....F,,, uy,u,....u, e karsilik gelen bandlar
olmak tizere Lemma 4.2’den R=FF..P T, lattice homomorfizmas: ve

S=PRPF..P_(T-T,) (n-1)-disjointti. Bunu gormek i¢in PR=T7, diyelim.

PoR (x+ ) =(PeR (x))+ oldugundan 7, lattice homomorfizmasidir.
PT,=PPR=P'R=PR=T,, P,R..P,:F = (Tuy ATu, A..ATu, )"

band projeksiyondur ve PF < (Tuy ATu, A...ATu,_, )dd oldugundan Teorem 2.13 ve

2.15°den P(RF..P_ )= P dir.

PS=P(RP..P_T-FF..P_T)
=P(RAR..F_T)-P(RA..FT,)
=PT—-PR
=PT-T,

P ve S, n-1 disjoint oldugundan PS = PT -T,, (n—1) disjointtir. 0<x e E olmak

uzere
T:E" > F; x> Tx=v{T,x:Pep}

bi¢iminde tanimlayalim. Her P e ¢ ve 7, = PR < R <T oldugundan bu kiime tistten
smirhdir. R<T ise T,x <T;x bdylece her P g i¢in T)x € F’dir. F' Dedekind tam
ve {T Xx:Pe go} c F kiimesi tistten sinirli oldugu icin supremumu var ve dolayistyla

T, anlamhdir. x = y olacak bicimde x, y € E alalim. Bu durumda

V{TPx:Pego}:v{TQy:Qego}
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olur ki buda 7,x =Ty demektir. Yani 7; iyi tammhdir. (x+ y)>0 igin

ﬂ(x+y)=v{TP(x+y) Peg)}ﬁ { ( )+T( ):P,Qego}
= (T, (x): Pep)+ (T, (x): Qe p} =Ta+ Ty =T (x+y) ST+ Ty *

P,Qegp icin P#Q ise PO=01se PAQ=0ve T, =PR, T, =0R

:TPxATQy:PRX/\QRy:0:>TvaTQySTP(x+y)vTQ(x+y)
:>supTPx+TQySTp(x+y)vTQ(x+y):>Tlx-i-supTQySTP(x+y)vTQ(x+y)
QOep

Pep

= Tx+Ty<supT,(x+y)=>Tx+Ty<T (x+y) ok
Pep

* ve **’dan 7, toplamsaldir. Bu durumda Teorem 2.3 geregi 7;, E ’den F ’ye lineer
bir operator olarak genisler. x,ye £ ve xAy=0 oldugunu kabul edelim. 7, ’nin

lattice homomorfizmasi oldugunu kullanarak

IxnTy= V{Tx Pego}/\v{ oV Qego}
\/{Tx/\Ty PQego}
\/{Tx/\TPy Pego}

{

elde ederiz. Boylece 7, lattice homomorfizmasidir. § =7 -7, olsun. S’ nin n-1

disjoint oldugunu gostermeliyiz. Her i# j i¢in wy,u,...u, , €E ve u,Anu, =0

nl

olsun. ¢ ’nin maksimalliginden

Tug ANTuy N...ATu,_, =V{P(Tu0/\Tul/\.../\Tun_l):Pego}

dd
Sug ASuy AN Su, e(Tu0 ATu, /\.../\Tun_l)
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ve P projeksiyon dolayisiyla lattice homomorfizmasi oldugundan

Sug ASu; AN Su, V{P(Su0 A Su, /\.../\Sun_l):Pe g,)}

{PSuy A PSu; A...APSu,_,: Pe @}

v
0

PS =PT-T,’nin (n-1) disjoint olmas: kullanilarak elde edilir. Boylece § (n-1)
disjointtir ve 7'=S+7, esitliginden 7', n tane lattice homomorfizmasimnin toplami

olarak yazilabilirdir.
Sonuc

E Riesz uzay1 ve F Dedekind tam Riesz uzay1 olmak iizere 7 : E — F n-dikligi

koruyan lineer bir operator olsun. Bu durumda T :ZZ olacak sekilde £ ’den

i=1

F ’ye n tane dikligi koruyan operatorleri mevcuttur.
fspat

Oncelikle |T] operatoriiniin n-disjoint oldugunu ispatlayalim. F Dedekind tam
oldugu i¢in [7|  vardir. Teorem 2.5’¢ gbre her xekE icin
IT1(|x]) = sup{|Tu|:u e E ve |ul<|xl} e Fdir. IT] pozitif ve pozitif her operator sira
stnirhdir. x,,x,,...,x, € E* ve her i # j i¢in x, Ax; =0 oldugunu varsayalim. Eger
u;eE ve her j igin ‘u/‘ <x; ise Os|ul.|/\‘uj‘ <x;Ax;=0 olur ki buradan

|ui|/\‘u j‘=0 olacagindan u,’ler E’nin n+l tane ikiserli ayrik (dik) elemanlardir.
Buradan ve T n-disjoint oldugundan /\‘Tuj‘zo elde edilir. ‘uj‘ﬁ‘xj‘ij olan
J=0

biitiin u, € £ boyunca birbirini izleyen j degerleri i¢in supremum alindiginda ve

x € E* i¢in |Tx| =|T||x| oldugundan
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0= A|Tu,|< ;\|T|(‘u‘j‘)£ ATz, = ATl | = A7, | =0
j=0 j=0 j=0 j=0 j=0

/\|T | x ;=0 elde ederiz. Diger bir deyisle IT| operatorii n-dikligi koruyandir. |T|

j=0
pozitif n-disjoint lineer operatér oldugu icin Teorem 4.4’den |T|=S,+S,+..+5S,

olacak sekilde S,,S,,...,S, Riesz homomorfizmalar vardir.

T+(x)=sup{Ty:|y|Sx}

T~ (x) =sup{-Ty:[y| < x}} = 71) = sup {{1yf:|pf <

oldugundan 0<T* <|T| ve 0<T <|T| dir. Buradan ve Riesz ayrisma 6zelliginden

E’den F’ye U,,U,,...,U,, V,V,,..,V, sirasiirh lineer operatorleri vardir dyle ki

T"=U+U,+..+U, ve T =V, +V,+..+V, dir.

T <Ml =T <8 +8,+.+S, =Tl ve T" <ITI=>T <85 +8S,+..+8, =IT]
ile

T"=U+U,+..+U, ve T =V, +V,+..4+V,

oldugu i¢in Teorem 1,4’den her i=1,2,...,n i¢in U, <S,, V,<S, ise U, +V, <28,
olur. Her 7 i¢in 7, =U, -V, yazarsak |7}|=|Ul.—Vl.|SU,.+V[ <28, olur. S, operatorii

dikligi koruyan oldugundan |x|A|y|=0 iken |S.x|A|S,y|=0"dir. 7, <2S, oldugundan

T3 AT y] <[28, x| A |28, 3]=2(]S x| A|S,¥]) =0
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olur ki bu da her i=1,2,...,n i¢in 7, operatdriiniin dikligi koruyan oldugu anlamina

gelir.

T=T"-T =U,+U,+.4U,-(V,+V, +..+V,)=U, -V, +U, =V, +..+U, -V,

=T +T,+.+T,=>T=>T

i=1
olusumundan ispat biter.

Yukaridaki ispatin yapilisi, n-disjoint lineer bir operatériin n tane lattice

homomorfizmasinin toplami olarak tek sekilde ayristirilamayacagini agikg¢a gosterir.

4.1. Ornek

E=F=R’ olsun ve T:E—F; T(a,b)=(a+b,a+b) olarak tanimlansin. O

zaman 7 operatorii 2-dikligi koruyandir. /:E — F 6zdeslik doniistimii olsun ve

R:E—F; R(a,b)=(a,a) olarak tanimlansmn. / ve T—I ranki 2 olan lattice

homomorfizmalari, R ve T—R ranki 1 olan lattice homomorfizmalaridir. Béylece
2-dikligi koruyan olan 7T operatorii 7=7/+7T—-1=R+T — R bigiminde ayr1 ayr1 2
tane lattice homomorfizmalarinin toplami olarak yazilabilirdir. Aslinda bu 6rnek

a,B, A ve & pozitif olmak tizere T(a,b)=(ca+pBb,Aa+05b) formundaki her

T € R” *ye kolayca uygulanabilir.

x=(a,b),y=(a,,b,)eR® ve “x<y < a, <b vea, <b,” srralamasi ile R’ Riesz
uzayidir  ve her x,yeR’ igin xAy= (min {al,bl} ,min {az,bz}) ve

] = (|,

0<x=(a,b)eR’ alahm. Bu durumda a>0, b>0 ve a+b>0’dir. Buradan

b

)’dir. T  operatoriiniin ~ 2-disjoint  oldugunu  goérmek igin,

2

€
(a+b,a+b)=(0,0) dolayisiyla x>0 oldugundan T pozitif operatordiir ve pozitif
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her operatdr sira sinirlt oldugundan 7 sira smirli operatdrdiir. 0<i,j<2 ig¢in

x; L x, =0 olacak sekilde x, =(a,,b,), x, =(a,,b,), x, =(a,,b,) € R? olsun.

+b2|)

+b, |) A (|a2

+b2|})

2
,-i\o|Txi| = |Tx0|/\|Txl| /\|Tx2| :(|a0 +b0|,|a0 +bo|)/\(|al

} min{|a0

} min{“ao +1b,

} m1n{|a0

:(min {|a0

|+|b2|]})
[e.]})

min Uao

|}+m1n{

{

<
(mln |a0
(

0,0)

Béylece T', 2-disjoint operatordiir. x =(a,b) e R* aldigimizda

7o) =[xl =1 (1)

(7-1)=[7-1)(a)

al) = (7 - 1) |+

al)=(T-1)(

(b=

= al,|a

2

)= &(

)=R(J)

(a,a)=(

)=T-R(x)

(7= R)(x)| =|(T = R)(a.b)| = [(5.6)| = ([B];

esitlikleri gerceklendiginden [, T—1, R ve T —R operatorlerinin lattice
homomorfizmasi oldugu aciktir. Buradan 2-dikligi koruyan olan 7 operatoriiniin
T=1+T-1=R+T—-R biciminde ayr1 ayr1 2 tane lattice homomorfizmalarinin

toplami olarak yazilabildigini gérmiis olduk.

Simdi lattice homomorfizmalar tarafindan iiretilen ideal olan sira sinirli operatorlerin

kiimesini diisiinelim. Bu ideali L ile gosterirsek, S,,...,S, lattice homomorfizmalari
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ve n pozitif tamsay1 olmak iizere L ideali |T | < ZSI. bi¢iminde sira sinirl lineer 7'
i=1

operatorlerinin kiimesidir.

E ve F Riesz uzaylari, F Dedekind tam oldugunda L, (E,F)’nin Riesz uzay

oldugunu biliyoruz. T € L, (E, F) olmak iizere

I, ={S:|S|<A|r

,EERL

A c E olmak lizere

1, :{y:|y|£z/1|xl.
i=1

,AeR", x ¢ A}
oldugunu hatirlayalim.
L, ={T|T:E—F, TeL,(E,F) ve T lattice homomorfizmas: |

bi¢iminde L, kiimesini tanimladigimizda L, (E,F)c L, (E,F) olacag agiktir. Bu

durumda

; L eRY, neN, ];GLZ(E,F)}

1 ={s:s1s3 A

i=1
olur.

Sonu¢ E ve F Riesz uzaylari, F Dedekind tam ve 7, L, (E,F) iginde lattice
homomorfizmalarinin trettigi ideal olsun. Bu durumda 7, nin elemanlar sadece ve

sadece bir n € N i¢in n-dikligi koruyan operatdrleridir. Yani
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3= {T :TeL,(E,F) veenazbirneN igin T, n-dikligi koruyan operatér}
fspat

Sel, alalim. O zaman 4 € R” ve n € Nolmak iizere

sI= 3411
’dir. Teorem 2.4’°e gore her i =1,...,n icin
S|<|T| ve =8, +..+8,

olacak  bigimde  S,,...S, €L, (E,F) elemanlar1 vardir. 7’ler lattice

homomorfizmasi oldugundan pozitif ve dikligi koruyan operatdrlerdir. |x|/\| y| =0

iken
0< |Sl.x| A |Sl.y| < |Zx| A |]:y| =0

oldugundan i=1,..,n i¢in §, dikligi koruyandir. Bu durumda S=S +..+§, n-

disjointtir. Boylece IL, c 3’dir. Se€3 alalim. Bu durumda S n-dikligi koruyan

operator ve S, dikligi koruyan operator olmak iizere S = z S, dir. Bu durumda

i=1

<2 Is|

i=1

i=1

olur ki burada |S,-| operatdrii lattice homomorfizmasi oldugu i¢in Se€/, olur

Boylece I/ P “dir.
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Sonug olarak I=17, elde edilir.

4.2. n-Aralik Koruyan Operatorler
4.3. Tanim

E ve F Riesz uzaylar1 ve T:E — F operator olsun. Eger 1<i<n olmak {izere

T = ZTI. olacak sekilde T : E — F aralik koruyan operatorleri varsa T ’ye n-aralik

i=1

koruyan operator denir.
4.4. Tanim

E ve F Riesz uzaylari, F' Dedekind tam ve 7 : E — F sira sinirlt operatdr olmak

lizere |T | modiilii aralik koruyan operatdr ise 7' ’ye Maharam operatorii denir.

4.5. Tanim

E ve F Riesz uzaylari, FF Dedekind tam ve 7:E — F operatdr olsun. Eger
1<i<n olmak lizere T = ZTI. olacak sekilde ve 7, : E — F' Maharam operatorleri
i=1

varsa T ’ye n-Maharam operatorii denir.

E ve F Riesz uzaylari, 7,: E — F lattice homomorfizmasi olmak lizere; 7 = ZZ
i=1

operatdriinii n-lattice homomorfizmasi olarak adlandiracagiz. T : E — F pozitif ve n-

dikligi koruyan operatoriiniin n-lattice homomorfizmasi olacagi agiktir.
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4.3. Adjoint Operatorii ile n-Dikligi Koruyan ve n-Arallk Koruyan
Operatorler Arasindaki fliskiler

E Riesz uzay1 ise 0 zaman E~ = { f|f+E— R sira sinirh operatér} sira duali de

Riesz uzayidir. Buradan E~ {izerindeki biitiin sira sinirli lineer fonksiyonelleri

diisiinebiliriz.
4.6. Tanim

Her bir x € E i¢in E~ iizerindeki sira sinirh lineer x fonksiyoneli, her f € £~ igin;
ET R, f o3 =f(x)=x"

olarak tammlanir. f >0 olacak sekilde f e E~ alalm. x>0 iken f(x)=X%(/)>0

oldugundan x pozitiftir .

E ’nin ikinci sira duali E~ bigiminde gosterilir ve E = (E B )N olarak tanimlanir.

Ayni zamanda E~ i¢inde f 4 0 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her x € E* i¢in
f, (x)»LO olmasidir. Bunun sonucu olarak, E~ iizerindeki her x elemani, sira

stirekli lineer fonksiyonel tanimlar. Buradan

o:E—>E", x—)o(x):fc

pozitif lineer operatorii tanimlanabilir. Bu operatére gémme operatorii denir.
Sonuc

E~, E’nin noktalarini ayiran sira duali ise gdmme operatorii birebirdir.
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fspat

x,yeE, feE veo(x)=0c(y) olsun. Bu durumda %=J olur ki bdylece her

feE icin
H)=3(N)= S (x)=71(»)

olur. Buradan f (x— y) =0’dir feFE” veE , E’nin noktalarin ayiran sira duali

oldugundan x—y =0 olur. Sonu¢ olarak x =y esitliginden gémme operatorii

birebirdir.
4.5. Teorem

E Riesz uzay1 olmak lizere gdomme operatdrii lattice koruyan operatordiir.
fspat

xeE ve 0L f e E™ alalim.

o E—>E; x—)a(x)z;%

oldugu ve Teorem 2.10 kullanilarak,

(O'(x))+f:(fc)+f:sup{)2(g):geE” VGOSgSf}
:sup{g(x):geE~ VeOSgSf}
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elde edilir ve Teorem 3.1 geregi gdmme operatorii lattice homomorfizmdir.

E Riesz uzay1 ve 4, E™’nin bir ideali olsun. Bu durumda her xe€ £ i¢in x|,
kisitlamas1 sira siirekli lineer fonksiyonel tanimlar. Boylece E’den A4 igine

x = o (x)=X gébmme operatdrii vardir dyleki her f € 4 igin

“dir. Yukaridaki teoremden goriiriiz ki; £’den A igine bir gdbmme operatdriiniin,

lattice koruyan ve birebir olmasi icin gerekli ve yeterli kosul A’nin E ’nin

noktalarini ayiran olmasidir.
4.6. Teorem

E ve F Riesz uzaylar1 T: E — F operator olsun. 7' n-aralik koruyan operator ise

T~ n-lattice (Riesz) homomorfizmasidir.

jspat

T operatorii n-aralik koruyan oldugundan 7 = ZTi olacak sekilde T : E — F aralik

i=1
koruyan operatorleri vardir. 7, aralik koruyan operatdr oldugundan Teorem 3.7

geregince 7, : F~ — E~ operatorii lattice homomorfizmasidir. 7 = Z]: ve adjoint
i=1

operatoriiniin lineerliginden 7~ =Z]f elde edilir. 7, lattice homomorfizmasi

i=1

oldugundan 7~ n-lattice homomorfizmasi olur.
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4.7. Teorem

E ve F Riesz uzaylari, F =F~ ve F~, F’nin noktalarin1 ayiran sira duali olmak
tizere T:E — F operatoriiniin n-lattice homomorfizmasi olmasi icin gerekli ve

yeterli kosul 77 : F~ — E~ operatdriiniin n-aralik koruyan olmasidir.

jspat

(=) T:E—F n-lattice homomorfizmasi olsun. Bu durumda 7=)'T olacak
i=1

sekilde (1<i<n) T:E—F lattice homomorfizmalari mevcuttur. F~, F ’nin

noktalarin1 ayiran sira duali oldugu i¢in Teorem 3.8 geregince 7, : F~ — E~

(léi Sn) aralik koruyan operatdrleri mevcuttur. Boylece 7~ =ZYT , n- aralik
i=1

koruyan operator olur.

(<) T":F — E n-aralik koruyan operatér olsun. Bu durumda 7~ =)' S, olacak

i=1

sekilde S,:F~ —> E~ aralk koruyan operatorleri vardir. T;’ler lattice

homomorfizmasi olmak iizere 7 = 217 esitligini artyoruz. S;: F~ — E~ (i = 1,...,n)
i=1

aralilk  koruyan operatorler ise Teorem 3.7°den S :E~ — F lattice

homomorfizmalaridir.

S7|,=T diyelim. 7,=S|,:E—>F~ lattice homomorfizmasidir. Once her

i=l..,n i¢in T(E)cF oldugunu gosterelim. 7 =)S oldugundan
i=1

0<S, <Tdir. Buradan 0< S <7 elde edilir. Her xe E ve ge F~ i¢in



98

()(8) <7 (")(g)=x"(Tg) =T (g)(x) = g(Tx) =(T) (g)

olur. (Tx)” eF ve F, F~ iginde ideal oldugundan S (x")eF olur. T~ :iSi

i=1

oldugundan 7~ = ZS; ’dir. Her x € E igin

i=1

olmasive 77 |,=T olmasi1 goz oniine alinirsa 7 = Z]} elde edilir.

i=1
L,={T|T:E—F, TeL,(E,F) ve T aralik koruyan operatdr |

diyelim. Bu durumda L, (E,F) c L, (E,F) oldugu agiktir.

I, :{T:|T|szn‘/1,. 7] =Zn:/1,.T,.; A eR, neN, T eL;(E,F)}’dir.
i=1 i=1

L

4.8. Teorem

E ve F Riesz uzaylari, F' Dedekind tam Riesz uzay1r £~, E ’nin noktalarini ayiran
sira duali ve £, E~ icinde ideal (EN =E; ) olmak iizere; &, L, (E,F) iginde aralik
koruyan operatdrlerin iirettigi ideal olsun. Bu durumda, ¢ 'nin elemanlar1 n € N i¢in

n- Maharam operatorlerdir. Yani

§={T:TeL,(E,F) veenazbirneN igin T n-Maharam operatorii }
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fspat

T e, alalim. Bu durumda 7; aralik koruyan operatdr olmak tizere 0 < |T | < Zil];
b i=1

olur ki Teorem 2.4°den T =S5, +..+S, ve her i=1,..,n igin 0<|S|<AT, olacak
bigimde 4 eR", S,,...,S, € L, (E,F) elemanlar vardir. Burada 7, operatérii aralik
koruyan oldugundan A7, operatdrleri de aralik koruyandir. Bu yiizden secilen S, ’leri

1

0<S§, <T, olarak alabiliriz. Simdi bu S, lerin aralik koruyan oldugunu gorelim.

0<S§,<T oldugunda 0<S§; <7 ve Teorem 3.7 geregi T, aralik koruyan operator
iken 7, lattice homomorfizmasidir. Boylece S, lattice homomorfizmasi ve Teorem
3.8’den S, aralik koruyan operatordiir. S;” aralik koruyan operator iken S, ’nin
aralik koruyan operatér oldugunu gorelim. Bunun i¢in 0<y<Sx iken y=5(u)

olacak bicimde 0 <u <x elemaninin varligin1 géstermemiz yeterlidir.

0<y<Sx olsun. Bu durumda 0< )" < (Sl.x)” =87 (x") olur ki gémme operatdrii
pozitif oldugundan sira koruyandir. Bu esitligi Teorem 4.7 nin ispatinda bulmustuk.
ST:ET —F arahk koruyan ise 0<)"<S§7(x") iken S7(G)=)" ve
0<G<x" olacak bigcimde GeFE vardir. u"=G olacak sekilde 0<u<x

elemanim artyoruz.

E, E iginde ideal oldugundan 0<G<x" iken GeE olur ve u"=G olacak

bi¢imde u € E vardir. Buradan 0<u" <x" ve gomme operatorii izomorf oldugu igin

0<u<x olur. Bdylece S, (u")= (Siu)” =" olur ki bdylece Su =y oldugundan

S, aralik koruyan operatordiir. Boylece T = sz operatorii n-aralik koruyan oldugu

i=1

i¢in 1, < o ’drr.
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T €6 alalim. Bu durumda 7, n-Maharam operatoridiir ve |Tl| aralik koruyan

operatér olmak tizere T =i]} ’dir. Bu durumda |T |= Zn:Z
i=1

i=1

<>l ve i
i=1
operatdrii aralik koruyan oldugu i¢in 7€/, olur ki bdylece 6 </, dir. Sonug

olarak o = I, elde edilir.
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5. SONUC

Caligmamizda Riesz uzaylar arasinda n-aralik koruyan operatdrii tanimlanarak, n-
dikligi koruyan operatorlerle n-aralik koruyan operatorler arasindaki dual iliski
incelenmistir. iki Riesz uzay1 arasinda taniml1 7 operatdrii n-lattice homomorfizmasi
iken adjoint operatdriiniin n-aralik koruyan operatér olmasi icin gerekli ve yeterli
durumlar verilmistir. Ayrica E ve F Riesz uzaylart iken aralik koruyan
operatorlerin toplamlarinin hangi kosullar altinda, FE’den F’ye sira sirh
operatorler icinde aralik koruyan operatorler tarafindan {retilen ideale
genisleyebilecegi iizerinde calisilmigtir. Bunlara ek olarak F Dedekind tam Riesz

uzay! oldugunda 7},7,,..,7, E'den F’ye tamimlanan aralik koruyan operatorler

olmak iizere bu operatorlerin adjointlerinin toplaminin n-lattice homomorfizmasi

oldugu gosterilmistir.
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