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ÖZET 

 

Diferensiyel operatörlerin spektral teorisi gerek fen bilimleri gerek ise mühendislikte 

önemli bir yere sahiptir.  Bu operatörlerden biri de Sturm-Lioville operatörüdür. Sturm-

Liouville problemi ile ilgili direkt problem ve ters problem anlamında literatürde pek çok 

sonuç mevcuttur. Bununla birlikte problemdeki potansiyel fonksiyona farklı şartlar 

eklenerek ilginç ve literatüre katkı sağlayacak daha çok sonuç elde edilebilir. Bu çalışmada 

Sturm-Liouville denklemi ile birlikte ayrılabilir sınır şartları göz önüne alınmış ve 

özfonkisyonların sıfırları ( nodal noktalar) yardımıyla ters problemin çözümüne 

ulaşılmıştır.  Özellikle, Prüfer dönüşümü yardımıyla özdeğerler, nodal noktalar, nodal 

uzunluklar ve potansiyel fonksiyonlar için asimptotik formüller bulunmuştur. Bu 

çalışmadaki problem birden fazla potansiyel fonksiyonu kapsaması açısından önceki 

çalışmalardan farklı ve ilginç sonuçlar içermektedir. 

Anahtar Kelimeler: Ters nodal problem, Spektrum, Prüfer dönüşümü 
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SUMMARY 

Inverse Nodal Problem for Sturm-Liouville Operator with n-Potentials 

Spectral theory of differential operators has an important role in science and 

engineering. One of these operators is  Sturm-Lioville operator. There are many results in 

the literature regarding Sturm-Liouville problem both in terms of direct and inverse 

problems. However, by adding different conditions to the potential function in the 

problem, more interesting results that can contribute to the literature can be obtained. In 

this study, separable boundary conditions are taken into consideration with Sturm-

Liouville equation and the solution of the inverse problem is reached with the help of the 

zeros (nodal points) of the eigenfunctions. Especially, a formula for eigenvalues, nodal 

points, nodal lengths and potential functions has been found with the help of the Prüfer 

transformation. We can say that the problem in this study includes different and interesting 

results from the previous studies in terms of covering more than one potential function. 

Key Words: Inverse nodal problem, Spectrum, Prüfer transformation 
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SEMBOLLER LİSTESİ 

 

𝐿2[𝑎, 𝑏] : [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı karesel integrallenebilir fonksiyonlar uzayı 

𝐶[𝑎, 𝑏]  : [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli, reel veya kompleks değerli fonksiyonlar uzayı 

𝑊2
1(Ω)  : Sobolev Uzayı 

𝐿           : Sturm-Liouville operatörü 

𝑦𝑛(𝑥)    : 𝑛. özdeğere karşılık gelen 𝑛. özfonksiyon 

𝑥𝑖
(𝑛)

     : 𝑖.  nodal nokta 

𝑂          : Sınırlı değerler 

𝑜           : Sonsuz küçük değerler 

𝑤(𝑥)     : Ağırlık fonksiyonu 

𝜆𝑛         : 𝑛. özdeğer 

ℓ𝑖
(𝑛)

       : 𝑖. nodal uzunluk 

𝑞(𝑥)         : Sturm-Liouville operatörü için potansiyel fonksiyon 

 

 



 
 

1. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Tanım 1.1 (İç çarpım uzayı) [4] 

Bir iç çarpım uzayı (veya ön Hilbert uzayı) üzerinde bir iç çarpım tanımlanmış bir X 

vektör uzayıdır. Bir Hilbert uzayı ise üzerinde tanımlanmış metriğe göre tam olan iç 

çarpım uzayıdır. Burada, ifade edilen iç çarpım XxX ‘den X’ in her 𝑥 ve 𝑦 vektör çifti, 𝑥 ve 

𝑦’ in vektörel çarpımı olarak ifade edilen ve < 𝑥, 𝑦 > ile gösterilen ve her 𝑥, 𝑦, 𝑧  vektörleri 

ve 𝛼 skaleri için aşağıdaki özellikleri gerçekleyen bir skalerle eşlenmektedir. 

i) < 𝑥 + 𝑦, 𝑧 >=< 𝑥, 𝑧 > +< 𝑦, 𝑧 > 

ii) < 𝛼𝑥, 𝑦 >= 𝛼 < 𝑥, 𝑦 > 

iii) < 𝑥, 𝑦 >=< 𝑦, 𝑥̅̅ ̅̅̅ > 

iv) < 𝑥, 𝑥 >≥ 0 , < 𝑥, 𝑥 >= 0 ⇔ 𝑥 = 0 

Tanım 1.2 ( Hilbert Uzayı) [4] 

x,y,z,….  elemanlarının bir cümlesi H olsun. Aşağıdaki şartları sağlayan H uzayına 

bir soyut Hilbert uzayı denir. 

a)  H bir lineer uzaydır. 

b) H uzayındaki her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻  eleman çiftine bu elemanların iç çarpımı denilen, 

aşağıdaki aksiyomları sağlayan < 𝑥, 𝑦 >  ile gösterilen bir reel sayı karşılık gelir. 

i) < 𝑥, 𝑦 >=< 𝑦, 𝑥 > 

ii) < 𝑥 + 𝑧, 𝑦 >=< 𝑥, 𝑦 > +< 𝑧, 𝑦 > 

iii) < 𝜆𝑥, 𝑦 >= 𝜆 < 𝑥, 𝑦 >, (∀𝜆 ∈ ℝ 𝑖ç𝑖𝑛) 

iv) 𝑥 ≠ 0 için < 𝑥, 𝑥 >> 0 

c) 𝜌(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ ile verilen metriğe göre H uzayı tamdır. 

d) H uzayı sonsuz boyutludur. 

Eğer, sadece a, b ve c şartları sağlanıyorsa, H uzayına üniter Hilbert uzayı denir. 

Tanım 1.3  (𝑳𝟐[𝒂, 𝒃] uzayı) [4] 

[𝑎, 𝑏]  aralığında tanımlı karesel integrallenebilen, ölçülebilir, kompleks değerli 

𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥), …  fonksiyonlarının oluşturduğu uzaya 𝐿2[𝑎, 𝑏] uzayı denir. 𝐿2[𝑎, 𝑏] uzayı 

∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2[𝑎, 𝑏] için 

𝑑: 𝐿2[𝑎, 𝑏]x𝐿2[𝑎, 𝑏] → ℝ+ olmak üzere 
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𝑑(𝑓, 𝑔) = (∫ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|2
𝑏

𝑎

𝑑𝑥)

1
2

 

metriği ile bir metrik uzay; 

‖. ‖: 𝐿2[𝑎, 𝑏] → ℝ, 

‖𝑓‖ = (∫ |𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1
2

 

normu ile bir normlu uzaydır. Bu uzayda iç çarpım, 

< 𝑓, 𝑔 >= ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

biçiminde ifade edilir. 𝐿2[𝑎, 𝑏]  uzayı bir Hilbert uzayıdır. 

Tanım 1.4 (𝑪[𝒂, 𝒃] uzayı) [4] [𝑎, 𝑏]  aralığında tanımlı sürekli, reel veya kompleks 

değerli tüm fonksiyonların oluşturduğu uzaya C[𝑎, 𝑏] uzayı denir.  Bu uzay 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] 

ve 

𝑑: 𝐶[𝑎, 𝑏]x𝐶[𝑎, 𝑏] → ℝ+  olmak üzere 

𝑑(𝑓, 𝑔) = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)| 

metriğiyle bir metrik uzay; ‖. ‖: 𝐶[𝑎, 𝑏] → ℝ olmak üzere 

‖𝑓‖ = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓(𝑥)| 

normuyla bir normlu uzay olur. Bu uzayda iç çarpım 

< 𝑓, 𝑔 >= ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

olarak ifade edilir. 

‖𝑓‖ = (∫ |𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1
2

 

normuyla tam olmayan bu uzay Hilbert uzayı değildir. 

Tanım 1.5 (Sobolev uzayı) [4]  Sobolev uzayları eliptik diferensiyel denklemleri 

incelemek amacıyla Rus matematikçi Sergei Lvovich Sobolev tarafından 1930 lu yıllarda 

ifade edilmiştir. Sobolev uzayı önemli bir Hilbert uzayıdır. 

Kabul edelim ki Ω,  ℝ𝑛 uzayında sınırlı bir bölge ve 𝐿2(Ω) uzayı bir Lebesgue uzayı 

olsun. 𝑊1,2(Ω) Sobolev uzayı, 𝑢 ∈ 𝐿2(Ω) ve 
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
∈ 𝐿2(Ω) şartını sağlayan tüm u 

fonksiyonlarının uzayıdır. Buradaki 1, mertebesi bir olan kısmi türevlerin 𝐿2(Ω)  uzayına 
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ait olması gerektiğini göstermektedir. 2 ise, 𝐿2(Ω) uzayına ait olma koşulundaki integralin 

kuvvetini ifade etmektedir. 𝑊1,2(Ω) ve 𝐿2(Ω) uzayları arasında 𝑊1,2(Ω) ⊂ 𝐿2(Ω) 

biçiminde bir ilişki vardır. 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑊1,2(Ω) olmak üzere 𝑊1,2(Ω) sobolev uzayındaki iç 

çarpım 

< 𝑓, 𝑔 >= ∫ 𝑓. 𝑔𝑑𝑥 + ∫ 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓. 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑔𝑑𝑥
ΩΩ

 

veya 

< 𝑓, 𝑔 >= ∫ 𝑓. 𝑔̅
Ω

𝑑𝑥 + ∫ ∆𝑓. ∆𝑔𝑑𝑥
Ω

 

biçiminde tanımlanır. Bu uzayda norm 

‖𝑓‖ = (∫ 𝑓2𝑑𝑥 + ∫ |𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓|2

ΩΩ

𝑑𝑥)

1
2

 

olarak ifade edilir. Sobolev uzayına W-uzayları olarak da adlandırılır. 

Örnek 1.1 (Sobolev uzayıyla ilgili bir örnek) [4] 

Farz edelim ki, Ω bölgesi  𝑌 = [0,2𝜋]2 karesi olsun ve 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = sin 𝑥1 + cos 𝑥2 

olsun. Bu durumda 
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
= cos 𝑥1 ve 

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
= − sin 𝑥2 olmak üzere 

∫ |𝑓|2

𝑌

𝑑𝑥 = ∫ |sin 𝑥1 + cos 𝑥2|2

𝑌

𝑑𝑥 ≤ ∫ |1 + 1|2𝑑𝑥 = ∫ 4𝑑𝑥 = 4|𝑌|
𝑌𝑌

< ∞, 

∫ |
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
|

2

𝑑𝑥 = ∫ |𝑐𝑜𝑠 𝑥1|2

𝑌𝑌

𝑑𝑥 ≤ ∫ |1|2

𝑌

𝑑𝑥 = 𝑌 < ∞, 

∫ |
𝜕𝑓

𝜕𝑥2
|

2

𝑑𝑥 = ∫ |− sin 𝑥2|2𝑑𝑥 ≤ ∫ |1|2𝑑𝑥 = |𝑌| < ∞
𝑌𝑌𝑌

 

olur. Böylece, 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑌),   
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
∈ 𝐿2(𝑌) ve 

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
∈ 𝐿2(𝑌) olur. Buradan,  𝑓 ∈ 𝑊1,2(𝑌) elde 

edilir. 

Teorem 1.1 (İntegral için ortalama değer teoremi) [4] 

𝑓, [𝑎, 𝑏]  aralığında tanımlı ve sürekli ise 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) olacak biçimde en az bir c vardır. 

Öyle ki, 

𝑓(𝑐) =
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

. 
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Tanım 1.6 (Özdeğer- özfonksiyon) [26]    L lineer bir operatör ve 𝑦 ≠ 0 olmak 

üzere 𝐿𝑦 = 𝜆𝑦  oluyorsa 𝑦 fonksiyonuna L operatörünün özfonksiyonu (yada özvektörü), λ 

ya ise L operatörünün bir özdeğeri denir. 

Tanım 1.7 (Sturm-Liouville operatörü) [26]   Kuantum mekaniğinin yanı sıra 

klasik fizikteki birçok özdeğer problemi,  (𝑎, 𝑏) aralığında 

    
𝑎1𝑦(𝑎) + 𝑎2𝑦′(𝑎) = 0,

𝑏1𝑦(𝑏) + 𝑏2𝑦′(𝑏) = 0
                (1.1) 

sınır şartlarını sağlayan 

   [𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥)]′ + [𝜆𝜌(𝑥) − 𝑞(𝑥)]𝑦(𝑥) = 0            (1.2) 

diferensiyel denklem sınıfına uygundur. Burada, 𝑝, 𝑞 ve 𝜌 fonksiyonları [𝑎, 𝑏] aralığında 

tanımlı sürekli fonksiyonlardır. 𝜌 fonksiyonuna ağırlık fonksiyonu adı verilir. 

Uygulamalarda sık sık kullanılan temel operatörlerden birisi de 

𝐿 = −
𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑞(𝑥) 

şeklindeki Sturm-Liouville operatörüdür. Denklemdeki 𝑞 fonksiyonu reel ve [𝑎, 𝑏] 

aralığında süreklidir. L operatörü için en önemli sınır şartları 𝛼, 𝛽 ∈ [0, 𝜋] olmak üzere 

genelde aşağıdaki gibi ifade edilir. 

         
𝑦(𝑎) cos 𝛼 + 𝑦′(𝑎) sin 𝛼 = 0,

𝑦(𝑏) cos 𝛽 + 𝑦′(𝑏) sin 𝛽 = 0.
                                         (1.3) 

Bu sınır şartlarına ayrık sınır şartları adı verilir. 

              −
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝜆𝑦                                               (1.4) 

denklemini dikkate alalım. Bu denklem (1.2) denkleminin 𝑝(𝑥) = 𝜌(𝑥) = 1 özel 

durumudur. (1.3)-(1.4) sınır değer problemi literatürde Sturm-Liouville sınır değer 

problemi olarak bilinir. (1.3) sınır şartı sin 𝛼 ≠ 0  ve sin 𝛽 ≠ 0 olmak şartıyla 

𝑦(𝑎) cot 𝛼 + 𝑦′(𝑎) = 0, 

𝑦(𝑏) cot 𝛽 + 𝑦′ (𝑏) = 0 

şeklinde de ifade edilir. Burada, cot 𝛼 = −ℎ ve cot 𝛽 = 𝐻 olarak adlandırılırsa 

𝑦′(𝑎) − ℎ𝑦(𝑎) = 0, 

𝑦′(𝑏) + 𝐻𝑦(𝑏) = 0 

sınır şartları oluşur. Bu sınır şartlarına ayrılabilir sınır şartları denir. Burada H ve h keyfi 

sabitlerdir. 

𝑝, 𝑞 ve 𝜌 fonksiyonları ℝ üzerinde tanımlı hepsi periyodik fonksiyonlar ise (1.2) 

denklemine 
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𝑦(𝑎) = 𝑦(𝑏) 𝑦′(𝑎) = 𝑦′(𝑏) 

periyodik sınır şartları ve 

𝑦(𝑎) = −𝑦(𝑏) 𝑦′(𝑎) = −𝑦′(𝑏) 

anti periyodik sınır şartlarıyla Sturm-Liouville periyodik (yada anti periyodik) sınır değer 

problemi adı verilir. Bu koşullarla birlikte (1.4) denklemine Hill denklemi adı verilir. (1.2) 

denkleminde özel olarak 𝑝 = 1, 𝑞 = 0 alınırsa elde edilen  

−𝑦′′ = 𝜆𝜌(𝑥)𝑦 

denkleme string denklemi adı verilir. [7, 22, 23] 

Tanım 1.8 (Operatör) [26]  Tanım ve değer cümlesi vektörlerden oluşan 

dönüşümlere operatör adı verilir. 

Tanım 1.9 (Nodal nokta cümlesi) [23]  (1.1)-(1.2)  probleminin özdeğer 

probleminin nodal nokta bilgisi 𝑦𝑛(𝑥) özfonksiyonlarının kökleri olan 

{𝑥𝑗
(𝑛)

},   𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1, 𝑛 ≥ 2 

cümlesidir. {𝑥𝑗
(𝑛)

}  cümlesi, (1.1) ve (1.2) problemindeki 𝑝, 𝑞  fonksiyonlarına ve sınır 

şartlarındaki sabitlere bağlıdır. 

ℓ𝑗
𝑛 = 𝑥𝑗+1

(𝑛)
− 𝑥𝑗

(𝑛)
 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1, 𝑛 ≥ 2 

biçiminde ifade edilen değere de nodal uzunluk adı verilir. 

Tanım 1.10 (Adjoint operatör) [4]    X bir Hilbert uzayı, 𝐵(𝑋) ise X üzerinde 

tanımlı tüm lineer sınırlı operatörlerin uzayı olsun. 𝑇 ∈ 𝐵(𝑋) olmak şartıyla 𝑇∗ ile ifade 

edilen T operatörünün adjointi; ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için < 𝑇𝑥, 𝑦 >=< 𝑥, 𝑇∗𝑦 >  eşitliğini sağlayan 

𝐵(𝑋) uzayının tek bir elemanıdır. 

Tanım 1.11 (Self-Adjoint Operatör) [4]  𝑇 ∈ 𝐵(𝑋) olmak üzere 𝑇 = 𝑇∗ şartını 

sağlayan T operatörüne self-adjoint yada hermityen operatör adı verilir. 

Tanım 1.12 (Büyük O Notasyonu)    1892 yılında Alman matematikçi Bachmann, 

”Analytische Zahlentheorie” adlı kitabında fonksiyonların asimptotik davranışlarını 

karakterize etmek amacıyla yeni bir notasyon tanımlanmıştır. [17, 28, 34] 

Her 𝑛 ≥ 0 tam sayısı için 𝑓(𝑛) ≥ 0 bir fonksiyon olsun. Her  𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝑓(𝑛) ≤

𝐶𝑔(𝑛) olacak biçimde bir 𝑛0 tamsayısı ve 𝐶 > 0 sabiti varsa “𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛)) dir” denir. 
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 Büyük O notasyonunun birkaç matematiksel özelliği aşağıdaki gibidir. 

𝑎)  𝑓1(𝑛) = 𝑂(𝑔1(𝑛)) ve 𝑓2(𝑛) = 𝑂(𝑔2(𝑛)) olsun. 

i)   𝑓1(𝑛) + 𝑓2(𝑛) = 𝑂(𝑚𝑎𝑥{𝑔1(𝑛), 𝑔2(𝑛)}) 

ii)   𝑂(𝑓1(𝑛)). 𝑂(𝑓2(𝑛)) = 𝑂(𝑓1(𝑛). 𝑓2(𝑛)) 

iii)     𝑘 ≠ 0, 𝑂(𝑘𝑓1(𝑛)) = 𝑂(𝑓1(𝑛)) 

iv)   𝑂(𝑘 + 𝑓1(𝑛)) =  𝑂(𝑓1(𝑛)) 

v)     𝑓1(𝑛) × 𝑓2(𝑛) = 𝑂(𝑔1(𝑛) × 𝑔2(𝑛)) 

b)  𝑓1(𝑛) ve 𝑓2(𝑛) fonksiyonları her 𝑛 ≥ 0 tam sayısı için pozitif tanımlı 

fonksiyonlar ve 𝑓(𝑛) = 𝑓1(𝑛) + 𝑓2(𝑛) ve 𝐿 ≥ 0 olmak üzere lim
𝑛→∞

𝑓2(𝑛)

𝑓1(𝑛)
=𝐿  olsun. Bu 

durumda; 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑓1(𝑛)) biçimindedir. 

c)  𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛)) ve 𝑔(𝑛) = 𝑂(ℎ(𝑛)) ise 𝑓(𝑛) = 𝑂(ℎ(𝑛)) biçimindedir. 

d)  𝑓(𝑛) ve 𝑔(𝑛) sonlu bir aralık üzerinde integrallenebilir fonksiyonlar ve 𝑛 ≥ 𝑛0 

için 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛)) olmak üzere  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑂 (∫ |𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 
𝑛

𝑛0

) ,
𝑛

𝑛0

    𝑛 ≥ 𝑛0 

biçimindedir. 

e) 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑘 olmak üzere 𝑓𝑖(𝑛) = 𝑂(𝑔𝑖(𝑛)) olduğunu varsayalım. O halde 

∑ 𝑓𝑖

𝑘

𝑖=1

(𝑛) = 𝑂 (∑|𝑔𝑖(𝑛)|

𝑘

𝑖=1

) 

biçimindedir. 

f)  Verilen bir 𝑔 fonksiyonu için 

i)   
1

1 + 𝑂(𝑔(𝑛))
= 1 + 𝑂(𝑔(𝑛)) 

ii)  log[1 + 𝑂(𝑔(𝑛))] = 𝑂(𝑔(𝑛)) 

iii) 𝑒𝑥𝑝 [(𝑂(𝑔(𝑛))] = 1 + 𝑂(𝑔(𝑛)) 

biçimindedir. 

Tanım 1.13 (Küçük o notasyonu) 𝑓(𝑛) ∈ 𝑜(𝑔(𝑛)) olması için gerek ve yeter şart 

lim
𝑛→𝑛𝑜

𝑓(𝑛)

𝑔(𝑛)
= 0 

olmasıdır. Bu asimptotik olarak yok sayılabilir anlamına da gelir. 

"𝑓(𝑛),   𝑔(𝑛)′𝑖𝑛 𝑘üçü𝑘 𝑜 𝑠𝑢𝑑𝑢𝑟" diye okunur. Sezgisel olarak açıklaması şudur. 𝑛 → 𝑛0 
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iken 𝑔(𝑛), 𝑓(𝑛) işleminden çok daha hızlı büyür. Küçük o notasyonu için bazı özellikler 

aşağıdaki gibidir [17, 28, 34].     

i)  𝑜(𝑓) + 𝑜(𝑓) ∈ 𝑜(𝑓) 

ii)  𝑜(𝑓). 𝑜(𝑔) ∈ 𝑜(𝑓𝑔) 

iii)  𝑜(𝑜(𝑓)) ∈ 𝑜(𝑓) 

iv)  𝑜(𝑓) ∈ 𝑜(𝑓) 

Örnek 1.2   𝑓(𝑛) = 8𝑛 + 128 fonksiyonu verilsin. ∀𝑛 ≥ 0 için 𝑓(𝑛) fonksiyonunun 

negatif olmadığı bellidir.𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑛2) olduğunu gösterelim. 

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑛2)  olması için gerek ve yeter  şart ∀𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝑓(𝑛) ≤ 𝐶. 𝑔(𝑛) olacak 

biçimde bir 𝑛0 tam sayısı ve 𝐶 > 0  sabitinin var olmasıdır. C sabiti mevcut olduğu 

takdirde onun ne olduğu önemli değildir. Örneğin C=1 halinde 

𝑓(𝑛) ≤ 𝐶𝑛2 ⇒ 𝑓(𝑛) ≤ 𝑛2 

8𝑛 + 128 ≤ 𝑛2 

𝑛2 − 8𝑛 − 128 ≥ 0 

(𝑛 − 16)(𝑛 + 8) ≥ 0 

olur. ∀𝑛 ≥ 0 için (𝑛 + 8) > 0 olduğundan, (𝑛 − 16) ≥ 0 olduğu sonucu çıkar. Yani 𝑛0 =

16   dır. Bu nedenle 𝐶 = 1 için 𝑛0 = 16 ve ∀𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝑓(𝑛) ≤ 𝐶𝑛2 olur. Böylece, 

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑛2 )  dir. 𝑛 = 16 noktasının sağında 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑛2) dir. 𝑛 = 16 noktasının 

sağında 𝑔(𝑛) = 𝑛2 fonksiyonu 𝑓(𝑛) = 8𝑛 + 128 fonksiyonundan daha büyüktür. Elbette  

𝑛0 ve 𝐶 nin başka birçok değeri vardır. Örneğin  𝐶 = 2 halinde 𝑛0 = 10.2,  𝐶 = 4 halinde 

𝑛0 = 6.7 elde edilir [17, 28, 34]. 

Örnek 1.3  𝑥 → 0  iken 𝑥 − sin 𝑥 = 𝑜(𝑥) elde edilir. Gerçekten 

lim
𝑥→0

𝑥 − sin 𝑥

𝑥
= 0 

biçimindedir. Küçük o notasyonunun tanımı gereği 𝑥 − sin 𝑥 = 𝑜(𝑥)  olarak elde edilir 

[17, 28, 34]. 

Tanım 1.14 (Taylor Serisi) [3, 28] 𝑓(𝑥) fonksiyonu, 𝑥0 noktası ve civarında 

(𝑛 + 1).  mertebeden türeve sahipse,  

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) +
𝑓′(𝑥0)

1!
(𝑥 − 𝑥0) +

𝑓′′(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯ +

𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛 

serisine Taylor serisi adı verilir. 

Eğer 𝑓  fonksiyonu sonsuz mertebeden türeve sahipse 
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𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑥0)𝑛 

olur. 

Örnek 1.4 [28]   𝑓(𝑥) = 𝑒3𝑥  fonksiyonunu 𝑥 = 1 noktası civarında Taylor serisine 

açalım. 

𝑓′(𝑥) = 3𝑒3𝑥 ,   𝑓′′(𝑥) = 32𝑒3𝑥 , … , 𝑓(𝑛)(𝑥) = 3𝑛𝑒3𝑥 

olup  𝑓(𝑥) = 𝑒3𝑥 fonksiyonunun 𝑥 = 1 noktasındaki Taylor serisi 

1 + 3𝑒3(𝑥 − 1) +
32𝑒3

2!
(𝑥 − 1)2 +

33𝑒3

3!
(𝑥 − 1)3 + ⋯ +

3𝑛𝑒3

𝑛!
(𝑥 − 1)𝑛 + ⋯ 

= ∑
3𝑛𝑒3

𝑛!

∞

𝑛=0

(𝑥 − 1)𝑛 

Tanım 1.15  [4]    {∅𝑛(𝑥), 𝑛 = 0,1,2, … } fonksiyonlar cümlesi sonsuz yada sonlu bir 

[𝑎, 𝑏]  aralığında parçalı sürekli olsun. ∀𝑚 ≠ 𝑛 için 

(∅𝑚, ∅𝑛) = ∫ 𝜔(𝑥)
𝑏

𝑎

∅𝑚(𝑥)∅𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0   

ve  her 𝑛 için 

∫ 𝜔(𝑥)
𝑏

𝑎

∅𝑛
2 (𝑥)𝑑𝑥 ≠ 0     

ise, {∅𝑛(𝑥), 𝑛 = 0,1,2,3, … }  cümlesine  [𝑎, 𝑏] aralığında negatif olmayan 𝜔(𝑥) 

fonksiyonuna göre ortogonaldir denir. Böyle bir 𝜔(𝑥)  fonksiyonuna ağırlık fonksiyonu 

adı verilir. Burada 𝜔(𝑥) in [𝑎, 𝑏] aralığında en fazla sonlu sayıda sıfıra sahiptir ve 

∫ 𝜔(𝑥)
𝑏

𝑎

∅𝑛(𝑥)𝑑𝑥,     𝑛 = 0,1,2, … 

integrallerinin mevcut olduğunu kabul edelim. ∀𝑛 için  {∅𝑛(𝑥), 𝑛 = 0,1,2, … }  ortogonal 

cümlesine 

∫ 𝜔(𝑥)∅𝑛
2

𝑏

𝑎

(𝑥)𝑑𝑥 = 1     

ise [𝑎, 𝑏] aralığında 𝜔(𝑥) ağırlık fonksiyonuna göre ortonormal adı verilir. 

Tanım 1.16  [26] 

                                  (𝑝(𝑥)𝑦′)′ + 𝑞(𝑥)𝑦 + 𝜆𝑤(𝑥)𝑦 = 0                                         (1.5) 

denklemi ile 
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𝑎0𝑦(𝑎) + 𝑎1𝑦′(𝑎) = 0,

𝑏0𝑦(𝑏) + 𝑏1𝑦′(𝑏) = 0
                                                              (1.6) 

sınır şartlarından oluşan (1.5)-(1.6) problemine Sturm-Liouville problemi denir. (1.5) 

denkleminde λ bir parametredir; 𝑞, 𝑤 ∈ 𝐶(𝐼),   𝑝 ∈ 𝐶1(𝐼) ve ∀𝑥 ∈ 𝐼 = [𝑎, 𝑏] için 𝑝(𝑥) > 0,

𝑤(𝑥) > 0 dir. Bu özellikleri sağlayan (1.5)-(1.6) problemine bir regüler Sturm-Liouville  

problemi, aksi halde bu probleme singüler Sturm-Liouville problemi denir. Böyle bir 

problemde λ  özdeğerine karşılık gelen aşikar olmayan ∅𝜆(𝑥) çözümlerine ise 

özfonksiyonlar adı verilir.  

Örnek 1.5 

                                   𝑦′′ + 𝜆𝑦 = 0                                                      (1.7) 

                                            𝑦(0) = 𝑦(𝜋) = 0                                                   (1.8) 

probleminin özdeğer ile öz fonksiyonlarını bulunuz. 

Çözüm     𝜆 = 0  durumunda (1.7) denkleminin genel çözümü 

𝑦(𝑥) = 𝑐1 + 𝑐2𝑥 

dir. Bu çözüm (1.8)  sınır koşullarından 

𝑐1 = 𝑐2 = 0 

olması halinde sağlar. O halde,  𝑦(𝑥) ≡ 0 (1.7)-(1.8) probleminin tek çözümüdür. Bu 

nedenle λ=0, (1.7)-(1.8) problemi için bir  özdeğer olamaz. 

𝜆 = 𝜇2(𝜇 > 0)  olsun. Bu takdirde (1.7)’nin genel çözümü 

𝑦(𝑥) = 𝑐1 cos(𝜇𝑥) + 𝑐2 sin(𝜇𝑥) 

dir. (1.8) sınır şartları göz önüne alınırsa 𝑦(0) = 𝑐1 = 0 ve 𝑦(𝜋) = 𝑐2 sin(𝜇𝑥) = 0. 

Burada 𝑐2 ≠ 0 halinde, sin(𝜇𝜋) = 0 alınırsa 

𝜇 = 𝑛,         𝑛 = 1,2,3, … 

sonucuna ulaşılır. Dolayısıyla 

𝑦(𝑥) = 𝑐2 sin(𝑛𝑥) 

ise 

∅𝑛(𝑥) = sin(𝑛𝑥)      𝑛 = 1,2,3, … 

öz fonksiyonları bulunur. Bu takdirde denklemin özdeğerleri 

𝜆 = 𝑛2, 𝑛 = 1,2,3, … 

dir.  

Şimdi 𝜆 = −𝜇2(𝜇 > 0) halinde (1.7)’nin genel çözümü 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒−𝜇𝑥 + 𝑐2𝑒𝜇𝑥 
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dir.  (1.8) sınır koşulları göz önüne alınırsa 

𝑦(0) = 𝑐1 + 𝑐2 = 0, 

𝑦(𝜋) = 𝑐1𝑒−𝜇𝜋 + 𝑐2𝑒𝜇𝜋 = 0 

sistemi elde edilir. Bu sistemin katsayılar determinantı sıfırdan farklı olduğundan sadece 

𝑐1 = 𝑐2 = 0 aşikar çözümüne sahiptir. O halde 𝑦(𝑥) ≡ 0 çözümü elde edilir. Bu da bir öz 

fonksiyon olmaz. Böylece (1.7)-(1.8) probleminin negatif özdeğerleri yoktur. 

Teorem 1.2  [26]   𝜆𝑛 , 𝑛 = 1,2,3, …    regüler (1.5)-(1.6) Sturm–Liouville 

probleminin özdeğerleri ve ∅𝑛(𝑥) , 𝑛 = 1,2,3, … karşılık gelen öz fonksiyonları olsun. O 

halde {∅𝑛(𝑥), 𝑛 = 0,1,2, . . } cümlesi [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑤(𝑥) ağırlık fonksiyonuna göre 

ortogonaldir. 

Teorem 1.3 [26]  Regüler (1.5)-(1.6) Sturm-Liouville probleminin özdeğerlerin 

hepsi reeldir. 

Teorem 1.4 [9, 13, 14] Regüler  (1.5)-(1.6) Sturm-Liouville probleminin sonsuz 

sayıda 𝜆𝑛, 𝑛 = 1,2,3, … özdeğeri vardır. Bu özdeğerler 

lim
𝑛→∞

𝜆𝑛 = ∞ 

olmak üzere 

𝜆1 < 𝜆2 < 𝜆3 < ⋯ 

şeklinde monoton artan bir dizi elde edilir. Ayrıca, 𝜆𝑛 özdeğerlerine karşılık gelen ∅𝑛(𝑥) 

özfonksiyonları (𝑎, 𝑏) aralığında tam (n − 1) tane sıfıra sahiptir. 



 
 

2. DIRICHLET ŞARTLI TERS NODAL PROBLEM 

Ters spektral problemler 1929 yılında potansiyel fonksiyonun tek olarak bulunması 

ile başlayıp sonrasında bu fonksiyonun spektral parametreler yardımıyla bulunması ile 

ilgili pek çok sonuç sunulmuştur [1,2,15,24,25]. Ters nodal problemler ise ilk olarak 1988 

yılında literatüre girip özdeğer probleminden farklı olarak nodal nokta kümesi yardımıyla 

potansiyel fonksiyonun bulunması olarak ifade edilir. Sonraki yıllarda bu konu ile ilgili 

pek çok sonuç elde edilmiştir [5, 6, 21, 22, 23, 29, 32]. 

Çalışmanın bu kısmında aşağıda verilen problem için ters nodal problem ile ilgili 

bazı sonuçlar verilecektir.  Bu problem literatürde diferensiyel pencil problemi olarak 

bilinir [7, 9, 10, 11, 12, 16, 18, 19, 20, 30]. 

𝑛 > 1, 𝑞0(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝜋],  𝑞𝑘(𝑥) ∈ 𝐶1[0, 𝜋], (𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1) olmak üzere 

 −𝑦′′ + (𝑞0(𝑥) + 𝜆𝑞1(𝑥) + 𝜆2𝑞2(𝑥) + ⋯ + 𝜆𝑛−1𝑞𝑛−1(𝑥))𝑦 = 𝜆2𝑛𝑦,                  (2.1) 

                                            𝑦(0) = 𝑦(𝜋) = 0                                  (2.2) 

problemini göz önüne alalım. Bu kısımda hedeflenen sonuçlara ulaşmak için literatürde 

Prüfer dönüşümü olarak bilinen  

𝑦 = 𝑠(𝑥) sin(𝜆𝑛𝜃(𝑥)) ,

𝑦′ = 𝜆𝑛𝑠(𝑥) cos(𝜆𝑛𝜃(𝑥))
                                                    (2.3) 

dönüşümü gözönüne alınacaktır [11,12,30]. 

Prüfer dönüşümü dikkate alınırsa 

𝑦′

𝑦
= 𝜆𝑛 cot(𝜆𝑛𝜃(𝑥)) 

ve 

(
𝑦′

𝑦
)

′

= −
𝜆2𝑛𝜃′(𝑥)

𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑛𝜃(𝑥))
                                                 (2.4) 

olduğundan 

                       (
𝑦′

𝑦
)

′

=
𝑦′′𝑦−(𝑦′)

2

(𝑦)2
=

𝑦′′

𝑦
− (

𝑦′

𝑦
)

2

⇔
𝑦′′

𝑦
= (

𝑦′

𝑦
)

′

+ (
𝑦′

𝑦
)

2

                (2.5) 

elde edilir. Öte taraftan 

(
𝑦′

𝑦
)

2

= 𝜆2𝑛𝑐𝑜𝑡2(𝜆𝑛𝜃(𝑥))                                             (2.6) 

elde edilir. (2.4) ve (2.6), (2.5)’de yerine yazılırsa 
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−
𝑦′′

𝑦
=

𝜆2𝑛 (𝜃′(𝑥) − 𝑐𝑜𝑠2(𝜆𝑛𝜃(𝑥)))

𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑛𝜃(𝑥))
                                      (2.7) 

olur. (2.7) değeri (2.1)’ de yerine yazılırsa 

−
𝑦′′

𝑦
− 𝜆2𝑛 = −(𝑞0(𝑥) + 𝜆𝑞1(𝑥) + 𝜆2𝑞2(𝑥) + ⋯ + 𝜆𝑛−1𝑞𝑛−1(𝑥)) 

𝜆2𝑛(𝜃′(𝑥) − 1) = −(𝑞0(𝑥) + 𝜆𝑞1(𝑥) + ⋯ + 𝜆𝑛−1𝑞𝑛−1(𝑥))𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑛𝜃(𝑥)) 

𝜃′(𝑥) − 1 = −
(𝑞0(𝑥) + 𝜆𝑞1(𝑥) + ⋯ + 𝜆𝑛−1𝑞𝑛−1(𝑥))𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑛𝜃(𝑥))

𝜆2𝑛
 

olup, buradan 

𝜃′(𝑥) = 1 −
(𝑞0(𝑥) + 𝜆𝑞1(𝑥) + ⋯ + 𝜆𝑛−1𝑞𝑛−1(𝑥))

𝜆2𝑛
𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑛𝜃(𝑥))                (2.8) 

elde edilir. 

Teorem 2.1 [10] (2.1)-(2.2) probleminin özdeğerleri 

𝜆𝑘
𝑛 = 𝑘 + ∑

𝑘

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚𝜋

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚

𝜋

0

(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑂 (
𝑘

𝜆𝑘
2𝑛+1) 

şeklindedir. 

İspat: (2.1) ve (2.2) problemi için sınır şartları yardımıyla 𝜆 = 𝜆𝑘,   𝜃(0) = 0 ve 

𝜃(𝜋) =
𝑘𝜋

𝜆𝑘
𝑛 olmak üzere, (2.8) denkleminin [0, 𝜋] aralığında integrali alınırsa 

∫ 𝜃′
𝜋

0

(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ (1 −
(𝑞0(𝑥) + 𝜆𝑘𝑞1(𝑥) + ⋯ + 𝜆𝑘

𝑛−1𝑞𝑛−1(𝑥))𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥))

𝜆𝑘
2𝑛 )

𝜋

0

𝑑𝑥 

𝜃(𝜋) − 𝜃(0) = ∫ 𝑑𝑥
𝜋

0

− ∑
1

𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝜋

0

𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥))𝑑𝑥            (2.9) 

olup, (2.9) denkleminin sağ tarafına 

∑
1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝜋

0

𝑑𝑥 

terimi eklenip çıkarılırsa 

                                    
  𝑘𝜋

𝜆𝑘
𝑛 = 𝜋 − ∑

1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝜋

0

𝑑𝑥 

                                            + ∑
1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚

𝜋

0

(𝑥)[1 − 2𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥))]𝑑𝑥 
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elde edilir. Diğer taraftan 

1 − 2𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥)) = cos(2𝜆𝑘

𝑛𝜃(𝑥)) =
1

2𝜆𝑘
𝑛𝜃′(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
[sin(2𝜆𝑘

𝑛𝜃(𝑥))] 

olup bu ifade yukarıdaki denklemde yerine yazılırsa 

                                       
𝑘𝜋

𝜆𝑘
𝑛 = 𝜋 − ∑

1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝜋

0

𝑑𝑥 

                                             + ∑
1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫
𝑞𝑚(𝑥)

2𝜆𝑘
𝑛𝜃′(𝑥)

𝜋

0

𝑑

𝑑𝑥
[sin(2𝜆𝑘

𝑛𝜃(𝑥))]𝑑𝑥                  (2.10) 

elde edilir. Son denklemin sağ tarafında son n-tane integrale kısmi integrasyon uygulanırsa 

          ∫
𝑞0(𝑥)

2𝜆𝑘
𝑛𝜃′(𝑥)

𝜋

0

𝑑

𝑑𝑥
[sin(2𝜆𝑘

𝑛𝜃(𝑥))]𝑑𝑥 =
𝑞0(𝑥)

2𝜆𝑘
𝑛𝜃′(𝑥)

sin(2𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥))|

0

𝜋

 

                                                                            −
1

2𝜆𝑘
𝑛 ∫ sin(2𝜆𝑘

𝑛𝜃(𝑥))
𝑑

𝑑𝑥

𝜋

0

[
𝑞0(𝑥)

𝜃′(𝑥)
] 𝑑𝑥 

elde edilir. 𝜃(0) = 0 ve 𝜃(𝜋) =
𝑘𝜋

𝜆𝑘
𝑛  için sin(2𝜆𝑘

𝑛𝜃(𝑥)) = 0 olduğundan  

∫
𝑞0(𝑥)

2𝜆𝑘
𝑛𝜃′(𝑥)

𝜋

0

𝑑

𝑑𝑥
[sin(2𝜆𝑘

𝑛𝜃(𝑥))]𝑑𝑥 = 𝑂 (
1

𝜆𝑘
𝑛) 

elde edilir. Benzer şekilde diğer (n-1) tane integraller için 

∫
𝑞1(𝑥)

2𝜆𝑘
𝑛𝜃′(𝑥)

𝜋

0

𝑑

𝑑𝑥
[sin(2𝜆𝑘

𝑛𝜃(𝑥))]𝑑𝑥 = 𝑂 (
1

𝜆𝑘
𝑛), 

. 

. 

. 

∫
𝑞𝑛−1(𝑥)

2𝜆𝑘
𝑛𝜃′(𝑥)

𝜋

0

𝑑

𝑑𝑥
[sin(2𝜆𝑘

𝑛𝜃(𝑥))]𝑑𝑥 = 𝑂 (
1

𝜆𝑘
𝑛) 

bulunur. Bu değerler (2.10) denkleminde dikkate alınırsa yukarıdaki ifadeler 

1

2𝜆𝑘
2𝑛 𝑂 (

1

𝜆𝑘
𝑛) +

1

2𝜆𝑘
2𝑛−1 𝑂 (

1

𝜆𝑘
𝑛) + ⋯ +

1

2𝜆𝑘
𝑛+1 𝑂 (

1

𝜆𝑘
𝑛) = 𝑂 (

1

𝜆𝑘
2𝑛+1) 

olur. Sonuç olarak (2.10) eşitliğinde 

𝑘𝜋

𝜆𝑘
𝑛 = 𝜋 − ∑

1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚 ∫ 𝑞𝑚

𝜋

0

(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑂 (
1

𝜆𝑘
2𝑛+1)

𝑛−1

𝑚=0
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𝜆𝑘
𝑛 =

𝑘𝜋

𝜋 − ∑
1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚 ∫ 𝑞𝑚

𝜋

0
(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑂 (

1
𝜆𝑘

2𝑛+1)𝑛−1
𝑚=0

 

             =
𝑘𝜋

𝜋 (1 − ∑
1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚𝜋

𝑛−1
𝑚=0 ∫ 𝑞𝑚

𝜋

0
(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑂 (

1
𝜆𝑘

2𝑛+1))

 

elde edilir. 
1

1 ∓ 𝑂 (
1
𝑛)

= 1 + 𝑂 (
1

𝑛
) 

özelliğinden yararlanılarak 

𝜆𝑘
𝑛 = 𝑘 (1 + ∑

1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝜋

0

𝑑𝑥 + 𝑂 (
1

𝜆𝑘
2𝑛+1)), 

𝜆𝑘
𝑛 = 𝑘 + ∑

𝑘

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚𝜋

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚

𝜋

0

(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑂 (
𝑘

𝜆𝑘
2𝑛+1) 

elde edilir. 

Teorem 2.2  [10]  𝑛 → ∞ iken, (2.1)-(2.2) probleminin nodal noktaları 

𝑥𝑗
𝑘 =

𝑗𝜋

𝑘
+ ∑

1

2𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝑥𝑗

𝑘

0

𝑑𝑥 + 𝑂 (
1

𝑘2+
1
𝑛

) 

biçimindedir.  

Teorem 2.3  [10]  𝑛 → ∞ iken,  (2.1)-(2.2) probleminin nodal uzunlukları 

ℓ𝑗
𝑘 =

𝜋

𝜆𝑘
𝑛 + ∑

1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝑥𝑗+1

𝑘

𝑥𝑗
𝑘

𝑑𝑥 + 𝑂 (
1

𝜆𝑘
3𝑛+1) 

biçimindedir.  

Teorem 2.4. [10]  (2.1)-(2.2) probleminin potansiyel fonksiyonları 

𝑞0(𝑥) = 2. lim
𝑘→∞

(𝜆𝑘
2 −

𝜆𝑘𝜋

ℓ𝑗
𝑘 ),       

                               𝑞𝑛(𝑥) = 2. lim
𝑘→∞

(𝜆𝑘
𝑛+2 − 𝜆𝑘

𝑛 +
𝜋

ℓ𝑗
𝑘

(1 − 𝜆𝑘))       𝑛 = 1,2, … , 𝑛 − 1 

biçimindedir.  



 
 

3. AYRILABİLİR SINIR ŞARTLI TERS NODAL PROBLEM 

 Bu kısımda, ikinci bölümde verilen Dirichlet sınır şartlı problemde bu şartlar yerine 

ayrılabilir sınır şartları alınarak benzer teoremler verilecektir. Teoremlerin ispatları ikinci 

bölümdeki teoremler ile benzerdir. 

−𝑦′′ + (𝑞0(𝑥) + 𝜆𝑞1(𝑥) + ⋯ + 𝜆𝑛−1𝑞𝑛−1(𝑥))𝑦 = 𝜆2𝑛𝑦,                          (3.1) 

                               𝑦(0) = 0,

                                𝑦′(𝜋) + 𝐻𝑦(𝜋) = 0
                                                         (3.2)                                                     

problemini göz önüne alalım. Bu problem literatürde ayrılabilir sınır şartlı diferensiyel 

pencil problemi olarak bilinir, burada H keyfi bir sabittir.  

𝑦 = 𝑆(𝑥) sin(𝜆𝑛𝜃(𝑥)),

  𝑦′ = 𝜆𝑛𝑆(𝑥) cos(𝜆𝑛𝜃(𝑥))
                                                            (3.3) 

Prüfer dönüşümünü gözönüe alalım. Sınır şartları yardımıyla 

𝑦(𝜋)

𝑦′(𝜋)
= −

1

𝐻
                                                                       (3.4) 

olup (3.3) denklemleri (3.4) de yerine yazılırsa 

cot(𝜆𝑛𝜃(𝜋)) = −
𝐻

𝜆𝑛
                                                              (3.5) 

elde edilir. Diğer taraftan, Prüfer dönüşümü dikkate alınırsa 

𝑦′

𝑦
= 𝜆𝑛 cot(𝜆𝑛𝜃(𝑥)) 

ve 

(
𝑦′

𝑦
)

′

=
−𝜆2𝑛𝜃′(𝑥)

𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑛𝜃(𝑥))
                                                       (3.6) 

elde edilir. (3.6) denkleminin sol tarafı düzenlenirse 

𝑦′′

𝑦
= (

𝑦′

𝑦
)

′

+ (
𝑦′

𝑦
)

2

                                                      (3.7) 

olup (3.6) ve (3.3) denklemleri (3.7) de yerine yazılırsa 

−
𝑦′′

𝑦
=

𝜆2𝑛 (𝜃′(𝑥) − 𝑐𝑜𝑠2(𝜆𝑛𝜃(𝑥)))

𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑛𝜃(𝑥))
                                        (3.8) 

bulunur. (3.8) ifadesi (3.1) de yerine yazılırsa 

−
𝑦′′

𝑦
− 𝜆2𝑛 = − ( ∑ 𝜆𝑚𝑞𝑚(𝑥)

𝑛−1

𝑚=0

) 
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𝜆2𝑛 (𝜃′(𝑥) − 𝑐𝑜𝑠2(𝜆𝑛𝜃(𝑥)))

𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑛𝜃(𝑥))
− 𝜆2𝑛 = − ( ∑ 𝜆𝑚𝑞𝑚(𝑥)

𝑛−1

𝑚=0

) 

𝜆2𝑛(𝜃′(𝑥) − 1)

𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑛𝜃(𝑥))
= − ( ∑ 𝜆𝑚𝑞𝑚(𝑥)

𝑛−1

𝑚=0

) 

olup buradan 

𝜃′(𝑥) = 1 −
(∑ 𝜆𝑚𝑞𝑚(𝑥)𝑛−1

𝑚=0 )𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑛𝜃(𝑥))

𝜆2𝑛
                                  (3.9) 

elde edilir.  

Teorem 3.1  𝑛 → ∞  iken, (3.1)-(3.2) probleminin özdeğerleri 

𝜆𝑘
𝑛 = (𝑘 +

1

2
) +

𝐻

𝜋𝑘2𝑛−1
+

1

2𝜋𝑘2𝑛−1
∑ ∫ 𝜆𝑘

𝑚𝑞𝑚(𝑥)𝑑𝑥
𝜋

0

𝑛−1

𝑚=0

+ 𝑂 (
1

𝑘2𝑛
) 

biçimindedir. 

İspat:  𝜆 = 𝜆𝑘 ,   𝜃(0) = 0 ve 𝜃(𝜋) =
𝑘𝜋

𝜆𝑘
𝑛 olup (3.9) denkleminin [0, 𝜋] aralığında 

integrali alınırsa 

∫ 𝜃′(𝑥)
𝜋

0

𝑑𝑥 = ∫ (1 −
(∑ 𝜆𝑘

𝑚𝑞𝑚(𝑥)𝑛−1
𝑚=0 )𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑘

𝑛𝜃(𝑥))

𝜆𝑘
2𝑛 )

𝜋

0

𝑑𝑥                    (3.10) 

ifadesi elde edilir. Şimdi (3.5) ifadesi tekrar ele alınırsa ters kotonjant fonksiyonu için 

Taylor seri açılımı yardımıyla 

cot(𝜆𝑛𝜃(𝜋)) = −
𝐻

𝜆𝑘
𝑛 

için 

𝜃(𝜋) =
1

𝜆𝑘
𝑛 arccot (−

𝐻

𝜆𝑛
) =

1

𝜆𝑘
𝑛 ((𝑘 +

1

2
) 𝜋 −

𝐻

𝜆𝑘
𝑛 + 𝑂 (

1

𝜆𝑘
2𝑛)) 

                                                    =
(𝑘 +

1
2) 𝜋

𝜆𝑘
𝑛 −

𝐻

𝜆𝑘
2𝑛 + 𝑂 (

1

𝜆𝑘
3𝑛) 

bulunur.  Diğer taraftan, bu son eşitlik (3.10) denkleminde dikkate alınırsa 

𝜃(𝜋) = ∫ 𝑑𝑥
𝜋

0

− ∑
1

𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝜋

0

𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑛𝜃(𝑥))𝑑𝑥 

(𝑘 +
1
2) 𝜋

𝜆𝑘
𝑛 −

𝐻

𝜆𝑘
2𝑛 + 𝑂 (

1

𝜆𝑘
3𝑛) = 𝜋 − ∑

1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝜋

0

𝑑𝑥 
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                                                                             − ∑
1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝜋

0

cos(2𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥)) 𝑑𝑥 

elde edilir. Bu ifadenin son n terimi için aşağıdaki hesaplamalar yapılırsa: 

∫ ∑ 𝑞𝑚

𝑛−1

𝑚=0

𝜋

0

(𝑥)𝜆𝑘
𝑚 cos(2𝜆𝑘

𝑛𝜃(𝑥)) 𝑑𝑥 

denkleminde  𝑛 = 1 durumunda 

∫ 𝑞0

𝜋

0

(𝑥) cos(2𝜆𝑘𝜃(𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝑂 (
1

𝜆𝑘
) 

 𝑛 = 2  durumunda 

∫ 𝑞0(𝑥)
𝜋

0

cos(2𝜆𝑘
2𝜃(𝑥))𝑑𝑥 + ∫ 𝑞1(𝑥)

𝜋

0

𝜆𝑘 cos(2𝜆𝑘
2𝜃(𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝑂 (

1

𝜆𝑘
2) + 𝑂 (

1

𝜆𝑘
) 

olup bu şekilde devam edilirse n=k durumunda 

∫ ∑ 𝑞𝑚

𝑛−1

𝑚=0

𝜋

0

(𝑥)𝜆𝑘
𝑚 cos(2𝜆𝑘

𝑛𝜃(𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝑂 (
1

𝜆𝑘
𝑛) + 𝑂 (

1

𝜆𝑘
𝑛−1) + ⋯ + 𝑂 (

1

𝜆𝑘
) 

elde edilir. Sonuç olarak, 

1

𝜆2𝑛
[𝑂 (

1

𝜆𝑘
𝑛) + 𝑂 (

1

𝜆𝑘
𝑛−1) + ⋯ + 𝑂 (

1

𝜆𝑘
)] = 𝑂 (

1

𝜆𝑘
3𝑛) + 𝑂 (

1

𝜆𝑘
3𝑛−1) + ⋯ + 𝑂 (

1

𝜆𝑘
2𝑛+1) 

                     = 𝑂 (
1

𝜆𝑘
2𝑛+1) 

ifadesi yukarıda yerine yazılırsa 

(𝑘 +
1
2) 𝜋

𝜆𝑘
𝑛 = 𝜋 +

𝐻

𝜆𝑘
2𝑛 − ∑

1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝜋

0

𝑑𝑥 + 𝑂 (
1

𝜆𝑘
2𝑛+1) 

bulunur. Gerekli işlemler yapıldığında teoremin ispatı tamamlanır. 

Teorem 3.2  𝑛 → ∞  iken, (3.1)-(3.2) probleminin nodal noktaları 

𝑥𝑗
𝑘 =

𝑗𝜋

𝜆𝑘
𝑛 + ∑

1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝑥𝑗

𝑘

0

𝑑𝑥 + 𝑂 (
1

𝜆𝑘
2𝑛+1) 

şeklindedir. 

İspat:    𝜆 = 𝜆𝑘 için, (3.9) denkleminin her iki tarafının 0 dan 𝑥𝑗
𝑘 ya integrali alınırsa 

yani 

∫ 𝜃′(𝑥)𝑑𝑥
𝑥𝑗

𝑘

0

= ∫ (1 − ∑
1

𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

𝑞𝑚(𝑥)𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥)))

𝑥𝑗
𝑘

0

𝑑𝑥 
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𝜃(𝑥𝑗
𝑘) − 𝜃(0) = 𝑥𝑗

𝑘 − ∑
1

𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

 ∫ 𝑞𝑚(𝑥)𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥))𝑑𝑥  

𝑥𝑗
𝑘

0

        (3.12) 

olur. (3.3) deki Prüfer dönüşümünün ilk eşitliliğinde  𝑥 = 𝑥𝑗
𝑘 olduğu dikkate alınırsa 

𝑦(𝑥𝑗
𝑘) = 𝑆(𝑥𝑗

𝑘) sin (𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥𝑗

𝑘)) 

elde edilir. 𝑦(𝑥𝑗
𝑘) = 0 sınır koşulundan 

0 = 𝑆(𝑥𝑗
𝑘) sin (𝜆𝑘

𝑛𝜃(𝑥𝑗
𝑘)) 

olup 𝑆(𝑥𝑗
𝑘) ≠ 0 olmak üzere 

sin (𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥𝑗

𝑘)) = 0 = sin(𝑗𝜋), 

𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥𝑗

𝑘) = 𝑗𝜋 ⟹ 𝜃(𝑥𝑗
𝑘) =

𝑗𝜋

𝜆𝑘
𝑛 

bulunur. Bu son ifade (3.12) de yerine yazılırsa 

𝑗𝜋

𝜆𝑘
𝑛 = 𝑥𝑗

𝑘 − ∑
1

𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝑥𝑗

𝑘

0

𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥))𝑑𝑥, 

𝑥𝑗
𝑘 =

𝑗𝜋

𝜆𝑘
𝑛 + ∑

1

𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝑥𝑗

𝑘

0

𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥))𝑑𝑥                        (3.13) 

elde edilir. Diğer taraftan 

𝑠𝑖𝑛2𝜃 =
1 − cos 2𝜃

2
 

trigonometrik dönüşümü yardımıyla (3.13) eşitliğinin sağ tarafı 

𝑗𝜋

𝜆𝑘
𝑛 + ∑

1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝑥𝑗

𝑘

0

𝑑𝑥 − ∑
1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝑥𝑗

𝑘

0

cos(2𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥)) 𝑑𝑥      (3.14) 

biçiminde yazılıp bu ifadenin son n terimi yukarıda yapılan benzer hesaplamalar ile  

∑
1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝑥𝑗

𝑘

0

cos(2𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝑂 (

1

𝜆𝑘
2𝑛+1) 

 olup 

𝑗𝜋

𝜆𝑘
𝑛 + ∑

1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝑥𝑗

𝑘

0

𝑑𝑥 + 𝑂 (
1

𝜆𝑘
2𝑛+1)  

elde edilir ki, bu son ifade (3.13) denkleminde yerine yazılırsa ispat tamamlanır. 

Şimdi de 𝑘 → ∞ halinde nodal uzunluk ℓ𝑗
𝑘 = 𝑥𝑗+1

𝑘 − 𝑥𝑗
𝑘 değerini bulalım. 



19 

Teorem 3.3   𝑘 → ∞  iken,   (3.1)-(3.2) probleminin nodal uzunlukları 

ℓ𝑗
𝑘 =

𝜋

𝜆𝑘
𝑛 + ∑

1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)𝑑𝑥 +
𝑥𝑗+1

𝑘

𝑥𝑗
𝑘

𝑂 (
1

𝜆𝑘
2𝑛+1) 

biçimindedir. 

İspat: 𝜆 = 𝜆𝑘 için, (3.9) denkleminin 𝑥𝑗
𝑘  den 𝑥𝑗+1

𝑘  e integrali alınırsa 

∫ 𝜃′
𝑥𝑗+1

𝑘

𝑥𝑗
𝑘

(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ (1 − ∑
1

𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

𝑞𝑚(𝑥)𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥)))

𝑥𝑗+1
𝑘

𝑥𝑗
𝑘

𝑑𝑥 

𝜃(𝑥𝑗+1
𝑘 ) − 𝜃(𝑥𝑗

𝑘) = ∫ 𝑑𝑥 − ∑
1

𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝑥𝑗+1

𝑘

𝑥𝑗
𝑘

𝑥𝑗+1
𝑘

𝑥𝑗
𝑘

𝑠𝑖𝑛2(𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥))𝑑𝑥 

(𝑗 + 1)𝜋

𝜆𝑘
𝑛 −

𝑗𝜋

𝜆𝑘
𝑛 = 𝑥𝑗+1

𝑘 − 𝑥𝑗
𝑘 − ∑

1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝑥𝑗+1

𝑘

𝑥𝑗
𝑘

(1 − cos(2𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥)))𝑑𝑥 

𝜋

𝜆𝑘
𝑛 = ℓ𝑗

𝑘 − ∑
1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)
𝑥𝑗+1

𝑘

𝑥𝑗
𝑘

𝑑𝑥 + ∑
1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥) cos(2𝜆𝑘
𝑛𝜃(𝑥))𝑑𝑥

𝑥𝑗+1
𝑘

𝑥𝑗
𝑘

 

𝜋

𝜆𝑘
𝑛 = ℓ𝑗

𝑘 − ∑
1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑂 (
1

𝜆𝑘
2𝑛+1)

𝑥𝑗+1
𝑘

𝑥𝑗
𝑘

 

elde edilir. Buradan 

ℓ𝑗
𝑘 =

𝜋

𝜆𝑘
𝑛 + ∑

1

2𝜆𝑘
2𝑛−𝑚

𝑛−1

𝑚=0

∫ 𝑞𝑚(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑂 (
1

𝜆𝑘
2𝑛+1)

𝑥𝑗+1
𝑘

𝑥𝑗
𝑘

                          (3.15) 

 

sonucu elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

Teorem 3.4: (3.1)-(3.2) probleminin potansiyel fonksiyonları 

𝑞𝑛−1(𝑥) = lim
𝑘→∞

(2𝜆𝑘
𝑛+1 − 2𝜆𝑘

𝑛−1 +
2𝜋

ℓ𝑗
𝑘 −

2𝜆𝑘𝜋

ℓ𝑗
𝑘 ) 

şeklindedir. 

İspat: Teoremin ispatı için nodal uzunluk tanımı kullanılacaktır. 

 𝑛 = 1 durumunda, (3.15) formülünden 

ℓ𝑗
𝑘 =

𝜋

𝜆𝑘
+

1

2𝜆𝑘
2 ∫ 𝑞0(𝑥)𝑑𝑥

𝑥𝑗+1
𝑘

𝑥𝑗
𝑘

+ 𝑂 (
1

𝑘3
) 

ifadesi elde edilir. Yukarıda yazılan eşitliğe integral için ortalama değer teoremi 

uygulanırsa  𝑥 ∈ [𝑥𝑗
𝑘, 𝑥𝑗+1

𝑘 ]  olmak üzere 
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ℓ𝑗
𝑘 =

𝜋

𝜆𝑘
+

1

2𝜆𝑘
2 𝑞0(𝑥)ℓ𝑗

𝑘 + 𝑂 (
1

𝑘3
) 

1

2𝜆𝑘
2 𝑞0(𝑥)ℓ𝑗

𝑘 = ℓ𝑗
𝑘 −

𝜋

𝜆𝑘
+ 𝑂 (

1

𝑘3
) 

𝑞0(𝑥) =
2𝜆𝑘

2

ℓ𝑗
𝑘 (ℓ𝑗

𝑘 −
𝜋

𝜆𝑘
) + 𝑂 (

1

𝑘3
) 

= (2𝜆𝑘
2 −

2𝜆𝑘𝜋

ℓ𝑗
𝑘 ) + 𝑂 (

1

𝑘3
) 

bulunur. Burada 𝑘 → ∞ için limit alınırsa 

𝑞0(𝑥) = lim
𝑘→∞

(2𝜆𝑘
2 −

2𝜆𝑘𝜋

ℓ𝑗
𝑘 ) 

elde edilir.  

Şimdi n=2  durumunda 

ℓ𝑗
𝑘 =

𝜋

𝜆𝑘
2 +

1

2
∑

1

𝜆4−𝑚
∫ 𝑞𝑚(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑂 (

1

𝑘
5
2

)
𝑥𝑗+1

𝑘

𝑥𝑗
𝑘

1

𝑚=0

 

ℓ𝑗
𝑘 −

𝜋

𝜆𝑘
2 =

1

2
(

𝑞0(𝑥)

𝜆𝑘
4 +

𝑞1(𝑥)

𝜆𝑘
3 ) ℓ𝑗

𝑘 + 𝑂 (
1

𝑘
5
2

) 

ℓ𝑗
𝑘 −

𝜋

𝜆𝑘
2 + 𝑂 (

1

𝑘
5
2

) =
1

2
(

𝑞0(𝑥)

𝜆𝑘
4 +

𝑞1(𝑥)

𝜆𝑘
3 ) ℓ𝑗

𝑘 

2

ℓ𝑗
𝑘 (ℓ𝑗

𝑘 −
𝜋

𝜆𝑘
2) + 𝑂 (

1

𝑘
5
2

) =
𝑞0(𝑥)

𝜆𝑘
4 +

𝑞1(𝑥)

𝜆𝑘
3  

olup 𝑞0(𝑥)  değeri denklemde yerine yazılırsa 

2

ℓ𝑗
𝑘 (ℓ𝑗

𝑘 −
𝜋

𝜆𝑘
2) + 𝑂 (

1

𝑘
5
2

) =
2

𝜆𝑘
2 −

2𝜋

ℓ𝑗
𝑘𝜆𝑘

3 +
𝑞1(𝑥)

𝜆𝑘
3  

𝑞1(𝑥)

𝜆𝑘
3 = 2 −

2𝜋

𝜆𝑘
2ℓ𝑗

𝑘 −
2

𝜆𝑘
2 +

2𝜋

ℓ𝑗
𝑘𝜆𝑘

3 + 𝑂 (
1

𝑘
5
2

) 

elde edilir. Buradan 

𝑞1(𝑥) = 2𝜆𝑘
3 −

2𝜆𝑘𝜋

ℓ𝑗
𝑘 − 2𝜆𝑘 +

2𝜋

ℓ𝑗
𝑘 + 𝑂 (

1

𝑘
5
2

) 

                                                      = 2𝜆𝑘
3 (1 −

1

𝜆𝑘
2) + 2𝜆𝑘𝜋 (

1

ℓ𝑗
𝑘𝜆𝑘

−
1

ℓ𝑗
𝑘) + 𝑂 (

1

𝑘
5
2

) 

bulunur. Burada 𝑘 → ∞ için limit alınırsa 
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𝑞1(𝑥) = lim
𝑘→∞

[2𝜆𝑘
3 (1 −

1

𝜆𝑘
2) + 2𝜆𝑘𝜋 (

1

ℓ𝑗
𝑘𝜆𝑘

−
1

ℓ𝑗
𝑘)] 

elde edilir.  

Şimdi n = 3 durumunda benzer işlemler ile  

𝑞2(𝑥) = lim
𝑘→∞

(2𝜆𝑘
4 −

2𝜆𝑘𝜋

ℓ𝑗
𝑘 − 2𝜆𝑘

2 +
2𝜋

ℓ𝑗
𝑘 ) 

formülü elde edilir. Böylece en genel halde 

𝑞𝑛−1(𝑥) = lim
𝑘→∞

(2𝜆𝑘
𝑛+1 − 2𝜆𝑘

𝑛−1 +
2𝜋

ℓ𝑗
𝑘 −

2𝜆𝑘𝜋

ℓ𝑗
𝑘 ) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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