T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

n-POTANSIYEL iCEREN STURM-LIOUVILLE OPERATORU iCIN
TERS NODAL PROBLEM

YUKSEK LiSANS TEZIi

MEHMET KAPLAN

Anabilim Dali: Matematik

Programi: Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi

Damsmani: Prof. Dr. Hikmet KEMALOGLU

TEMMUZ-2019



T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

n-POTANSIYEL iCEREN STURM-LIOUVILLE OPERATORU iCIN
TERS NODAL PROBLEM

YUKSEK LiSANS TEZIi

MEHMET KAPLAN
(161121102)

Anabilim Dali: Matematik

Programi: Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi

Damsmani: Prof. Dr. Hikmet KEMALOGLU

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih: 25 Haziran 2019

TEMMUZ-2019



T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

n-POTANSIYEL iCEREN STURM-LIOUVILLE OPERATORU iCIN
TERS NODAL PROBLEM

YUKSEK LiSANS TEZI

MEHMET KAPLAN
(161121102)

Tezin Enstititye Verildigi Tarih: 25 Haziran 2019

Tezin Savunuldugu Tarih: 26 Temmuz 2019

Tez Damismani: Prof. Dr. Hikmet KEMALOGLU (F.U.)
Diger Jiiri Uyeleri: Do¢. Dr. Emrah YILMAZ (F.U.)
Dr. Ogr. Uyesi Sertac GOKTAS (ME.U)

TEMMUZ-2019



ONSOZ

Bu ¢alismanin hazirlanmasinda her tiirlii yardimini esirgemeyen degerli hocam Prof.
Dr. Hikmet KEMALOGLU ’na ve desteklerini hicbir zaman esirgemeyen sayin Dog. Dr.
Emrah YILMAZ’ a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica bu giinlere gelmemde biiylik pay sahibi olan aileme tizerimdeki emeklerinden

dolay1 saygilarimi ve tesekkiirlerimi sunarim.

Mehmet KAPLAN
ELAZIG-2019

II



ICINDEKILER

Sayfa No

(0)) 11510 Y /70 11
ICINDEKILER .......ouovvvererrrereresesesesesesesesesesesssssesssssesssesssesssssssssssssssssssesssssesssssssssssssesens 11
[0/ 't S A%
SUMMARY .....cvverrrrerrerrersersens A%
SEMBOLLER LISTESI . VI
1. TEMEL KAVRAMLAR 1
2. DIRICHLET SARTLI TERS NODAL PROBLEM ........ccoeeeenererennesnssesesessesens 11
3. AYRILABILIR SINIR SARTLI TERS NODAL PROBLEM 15
KAYNAKLAR .....oovteeeererrerssessesessessssessesssessessssessessssesssssssesessessesssssssasessesssesssssssesens 22
OZIGECMIS .oeeeveeeeererereresesesesssesssssessssssssssesesssssssssssssssssssssssessssssssssasessssssssssasssssssess 25

I



OZET

Diferensiyel operatdrlerin spektral teorisi gerek fen bilimleri gerek ise miihendislikte
Oonemli bir yere sahiptir. Bu operatorlerden biri de Sturm-Lioville operatoriidiir. Sturm-
Liouville problemi ile ilgili direkt problem ve ters problem anlaminda literatiirde pek cok
sonu¢ mevcuttur. Bununla birlikte problemdeki potansiyel fonksiyona farkli sartlar
eklenerek ilging ve literatiire katki saglayacak daha ¢ok sonug elde edilebilir. Bu ¢caligmada
Sturm-Liouville denklemi ile birlikte ayrilabilir sinir sartlar1 géz Oniline alinmig ve
ozfonkisyonlarin sifirlart ( nodal noktalar) yardimiyla ters problemin ¢ozlimiine
ulasilmustir.  Ozellikle, Priifer doniisiimii yardimiyla 6zdegerler, nodal noktalar, nodal
uzunluklar ve potansiyel fonksiyonlar icin asimptotik formiiller bulunmustur. Bu
calismadaki problem birden fazla potansiyel fonksiyonu kapsamasi agisindan Onceki
calismalardan farkli ve ilging sonuglar icermektedir.

Anahtar Kelimeler: Ters nodal problem, Spektrum, Priifer doniistimii
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SUMMARY

Inverse Nodal Problem for Sturm-Liouville Operator with n-Potentials

Spectral theory of differential operators has an important role in science and
engineering. One of these operators is Sturm-Lioville operator. There are many results in
the literature regarding Sturm-Liouville problem both in terms of direct and inverse
problems. However, by adding different conditions to the potential function in the
problem, more interesting results that can contribute to the literature can be obtained. In
this study, separable boundary conditions are taken into consideration with Sturm-
Liouville equation and the solution of the inverse problem is reached with the help of the
zeros (nodal points) of the eigenfunctions. Especially, a formula for eigenvalues, nodal
points, nodal lengths and potential functions has been found with the help of the Priifer
transformation. We can say that the problem in this study includes different and interesting
results from the previous studies in terms of covering more than one potential function.

Key Words: Inverse nodal problem, Spectrum, Priifer transformation
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 1.1 (i¢c carpim uzay) [4]

Bir i¢ ¢arpim uzay1 (veya on Hilbert uzay1) iizerinde bir i¢ ¢arpim tanimlanmis bir X
vektor uzayidir. Bir Hilbert uzayi ise iizerinde tanimlanmis metrige gore tam olan ig
carpim uzayidir. Burada, ifade edilen i¢ ¢arpim XxX ‘den X” in her x ve y vektor ¢ifti, x ve
vy’ in vektorel carpimi olarak ifade edilen ve < x,y > ile gosterilen ve her x,y, z vektorleri
ve a skaleri i¢in asagidaki ozellikleri ger¢ekleyen bir skalerle eslenmektedir.

D<x+yz>=<x2z>+<y,z>

<ax,y>=a<x,y>

i) <x,y >=<yx >

vy <x,x>=20,<x,x>=0&x=0

Tamm 1.2 ( Hilbert Uzay) [4]

xX,,Z,.... elemanlarinin bir ciimlesi H olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan H uzayina
bir soyut Hilbert uzay denir.

a) H bir lineer uzaydir.

b) H uzayindaki her x,y € H eleman c¢iftine bu elemanlarin i¢ ¢arpimi denilen,
asagidaki aksiyomlar1 saglayan < x,y > ile gosterilen bir reel say1 karsilik gelir.

D<xy>=<yx>

<x+zy>=<xy>+<zy>

iii) < Ax,y >= 1< x,y >, (VA € Ricin)

iv)x # 0icin <x,x >>0

¢) p(x,y) = |[|x — y|| ile verilen metrige gore H uzayi tamdir.

d) H uzay1 sonsuz boyutludur.

Eger, sadece a, b ve c sartlar1 saglaniyorsa, H uzayina tiniter Hilbert uzayi denir.

Tanim 1.3 (L, [a, b] uzay) [4]

[a,b] arahiginda tanimli karesel integrallenebilen, olgiilebilir, kompleks degerli
f(x),9(x), ... fonksiyonlarmin olusturdugu uzaya L,[a,b]uzayr denir. L,[a, b] uzay1
Vf,g € Ly|a, b] igin

d:L,[a,b]xL,[a, b] » R* olmak iizere



b 3
d(f,g) = <f If(x) — g(x)|? dx)

metrigi ile bir metrik uzay;

II-1l: L2[a, b] = R,

1

b 2
IFll = ( f |f(x)|2dx>

normu ile bir normlu uzaydir. Bu uzayda i¢ ¢arpim,
b
<f.9>= | f@gGIdx
a
bigiminde ifade edilir. L,[a, b] uzay1 bir Hilbert uzayidir.

Tamim 1.4 (C[a, b] uzayr) [4] [a, b] araliginda tanimli siirekli, reel veya kompleks

degerli tim fonksiyonlarin olusturdugu uzaya C[a, b] uzay1 denir. Bu uzay f,g € C|a, b]

ve
d: Cla,b]xC[a, b] » R* olmak lizere
d(f,g) = max |f(x) — g(x)|
asxs<b
metrigiyle bir metrik uzay; ||. ||: C[a, b] = R olmak tizere

If1l = arg;gg)lf(x)l

normuyla bir normlu uzay olur. Bu uzayda i¢ ¢arpim

b _
<f.9>= | rogedx

olarak ifade edilir.

1

b 2
IFll = ( f |f(x)|2dx>

normuyla tam olmayan bu uzay Hilbert uzay: degildir.

Tamim 1.5 (Sobolev uzayi) [4] Sobolev uzaylar eliptik diferensiyel denklemleri
incelemek amaciyla Rus matematik¢i Sergei Lvovich Sobolev tarafindan 1930 lu yillarda
ifade edilmistir. Sobolev uzay1 6nemli bir Hilbert uzayidir.

Kabul edelim ki (2, R™ uzayinda sinirli bir bolge ve L, (Q) uzayi bir Lebesgue uzayi
olsun. W'2(Q) Sobolev uzayi, u € L,(Q) ve % € L,(Q) sartim1 saglayan tim u

fonksiyonlarinin uzayidir. Buradaki 1, mertebesi bir olan kismi tiirevlerin L,(£)) uzayina



ait olmasi gerektigini gostermektedir. 2 ise, L,(Q) uzayina ait olma kosulundaki integralin
kuvvetini ifade etmektedir. W2(Q) ve L,(Q) uzaylann arasmda W1?(Q) c L,(Q)
biciminde bir iliski vardir. f,g € W12(Q) olmak iizere W2(£) sobolev uzayindaki i¢

carpim
<f,g >=f f.gdx+f gradf.gradgdx
Q Q
veya

<f,g >=f f.g'dx+f Af.Agdx
Q Q

bi¢ciminde tanimlanir. Bu uzayda norm
1

IfIl = <f f2dx +f |gradf|? dx)
Q Q

olarak ifade edilir. Sobolev uzaymna W-uzaylari olarak da adlandirilir.

Ornek 1.1 (Sobolev uzayyla ilgili bir 6rnek) [4]

Farz edelim ki, Q bolgesi Y = [0,27]? karesi olsun ve

f(x) = f(x1,x,) = sinx; + cosx,

olsun. Bu durumda 2L = cos Xy Ve I — _sin X, olmak iizere
6x1 6x2
] |f|? dx = j |sinx; + cos x,|% dx < j |1+ 1]%dx = J 4dx = 4|Y| < oo,
Y Y Y Y

of

dxq

of

dx,

2
dxzf Icosxllzdxﬁf [1]?dx =Y < oo,
Y Y

)
)

olur. Boylece, f € L,(Y), aan € L,(Y) ve % € L,(Y) olur. Buradan, f € W12(Y) elde
1 2

2
dx = f |— sinx,|?dx < f |1]?dx = |Y]| < o0
Y Y

edilir.

Teorem 1.1 (Integral icin ortalama deger teoremi) [4]
f,|a, b] araliginda taniml1 ve siirekli ise ¢ € (a, b) olacak bi¢imde en az bir ¢ vardir.

Oyle ki,

1 b
Fle)=7— j FOde.



Tanim 1.6 (Ozdeger- 6zfonksiyon) [26] L lineer bir operatér ve y # 0 olmak
lizere Ly = Ay oluyorsa y fonksiyonuna L operatoriiniin 6zfonksiyonu (yada 6zvektorii), A

ya ise L operatdriiniin bir 6zdegeri denir.

Tammm 1.7 (Sturm-Liouville operatorii) [26] Kuantum mekaniginin yani sira

klasik fizikteki birgok 6zdeger problemi, (a,b) araliginda

a;,y(a) + ayy’(a) =0,

b,y(b) + b,y'(b) =0 (1.1

sinir sartlarini saglayan

[p(x)y' ()] + [Ap(x) — q(x)]y(x) =0 (1.2)
diferensiyel denklem sinifina uygundur. Burada, p,q ve p fonksiyonlari [a, b] araliginda
tanimli stirekli fonksiyonlardir. p fonksiyonuna agirlik fonksiyonu adi verilir.

Uygulamalarda sik sik kullanilan temel operatorlerden birisi de
d>?
L=- TxZ + q(x)
seklindeki Sturm-Liouville operatoriidiir. Denklemdeki g fonksiyonu reel ve [a,b]
araliginda siireklidir. L operatorii i¢in en 6nemli sinir sartlar1 a, 8 € [0, ] olmak iizere
genelde asagidaki gibi ifade edilir.

y(a@)cosa +y'(a)sina =0,

y(b)cos B +y'(b)sinpB = 0. (1.3)
Bu sinir sartlarina ayrik sinir sartlari adi verilir.
d2
—ta@y =2 (1.4)

denklemini dikkate alalim. Bu denklem (1.2) denkleminin p(x) = p(x) =1 0zel
durumudur. (1.3)-(1.4) siir deger problemi literatiirde Sturm-Liouville smir deger
problemi olarak bilinir. (1.3) siir sarti sina # 0 ve sin f # 0 olmak sartiyla
y(a) cota +y'(a) =0,
y(b)cotp +y'(b) =0
seklinde de ifade edilir. Burada, cot @ = —h ve cot f = H olarak adlandirilirsa
y'(a) —hy(a) =0,
y'(b) + Hy(b) =0
sinir sartlart olusur. Bu sinir sartlarina ayrilabilir sinir sartlar1 denir. Burada H ve & keyfi
sabitlerdir.
p,q ve p fonksiyonlar1 R iizerinde tanimli hepsi periyodik fonksiyonlar ise (1.2)

denklemine



y(@) =y®b) y'(a)=y'(b)
periyodik sinir sartlar1 ve
y(@=-yb) y'(a)=-y'(b)
anti periyodik sinir sartlartyla Sturm-Liouville periyodik (yada anti periyodik) sinir deger
problemi ad1 verilir. Bu kosullarla birlikte (1.4) denklemine Hill denklemi adi verilir. (1.2)
denkleminde 6zel olarak p = 1, q = 0 alinirsa elde edilen
—y" = Ap(x)y
denkleme string denklemi ad1 verilir. [7, 22, 23]

Tanim 1.8 (Operator) [26] Tanim ve deger ciimlesi vektorlerden olusan

dontistimlere operator ad1 verilir.

Tanmm 1.9 (Nodal nokta ciimlesi) [23] (1.1)-(1.2) probleminin 6zdeger

probleminin nodal nokta bilgisi y,, (x) 6zfonksiyonlarmnin kokleri olan

(x™} j=123..n-1 nx2

climlesidir. {xj(n)} climlesi, (1.1) ve (1.2) problemindeki p,q fonksiyonlarina ve siir

sartlarindaki sabitlere baglhidir.

o=x -2 j=123 .. n-1,n>2

biciminde ifade edilen degere de nodal uzunluk adi verilir.

Tamim 1.10 (Adjoint operator) [4] X bir Hilbert uzayi, B(X) ise X iizerinde
tanimli tlim lineer sinirli operatorlerin uzayi olsun. T € B(X) olmak sartiyla T* ile ifade
edilen T operatoriiniin adjointi; Vx,y € X icin < Tx,y >=< x,T*y > esitligini saglayan

B(X) uzaymn tek bir elemanidir.

Tamim 1.11 (Self-Adjoint Operator) [4] T € B(X) olmak lizere T = T" sartin

saglayan T operatoriine self-adjoint yada hermityen operator adi verilir.

Tamm 1.12 (Biiyiikk O Notasyonu) 1892 yilinda Alman matematik¢i Bachmann,
”Analytische Zahlentheorie” adli kitabinda fonksiyonlarin asimptotik davraniglarin
karakterize etmek amaciyla yeni bir notasyon tanimlanmustir. [17, 28, 34]

Her n = 0 tam sayis1 i¢in f(n) = 0 bir fonksiyon olsun. Her n = ny i¢in f(n) <

Cg(n) olacak bigimde bir ny tamsayisi ve € > 0 sabiti varsa “f (n) = 0(g(n)) dir” denir.



Biiyiik O notasyonunun birka¢ matematiksel 6zelligi asagidaki gibidir.
a) fi(n) = 0(g:(n)) ve fo(n) = 0(g,(n)) olsun.
i) fi(n) + f(n) = 0(max{g:(n), g.(M)})
i) 0(fi(m).0(f,(M) = 0(fi(0). f,(n))
i) k#0, 0(kfi(n)) =0(f,(n)
iv) 0(k+fi(W) = 0(f())
v)  fi(n) X f,(n) = 0(g1(n) X g2(n))
b) fi(n) ve f,(n) fonksiyonlart her n >0 tam sayisi i¢in pozitif taniml

fonksiyonlar ve f(n) = fi(n) + f,(n) ve L >0 olmak iizere lim LM_; - olsun. Bu

n—oo f1(n

durumda; f(n) = 0(f;(n)) bigimindedir.
¢) f(n) =0(gn)) ve g(n) = 0(h(n)) ise f(n) = 0(h(n)) bigimindedir.

d) f(n) ve g(n) sonlu bir aralik iizerinde integrallenebilir fonksiyonlar ve n = n,

icin f(n) = 0(g(n)) olmak tizere

]nf(x)dx = 0<jn|g(x)|dx), n=ng

bigimindedir.

e)i =123, ..., k olmak tizere f;(n) = 0(g;(n)) oldugunu varsayalim. O halde

Zk:fi (n)=0 <Zk:|gi(n)l>

bigimindedir.

f) Verilen bir g fonksiyonu i¢in

1
TH00m) 1+ 0(g(m)

ii) log[1+0(gm)] = 0(g(n))
iii) exp[(0(g(m))] = 1 + 0(g(n))

bigimindedir.

i)

Tanim 1.13 (Kiiciik o notasyonu) f(n) € o(g(n)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
n
Fm _

nomo g(n)
olmasidir. Bu  asimptotik  olarak  yok  sayilabilir anlamma da  gelir.

"f(n), g(n)'in kiiglik o sudur" diye okunur. Sezgisel olarak agiklamasi sudur.n — n,



iken g(n), f(n) isleminden ¢ok daha hizli biiyiir. Kiigiik o notasyonu igin bazi 6zellikler
asagidaki gibidir [17, 28, 34].

i) o(f) +o(f) € o(f)

i) o(f).o(g) € o(f9)

i) o(o(f)) € o(f)

iv) o(f) € o(f)

Ornek 1.2 f(n) = 8n + 128 fonksiyonu verilsin. Vn > 0 icin f(n) fonksiyonunun
negatif olmadig bellidir.f (n) = 0(n?) oldugunu gosterelim.

f(n) = 0(n?) olmasi igin gerek ve yeter sart Vn = n, icin f(n) < C. g(n) olacak
bicimde bir ny tam sayis1 ve € > 0 sabitinin var olmasidir. C sabiti mevcut oldugu
takdirde onun ne oldugu 6nemli degildir. Ornegin C=1 halinde

f(n) < Cn? = f(n) < n?
8n + 128 < n?

n?—8n—128=>0

(n—16)(n+8) =0
olur. Yn = 0 i¢in (n + 8) > 0 oldugundan, (n — 16) > 0 oldugu sonucu ¢ikar. Yani n, =
16  dir. Bu nedenle C =1 igin ny = 16 ve Vn = n, igin f(n) < Cn? olur. Boylece,
f(n) =0(n? ) dir. n = 16 noktasmin saginda f(n) = 0(n?) dir. n = 16 noktasinin
saginda g(n) = n? fonksiyonu f(n) = 8n + 128 fonksiyonundan daha biiyiiktiir. Elbette
n, ve C nin bagka birgok degeri vardir. Ornegin C = 2 halinde ny = 10.2, € = 4 halinde
ny = 6.7 elde edilir [17, 28, 34].

Ornek 1.3 x — 0 iken x — sinx = o(x) elde edilir. Ger¢ekten
x —sinx
lim———=0
x—0 X
bicimindedir. Kiigiik o notasyonunun tanimi geregi x —sinx = o(x) olarak elde edilir

[17, 28, 34].

Tanim 1.14 (Taylor Serisi) [3, 28] f(x) fonksiyonu, x, noktasi ve civarinda

(n + 1). mertebeden tiireve sahipse,

0 = Fl) +- iTO) G- xp) +1 SO)

serisine Taylor serisi ad1 verilir.

f™ (x0)

)
(x — x0)* + -+ + y (x = x0)"

Eger f fonksiyonu sonsuz mertebeden tiireve sahipse



2,
Foo =Y L

n=0

olur.

Ornek 1.4 [28] f(x) = e3* fonksiyonunu x = 1 noktas civarmda Taylor serisine
acalim.
f’(x) = 33X ) f”(x) = 323X ) ...,f(")(x) = 3Ne3x

olup f(x) = e3* fonksiyonunun x = 1 noktasindaki Taylor serisi

2,3 3,3 n,3
1+3e3(x—-1)+ T (x—1)2%+ 3 (x—1D3+-+ — (x — )"+ -
> 33
n!
n=0

Tanim 1.15 [4] {0,(x),n = 0,1,2, ... } fonksiyonlar ciimlesi sonsuz yada sonlu bir
[a, b] araliginda pargali siirekli olsun. Vm # n igin

b
(@, 0 = f 0(x) 0., ()8, (X)dx = 0

ve her nigin

b
J w(x) B2 (x)dx # 0

ise, {0,(x), n=0,1,2,3,...} clmlesine [a,b] araliginda negatif olmayan w(x)
fonksiyonuna gore ortogonaldir denir. Boyle bir w(x) fonksiyonuna agirlik fonksiyonu

ad1 verilir. Burada w(x) in [a, b] araliginda en fazla sonlu sayida sifira sahiptir ve

b
fa)(x)@n(x)dx, n=20,12,..

integrallerinin mevcut oldugunu kabul edelim. Vn i¢in {@,(x), n = 0,1,2,...} ortogonal

cumlesine

b
J w(x)0% (x)dx =1
a
ise [a, b] arahiginda w(x) agirlik fonksiyonuna gore ortonormal ad1 verilir.

Tanim 1.16 [26]
Py +qx)y + w(x)y =0 (1.5)

denklemi ile



apy(a) + a1y'(a) =0,
boy(b) + byy'(b) =0

sinir sartlarindan olusan (1.5)-(1.6) problemine Sturm-Liouville problemi denir. (1.5)

(1.6)

denkleminde A bir parametredir; g,w € C(I), p € C*(I) ve Vx € I = [a, b] i¢in p(x) > 0,
w(x) > 0 dir. Bu 0zellikleri saglayan (1.5)-(1.6) problemine bir regiiler Sturm-Liouville
problemi, aksi halde bu probleme singiiler Sturm-Liouville problemi denir. Bdyle bir
problemde A  Ozdegerine karsilik gelen asikar olmayan @,(x) ¢O6ziimlerine ise

Ozfonksiyonlar ad1 verilir.

Ornek 1.5
y'+2y=0 (1.7)
y(0) =y(@@) =0 (1.8)

probleminin 6zdeger ile 6z fonksiyonlarini bulunuz.

Cozim A =0 durumunda (1.7) denkleminin genel ¢6ziimii
y(x) = ¢y + cx
dir. Bu ¢6ziim (1.8) smnir kosullarindan
c1=¢c;=0
olmasi halinde saglar. O halde, y(x) =0 (1.7)-(1.8) probleminin tek ¢odziimiidiir. Bu
nedenle 2=0, (1.7)-(1.8) problemi i¢in bir 6zdeger olamaz.
A = u?(u > 0) olsun. Bu takdirde (1.7) nin genel ¢dziimii
y(x) = ¢; cos(ux) + ¢, sin(ux)
dir. (1.8) sinir sartlar1 goz oniine alinirsa y(0) = ¢; = 0 ve y(m) = ¢, sin(ux) = 0.
Burada c, # 0 halinde, sin(um) = 0 alinirsa
u=n, n=1273,..
sonucuna ulagilir. Dolayisiyla
y(x) = ¢, sin(nx)
ise
@,(x) =sin(nx) n=123,..
0z fonksiyonlar1 bulunur. Bu takdirde denklemin 6zdegerleri
A=n? n=123,..
dir.
Simdi A = —p?(u > 0) halinde (1.7)’nin genel ¢dziimii

y(x) = cie ™™ + c et



dir. (1.8) smir kosullar1 g6z 6niine alinirsa
y(0)=¢ +c; =0,
y(m) = cie ™™ + et =0
sistemi elde edilir. Bu sistemin katsayilar determinant1 sifirdan farkli oldugundan sadece
¢; = ¢, = 0 asikar ¢ozliimiine sahiptir. O halde y(x) = 0 ¢oziimii elde edilir. Bu da bir 6z

fonksiyon olmaz. Boylece (1.7)-(1.8) probleminin negatif 6zdegerleri yoktur.

Teorem 1.2 [26] An, n=123, .. regiiler (1.5)-(1.6) Sturm—Liouville
probleminin 6zdegerleri ve 0,,(x), n = 1,2,3, ... karsilik gelen 6z fonksiyonlari olsun. O
halde {@,,(x),n =0,1,2,..} climlesi [a,b] arahiginda w(x) agirlik fonksiyonuna gore

ortogonaldir.

Teorem 1.3 [26] Regiiler (1.5)-(1.6) Sturm-Liouville probleminin 6zdegerlerin

hepsi reeldir.

Teorem 1.4 [9, 13, 14] Regiiler (1.5)-(1.6) Sturm-Liouville probleminin sonsuz
sayida 4, n = 1,2,3, ... 6zdegeri vardir. Bu 6zdegerler

lim A, = oo
n—oo

olmak tizere
11<AZ <A3 <
seklinde monoton artan bir dizi elde edilir. Ayrica, A,, 6zdegerlerine karsilik gelen @,,(x)

ozfonksiyonlar1 (a, b) araliginda tam (n — 1) tane sifira sahiptir.
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2. DIRICHLET SARTLI TERS NODAL PROBLEM

Ters spektral problemler 1929 yilinda potansiyel fonksiyonun tek olarak bulunmasi
ile baslayip sonrasinda bu fonksiyonun spektral parametreler yardimiyla bulunmasi ile
ilgili pek ¢ok sonu¢ sunulmustur [1,2,15,24,25]. Ters nodal problemler ise ilk olarak 1988
yilinda literatiire girip 6zdeger probleminden farkli olarak nodal nokta kiimesi yardimiyla
potansiyel fonksiyonun bulunmasi olarak ifade edilir. Sonraki yillarda bu konu ile ilgili

pek ¢ok sonug elde edilmistir [5, 6, 21, 22, 23, 29, 32].

Caligmanin bu kisminda asagida verilen problem igin ters nodal problem ile ilgili
baz1 sonuglar verilecektir. Bu problem literatiirde diferensiyel pencil problemi olarak

bilinir [7, 9, 10, 11, 12, 16, 18, 19, 20, 30].

n>1,q,(x) € C[0,m], qx(x) € C[0,m], (k =1,2,3,...,n — 1) olmak iizere

="+ (qo(x) + Aq1 () + 22q2(x) + -+ 2" g1 (0))y = 27y, (2.1)
y(0) =y(m) =0 (2.2)
problemini g6z Oniine alalim. Bu kisimda hedeflenen sonuglara ulagmak i¢in literatiirde

Priifer doniisiimii olarak bilinen

y =s(x) sin(A”G(x)),

2.3
y' = A"s(x) cos(A"G(x)) (23)
dontisiimii gdzoniine alinacaktir [11,12,30].
Priifer dontisiimii dikkate alinirsa
Y eot(an
—=1 cot(/l G(x))
y
ve
<y_,>, - 24
y sin? (A”H(x)) '
oldugundan
2 WP o 0 MO A £ SO L A Y A
(y) I (y) <3 _(y) +(y) (2.5)
elde edilir. Ote taraftan
N 2
(y;) = 22"cot?(1"0(x)) (2.6)

elde edilir. (2.4) ve (2.6), (2.5)’de yerine yazilirsa



y" A (9’(x) - cosZ(A"H(x)))

Ty sin?(2"6(x)) 27)
olur. (2.7) degeri (2.1)’ de yerine yazilirsa
- )]7 — %" = _(QO(X) + g1 (%) + 22q,(x) + - + An_l‘ln—1(x))
2270 (x) = 1) = =(qo(x) + Aqy(x) + - + A" g1 (%)) sin* (176 (x))

o) — 1 = — D@ HAE) ¥t ;Z:qnﬂ(x))sinz(ﬂne(x))

olup, buradan
cee n_l
0'(x) =1— (QO(X) + 4q, (%) ;n + A CIn—1(x)) sin2(1"0(x)) (2.8)

elde edilir.

Teorem 2.1 [10] (2.1)-(2.2) probleminin 6zdegerleri

k
k+2212nm fqm(x)dx+0</12n+1>

Ispat: (2.1) ve (2.2) problemi igin smir sartlar1 yardimiyla 1 = 4, 6(0) =0 ve

seklindedir.

0(m) = ’;—: olmak tizere, (2.8) denkleminin [0, 7] araliginda integrali alinirsa
k

T

f "0’ (o)dx = j 1- (906 + A @) + -+ ;Z;C;_lqﬂ—l(x))Sinz(/lﬁe(x))
° k

dx
0

T n-1 1 T
0(m) —6(0) = f dx — Z Azn——mf @ () sin?(A26(x) ) dx (2.9)
0 = A 0

olup, (2.9) denkleminin sag tarafina

n-—1

2/1271 mJ Qm(x) dx

m=0

terimi eklenip ¢ikarilirsa
km = 1 T
=T D s |, ) d
k m=0 k 0

n—1
1 T
+ Z len_mf qm (X) [1 — 2sin? (A’,}H(x))]dx
m=0 k 0



elde edilir. Diger taraftan

! d [sm(ZA”Q(x))]

1— Zsinz(lﬁe(x)) = cos(Zl’,}H(X)) W()d

olup bu ifade yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

kn
m=

C 1 (Mg d
+mz-0 Zli”‘mfo 226Gy dx 1S (246 (0) | dx (2.10)
elde edilir. Son denklemin sag tarafinda son n-tane integrale kismi integrasyon uygulanirsa
T T
() d qo(x)
EXT YT 277 A 7 Wy
j;) 2129’(x)d [Sln( A0 (x ))]d 2/’1"9( ) 11’1( /1](9(96))
0
1 qo(x)
[ — 2 n _
7 ). sin(2226 (x )) [0( ) dx

elde edilir. (0) = 0 ve 8(m) = ’;—Z icin sin(2/1}§6(x)) = 0 oldugundan
k

T qo(x) d " 1
jo —fr?ex( Y ax [sin(2226(x))]dx = 0 </12>

elde edilir. Benzer sekilde diger (n-1) tane integraller i¢in

Tqgx) d (1
L 21”9( )d [1n(2/1k0(x))]dx— 0(@)

T qn1(x) d n = L
[ e lsnamoler=o(z)

bulunur. Bu degerler (2.10) denkleminde dikkate alinirsa yukaridaki ifadeler

1 1 1 1 1 1 1
2 \x) Tzt e \ag) O g

olur. Sonug olarak (2.10) esitliginde

km = 1 (7 1
E =1 — mzo ZAin"mL qm (x)dx + 0O l—in“

13



km
1
T — Zm OZAZn mf dm (x)dx +0 <12n+1>

km

1 1
(1 — Ym= owfon qm (X)dx + 0 (WD

elde edilir.

Ozelliginden yararlanilarak

n-—1 1 - 1
=k 1+ZWL qm(x)dx+0</1in+1> ,
m=0
k
k+22/12nm fqm(x)dx+0</1in+1>

elde edilir.

Teorem 2.2 [10] n — oo iken, (2.1)—(2.2) probleminin nodal noktalar1
n-1

jmT 1
j=?+ T mf qm(x)dx + 0 2_

bigimindedir.

Teorem 2.3 [10] n — oo iken, (2.1)—(2.2) probleminin nodal uzunluklar

I 1
fj =F+ZW qm(x)dx+0 /13n+1
ko m=0""k x]-
bi¢imindedir.
Teorem 2.4. [10] (2.1)-(2.2) probleminin potansiyel fonksiyonlari

A
qo(x) = 2. lim (AZ ;:)

T
qn(x) = 2. lim A2 — 1+ {)—k(l — ) n=12,..
j

bicimindedir.
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3. AYRILABILIR SINIR SARTLI TERS NODAL PROBLEM

Bu kisimda, ikinci boliimde verilen Dirichlet sinir sartli problemde bu sartlar yerine
ayrilabilir siir sartlar1 alinarak benzer teoremler verilecektir. Teoremlerin ispatlar1 ikinci

bolumdeki teoremler ile benzerdir.

="+ (9o(0) + g1 (1) + -+ + 2" g1 (X)) = 2"y, (G.1)

y(0) =0,
y'(r) + Hy(m) = 0

problemini géz Oniine alalim. Bu problem literatiirde ayrilabilir sinir sarthi diferensiyel

(3.2)

pencil problemi olarak bilinir, burada H keyfi bir sabittir.

y =S5(x) sin(/lne(x)),

y' = A"S(x) cos(2"6(x)) (3.3)

Priifer doniistimiinii gdzoniie alalim. Sinir sartlar1 yardimiyla

y(m) 1

olup (3.3) denklemleri (3.4) de yerine yazilirsa

H
cot(A"0(m)) = g (3.5)

elde edilir. Diger taraftan, Priifer doniistimii dikkate alinirsa

!

yy = A" cot(A"0(x))
ve

n' __12np’
<y> =220 (x) (36)

7  sin? (A”G(x))

elde edilir. (3.6) denkleminin sol tarafi diizenlenirse

" n' 7 2
" _ <y_) N (y_) 37)
y y y
olup (3.6) ve (3.3) denklemleri (3.7) de yerine yazilirsa

_y_" _ A%n (9’(%) - cosz(A"H(x))) 8)
y smz(/lne(x))

bulunur. (3.8) ifadesi (3.1) de yerine yazilirsa

—y——AZ” =- (Z Amqm(x)>



A2 (0’ (x) — cos? (A0 (x)
( ) (Z A’"qmm)

sin?(2"6(x))
O -1 (T
sinz(/lne(x)) __<mz=ol CIm(X))

(Cr2 2™ qm (2)sin? (16 (x))
AZn

olup buradan

0'(x) =1

(3.9)

elde edilir.

Teorem 3.1 n — o iken, (3.1)-(3.2) probleminin 0zdegerleri

1 H 1 " ~ 1
= <k+§)+nk2"‘1 i f Ak qm(x)dx+0(k2n>

m=

bigimindedir.
Ispat: 1=21,, 6(0)=0 ve 6(m) = olup (3.9) denkleminin [0, 7] araliginda

integrali alinirsa

jng'(x) A jn<1 ~ [0 qm(jgr)lsm (A%?(x))) (3.10)
0 0

ifadesi elde edilir. Simdi (3.5) ifadesi tekrar ele alinirsa ters kotonjant fonksiyonu igin

Taylor seri agilim1 yardimiyla

cot(l"@(n)) = —f—n
k

i¢in

6(m) —%narccot( ;) =%<(k+%>n—f—z+0<%>)
=(k+%)n H <1>

n 2o\

bulunur. Diger taraftan, bu son esitlik (3.10) denkleminde dikkate alinirsa

n-1

T 1 T
0(n) = Jo dx — Z /112<n—_mfo G () sin?(A"0(x))dx
m=0

1
(k + 7) s H 1 4

16



n-—1 -
- Z 2/12% f @m (%) cos(2A76(x)) dx
m=0 K 0
elde edilir. Bu ifadenin son » terimi i¢in asagidaki hesaplamalar yapilirsa:
-1
f Z G GO cos(2436(x) ) dx
0 m=o

denkleminde n = 1 durumunda

L”qo (x) cos(22;,0(x)) dx = 0 (%)

n = 2 durumunda

fonqo(x) cos(2436(x) )dx + f:ql(X) A cos(2226(x) ) dx = 0 (%) +0 (i)

olup bu sekilde devam edilirse n=k durumunda

n-1
yia 1 1 1
fo Z qm O cos(2A30(x)) dx = 0 (E) +0 </1;§_1> bt O <Z>
m=0

elde edilir. Sonug olarak,

o)+ 0(— +-40(5)| =0 () + 0 )t 0
2n /17’2 /Hct—l /11(, _ Ain Ain—l Ain+1

Ain+1
ifadesi yukarida yerine yazilirsa

(k+%)n— +H ni . fﬂ (x)dx+0 1
AZ =n Ain mzoz/lin—m 0 dm(X) ax Ain+1

bulunur. Gerekli islemler yapildiginda teoremin ispat1 tamamlanir.

Teorem 3.2 n — oo iken, (3.1)-(3.2) probleminin nodal noktalar1

n-1 k
jm 1 *j 1
x}‘=/1—n+ E Wj qm(X)dx+0<W>
ko = eM 0 k
seklindedir.

Ispat: 1 = A icin, (3.9) denkleminin her iki tarafinin 0 dan x}‘ ya integrali alinirsa

yani

n-—1

k k

% ! K 1 a2 n

j 0'(x)dx = J 1-— Z AZn—_mqm(x)sm (Ake(x)) dx
0 0 e L

17



n-1 K
0(xf) — 6(0) = xf — Z AZT‘;"” ij @ (x)sin? (236 (x) ) dx (3.12)
="k 0
olur. (3.3) deki Priifer dontistimiiniin ilk esitliliginde x = x}‘ oldugu dikkate alinirsa
y(x}‘) = S(x}‘) sin (Aﬁ@(x}‘))
elde edilir. y(x}‘) = 0 smir kosulundan
0= S(x}‘) sin (Aﬁe(x}‘))
olup § (x}‘) # 0 olmak iizere

sin (lﬁ@(x}‘)) = 0 = sin(jn),

. JT
20(xf) = jmr = 0(x)) = T
bulunur. Bu son ifade (3.12) de yerine yazilirsa
jm = 1 xf
J
e x}‘ —~ Z /12”—‘"1,[ G () sin? (A0 (x))dx,
k S 0
jm - 1 xf
xk = 7 + z /12"—"”] G () sin?(A20(x))dx (3.13)
ko =6 0
elde edilir. Diger taraftan
- 1 — cos 260
sin“0 = —

trigonometrik dontisiimii yardimiyla (3.13) esitliginin sag tarafi

n-—1 k n-1
Jjm N 1 ij @ d 1 J
T AA2n—m dm\X X — HA2n—m
7 mzzozw )y o mZOZAi” ™ Jy

bi¢iminde yazilip bu ifadenin son z terimi yukarida yapilan benzer hesaplamalar ile

xk

() cos(2270(0)) dx  (3.14)

n-—1

2

m=0

1 j . 1
Zlin_mjo qm (%) COS(Z/lkH(x)) dx =0 W

olup

xk

o~ 1 (9 1
ot D g |, 0
ko A= cMk 0 K
elde edilir ki, bu son ifade (3.13) denkleminde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Simdi de k — oo halinde nodal uzunluk £} = x5, — x/ degerini bulalim.
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Teorem 3.3 k — o iken, (3.1)-(3.2) probleminin nodal uzunluklar

LT o 1 1
fj = p + z —Zﬂzn‘mfk qm(x)dx + 0 /12n+1
k m=0 k Xj

bi¢imindedir.
Ispat: 1 = A, icin, (3.9) denkleminin x den x +1 e integrali alinirsa

n-—1

x}(+1 , x;'c+1 1 .
fk 0’ (x)dx = fk 1-— Z AZn_—QO(x)S”l (A0 (x)) |dx
*j %j m=0"K

X _1 1 Xfi1
6(x +1) B(x) f W—mfk Qo () sin? (20 (x))dx
= xj
1
i+ 1n  jm (S Fea
G+ Dm A” _]/’l_" = xf,; — mj @ (%) (1 — cos(2A160(x)))dx
k k m=02 k

m k j x;'(+1 N
— =1 Z 222 mfk qm (x) dx + z 27 mfk @ (%) cos(2236 (x) ) dx
J ]

T oC 1 1
A_n = fj i z ZAZn—m qm(X)dX + 0 /’{Zn+1
k m=0 K x]-

elde edilir. Buradan

f o 4 () dx + 0 < /12,1”1) (3.15)

3
n

sonucu elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.4: (3.1)-(3.2) probleminin potansiyel fonksiyonlari

2w 24w
Qn-1(x) = llim <2&ﬁ+1 2407 4 — — i >

K K
?; ?;
seklindedir.
Ispat: Teoremin ispat1 icin nodal uzunluk tanimi kullanilacaktir.

n = 1 durumunda, (3.15) formiiliinden

k
T 1 [¥j+1

1
o=y d 0( )
i /1k+2/1;2< » qo(x)dx + E

ifadesi elde edilir. Yukarida yazilan esitlige integral i¢in ortalama deger teoremi

uygulanirsa x € [x}‘,x}ﬁrl] olmak tizere
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k_ T K 1
b= oz () +0 (F)
1 1
212 90 (x){’k fk -— + 0 (F)

212 1
au() =i (¢F - )+O(F)

bulunur. Burada k — oo i¢in limit alinirsa

2,
qo(x) = lim (2&— o )
j
elde edilir.

Simdi n=2 durumunda
k

£k ”+1zl: - ij“ ()d +0(1)
f=mts ) o m()dx + 0| =
AL 2 Atm )k =

m=0 J

m _1/go(x) ql(x)) 1
oh—— = —( + krol—=
o2\ ar )Y b5

kT 1)\ 1/q0() @ ()
? +0< _2< PR %

2 ( n 1) _ g ¢k
ad e’f——>+0 ~ )=,
s ()-8 %

olup go(x) degeri denklemde yerine yazilirsa

2 T 1 2 2r q,(x)
th—=|+0|=|=5—-—=+
£k< j AZ> <k;> 2 eRTR

ql(x)_2 27 2+27r L0 1
A i A Y b e

elde edilir. Buradan

2, 21 1
q1(x) = 223 — i — 2A +— +0< )
fj #J k2

=243 (1 —i) +2/1kn< kl i,{) +0<i5>

bulunur. Burada k — oo i¢in limit alinirsa

20



= lim (223 (1 —1 + 21 ! !
q1(x) Jim (225 2 kT ]k - ]k
elde edilir.

Simdi n = 3 durumunda benzer iglemler ile

() = lim (228 — 22T _ o5z 4 27
q:\x) = k1—>r§o k fj“ k f}’.‘

formiilii elde edilir. Boylece en genel halde

2w 2MA,m
In-1(%) = lim, (21’,;‘“ -2+ )
J J

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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