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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

A° A kiimesinin diki

B(E) E deki tiim bandlarin kiimesi

B, x elemaninin Urettigi band

C, T nin tastyicisi

E" E nin pozitif kismi

E~ E nin sira duali

E"- E nin sira siirekli duali

I x elemaninin trettigi sirali ideal
L,(E,F) Sira smirli operatorlerin kiimesi
L,(E,F) Sira siirekli operatdrlerin kiimesi

N, T nin null ideali

Orth(E) Ortomorfizmalarin kiimesi

P(E) E deki tiim projeksiyonlarin kiimesi
|T | T nin modiili

Z (E ) Merkez operatdrlerin kiimesi

XV y X Ve y nin supremumu

XAY x ve y nin infimumu

x' x elemaninin complementi

x" x ve 0 (vektdr uzayinin sifirt) in supremumu

X —x ve 0 mn Supremumu



Simgeler

[
xly
x, Tx

a

x, v x

Aciklama

—X ve X in supremumu
|x| ve | y| nin infimumu sifir
{x,} neti artandir ve supremumu x tir

{x,} neti azalandir ve infimumu x tir



1. GIRIS
E ve F Arsimedyan Riesz uzayi, L, (E,F ) E den F ye sira sirh lineer

operatdrlerin kiimesi olsun. Eger F Dedekind tam Riesz uzay1 ise L, (E,F )

Dedekind tam Riesz uzayidir ve her S,7 € L, (E,F ), xe E" igin
(i) (SvT)(x)=sup{S(y)+T(z):y,zeE*,y+z=x}
(ii) (S/\T)(x)=inf{S(y)+T(z):y,zeE*,y+z=x}

esitlikleri saglanir [1]. S,7 €L, (E,F) olmak {izere |S|/\|T| =0 ise S, T ye diktir
denir ve S LT biciminde gosterilir. 7 € L, (E F ) icin x, 4 0 olacak sekildeki her
{x,} agiigin inf {|Tx,|[} =0 ise T ye sira siirekli operatSr denir ve bunlarin kiimesi
L, (E ,F ) olarak tammmlanir. Ozel olarak F =R alindiginda L (E,F ) =E",
L,(E,F)=E, seklinde gbsterilir. TelL,(E,F) i¢in N, ={xeE:|T|(]x)=0]
kiimesine 7 nin null ideali denir. Eger T sira siirekli ise N,, E iginde banddir. N

kiimesine 7 nin tasiyicist denir ve C, ile gosterilir.

[6]’da Nakano f,geFE,~ olmak iizere “f 1 g< C, L C,” Onermesinin dogru
oldugunu gostermistir. Bu teoremin genel haline bakildiginda “C, L C, =S 1T~

dogru ancak “S 1L T'= C, L C,” dnermesi dogru degildir [1].

Bu calismada ama¢ Luxemburg ve De Pagter in “Maharam extensions of positive
operators and f-modules” isimli c¢aligmalarinda elde ettikleri Nakano Teoremini

detaylariyla inceleyip vermektir.



E ve F Riesz uzaylari, T:E — F pozitif operator olmak iizere, her x € E* igin

T[0,x]=[0,7x] oluyorsa, T operatoriine aralik koruyan operatér denir. F
Dedekind tam ile £ ve F Arsimedyan Riesz uzay: olsun. T € L, (E, F) operatori,
sayet |T | aralik koruyan operator ise bir Maharam operatordiir denir. Yani F de

0<w<|T|u i¢in w=|T|v olacak sekilde 0<v <u vardir.

E ve F Arsimedyan Riesz uzayi, F' Dedekind tam olsun. Sira siirekli herhangi bir

T Maharam operatdriine bagl olarak tanimlanan

o, :B(F)— B(E)
B—o,(B)={xeE:|T|]x|leB}nC,

doniistimii sira siirekli Boolean halka homomorfizmidir.

Simdi £ ve F nin her ikisini Dedekind tam alirsak B(E ) ile E Ttzerindeki
projeksiyonlarin kiimesi P(E) ve B (F ) ile de P(F ), Boolean cebiri olarak
izomorfiktirler. Yani /4 :B(F)—> P(F), h,:B(E)—>P(E) Boolean cebir

izomorfizmleri vardir. Bu nedenle o, yardimiyla

B(F)>B(E)
h h,
hy
P(F)—>P(E)
diyagram1 gdz oOniine almrsa h. =ho. b :P(F)— P(E) Boolean halka
homomorfizmi bulunabilir. Dahast her Pe P(F) i¢in  h,(I)=P, (P,, C, bandina

karsilik gelen projeksiyondur) olmak tizere PT =Th, (P) ve h, (P)PT =h, (P) dir.



E Rieszuzayl, T :E — E operator olmak iizere, —A/ <T < Al olacak sekilde bir
AeR" varsa, T ye merkez operatér denir. Merkez operatorlerin kiimesi Z (E ) ile

gosterilir. Yani
Z(E)={T eL,(E):-AI <T < Al}
seklinde ifade edilir.

Simdi de 4, operatdriiniin Z (F ) den Z (E ) ye temsilini olugturalim.

¢,Cysenc, €R", P,P,..,P,eP(F) olmak iizere &, (ZCIPIJ = Zcihr (P)
i=1 i=1
oldugunu gormek kolaydir. Simdi 0<rzeZ(F) i¢in Freudenthal’s Spectral

Teoreminden (Teorem 6.8., [1]) 7,=Y¢,P , ¢,;eR", P.eP(F) ve n,Tx

Jj=1

olacak sekilde (7, ) cZ (F ) dizisi vardir. Bunun yardimiyla

H, :Z(F)+ _>Z(E)+
r—>H, (ﬂ):sgphr (7,)

doniistimii tanimlanabilir. Buradan da bir

h,:Z(F)—> Z(E)
w—>h(7)=H, (7Z'+)—HT (7:‘)

doniisiimii elde edilir. 7 Maharam operatdr ise her 7 € Z(F) i¢in #T =Th, () ve
h, ()P, = h.(7) olacak sekilde bir tek &, : Z(F)— Z(E) f -cebir homomorfizmi
vardir. Yukarida tanimlanan /, bu durumun varligini kanitlar. Eger her 7 € Z (F )

igin zT =Th(x) olacak sekilde bir h:Z(F)—Z(E) f-cebir homomorfizmi



varsa T Maharam operatoriidiir. /h:Z(F)— Z(E) herhangi bir f -cebir

homomorfizmi iken
L ={TeL, (EF):xT =Th(z),VreZ(F)}

bi¢iminde tanimlanir. LZ, L, (E,F ) icinde banddir. Burada gosterilmistir ki

S,T e L! ise Nakano Teoremi dogrudur. Yani
“S1TeC LG

onermesi dogrudur. Ozelde F =R ve

h:Z(F)— Z(E)
AL = h(A1) = A1,

(Burada /,:R—> R, [,:E— E birim doniisiimlerdir.) alindiginda 6nceki bilinen
Nakano Teoremi elde edilir. Bu nedenle Z (F ) den Z (E) ye istenen kosulu
saglayan f -cebir homomorfizminin ne zaman var olacagi sorgulanmistir. 7: E — F
sira siirekli Maharam operatdor oldugunda 7 ye baghh ve her weZ (F ) i¢cin
#T =Th, () esitligini saglayan bir &, : Z(F)— Z(E) f -cebir homomorfizmi elde

edilmeye ¢alisilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde calismamiz igin gerekli olan temel kavramlar ve bazi sonuglar

verilmistir.
2.1.  Pozitif Operatorlerin Yapisi
2.1.1 Tanim (Sirali kiime):

E # O olsun. E iizerinde taniml “<” bagintis1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, “<”

bagntisina siralama bagintist, (E,<)ikilisine de (kismi) sirali kiime denir.
1) Her x e E i¢in x < x (yansima o6zelligi)

1) Her x,ye Ei¢in x<y ve y<x = x=y (ters simetri ozelligi)
i)  Her x,y,zeE igin x<y vey<z = x<z (gecisme ozelligi)
2.1.2. Tanim (Supremum ve infimum):

(A, S) kismi sirali kiime B < A ve a, b € A olmak lizere;

1) Her x€ B i¢in x<a

1) Her xe B i¢in x<b iken a<bh

sartlarin1 saglayacak sekilde bir a elemani varsa buna B kiimesinin is¢ sinirlarinin

en kiiciigii (supremumu) denir ve sup B = a bi¢iminde gosterilir.
1) Her xe B i¢in a<x
i1) Her xe B i¢in b<x iken h<a

sartlarini saglayacak sekilde bir a eleman1 varsa buna B kiimesinin alt sinirlarinin en

biiyiigii (infimumu) denir ve inf B = a ile gosterilir.



2.1.3. Teorem (R de infimum):

Ac R ve aeR olsun. inf 4 =a olmasi igin gerek ve yeter kosul

1) Her xe 4 i¢in a<x

i) Her 0 <¢ €R igin x, —a < & olacak sekilde bir x, € 4 vardur.

sartlarinin saglanmasidir.
Ispat:

=: AcR, aeR ve (i), (i) sartlar1 saglantyor olsun. (i) den dolay1 her x € 4 i¢in
x2>a oldugu agiktir. Simdi her x€ 4 ve z<x olacak sekildeki her zeR igin
z<a oldugunu da gosterirsek ispat tamamlanir. z>a oldugunu kabul edelim.

z—a >0 olacagindan ¢ =z—a segebiliriz. O halde (i1) den en az bir x, € 4 vardir
ve x,—a<z—a saglanir. Buise x_ <z c¢eliskisini verir. Yani kabuliimiiz yanlistir.

z < g olmalidir. Bu da inf 4 = a demektir.

&<: inf A=a ise infimumun tanimindan (i) saglanir. Diger sarta bakalim. & >0

verilsin. x, —a <& olacak sekilde 4 nin hi¢bir elemanin olmadigini varsayalim. Bu

durumda her x € 4 i¢in x—a > ¢ olur ki buradan her x € 4 i¢in x> a+ ¢ demektir.

Bu da a nin en biiyiik alt sinir olmasiyla gelisir.

2.1.4. Teorem (R de supremum):

Ac R ve beR olsun. sup 4 =b olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1) Her xe€ 4 i¢in x<b

1) Her 0<¢ e igin b—x, <¢ olacak sekilde bir x, € 4 vardur.

sartlarinin saglanmasidir.



1spat:

=: AcR, beR ve (i), (i1) sartlar1 saglaniyor olsun. (i) den dolay1 her x € 4 i¢in
x<b oldugu agiktir. Simdi her x€ 4 ve z>x olacak sekildeki her ze R igin
z>b oldugunu da gosterirsek ispat tamamlanir. z<b oldugunu kabul edelim.

b—z>0 olacagindan ¢ =b—z segebiliriz. O halde (ii) den en az bir x, € 4 vardir
ve b—x, <b—z saglanir. Bu ise —x, <—z yani x, >z celiskisi ¢ikar. O halde

kabuliimiiz yanlistir. z > 5 olmalidir. Bu da sup 4 =b demektir.

&: supA4=>b ise supremumun tanimindan (i) saglanir. Diger sarta bakalim. & >0
verilsin. b—x, < ¢ olacak sekilde 4 nin hi¢bir elamanin olmadigini varsayalim. Bu

durumda her x € 4 ig¢in b—x > & olur ki buradan her x € 4 i¢in b—& > x demektir.

Bu da b nin en kiigiik {ist sinir olmasiyla ¢elisir.

2.1.5. Tanim (Latis):

(E,<) bir srali kiime olsun. E nin iki elemanli her alt kiimesinin supremumu ve
infimumu varsa E ye latis denir. sup{x,y}=xvy ve inf{x,y} =xAy bigiminde

tanimlanir.

Bir latisde her sonlu alt kiime bir supremuma ve infimuma sahiptir. Sonlu alt

kiimedeki elemanlar x,,x,,x;,...,x, ise

n

SUp (X, X5, X500, ) = V X,

i=1 !
1nf(xl,x2,x3,‘..,xn)= AX

seklinde gosterilir.



2.1.6. Tanim (Dagilmal latis):

E bir latis olmak tizere her x,y,,y, € £ i¢gin x/\(yl \/yz) =(x/\y1)v(x/\y2) ise

dagilmalidr denir.

2.1.7. Teorem:

X latisi dagilmalidir. & Her x,y,,y, € X iginxv(y, Ap,)=(xvy)A(xvy,) [4].
2.1.8. Teorem:

X latisi dagilmahdir < xAy, <z ve xA Y, Sz:>x/\(yl vyz)Sz [4].

2.1.9. Tanim (Complement):

E bir latis olsun. £ nin bir en biiyiik eleman1 varsa buna birim, en kii¢lik elemani

varsa buna sifir eleman denir ve sirasiyla e ve @ ile gosterilir.

E birimli ve sifirli bir latis x € £ olsun. xAx'=6 ve xv x'=eolacak sekilde bir

x' € E varsabuna x elemaninin complementi denir.
2.1.10. Teorem:

Sifir ve birimle birlikte X dagilmali latisindeki x Ogesi bir x’ complementine
sahipse, x' bir tektir (Bagka bir deyisle X teki her eleman en ¢ok bir complemente

sahiptir.) [4].
2.1.11. Tanim (Boolean cebiri):

(X,<) latis olsun. Eger X dagilmali latis, X in sifir ve birim elemani var ve X in

her elemaninin complementi varsa X e Boolean cebiri denir.



2.1.12. Tanim (Boolean halkasz):

(X,<) bir latis olsun. Eger X dagilmali latis ve sifir elemana sahip ise X e

Boolean halkasi denir.
2.1.13. Tanim (Boolean cebir homomorfizmasi):

A ve B Boolean cebiri, T: 4 — B bir fonksiyon olsun. Eger,

1) Her x,y € 4 i¢in T(x/\y):Tx/\Ty ve T(xvy):Tvay,

ii) Her x e 4 i¢in T (x') = (Tx)’

ise T ye Boolean cebir homomorfizmast denir. (T birebir ve orten ise T ye Boolean

cebir izomorfizmi denir.)
2.1.14. Tanim (Boolean halka homomorfizmasi):

A ve B Boolean halkasi, 6, A4 nin sifir elemani, ¢, B nin sifir eleman1 ve

T : A — B bir fonksiyon olsun. Eger,

1) Her x,y € 4 i¢in T(X/\y):Tx/\Ty ve T(xvy)szva,
i) 7(6)=6,

ise T ye Boolean halka homomorfizmast denir. (T birebir ve Orten ise 7' ye Boolean

halka izomorfizmi denir.)
2.1.15. Tanim (Siral1 vektor uzay1):

E reel vektor uzay: ve lizerindeki siralama bagintis1 “<” olmak iizere, her x,y € E

ve x <y i¢in;
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1) Her ze E i¢in x+z<y+z
i1) Her 0<aeR igin ax<ay
kosullarini saglayan E uzayina sirali vektér uzayr denir.

xeE icin x>0 ise x e pozitiftir denir. E uzaymin tiim pozitif elemanlarinin

kiimesi £ ={xe E:x>0} seklinde tanimlanur.
2.1.16. Tanim (Lineer operator):

E ve F iki vektor uzayi olmak iizere bir 7: E — F operatori her x,y € E ve her

a,feR icin
T(ax+pBy)=al(x)+BT(y)

esitligini sagliyorsa T ye lineer operatér denir. Genel olarak T (x) degeri Tx ile

belirtilecek ve lineer operator kavramini yalnizca operator olarak kullanacagiz.

2.1.17. Tanim (Pozitif operator):

E ve F iki sirali vektdr uzayr T :E — F operatdr olsun. Her x>0igin 7(x)>0
oluyorsa 7 operatoriine pozitif operatér denir ve T >0 veya 0<T bi¢ciminde

gosterilir.
2.1.18. Sonug:

E ve F sirali iki vektor uzaylari ve T : E — F bir operatdr olsun.

T operatorii pozitiftir < T(E*)gF*@xSy: Tx<Ty [1].
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1spat:

(=) T nin pozitif operatdr oldugunu kabul edelim. x <y olacak bigimde x, y e E

i¢in

x—xSy—x:>OSy—x:>O§T(y—x):>OSTy—Tx:TxSTy—T)H—Tx
=>Tx<Ty

(<) 0<x=>T0<Tx

=0<Tx

oldugundan 7 operatorii pozitiftir.
2.1.19. Tanim (Riesz uzay1):

E sirali vektor uzayi olsun. E deki herhangi iki elemanin supremumu ve infimumu

varve E ye aitise, E ye Riesz Uzay: denir.

x,y€E igin sup{x,y} =xvy ve inf{x,y} =x Ay ile gosterecegiz.

2.1.20. Teorem:

Bir Riesz uzayinin herhangi ii¢ elemani x, y,z icin asagidaki esitlikler saglanir.
1) xvy:—[(—x)/\(—y)] ve x/\yz—[(—x)v(—y)]

2) X+Y=XVY+XAY

3) x+(yvz)=(x+y)vix+z) ve x+(yrz)=(x+y)Alx+2)

4) Her a 20 i¢in a(xv y)=(ax)v(ay) ve a(xry)=(ax)r(ay) [1].
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2.1.21. Sonug:

E bir Riesz uzay1 ve 4 < E olsun. sup A varsa bu durumda;

a) inf (—4) vardir ve inf (-4) = —sup 4

b) sup(x+ A4) =supi{x+a:ae A} vardir ve sup(x+ A)=x+sup 4

¢) Her A >0 icin supAd4:=supila:ae A} vardir ve sup(Aa)= Asup 4
gerceklenir [1].

2.1.22. Tanim (Pozitif-negatif kisim ve mutlak deger):

E Riesz uzay1 ve xeE olmak iizere; x"' =xv0, x =(-x)v0, [x=xv(-x)
elemanlarina sirasityla x € E nin pozitif kismi, negatif kismi ve modiilii (mutlak

degeri) denir.
2.1.23. Teorem:

Bir Riesz uzayinin herhangi bir x elemani igin,

1) x=x"-x

2) Ix|=x*+x

3) x"Ax =0.

Bununla birlikte (1) deki ayrim asagidaki anlamda tektir.

x=y—-zveynz=0=y=x"vez=x dir[1].



2.1.24. Sonug:

E, F Riesz uzaylari ve T : E — F pozitif operator olsun. Her x € E i¢in |Tx| <T |x|

dir [1].
ispat:

Fx< |x|

:>$Tx£T|x|:>—TvaxST|x|:>|Tx|£T|x|.

2.1.25. Teorem:

Bir Riesz uzaymin herhangi iki x, y elemani igin,

3 xvy:%(x+y+|x—y|) ve my:%(x+y_|x_y|)
2) lx=y|=xvy-xny

) bdvbl=F (el

4 A= (el -l 1

2.1.26. Sonug:

E sirali vektor uzayr olsun. £ nin Riesz uzayr olmasi ic¢in asagidaki sartlardan

birinin ger¢eklenmesi yeterlidir.

a)

b)

¢)

Her x,y e E i¢cin xvyekFE

Her x,yeE igcin xAye E

Her xe E igin x" € E
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d) Her xe E igin x € £
e) Her x € E icin |x| € E
2.1.27. Tanim (Diklik 1):

E Riesz uzaymnin herhangi iki elemani x,y icin |x|/\|y|:O ise, bu elemanlar

birbirine diktir denir ve x L y ile gosterilir.

2.1.28. Tanim (Diklik 2):

Bir Riesz uzaymin iki 4, B alt uzayi i¢in, “Vae A, Vbe B i¢in a 1 b” dnermesi

saglanirsa, 4 ve B diktir denir ve 4 L B ile gosterilir.

2.1.29. Tanim (Sira baz):

Eger A, E Riesz uzayinda bir ideal ve ( f. :ae{a}), A daki elemanlarin bir

kiimesi, ( f o e{a}) tarafindan tretilen ideal 4 da sira yogun (ya da yar1 sira

yogun) oldugunda, bu kiime A4 nin swra bazi (va da yar: sira bazi) olarak adlandirilir.

2.1.30. Tanim (Dik sistem, maksimal dik sistem):

(1) E Riesz uzaymnn sifirdan farkli dik elemanlariin her ( f, o€ {a}) kiimesi

E de bir dik sistem olarak adlandirilir.

(i) E de (fg o€ {0'}) dik sistemi; (fa o€ {0'}), E nin bir yar1 sira bazi ise
maksimal dik sistem olarak adlandirilir.(Ornegin her o e{o} i¢in f L f, ise /=0

dir.)

(1i1) ( f, o€ {J}) dik sistemi ayn1 zamanda E nin sira bazi ise ( f, o€ {a}) ye

E nin dik sira bazi denir.
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2.1.31. Teorem:

E Riesz uzay1 olmak lizere 4 < E maksimal dik sistem olsun. Bc A c E olmak
tizere B nin maksimal dik sistem olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her 0= ae A”

icin 0# b < a olacak sekilde 0 #b e B" vardr.

2.1.32. Tanim (Dik tiimleyen):

Bir E Riesz uzayinin A(A# Q) alt uzaymnm dik tiimleyeni, A° ile gosterilir ve

d . . . dd d d . .
A = {x eE:VYaeAdicina L x} seklinde tanimlanir. 4™ = (A ) dir. 4 altuzay ise

ANA’={0} dir.(xe AN 4’ = xe Avexe A’ = |x|Alx|=0=|x|=0=x=0)

2.1.33. Tanim:

A ve B bir Riesz uzaymin alt kiimeleri olmak iizere, asagidaki tanimlamalar

yazabiliriz.

1) lAl={lal:a e 4}

i) A ={a" ae 4}

i) A =la :aeAd)

1v) AvB={avb:ae Abe B}
V) AAB={anb:ae A,be B}
Vi) xvA={xva:aec A}

vil) xAad=ixra:ac A}
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2.1.34. Teorem:

E bir Riesz uzay1 ve & # A < E olsun. Eger sup A4 varsa her x € E igin sup(x A A)
var ve sup(xAA)=xAsupA dir. Benzer sekilde, eger inf A varsa her x e E igin

inf (xv A4) varve inf(xv 4)=xvinf 4 dir [1].
2.1.35. Teorem:

Bir £ Riesz uzaymin herhangi ii¢ x, y, z elemanlar1 asagidaki esitsizlikleri saglar.
1) ||x|—|y||£|x+y|£|x|+|y|

2) ‘(x\/z)—(yvz)‘ﬁ|x—y| ve ‘(x/\z)—(y/\z)‘ﬁ|x—y|

3) Eger x,y,z€ E" ise xA(y+2z)=(xry)+(xaz) [1].

2.1.36. Sonug:

Riesz uzaymnin herhangi iki eleman1 x, y ise ‘x* - y*‘ < |x - y| dir [1].
2.1.37. Tanim (Y 6nlendirilmis kiime):

A # @ bir kiime ve lizerinde “<” bagintis1 verilsin. Eger,

(1) Her A€ A igin A< A

(i) Her A4, f,0 e A igin A<P vef<a iken A<«

(ii1)) Her A, €A i¢in A <a ve f <a olacak sekilde bir ¢ € A vardir.

Oonermeleri saglanirsa A kiimesine “<” bagintisiyla (yukari) yonlendirilmis kiime

denir.
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2.1.38. Tanim (Ag(net), artan ve azalan ag):

(A,S) yonlendirilmis kiimesinden herhangi bir X kiimesine tanimli her fonksiyona

X iginde bir ag(net) denir.

(xa) Riesz uzayinda bir ag(net) olmak {izere,
(1) Her a < f iginx, <x, ise (xa) ya “artan ag” denir ve x, T yazilir.
(i)  Her @ < B igin x, > x, ise (x,) ya “azalan ag” denir ve x, ¥ yazilr.

(iii) x, Tx ifadesi x, T ve sup(x,)=x; x, Vx ifadesi x, ¥ ve inf(x,)

X

anlamindadir. Aym tanimlar (x, ) dizisi i¢in de verilebilir.

2.1.39. Tanim (Arsimedyan Riesz uzay1):

E Riesz uzaynda her xeE" igin neN" olmak iizere; lx»LO ise E ye
n

Arsimedyan (Archimedian) Riesz uzay: denir.

Fonksiyonel analizdeki biitiin klasik uzaylar 06zellikle fonksiyon uzaylari

Arsimedyandir.

2.1.40. Lemma:

E nin Argimedyan Riesz uzay1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her x € E* igin

0<ny<x her neN iken y =0 olmasidir.
2.1.41. Teorem (Kantorovic):

E Rieszuzayi, F Arsimedyan Riesz uzay1ve T :E" — F" toplamsal doniisiim yani
her x,y e E* igin T(x+y)=T(x)+T(y) olsun. O zaman T, E den F igine bir tek

ve pozitif operatdr olarak genisler. Bu genisleme yine 7' ile gosterilirse,
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T:E—F,her xeEicinT(x)=T(x")-T(x")
seklindedir [1].

Sonu¢ olarak, E Riesz uzayi,, F Arsimedyan Riesz uzayr olmak iizere
T:E" — F'dontsiminiin bir tek pozitif operatore genislemesi igin gerekli ve

yeterli kosul 7' nin toplamsal doniisiim olmasidir.

E ve F Riesz uzaylari olmak iizere, £ den F' ig¢ine tanimlanan biitiin operatorlerin

(reel) vektdr uzayt L(E,F)={T|T:E—> F operator} ile gdsterilir. Her

S, TeL(E,F) igin,
“S<T<T-5>207
seklinde tanmimlanan “<” siralamasi ile L(E, F') sirali vektdr uzayidir.

T'-S>20< VxeE" igin (T—S)(x)ZO

S VxeE" igin Tx—Sx>0

< Vxe E” igin Tx > Sx
oldugundan bagintimizi her S, T e L(E,F) igin,
“S<T<VxeE" igin Sx<Tx”

olarak da verebiliriz.

Sirali vektor uzayi oldugunu goérmek i¢in; S <7 olacak bi¢imde S,7,Z € L(E F )

AeR" alalim.

(1) Sx, Tx, Zx € F ve F nin siral1 vektor uzay1 oldugunu kullanirsak
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S<T=VxeE" igin Sx <Tx
= VxeE" i¢in Sx+ Zx < Tx+ Zx
= VxeE" i¢in (S+Z)x<(T+Z)x
=>S+Z<T+Z

(i1) F Riesz uzay1 ve Sx, Tx € F' oldugundan

S<T=VxeE" i¢in Sx <Tx
= VxeE" i¢in ASx < ATx
= VxeE" igin (ﬂS)xS(/iT)x
= AS<AT

Bu durumda (i) ve (ii) den L (E F ) stral1 vektor uzayidir.

2.1.42. Tanim (Modiil):

E ve F Riesz uzaylari olsun. 7:E — F operatorii icin T v(—T ) varsa, bu

supremuma 7' operatoriiniin modiilii denir ve |T | ile gosterilir.
2.1.43. Teorem:

E bir Riesz uzayi, x,y,,),,...,y, € E olmak lizere |x] S|y1 +y,+..+y,| ise dyle
X,,X,,...,x, elemanlar1 vardir ki x=x, +x, +...4+x, ve i =1,2,..n olmak lizere her i
i¢cin |xl.|s| yl.| dir. Eger x eleman pozitif alimirsa x;,x,,...,x, elemanlar1 pozitif

secilebilir [1].
2.1.44. Teorem:

E ve F Riesz uzaylari, T:E— F operator olmak fiizere; her x€ E* igin

sup {|T y| :| y| < x} , F iginde varsa o zaman 7 nin modiilii vardir ve her x € E” igin,

IT|(x) = sup{|Ty| : |y| < x} bi¢imindedir [1].
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2.1.45. Sonug:

T:E—F lincer bir doniisim olsun. 7 nin modiilii var ise her x€ E i¢in

|Tx| <|T|[x| dir [1].
Ispat:

Her x e E igin x=x"—x" esitligini biliyoruz. |T|=T v (~T) oldugu i¢in supremum

tanmimindan T S|T , —T < |T | dir. Bu durumda;

+7 <|T|= +Tx" <|T|x" ve £Tx~ <|T|x™ = £(Tx" = Tx ) <|T]|x|

= J_rT(x)£|T||x|: |Tx| S|T||x|
elde edilir.

2.2.  Ornekler

2.2.1. Ornek:

Q=@ ve R ={f]| f:Q— R fonksiyon} olmak iizere her f,geR® i¢in;
"f<geo Vel iginf(x)Sg(x)"

noktasal siralamasi ile (RQ,S) Riesz uzayidir.

Cozim:

Her f,geR® igin; “ f < g < VxeQiginf (x)< g(x)” bigiminde tanimlanan “<”
bir siralama bagintist oldugu icin (RQ,S) sirali bir kiimedir. Her f,geR® ve

her a € R i¢in

f+g: Q>R af:Q—->R
x> (f+g)(x)=s(x)+g(x) x> (af)(x)=af(x)
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bigimindeki toplama ve skalerle carpma islemleri ile birlikte R®, R iizerinde bir

vektor uzayidir.

f<g olacak bigcimde f,g,heR® ve 0<A1eR olsun. Her xeQ icin
f(x), g(x), h(x) € R oldugundan

ng:Veriginf(x)Sg(x)
= R'de f(x)+h(x)£g(x)+h x)
= VxeQ igin (f+h)(x)£(g+h)(x)
=f+h<g+h

A

f<g=>VxeQigin f(x)Sg(x)
:Veriginﬂf(x)S/%g(x)
=>VxeQicinAf <Ag

elde edilir. Béylece R sirali vektdr uzayidir. Simdi yine f,g € R® olmak iizere her

x€Q igin

h:Q—>R
x—)h(x)zmax{f(x),g(x)}

doniisiimiinii tammlayalim. Her x€Q i¢in f(x),g(x)eR olur ve R tam sirah
oldugu icin maksimum elemam vardir. Dolayisiyla max{ f (x),g(x)} eR

olacagindan her x € QQ igin h(x) € R elde edilir. Boylece 4 doniisiimii anlamlidir.

f ve g iyitanimli oldugundan x,y € Q igin,
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esitligi 4 doniisiimiiniin iyi tamml oldugunu gésterir. Sonug olarak 4 eR® elde

edilir. R® *nin Riesz uzay1 oldugunu tanimi kullanarak gorelim.

(i)  Her xeQ icin

£ (x)<max{ £ (x). g (x)} = h(x) ve g(x) <max £ (x). (x)} = (x)
olmast f <h veg <h anlamma gelir.

(i1) f <t veg<t olacak sekilde e R® alalim. Bu durumda her x € Q icin

f(x)St(x) Veg(x)ét(x): max{f(x),g(x)} St(x)
= h(x)St(x)
= h<t

supremum tanimi geregi (i) ve (ii) den fvg=h olur ki heR® oldugundan

/v g e R? bulunur. Sonug olarak R Riesz uzayidir.
2.2.2. Ornek:

Q topolojik uzay1 iizerinde tanimli, gercel degerli, siirekli fonksiyonlarin kiimesi

C(Q) iginher f,geC(Q) olmak iizere
“f<ge VxeQ icin f(x)ég(x)”

noktasal siralamast ile Riesz uzayidir.
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Cozlim:

Oncelikle C (Q) = { f1f:Q— R siirekli fonksiyon} uzaymin sirali vektoér uzayi

oldugunu gorelim. R® un vektdr uzayr oldugu 6rnek (2.2.1) den bilinmektedir.

C(Q)c R? oldugundan C(Q) nin alt vektdr uzay: oldugunu gdrebilmek igin her
f,.geC(Q) igin f+geC(Q) ve her AeR i¢in AfeC(Q) oldugunu
gostermemiz gerekir. Bunun i¢in f,geC (Q) , A €R olmak lizere keyfi x€ Q) ve

e>0 alalm. f,geC (Q) oldugundan f veg siireklidir. Dolayisiyla f ile g

x € Q noktasinda siirekli olacagindan her u €U igin | fu — fx| <% ve her veV igin

|gv—gx| <% olacak sekilde U,V € B(x) vardir. W =U NV alimrsa W € (x) ve

her weW ig¢in,
‘(f+g)w—(f+g)x‘=‘(fw—fx)+(gw—gx)‘S|fw—fx|+|gw—gx|<€

olur ki bu da f+g fonksiyonunun x noktasinda siirekli oldugu anlamina gelir.

Burada x noktas1 keyfi secildiginden her x € Q i¢in f + g siirekli fonksiyondur
yani f+geC(Q) dir. f,xeQ noktasinda siirekli oldugundan her ueU ve

&

4

A #0ig¢in | fu-— fx| < olacak sekilde U € (x) vardir. Ayrica her u e U igin,

(A Yu=(Af)xl =[2 (e )] = || fu = fo| < e

olur ki bu A#0 iken Af fonksiyonunun siirekli oldugunu gésterir. 4 =0 igin

Af =0 sabit fonksiyonu siireklidir. O halde A/ e C(Q) dir. Sonug olarak C(Q)

vektor uzay1 olur ki C (Q) c R® oldugundan ayni zamanda siral1 vektdr uzayidir.
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Her feC(Q) iken |f]e C(Q) oldugu gésterilirse ispat tamamlanir. Bunun igin
| f | fonksiyonunun siirekli oldugunu gdéstermemiz gerekir. Keyfi bir x € Q secilsin.

f siirekli oldugundan x noktasinda da siireklidir. O halde her £ >0 ve her u € Q

icin | fx— fu| < ¢ olacak sekilde bir U € S (x) vardir. Ornek (2.2.1) den

Q>R
x — max { fx,- fx} =| fx|

olur. Ayrica H ﬁc|—| fu|‘£| fx— fu|<g oldugundan | f | fonksiyonu siirekli yani

| f]eC(Q) dir. Béylece C(Q) bir Riesz uzayidir.
2.2.3. Ornek:

Q=+, [, (Q) = { f1f:Q—>R smrh fonksiyon} bicimindeki Q {izerinde tanimli

gergel degerli smirli fonksiyonlarin uzayi olan [, (Q), R® iizerindeki noktasal

siralamaya gore Riesz uzayidir.
Cozim:

f.,gel, (Q) ve A€R olsun. Bu durumda f nin smirli olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul her xeQ icin ‘ f (x)‘SM olacak bicimde M >0 sayisinin var

olmasidir. f,ge/,(Q) oldugundan her xeQ igin ‘f(x)‘ <M ve ‘g(x)‘ <N

olacak bicimde O <M ,N e R vardir.
O |(f+e)(x)=|f(x)+e(x) <] f(x)+g(x) <M +N>0

G AN =1ar (] =IAll (o) <l =0
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(i) ve (i) den 7, (Q) uzayr R® nin alt vektdr uzayidir. Boylece [, (Q), R” den

gelen siralama ile sirali vektor uzayidir.

fel, (Q)=VxeQigin ‘f(x)‘ < M olacak bigimde M >0 vardir
= Vx e Q icin ‘ ‘f(x)‘ ‘S M olacak bicimde M >0 vardir
=|f|el, (Q)

Boylece I, (Q) Riesz uzayidir.

2.2.4. Ornek:

(1< p<oigin) fp:{(xn):(xn)reeldizivei|xn|p<oo} ve (x,), (v,) €¢,

n=1

b

olmak iizere “(x,)<(y,)< her neN i¢in x, <y, siralamasi ile (K p,S) sirall

vektor uzayi Riesz uzayidir.

Cozim:

(x,), (»,) €, olsun. Buradan her neN igin (x,)v(y,)=max{x,,y,} olur. Her
neN i¢in

k k k
" ve boylece anvynp <) Ix, p+z

n=1 n=1 n=1

P P

"y

<|x

- n

Xu V'V Y Vi

her £ € N i¢in dogru oldugundan £ — o igin

0

2

n=1

P <o

XV Vu Y

P - P~
S2|xn| +Z;
n= n=

bulunur. Sonug olarak (x, )v(y, )€/, oldugundan ¢, Riesz uzayidir.
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2.2.5. Ornek:

R= { f1f:R—>NR 1. dereceden tiirevlenebilir fonksiyon} biciminde taniml
R < R? alt vektdr uzayr R® den gelen siralama ile sirali vektor uzayidir. Ancak R
Riesz uzay1 degildir.

Cozim:

Asagidaki gibi tanimh f, g € R elemanlarini goz oniine alalim.

fR>R g:R->R

x— f(x)=x x—)g(x):—x} her x € R igin f"(x) =1 ve g'(x) =—1"dir.

Tiirevlenebilir her fonksiyon siirekli oldugundan Rc C (R) dir. C (R) icinde
(/v g)(x)=max{ fx,gx} =|x| dir. Simdi R icinde fv g var oldugunu diisiinelim.
Alt uzaydaki ve iist uzaydaki supremum esit olacagindan (f v g)(x)=|x/e R olur

ki bu geligkidir. x=0 da f v g tiirevlenemez.
2.2.6. Ornek:

V= { I/ R>R, f(x)=mx, me ]R} biciminde  tanmimlanan  dogrusal

fonksiyonlarin uzay1 Riesz uzay1 degildir. ¥ < R® alt vektdr uzayr R® den gelen

siralama ile siral1 vektor uzayidir. Fakat V' Riesz uzayi degildir.

Cozim:
R->R R->R

SR> £57 f,gelV  dir.
x—)f(x)z—x, m, =-1 x—)g(x):x, m, =1

fvg=h diyelim ve kabul edelim ki ~2€V olsun. Bu durumda her xR ig¢in

h(x)=mx olacak bigimde bir me R vardir. A ist siur oldugu i¢in <k veg<h
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dolayisiyla her xeR igin fr<hxvegx<hx olur. f(-1)=1, g(-1)=-1

oldugundan,
e m205 x=—ligin A(~1)=m(~1)<0= 0= -m=h(-1)< f(~1)=1
. m<0=x=ligin h(1)=m(1)=m<0=h(1)<g(1)=1

her iki durumda /% nin supremum olmasi ile celisir. Sonu¢ olarak dogrusal

fonksiyonlarin uzay1 Riesz uzay1 degildir.

2.2.7. Ornek:

R* de “(xl,y1 ) < (xz,yz) < X, <X, veya (x1 =x, vey, < yz)” bi¢ciminde tanimlanan

Lexografik siralama ile R* Riesz uzayidir. Ancak Arsimedyan Riesz uzay1 degildir.

Coziim:

(x,y)=(11)eR* alalm. L oldugunda (l,l)Z(L,Lj oldugu icin
n n+l nn n+l n+l

n n n

L) =L (1) di. Ancak L(1,1)4 0 degildir. Ciinki oz(o,o)<(o,1)s(l,lj
n n

oldugundan sifir ile bu dizi arasinda bir eleman vardir. Boylece inf (1,1}&0
non

oldugu goriiliir. Sonug olarak R*, Lexografik siralama ile Arsimedyan Riesz uzay1

degildir.

2.3.  Sira Smmirh Operatorler
2.3.1. Tanim (Sira siirlik):

A bir Riesz uzayinin alt kiimesi olsun.

Her y e 4 i¢in y < x olacak sekilde x varsa A4 ya “iistten sinirli”,
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Her y € 4 i¢in x <y olacak sekilde x varsa A ya “alttan sinirl1”,
A alttan ve tistten sinirli ise, 4 ya sira (order) sinwrli denir.

Riesz uzayinin herhangi iki x ve y elemani igin (x<y) [x,y]={zeE:x<z<y}

seklinde tanimlanan alt kiimesine sira aralig: denir.
2.3.2. Teorem:

A nin sira smirli olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul bir sira aralik tarafindan

kapsanmasidir.
2.3.3. Tamm (L,(E,F)):

E ve F Riesz uzaylari, T:E — F operatorii £ nin sira sinirh alt kiimelerini ' nin

stra sinirl alt kiimelerine doniistiiriiyorsa, 7' operatoriine sira sinirli operatér denir.

E den F ye tanimlanan biitiin sira sinirh operatérlerin uzay:r L, (E I ) ile gosterilir.

T sira siirli operator ise 4 < E sira sinirh kiimesi i¢in F' iginde T (A) alt kiimesi

sira sinirli olur.

L (E,F) = {T € L(E,F) : A C E sira smirli iken T(A) c F sira simirl }

2.3.4. Ornek:
Pozitif her operator sira sinirhidir.
Cozim:

Ac E sirasmirli kiime olsun. Bu durumda A4 c[x,y] olacak sekilde x,yeE
vardir. 7 pozitif operatdr dolayisiyla sira koruyan oldugundan her ae 4 igin
x<a<y dolayisiyla T(x)<T(a)<T(y) olur ki bu da T(A)g[T(x),T(y)}

demektir. Boylece 7' sira sinirlt operatordiir.
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2.3.5. Ornek:

L, (E,F) C L(E,F) alt uzayr oldugu i¢in L, (E,F), L(E,F) lizerinde
“S<T<Her xeE" i¢in Sx<Tx” seklindeki siralama bagmtist ile sirali vektor
uzayidir. Ancak Riesz uzay1 olmayabilir.

Coziim:

Oncelikle Z, (E I ) nin alt vektor uzay1 oldugunu gorelim

(i) T,SeL,(E,F) ve AcE sira sinirh kiime olsun. Bu durumda A4 c[x,y]
olacak sekilde x,y € E vardir. Yani her ae€ 4 igin x<a <y dir. T ve S sira siirh
operatdr oldugu icin T (A) cF,S (A) c F swra smirh kiimelerdir. Bdylece

m<T(a)<n, k<S(a)<I olacak bi¢gimde m,n,k,/ € F vardir. Buradan

m+k£Ta+Sa:(T+S)(a)én+l:(T+S)(A)g[m+k,n+l]<;F
= T+ S sira sinirhdir.
=>T+SeL,(EF)

(i)  AeR olmak iizere, Ac E sira sinirli kiime olsun. Bu durumda 4 c[x,y]
olacak sekilde x, y e E var ve boylece her ae Aigcinx<a <y oldugundan 1>0
iseher ae 4 igin Ax<Aa< Ay dir. T e L, (E,F) oldugu i¢in T(A4) < F sira siurh

kiimedir. Buradan her a € 4 i¢in m<T(a)<n, m,neF

/120:>/1mS/IT(a)S/ln:>(/1T)(A)g[/1m,/1n]

ATel (E.F
A<0= An< AT (a) < Am = (AT)(A4) <[An, Am] = AT el )

(1) ve (i1) den L, (E F ) c L(E F ) alt vektor uzayidir. Sonug olarak L, (E v ) stralt

vektor uzayidir.
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[1]’de Ornek (1.12) den biliyoruz ki ¢ yakinsak dizilerin uzay1 olmak iizere, dyle

bir 7":c — ¢ sira smirh operatorii vardir dyle ki L, (c,c) icinde |T | modiilii yoktur.

Yani herhangi bir E, F' Riesz uzaylar1 i¢in L, (E ,F ) Riesz uzay1 olmayabilir.

2.3.6. Tanim (Dedekind, o — Dedekind tam):

Bir Riesz uzaymnin bostan farkli ve iistten sinirli (sayilabilir) her alt kiimesinin
supremumu veya bostan farkli ve alttan sinirli (sayilabilir) her alt kiimesinin
infimumu varsa bu Riesz uzayma Dedekind tam (o — Dedekind tam) Riesz uzay

denir.

2.3.7. Onerme:

E Riesz uzaymin Dedekind tam olmas: igin gerekli ve yeterli kosul 0<x, T<x

olacak sekildeki her agin E uzay1 i¢inde supremumunun var olmasidir.

E Riesz uzaymin o — Dedekind tam olmasi icin gerekli ve yeterli kosul 0<x, P<x

olacak sekildeki her dizinin £ uzay1 i¢inde supremumunun var olmasidir [1].

2.3.8. Ornek:
Q+D, 1, (Q)={f|f:Q— R smirl fonksiyon} Riesz uzay1 Dedekind tamdir.
Cozlim:

0< f, < f olacak sekilde f ile uistten siirli f T agmin supremumunun oldugunu

gostermek i¢in

h:Q—>R
x = hx =sup{ f,x}
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donilistimiinii tanimlayalim. Her x€Q i¢in R Dedekind tam Riesz uzayi ve

0< f x< fx oldugundan sup{ fax} €eR ve x, =x, i¢cin hx, = hx, olur ki boylece 5

doniisiimii anlamli ve iyi tanimli oldugundan fonksiyondur. Ayrica her x € Q igin

0<f x< fx<M olacak sekilde M eR var oldugundan O<sup f,x<M yani

0<hx<M ve bu da hel (Q) demektir Her xeQ ve her « igin

f,x<supf x= h(x) oldugundan /4 bir iist siirdir. Simdi f, <g ve gel, (Q)
alalim. Her xeQ icin f x<gx ise supf x<gx yani hx<gx olur. O halde

h=sup f, elde edilir ki bu da [, (Q) un Dedekind tam Riesz uzay1 oldugunu

gosterir.

2.3.9. Teorem (Riesz-Kantorovic):

E Riesz uzay1 ve F Dedekind tam Riesz uzayi olmak iizere L, (E,F) sirali vektor

uzayl, Dedekind tam Riesz uzayidir ve her S,Te€L, (E,F ) ve her xe€ E* i¢in

asagidakiler saglanir.

) (SvT)(x)=sup{S(y)+T(z): vz E', y+z=x|
(i)  (SAT)(x)=inf{S(y)+T(z): y.z€E", y+z=x}
(i) |7](x)=sup{|T(y)]: 0<y<x]

(iv) T"(x)=sup{T(y): 0<y<x|

(v) T*(x):sup{—T(y): OSny} [1].
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2.3.10. Teorem:

E ve F Riesz uzaylari, F' Dedekind tam olmak iizere = D c L, (E F ) ve DT
olsun. O zaman supD e L, (E F ) olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart her x € E* i¢in
{Tx :Te D} cF sira smirli olmasidir. Bu durumda her xeE' igin

(supD)x =sup{Tx:T e D} dir [1].

2.3.11. Teorem:

E ve F Riesz uzaylari, F o -Dedekind tam olsun. 7: E — F pozitif operator ise

her x € E igin asagidaki 6zellikler saglanir.
(i)  T(x')=max{S(x):SeL(E,F); 0<S<T}
(i)  T(x)=max{-S(x):SeL(E,F); 0<S<T}
(i)  7(|x])=max{S(x):SeL(E,F); -T<S<T| [1].

2.3.12. Tanim (Alt lineer doniisiim):

G vektdr uzayi, F' Riesz uzay1 ve p:G — F bir fonksiyon olmak iizere eger;
(i)  Her x,yeGiginp(x+y)< p(x)+p(y)
(i)  Her AeR" i¢in p(ix)=Ap(x)

sartlari saglanirsa p ye “alt lineer doniisiim” denir.
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2.3.13. Ornek:

[, = {(xn) :(x,) reel terimli smirh dizi} olmak iizere Ornek 2.2.3. den Q=N-{0}

olarak alinirsa “(x, <y, )< her n e N i¢in x, <y, ” noktasal siralamast ile /, Riesz

uzayt olur. Reel sayilar kiimesi Dedekind tam Riesz uzayr oldugundan

inf (sup xkj € R olur. O halde,

k=n

k=n

T:1, >R; (xn)—)T(xn)zlimsup(xn):inf(supxk)

doniisiimii anlamli ve iyi tanimlidir. Simdi bu fonksiyonun alt lineer oldugunu

gosterebilmek icin alt toplamsal ve pozitif homojen oldugunu gosterelim;
(x,)s (v,)€l, olsun. Her x, €(x,), y, €(»,) ve neN igin

X+, Ssklip(xk)+sklip(yk):>sklip(xk +yk)Ssklip(xk)+sup(yk)

k=n
= inf(sup(xk + )j < inf(sup(xk)+ sup(y, )) =inf sup(x, ) +inf sup(y,)
n k=n n k=n k=n T k>n T k>n

= limsup(x, + y,) < limsup(x, )+ limsup(,)
:T(anryn)ST(xn)JrT(yn)

oldugundan T alt toplamsaldir. @ e R™ ve (x,) e/} i¢in

T(ax,)=limsup(ax,) = inf(sup(axn )) = inf(a sup xnj = ainf(sup xnj =aTl(x,)

n k>n n k>n n k>n

oldugundan T pozitif homojendir. Béylece T alt lineer fonksiyondur.
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2.4. 1Ideal, Band ve Sirali Projeksiyonlar

2.4.1. Tanim (Riesz alt uzay, ideal, band, sira yogunluk):

E Rieszuzayive G alt vektdr uzayi olsun.

. Her x,y e G iginxv y e G ise G ye E nin Riesz alt vektér uzay:r denir.

. Her ye E ve xe G olmak iizere | y|£|x| iken y € G oluyorsa G ye (sira)

ideal denir. Her x € G igin [—|x|,|x|] c G olmasi icin gerekli ve yeterli sart G nin

sira ideal olmasidir.

I ideal ve herhangi bir {x,} = olmak iizere 0<x, Tx iken xe/ oluyorsa, I

idealine E uzaymnda band denir. E deki tim bandlarin kiimesini B(E)#ile

gosterecegiz.

. @+ Ac E altkiimesini kapsayan en kiigiik Riesz alt uzayina (ideale/banda)

A kiimesinin iirettigi Riesz alt uzayi (ideal/band) denir.

A c E alt kiimesinin Urettigi ideal;

I,={xeE:lxl< le. |xl. , olacak sekilde 0 <i < n olmak iizere 4, e R", x, € 4 ve
i=1

en az bir n € N vardir.
E Riesz uzaymin herhangi bir x elemaninin iirettigi ideal;
I = {y ek: |y| < Alx| olacak sekilde A e R Vardlr}
A c E alt kiimesinin tirettigi band;

B, = {x eE: 0<x, T || olacak sekilde {Xa} c 4 Var}
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E Riesz uzaymin herhangi bir x elemaninin iirettigi band;
B, ={yeE: |y|/\n|x|T|y|}

bi¢giminde elde edilir.

. Her 0<xeE igin 0< y<x olacak sekilde ye G varsa G ye, E de sira
yogundur denir [1].

2.4.2. Teorem:

E Riesz uzay1 V', E nin Riesz alt uzayr 4V olsun. sup, 4 ve sup, 4 var ise

bunlar esittir.
Ispat:

B:{aeV: Y xe Aicgin xSa} ve Dz{beE: Y xe€ Aicin be} olsun. VcE
oldugundan Bc D dir. (Kiime biiyiidiikge infimum kiiciiliir.) Supremumun

tanimindan sup, 4 <sup, 4 dir. Yine her x € 4 i¢in 4 nin bir {ist siur1 sup, 4 dir
yani x<sup, A dir. Supremumun tanimindan sup, 4 <sup, 4 dir. Dolayisiyla

sup, A=sup, 4 dir.
2.43. Teorem:
Bir £ Riesz uzayinin bir 4 ideali i¢in asagidaki onermeler dogrudur.

1. A ideali E de sira yogundur < 4 ={0}

2. A® 4 ideali E de sira yogundur.

3. A ideali A“ de sira yogundur [1].
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2.4.4. Teorem:

Bir Archimedian Riesz uzayimin, bostan farkli bir A4 alt kiimesi tarafindan iiretilen

band A%“ dir (ve bundan dolayr 4 bir band ise 4= A% dir.) [1].
2.4.5. Sonug:

Her sira ideal bir Riesz alt uzayidir.

Ispat:

G bir ideal ve x € G olsun. ||x||£|x| ve G ideal oldugundan |x|e G olur ki boylece

G ideali ayn1 zamanda Riesz uzayidir.

2.4.6. Tanim (Projeksiyon band, projeksiyon, pozitif ve band projeksiyon):

E Riesz uzayinda bir B bandi i¢in £E=B® B’ ise B ye projeksiyon band denir.
Eger E Dedekind tam ise B < E bandi i¢cin E=B® B’ saglamir. P:E — E lineer
doniisiimii i¢in P> =P ise, P ye projeksiyon denir. P, E Riesz uzay: iizerinde
projeksiyon ve pozitif operatdor ise, P ye pozitif projeksiyon denir. BcC E

projeksiyon band olsun. Bu durumda

E=B®B’ ve her xeE igin x=x1+x2;xleB,xzeBdPB:E—>E;PB(x):x1

biciminde tanimlayalim.
P*(x)=P(P(x))=P(x,)=P(x,+0)=x = P(x)
oldugundan P* = P dir.

x>0 iken x=x+x,;x 20, x,>20 yazihis1 tek tlirlidiir. Ayrica, P, (x) =x,20
oldugunu distinirsek P, pozitif projeksiyondur. Benzer sekilde P, :E— E;

P

~ (x) = x, biciminde tamimlandigindan P, projeksiyonu da pozitiftir. £, pozitif
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projeksiyonuna swrali projeksiyon ya da band projeksiyon denir. E deki tim

projeksiyonlarin kiimesini P(E ) ile gbsterecegiz.
2.4.77. Teorem:

E  Riesz uzayi, B  projeksiyon band olsun. Her xeE" igin

Py (x)=sup{yeB:0<y<x} dir[l].

2.4.8. Teorem:

E Rieszuzayi, T:E — F operator olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

1. T sirali projeksiyondur.

2. I : E — E birim operator olmak tizere 7' projeksiyon ve 0 <7 </ dir.

3. T ve I —T nin goriintiileri diktir. Yani her x,y € E i¢in Tx L y—Ty dir [1].
2.4.9. Teorem:

(1) Eger E Riesz uzayinda A4 ve B projeksiyon bandlar ise 4N B bir
projeksiyon banddir ve P(E) de AN B =inf(4,B) saglanr.

(i)  Eger E Riesz uzaymda A ve B projeksiyon bandlar ise 4+ B cebirsel
toplami bir projeksiyon banddir ve P(E) de A+ B =sup(A4,B) saglanir [4].

2.4.10. Teorem:

E Riesz uzay1 olmak iizere A,B c E, projeksiyon band iseler A4‘, ANB, A+B

projeksiyon banddir ve



38

2. PAmB:&PB:%PA

3. P

A+B

=P, +F =P,
esitlikleri saglanir [1].

2.4.11. Teorem:

E Riesz uzay1 ve A, Bc E projeksiyon band olmak iizere, asagidaki onermeler

birbirine denktir.

1. AcB

2. PP=RP=P,

3. P, <P, [1].

2.4.12. Tanim (Principal projeksiyon):

E Riesz uzay1 ve x € E olmak lizere, x in iirettiZi band olan B_ projeksiyon band

ise x e projeksiyon eleman, iirettigi banda principal band denir. Bir Riesz uzayinda

her eleman projeksiyon eleman ise bu uzaya principal projeksiyon ozelligine sahiptir

denir. Bu durumda £ =B, ® B olur.

2.4.13. Teorem:

E Riesz uzay1 ve x € E olsun. Bu durumda, x in projeksiyon eleman olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul her y>0 igin sup{ y/\n|x|} var ve her y>0 igin

P(y)= Sup{y /\n|x|} olmasidir [1].
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2.4.14. Tanim (Y akinsaklik, sira siirekli):

E Riesz uzay1 {x,}  E ve x € E olmak iizere;

. |xa —x| <y, 0 olacak sekilde {v,} < E agi varsa {x,} agi x eclemanma

swra yakinsar denir ve x, — 0 biciminde gosterilir.

. 0<u e E alindiginda, her €>0 i¢in n, <n iken |x, — x| < eu olacak sekilde

n, € E bulunabiliyorsa, {x,} dizisi x elemanina u-diizgiin yakinsar (diizgiin

yakinsar) denir.

E ve F Riesz uzaylar, T:E — F pozitif operator ve {xa}gE olmak {izere,

x, — 0 iken F de Tx, — 0 oluyorsa T operatoriine sira siirekli operator denir.

{xa} c E ve x € E olmak iizere, T : E — F pozitif operatdriiniin sira siirekli olmasi

ayni zamanda; x, Tx iken Tx, T7x olmasi veya x, 40 iken Tx, {0 olmasi
anlamina gelir. 7' sira smirl operator olarak alinirsa 7' nin sira siirekli olmasi da

x, 40 iken inf {|Txa|} =0 olmasma denktir. £ Riesz uzayindan F Riesz uzaymna
stra siirekli operatorlerin kiimesi L, (E,F) ile gosterilir. Bu kiime L, (E,F) nin alt
uzayidir ve L, (E F ) cL (E,F ) c L(E,F ) dir. F Dedekind tam oldugunda
L, (E ,F ) , L, (E,F ) icinde band olur. E iizerinde biitiin sira sitirekli lineer

fonksiyonellerin vektor uzay1 L, (E,R)=E,” olarak gosterilir.

2.4.15. Tanim (N,,C,):

E, F iki Riesz uzay1 ve F Dedekind tam Riesz uzayl. T:E — F sira smirh

operator olsun. 7' nin null ideali

N, :{er:|T|(|x|):0}
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olarak tanimlanir. N, nin dik tlimleyeni 7 nin tastyicist (carrier) olarak

isimlendirilir ve C, ile tammlanir ve C, = N,/ = {x eE:x1l NT} dir.
Ayrica T sirasiirekli ise N, banddir. Simdi bunun dogru oldugunu gosterelim.

E, F iki Riesz uzayr ve F Dedekind tam Riesz uzayi, 7:E — F sira sinirh

operatorii i¢in |T| varken N, = {x eE: |T|(|x|) = 0} olsun.

Her x,yeE, |y|<|x| ve xeN, olsun. Buradan 0<|7][y|<|T||x|=0 oldugundan
yeN, dir. Yani N, idealdir. Her x,ye N, igin 0<|T|(|x+ y|)<|T]x|+|T]|y/=0
oldugundan x+yeN, dir. Her xeN, ve AeR i¢in |T|[Ax|=|A/|T||x]=0
oldugundan AxeN, olur. O halde N,, E i¢inde bir idealdir. Diger yandan
0<{x,} =N, ve bir xeE i¢in x, Tx olsun. |T| swa siirekli oldugundan
IT|x, T|T|x olur. {x,} = N, oldugundan her a i¢in |T|x, =0 olmasindan |T|x =0

yani x € N, bulunur. Dolayisiyla N, bir banddir.

2.5. Latis (Riesz) Homomorfizmasi ve Aralik Koruyan Operatorler

2.5.1. Tanim:

E ve F Riesz uzaylar1 ve T:E — F bir operator olmak {izere, her x, y € E igin
T(xvy)=TxvTy esitligi gergekleniyorsa, T  operatdrine latis (Riesz)

homomorfizmasi denir.

Herhangi bir x € E* alalim. T latis homomorfizmasi ise

T(x+):T(va):Tva0=Tva=(Tx)+ >0

oldugundan her latis homomorfizmasi ayn1 zamanda pozitif operatordiir.
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E, F Riesz uzaylari ve T:E — F latis homomorfizmasi olsun. T(E)c F alt
vektor uzayr oldugu agiktir ve dolayisiyla 7(E) uzayr F den gelen siralama ile

strali vektor uzayidir. u, ve T (E) alalim. Bu durumda 7' (x)=u ve T(y)=v olacak
sekilde x, y € E vardir. T nin latis homomorfizmasi olmasi ve E nin Riesz uzay1
olmas1 sebebiyle xvyeE olacagindan uvv=TxvTy= T(xv y) € T(E) elde

edilir. Boylece bir latis homomorfizmasinin goriintiisti Riesz alt vektor uzayidir.
2.5.2. Teorem:

E ve F iki Riesz uzayi, T:E — F bir operator olmak iizere asagidaki dnermeler

birbirine denktir.

(1) T operatorii Riesz homomorfizmasidir

(2) Her xeE icin T(x*)=(Tx)"

(3) Herx,yeE igin T(xAy)=Tx Ty

4) Her x, y € E i¢in E uzayiicinde x Ay =0 ise F uzayiiginde Tx ATy =0
(5)  Her xeE icin T(|x])=[7x| [1].

1spat:

(1 = 2) x € E olmak lizere 7 nin latis homomorfizmasi olmasi ve Riesz uzayinda

bir elemanin pozitif kisim tanimini kullanarak,
x* =xv0:T(x+)=T(va):T()C)VT(O)=T(x)v0=[T(x)]+

elde edilir.
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(2=>3) Her x, y € E olmak iizere Teorem 2.1.20. (1) ve (3) ile Riesz uzayinda bir

elemanin pozitif kisminin tanimini  kullanarak, oOncelikle xAy=x- (x - y)+

esitligini elde edelim.

x—(x—y)+ :x—[(x—y)vO]
=x—[—(y—x)vO]
:x+[(y—x)/\0]
=(x+y-x)A(x+0)

(
=7 (x)-T|(x-y)"]
=T (x)-[T(x-»)]
=7(x)-[T(x)-T(»)]
=T(x)/\T(y)

T(xAy)=T(x)AT(y) esitligini elde ederiz.

(3=4)x,yeE i¢in E uzayi i¢inde xAy=0 olsun. Bu durumda hipotezden
T(xAy)=T(x)AT(y) oldugundan T(0)=T(x)AT(y) ve 0=T(x)AT(y) elde

edilir.

(4=5) x e E olmak iizere hipotez ve Teorem 2.1.23. (1), ve Teorem 2.1.25. (1) ve

(2) kullanilarak
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T (o)|=|r (x =2 ) =|r (") -7 ()
=Tx"vIx —(Tx+ /\Tx_)
=Tx"vIx -0
:%[T)f +Tx +[Tx' =T ]
=7+ ()]

esitliginden her x € E i¢in ‘T(x)‘ = ‘T(x)‘ elde edilir.

(5 = 1) Teorem 2.1.25. (1) ve hipotez kullanilarak, herhangi x, y € E igin

T(xvy):T %(x+y+|x—y|)}

N — N~

:Tx+Ty+T(|x—y|)]

:Tx+Ty+‘T(x—y)H

=%[Tx+Ty+|Tx—Ty|:|

=IxvTy
elde edilir.
2.5.3. Ornek:
Her sira (band) projeksiyon latis homomorfizmasidir.
Cozim:

E Riesz uzayl, B c E projeksiyon band ve P, :E — E band projeksiyon olsun. B

projeksiyon band oldugundan E =B® B’ olarak yazilabilirdir. x< E alalim ve

|x| =x" +x~ oldugundan x* € B, x” € B ve x*,x >0 dur.
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P, (|x|) =P, (x+ +x‘) =x" =
olup Teorem 2.5.2. (5) geregi P, latis homomorfizmasidir.

Aralik Koruyan Operatérler

Bu kisimda amacimiz latis homomorfizmalar ile aralik koruyan operatorler
arasindaki iligkileri incelemek olacaktir. Aralik koruyan operatdér kavram ilk olarak

D. Maharam tarafindan ortaya ¢ikarilmastir.

2.5.4. Tanim:

E ve F Riesz uzaylari, T:E — F pozitif operator olmak tizere, her x € E* igin

T[0,x]=[0,Tx] oluyorsa, T operatdriine aralik koruyan operatér denir.

Simdi aralik koruyan operatorler ile ilgili sonuglar1 verelim.
2.5.5. Sonug:

Aralik koruyan operatdriin goriintiisii idealdir.

Ispat:

T(E) nin alt vektdr uzayr oldugu agiktir. Simdi ideal oldugunu gosterelim.
0<|x|<[y| olmak iizere y e T(E) iken x €T (E) oldugunu gdsterecegiz. y e T(E)
oldugundan 7z =y olacak sekilde z e E vardir. |x|<|Tz|<|T||z|=T|z| olur. Diger
yandan 0<x" <|x|<Tl|z|, 0<x <|x|<T|z| ve T aralik koruyan operatdr

+

oldugundan Tu=x ve Tv=x olacak sekildle wu,veFE  vardim.

T(u—v)zTu—Tv:)f—x_ =x ve u—ve E oldugundan xeT(E) bulunur.
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2.5.6. Sonug:

E ve F Riesz uzaylar, T:E — F pozitif operatdr olsun. 7(E) nin ideal olmas1 T

operatoriiniin aralik koruyan olmasini gerektirmez.

2.5.7. Ornek:

T:R*>R*; (x,9)>T(x,y)=(x+y,y) bi¢iminde tanimlanan operatdr igin

7(R?) goriintli kiimesi idealdir ancak 7 operatorii aralik koruyan degildir.
Coziim:
Oncelikle T nin pozitif operatdr oldugunu gosterelim.

Anlamli oldugunu gdrmek i¢in (x,y)eR’ alalim. Bu durumda x,yeR ve R

vektdr uzayi oldugundan x+yeR olur ki bdylece (x+y,y)eR’ olacagindan T

anlamlidir.

Iyi tammhhgm gérmek igin a=(x,), b=(x,,y,) olacak bigimde a,beR’

alalim.

a=b:>(x1,y1):(x2,y2):>xl =X Ve =y, =Xty =X+, Vey, =),
:(xl+y1,y1):(x2+y2,y2):T(x1,yl):T(xz,yz):Ta=Tb
= T iyi tanimhdir.

Lineerligini gormek i¢in A€ R ve a=(x,,),), b=(x,,y,) olacak bi¢gimde a,b € R’

alalim.

ATa+Tb=AT (x,,y,)+T (x,,3,)=A(x, +y.,3,) +(x, + 5, 7,)
:(lxl +ﬂy1,ﬁy1)+(x2 +J’2ay2)
= (AX,+ X, + AY + V3. AN + 1))

=T(Aa+b)
= T lineerdir.
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Pozitifligini gérmek i¢in 0<(x,y)eR* alalm.

0<(x,y)=>0<xve0<y=0<x+yve0<y=0<(x+y,y)=0<T(x,y)

= T pozitiftir
Orten oldugunu gérmek igin b=(m,n)eR’ alahm. m=m—n+n yazlabilir ve
mneR oldugundan m—n, neR dir. a=(m-n,n) olacak bigimde aeRR’

elemanini alalim. Bu durumda Ta=T(m—-n,n)=(m-n+n,n)=(m,n)=>b oldugu

icin 7' operatdrii Ortendir.

u,veR* aldigimizda T operatérii 6rten oldugundan Tx =u ve Ty =v olacak sekilde
x,yeR’ vardir. |y|<|y| veveTR>=R*> olsun. T operatdrii drten oldugundan

u e R> =TR? elde edilir. Sonug olarak T orten oldugunda TR* goriintiisii idealdir.

(0,1)€[(0,0),7(1,1)] alalim. Bu durumda (0,0)<(0,1)<(2,1)=7(1,1) oldugundan
T(a,b)=(0,1) olacak sekilde (0,0)<(a,b)=u<(1,1)=x aralifinda eleman

bulamayiz. Boylece 7' operatorii aralik koruyan degildir.

2.5.8. Sonug:

E bir Riesz uzay1 olmak iizere herhangi bir f: E — R pozitif lineer operatorii aralik

koruyandir.
1spat:

Herhangi bir xe E* olmak iizere her ue[O,x] icin 0<u<x dir. f pozitif
oldugundan 0< f(u)< f(x) olur ki, bu f[O,x]g[O,f(x)] anlamma gelir.

y €[0, fx] alalim. Bu durumda 0< y < fx dir.

fx=0 olsun. Buradan y =0 olur ki u =0 alirsak u €[0,x] ve f(u) =y dir.
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fx#0 olsun. A= % olmak iizere u=A.x diyelim. 0<A<1 oldugundan
X

uel0,x] ve f(u):f(lx):f(%x]:%fx:y olur. Bu da [0, fx]< f[0,x]

anlamina gelir. Sonug olarak f[0,x]=[0, fx] esitligini elde ederiz.

2.5.9. Sonug:
Aralik koruyan operatorler ile latis homomorfizmalari birbirinden bagimsizdirlar.

2.5.10. Ornek:

1

¢:C[0,1] >R, f > ¢(f)= If(t) dt, seklinde tamimlanan ¢ pozitif operatdrii
0

aralik koruyandir fakat latis homomorfizmasi degildir.

Coziim:

Integral fonksiyonu pozitif oldugu i¢in 7 >0 aldigimizda ¢( f ) >0 olur. Her pozitif
lineer fonksiyonel aralik koruyan oldugu i¢in ¢ operatorii de aralik koruyandir. Latis

homomorfizmasi olmadigini gostermek i¢in,
1
f:[0,1] > R; x—)ﬁc=x—5
bi¢iminde tanimlanan stirekli fonksiyonu alalim.

-4

1.
—x+—, x<—1s¢

6/]=

Ar=lid=]
X——, x>— ise
2

2
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tanimlanigini kullanarak

i 1 ‘ |
dx = J.(—x+—jdx+j(x——jdx
2 2 2

0 1/2

#(171)=

buluruz. *ve ** geregince |¢f|<¢(|f|)dir. |¢f|¢¢(|f|) oldugundan Teorem

2.5.2.(5) geregi ¢ Riesz homomorfizmasi degildir.

2.5.11. Ornek:

L[0,1]= { g|g:[0,1] > R, integrallenebilir fonksiyon} olmak {izere

7:C[0,1] > L[01], f(O) >T(f (@)=t (1), t[0,1]

biciminde tanimlanan 7 operatorii latis homomorfizmasidir ancak aralik koruyan

degildir.
Cozlim:

f€C[0,1] ve 1 €[0,1] olmak iizere

T|f @] =t|f 0] =]t (0| =|1r (2))
esitliginden T Riesz homomorfizmasidir. 1€ C[0,1] ve her te[0,1] igin 1(¢)=1
olacak sekildeki sabit fonksiyonu belirtmek iizere; her ¢ €[0,1] igin 0<sint<1 dir

ve buradan 0<¢ <t=T1(¢t)=¢t.1 dogrudur. Simdi 7 nin aralik koruyan

!
sin—
t

operator olmadigini olmayana ergi yontemini kullanarak ispatlayalim. Bunun i¢in 7
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nin aralik koruyan operator oldugunu kabul edelim. Her te[O,l] icin l(t):l

bi¢iminde tanimlanan sabit fonksiyon C [O, 1] in elemanidir.

h:[O,l]—)R

t.|sin—|:

t—>h(t)=

bigiminde tanimlanan % fonksiyonu integrallenebilirdir ve her ¢e[0,1] igin
0< h(t) <t=T .l(t) saglanir. T operatorii aralik koruyan oldugundan 0< f <1 ve
te [O,l] i¢in T(f)(t) = h(t) olacak sekilde f e C[O,l] vardir. Bu ve 7' nin tanimi

her te[O,l] icin T(f)(t) =t.f(t) =h(t) olmasimi gerektirir. O halde her te[O,l]

h(t
icin f(1)= ﬁ = sin; olur. f siirekli oldugundan lim f(¢) vardir. Bu bize
t t—0"
lim sinl limitinin var olmasini verir ki bu bir ¢eligkidir. O halde 7' operatorii aralik
t—0"

koruyan olamaz.
2.5.12. Sonug:
Iki aralik koruyan operatdriin toplami aralik koruyan olmayabilir.

2.5.13. Ornek:

T:R*> —>R?, (xl,xz)—>T1(x1,x2)=(xl,x2),

T,:R* > R?, (xl,xz) —>T2(x1,x2):(x2,0)

bi¢iminde tanimlanan 7;, 7, lineer operatorlerdir. Ancak toplamlar olan 7| +7,

operatorii aralik koruyan degildir.



50
Cozlim:

0<(x,x,)=aecR’ olmak izere T;(a)=(x,,x,)=(0,0) ve
T,(a)=T,(x,x,)=(x,,0)>(0,0) oldugundan 7,7, pozitif operatdrlerdir. x e R’
olmak iizere 0<y<Txx olsun. Bu durumda 0<(y,y,)<T (x.x,)=(x,x,)
oldugundan u=(y,,y,) secersek ue[0,x] iken Tu=T,(y,y,)=y saglanmr,
Béylece T, aralik koruyan operatdrdiir. x € R* olmak iizere 0<y<T,x olsun. Bu
durumda 0<(y,,»,)<T,(x,x,)=(x,,0) oldugundan y, <x, ve y, <0 dolayisiyla
y,=0 olur. u=(y,»)=(0,) secersek ue[0,x] iken

Tu=T,(y,5)=T,(0,»)=(5,0) saglamr. Bdylece 7, aralik koruyan operatdrdiir.

T+T,:R* > R?, (7} +T1,)(x,x,) = (x1 +x,,X,) bi¢imindeki operatoriin aralik

koruyan olmadigini Ornek 2.5.7. de ispatlamistik. Sonug¢ olarak aralik koruyan

operatorlerin toplami aralik koruyan olmayabilir.

Aralik koruyan operatorii pozitif almistik. Simdi bu tanimin biraz daha genellemesini

gorecegiz.
2.5.14 Tanim (Maharam operatdr):

M Dedekind tam ile L ve M Arsimedyan Riesz uzayr olsun. T €L, (L,M )
operatorii, sayet |T | aralik koruyan operator ise bir Maharam operatordiir denir.

Yani M de 0< wS|T|u i¢in w:|T|v olacak sekilde 0 <v <wu vardir(s.151, [3]).

2.6. Ortomorfizmalar ve f -Cebirleri
2.6.1. Tanim(Band Koruyan Operatdr):

E Riesz uzayi, T:E — E operatér olsun. £ nin her B bandi i¢in T(B)c B

oluyorsa T ye band koruyan operatér denir.
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2.6.2. Tanim (Ortomorfizma):

Band koruyan sira smurli operatdre ortomorfizma denir ve E nin biitlin

ortomorfizmalarinin kiimesi Orth(E) ile gsterilir.
2.6.3. Teorem:

E Arsimedyan Riesz uzay1, T €L, (E) iken T eOrth(E) olmast i¢in gerek ve

yeterli kosul x L y iken Tx 1 y olmasidir [1].
2.6.4. Tanim (Merkez):

E Riesz uzayi, T :E — E operatdr olmak lizere, —AI <T < A1 olacak sekilde bir
AeR" varsa, T ye merkez operator denir. Merkez operatorlerin kiimesi Z (E ) ile

gosterilir. Yani

Z(E)={T eL,(E):-AI <T < AI}

seklinde ifade edilir.

2.6.5. Teorem:

Her 7,7, € Z(E) i¢in 77, = w7, ve |mm,| =|m,||m,| dir [5].
2.6.6. Teorem:

Arsimedyan Riesz uzayi iizerinde her ortomorfizma sira siireklidir [1].

2.6.7. Teorem:

E Dedekind tam Riesz uzayi, B,, birim ile iiretilen band ise B, = Orth(E) dir [1].
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2.6.8. Teorem:

Herhangi bir ortomorfizmamin gekirdegi bandir. Ozellikle bir kiime {izerinde iki

ortomorfizma esitse, o kiimenin {irettigi band lizerinde de esittir [1].

2.6.9. Teorem:

G, E Dedekind Riesz uzaymin Riesz altuzayive, 7T7:G —E,her xeG' igin

0<Tx<x esitsizligi saglansin. O zaman 7', E lizerinde bir pozitif ortomorfizmaya

genisler.

Ozellikle, E Dedekind tam, x€ E* ve OS|y|Sx ise —I<T<I, Tx=y olacak

sekilde T € Orth (E ) vardir [1].

2.6.10. Teorem:

E, F Riesz uzaylari, F Dedekind tam 7:E— F pozitif operatér olsun.
Asagidakiler denktir.

(1) T Riesz homomorfizmasidir.

(i) Her S:E—>F, 0<S<T i¢in zT=S8, 0<7z<I olacak sekilde
e Orth(E) vardir [1].

2.6.11. Tanim ( f -cebiri):

E Riesz uzay1 olmak iizere E de olagan cebir ozellikleriyle birlesmeli bir ¢arpim
varsa ve her u,ve E' i¢in uv>0 ise bir Riesz Cebiri(Latis swrali cebir) diye
isimlendirilir. £ Riesz Cebiri her f,ge€ E i¢in fg =gf ise degismelidir. £ Riesz
Cebiri, sayet ilaveten u Av=0 iken her we E” i¢in (uw) AV = (wu) Av=0 ise f-

cebiri olarak isimlendirilir.
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2.6.12. Teorem:

E Arsimedyan Riesz uzayr olsun. Orth(E) bileske islemine gore birimli f -
cebiridir [5].

2.6.13. Teorem:
Her hangi bir Arsimedyan f -cebiri degismelidir [5].
2.6.14. Teorem:

E birimli, Arsimedyan f -cebiri olsun. Eger 7€ Orth(E ) ise her xe E i¢in
ﬂ(x) = px olacak sekilde p € E vardir. Tersine her pe E i¢in 7: E > E; x — px

ile tanimlanirsa 7z € Orth (E ) dir.

7 nin pozitif ortomorfizma olmas:t i¢in gerek ve yeter kosul 7 ile uyusan p

elemanin pozitif olmasidir.

rel (E) olmasi igin gerek ve yeter kosul E i¢inde birim ile iretilen ideal 7,

olmak tizere, p €1, dir [5].
2.6.15. Teorem:

E, f -cebiri olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir.

(1) Bir pozitif eleman ile ¢carpimu bir Riesz homomorfizmidir. Ornegin herhangi
ueE” veher f,geE igin u(f/\g):(uf)/\(ug) ve (f/\g)u :(fu)/\(gu) dir.

Benzer sekilde fv g iginde. Ayrica uf* = (uf )+ ve fu=( fu)+ dir.

(i) Her f,geE i¢in |fg|=|f|lg| dir. Ustelik (fg)+:f+g++f’g’ ve

(fg) =f'g + [ g dur.
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(i) Her f,g,heE fLlgisefhlg ve hf L g dir. Boylece E igindeki dik

tiimleyen iki-yanli halka idealdir.

(iv)  Eger E iginde f 1L g ise fg =0 dir. Ozellikle, f*f = f f" =0 dur.
(v)  Her xeE icin x* >0 xx" =x"x= (x+ )2 >0 dir [5].

2.6.16. Teorem:

E Arsimedyan Riesz uzay1 F' Dedekind tam Riesz uzay1 olsun.

(a)  Sabit bir 7 € Orth(E) igin

R,:L,(E,F)—>L,(E,F)
T—R,(T)=Tx

(b)  Sabit bir 7 € Orth(F) i¢in

L :L(EF)>L,(EF)
T—L,(T)=xT

bi¢iminde taniml doniisiimler i¢in R_, L_ € Orth (Ln (E.F )) dir.

1spat:

R_ veL_ doniisiimlerinin lineer ve sira smirli olduklarini gérmek kolaydir. Once

T

meZ(E) olsun. Bu durumda |7|<AI olacak sekilde AeR’ vardir. Her
Tel,(EF)  isin  |R(T)=|Tz|<|T||z|<|T|(A1)=A|T]  oldugundan
R eZ(L,(E,F)) dir. Simdi 7 eOrth(E), olsun. Orth(E) birimin iirettigi ideal
oldugundan 7 AnI Tz dir. Her neN" i¢in 7 Anl <nl oldugundan 7 Anl € Z(E)

dir. z,=zAnl alrsak R, eZ(L,(E,F)) dir. T sira sirekli oldugundan
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Trx,TTrx yani Rz, TRz dir. Z(L,(E,F))’ nin irettigi band Orth(L,(E,F))
oldugundan R, eOrth(Ln(E,F )) olur. 7eOrth(E) keyfi ise 7=z -, ve

7,, 7, 2 0 olmasindan istenen ¢ikar. L_ i¢in de benzer ispat yapilir.

Bunun yardimiyla

Orth(E)— Orth(L, (E.F)) e Orth(F)— Orth(L,(E,F))

T—>R, T—L,

lineer sira siirli doniisiimleri tanimlanabilir.
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3. NAKANO TEOREMIi

E bir Riesz uzayi olsun. Bir f: E — R lineer fonksiyonu her x e E* igin f(x)>0

oldugu zaman pozitif olarak adlandirilir. Ayn1 zamanda bir f* lineer fonksiyonu, E

nin sira sinirh alt kiimelerini, R nin sinirl alt kiimelerine resmederse(gotiiriirse) sira

stmwrli diye adlandirilir. (Her pozitif operator sira simirhdir. f burada pozitif
operatordiir.) E tizerindeki tiim sira sinirh pozitif fonksiyonlarin £~ vektor uzayi,

E nin sira duali olarak isimlendirilir. Ornegin L, (E ,R) =FE".

R Dedekind tam Riesz uzayr oldugu i¢in, ayni zamanda Riesz-Kantorovic
teoreminden E~ bir vektor uzayidir. Dahas1t £~ bir Dedekind tam Riesz uzayidir. E

de f>g nin her xe E* i¢in f(x)>g(x) anlanunda oldugunu ammsayalim. Her

xe E" ve f,geE" igin Riesz-Kantorovic teoreminden;
(1) (x)=sup{f(r): 0<y<axj

2 S (x)=sup{~f(y): 0<y<x]

3 ) =sup{[s (»): [yl <x}=sup{f(»): [y|<x]
@ (fve)(x)=sup{f(y)+g(z): nzeE", y+z=x]
%) (frg)(x)=inf{f(y)+g(z): y.z€E", y+z=x]

elde edilir.

(5) formiilii yardimiyla E~ deki dikligi Teorem 2.1.27. g6z oniine alinarak soyle

verilebilir.
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f.geE™ i¢in flg dire Ve20, VxeE™ igin y+z=x, [f|(y)<e ve

|g| (z) < ¢ olacak sekilde y,z e E* vardir.

E~(swrall) duali sifir uzayr olabilir. Ornegin: 0<p<l igin, E = L, [0,1] alinirsa
E” ={0} dir [1]. Her 0= xe E icin f(x)#0 olacak sekilde f e E~ varsa, £~ ya

E uzaymin noktalarint ayiran (sira) duali denir. E~, E nin noktalarini ayiran sira
dualiiseher /€ E™ igin f(x)=0 iken x=0 dir.

3.1. Teorem:

E~, E nin noktalarmi ayirsin ve xe€E olsun. “x>0 << V0L feE™ i¢in

f(x)=07dir [1].
1spat:

Her 0< feE™ ve x>0 olsun. Buradan f (x) >0 dir. Tersine kabul edelim. Her
0< feE ve en az bir xe E i¢in f(x)ZO olsun. Eger 0< f e E~ sabit ise
Teorem 2.3.11. den f (x‘)z—g(x) olacak sekilde 0<g< f vardir. Hipotezden
g(x)>0 saglanir. Buradan 0< f(x’) =—g(x)<0 dir. Dolayisiyla her 0< f € E~
icin f (x‘) =0 saglanir. £, E nin noktalarini ayirdigindan x~ =0 dir. Buradan da

x=x"—x" =x" >0 bulunur ve ispat tamamlanir.
32. Tanm(E ~, E):

E bir Riesz uzayr olsun. E {izerindeki tiim sira siirekli lineer fonksiyonlarin

L,(E,R) vektor uzayi, E,~ ile gosterilecek. Benzer sekilde E iizerindeki tiim
o —sira siirekli lineer fonksiyonlarin L, (E,R) vektdr uzayi, E,” ile gosterilecek. Bu

L (ER)=E, ve L (E,R)=E, dir.
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3.3. Teorem(Nakano):

Eger E Archimedian Riesz uzay: ise bir ¢ift f,g e E,~ i¢in asagidaki onermeler

denktir.

I  flg
2 CeN,
3 CGeN

4) ¢, LC, [1]
ispat:

C,= C\ s Ve N, = M p oldugundan f ve g yi pozitif olarak alabiliriz.

(H=(2)

0<xeC,=N f- olsun. Hipotezden her xekE” icin
O:(f/\g)(x):inf{f(y)+g(x—y):yeE+ve0Sny} oldugundan her &£>0
icin f(y,)+g(x-y,)<e ve 0<y <x olacak sekilde y, € E vardir. Segilen

OSxeCf ve

% igin f(xl)—i-g(x—xl)ﬁg ve 0<x, <xolacak sekilde x, € E,

&

% igin f(xz)—i-g(x—xz)S? ve 0<x, <xolacak sekilde x, € E,
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% icin f(x,)+g(x—x,)< 2% ve 0<x, <xolacak sekilde x, € £

vardir. Bu sekilde olusturulan bir (x,)c E bulabiliriz. Simdi y, = Ax, olarak
i=1

tanimlayalim. y, 40 dir. ( yn) dizisinin azalan oldugu infimumun tanimindan agiktir.
Simdi infimumunun sifir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in her » i¢gin 0<z <y iken

z=0 oldugunu gostermek yeterlidirr 0<z<y ve f pozitif oldugundan
0<f(2)<f(y,)< 2% ifadesi her # igin dogrudur. Buradan f(z)=0 yani ze N,

elde edilir. Ayrica 0<z<y, <x, <x ve xeC(, olmasi géz oniine alindiginda C,
band oldugundan z e C, olur. Sonug olarak ze C, NN, = {0} yani z =0 bulunur.
v, 40 oldugundan -y, T0 ve boylece x+(—yn) =x-Y, Tx+0=x dir. g sa

siirekli oldugundan g (x— yn) Tg (x) bulunur. Diger yandan 0<x—-y, ve g pozitif

oldugundan 0<g(x-y,),», = /n\xl. ve \n/ (x—x)< i(x— x;) oldugundan da
i=l1 i=1

i=1

g(\n/(x—xi)jﬁig(x—xi) olur. Ayrica f(xl.)+g(x—xl.)S§ ve f(x)=0

i=1

oldugu  disinilirse  g(x—x)< 5 elde  edilir.  Biitin  bunlardan

OSg(x—yn)=g(\n/(x—x[)jﬁig(x—x[)ﬁ5

i=1

bulunur. Buradan 0<sup(x—y,)=g(x)<e¢ elde edilir ki bu g(x)=0 olmasim

gerektirir. Boylece xe N, yani C, < N, elde edilir.
2)=03)

N, bir band oldugundan Cf c N, ve Teorem 2.4.4. den Cg = N;f c N_)‘i’d =N, dir.
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(B)=(4)

C,cN, ve N, LC, dogru oldugu i¢in, bizim hipotezimizden C, L C, oldugunu

goriiriiz.
4)=()

C,LC, den C,cCf=Ny =N, dir. Simdi eger 0<x=y+zeN,®C, ise

OSf/\g(x):f/\g(y)+f/\g(z)
Sg(y)Jrf(z):O

dir. Boylece N, ®C, sira yogun ideali tizerinde fAg=0 saglamr. fAgeE~

oldugundan fAg (x) =0, her x € E i¢in saglanir ve teorem ispati biter.

3.4. Sonug:

E Arsimedyan Riesz uzay1 F Dedekind tam Riesz uzayr olmak iizere
S,TelL,(E,F) olsun. Eger C; L C, ise yukaridaki (4)=>(1) ispat1 aynen tekrar

edilerek S L T oldugu goriiliir.

Ne var ki asagida verilen 6rnek bu sonucun tersinin genelde dogru olmadigini

gosterir.

3.8.  Ornek:

S,T:L[0,1]—> L [0,1] ve 4= {o,ﬂ ; B= (%1} olmak iizere

S(f):@f(x)dx];(A

T(f):(.:[f(x)dxj;(,g
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seklinde tanimlayalim. Burada
2.:[01] >R 25 :[01] >R

l:xed
vz x5 7,(¥) =1
4 0:x¢ A 5 0:x¢B

dir.

Integral 6zelliklerinden S ve T nin lineer oldugunu gérmek kolaydir. Ayrica 0< f

iken J- fdx 20 oldugundan S ve T pozitif operatorlerdir. [2] deki Lebesque sinirlt

yakinsaklik teoreminden S ve T sira siireklidir. Herhangi bir 0< f € L, [0,1] i¢in

OS(S/\T)(f)SS(f)/\T(f):Uf deZA Uf J

0

0

=Uf(X)dXJZA A X

=0

dir. Boylece L, (L1 [O,l]) iginde S L 7 bulunur. Diger yandan

N, ={f e ,[0,1]:[7|(|£]) =0}
={resfo):7 ()=}

:{feLl[o,l]:ulfldszB =0}

1
dir. {0} = N, bilinmektedir. f € N, iken (ﬂ f de % =0 olacagindan her hangi bir
0

1
xe(%,l} icin U|f|dx};53(x):0 olur. yx,(x)=1 oldugu gdz 6niine alinirsa
0
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1
J. | f | dx=0, buradan da f =0 bulunur. Bu da N, c {0} demektir. Benzer sekilde
0

N ={0} oldugu goriilir. Dolayisiyla C,=N; =L [0,1] ve Cg=Ng=L][0,1]

bulunur ki bu C, veC kiimelerinin ayrik olmadigin1 gosterir.
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4. GENELLESTIRILMiS NAKANO TEOREMI

Onceki boliimiin son Orneginde goriildiigii gibi goriintii uzayma her hangi bir
Dedekind tam Riesz uzay1 alindiginda Nakano Teoremi S, T € L, (E,F) igin dogru

degildir. Bu durumda S ve 7 nin {izerine hangi hipotezler yiiklendiginde teorem
dogru olur sorusu anlamlidir. Her lineer fonksiyonel aralik koruyan oldugundan ilk
akla gelen S ve T nin aralik koruyan alinmasidir. Bu boliimde [3] teki makalede

verilen genellestirilmis Nakano Teoremi’ni verecegiz.
4.1. Lemma:

L ve M Arsimedyan Riesz uzayi, M Dedekind tam olsun. Sira siirekli herhangi bir

T Maharam operatoriine bagl olarak tanimlanan

o, :B(M)— B(L)
B—>0'T(B):{xeL:|T||x|eB}mCT

doniistimii sira stirekli Boolean halka homomorfizmidir [3].
1spat:

Once anlaml1 oldugunu gosterelim. 4= {x eL: |T ||x| € B} olarak tanimlayip bunun

bir band oldugunu  gosterelim. x,yed  igin |T ||x T ||y|eB dir.

|T||x+y| < |T|(|x|+|y|) € B ve B band oldugundan |T||x+y| € B olur. Her x€ 4 ve
AeR igin |T||/1x|=|ﬁ,|(|T||x|) ve |T||x| € B olmasindan Ax € 4 olur. O halde 4 bir

alt vektor uzayidir. Simdi x,ye L,

y|$|x| ve x € A olsun. Buradan |T||y|S|T||x|
olur ki buda |T||y| € B yani y € 4 olmasim gerektirir. Diger yandan 0<{x,} = 4 ve
bir xe L igin x, T x olsun. |T| sira siirekli oldugundan |T|x, T|T|x olur. {x,} c 4

oldugundan her « igin |T |xa € B olmasi ve B ’nin band olmasindan |T |x € B yani
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x € A bulunur. Sonug olarak A bir banddir. C, nin band oldugu ve iki bandin ara
kesitinin band oldugu disiiniiliirse o, (B) band olur. Iyi tamiml1 oldugunu gérmek

kolaydir. Béylece o, bir fonksiyon olur.

or =0 oldugundan 7 >0 varsayabiliriz.

o ({0})={xeL:|T||x e {0}}nC, olur. {0} co,({0}) dir. Simdi N, NC, ={0}

oldugu goz oniine alinirsa
xeo, ({0})=]T||x]=0 ve xeC,

=xeN, ve xeC,

=x=0
elde edilir. Buda o ({0}) < {0} demektir. O halde o, ({0})=0 bulunur.

Simdi her B,B,eB(M) i¢in o,(B NB,)=0,(B)No,(B,) oldugunu(yani

o, (B, AB,)=0,(B) Ao, (B,)) gosterelim.

+(B,nB,)={xeL:|T||x|e B,nB,|nC,

)=1
{ el: |T||x|eB /\|T||x|eB}mC

[xeL |T||x|eB {xeL:|T||x|eBz}]mCT
[{xeL:|T|[x[e B}nC, [n[{xe L:|T||x]e B,}nC, |

o (B)no(B,)

olur. B, ¢ B, ise her x i¢in
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XGO'T |T||x|eB A xeC,
|T||x|eB2 AnxeC,

= xeo;(B,)

oldugundan o, (B,)co,(B,) olur. Buradan B cBvB, ve B,cB VB,
oldugundan o, (B)co,;(B,vB,) ve o,(B,)co,(BVvB,) olur ki bu
oy (B1 ) Vo, (Bz) c o, (B1 v Bz) olmasini gerektirir. Diger taraftan
0<xeo,(BVvB,) olsun. 0<xeC, ve TxeB v B, demektir. M Dedekind tam
oldugundan B, v B, =B+ B, dir [Teorem 2.49.]. O zaman 7x=w,+w, olacak
sekilde w, € B’ ve w, € B, vardir.T Maharam operator oldugundan Tu, =w, ve
0<u, <x olacak sekilde wu, vardwr. wu,=x-u, alalm. Tu =w eB, ve
T(u,)=T(x-u)=Tx-T(u)=w,eB, aynca 0<u<x ve xeC,
0<u, <xeC, olmasi ve C, nin band oldugu diistiniilirse u,,u, € C, olur. Buradan
u, €o,(B) ve u, € o, (B,) elde edilir. Bu da
xeo,(B)+o0;(B,)co,(B)vo,(B,) olmast demektir (o,(B)vo,(B,),
o;(B))+0o,(B,) nin lirettigi band oldugundan). Boylece
o;(B)vo,(B,)=c(B v B,) elde edelir. Son olarak swra siirekli oldugunu
gosterelim. B(M) iginde B, 10 olsun. Herhangi bir B,{ ve B, B , iken
o, (B,)co; (B ﬂ> oldugu diisiiniiliirse o, (B,)4 oldugunu gérmek kolaydir. Her
a i¢in Aco,(B,) olacak sekilde AeB(L) alahm. A4c{0} oldugunu

gosterecegiz. B, 4 0 olmasindan

0<xe A= Her « icin xeaT(Ba)
= Her «a igin |T||x|:TxeBa ve xe C,
=>Tx=0ve xeC,
=>xeN,vexeC,

=x=0
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elde edilir. Bu o, (Ba) 4 0 oldugunu gosterir.

Simdi L ve M nin her ikisini Dedekind tam alirsak B(L) ile L fizerindeki
projeksiyonlarin kiimesi P(L) ve B(M ) ile de P(M ), Boolean cebiri olarak
izomorfiktirler. Yani A :B(M) - P(M), h, :B(L) - P(L) Boolean cebir

izomorfizmleri vardir. Bu nedenle o, yardimiyla

B(M)5B(L)
hd h,

P(M)iP(L)

diyagrami gdz Oniine ahmrsa h, =ho,h :P(M)— P(L) Boolean halka
homomorfizmi bulunabilir. Dahast h,(I)=ho,h " (I)=ho,(M)=h,(C;)=P,
(P, C, bandina karsilik gelen projeksiyondur) olur. L=N, ®C, ve B (N,)={0}

oldugundan her x € L i¢in x=x, +x,; x, € N, ve x, € C, olacagindan

Th (1)(x)=TP,(x)=T (P, (x,+x,))=T (P (x,))=T(x,)
=0+Tx, =Tx, +Tx, :T(x1 +x2)=Tx

olur. Bu Th, (/)=T olmasi demektir.
Ayrica her Be B(M) ve her y i¢in

J’ET(GT(B)):EI)CEL,XEO'T(B) ve Tx=y
T||x|:T|x|eB veIx=y

=dxel,

dir. |y|=|Tx|S|T||x|eB olacagindan y e B olur. O halde her BEB(M) icin

T (O'T (B)) c B dir. Her Pe P(M ) icin P ye karsilikli gelen band B olmak {izere
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(h'(P)=B) h.(P)=P, , dir (burada P, ., o,(B) bandma karsilik gelen
projeksiyondur). Herhangi bir xe L i¢in TP, , (x)=T(y) ise yeo,(B) vardur.
TyeT (o, (B))< B oldugundan Ty eB dir. P, B ye karsilik gelen projeksiyon
oldugundan P(7y)=Tyolur. Buradan her xeL i¢in PTh.(P)(x)=Th,(P)(x)

elde edilir ki bu PTh.(P)=Th,(P) demektir. Son elde edilen esitlikte P yerine

[ — P konulursa

(1=P)Th, (I~ P)=Th, (I~ P)= ITh, (I~ P)~ PTh, (I~ P)="Th, (I~ P)
= PTh, (I)= PTh, (P)

olur. Th.(I)=T ve PTh,(P)=Th,(P) oldugu diisinilirse her PeP(M) igin
PT =Th,(P) ve P<I oldugundan h,(P)<h,(I)=PF, bulunur. Sonug olarak su

Lemma’y1 verebiliriz.
42. Lemma:

L ve M Dedekind tam Riesz uzaylar1 olmak {izere her sira siirekli Maharam

operatorii T igin P(M) den P(L) ye bir A, Boolen halka homomorfizmasi vardir
oyle ki her PeP(M) ig¢in  h (I)=P olmak iizere PT=Th.(P) ve

h, (P)PB, = h, (P) dir [3].
Simdi de bu operatériin Z (M ) den Z(L) temsilini olusturalim.

43. Onerme:

L ve M Dedekind tam Riesz uzaylar1 T e L, (L, M) olsun.



68

(1) T Maharam operatorii ise her 7weZ (M ) igcin T =Th, (7[) ve
h, ()P, = h.(7) olacak sekilde bir tek A, : Z(M)—> Z(L) f -cebir homomorfizmi

vardir.

(i)  Eger her 7€ Z(M) igin zT =Th(x) olacak sekilde bir ~2:Z(M)— Z(L)

f -cebir homomorfizmi varsa 7 Maharam operatoriidiir [3].
Ispat:

(i)  Lemma4.2.den h,:P(M)— P(L) doniisiimii vardir ve her P e P(M) igin

PT =Th, (P) ve h.(P)P, =h.(P) dir. ¢,c,,....c, eR", B,P,...,P, € P(M) olmak

lizere h, (Zn: cl.Pij = Zn:cihr (P) oldugunu gérmek kolaydir. Simdi 0<7zeZ(M)
i=1

i=1

icin Freudenthal’s Spectral Teoreminden ([1], Teorem 6.8.) 7, = ZC_ P, c,eRY,

Jj=1

P e P(M) ve r, T 7 olacak sekilde (7,)< Z(M) dizisi vardir. Bunun yardimiyla

H, :Z(M)+ —)Z(L)+
7 — H,(7)=suph,(x,)

doniisimii tanimlanabilir. Her » ig¢in 0< 7z, <7 < Al olacak sekilde 4 €R" vardur.
Buradan 0<#h.(7,)<Ah,(I) ve Z(L) Dedekind tam oldugundan sup#, (z,),
Z(L) de vardir. Yani H, anlamlidir. Iyi tanimli oldugu kolay gbriiliir. Diger yandan
Lemma 4.2. den her PeP(M) i¢in PT =Th,(P) oldugundan her n igin

7T =Th,(z,) oldugunu gdrmek kolaydir. Buradan sup(z,T)=sup(Th,(z,))

olacagindan ve 7 ile A, nin sira siirekliligi géz oniine alinirsa 77T = Th, (72') elde
edilir. $imdi f -cebir homomorfizmi oldugunu gésterelim. Keyfi B, P, € P(M) igin

P ve P, ye karsilik gelen bandlar B,, B, ise Teorem 2.4.10. dan P.P, ye karsilik
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gelen band B NB, dir. o,(BNB)=0,(B)no,(B,) olmasi ve

o, (B1 ) No, (Bz) bandina karsilik gelen projeksiyon P ( Bl).P olacagindan

or(B,)

hT(Pl.Pz)=hT (E).hT (1’2) olacagr gorilir. Her hangi 0<r,7, EZ(M) icin
k !

T, =chPj, u, :th.P,, c;,beR", P.B eP(M) ve 7z, T x, u,Tr, olacak
j=1

sekilde (7,).(u,)=Z(M) dizileri vardir.

olur. /, nin sira siirekliligi diistiniilirse H, (7,.7,)=H, (z,).H, (7,) olur. (Her f -
cebiri Riesz homomorfizmi oldugundan H, bir Riesz homomorfizmidir.) Son olarak
tek oldugunu gosterelim. H, :Z(M)— Z(L),her z € Z(M) i¢in zT =TH, () ve
H (z)P,=H,(7) ve H;:Z(M)—Z(L),her 7eZ(M) i¢in zT =TH(7) ve

H;(7)P, =H;(7) olsun. Her 7 € Z(M) igin
1, (2)H, () =, ()P 11 (2) B <[ 1, () () 2, = By 1, () 1 )
dir.

Ayrica ‘THT(ﬂ)—TH}(n)‘:|7rT—7rT|:O oldugundan |THHT(7T)—H}(75)‘:O

yani ‘Hr(ﬂ)—H}(ﬁ)‘(L)gNT olur. P, C, ye karsilik gelen projeksiyon
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oldugundan P, ‘HT (r)-H; (72')‘ =0 elde edilir. Bdylece ‘HT (7)-H; (72')‘ =0 elde

T

edilirki bu H, (7)=H, () demektir.
Herhangi bir 7 € Z(M) i¢in 7 =, —x,, 7,7, 20 olarak yazilabileceginden

H,:Z(M)—> Z(L)
77— H. (r)=H,(m)-H,(7,)

bi¢iminde taniml1 /, operatdrii isteneni saglar.
(i)  Her zeZ(M) igin

L :L,(L,M)~>L,(L,M) Ry L, (L, M)~ L, (L,M)
T—>L (T)=nT * T >R, (T)=Th(z)

bi¢iminde tanimli operatorlerin Orth (Ln (L,M )) de oldugu bilinmektedir
Teorem 2.6.6. geregi her ortomorfizma sira siirekli oldugundan ve

{TeL,(LM):xT =Th(x), herm e Z(M)} = Ker(L,, —Rh(,,))

olacagindan {T e L, (L,M):xT =Th(x), herz € Z(M)} kiimesi L,(L,M) iginde
banddir. Hipotezden her 7 eZ (M) i¢in z|T|=|T|h(z) olur. Simdi 0<ueL ve
0<w<|T|(«) alalim. Teorem 2.6.9. geregi M Dedekind tam oldugundan 0< 7z </
ve x(|T|(u))=w olacak sckilde zeZ(M) vardw. z[T|=|T|h(z) ve
0<h(z)<h(I)<I olmasmdan 0<h(z)(u)<u ve |T|(h(7)(u))=w olur ki bu

|T | nin aralik koruyan olmas1 demektir.
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L ve M Arsimedyan Riesz uzaylart M Dedekind tam ve #:Z(M)— Z(L) bir f -

cebir homomorfizmi olsun.

L(LM)={TeL (L,M):aT =Th(x),YreZ(M)|
olarak tanimlayalim.

44. Lemma:

L' (L,M), L,(L,M) i¢inde banddir [3].

Ispat:

meOrth(M) ve oeOrth(L) igin LR, eOrth(L,(L,M)) operatdrlerini
L (T)=zT ve R, (T)=To ile swasiyla tim T eL, (L,M) i¢in tammlayalim.

Sonra L} (L,M )= m{ker(L” -~ Rh(”)) : 7w € Orth(M )} dir.

Her hangi ortomorfizmanin g¢ekirdegi bir band oldugundan, Teorem 2.6.8. geregi

L' (L,M) nin L, (L, M) de bir band oldugunu gdrebiliriz. Simdi bunu gdsterelim.

A={TeL, (LM):xT =Th(x),VreZ(M)}
B=n{ker(L, =Ry ): 7 € Orth(M)]

seklinde tanimlayalim. TeA4 olsun. Bu durumda her 7eOrth(M) igin

= Th(ﬂ') dir.
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#T =Th(z) <> xT ~Th(x) =0
< (L, -R,)(T)=0
& Teker(L,-R,,)
o Tenlker(L, Ry )}
&TeB

oldugundan ispat biter.

4.5. Sonug:

L ve M Dedekind tam Riesz uzaylart 7T € L, (L,M ) bir Maharam operatdr ise, tim

Se {T }dd operatorleri Maharam’dir [3].
Ispat:

Onerme 4.3. (i) deki T iliskisi ile A=h, f -cebir homomorfizmasmi alalim.
Buradan TeL!(L,M) dir. L)(L,M) Lemma 4.4. den bir band oldugu igin,
{T }dd < L' (L,M) dir. Buradan Onerme 4.3. (ii) den L} (L, M) deki tiim operatdrler

Maharamdir.

4.6. Lemma:

L ve M Dedekind tam Riesz uzay1 h:Z (M ) -7 (L) bir f -cebir homomorfizmi,

S,TeL’;(L,M) ve SAT=0 olsun 0<uel, 0<weM ve Tue{w}dd iken

0<v<u ve Tv+S(u—v)<w olacak sekilde v e L vardir [3].
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1spat:
A:{QEP(M)I Q[Tv+S(u—v)]£ w ve 0<v<u olacak sekilde v e L Vardzr}

olarak tanimlayalim. /€ 4 oldugunu gosterirsek ispat biter. Once herhangi bir

0#PeP(M) i¢in Q<P olacak sekilde Qe 4 nm var oldugunu gdsterelim.

Pw=0 ise Tue {w}dd oldugundan PTu =0 olur. v=u alirsak P € A4 bulunur. Yani
aranan @, P nin kendisidir. Simdi Pw>0  olsun. Hipotezden

O=(S/\T)(u)=inf{Tv+S(u—v):OSvSu,veL}<Pw olur. Buradan 0<v<u
ve z:{Pw—[Tv+S(u—v)]}+>O olacak sekilde velL vardir. Olmadigini

varsayalim. Yani 0<v<u igin {Pw— [Tv + S(u - v):I}+ =0 olsun. (x>0

oldugundanya x* =0 yada x* >0 dir.) Boylece

(Pw—[TerS(u—v)])vO:O:Pw—[Tv+S(u—v)]S0
= Pw<Tv+S(u—v)
:>PWSinf{Tv+S(u—v): OSvSu}

= Pw<0

celiskisi elde edilir. O, {z}dd nin {izerine band projeksiyon olsun. z # 0 oldugundan

O#0 dir. Ayrica Pw- [Tv + S(u — v):l <Pw ve O0<Pw oldugundan

{Pw— [Tv +S (u - v)}}+ <Pw yani z<Pw olur. Oyleyse z nin iirettigi band

projeksiyon Pw nin irettigi band projeksiyondan kiigiik esittir (Teorem 2.4.11.).

Buradan Q < PP(W) < P bulunur.



74

O(Pw—[Tv+5(u=v)] |=0= O[~(Pw=[Tv+S(u=v)])v0]=0
= O Tv+S(u=v)=(Pw)]v0(0)
=[0(1v+S(u—v))-0(Pw)|[v0=0
= O(Tv+S(u—v))<Q(Pw)< Pw<w

0

bulunur. Oyleyse Q € 4 dur.

Eger {Q,:aen}c 4 dik sistem ise vQ, € 4 oldugunu gosterelim. O, € 4 ise

0<v,<v ve Q,[Tv,+S(u-v,)]<w olacak sekilde (v,)< L vardir. v, <v ve
h(Q,)<I olmasmndan #(Q,)v,<v olur. L Dedekind tam oldugundan

V= vh(Qa )va vardir. 4  f-cebir homomorfizmi oldugundan dikligi korur.

Dolayisiyla {h (0,):ae /\} , P(L) iginde bir dik sistemdir. Herhangi bir S8 € A igin

h(0,)v=1(2,)(vh(0.)(v.))
=vh(0,)n(2,)(v,)

dir. a # B igin h(Qﬂ)h(Qa) =0 olacagindan h(Qﬂ)v =h(Q,)v, olur. Buradan her

a € A 1¢in

0,[Tv+S(u=v)|=Th(Q,)v+S[h(Q,)u—h(Q,)v, ]
:Qa[Tva+S u—va ]Sw

bulunur. o iizerinden supremum almirsa v Q, € 4 oldugu goriiliir. Simdi {Qa} , A

da maksimal dik sistem ise ispatin ilk kismi da goéz Oniine alinirsa {Qa} , P(M )

icinde maksimal dik sistemdir. vQ, =1 ve vQ, € 4 oldugu diisiiniiliirse / € 4 elde

edilir.



75

47.  Onerme (Genellestirilmis Nakano Teoremi):

L ve M Arsimedyan Riesz uzayt M Dedekind tam, h:Z (M ) -7 (L) bir f -cebir

homomorfizmi olsun. S,7 € L (L,M ) icin § L T olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

C, 1 C, olmasidir [3].
ispat:

(<)Herhangi iki sira siirekli operatorler i¢in saglanir. Gergekten C; L C,, C; € N,
olmasim gerektirir. Ve boylece |S|/\|T | sira siirekli operatorii C; @ N, sira yogun

ideali lizerinde kaybolur. Boylece |S| /\|T | =0 dir. Dolayistyla S L T dir.

(=)S LT oldugunu varsayalim. C; = C‘S‘ oldugundan S,7 >0 alinabilir. Once L

nin Dedekind tam oldugunu varsayalim. 0 <u € C, ve Tu = w alalim.

0| =

dd
Tue{z} =3dv,el:0<vy,<uve Tvl+S(u—vl)S
2

w
h2

dd
Tue{z—v‘;} =3v,eLl:0<v,<u veTv2+S(u—v2)S2

dd
Tue{zin} =3dv,eL:0<v <uvelvy, +S(u—vn)S2ln
olacak sekilde (v,)c L dizisi vardir. z, =sup{v, :k>n} diyelim(v, <u ve L

Dedekind tam  oldugundan z €L  vardir). T  swa  sirekli  ve

Tv, <Tv,+S(u—v,)<2™"w oldugu disiniliirse 0<7z, < Z 27w=2""w elde
k=n

edilir. Simdi z =inf z, alalim. z, 4 z oldugu ve T sira siirekli oldugundan Tz, 4 Tz
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ve boylece 7z=0 bulunur. 0<z<u olmas1 ze C, olmasmi gerektirir ki C, nin
tammindan z=0 yani z, 40 elde edilir. Bu ise 0<u—z, Tu demektir. S sira
siirekli oldugundan S(u-z,)T Su dur. 0<S(u—z,)<S(u-v,)<2”"w oldugu goz
oniine alinirsa Su=0 yani u € N, bulunur. Oyleyse C, = N, dir. Bu da isteneni

verir.

L nin genel durumu i¢in bakalim. L, L nin Dedekind tamlamasi olsun(s.96, [1]).
L, (L,M ) nin her bir R operatorii L, (i,M ) icine diisecek sekilde bir tek R
genislemesine sahiptir(s.7, [1]). Bunun yardimiyla L, (L,M ) den LH(LA,M ) igine
bir Riesz homomorfizmi tanimlanabilir. Benzer sekilde 7 eZ (L) icin bir tek
ﬁeZ(i) geniglemesi vardir(s.112, [1]). Yani Z(L) den Z(ﬁ) icine f -cebir
homomorfizmas1  tanimlanabilir. ~ Boylece h:Z (M ) -7 (i) f -cebir
homomorfizmi vardir. Re L, (L, M) i¢gin N, =N +NL ve Cp=CyNL oldugunu

gérmek kolaydir. O halde S,T e L (L,M ) ve S LT alirsak S L7 olmasi ve ispatin

ilk kismindan C, L C, olacagindan C; L C; elde edilir.

4.8. Sonug:

Onerme 4.7.den M =R aliirsa Z(M)=Z(R)=R dir(s.119, [1], 5.682. [5]).

h:Z(M)—>Z(L)
A= h(A)=21

alinirsa 1 f -cebir homomorfizmidir. L (L,M)=L,~ oldufu gbz éniine almirsa

daha oOnceden verilen Nakano Teoremi elde edilir. Yani Onerme 4.7. Nakano

Teoremi’nin bir genellemesidir.
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5.  SONUC

H. Nakano pozitif lineer fonksiyonellerde Nakano Teoremi’ni ispatlamistir. Biz ise
bu calismada herhangi iki operator i¢in Nakano Teoremi’nin niye saglanmadigina
ornek verip, hangi kosullar altinda herhangi iki operator icin saglandigin1 makale

yardimiyla inceleyip elde ettik.
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