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OZET

NEUTRAL VE PANTOGRAPH TIiPi DIFERANSIYEL DENKLEMLERI
COZMEK ICIN INTEGRALE DAYALI YENI BIR HERMITE KOLLOKASYON
YONTEMI

Ozlem KARAAGACLI

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damsman: Prof.Dr. Suayip YUZBASI

Temmuz 2025, 124 sayfa

Bu tezde, lineer neutral ve pantograph tipi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii icin Her-
mite polinomlar1 kullanilarak integrale dayanan yeni bir kollokasyon metodu sunulmak-
tadir. Sunulan yontemin ilk adimi olarak denklemdeki en yiiksek mertebeden tiireve sonlu
Hermite serisi formunda yaklagim yapilir ve bu yaklagim matris formunda yazilir. Gerekli
sayida integraller alinarak denklemdeki diger tiirevlerin ve bilinmeyen fonksiyonun yak-
lasiminin matris formu elde edilir. Bu matris formlar1 ele alinan problemde yerine yazilir
ve kollokasyon noktalari ile matris iglemleri kullanilarak diferansiyel denklem problemi
lineer cebirsel denklem sistemine doniistiiriiliir. Bu cebirsel sistem coziilerek, bilinme-
yen katsayilar hesaplanir. Bu katsayilar bilinmeyen fonksiyona ait yaklagimin matris for-
munda yazilarak problemin ¢oziimii bulunur. Diger taraftan, yaklagik ¢oziimlerin hatasini
tahmin etmek icin rezidiiel hata tahmini teknigi kullanilir. Rezidiiel fonksiyon kullanila-
rak, bir hata problemi olusturulur ve sunulan yeni yontem ile hata problemi de ¢oziilerek
hata fonksiyonu tahmin edilir. Yontem olusturulduktan sonra yontemin hesaplama verim-
liligini ve hata tahmin teknigini gostermek icin sayisal ornekler ¢oziiliir. Sayisal ornek-
lerde elde edilecek veriler, literatiirden bilinen tekniklerin sonuglari ile karsilagtirilir. Elde

edilen sonuclar, yontemin dogrulugunu ve kullanilabilirligini gosterir.

ANAHTAR KELIMELER: Hermite polinomlari, Kollokasyon yéntemi, Neutral denk-

lemleri, Pantograph denklemleri, Sayisal yaklagim.
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ABSTRACT

A NEW HERMITE COLLOCATION METHOD BASED ON THE INTEGRAL
FOR SOLVING NEUTRAL AND PANTOGRAPH TYPE DIFFERENTIAL
EQUATIONS

Ozlem KARAAGACLI

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. Suayip YUOZBASI
July 2025, 124 pages

In this thesis, a new collocation method based on integration and using the Hermite
polynomials is presented for solving neutral and pantograph type differential equations.
As the first step of the presented method, the highest order derivative in the equation is
approximated in the form of a finite Hermite series and this approximation is written in
matrix form. The matrix forms of the approximation of the other derivatives of the unk-
nown function and the function itself are obtained by taking the necessary number of
integrals. These matrix forms are substituted in the considered problem. The differential
equation problem is transformed into a system of linear algebraic equations by using col-
location points and matrix operations. This algebraic system is solved and the unknown
coefficients are calculated. The solution of the problem is found by writing these coef-
ficients in the matrix form of the approximation of the unknown function. On the other
hand, the residual error estimation technique is used to estimate the error of approximate
solutions. Using the residual function, an error problem is created and the error problem
is solved with the presented new method and the error function is estimated. After the
method is created, numerical examples are solved to show the computational efficiency
of the method and the error estimation technique. Obtained data in the numerical examp-
les are compared with the results of known techniques from the literature. The obtained

results show the accuracy and usability of the method.

KEYWORDS: Collocation method, Hermite polynomials, Neutral equations, Numerical

approximation, Pantograph eqautions.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: Hermite polinomlarina dayali ¢6ziim formunda yer alan

katsayilar

: Katsayilar matrisi

: Gergek hata fonksiyonu

: Tahmini hata fonksiyonu

: lyilestirilmis hata fonksiyonu

: Elde edilen cebirsel sistemin matris formunda sag tarafta

bulunan vektor

: Hermite polinomlari

(N +1) x (N + 1) boyutlu birim matris
: Hata tahmini i¢in kesme siniri

: Yaklagimin kesme sinir1

: Multi-pantograph diferansiyel denkleminde y/(t)

fonksiyonunun katsayisi

: Multi-pantograph diferansiyel denkleminde y(\;;)t

fonksiyonunun katsayisi

: Neutral diferansiyel denkleminde y(t) fonksiyonunun katsayist

: Neutral diferansiyel denkleminde y(\;¢) fonksiyonunun

katsayis1

: Neutral diferansiyel denkleminde y(u,t) fonksiyonunun

katsay1s1

: Genellestirilmis pantograph diferansiyel denkleminde

yD(\jit + B;;) fonksiyonunun katsayis

: Rezidiiel hata fonksiyonu

: Elde edilen cebirsel sistemin katsay1 matrisi
: Tam ¢odziim

: Yaklagik ¢oziim

: lyilestirilmis yaklasik ¢6ziim
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1. GIRIS

Bilim ve miihendislik alanlarindaki bir¢ok fiziksel, biyolojik ve ekonomik sistemin
matematiksel modellenmesinde diferansiyel denklemler temel bir ara¢ olarak kullanil-
maktadir. Bu nedenle, diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin bulunmasi ya da yakla-
stk coziimlerinin hesaplanmasi 6nemli bir aragtirma konusudur. Ancak bazi diferansiyel
denklemleri analitik yollarla ¢6zmek oldukca zor olabilir, hatta baz1 durumlarda tam ¢6-
ziimler mevcut degildir. Ozellikle yapilarinda gecikme, belirsizlik ya da parametre bagim-
lilig1 iceren diferansiyel denklemler i¢in ¢oziim siireci daha da karmasik hale gelmektedir.
Bu nedenle, analitik ¢dziimiin miimkiin olmadig1 durumlarda sayisal ¢6ziim yontemlerine
bagvurmak kacinilmaz olmaktadir.

Gelisen teknolojiler ve bilgisayar donanimlar sayesinde, karmasik yapidaki diferansi-
yel denklemler icin gelistirilen sayisal yontemler, hizli ve giivenilir ¢oziimler sunabilmek-
tedir. Modern matematiksel yazilimlar ve algoritmalar sayesinde bu yontemler kolaylikla
uygulanabilmekte ve oldukc¢a kisa siirede yaklagik sonuclar elde edilebilmektedir (Yokus
2011). Sayisal yaklasimlar, 6zellikle modellemenin uygulamaya yonelik oldugu alanlarda
biiylik avantaj saglamaktadir.

Diferansiyel denklemler, gecikme igerip icermedigine bagh olarak siniflandirilabilir.
Gecikmeli diferansiyel denklemler, ¢6ziimiin yalnizca mevcut zamandaki degerlerine de-
gil, ayn1 zamanda ge¢cmisteki degerlere de bagl oldugu yapilardir. Gecikmeli diferansiyel
denklemler

v(t)+ayt—7)=0

genel formunda ifade edilir. Neutral diferansiyel denklemler ise
y(t) +ay(t) +by'(t —7) =0

seklindedir (Erbe vd. 1995). Burada 7 > 0, a ve b sabitlerdir. Gecikmeli diferansiyel denk-
lemler, popiilasyon dinamiklerinin, bulasici hastaliklarin yayiliminin, ekonomik alanlar-
daki dinamiklerin, kimyasal reaksiyonlarin incelenmesinde, fizik ve miihendislik alan-
larinda siklikla kullanilir. Bu alanlarda kullanimi incelendiginde bir problemin sadece
t aninda incelenmesi yeteli olmayabilir. Bu durumda gecikmeli diferansiyel denklemler

bityiik 6nem tagir. Ciinkii gecikmeli diferansiyel denklemlerde yer alan y(¢ — 7) terimleri,
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sistemin ¢ zamanindaki durumunun ge¢misteki ¢ — 7 zamanindaki haline bagl oldugunu
gosterir. Bu denklemler sayesinde yalnizca sistemin mevcut durumu degil, ge¢gmise dayali
etkiler de dikkate alinarak daha gercek¢i ve kapsamli modeller gelistirilebilmektedir.

Bu tezde, gecikmeli yapiya sahip dort farkli diferansiyel denklem tipi olan multi-
pantograph diferansiyel denklemler, neutral diferansiyel denklemler, birinci mertebeden
pantograph diferansiyel denklemler ve genellestirilmis pantograph diferansiyel denklem-
lerinin yaklagik c¢oziimleri ele alinacaktir. Birinci mertebeden pantograph diferensiyel
denklemleri, genellestirilmis pantograph diferensiyel denklemlerinin mertebesinin bir ol-
dugu 6zel bir durumu temsil etmektedir. Bu tip denklemlerin ¢oziimiinde sunulacak yak-
lasim, Hermite polinomlar1 ve integrale dayal1 bir kollokasyon yontemidir.

Klasik kollokasyon yontemleri, problemdeki y(¢) fonksiyonuna yaklagim yapar. y/(t)
fonksiyonu matris formunda ifade edilir ve tiirev iceren terimleri elde etmek i¢in mertebe
kadar tiirev alinir ve tiirev iceren terimler matris formunda yazilir. Kollokasyon nokta-
lar yerlestirilerek dogrusal cebirsel denklem sistemine indirgenir. Ancak integral tabanli
kollokasyon yontemi, tiirevsel islemler yerine belirli sayida integral alinarak ¢6ziim yon-
teminin olusturulmasin saglar.

Yapilan sayisal testler gostermektedir ki, bu yeni yontem klasik kollokasyon yonte-
mine kiyasla daha yiiksek dogrulukta sonuglar vermektedir. /V yaklagimin kesme sinirinin
daha kiiciik secilmesiyle daha iyi bir yaklasik ¢oziim elde edilebilmektedir.

Coziimiin dogrulugu yalnizca sonuclarla degil, olusturulan rezidiiel hata fonksiyonu
yardimiyla da degerlendirilmektedir. Yaklasik ¢6ziim, problemde yerine yazilarak rezi-
diiel fonksiyon elde edilmekte ve bu fonksiyon iizerinden bir hata problemi olusturularak
hata tahmini yapilmaktadir. Problem, bir hata problemine doniistiiriilerek ve ayni1 yon-
temle tekrar ¢oziilerek hata tahmini gerceklestirilebilmekte ve ¢oziimiin duyarlili§1 hak-
kinda daha fazla bilgi elde edilmektedir.

Sonug olarak, bu tez calismasinda yukarida belirtilen dort tip gecikmeli diferensiyel
denklem i¢in Hermite polinomlar1 kullanilarak integrale dayali bir kollokasyon yontemi
sunulacak ve bu yontemin dogrulugu ve etkinligi sayisal drneklerle ortaya konulacaktir.

Bu tez calismasinin hazirlanmasi1 asamasinda tezde ele alinan neutral diferansiyel
denklemler i¢in yontemin uygulanmasi ile ilgili calismadan arastirma makalesi iiretile-

rek tez yazari ve danigmani tarafindan yayimlanmistir (Yiizbas1 ve Karaagach 2024).
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Hermite Polinomlari

Ortogonal polinomlardan biri olan Hermite polinomlari, ismini Charles Hermite’den
almistir. Charles Hermite, 1822 yilinda Dieuze’de, Ferdinand Hermite ve Madeleine née

Lallemand’1n ¢ocuklar1 olarak diinyaya gelmistir.

f'-._.-. iy
= .,

/ N
/ IH)\\
/ IJ' P{‘ﬁ I||

Sekil 2.1. Charles Hermite

Hermite, ortadgrenimini College de Nancy’de ve ardindan Paris’te College Henri IV
ve Lycée Louis-le-Grand’da tamamlamistir. Ecole Polytechnique Universitesine kabul
edilse de dogustan gelen ayagindaki sakatlik yiiziinden 68renimine ara vermek zorunda
kalmistir. Hermite, sinavlarina ¢alismak yerine makaleler okumayi tercih etmistir. Or-
giin egitimde pek basarili olmasa da yaptig1 calismalar ile 6nemli matematikgiler arasina
girmistir. Egitimine ara verdigi donemde, Bertrand, Jacobi gibi diinyaca iinlii matematik-
cilerle arkadas olmustur, mektuplagsmaya baslamistir. Betrand ile arkadas olmasi kisisel
olarak da 6nemlidir ciinkii daha sonrasinda Betrand’in kiz kardesiyle evlenmistir. Bert-

rand, Jacobi ve Liouville ile calistiktan sonra bakalorya sinavlarina girmistir ve sinavlari

3
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gecmistir. Ertesi yil, Ecole Polytechnique’e atanmustir. Atandiktan sonra, bilim diinya-
sinda biiyiik etki yaratan calismalar gergeklestirmistir. Hermite, sayilar teorisine ve cebire,
ortogonal polinomlara ve eliptik fonksiyonlara 6nemli katkilarda bulunmustur. Hermite
polinomlari, Hermite enterpolasyonu, Hermite normal formu, Hermite operatorleri ve kii-
bik Hermite egrileri onun adin1 almistir. Hermite, besinci dereceden denklemlerin eliptik
modiiler fonksiyonlarla ¢oziilebilecegini gostermistir. e sayisinin askin bir say1 oldugunu
kanitlayan ilk kisi olmustur. 1901 yilinda Paris’te vefat etmistir (Anonim 1).

Charles Hermite tarafindan tanimlanan ve bu tezde de kullanilacak olan n’inci derece-
den Hermite polinomlar1, matematikte sik¢a kullanilan onemli diferansiyel denklemler-
den biri

y'(t) —2ty'(t) + 2ny(t) =0, neN

olarak yazilan Hermite diferansiyel denkleminin ¢éziimlerinden biridir. Hermite polinom-

lar1, klasik ortogonal polinom ailelerinden biridir ve

n

", |t < oo, x| < o0 (2.1)

2 H,(t
62tx—m2 ( )

n!
n=0

iirete¢ fonksiyonundan elde edilir. Bu iirete¢ fonksiyonunun sol tarafi (¢2*)(e~*") sek-
linde yazilabilir. Bu sekilde yazdiktan sonra ¢ = 0 noktasi civarinda Taylor serileri yazilir
ve ¢arpma islemi yapilirsa

> n,.2n

(62153@)(6—:52) _ Z (2757);‘%” Z (—1)|33

n.

Il
o

n=0
n (2t)n—kxn—k (_1>kx2k
(n—k)! k!

n

(]

[e=]

vl |

(=D*(t)"
(n — 2k)k!

xn

Mr 11

Il
o
e

n =0

elde edilir. Bu sonug, (2.1) bagintisinda yerine konuldugunda
U (—1)knl(2e)m

H,(t) =) CEEIT —o<t<oo, neN (2.2)

seklinde Hermite polinomlarinin tanimlandig esitlige ulasilir (Szegd 1939).
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Hermite polinomlarinin ilk birkag terimi (2.2)’den yararlanilarak

Ho(t) = 1,

H,(t) = 2t,

Hy(t) = 4t* — 2,

Hs(t) = 813 — 12t,

Hy(t) = 16t* — 48t% + 12,

Hs(t) = 3215 — 160t> + 120t,

Hg(t) = 64t° — 480t* + 720t — 120

seklinde yazilir. Boylece tek ve ¢ift dereceli Hermite polinomlar1 agikca

— ()" *@2n)!
Hon(t) = ; RO

n

—O) R+ D
Hana(1) = kz_% ((n —) k)!Eka j_ 1))! SO

olarak gosterilebilir. Hermite polinomlarini ifade etmenin diger yolu olan Rodrigues ba-

gintist asagidaki sekilde ifade edilmektedir.

Hermite polinomlarinin rekiirans bagintisi
H,(t)=2tH, 1(t) —2(n — 1)H,,5(t), n>2

dir (Anonymous 2).

2.1.1. Hermite polinomlarimin Laguerre polinomlari ile iliskisi

Hermite polinomlari, ortogonal polinomlar ailesinin bagka bir iiyesi olan Laguerre

polinomlart ile iliskilendirilebilir. Laguerre polinomlari L, (¢) bigiminde gosterilerek
;1
Hop,(t) = (=1)"2%"n!L,2 (t*)

ve

Honar (1) = (—1)"22 1t L2 (£2)

denklemleri yazilir (Hamdin 2020).
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2.2. Pantograph Diferansiyel Denklemleri

Pantograph diferansiyel denklemleri, elektrikli tramvay, tren ve diger demiryolu ula-
sim arac¢larinda kullanilan "Pantograph" aletinin hareket mekanizmasini ve verimliligini
matematiksel olarak modellemek i¢in kullanilan bir 6rnektir. Pantograph, elektrik ile ca-
lisan rayli sistem araglarinin catisina yerlestirilen, elektrigi iist katener tele temas ederek
ileten bir cihazdir. Bu akim toplayici fikri ilk olarak Frank J. Sprague tarafindan "Tram-
vay diregi toplayici (Trolley pole collector)" adi ile ortaya atilmistir. Sprague’nin tasarimi
hayata gectikten sonra bu tasarimin ¢ok yiiksek hizli trenlerde kullanilamayacagi fark
edilmistir. Ciinkii hiz arttikga hava direnci ve siirtiinme artacagindan elektrik hattinda
kirilmaya neden olabilmektedir. Bu da One siiriilen tasarimin ¢cok dayanikli olmadigini
gostermistir. Bu sorunun ¢6ziimii i¢in John Q. Brown, 1903’te "Pantograph” olarak isim-
lendirilen elmas bi¢imli bir akim toplayict modelini gelistirmistir. Bu mekanizmada, akim
toplayici list koldadir. Cihaz yiikselerek elektrik direklerine temas eder ve elektrik akimini
toplar. Sonra motora ileterek aracin ¢alismasini saglar. Daha sonra, Louis Faiveley bu el-
mas bicimli pantograph cihazini gelistirerek tek kollu pantograph cihazini icat etmistir.
1955 yilinda, Faiveley’in yenilik¢i tasarimiyla donatilan bir tren, saatte 331 kilometre
hiza ulagarak elektrikli trenler i¢in diinya hiz rekorunu kirmistir ve bu tasarim, giiniimiize

kadar endiistri standardi olarak kabul edilmistir (Anonymous 1).

- Katener

Pantograph

-4—— Tren

Sekil 2.2. Pantograph cihaz1 (Poetsch vd. 1997)

J. R. Ockendon ve A. B. Tayler, elektrikli demiryolu araglarinin ¢atisina yerlestirilen
pantografin hareketini incelemis ve matematiksel modelini ifade etmistir (Ockendon ve
Tayler 1971). Pantograph denklemler, ismini bu modellemeden almistir. Multi-pantograph

ve genellestirilmis pantograph denklemleri iizerine bir¢ok c¢alisma yapilmistir. Legendre
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kollokasyon yontemi (Yiizbas1 ve Sezer 2015), Bernstein polinomsal yaklagim (Javadi
vd. 2016), Hermite kollokasyon yontemi (Yiizbas1 vd. 2015) ve (Yalcinbas vd. 2011),
Taylor polinomlarina dayali sayisal yontem (Sezer ve Dagcioglu 2007), Galerkin yonte-
mine benzer bir yaklagim yontemi (Yiizbas1 ve Karacayir 2018), Taylor polinomlari ve
kesilmis Taylor serisi kullanilarak sunulan yaklagim yontemi (Sezer vd. 2012), Muroya
yontemi (Muroya vd. 2003), iistel polinomlarin kullanildig1 kollokayon yontemi (Yiizbasi
ve Sezer 2013), Bessel kollokasyon yontemi (Yiizbagst vd. 2012), Taylor matris yontemi
(Sezer vd. 2008) ve (Yiizbas1 ve Ismailov 2018), Boubaker kollokasyon yontemi (Akkaya
vd. 2013), varyasyonel yineleme yontemi (Yu 2008), Bernstein kollokasyon yontemi (Isik
vd. 2012), Euler kollokasyon yontemi (Ibis ve Bayram 2016), Legendre polinomlari kulla-
nilarak en kiigiik kareler yontemi (Khorshidi ve Firoozjaee 2024), Bernoulli kollokasyon
yontemi (Tohidi vd. 2013) su ana kadar pantograph denklemlerinin ¢oziimlerine yaklagim

yapmak i¢in sunulmus yontemlerden bazilaridir.

2.3. Neutral Diferansiyel Denklemleri

Neutral diferansiyel denklemi, fizik, biyoloji, miihendislik alanlarinda kullanilan, ge-
cikmeli bir diferansiyel denklemdir. Insan popiilasyonu, kimyasal reaksiyon davranislari,
biyolojik sistemler ve elektrik devrelerinin hareket ve davraniglarini inceler. Bu model-
leme sistemi, diinyevi problemlerin ¢oziilmesinde ve zaman gecikmelerinin etkilerini an-
lamak konusunda 6nemli bir rol oynar. Varyasyonel iterasyon yontemi (Chen ve Wang
2010), Bessel kollokasyon yontemi (Yiizbasi vd. 2011), Runge-Kutta yontemi (Wang vd.
2009), Lucas ve Taylor polinomlarina dayali kollokasyon yontemi (Giimgiim vd. 2020),
one-leg 6 yontemi (Wang ve Li 2007) yontemleri su ana kadar neutral diferansiyel denk-
lemlerinin ¢oztimleri i¢in sunulmus birka¢ yontemdir. Tez siirecinde yiiriitiilen ve Hermite
polinomlar1 temelli integrale dayali kollokasyon yontemiyle yapilan bir ¢calisma daha 6nce

tarafimizdan literatiire kazandirilmigtir (Yiizbas1 ve Karaagach 2024).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, tezde incelenecek diferansiyel denklemler tanitalarak temel problem ya-
pis1 ortaya konulacaktir. Ardindan, ¢6ziim siirecine temel olusturan matris bagintilar1 veri-
lecek ve bu yap1 dogrultusunda yaklasik ¢oziime ulasmak i¢in izlenen sayisal yontemden

bahsedilecektir.

3.1. Ele Alinacak Denklemler

Bu tezde gecikmeli diferansiyel denklemlerden multi-pantograph diferansiyel denk-
lemi, neutral diferansiyel denklemi, birinci mertebeden pantograph diferansiyeli, genel-
lestirilmis pantograph diferansiyel denklemi incelenecektir. Birinci mertebeden pantog-
raph diferansiyel denklemi, genellestirilmis pantograph diferensiyel denkleminin merte-
besinin bir oldugu 6zel bir durumudur. ilk olarak

J
Y(t) = Poo(t) + > Pio(t)y(\t) + f(t), 0<t<b (3.3)

j=1
seklinde tanimlanan birinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemlerin 6zel bir sinifi

olan multi-pantograph denklemlerinin
y(0) = « (3.4)

baslangi¢ kosulu altinda ¢6ziimii arastirilacaktir (Yiizbast ve Karagayir 2018). Burada
0 < A; < 1 ve « reel veya karmagik sabitlerdir. Pyo(t), Pjo(t) ve f(t), [0, b] araliginda
stirekli fonksiyonlardir.

Ele alinacak diger bir diferansiyel denklem; birinci mertebeden oransal gecikmeli bir
diferansiyel denklem olan neutral diferansiyel denklemleridir ve

J Z

(1) = Bo0)y(t) + 3 Pyt + 3 Qe () + £(1), 0<t<h (BS)

j=1
seklinde tanimlanmakta olup,
yla) = « (3.6)

baslangi¢ kosulu ile ele alinacaktir (Yiizbag1 vd. 2011). Burada Py(t), P;(t), Q. (t) ve

f(t), [0,b] araliginda siirekli fonksiyonlardir. \;, 1,, ve « reel veya karmasik sabitlerdir.
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Coziimleri arastiralacak diger bir denklem ise
J
Y ()= Polt)y(N\pt + Bjo) + f(t), 0<t<b
j=0
seklinde tanimlanan birinci mertebe pantograph diferansiyel denklemidir ve

y(0) = ag

baslangic kosulu altinda ¢oziimii arastiralacaktir. incelenecek olan son denklem
J c—1

yOt) =3 Pat)yD (Nt + Bi) + (1), 0<t<b

=0 1=0

biciminde tanimlanan c. mertebeden genellestirilmis pantograph denklemi olup,

y(0)=a;, i=0,1,...,c—1

(3.7)

(3.8)

baglangic kosullan ile ele alinacaktir (Javadi vd. 2016). oy, Aj;,53;; reel veya kompleks

katsayilardir. Pj(t) ve f(t), [0, b] araliginda siirekli fonksiyonlardr.

3.2. Temel Matris Bagintilar1

Yontem uygulanirken, ilk olarak Hermite polinomlar1 asagidaki gibi matris formunda

yazilacaktir:

H(t) = T(t)D”.
Burada T(t) ve H(t),
Tt =1 t ¢ ... V), H@) =[Ho(t) Hi(t) ... Hy(t)]

matris bagintilar1 seklinde yazilabilir. Se¢ilecek olan N sayisi tek ise,

20 0 .0 0
0 2! .0 0
D= : :
N=5y90 (N_1)! -
(—1)*z >%E1§;1; 0 oo 2N
0 (-)F 4 0 2N
yada N cift ise,
[ 20 0 0 0]
0 2! 0 0
D= : :
(—1)<¥>%% L.o2N-1
(-1)<”z‘4>%?(§¥!), 0 .0 2N
- T\ -

(3.9)
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dir (Akgoniillii vd. 2011).

3.3. Uygulanacak Yontem

Bulgular ve tartisma boliimiinde daha detayl ele alinacak yontem; problemlerdeki en
yiiksek mertebeye sahip terime sonlu Hermite serisi formunda yaklasim yapmay1 temel
alir. Ornegin birinci mertebe denklem icin denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirev olan

y'(t) fonksiyonuna
N

y'(t) = Z anHy, (1)

n=0
seklinde yaklagim yapilir (Yiizbas1 ve Karaagaglh 2024). En yiiksek mertebeden tiirevi c.

mertebe tiirev olan denkleme ise

y(c)(t) = Z an (1)

n=0
seklinde sonlu Hermite serisi formunda yaklasim yapilir. Buradaki a,,, Hermite katsayila-
ridir. Problemde diger tiirevli terimleri bulmak icin mertebe sayis1 kadar integral alinarak
kosullar kullanilir ve tiirevli terimler ile bagimli degisken i¢in bulunan yaklagim form-
lar1 denklemde yerine yazilir. Daha sonra kollokasyon noktalari kullanilarak denklem,
dogrusal cebirsel denklem sistemine doniistiiriiliir. Bu sistem ¢oziilerek katsayilar matrisi
bulunur ve bagimli degiskenin Hermite serisi formunda yerine konularak yaklasik ¢6ziim
elde edilir.

Yontemin dogrulugunu degerlendirmek amaciyla, yaklasik ¢6ziim problemde yerine
yazilir ve rezidiiel hata fonksiyonu elde edilir. Ele alinan denklem ve rezidiiel fonksiyon
kullanilarak bir hata problemi elde edilir. Elde edilen hata problemi, ayn1 sayisal yon-
tem uygulanarak coziiliir. Boylece yaklagik ¢6ziimiin dogruluguna iligkin bir hata tahmini
yapilmis olur. Bulgular ve tartigma boliimiinde her bir problem icin yontem detayli bir
sekilde matrislere dayali olarak aciklanacak ve ayrica hata tahmini yontemi detayli olarak

ele alinacaktir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, ¢oziim yontemi ayrintili olarak agiklanacak ve yontemin uygulanabilir-
ligini gostermek amaciyla cesitli sayisal 6rneklere yer verilecektir. Ornekler, yontemin
pratikteki kullanimin1 destekleyecek sekilde se¢ilmis olup her biri adim adim ¢oziimlene-

cektir.

4.1. Yontemin Uygulanmasi

Bu béliimde, yontemin uygulanma siireci adim adim agiklanacaktir. Boylece yontemin

yapisal cercevesi ve mantid1 ortaya konulacaktir.

4.1.1. Multi-pantograph diferansiyel denklemleri icin yontemin olusturulmasi
(3.3) multi-pantograph diferansiyel denkleminde, en yiiksek mertebeye sahip olan te-

rime, yani y/'(t)’ye
N

y(t) = a,H,(t) (4.10)

n=0
kesilmis Hermite serisi formunda yaklasim yapilir. Burada, a,, hesaplanacak olan Hermite

katsayilaridir. (4.10) bagintisinin sag tarafi
y'(t) =H(t)A (4.11)

seklindedir (Yiizbasi ve Karaagacgli 2024). Burada A matrisi

A=lay a; ay ... an]’

formundadir. (4.11) denkleminde (3.9) yerine yazilirsa, 3/(t) nin matris formu standart
bazda
Y (t) = T(t)DTA (4.12)

biciminde elde edilir. (4.12) denkleminde her iki taraftan 0’dan ¢’ye integral alinirsa

/Ot Y (z) dr = /Ot T(z)D” A dz,

y(t) — y(0) = Uot[l va? ... oV dx} DTA,

11
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y(t) = y(0) + Votum? o] dx} DTA

elde edilir. (3.4)’den y(0) = «, elde edilen denklemde yerine yazilirsa

t2 t3 tN+1 T
= — — ... DA 4.1
o) a+[t2 : N+1] (4.13)
elde edilir. -~ ~
1 0 0O ... 0
0O 12 0 ... 0
Bi=1[0 0 13 ... 0
000 0 .. ]
. s R T N+1 ..
olmak iizere, denklem (4.13)’deki _t £ % . ﬁ} matrisi
t2 t3 tN-‘rl
—— ... =tT(¢t)B
23 N+ 1} (1B,

biciminde ifade edilebilir. Bu matris formu, (4.13) denkleminde yerine yazilirsa
y(t) = a+tT(t)B;DTA (4.14)

yazilabilir (Yiizbas1 ve Karaagacl 2024). Gecikme igeren y(\;t) teriminin yaklagim tii-

riinden ifadesini elde etmek amaci ile denklem (4.14)’de ¢ yerine \;t yazilarak,

y(\t) = a+ M\tT (A1) B, DTA (4.15)
elde edilir. ) )
X000
0 A 0 ... 0
RA)=10 0 X ... 0
(00 0 ... AN

olmak tizere, T'(\;t) ve T(¢) arasindaki iligki
T(\t) = TOR(;) (4.16)

seklindedir (Yiizbast vd. 2012). T'(\;t) ve T(¢) arasindaki esitligi kullanarak (4.15) denk-

lemi diizenlenir ve
y(\t) = a + \tT(HR();))B, DA 4.17)

12
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denklemi elde edilir. (4.12), (4.14) ve (4.17) denklemleri, (3.3) denkleminde yerine konu-
lursa,

T(t)D"A = Py(t) (o + tT(t)B;D"A) +i Pio(t)(a+MtT(HR(A)BDTA)+ £(2)

J=1

ve diizenlenirse,

{T(t)D” — Py (t)tT(t)B; DT — j]j Pjo(t)\tT(H)R();))B;DT}A

J (4.18)
= f(t) + aPo(t) + a3 Pjo(t)
j=1
elde edilir. [0, b] araliginda esit aralikli,
b
ty=—s, s=0,1,2,...,N, (4.19)

N

ile tamimli kollokasyon noktalar1 kullanilir. Burada, 0 < ¢t < bve 0 =t) < t; < ... <

ty = b’dir. Kollokasyon noktalar1 (4.18) denkleminde yerine yazilir ve
J
{T(ts)D” — Poo(ts)tT(ts)B1DT — > Pio(ts) At T(ts)R(A;)B; DT } A
j=1
J
= f(ts) + Oépoo(ts) + o Z F)Jo(ts)
j=1

elde edilir. Son elde edilen sistem, matris bagintis1 seklinde yazilabilir:

J J
{TD" — PoyT,TB,D" — Y " \;P;,T\TR();)BiD"}JA =F + aPg + a Y Pjo

j=1 j=1

(4.20)
Buradaki matrisler
[ T(1,) | (b 0 ... 0] (Polty) O ... 0 |
T T(t1) T, — 0 t 0 Py — 0 Poo(t1) 0

| T(ty), 0 0 ty| 0 0 Poo(tw)|

-Poo(to) | -PjO(tO) 0 0 ]

Py — POO.(tl) Py O Pjo'(tl) O |

_Pog(tN)_ |0 0 R (tN)_

13
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Po(to) f(to)
. Pjo(t1) f(t)
PjO = ! . 9 F =
| Pjo(tn) | | f(tw) ]
dir. (4.20) denkleminin sag tarafi kisaca
J
G = F+04P00+042Pj0

j=1

ile ifade edilebilir. Boylece, (3.3) multi-pantograph denklemi ile (3.4) kosullarindan olu-

san probleme yontem uygulandiginda
WA =G; [W;G] (4.21)
lineer cebirsel sistemi elde edilir. Burada W,

J
W = TD" — P, TTB,D” - ) AP, TTR();)B,D" (4.22)

j=1
dir. (4.21)’de, eger rankW = rank[W; G] = N + 1 ise, katsayilar matrisi A belirlene-
bilir ve

A=W"'G. (4.23)
islemi yapilarak elde edilir ve denklem (4.14)’de yerine yazilarak yaklasim ¢6ziim y (%)
elde edilir.

4.1.2. Neutral diferansiyel denklemleri icin yontemin olusturulmasi

Yonteme baslarken, en yiiksek mertebeye sahip olan terime, yani (3.5) denkleminde
y'(t)ye
N
()= a Hy(t). (4.24)
n=0

kesilmis Hermite serisi formunda yaklasim yapilir. Burada, a,, hesaplanacak olan Hermite

katsayilaridir. (4.24) bagintisinin sag tarafi
y'(t) =H(t)A (4.25)

seklinde matris formunda yazilabilir. Burada A,
A=lag a1 ay ... ap

14
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formundadir. (4.25) denkleminde (3.9) yerine yazilirsa, y'(¢) nin matris formu standart
bazda
' (t) = T(t)DTA (4.26)

seklinde elde edilir. (4.26) denkleminde her iki taraftan a’dan ¢’ye integral alinirsa,
t t
/ y'(z) dx = / T(z)D" A dz,
t
y(t) —y(a) = U [1xa® ... 2V da:} DA,

y(t) = y(a) + [/atum? 2] d:@} DTA

elde edilir. (3.6) denklemindeki y(a) = « kosulu, elde edilen denklemde yerine yazilirsa

t2 a2 tN-I—l aN—l—l -
t) = = A — = D A 4.27
y() ‘H{ “ B 5 N+1 N+1} (4.27)
elde edilir. _ -
1 0 0 ... 0
0 12 0 ... O
Bi=]|0 0 1/3 ... 0
00 0 .. NLH_
.. , ._ 2 g2 NHL N4 . .
olmak iizere, denklem (4.27)’deki |(t —a) 5 —% ... T rei +1] martrisi
2 2 $N+1 aN+1
t— —— = ... - =tT(t)B; —aT(a)B
“ 2 N+1 N+1 ()B, —aT(a)B,

biciminde ifade edilebilir. Bu matris formu, (4.27) denkleminde yerine yazilirsa
y(t) = a+ [tT(t)B; — aT(a)B;] DA (4.28)

yazilabilir (Yiizbas1 ve Karaagacli 2024). Gecikme iceren y(\;t) ifadesine ulagmak i¢in
(4.28) denkleminde ¢ yerine \;t yazilarak

y(\jt) = a+ [MtT(\t)By — aT(a)B,] DTA (4.29)
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denklemi elde edilir.

X0 0 ... 0
0 A0 ... 0
R(A)=10 0 X ... 0
0 0 0 ... AN

olmak iizere, T'(\;t) ve T(t) arasindaki iliski
T(\t) =T(t)R(N)) (4.30)

dir (Yiizbas1 vd. 2012). T(\;t) ve T(t) arasindaki esitligi kullanarak (4.29) denklemi
diizenlenir ve

y(\t) = a+ MtT(HR(\;)B; — aT(a)B;] DTA (4.31)

denklemi elde edilir. Denklem (4.26)’de ¢ yerine p, yazilirsa,
Y (rt) = T(ut)D' A
(4.30) bagintis1 burada kullanilarak y’(y,) tiirev fonksiyonun denklemi
Y (prt) = T(H)R(p,) DT A (4.32)

olarak bulunur. Buradaki R (1),

pl 0 0 0

0 ,u}“ 0 0
R(:ur) =10 0 ,ug 0

0 0 0 M7{V

dir (Yiizbag1 vd. 2012). Eger (4.26), (4.28), (4.31) ve (4.32) denklemleri, (3.5) denkle-
minde yerine konulursa,

T(t)DTA = Py(t) (a + [tT(t)B; — aT(a)B;] DTA) + i Pi(t)(a+ [MNET(E)R(N))

J=1

B, — aT(a)BD7A) + 3= Q. (TR (1D A+ /(1)

16
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ve diizenlenirse,

J
{T(t)DT — Py(t) [tT(t) — aT(a)| BiDT — > P;(t) [MtT(H)R(N;) — aT(a)] B, DT
j=1
z J
— Zl QTR (1) DT }A = f(t) + aPoo(t) + Zl P;(t)
r= Jj=
(4.33)
elde edilir. Bu denklemde, (4.19) denklemi ile daha once tanimlanmig esit aralikli kollo-

kasyon noktalar1 yazilir. O zaman
J
{T(tS)DT — Py(ts) tT(t) — aT(a)| ByDT — 3~ Pj(ts) [\t T(ts)R(N;) — aT(a)] B;D?
j=1

z J
- Z Qr(ts)T@s)R(/ﬁr)DT}A = f(ts> + OJPO(ts) +a E Pj(ts)
r=1 j=1
elde edilir. Bu elde edilen sistemin matris bagintisi
g J .
{TDT — [POTlT L aPOT(a)} B,D” — 3 [A\P,T.TR(),) — aP;T(a)| B,D”
j=1

A . J .
~ > QTR(1,)D"}JA=F + aPy+a ) P;
r=1 J=1

(4.34)
formunda yazilabilir. Burada kullanilan matrisler,
T(to) to 0 ... O Py(to) 0 e 0
T T(.tl) T, - O t.1 0 P, - O Pogtl) O |
T(t) 0 0 ... tx 0 0 ... Pyty)
Py(to) P;(to) 0 0 ... 0 P;(to)
Po(tn) 0 0 0 .. Ptn) Py(tx)
Qr(to) 0 0 . 0 f(to)
Q- 0 Qr.(tl) 0 -' 0 CFo f(?fl)
0 00 .. Qr(.tN> f(?;N)
dir. (4.34) denkleminin sag tarafi kisaca
J
G:F+Oz150+azpj
j=1
olarak ifade edilebilir. (4.34) denklemi kisaca
WA =G; [W;G] (4.35)
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olarak yazilabilir. Burada W,

. J .
W = TD” — [P,T\T — aPoT(a)| BiD” — 3 [)\ijTlTR()\j) . anT(a)] B,D”
j=1
Z
- Zl QTTR(MT)DT
dir. Katsayilar matrisi olan A,
A=W'G (4.36)

matris iglemi yapilarak bulunur ve denklem (4.28)’de yazilarak yaklagik ¢oziim olan y ()
elde edilir.
Bu tez ¢alismasinin bu boliimiinden, tez asamasinda, tez yazar1 ve danigmani tarafin-

dan arastirma makalesi iiretilerek yayimlanmigtir (Yiizbasi ve Karaagach 2024).

4.1.3. Birinci mertebe pantograph diferansiyel denklemleri icin yontemin olustu-

rulmasi

Genellestirilmis pantograph diferansiyel denklemlerin (3.7) formundan, birinci mer-
tebe pantograph diferansiyel denklemi

J
(1) =" Po(t)y(Not + Bjo) + f(1), 0<t<b (4.37)

j=0
seklinde yazilabilir. Baslangi¢ kosulu ise
y(0) = ag (4.38)
olur. Yonteme baglarken, en yiiksek mertebeye sahip olan terime, yani (4.37) denkleminde
y'(t)ye
N
Y (t) = a,Hy(t). (4.39)

n=0

kesilmis Hermite serisi formunda yazilarak, yaklasim yapilir. Burada, a,, hesaplanacak

olan Hermite katsayilaridir. (4.39) bagintisinin sag tarafi
y'(t) =H(t)A (4.40)

seklinde matris formunda yazilabilir. Burada A matrisi

A=[ay a1 ay ... ap]"
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BULGULAR VE TARTISMA
formundadir. (4.40) denkleminde (3.9) yerine yazilirsa, y'(¢) nin matris formu standart

bazda
(4.41)

' (t) = T(t)DTA

seklinde elde edilir. (4.41) denkleminde her iki taraftan 0’dan ¢’ye integral alinirsa,

/0 () di = /0 "T(2)DTA d.
y(t) — y(0) = Vot[l va? ... o] dx} DTA,

y(t) = y(0) + Uotum? o] dx} DTA

elde edilir. (4.38)’deki y(0) = ay elde edilen denklemde yerine yazilarak

2 #N+1 .
t) = t— ... D A 4.42
y(t) = ao + [ 5 No 1} (4.42)
elde edilir. _ F
1 0 0 ... 0
0 172 0 0
Bi=10 0 13 0
_0 0o 0 ... NLH_
. S [, 42 43 N+1 ..
olmak iizere, denklem (4.42) daki _t £E .. ivﬁ} matrisi
t2 t3 tN+1
t— — ... =tT(¢)B
23 N+ 1] (1)B:
biciminde ifade edilebilir. Bu matris formu, (4.42) denkleminde yerine yazilirsa
(4.43)

y(t) = ap + tT(t)B;DTA

elde edilir (Yiizbas1 ve Karaagacgh 2024). Gecikme iceren y(\ ot + (3;o) teriminin denkle-

mini elde etmek amaci ile denklem (4.43)’te ¢ yerine \jot + 3,0 yazilarak,
y()\jot + 5]’0) =y + (/\jot + ﬁjo)T(Ajot + ﬁjo)BlDTA (4.44)

denklemi elde edilir.
() X0)°(Bj0)° (o) (Xj0)°(Bio)t - (§)(No)°(Bjo)™
R(\o, o) — 0 G)(/\jO?l(ﬂjo)o (7)0‘10)1:(5;‘0)N1
I 0 0 (V) Ajo)™ (Bjo)" |
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olmak iizere, T'(\ ot + (o) ile T(t) arasindaki iliski
T()\jot + 6j0) - T(t)R()\][), ﬁjO) (445)

seklindedir (Yiizbast vd. 2012). T(\ot+5,o) ve T(t) arasindaki esitligi kullanarak (4.44)

denklemi diizenlenir ve
y()\jot + 6j()) = + (/\jOt + 6j0)T(t)R(/\j07 Bjo)BlDTA (446)

denklemi elde edilir. Denklem (4.41) ve (4.46) denklemleri, (4.37) denkleminde yerine

yazilirsa

T(H)D"A =" Pjo(t)(ao + (Ajot + Bjo) T(R(Ajo, Bj0)BiDTA) + £(1)

J=1

ve diizenlenirse,

{TODT = 52 Polt) (Aot + io) TR (o, o) B DT A
2 (4.47)
— f(t) + (7)) ; P]Q(t)

elde edilir. (4.19) denklemi ile daha 6nce tanimlanmus esit aralikli kollokasyon noktalarini

(4.47) denkleminde yerine yazarak
J
{T(t)D" — 3= Pio(ts)(Njots + Bjo) T(ts)R(Njo, Bjo)BiD” }A
j=1
J
= [(ts) + a0 X Pjolts)
j=1

elde edilir. Son elde edilen sistem, matris bagintis1 seklinde yazilabilir:

d J
{TDT - Z PjO(AjOTl + Bjo)TR()\jo, Bjo)BlDT}A - F -+ (7)) Z PjO' (448)

j=1 j=1

Buradaki matrisler

T(to) to 0 ... 0 Polte) O ... 0

T(¢ 0t ... O 0 Pio(ty) ... 0
R I R

T(ty) 0 0 In 0 0 Pjo(tn)
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_Pyo(to) _ _f(to) _
B Pjo.(tl) CPe f(t1)
| Pjo(tn) | | f(tw) ]

dir. (4.48) denkleminin sag tarafi kisaca

J
G:F—F()é()z]_f)jo.

j=1
ile ifade edilebilir. (4.48) denklemi kisaca
WA =G; [W;G] (4.49)
olarak yazilir. Burada W,
J
W =TD" =) "Pjo(AoT + Bjo) TR(Ajo, Bj0)B1D” (4.50)
j=1
dir. Katsayilar matrisi A,
A =WG. (4.51)

igslemi yapilarak elde edilir ve denklem (4.43)’de yerine yazilarak yaklagim ¢oziim y(t)
elde edilir.

4.14. Genellestirilmis pantograph diferansiyel denklemleri icin yontemin olustu-

rulmasi

Birinci mertebe diferansiyel denklem problemlerinde en yiiksek tiirev birinci mertebe
tiirev oldugu i¢in birinci tiireve yaklasim yapilmisti. Simdi ise (3.7) genellestirilmis pan-
tograph denkleminde en yiiksek tiirev olan c. mertebe tiireve yaklasimi asagidaki gibi

yaparak yonteme baglanir:
N

yOt) = a,Hy(t). (4.52)

n=0
Burada a,,, hesaplanacak olan Hermite katsayilaridir ve matris formunda

A= [ao a; Q9 Ce G,N]T
biciminde yazilir. (4.52) bagintisinin sag tarafi
y(c) (t) = H(t)A (4.53)
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seklindedir. (4.53) denkleminde (3.9) yerine yazilirsa, y(°)(¢)’nin matris formu standart
bazda

y 9 (t) = T(t)DTA (4.54)

seklinde elde edilir. (4.54) denkleminde her iki taraftan 0’dan ¢’ye integral alinirsa
t t
/ Y (z) do = / T(x)D” A dx,
0 0
t
y () — yeD(0) = {/ [1aa? ... 2" d:z,} DTA,
0

y eV (t) =y (0) + [/Otu o .z dx} DA

elde edilir. (3.8) denklemindeki 3“~" (0) = a._; baglangic kosulu, elde edilen denklemde

yerine yazilirsa

(ol £2 43 $N+1 DT A 4ss
THIt) = ae t— — ... .
Y ()O‘ﬁ{zs N+1] (433)
olur. -~ _
1 0 0 ... 0
012 0 ... O
Bi=10 0 13 ... 0
o 0 0 ... NLH
olmak iizere, (4.55) denklemindeki [t §§ 1}5—:] matrisi
t2 t3 tN+1
t— = ... =tT(t)B
{ 2 3 N+1} (1B

seklinde ifade edilir. Bu matris formu,, (4.55) denkleminde yerine yazilirsa

y V() = ae_y + tT(t)B;DTA (4.56)

elde edilir. Bundan sonraki adimda, deklem (4.56)’da her iki taraftan 0’dan ¢’ye integral

alinarak

t t
/ y© V() de = / @1 + 2T (2)B,D" Al da,
0 0

(2) (2) t d t $2$3 .TN+1 d TA
(1) -y D(0) = | . o DA,
YD) — 2 (0) /Oalw{“x?g N+J }

t t 2 73 N+l
y () =y (0) + / ey dz + { / {x T ] dx] D”A
0 0

N +1
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elde edilir. (3.8) denklemindeki y“~? (0) = a._, baslangi¢ kosulu, elde edilen denklemde

yerine yazilirsa

( 2) t2 t3 t4 tN+2 DTA 4 57
TNt) = e et+ | = —— ... .
v =aca ol 15 T n s (NE (V) (%57)
sonucuna vartlir.
/2 0 0o ... 0
0O 16 0 ... 0
Bo=10 0 112 ... 0
0 0 0 ... T/(N+I1)N+2)
olmak tizere, [% % % (fo)% matrisi
t2 t3 t4 tN+2
— = — ... = ¢*T(t)B,.
[2 6 12 (N+1)(N+2)] (1)B:
seklinde yazilabilir. By matrisi, denklem (4.57)’de yazilirsa
YD) = ey + o1t + t*T(t)B,DTA (4.58)

elde edilir. Buradaki B, matrisi, B; matrisi cinsinden, asagidaki matris ¢carpimu yapilarak

elde edilebilir:

/2 0 0 ... 0|1 0O 0 ... O
0 13 0 ... 0[]012 0 ... 0
Bo=|0 0 14 ... 0|0 0 13 ... 0
00 0 ...ogm| [0 0 0 ... o]

Bu matris carpimindaki sol taraftaki matrisi L; olarak isimlendirilirse,
B, = LB,

yazilir. Yaklagik ¢6ziimii aranan y(t) fonksiyonu elde edilene kadar integral alinmaya ve
gerekli matris formlar1 elde edilmeye devam edilir. y(° ifadesinin karsilig1 olan matris

formundan toplam c defa integral alinarak y(t) elde edilir. Integral alinirken, yukarida
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yapilan integrasyon islemi sonucu olusan B; ve B, matrislerine benzer, ¢’lerin katsayi-
lar1 i¢in yazilmig matrisler olusur. Integrasyon sonucu olusan Bj matrisinin By matrisi

cinsinden ifadesi soyle olur:

/3 0 0 ... 0 /2 0 0 ... 0
0O 14 0 ... 0 0o 16 0 ... 0
Bs=|0 0 1/5 ... 0 0o 0 1/12 ... 0
1 1
_O O- O N_—|-3_ _O O 0 - m_
1/6 0 0 ... 0
0 124 0 ... 0
=10 0 1/60 ... 0
1
| 0 O O S (N41L)(NH42)(N+3) |

Matris ¢arpimindaki soldaki matris L, olarak isimlendirilirse
B; = L;B,

denklemi elde edilir. Problemdeki mertebeye bagli olarak integrasyon islemine devam
edilirse, B3 matrisine benzer bir B, matrisi olusacaktir. Bu B, matrisi de B3 matrisi

kullanilarak yazilabilir:

1/4 0 0 ollie 0o o 0
0 15 0 0 0 124 0 0
B.=|0 0 16 0 0 0 1/60 0
1 1
| 0 9 0 N+4| | 0 0 0 (N+1)(N+2)(N+3) |
1/24 0 0 0
0 1/120 0 0
=10 0 1360 0
1
| 00 0 GESRETy e eyl
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Matris ¢arpimindaki soldaki matris Lg olarak isimlendirilerek

B4 = L3B3

denklemine ulasilir. Ly, Ly, L3 matrisleri genel formda yazilabilir:

(c+1)
0
0

0

0
1/(c+2)
0

0

0
0
1/(c+3)

0

0
0
0

1/(c+1+N)

Bu L. matrisini kullanarak, B, Bo, B3, B4 matrisleri genel formda yazilir:

Bc+1 -

-1/(c+1)

0
0

0

0
1/(c+2)
0

0

0
0
1/(c+3)

0

0
0
0

1/(c+1+N)

Toplamda c defa integral alinarak yaklasik ¢6ziim asagidaki sekilde bulunur:

y(t) =ap+ ot + ...+ e o

tc_2

(c—2) Y-

c—1

+ t“T(t)B.DTA.

(4.59)

Fonksiyonel bir denklem ele alindifindan (4.59) denkleminde ¢ yerine \j;;t + f3;; ko-

yarak gecikmeli y(\;;t + 5;;) denklemi elde edilir:

y()\jlt + ﬁjl) = Qg + ozl(/\jlt + ﬁjl) + .o+ Qo2

(At + Bj)°T(M\jit + B;)B.DTA.

(Njut+B1)2
(e—2)!

(M‘lH’ﬁjl)cfl

(4.60)

Elde edilen denklemler 1s181nda, (3.7) genellestirilmis pantograph denklemindeki y() (A jit+

B;1) ifadesinin esiti elde edilebilir. Oncelikle V) (¢) denkleminin esiti yazilir:

yO(t) = ay + gt + ..

tz:72fl
.+ ac_zm + Q1

tcflfl

Denklem (4.61)’de ¢ yerine \;;t + 3, yazilarak

y O\t + Bj1) = au + (Nt + Bjt) + oo + s

+oe_q + (Nt + Bj)'T(\ut + B1)B. DT A

()\jlt-f-ﬁjl)cilfl
(e—1-=1)!

(c—1=1)!

+ t-'T(t)B._,DTA.
(4.61)

(Ajut+B;)°¢ 2!

(e=2-0)! (4.62)
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elde edilir.
(OO0 B)° OB - (Y Ba)Y |
R\, Bir) = ’ DO E° - () (B
0 0 o (DY (B

olmak tizere, T'(\;;t + 3;;) ile T(t) arasindaki iligki
T()\jlt + 5]'1) - T(t)R()\]l, 53‘[) (463)

seklindedir (Yiizbas1 vd. 2012). (4.63) denklemi kullanilarak (4.62) denklemi diizenlenir:

.. .. Aid » c—2—1
yO(Njit + Bji) = ay + app (N\jit + Bji) + ... + Oécfz%

S _ye—1—1 .
ey BEEED— 4 (Ajiit + )< T (#)R(Aji, Bj:)BeiDTA.

(4.64)

(4.54) ve (4.64) denklemleri (3.7)’te yerine yazilirsa

c— X . ye—2—1
T(HDTA = 57, Y Pu(t){on + apa (it + i) + . + aep 50—

) . \e—1—1
ey SIS (it + B) T (R (A, B1) B DTA} + £(t)
(4.65)

elde edilir. (4.19) denklemi ile daha 6nce tantmlanmus esit aralikli kollokasyon noktalarini

(4.65)’da t yerine yazarak

J c— s ts . \c—2—1
T(t)DTA = 37 S Pult) {an+ ara (it + Bj) + - + g 20—

— . \e—1—1
—i—acq% + (Njts + Bi) " T(ts)R(Aji, B)BeoDTAY + f(t,)
(4.66)

elde edilir. Denklem (4.66) diizenlenirse,
{T(t)D” = 327 32125 Paults) Njits + B3) " T(t)R (A, B;1) B DT } A

c— ats . \c—2—1
= S0 om0 Palta)[(or + anen(Njrta + Bjn) + . + e D
A s . \e—1—1
+a071%} + f(ts)

elde edilir. Denklemde bulunan t7* (m = 1,2, ..., c — [) ifadelerine karsilik gelen matris
im0 ... 0]
T, — 0 t’.ln .0
i 0o 0 ... £ |
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olarak ifade edilmek iizere bu elde edilen sistemin matris bagintisi

{TD” - Z}]:o S Pu(MiTo + Bilin+1yx(v+1) " TR(Aj1, Bj1) B DT } A

— Z;‘Izo Zlc;é le |:<Oél + Oél+1<)\lem —+ ﬁle(N+1)><(N+1)) 4+
()\lem+leI(N+1)><(N+1))C_2_l

+e— (c—2-1)!
) ) c—1—1
o,y ()\]sz—FB]z(IC(TIri)l;!(NH)) ] +F
(4.67)
formunda yazilabilir. Denklemdeki diger matrisler
T(to) P (to) 0 e 0
T(t 0 Pt 0
ro |70 i) |
| T(tn) |0 0 ... Pu(ty)]
Pji(to) f(to)
: Pt t
P, - Jl.( 1) Y f(.l)
| Pju(tn) | | f(tn) ]
dir. Denklem (4.67)’in sag tarafi kisaca
G=3 7P [(u 4+ (AT + Bl vy x(v1)) + - - -
. . c—2—1 . . c—1—1
gy (R e e ) )
ile ifade edilir. (4.67) denklemi kisaca
WA =G (4.68)

seklinde yazilabilir. Burada W,

W =TD? — 37 S0 Piu(Mi T + BiLlivsyxv+n) " TR(Ai, Bj1) B DT
dir. A bilinmeyen Hermite katsayilar1 matrisi
A=WG (4.69)

igslemiyle bulunur ve denklem (4.59)’de yerine yazilarak y(t) yaklasik ¢oziimiine ulagilmig

olur.

27



BULGULAR VE TARTISMA O. KARAAGACLI

4.2. Hata Tahmini
4.2.1. Multi-pantograph diferansiyel denklemleri icin hata tahmini

Multi-pantograph diferansiyel denklemlerinin integrale dayali kollokasyon yontemiyle
cOziimiine ait rezidiiel fonksiyon kullanarak bir hata problemi gelistirilecek ve hata tah-
mini yontemi sunulacaktir. Bu hata tahmini yontemi, literatiirde yer alan ve multi-pantograph
diferansiyel denklemlerinin ¢oziimiinii inceleyen Galerkin benzeri yontem (Yiizbas1 ve
Karagayir 2018), multi-pantograph ve genellestirilmis pantograph denklemlerinin ¢dziim-
lerini aragtiran Legendre kollokasyon yontemi (Yiizbasi ve Sezer 2015) ile iistel yaklagim

yontemine (Yiizbasi ve Sezer 2013) dayanan caligmalarda kullanilmustir.

y'(t) = Poolt +Z y(At) + f(t), 0<t<b (4.70)
multi-pantograph denkleminin
y(0) = « 4.71)

baglangi¢ kosulu altinda sunulan yontem ile elde edilen (4.14) yaklasik ¢oziimii yy (t) ve

tam ¢ozuimii y () olmak tizere, gercek hata fonksiyonu

en(t) =y(t) —yn(t)

biciminde tanimlanmaktadir. yy(¢) yaklasik ¢oziimii (4.70)’de yazilarak rezidiiel hata

fonksiyonu

M&

Ry (t) = yn(t) — Poolt Pio(t)yn(Nt) — f(t) (4.72)

j=1

olarak tanimlanir. Eger yy(t) fonksiyonu tam ¢oziime esit ise Ry () = 0 olur. (4.72)

denklemi
() — Pao(t)yn (1) - Z Poo(t)yw(At) = R(t) + (t) (4.73)
biciminde de yazilabilir. (4.70)’den (4.;3)1 cikarilirsa
/(1) — o (1) — Poolt) y(t) — yn (1)) - ilpjo(w [y(01) — yn ()] = —Ru(0)
elde edilir ve -
eh(t) — Poolt)en (1)) - ipjo(w len(At)] = —Ra (1) (4.74)
£
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hata diferansiyel denklemi yazilir. Yaklasik ¢6ziim, baglangi¢c kosulunu saglayacagi i¢in

baglangi¢ kosulu yaklasik ¢oziim kullanilarak yeniden yazilmak istenirse
yn(0) =« (4.75)

olarak yazilir. (4.71)’ten (4.75) ¢ikarilarak

en(0) =0 (4.76)

elde edilir. K > N olmak iizere (4.76) baslangi¢ kosulu altinda (4.74) hata diferansiyel

denklem problemi i¢in
K
e/N,K (t) = Z anH,(t)
n=0

kesilmis Hermite serisi formunda yaklasim yapilarak ey () yaklasik ¢oziimii aranir.
Boylece ey (t) hata fonksiyonu i¢in ey i (t) yaklasik ¢oziim olur. yy(t) yaklasik ¢oziim
ve en son elde edilen hata probleminin yaklagik ¢oziimii ey () toplanarak iyilestirilmis
yaklasik ¢c6ziim

ynx(t) = yn(t) +enx(t)

olarak elde edilir. Son olarak, tam ¢6ziimden iyilestirilmis yaklasik ¢6ziim ¢ikarilarak

tyilestirilmis ¢o6ziim i¢in hata fonksiyonu

Enk(t) =y(t) — ynx(t)

biciminde olusturulur.

4.2.2. Neutral diferansiyel denklemleri icin hata tahmini

Neutral diferansiyel denklemlerinin integrale dayali kollokasyon yontemiyle ¢ozii-
miine ait rezidiiel fonksiyon kullanarak bir hata problemi gelistirilecek ve hata tahmini
yontemi sunulacaktir. Bu hata tahmini yontemi, neutral diferansiyel denklemlerinin ¢ozii-
miinii aragtirmak i¢in geligtirilen Lucas polinomsal yaklagimi (Giimgiim vd. 2020), Clique
polinomlarin1 baz alan kollokasyon yontemi (Yiizbas1 ve Tamar 2023) ve tekil pertiirbe

edilmis diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin kullanilan Hermite kollokasyon yontemi
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(Yiizbas1 ve Savasaneril 2020) ¢alismalarinda kullanilmustir.

J Z

y'(8) = Po()y(t) + Y Bi(t)yt) + > Qu()y (urt) + (1), 0<t<b  (4T7)

j=1 r=1
neutral diferansiyel denkleminin

y(a) = (4.78)

baglangi¢ kosulu altinda sunulan yontem ile elde edilen (4.28) yaklagik ¢oziimii yy (t) ve

tam ¢oziimii y(t) olmak tizere, gergek hata fonksiyonu

en(t) = y(t) —yn(t)

biciminde tanimlanmaktadir. yy(¢) yaklasik ¢oziimii (4.77)’de yazilarak rezidiiel hata
fonksiyonu

J Z

Ry (t) =y (t) — Po()yn (t) = > Pi()yn (Ajt) = D Qe(t)yly (uet) — f(£)  (4.79)

7=1 r=1
olarak tanimlanir. yy(t) fonksiyonunun tam ¢oziime esit olmast durumunda Ry(t) = 0

olur. (4.79) denklemi

J Z

yn () = POy (t) = Y Pi(t)yn(Nit) = Y Qr(t)yn(prt) = Ri(t) + f(t)  (4.80)

j=1 r=1

biciminde de yazilabilir. (4.77)’den (4.80) cikarilirsa
Y (1) = yn(t) = Po(O)y(t) — yn (8)] = X7y Pi(Oy(\t) — yn (A1)
~ Y2 QO () — yn(et)] = =R (1)

elde edilir ve

J Z

ex(t) = Po(t)lew (D] = Y Pilex(\t)] = Y Qu()len(urt)] = —Ru(t)  (4.81)

j=1 r=1
hata diferansiyel denklemi yazilir. Yaklagik ¢6ziim, baslangi¢ kosulunu saglayacagi icin

baglangic kosulu yaklagik ¢oziim kullanilarak yeniden yazmak istenirse
ynv(a) =« (4.82)
olarak yazilir. (4.78)’ten (4.82) cikarilirsa

y(a) —yn(a) =0
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en(a) =0 (4.83)

elde edilir. K > N olmak iizere (4.83) baslangi¢ kosulu altinda (4.81) hata diferansiyel

denklem problemi i¢in

6,N,K(t> = Z anH, (1)

n=0

kesilmis Hermite serisi formunda yaklasim yapilarak ey () yaklasik ¢oziimii aranir.
Boylece ey (t) hata fonksiyonu i¢in ey x (t) yaklasik ¢oziim olur. yy(t) yaklagik ¢oziim
ve en son elde edilen hata probleminin yaklagik ¢6ziimii ey x (¢) toplanarak iyilestirilmis
yaklagik ¢coziim

ywac(t) = yn (t) + exc(t)

olarak elde edilir. Son olarak, tam ¢oziimden iyilestirilmis yaklasik ¢oziim cikarilarak

tyilestirilmis ¢oziim i¢in hata fonksiyonu

Enr(t) =yt) —ynx(t)

biciminde olusturulur.
Bu tez ¢aligmasi siirecinde tezde ele alinan neutral diferansiyel denklemler i¢in yonte-
min uygulanmasi kismindan tez yazari ve danigsmani tarafindan iiretilerek yayimlanan aras-

tirma makalesi bu hata tahminini de icermektedir (Yiizbagsi ve Karaagacli 2024).

4.2.3. Birinci mertebe pantograph diferansiyel denklemleri icin hata tahmini

Birinci mertebe pantograph diferansiyel denklemlerinin integrale dayali kollokasyon
yontemiyle ¢coziimiine ait rezidiiel fonksiyon kullanilarak bir hata problemi gelistirilecek
ve hata tahmini yontemi sunulacaktir. Bu hata tahmini teknigi, daha dnce pantograph tiirii
Volterra integral-diferansiyel denklemlerinin ¢oziimii i¢in gelistirilen Laguerre yaklagimi
(Yiizbag1 2014), tekil pertiirbe edilmig diferansiyel denklemlerinin ¢oziimiinii arastiran
Bessel kollokasyon yontemi (Yiizbasi 2014), ikinci dereceden multi-pantograph diferan-
siyel denklemlerin yaklagik ¢oziimiinii incelemek icin gelistirilen Vieta—Lucas polinom-

larin1 baz alan kollokasyon yontemi (Izadi vd. 2021) ¢alismalarinda kullanilmustir.

J
Y () = Polt)y(Npt + Bjo) + f(), 0<t<b (4.84)

=0
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birinci mertebe pantograph diferansiyel denkleminin
y(0) = g (4.85)

baglangi¢ kogsulu altinda sunulan yontem ile elde edilen (4.43) yaklasik ¢6ziimii yy (t) ve

tam ¢oziimii y(¢) olmak iizere, gercek hata fonksiyonu

ex(t) = y(t) —yn(t)

bigiminde tanimlanmaktadir. yy(¢) yaklasik ¢oziimii (4.84)’de yazilarak rezidiiel hata

fonksiyonu

Ry(t) = yy(t) — Z Pjo(t)yn (Mot + Bj0) — f(t) (4.86)

J
J=0

olarak tanimlanir. Eger yy(t) fonksiyonu tam ¢oziime esit ise Ry () = 0 olur. (4.86)

denklemi

J
yn(t) — Z Pjo(t)yn(Ajot + Bio) = R (t) + f(t) (4.87)

biciminde de yazilabilir. (4.84)’dan (4.87) cikarilirsa

y'(t) —yn(t) — Z Pjo(t)[y(Njot + Bjo) — yn(Njot + Bjo)] = —Rn (1)

7j=1
elde edilir ve

ev(t) = Pio(t)len (Mot + Bjo)] = —Ru(t) (4.88)

hata diferansiyel denklemi yazilir. Yaklasik ¢6ziim, baglangi¢c kosulunu saglayacagi igin

baslangi¢ kosulu, yaklagik ¢oziim kullanilarak yeniden yazmak istenirse
yn(0) = ap (4.89)

olarak yazilir. (4.85)’den (4.89) cikarilirsa

en(0) =0 (4.90)

elde edilir. K > N olmak iizere (4.90) baslangi¢ kosulu altinda (4.74) hata diferansiyel

denklem problemi i¢in

e/N,K(t> = Z an H, (t)
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kesilmis Hermite serisi formunda yaklasim yapilarak ey () yaklasik ¢oziimii aranir.
Boylece ey (t) hata fonksiyonu i¢in ey i (t) yaklasik ¢oziim olur. yx(t) yaklagik ¢oziim
ve en son elde edilen hata probleminin yaklagik ¢oziimii ey () toplanarak iyilestirilmis
yaklagik ¢oziim

ynx(t) = yn(t) +enx(t)

olarak elde edilir. Son olarak, tam ¢6ziimden iyilestirilmis yaklasik ¢oziim ¢ikarilarak

tyilestirilmis ¢6ziim icin hata fonksiyonu

Eng(t) =y(t) — ynx(t)

biciminde olusturulur.

4.2.4. Genellestirilmis pantograph diferansiyel denklemleri icin hata tahmini

Bu boliimde, yontemin gecerliligini ve etkililigini tespit etmek amaciyla genellestiril-
mis pantograph diferansiyel denklemlerinin integrale dayali kollokasyon yontemiyle ¢o-
ziimiine ait rezidiiel fonksiyon kullanarak bir hata problemi gelistirilecek ve hata tahmini
yontemi sunulacaktir. Bu hata tahmini teknigi, pantograph diferansiyel denklemlerinin
coziimil i¢in gelistirilen Hermite kollokasyon yontemi (Yiizbasi vd. 2015), iistel yaklagim
yontemi (Yiizbast ve Sezer 2013) ve Taylor matris yontemi (Yiizbagst ve Ismailov 2018)

temel alinarak yapilan ¢alismalarda kullanilmagtir.

J c—1

v =YD Pa)y Dt + By) + f(t), 0<t<b (4.91)

=0 1=0

genellestirilmis pantograph denkleminin
y(0)=a;, i=0,1,...,c—1 (4.92)

baglangi¢ kogulu altinda sunulan yontem ile elde edilen (4.59) yaklagik ¢oziimii yy (t) ve

tam ¢oziimii y(t) olmak iizere, gergek hata fonksiyonu

ex(t) = y(t) —yn(t)

biciminde tanimlanmaktadir. yy(t) yaklasik ¢oziimii (4.91)’de yazilarak rezidiiel hata

fonksiyonu

J c—
Ry(t) = y$ () = D" Pu(t)y) (At + B) — f(t) (4.93)
j=0

1
J =0

33



BULGULAR VE TARTISMA O. KARAAGACLI

olarak tanimlanir. yy(¢) fonksiyonunun tam ¢oziime esit olmasi durumunda Ry (t) = 0

olur. (4.93) denklemini

J c—1

ZZPJZ (it + Bj1) = Ru(t) + f(t) (4.94)
=0 =0

seklinde yazabiliriz. (4.91)’den (4.94) cikarilirsa

c—1

J
v =y (1) =33 Pa)ly it + Bi) — y¥ it + Ba)l = —Ru(t)
7=0 [=0

elde edilir ve )

e (1) = D2 D Palt)lel Cutt + )] = —Rw(t) (4.95)

1=0
hata diferansiyel denklemi yazilir. Yaklasik ¢oziim kullanilarak baglangi¢c kosulunu yeni-

den yazmak istenirse

y\ (0) = o (4.96)
olarak yazilir. Ciinkii, yaklasik ¢6ziim de baslangic kosulunu saglamaktadir. (4.92)’den
(4.96) cikarilirsa

oldugundan

e(0) =0 4.97)

elde edilir. K > N olmak iizere (4.97) baglangi¢ kosullar1 altinda (4.95) hata diferansiyel

denklem problemi i¢in

kesilmis Hermite serisi formunda yakla§1m yapllarak en k(1) yaklagik ¢oziimii aranir.
Boylece ey (t) hata fonksiyonu i¢in ey x (t) yaklagik ¢oziim olur. yy(t) yaklagik ¢oziim
ve en son elde edilen hata probleminin yaklagik ¢6ziimii ey x (¢) toplanarak iyilestirilmis
yaklagik ¢coziim

yn .k () = yn(t) + enk(t)
olarak elde edilir. Son olarak, tam ¢6ziimden iyilestirilmis yaklasik ¢oziim ¢ikarilarak

tyilestirilmis ¢6ziim i¢in hata fonksiyonu
Enr(t) =yt) —ynx(t)
bi¢ciminde olusturulur.
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4.3. Sayisal Ornekler

Her bir ornek i¢in yaklagik ¢oziimler elde edildikten sonra, hata tahmini yontemi uy-
gulanarak bu coziimlerin gercek hata degerleri, tahmini hata degerleri ve iyilestirilmis
cOziimlerin gercek hata degerleri belirlenecektir. Elde edilen sonuglar ¢izelge ve grafikler
aracilifiyla sunulacak, elde edilen bulgular ayrintili olarak degerlendirilecektir. Ayrica,
Onerilen yontemin basarimui, literatiirde yer alan mevcut yontemlerle karsilagtirmali ola-

rak analiz edilecektir.

4.3.1. Multi-pantograph diferansiyel denklemleri icin sayisal 6rnekler

Ornek 4.1.
y'(t) = —y(t) + (a/2)y(gr) — (¢/2)e™", 0<t<1 (4.98)
multi-pantograph diferansiyel denklemi y(0) = 1 baslangi¢ kosulu altinda ele alina-
caktir (Yiizbast ve Karagaywr 2018). Bu denklemde, Pyy(t) = —1, Pio(t) = q/2, \1 = g,
f(t) = —(q/2)e~ " dir. Problemin tam ¢éziimii e="’dir. N degeri 5 ve q degeri 0.2 secile-

rek ¢oziime baslamir. Oncelikle, v'(t) ifadesi kesilmis Hermite serisi formunda yazilir:

y'(t) = Z anH, (t).

0 <t < 1arahiginda, b = 1ve s = 0,1,2,3,4,5dir ve N = 5 icin kollokasyon

noktalart t,’ler tespit edilir:

to=0 t—l t—2 t—3 t—4 ts =1
0o—Y 1_5a 2_5a 3_5a 4_5a 5 — 1.

Denklem (4.20) kullanilarak problemin ¢oziimii icin icin matris denklemi

{TD” — PyyT,TB,D” — 0.2P,,T,TR(0.2)B,DT} A = F + Py + Py

seklinde olusturulur. Burada kullanilan matrisler asagidaki gibi elde edilir:

1 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
-2 0 4 0 0 0

D - )
0 —-12 0 8 0 0
12 0 —48 0 16 0
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1 1/5
1 2/5
1 3/5
1 4/5

T,

o o o o o

o o o O

o o o o o

1/25
4/25

0
0
1/25
0
0
0

0

1/125
8/125

1

o o o O

0 0
0 0
0 0
/40
0 1/5
0 0
0
0
0
1/125
0
0
0
1/625
16/625

o o o o o

1

o o o o o

0
1/625
0

0

1/3125
32/3125
9/25 27/125 81/625 243/3125
16/25 64/125 256/625 541/1651

1

- o O O O O

0
0
0
0
0

1/3125
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(10 0 0o 0o 0 0 [1/10]
0 110 0 0 0 0 1/10
0o 0 1/10 0 0 0 . 1/10
PlO - PlO - )
o 0 0 1/10 0 0 1/10
o 0 0 0 1/10 0 1/10
0 0 0 0 0 1/10 1/10]
[ _1/10 | [ ~1 ]
—e /10 —e% /10— 9/10
=2 =2
P —ei/lO G- —eii/10—9/10
—e /10 —e= /10— 9/10
—e3 /10 —e3 /10 — 9/10
[~ /10] |~ /10— 9/10|
(4.22)’den yararlanarak W matrisi
[ 0 —2 0 12 0 |
299/250 329/748  —562/253  —895/348  4735/384  4836/193
W 174/125 779/812  —1367/664 —6351/1223  743/88  12035/258
397/250 173/111  —1105/763 —1193/162  751/1164  7459/132
223/125 3251/1453 —1195/3667 —3557/418 —2741/277 5309/111
| 99/50  749/250  2573/1875  —4379/549 —6161/293 5660/331 |

biciminde hesaplanmustir. [W; G| genigletilmis matrisi

(W G]

1 0

299/250 329,748

—2

—562/253

—895/348  4735/384 4836/193 ; —e= /10 — 9/10
174/125 779/812 —1367/664 —6351/1223 743/88 12035/258 ; —e = /10 — 9/10
397/250 173/111 —1105/763 —1193/162 751/1164 7459/132 ; —e=s /10 — 9/10
223/125 3251/1453 —1195/3667 —3557/418 —2741/277 5309/111 ; —e /10 — 9/10
| 99/50 749250 2573/1875 —4379/549 —6161/293 5660/331 ; —eF /10 — 9/10

37
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olarak yazilabilir. (4.23) bagintist kullanarak katsayilar matrisi olan A

5471 /4279
2235 /3529
—1123/7308

143 /6003
_45/18773
| 41/256564

seklinde elde edilir. Hesaplanan A matrisi, (4.14) denkleminde yerine konularak ¢oziimii
aranan yy(t) yaklasik ¢oziimii elde edilmis olur. N = 5 degeri icin ulagilan yaklagik
¢oziim ve bu ¢oziime bagl olarak hesaplanan es hata fonksiyonu, K = 7 i¢in es 7 tahmini

hata fonksiyonu ve Ej 7 iyilestirilmis hata fonksiyonu asagida sirastyla yazilmistir.

ys(t) = 8.522889346912846¢ — 04t5 — 7.670588136677736e — 03t°
+4.125066613100847¢ — 02t* — 1.665366855972520¢e — 013
+4.999836360004811e — 01¢* — 1.000000000000041¢ + 1,

es(t) = e~ + 1.000000000000041¢ — 4.999836360004811e — 01¢
+1.665366855972520e — 01¢3 — 4.125066613100847¢ — 02t
+7.670588136677736e — 03t° — 8.522889346912846¢ — 04¢° — 1,

es7(t) = 1.515847211345454e — 05¢% — 1.819016528190671e — 04t”
+5.206353630491988¢ — 04t° — 6.535772084372669¢ — 04t°
+4.128955042794485¢ — 04" — 1.294044214475304e — 04t3
+1.631761535018965¢ — 05t* + 1.350924300190983¢ — 29¢,

FEs7(t) = et +t — 4.999999536158313¢ — 01¢* + 1.666660900186995¢ — 013

—4.166356163528792¢ — 02t* + 8.324165345115004¢ — 03¢5

—1.372924297740484e — 03t° + 1.819016528190671e — 047

—1.515847211345454e — 05t% — 1.

Sekil 4.3 ’te, problemin tam ¢éziimii olan e~ ile N = 5, 8, 10, 12 ve ¢ = 0.2 alinarak
elde edilen yaklasik ¢oziim degerlerinin karsilagtirilmast sunulmaktadir. Sekil 4.3’e gore,

tam ¢oziim ve yaklasik coziimler arasinda benzerlik oldugu gozlemlenmektedir.

38



BULGULAR VE TARTISMA O. KARAAGACLI

—8&—Tam Cozim
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Sekil 4.3. Ornek 4.1°deki problem icin elde edilen yaklagik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

karsilagtiriimasi

Cizelge 4.1, ¢ = 0.2 alinarak elde edilen ¢oziimlere bagh olarak hesaplanan |ey (t)|
mutlak hatalarin literatiirde bulunan Muroya yontemi (Muroya vd. 2003), Taylor yon-
temi (Sezer vd. 2012), Galerkin benzeri yontem (Yiizbast ve Karacayir 2018) kullanilarak
hesaplanan mutlak hata degerleriyle karsilastirmasini sunmaktadir. Sunulan yontem ile
literatiirde bulunan yontemlerin sonuglart karsilastirildiginda, sunulan yontem ile ¢oziim-
deki mutlak hata degerlerinin daha az oldugu goriilmektedir. Buradan hareketle integrale
dayali kollokasyon yontemi kullanilarak yapilan c¢oziimlerin literatiirde yer alan diger
yontemlere kiyasla daha az hata verdigi, dolayisiyla tam ¢oziime daha yakin sonuclarin

ortaya konuldugu anlasilmaktadr.
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Cizelge 4.1. Ornek 4.1 deki problemde ¢ = 0.2 icin sunulan yontem ile literatiirdeki

yontemlerin mutlak hatalarinin karsilagtirilmasi

Sunulan Yontem Muroya Y 6ntemi

t; N =5 N =28 N =10 N =12 (Muroya vd. 2003)
271 | 5.8644e-08 | 2.4253e-12 2.2204e-15 | 2.3002e-19 | 2.19e-5

272 | 8.8850e-08 | 2.9222¢-12 2.5535e-15 | 1.9886e-19 | 1.08e-6

273 | 8.5109¢-08 | 4.1697e-12 3.2196e-15 | 2.0703e-19 | 3.81e-8

2741 3.7935¢-08 | 2.9788e-12 3.2196e-15 | 2.6115e-19 | 1.26e-9

275 | 1.2391e-08 | 1.2272¢-12 1.3323e-15 | 1.1711e-19 | 4.09e-11

2761 3.5235¢-09 | 3.9024e-13 5.5511e-16 | 3.5570e-20 | 1.20e-12

Taylor Yontemi (Sezer vd. 2012) | Galerkin Yontemi (Yiizbas1 ve Karagayir 2018)

t; N =10 N =12 N=5 N =38 N =10

271 | 2.00e-10 1.24e-10 6.40e-7 3.77e-11 1.96e-11

272 | 1.00e-10 9.74e-11 5.34e-7 6.95e-11 3.03e-11

273 | 1.00e-10 7.00e-11 9.09e-8 4.68e-11 2.08e-11

2741 1.00e-10 9.14e-11 3.67e-8 9.04e-11 3.83e-11

275 | 1.00e-11 5.28e-11 3.71e-7 9.28e-11 4.11e-11

27610 1.95e-11 2.46e-7 6.51e-11 2.96e-11

Cizelge 4.2, ¢ = 0.2 alinarak elde edilen ¢oziimlere bagl olarak hesaplanan |ey i (t)|

tahmini hata hatalarin ve |Ey i (t)| iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hatalarimin, farkli N

ve K degerleri icin karsilastirilmalarint gosterir.
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Cizelge 4.2. Ornek 4.1°deki problemde ¢ = 0.2 icin sunulan yéntem ile N ve K ’nin

farkli degerleri i¢in elde edilen hatalarin kargilastiriimast

t;

les,7(ti)]

les10(t:)]

le1o.12(t:)]

le12,14(t:)]

2—1
272
2—3

5.8566¢-08
8.8758e-08
8.4979¢-08
3.7855e-08
1.2361e-08
3.5142e-09

2.4229e-12
2.9197e-12
4.1665¢e-12
2.9760e-12
1.2256¢-12
3.8979¢-13

2.1014e-15
2.5640e-15
3.1962e-15
2.9567e-15
1.4317e-15
4.9372e-16

2.3062e-19
1.9953e-19
2.0779e-19
2.6203e-19
1.1768e-19
3.5804e-20

| Es,7(ts)]

| Es.10(t:)]

| Evo.12(t:)]

| Eo14(t)|

7.7574e-11
9.1540e-11
1.3035e-10
7.9933e-11
3.0401e-11
9.3013e-12

2.1025e-15
2.5743e-15
3.2422e-15
2.9807e-15
1.4799e-15
S5.416le-16

0

1.3878e-17
5.3776e-17
2.5153e-17
4.8139¢-17
4.8572e-17

6.5992¢e-19
1.0233e-17
5.2246e-17
2.1525e-17
4.8012e-17
4.7493e-17

Sekil 4.4, N = 5 icin elde edilen gercek hata ve K = 7, 9, 11 alinarak hesaplanan
tahmini mutlak hata degerlerininin karsilastirmasini vermektedir. Sekil incelendiginde,
gercek hata fonksiyonu ile tahmini hata fonksiyonunun degerlerinin benzer sonuglar ver-

digi goriilmektedir.
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Sekil 4.4. Ornek 4.1°deki problem icin sunulan yoéntem ile N = 5 ve K nin farkli

degerleri icin elde edilen gercek hata ile tahmini mutlak hatalarinin karsilastirilmasi

Sekil 4.5°te N = 5 alinarak elde edilen gercek hata degerlerive K = 7,9, 11 icin elde
edilen iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerleri karsilastirilmistir. Sekil incelendi-
ginde, iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerlerinin, gercek hata degerlerine kiyasla
daha kiiciik oldugu goriilmektedir. Ayrica, N kesme sinirini degistirmeden K degerini

arttirmamn iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hatasini azalttig net bir sekilde goriilmekte-

dir.
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Sekil 4.5. Ornek 4.1°deki problem icin sunulan yontem ile N = 5 ve K ’nin farkli
degerleri icin elde edilen gercek hata ile iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hatalarinin

karsilagtirilmasi

Ornek 4.2.

1 t 1
y'(t) = 5eyG) + gut), 0<t<1 (4.99)

multi-pantograph diferansiyel denklemini y(0) = 1 baslangi¢c kosulu ve y(t) = €' tam
coziimii ile birlikte inceleyelim (Yiizbagi ve Sezer 2015). Denklem (4.99)’de, Py(t) = %
Pio(t) = # M = 3 ve f(t) = 0’dir. Problemin ¢oziimiinde yontemi uygularken N = 6

olarak secelim. ' (t) ifadesini kesilmis Hermite serisi formunda yazalim:

Ilk olarak N = 6 icin kollokasyon noktalarini tespit edelim. 0 < t < 1 oldugundan
b=1ves=0,1,2,3,4,5,6 olur ve

1 2 3 4 5
to =0, tl:é’ to=—, t3=- t4=67 t5:6’ te =1

elde edilir. Denklem (4.20) den yararlanarak bu problem icin matris denklemi

1 1 S
{TD" — Py, T, TB;D" — §P10T1TR (5) BD"}A =F + Py + Py

43



BULGULAR VE TARTISMA O. KARAAGACLI

seklinde olusturulur. Bu denklemde kullanilan matrisler N = 6 icin asagida verilmistir.

1 0 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 0

-2 0 4 0 0 0 0
D= 0 =12 0 8 0 0 0f,

12 0 —48 0 16 0 0

0 120 0 —-160 0 32 O

—-120 0 720 0 —480 0 o4

1 0 0 0 0 0 0
012 0 0 0 0 0
o 0 1/3 0 0 0 0
B,=|0 0o 0 1/4 0 0 0|,
o 0 0 0 1/5 0 0
o0 0 0 0 1/6 0
o0 0 0 0 0 1/7]
1 0 0 0 o0 0 0 |
012 0 0 0 0 0
0 0 1/4 0 0 0 0
RQQ:R(S::O 0 0 1/8 0 0 0 |-
0O 0 0 0 1/16 0 0
o 0 0 0 0 1/32 0
o0 0 0 0 0 1/64
1 0 0 0 0 0 0 |

1/6 1/36  1/216  1/12906  1/7776  1/46656
1/3 1/9  1/27 1/81 1/243  1/729
1/2 1/4  1/8 1/16 1/32 1/64 |,
2/3 4/9  8/27  16/81  32/243  64/729
5/6 25/36 125/216 625/1296 428/1065 214/639
11 1 1 1 1

—_ = = = =

44



BULGULAR VE TARTISMA O. KARAAGACLI

0 0 0 0 0 0 0
01/6 0 0 0 0 0
0 0 1/3 0 0 0 0
T.={0 0 0 1/2 0 0 0 |,
00 0 0 2/3 0 0
00 0 0 0 5/6 0
o0 0 0 0 0 1 |
12 0 0 0 0 0 0] 1/2]
0 1/2 0 0 0 0 0 1/2
0O 0 1/2 0 0 0 0 1/2
Po=|0 0 0 1/2 0 0 0], Peo=|1/2],
O 0 0 0 1/2 0 0 1/2
O 0 0 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 0 0 0 1/2 1/2
12 0 o o o o0 0] [ 1/2 |
0 e=/2 0 0 0 0 0 e12 /2
0 0 es/2 0 0 0 0 €6 /2
Po=|0 0 0 ei/2 0 0 0 |, Pu=|eij2],
0 0 0 0 e3/2 0 0 €3 /2
0 0 0 0 0 ex/2 0 e /2
00 0o 0 0 0 e2/2] | e2/2 ]
- - [ 1 ]
0
1729/1657
’ 433/397
po |’ , G=| 193/169
’ 3276/2735
’ 633/503
] | 984/743 |
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(4.22) araciligryla W matrisi

[ 92 0 12 0 ~120

1 0
752/863 977/3095 —1228/751 —797/429  569/62  14740/809 —7957/93
7266/241 —2933/155

1167/1588 1033/1737 —589/559 —2638/803 3751/934
W = | 797/1352 632/757 —1011/3667 —1912/469 —803/285 24527/757 12296/191
1761/4057 708/685 1007/1486 —1853/458 —30597/2942 1304/57 11606/81
193/722 1379/1161 587/329 —1939/641 —2443/139 1687/1431 27573/142
| 261/2972 1466/1133 4017/1330 —357/412 —3424/149 —9343/301 13231/68 |

seklinde elde edilir. [W; G| genigletilmis matrisi yazilir:

12 0 —-120 1
14740/809 —7957/93 ;1729/1657

7266/241 —2933/155; 433/397

1 0 -2 0
752/863 977/3095 —1228/751 —797/429 569/62

1167/1588 1033/1737 —589/559 —2638/803 3751/934
797/1352 632/757 —1011/3667 —1912/469 —803/285 24527/757 12296/191 ; 193/169

1761/4057 708/685 1007/1486 —1853/458 —30597/2942 1304/57 11606/81 ; 3276/2735
193/722 1379/1161 587/329 —1939/641 —2443/139 1687/1431 27573/142 ; 633/503
261/2972 1466/1133 4017/1330 —357/412 —3424/149 —9343/301 13231/68 ; 984/743

(W G]

(4.23) denklemi ile katsayilar matrisi olan A hesaplanir

[ 557/433 |
595/933
693,/4238
A = | 146/5811
173/46139
78,/359501
| 15/415921

ve (4.14)’te yerine konularak yaklasik ¢oziim elde edilmis olur. Simdi N = 6 ve K = 9

icin yaklasik ¢oziim, hata fonksiyonu, tahmini hata fonksiyonu ve iyilestirilmis ¢oziimlerin
hatalar fonksiyonlari sirastyla yazabiliriz:

ye(t) = 3.2973¢ — 04t" + 1.1572¢ — 035 + 8.5363e — 03t° + 4.1571e — 02t*
+1.6669¢ — 013 + 5.0000e — 01> + ¢ + 1,

e(t) = e — 3.2973¢ — 047 — 1.1572¢ — 03t° — 8.5363¢ — 03t° — 4.1571e — 02t*

—1.6669¢ — 01¢3 — 5.0000e — 01¢2 — ¢t — 1,
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e6.0(t) = 4.5668¢ — 07t'0 + 2.2858¢ — 06t” + 2.5466e — 055 — 1.3190e — 04¢7

+2.3205¢ — 045 — 2.0311e — 04¢> + 9.5867e — 05t — 2.3570e — 053
+2.4671e — 06t* — 3.9981e — 33t,

Cizelge 4.3, €' tam ¢oziimiin, N = 6 icin elde ettigimiz yaklasik ¢éziimiin ve N = 6

icin literatiirde bulunan Legendre kollokasyon yontemi (Yiizbasi ve Sezer 2015) ile hesap-

Feo(t) = €' —t —5.0000e — 01¢* — 1.6667¢ — 01¢> — 4.1667¢ — 02t*

—8.3332¢ — 035 — 1.3892¢ — 035 — 1.9783¢ — 04t”
—2.5466e — 05t — 2.2858¢ — 06t — 4.5668¢ — 0710 — 1.

lanan yaklagik ¢oziimiin, bazi t degerlerine karsilik gelen sonuglarini verir.

Cizelge 4.3. Ornek 4.2°deki problem i¢in elde edilen yaklagik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

kargilastirilmast

Tam Coziim

y(ti) = ¢

Sunulan Yontem

Ye(ti)

Legendre Kollokasyon Y dntemi

(Yiizbas1 ve Sezer 2015)

Ye(ti)

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

1

1.221402758160170
1.491824697641270
1.822118800390509
2.225540928492468
2.718281828459046

1

1.221402746416773
1.491824685357110
1.822118785260102
2.225540908148778
2.718281815264657

1

1.2214028391211036
1.4918247797784250
1.8221188985347463
2.2255411046274718
2.7182802227737932

Cizelge 4.4’te, sunulan yontem ile hesaplanmis mutlak hata degerlerinin literatiirde
bulunan iistel yaklasim yontemi (Yiizbast ve Sezer 2013), Legendre kollokasyon yontemi
(Yiizbasi ve Sezer 2015), Taylor yontemi (Sezer ve Dascioglu 2007) ve Bessel kollokasyon
yontemi (Yiizbast vd. 2012) kullanilarak elde edilmis olan mutlak hata degerlerinin karsi-
lastirtlmast sunulmustur. N degerinin artmastyla birlikte hatanin azaldig goriilmektedir.
Sonuclarin analiz edilmesi ile sunulan yontem kullanilarak yapilan ¢oziimlerin, literatiir-

deki diger yontemlere gore daha az hata verdigi goriilmektedir. Bu da sunulan yontemin

daha etkili oldugu sonucunu verir.
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Cizelge 4.4. Ornek 4.2°deki problem icin sunulan yontem ile literatiirdeki yontemlerin

mutlak hatalarinin karsilastirilmasi

Sunulan Yontem

ti | N=3 N =5 N =6

0.2 | 1.3758e-04 3.2181e-07 1.1743e-08

0.4 | 2.0378e-04 2.9011e-07 1.2284e-08

0.6 | 1.5908e-04 4.3395e-07 1.5130e-08

0.8 | 2.4479¢-04 4.2103e-07 2.0344e-08

1.0 | 4.5101e-04 4.5101e-04 1.3194e-08
Sunulan Yontem Ustel Yaklagim (Yiizbagsi ve Sezer 2013)

t; | N=12 N=3 N=5

0.2 | 5.2448e-18 1.8434e-02 3.2778e-03

0.4 | 6.4467¢e-18 2.7110e-02 3.2081e-03

0.6 | 7.8085e-18 2.1008e-02 4.4444e-03

0.8 | 9.4561e-18 3.5321e-02 4.6898e-03

1.0 | 4.8499¢-18 1.1580e-01 1.2864e-02
Legendre Kollokasyon Taylor Bessel Kollokasyon
Yontemi Yontemi Yontemi
(Yiizbas1 ve Sezer 2015) | (Sezer ve Dascioglu 2007) | (Yiizbast vd. 2012)

ti | N=6 N =12 N =12

0.2 | 8.0961e-08 2.220e-16 0

0.4 | 8.2137e-08 1.332e-15 2.2204e-16

0.6 | 9.8144e-08 2.189%-13 4.4409¢-16

0.8 | 1.7614e-07 9.361e-12 8.8818e-16

1.0 | 1.6057e-06 1.729¢e-10 6.2172e-15

Cizelge 4.5'te, tahmini hata degerleri ve iyilestirilmis coziimlerin mutlak hata deger-

leri N = 3, 5, 6, 12 ve farkli K degerleri i¢cin karsilastiriinustir.
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Cizelge 4.5. Ornek 4.2°deki problem icin sunulan yontem ile N ve K ’nin farkli degerleri

icin elde edilen tahmini hata ve iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerlerinin

karsilagtirilmasi

t;

less(ts)]

les6(ts)]

les,o(ts)]

les 12(t:)]

le12,15(t:)]

0

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0

1.3726e-04
2.0349¢-04
1.5864e-04
2.4436e-04
4.5017e-04

0

3.3355e-07
3.0239e-07
4.4909e-07
4.4137e-07
8.5827e-07

0

1.1744e-08
1.2285e-08
1.5131e-08
2.0344e-08
1.3196e-08

0

1.1743e-08
1.2284e-08
1.5130e-08
2.0344e-08
1.3194e-08

0

5.2527e-18
6.4563e-18
7.8203e-18
9.4710e-18
4.8578e-18

t;

| Es,5(ts)]

| Es,6(ts)]

| Ee,0(ts)]

| E6.12(t:)]

| Ero215(t:)|

0

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0

3.2181e-07
2.9011e-07
4.3395e-07
4.2103e-07
8.4507e-07

0

1.1743e-08
1.2284e-08
1.5130e-08
2.0344e-08
1.3194e-08

0

3.4617e-13
4.3578e-13
5.3335e-13
6.6052e-13
1.1186e-12

0

2.6202e-17
3.6401e-17
8.0811e-17
2.7896e-16
3.0535e-16

0

2.0733e-17
2.9669¢-17
8.8976e-17
2.6907e-16
2.9952e-16

Sekil 4.6’da N = 6 kesme sinirt kullanilarak hesaplanan gercek hata degerleri ve K

degerleri 9, 10 ve 12 icin hesaplanan tahmini mutlak hata degerleri karsilastirilmistir.

Sekilden anlasildigi tizere, K degeri degisse de benzer sonuglar ortaya ¢ikmigtir.
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Sekil 4.6. Ornek 4.2°deki problem icin sunulan yontem ile N = 6 ve K nin farkli

degerleri icin elde edilen gercek hata ile tahmini mutlak hatalarinin karsilastirilmasi

Sekil 4.7’de N = 6 alinarak elde edilen gercek hata degerleri ve K = 9, 10, 12

icin elde edilen iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerleri karsitlastirilnustir. Sekil

incelendiginde, iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hatalarimin, gercek hata degerine kiyasla

daha az oldugu gozlemlenir. Ayrica, N kesme sinirini degistirmeden K degerini arttirma-

mn iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hatasint azalttigr goriilmektedir.
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Sekil 4.7. Ornek 4.2°deki problem icin sunulan yontem ile N = 6 ve K nin farkli
degerleri icin elde edilen gercek hata ile iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hatalarinin

karsilagtirilmasi

Ornek 4.3.

Y (1) = —y(t)—e " sin(0.5t)y(0.5t)—2e " cos(0.5t)sin(0.25t)y(0.25t), 0<t <1

(4.100)
multi-pantograph denkleminin yaklasik ¢oziimii y(0) = 1 baslangi¢ kosulu altinda aras-
firdacaktir (Khorshidi ve Firoozjaee 2024). Tam ¢oziim y(t) = e ‘cos(t) dir. Bu denk-
lemde, Py(t) = —1, Pio(t) = —e "5ts5in(0.5¢), Py(t) = —2e7 %™ c0s(0.5t)sin(0.25¢t)
A1 = 0.5, Ay = 0.25 f(t) = 0’dir. N degeri 5 secerek y'(t) ifadesini kesilmis Hermite

serisi
5

yl(t) = Z aan(t)

n=0

Sformunda yazilarak ¢oziimleri hesaplamir. O < t < 1 araliginda, b = 1ves =0,1,2,3,4,5dir

ve N = 5 icin kollokasyon noktalart kiimesi
1 2 3 4
to=0, ti=—=, to=—, t3=—-, ta=—, t3=1
{ 0 ) 1 5 ) 2 5 ) 3 5 ) 4 5 ) 5 }
dir. Denklem (4.20) kullanilarak problemin ¢coziimii icin temel matris denklemi

{TD? — Py T, TB,D” — 1P, T, TR (}) B,D” — 1P, T, TR (1) B,D”} A
=F+P00+P10+P20
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seklinde olusturulur. Burada kullanilan matrisler asagidaki gibi elde edilmistir:

(1 0 0 0 0 0]
0 2 0 0 0 0
po|2 0 4 0o 0o
0 —12 0 8 0 0
12 0 —48 0 16 0
0 120 0 -160 0 32
i 0 0o 0 0 0]
012 0 0 0 0
S L
0 0 0 1/4 0 0
00 0 0 1/5 0
0 0 0 0 0 16
i 0 0o o o 0]
012 0 0 0 0
1 0 0 1/4 0 0 0
R(Al) =R (5) - )
00 0 1/8 0 0
0 0 0 0 1/16 0
0 0 0 0 o0 13
1 0 0o o0 0 0 |
01/4 0 0 0 0
R(Az)zR(l) I IS VR 0|
4 0 0 0 1/64 0 0
0 0 0 0 1/256 0
0 0 0 0 0 11024
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1 0 0 0 0 0
1 1/5 1/25 1/125 1/625 1/3125
T 1 2/5 4/25 8/125 16/625 32/3125
1 3/5 9/25 27/125 81/625 243/3125 7
1 4/5 16/25 64/125 256/625 541/1651
1 1 1 1 1 1
0O O 0 0 0 O
0 1/5 0 0 0 O
0 O 2/5 0 0 O
Tl = )
0O O 0 3/5 0 O
0 0 0 0 4/50
0 O 0 0 0 1
-1 0 0 0 0 0 —1
O -1 0 0 0 O -1
0 0O -1 0 0 0 . —1
POO F ) PUO - )
0 0 0O -1 0 0 —1
0 0 0 0O -1 0 -1
0 0 0 0 0 -1 —1
0 0 0 0 0 0
0 —eTsin(g) 0 0 0 0
0 0 —e5 sin(1) 0 0 0
Py = s
0 0 0 —e0 sin() 0 0
0 0 0 0 —e% sin(2) 0
0 0 0 0 0 —e7 sin(})
o 0 0 0 0 0 ]
O*Ze%cos(%)sin(%) 0 0 0 0
o 0 726%03(;08(é)5in(%0) 0 0 0
Py = 0 0 0 —2¢20 cos(35)sin(Z) 0 0 ’
0 0 0 0 —2¢75 cos(2)sin() 0
Lo 0 0 0 0 ~2¢74 cos(§)sin(}
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0 0
—@%olsin(%) —2657)3003(%0)32'71(%)
. —es sin(3) . —26%03003(%)sin(%)
PlO - _3 ) P20 - 9 )
—e10 sin(3) —2e2 cos(35)sin(3)
—e_szsm(%) —Qe?cos(g)sm(é)
_e%sm(é) —267T3003(%)3m(}l
0 —1
0 —eﬁsin(%) — 2657?005(%)%71(%) —1
. 0 G_ —e%sin(%) - 26%008(%)32'71(%) —1
of —eT0 sin(55) — 26%003(%)31'71 2)—1
0 —eE sin(2) — 2e7s cos(2)sin(3) — 1
0] | —e z sin(3) — 271 cos(3)sin(3 — 1 |
(4.22)’den yararlanarak W matrisi
1 0 —2 0 12 0

802/661 221/501  —4453/1974 —503/195 1705/136  17920/713

560/387 876/905 —2819/1301 —1526/291 2733/301 13344/283
3259/1925 567/358  —2497/1514 —2216/295  934/519 1101/19

772/397  2402/1049 —400/643 —6431/730 —1594/193 10088/199
_2245/1022 2237/725  2320/2337 —4263/503 —3980/209 7801/359 |

biciminde hesaplannmuistir. [W; G| genigletilmis matrisi

1 0 —2 0 12 0 ; -1
802/661 221/501 —4453/1974 —503/195 1705/136 17920/713 ; —e%olsin(%) - 26%3605(%)52’71(%) -1
W: Gl = 560/387 876/905 —2819/1301 —1526/291 2733/301 13344/283 ; 76%151'77,(%) 725%}05(%)51'71(?10) —1
[ ! ] T | 3250/1925 567/358 —2497/1514 —2216/295 934/519 1101/19 ; _eTo sin({5) — 2e%§cos(%)sm(%) -1
772/397 2402/1049 —400/643 —6431/730 —1594/193 10088/199 ; —e%zsin(%) — 2e7T3 cos(Z)sin(L) — 1
2245/1022 2237/725 2320/2337 —4263/503 —3980/209 7801/359 ; —E_Tlsin(%) - 2e_T3cos(%)sz‘n(i -1

olarak yazilabilir. (4.23) bagintisi kullanarak katsayilar matrisi olan A hesaplanir:

300,829 |
—722/1335
599/1545
—332/3459
71/6206
| —23/39280
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Hesaplanan A matrisi, (4.14) denkleminde yerine konularak yy yaklasik ¢oziimiine
ulasilmis olur. N = 5 degeri icin elde edilen yaklagik ¢oziim ve es hata fonksiyonu, K = 8

icin e5 g tahmini hata fonksiyonu ve Ej g iyilestirilmis ¢oziimlerin hata fonksiyonu

ys(t) = —3.1229¢ — 03t + 3.6610e — 02t — 1.6854¢ — 01¢* + 3.3389¢ — 013
—6.7506e — 05¢2 — ¢ + 1,

es(t) = e7teos(t) + t + 6.7506e — 05t* — 3.3389¢ — 013 + 1.6854e — 01¢*
366106 — 0265 + 3.1220¢ — 0316 — 1,

ess(t) = —3.6211e — 05t? 4 3.7566e — 04¢® — 1.5601e — 03" + 3.1025¢ — 03¢t°
—3.2671e — 03t° + 1.8721e — 03t* — 5.5407¢ — 04¢3 + 6.7479¢ — 05t% + 1.8596¢ — 34t,

Esg(t) = e tcos(t) + t + 2.7327e — 08t? — 3.3333¢ — 013 + 1.6667¢ — 01t
—3.3343e — 025 + 2.0419¢ — 05t + 1.5601e — 03t” — 3.7566e — 041°
+3.6211e — 05tY — 1

dir.

Cizelge 4.6’da, sunulan yontem ile elde edilen mutlak hata degerleri, Taylor matris
yontemi (Sezer vd. 2008), Boubaker matris yontemi (Akkaya vd. 2013), varyasyonel yine-
leme yontemi (Yu 2008), Bernstein kollokasyon yontemi (Isik vd. 2012), Euler kollokasyon
yontemi (Ibis vd. Bayram 2016), Legendre-Ritz en kiiciik kareler yontemi (Khorshidi ve
Firoozjaee 2024) ile elde edilmis mutlak hata degerleri ile karsilastirilmistir. Cizelge ince-
lendiginde, N degerinin biiyiimesiyle hata degerlerinin azaldigi gozlemlenir. Cizelgedeki

sonuglar karsilastirtlirsa sunulan yontemin daha iyi sonuclar verdigi tespit edilebilir.
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Cizelge 4.6. Ornek 4.3 teki problem i¢in sunulan yontem ile literatiirdeki yontemlerin

mutlak hatalarinin kargilagtiritlmasi

Sunulan Yontem
t; | N=5 N=T N =9 N =12
0 |0 0 0 0
0.2 | 3.9609e-07 | 2.3030e-09 1.3823e-12 | 1.1102e-16
0.4 | 1.9572¢-07 | 1.7275e-09 1.0962¢-12 | 0
0.6 | 2.1266e-07 | 1.1054e-09 8.0680e-13 | 0
0.8 | 5.3704¢-08 | 6.1496¢-10 5.9358e-13 | 1.6653¢-16
1 2.9938e-07 | 3.0183¢-09 1.6117e-12 | 1.6653e-16
Taylor Matris Yontemi Euler Kollokasyon Yontemi
(Sezer vd. 2008) (Ibis vd. Bayram 2016)
ti | N=5 N=7 N=9 N=9
0.2 | 6.9082¢-07 | 4.06e-08 1.3e-09 8.80e-11
0.4 | 4.2924¢-05 | 5.1907e-06 1.434e-07 | 7.89¢-11
0.6 | 4.7443e-04 | 8.8481e-05 2.058¢-06 | 5.41e-11
0.8 | 2.5855¢-03 | 6.6079¢-04 1.212e-05 | 8.55¢e-11
1.0 | 9.5631e-03 | 3.1389¢-03 4.003e-05 | 2.23e-09
Legendre-Ritz En Kiiciik Kareler Yontemi Varyasyonel Yineleme Yontemi

(Khorshidi ve Firoozjaee 2024) (Yu 2008)
t; n=2 n=3 n=4
0.2 | 5.4112¢-04 | 2.5170e-05 1.9105¢-06 | 5.65¢-09
0.4 | 9.6024e-04 | 6.4516e-05 9.8244e-07 | 2.95¢-07
0.6 | 8.5125¢-04 | 6.3590e-05 1.1707e-06 | 2.72e-06
0.8 | 5.4761e-04 | 2.2527¢-05 1.9121e-06 | 1.24e-05
1.0 | 9.2863¢-06 | 5.6598e-06 7.3055e-08 | 3.80e-05

Bernstein Kollokasyon Yontemi Boubaker Matris Yontemi
(Istk vd. 2012) (Akkaya vd. 2013)

ti | N=6 N =10 N=9 N =12
0.2 | 1.8900e-06 | 5.0370e-13 1.21e-11 0
0.4 | 6.2390e-07 | 3.9850e-13 9.68e-12 3.10e-15
0.6 | 1.3540e-06 | 2.8580e-13 7.19e-12 1.10e-15
0.8 | 1.5090e-06 | 1.2980e-13 6.82¢-12 2.00e-15
1.0 | 4.7730e-05 | 2.2510e-11 7.58e-10 5.62¢-13
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Cizelge 4.7de farkli N ve K degerleri icin hesaplanan tahmini hata ve iyilestirilmis

coziimlerin mutlak hata degerleri sunulmustur.

Cizelge 4.7. Ornek 4.3 teki problem icin sunulan yontem ile N ve K nin farkli degerleri

icin elde edilen tahmini hata ve iyilestirilmis ¢6ziimlerin mutlak hata degerlerinin

karsilagtirilmasi

t;

les,s(ti)]

lez 10(t:)]

leg 12(t:)]

le12.15(t:)]

0

0.2
0.4
0.6
0.8

0

3.9604e-07
1.9568e-07
2.1264e-07
5.3687e-08
2.9943e-07

0

2.3032e-09
1.7277e-09
1.1055e-09
6.1502e-10
3.0181e-09

0

1.3820e-12
1.0963e-12
8.0691e-13
5.9356e-13
1.6118e-12

0

9.8919e-17
7.7152e-17
5.7334e-17
3.9008e-17
9.1141e-17

| Es8(t:)]

|E7.10(t:)]

|Eg.12(:)]

|Era15(t)]

0

4.3852e-11
3.5028e-11
2.5960e-11
1.7080e-11
4.9815e-11

0

1.4591e-13
1.1519e-13
8.3641e-14
5.3152e-14
1.3320e-13

0

1.6653e-16
4.1633e-17
1.3878e-17
1.1102e-16
8.3267e-17

0

5.8981e-17
6.9389%¢-18
8.3267e-17
5.5511e-17
1.1102e-16
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Sekil 4.8’de, N = 5 icin hesaplanan gercek hata degerleri ile K = 8, 10 ve 12
icin elde edilen tahmini mutlak hata degerleri karsilastirilmistir. Sekilden de anlasilacagi

lizere, hata degerleri birbirine olduk¢ca yakin sonuglar ortaya koymugtur.

-5
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—5— et
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—a—e, 0
le, 01
10°®
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Sekil 4.8. Ornek 4.3’teki problem icin sunulan yéntem ile N = 5 ve K nin farkli

degerleri icin elde edilen gercek hata ile tahmini mutlak hatalarinin karsilastirilmasi

Sekil 4.9°da N = 5 icin elde edilen gercek hata degerleri ve K = 8, 10, 12 icin elde
edilen iyilestirilmis coziimlerin mutlak hata degerleri karsilastirilnustir. Sekil incelendi-
ginde, iyilestirilmis coziimlerin mutlak hatalarimin, gercek hata degerine kiyasla daha
az oldugu gozlemlenir. Ayrica, N kesme sinirini degistirmeden K degerini arttirmanin

iyilestirilmis coziimlerin mutlak hatasint azalttigi goriilmektedir.
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Sekil 4.9. Ornek 4.3’teki problem icin sunulan yontem ile N = 5 ve K ’nin farkli
degerleri icin elde edilen gercek hata ile iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hatalarinin

karsilagtirilmasi

Sekil 4.10°da farkli N degerleriigin [0, 2] araliginda elde edilen mutlak hata degerleri

grafikte gosterilmistir.

-2
10
—o—le, )]
—+—le,
104 |— — lettl i
— — e,
10784 4'“’/1
g e
: o
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Tl — N S
107121
1014 I I I I I I I I
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

t

Sekil 4.10. Ornek 4.3 teki problem igin sunulan yontem ile farkli N degerleri igin [0, 2]

aralifinda elde edilen mutlak hatalarin karsilastirilmasi
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Sekil 4.11°de [0, 2] araliginda N = 5 icin hesaplanan gercek hata degerlerive K = 8,
10 ve 12 icin hesaplanan tahmini mutlak hata degerleri karsilastirilmistir. Grafik incelen-
diginde, gercek hata fonksiyonu ile tahmini hata fonksiyonlarinin degerlerinin birbirine

benzedigi goriilmektedir.
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Sekil 4.11. Ornek 4.3’teki problem i¢in sunulan yéntem ile N = 5 ve K ’nin farkli
degerleri i¢in [0, 2] araliginda elde edilen gercek hata ile tahmini mutlak hatalarinin

karsilagtirilmasi

Sekil 4.12°de [0, 2] araliginda N = 5 icin elde edilen gercek hata degerleri ve K = 8,
10, 12 icin elde edilen iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerleri karsilastirilmistir.
Sekil incelendiginde, iyilestirilmis coziimlerin mutlak hatalarimin, gercek hata degerine
kiyasla daha az oldugu gozlemlenir. N sabitken, K degerinin artirtlmasiyla iyilestirilmis

coziimlerin mutlak hata degerlerinde azalma gozlemlenmektedir.
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Sekil 4.12. Ornek 4.3’teki problem icin sunulan yontem ile N = 5 ve K nin farkli
degerleri icin [0, 2] araliginda elde edilen gergek hata ile iyilestirilmis ¢6ztimlerin mutlak

hatalarinin karsilastirilmasi

Sekil 4.13’te farkly N degerleri icin [0, 5] araliginda elde edilen mutlak hata degerleri

grafikte gosterilmistir.
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Sekil 4.13. Ornek 4.3 teki problem igin sunulan yontem ile farkli N degerleri igin [0, 5]

aralifinda elde edilen mutlak hatalarin karsilastirilmasi
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Sekil 4.14’te [0,5] arahginda N = 5 icin hesaplanan gercek hata degerleri ve K =
8, 10 ve 12 icin hesaplanan tahmini mutlak hata degerleri karsilastirilnustir. Gergcek ve

tahmini hata degerleri birbirine oldukga yakin sonuglar vermektedir.
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Sekil 4.14. Ornek 4.3’teki problem icin sunulan yéntem ile N = 5 ve K nin farkli
degerleri i¢in [0, 5] araliginda elde edilen gercek hata ile tahmini mutlak hatalarimin

karsilagtiriimasi

Sekil 4.15'te, [0, 5] araliginda N = 5 icin elde edilen gercek hata degerleri ve K = 8,
10, 12 igin elde edilen iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerleri karsilastiriimug-
nr. Gergek hata ile karsilastirildiginda, iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata diizeylerinin
daha diisiik oldugu dikkati cekmektedir. Bu baglamda, N sabit tutuldugunda, K paramet-

resinin artirilmasi hatayt azaltict yonde etkili olmaktadr.
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Sekil 4.15. Ornek 4.3’teki problem icin sunulan yontem ile N = 5 ve K ’nin farkli
degerleri icin [0, 5] araliginda elde edilen gergek hata ile iyilestirilmis ¢6ztimlerin mutlak

hatalarinin karsilastirilmasi

4.3.2. Neutral diferansiyel denklemleri icin sayisal 6rnekler

Bu béliimde yer alan bazi ornekler, tez ¢alismasi siirecinde gelistirilen yontemin uy-
gulanmasina iligkin olarak tez yazari ve danigmani tarafindan yayimlanan bir ¢aligmada
da ele alinmis olup ilgili 6rneklerin sonuglarinda bu arastirma makalesine atif yapilarak

asagida yer verilmistir (Yiizbas1 ve Karaagach 2024).

Ornek 4.4.
1o 112 3

YO =y+ () -y () - ot

— <t<1 4.101
3 16 27 0st= (4.101)

neutral diferansiyel denklemininin y(0) = 0 baslangi¢ kosullar: altinda yaklasik ¢é-
ziimii arastirilacaktir. Bu problem, y(t) = t* seklinde polinomsal bir tam ¢oziime sahiptir.
Problemde, Py(t) =1, P(t) =t, Qi(t) = =1L, \y = 3, = &, f(t) = =& —t* + 1243

olarak verilmistir. N = 3 secerek /' (t) kesilmis Hermite serisi formunda yazilir:

0 <t < 1laraliginda, b= 1ve N = 3 icin s = 0, 1,2, 3'diir. Kollokasyon noktalari

1 2
to =0, 751257 752257 t3=1
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olarak hesaplanir. (4.34) denkleminden, bu problem icin temel matris denklemi

1

1 1 1
{TD" - P,T,TB, D" — ;P1TiTR (5) B,D" — SQITR <§) D"}A =G

olarak yazilir. Burada kullanilan matrisler,

1 0 00 1 0 0 0 1 0 0 0
0 2 00 01/2 0 0 1 1/3 1/9 1/27
D: ) Blz / y T = / / /
—2 0 40 0 0 1/3 0 1 2/3 4/9 8/27
0 —12 0 8 0 0 0 1/4 11 1 1
0 0 0 0 1000 0 0 0 0
0 1/3 0 0 0100 0 1/3 0 0
T1: 5 PO— 5 Pl— 9
0 0 2/30 0010 0 0 2/30
0 0 0 1 0001 0 0 0 1
-1 0 0 0 0
0 -1 0 0 164511664
le g F:G: )
0 0 -1 0 746,729
0 0 0 -1 1333,/432
1 0 0 0 1 0 0 0
1 01/2 0 0 1 01/3 0 0
RO - R (3) - - RO -R(3) -
0 0 1/4 0 3 0 0 1/9 0
0 0 0 1/8 0 0 0 1/27

olarak elde edilir. Gerekli matris islemleri yapilarak W bulunur:

2 0 —4 0
W — 29/18 83/108 —1351/486 —25247/5832
10/9  34/27 —164/243  —4016/729
|12 17/12 35/18  —503/216 |
[W; G| genisletilmis matrisi
2 0 4 0 .0
WG| — 29/18 83/108 —1351/486 —25247/5832 ; 1645/11664
10/9 34/27 —164/243  —4016/729 :  T46/729
1/2  17/12  35/18  —503/216 ; 1333/432
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biciminde olusturulur. Denklem (4.36) den, katsayilar matrisi olan A hesaplanir

0

3

0
1/2

ve (4.28)’de yerine konularak N = 3 icin problemin tam ¢oziimii olan y(t) = t*’e ulagilir.
Ornek 4.5.
Y (t) = —y(t)+0.1y(0.8t)+0.5y/(0.8t) +(0.32t —0.5)e " +e7!, 0<t <1 (4.102)

Ele alinan bu denklemin tam ¢éziimii y(t) = te™"’dir (Giimgiim vd. 2020). Problemde,
Py(t) = =1, Pi(t) = 0.1, Q1(t) = 0.5, \y = 0.8, gy = 0.8, f(t) = (0.32t — 0.5)e "8 +
e~tdir. N = 3 secilerek y(0) = 0 baslangi¢ kosulu ile yontem uygulamr. Oncelikle, v (t)

terimi kesilmis Hermite serisi formunda yazilir:

0 <t < 1araliginda, b =1ve N = 3icin s = 0,1, 2, 3’diir. Kollokasyon noktalar

kiimesi
1 2
to=0, t1=—, to=—, ty3=1
{0 ) 1 37 2 37 3 }
dir. Bu problemin temel matris denklemini, (4.34) bagintisindan yararlanarak
{TD" — P,T,TB;D - :PIT\TR (- |B:D' - QTR - | D JA =G
biciminde olustururuz. Bu denklemde yazilan matrisler,
1 0 00 1 0 0 0 1 0 0 0
0 2 00 0 1/2 0 0 1 1/3 1/9 1/27
o Y Sl [y
-2 0 40 0O 0 1/3 0 1 2/3 4/9 8/27
0 —-12 0 8 0 0 0 1/4 1 1 1 1
0 0 0 0 -1 0 0 O
0 1/3 0 0 0 -1 0 O
Tl = ) PO = )
0 0 2/30 0O 0 -1 0
0 0 0 1 o 0 0 -1
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1/10 0 0 0 1/2 0 0 0
0 1/10 0 0 0 1/2 0 0
Pl = ) Ql = )
0 0 1/10 0 0 0 1/2 0
0 0 0 1/10 0 0 0 1/2
1/2
e~1/3 — (59e~4/1%) /150
.G (591719150
e2/3 — (43e78/1%) /150
et — (9e4/%) /50
10 0 0
4 0 4/5 0 0
R(\) =R(u) =R ;) =
0 0 16/25 0
0 0 0 64/125
olarak elde edilir. Gerekli matris islemleri yapilarak W bulunur:
1/2 0 -1 0
- 121/150 63/125 —909/719 —442/159
167/150 152/125 —533/829 —2819/547
71/50  267/125 592/517 —5213/1054
[W; G| genisletilmis matrisi
1/2 0 -1 0 ; 1/2
W.Q] 21/150 63/125 —909/719 —442/159 e 13 — (59¢=4/1%) /150
7 167/150 152/125 —533/829 —2819/547 ; e /3 — (43e~%/1%)/150
71/50  267/125 592/517 —5213/1054 ; et — (9e7%/%) /50

biciminde olusturulur. Gerekli matris islemi yapilarak A katsayilar matrisi

[ 707/426 |
—902/723
281/852

| —211/4798|

seklinde elde edilir ve (4.28) de yerine konularak N = 3 icin problemin yaklasik ¢oziimii

bulunmusg olur. N = 3 i¢in sirastyla yaklasik ¢oziim, es hata fonksiyonu, es 5 tahmini hata
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fonksiyonu, s 5 iyilestirilmis ¢oziimlerin hata fonksiyonu

ys3(t) = —8.795334030418801e — 02t* + 4.397498805292605¢ — 01t3
—9.837192430079210e — 01¢% + ¢,

e3(t) = te™! — t +9.837192430079210e — 01¢* — 4.397498805292605¢ — 01¢*
+8.795334030418801e — 02t*,

e3s = —4.593780841260127¢ — 03t + 3.689302631960371e — 02¢°
—7.554307773684038¢ — 02t* + 5.917797486573393¢ — 023
—1.613142068300236¢e — 02t% — 1.207651382584743¢ — 25t,

F35=te " —t +9.998506636909234e — 0112 — 4.989278553949945¢ — 01¢3
+1.634964180410284¢ — 01t* — 3.689302631960371e — 02t°
+4.593780841260127¢ — 03t°,
olarak bulunmus olur. Sekil 4.16°da, problemin tam ¢oziimiiile N = 3, 4, 6 ve 10 secilerek
elde edilen yaklasik ¢coziimler y3(t), ya(t), ys(t) ve y10(t) degerlerinin karsilastirilmalart
sunulmugtur. Sekil 4.16 incelendiginde, tam ¢oziim ile yaklasik ¢oziimler arasindaki ben-

zerlik acikca goriilebilir.

0.4 & Tam Gozim
— SRR
0.35 J. e .
¥, () -
i 'Ysm e
03— —y 0 &
=
0.25 jgr?
= el '
= 0.2 l,e,.
&
0.15 1 fa
£
R
Vil
0.05 ﬁ,,
0

0 01 0.2 03 0.4 0.5 06 0.7 08 0.9 1
t

Sekil 4.16. Ornek 4.5 teki problem icin elde edilen yaklagik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

karsilagtiriimasi

67



BULGULAR VE TARTISMA O. KARAAGACLI

Cizelge 4.8, N = 3, 4, 6 ve 10 icin sunulan yontem ile elde edilen mutlak hata deger-
lerinin literatiirde bulunan varyasyonel yineleme yontemi (Chen ve Wang 2010), Bessel
matris yontemi (Yiizbagsi vd. 2011), Runge-Kutta yontemi (Wang vd. 2009), Lucas poli-
nomsal yaklasimi (Giimgiim vd.2020) ve one-leg 6 yontemi (Wang ve Li 2007) ile elde edi-
len mutlak hata degerleri ile karsilastirilmasint gostermektedir. Cizelgeye bakildiginda,
N degeri arttikca mutlak hatanin azaldigi, tam ¢coziime daha ¢ok yaklasildigi not edilebi-

lir.
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Cizelge 4.8. Ornek 4.5’teki problem icin sunulan yontem ile literatiirdeki yontemlerin

mutlak hatalarinin karsilastirilmasi

Sunulan Yontem (Yiizbas1 ve Karaagach 2024)
ti | N=3 N =4 N =6 N =10
0.2 | 2.8235e-04 2.0798e-05 5.3020e-08 | 7.1360e-14
0.4 | 3.6929¢-04 1.6677e-05 3.2324e-08 | 4.8461e-14
0.6 | 1.6131e-04 8.8444e-06 2.1387e-08 | 3.1475e-14
0.8 | 8.2764e-05 8.0680e-06 1.6529e-08 | 1.8652¢-14
1.0 | 1.9786e-04 4.2855e-06 1.1657e-08 | 2.3037e-14
Varyasyonel Yineleme Bessel Matris
Yontemi Yontemi
(Chen ve Wang 2010) (Yiizbasi vd. 2011)
ti |n==6 N =3 N =6 N =10
0.2 | 2.14e-03 1.1407e-03 3.6674e-07 | 7.5440e-13
0.4 | 2.84e-03 1.5606e-03 2.1242e-07 | 4.7201e-13
0.6 | 2.67e-03 3.2994e-04 1.3651e-07 | 2.4736e-13
0.8 | 2.04e-03 4.2029e-04 1.9023e-07 | 4.8128e-14
1.0 | 1.22e-03 7.8205e-03 3.7445e-06 | 1.6933e-11
Runge-Kutta Yontemi | Lucas Polinomsal Yaklagimi One-leg 6 Yontemi
(Wang vd. 2009) (Giimgiim vd. 2020) (Wang ve Li 2007)
t; N =141 0=0.8
0.2 | 1.49e-03 1.04e-04 1.45e-03
0.4 | 2.16e-03 7.86e—05 3.60e-02
0.6 | 2.31e-03 3.78e—-05 5.03e-02
0.8 | 2.17e-03 5.67e-05 5.47e-02
1.0 | 1.86e-03 7.12e-04 5.03e-02
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Sekil 4.17°de, N = 3 icin elde edilen gercek hata degerleriile K = 5, 7 ve 9 secilerek
hesaplanan tahmini mutlak hata degerleri karsilastirilmistir. Gercek ve tahmini hata fonk-
siyonlarinin degerleri karsilastirildiginda, aralarinda yiiksek derecede benzerlik oldugu

ortaya ¢ikmaktadur.

102
- '___‘“‘-\_
o =%
.Y o4
Hﬁ,,,__ >
xq__x. //
4l Poe ¥
10 b B3
o
——le, Hl
—k—e, 4(t)l
—a—le, (t)]
e, (b
108 s : : ' : : :
02 0.3 04 05 0.6 07 0.8 09 1

Sekil 4.17. Ornek 4.5 teki problem icin sunulan yoéntem ile N = 3 ve K nin farkli

degerleri icin elde edilen gercek hata ile tahmini mutlak hatalarinin karsilastirilmasi

Sekil 4.18°de, N = 3 i¢in elde edilen gercek hata degerleri ile K = 5, 7 ve 9 degerle-
rine karsilik gelen iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerleri karsilastirilmigtir. Sekil
incelendiginde, iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerlerinin, gercek hata degerle-
rine gore daha diisiik oldugu goriilmektedir. Ayrica, N sabit tutuldugunda, K degerinin

artirtlmaswnn iyilestirilmis ¢oziimlerin dogrulugunu artirdigr gézlemlenmektedir.
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Sekil 4.18. Ornek 4.5’teki problem icin sunulan yontem ile N = 5 ve K nin farkli
degerleri icin elde edilen gercek hata ile iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hatalarinin

karsilagtirilmasi

Ornek 4.6.

y'(t) = y(t) + cos(0.25t)y(0.2t) — sin(0.2t)y'(0.25t) + cos(t) — sin(t), 0<t<1,
(4.103)
neutral diferansiyel denklemininin y(0) = 0 bagslangi¢ kosulu altinda yaklasik ¢o-
ziimiinii incelenecektir (Yiizbagt vd. 2011). Problemde Py(t) = 1, Pi(t) = cos(0.25t),
Q1(t) = —sin(0.2t), Ay = 0.2, g = 0.25, f(t) = cos(t) — sin(t)’dir. Problemin tam
coziimii y(t) = sin(t)’dir N = 3 alinarak y'(t) terimi kesilmis Hermite serisi formunda

yazulir:

0 <t <1larahiginda, b=1ve N =3 icin s =0,1,2,3’diir N = 3 icin kollokasyon

noktalart asagidaki gibi elde edilir:

1 2
{to_O, t1:§, t2:§, t3_1-}

(4.34) bagintisindan yararlanarak bu problem icin temel matris denklemini

1
5

1

1
{TD" - P,T,TB; D" — =PITiTR ( 1

) B,DT — inTR < > D"}A =G
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biciminde olustururuz. Bu denklemde yazilan matrisler,

1 0 00 1 0 0 0 1 0 0 0
0 2 00 0 1/2 0 0 1 1/3 1/9 1/27
o R (Y S R TER T
2 0 40 0 0 1/3 0 1 2/3 4/9 8/27
0 —12 0 8 0 0 0 1/4 1 1 1 1
0 0 0 0 1 000
0 1/3 0 0 0100
le ’ PO_ )
0 0 2/30 0010
0 0 0 1 0 0 01
1 0 0 0
0 cos(1/12) 0 0
P1: 5
0 0 cos(1/6) 0
0 0 0 cos(1/4)
0 0 0 0
0 —sin(1/15) 0 0
le )
0 0 —sin(2/15) 0
0 0 0 —sin(1/5)
1 1 0 0 0

cos(1/3) — sin(1/3) 0 1/5 0 0
cos(2/3) — sin(2/3) 0 0 1/25 0
cos(1) — sin(1) 0 0 0 1/125_

1 0 0 0
1 0 1/4 0 0
R(m) =R (—) =
0 0 1/16 0
0 0 0 1/64

olarak elde edilir. Gerekli matris islemleri yapilarak W bulunur:

1 0 -2 0
1221/1831 1039/1848 —731/780  —825/266
384/1147 1455/1589 985/1359 —1585/451
_84/17189 1138/1073 1429/530 —1193/3491_
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[W; G| genisletilmis matrisi

1 0 —2 0 : 1
1221/1831 1039/1848 —731/780 —825/266 ; cos(1/3) — sin(1/3)
384/1147 1455/1589 985/1359 —1585/451 ; cos(2/3) — sin(2/3)

| 84/17189  1138/1073 1429/530 —1193/3491 ;  cos(1) — sin(1)

[W; G|

biciminde olusturulur. A katsayilar matrisi

[ 1028/1417 |
379/5842
—396,/2885

| 47/4682

seklinde elde edilir ve (4.28)’de yerine konularak N = 3 icin problemin yaklasik ¢o-
ziimii bulunmus olur. N = 3 icin elde edilen yaklasik ¢coziim ve hata foksiyonlart asagida

swralannustir:

ys3(t) = 2.007687238163384¢e — 02t* — 1.830156368846228¢ — 013
+4.644428365169942¢ — 03> + ¢,

e3(t) = sin(t) — t — 4.644428365169942¢ — 03t* + 1.830156368846228¢ — 01¢3
—2.007687238163384¢ — 02t*,

e35(t) = —6.645516009469233¢ — 04t + 9.222220592147600e — 03¢°
—2.066327897090635¢ — 02t* + 1.654064138990135¢ — 023
—4.670244873811097¢ — 03t* — 2.584939414228212¢ — 26t,

Es5(t) = sin(t) — t + 2.581650864115492¢ — 05¢2 + 1.664749954947214e — 01¢3
+5.864065802725139¢ — 04t4 — 9.222220592147600e — 03¢5
+6.645516009469233¢ — 04¢5.

73




BULGULAR VE TARTISMA O. KARAAGACLI

Sekil 4.19°da, tam ¢oziim olan sin(t) ile N = 3, 7 ve 10 i¢in elde ettigimiz yaklasik

coziimlerin karsilastirilmast grafik iizerinde gosterilmigtir.

08 —#— Tam Gozim
—y i
0.8 ; 8
¥, {t)
0.7 |~ = Yl

1 1 I L I I
1] 0.1 02 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 09 1
t

Sekil 4.19. Ornek 4.6’daki problem icin elde edilen yaklasik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

karsilastirilmasi

Cizelge 4.9’da, sunulan yontem ile elde edilen mutlak hata degerleri ile literatiirde
ver alan Bessel kollokasyon yontemi (Yiizbagsi vd. 2011) kullanilarak hesaplanan mutlak

hata degerlerinin karsilagstirilmasi gosterilmektedir.
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Cizelge 4.9. Ornek 4.6°daki problem icin sunulan yontem ile literatiirdeki yontemlerin

mutlak hatalarinin karsilastirilmasi

Sunulan Yontem (Yiizbas1 ve Karaagaclh 2024)

N=3

N=17

N =10

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0

8.4444e-05
1.2573e-04
1.0011e-04
1.3582e-04
2.3468e-04

0

2.2602e-10
2.6458e-10
3.4016e-10
4.6869¢e-10
8.0832e-10

0

2.7200e-15
3.7192e-15
5.2180e-15
6.8834e-15
6.3283e-15

Bessel Kollokasyon Ydntemi

(Yiizbagi vd. 2011)

N =3

N=7

N =10

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

1.2530e-17
1.1506e-04
1.7847e-04
5.1456e-05
2.1418e-04
2.0442e-03

0

7.8343e-10
9.2046e-10
1.0483e-09
9.7238e-09
5.4000e-07

3.1472e-18
5.9230e-14
5.4012e-14
1.5543e-14
9.2593e-14
2.6099e-12
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Cizelge 4.10, farkli N ve K degerleri icin hesaplanan tahmini hata ve iyilestirilmis

coziimlerin mutlak hata degerlerini sunmaktadr.

Cizelge 4.10. Ornek 4.6’daki problem igin sunulan yontem ile N ve K nin farkli

degerleri icin elde edilen tahmini hata ve iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata

degerlerinin karsilagtiriimasi

t;

less(ts)]

lez,o(ts)]

le10,12(t:)]

0

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0

8.4637e-05
1.2590e-04
1.0036e-04
1.3610e-04
2.3521e-04

0

2.2621e-10
2.6484e-10
3.4053e-10
4.6920e-10
8.0913e-10

0

2.7409e-15
3.6895¢-15
5.1912e-15
6.8884e-15
6.2621e-15

t;

| Es.5(ts)]

| E7.0(t:)]

| Evo12(t:)|

0

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0

1.9309e-07
1.7113e-07
2.5011e-07
2.7427e-07
5.3441e-07

0

1.9894e-13
2.6112e-13
3.6647e-13
5.0354e-13
8.0289¢-13

0

7.4913e-18
2.0167e-17
8.0782e-18
3.4976e-17
2.0518e-17

Sekil 4.20°de, N = 3 icin hesaplanan gercek hata degerleri ile K = 5, 7 ve 9 icin elde

edilen tahmini mutlak hata degerleri karsilastirilnustir. Sonuglar goz oniine alindiginda,

gercek ve tahmini hata fonksiyonlari birbirine olduk¢a yakindir.
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Sekil 4.20. Ornek 4.6’daki problem icin sunulan yontem ile N = 3 ve K nin farkli

degerleri icin elde edilen gercek hata ile tahmini mutlak hatalarinin karsilastirilmasi

Sekil 4.21°de, N = 3 icin elde edilen gercek hata degerleri ile K = 5, 7 ve 9 du-

rumlarinda elde edilen iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerleri karsilastirilnstir.

Sekil incelendiginde, iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hatalarinin, gercek hata degerlerine

gore daha diigiik oldugu gozlemlenmektedir. Ayrica, N sabit tutuldugunda, K degerinin

artirtlmast iyilestirilmis ¢oziimlerin dogrulugunu artirmakta, dolayistyla mutlak hata de-

gerlerini azaltmaktadur.
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Sekil 4.21. Ornek 4.6’daki problem icin sunulan yontem ile N = 3 ve K nin farkli
degerleri icin elde edilen gercek hata ile iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hatalarinin

karsilagtirilmasi

Sekil 4.22°de farkly N degerleri icin [0, 2] araliginda elde edilen mutlak hata degerleri

grafikte gosterilmistir.

(i}
10 i, 01
—a—le,
1072 |~ le,ltl e ——
____{;:____z"\.,— % e
>
104
=
z 108 M%)
108
10710 | _P___...———k———*—__"___"_"
e
10_12 I I I I I I I I
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Sekil 4.22. Ornek 4.6’daki problem igin sunulan yontem ile farkli N degerleri igin [0, 2]

aralifinda elde edilen mutlak hatalarin karsilastirilmasi
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Sekil 4.23te, [0, 2] araliginda N = 3 icin hesaplanan gercek hata degerleriile K = 5,
7 ve 9icin elde edilen tahmini mutlak hata degerleri karsilastirilmistir. Gergek ve tahmini

hata degerleri birbirine cok yakin sonuclar gostermektedir.

—S—le, (0

—H—le, 4t
—a—e, (1)
le, ol

LA /

,_f-ﬂ-—_"—_'_rﬂf
gL
) ‘/'

104 ' ' : : ; ; ' '
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Sekil 4.23. Ornek 4.6’daki problem icin sunulan yoéntem ile N = 3 ve K 'nin farkli

degerleri i¢in [0, 2] araliginda elde edilen gercek hata ile tahmini mutlak hatalarinin

karsilagtiriimasi

Sekil 4.24te, [0, 2] araliginda N = 3 icin hesaplanan gercek hata degerleriile K = 5,
7, 9 icin elde edilen iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerleri karsilastirilnustir. Se-
kilden, iyilestirilmis coziimlerin mutlak hatalarimin, gercek hata degerlerine gore daha
diisiik oldugu goriilmektedir. Ayrica, N sabit tutuldugunda, K degerinin artisi ile iyiles-

tirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerlerinde belirgin bir azalma gozlemlenmektedir.
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Sekil 4.24. Ornek 4.6’daki problem igin sunulan yontem ile N = 5 ve K ’nin farkli

degerleri icin [0, 2] araliginda elde edilen gergek hata ile iyilestirilmis ¢6ztimlerin mutlak

hatalarinin karsilastirilmasi

Sekil 4.25°te farkly N degerleri icin [0, 5] araliginda elde edilen mutlak hata degerleri

grafikte gosterilmistir.

102

—&—le, (0
—a—le,
——le,(th

= 102

e,

10

1078~

Sekil 4.25. Ornek 4.6’daki problem igin sunulan yontem ile farkli N degerleri igin [0, 5]

aralifinda elde edilen mutlak hatalarin karsilastirilmasi
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Sekil 4.26’da, [0,5] araliginda N = 3 icin hesaplanan gercek hata degerleri ile
K =5, Tve9icin elde edilen tahmini mutlak hata degerleri karsilastirimistir. Gercek ve

tahmini hata degerleri birbirine benzer sonuglar gostermektedir.

1
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10

O

102

Sekil 4.26. Ornek 4.6’daki problem icin sunulan yontem ile N = 3 ve K 'nin farkli
degerleri i¢in [0, 5] araliginda elde edilen gercek hata ile tahmini mutlak hatalarimin

karsilagtiriimasi

Sekil 4.27’de, [0,5] araliginda N = 3 icin hesaplanan gercek hata degerleri ile K =
D, 7, 9 icin elde edilen iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerleri karsilagtirilmigtir.
Goriilen o ki, iyilestirilmis ¢coziimlerin mutlak hatalari, gercek hata degerlerine kiyasla
daha kiiciiktiir. Ayrica, N sabitken, K degerinin artirilmasuyla iyilestirilmis ¢oziimlerin

mutlak hatalarinda azalma yagsanmigtir.
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Sekil 4.27. Ornek 4.6’daki problem igin sunulan yontem ile N = 5 ve K ’nin farkli
degerleri icin [0, 5] araliginda elde edilen gergek hata ile iyilestirilmis ¢6ztimlerin mutlak

hatalarinin karsilastirilmasi

4.3.3. Birinci mertebe pantograph diferansiyel denklemleri i¢in sayisal 6rnekler

Ornek 4.7.
3

tooTt
y(t)=—y(t) +y(5) + =+ 32, 0<t<1 (4.104)

birinci mertebe pantograph diferansiyel denklemini y(0) = 0 baslangi¢ kosulu al-
tinda incelenir. Problemin tam ¢oziimii y(t) = t*’diir. Denklem (4.104)’de, Py(t) = —1,
Pio(t) =1, Xoo =1 Boo =0, Ao = %, P =0, f(t) = % + 3t>’dir. Problemin co-
ziimiinde yontem uygulanirken N = 2 olarak secilir. i (t) ifadesi kesilmis Hermite serisi

Sformunda yazilir:

Ilk olarak N = 2 icin kollokasyon noktalari tespit edilir. 0 < t < 1 oldugundan b = 1

1
{tO:O, h=3, t2:1}

kollokasyon noktalart elde edilir. (4.48) bagintisindan yararlanilarak temel matris denk-

ve s =0,1,2 olur ve

lemi

1 1
{TD" — Py T TB;R(1,0)D" — 5P TBR (5, 0) D"}A=G
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biciminde olusturulur. Bu denklemde kullanilan matrisler

1 00 1 0 o0 0 0 0
D=0 2 0, T=1|1 1/2 1/4], Ti= |0 1/2 0,
-2 0 4 11 1 0 0 1
-1 0 0 100 1 0 0
Po=|0 -1 0|, Pw=|01 0, Bi=10 1/2 0|,
0 0 -1 00 1 0 0 1/3
100
R (oo, Boo) = R(1,0) = [0 0 0],
00 1
1 0 0 0
1
R(Alo,ﬁlo)zR(§,0>: 012 0|, G=F=|55/64
0 0 1/4 31/8

dir. Gerekli matris islemleri yapilarak W bulunur:

1 0 —2
W= |5/4 19/16 —65/48
3/2 11/4  13/6

(W G| genisletilmis matrisi

1 0 -2 ; 0
[W;G] = [5/4 19/16 —65/48 ; 55/64
3/2 11/4  13/6 ; 31/8

seklinde bulunur ve gerekli islemler yapilarak

3/2
A=1|0
3/4
Hermite katsayilar matrisi elde edilir. A matrisi (4.43)’de yerine yazilarak poblemin tam

coziimii olan y = t* ¢éziimiine ulasilmus olur.
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Ornek 4.8.
y(t) = —y(0.8t) —y(t), 0<t<1 (4.103)

birinci mertebe pantograph diferansiyel denklemi y(0) = 1 baslangi¢ kosulu altinda
incelenir. Problemin tam ¢éziimii yoktur. Denklem (4.105)’de, Pyo(t) = —1, Pyo(t) = —1,
Ao = 1, Boo = 0, A9 = 0.8, 519 = 0, f(t) = 0°dir. Problemin ¢oziimiinde yontemi

uygulamirken N = 6 olarak secilir. y (t) ifadesi kesilmis Hermite serisi formunda yazilir:

Ilk olarak N = 6 i¢in kollokasyon noktalari tespit edilir. 0 < t < 1 oldugundan b = 1
ves=20,1,2,3,4,5,6 olur ve

elde edilir. (4.48) bagintisindan yararlanilarak temel matris denklemi
1 4
{TD" — Py, T;TB;R(1,0)D" — §P10T1TB1R (g, 0) D"}A =G

seklinde olusturulur. Bu denklemde kullanilan matrisler N = 6 icin asagida verilmistir.

1 0 0 0 0 0 O

0 2 0 0 0 0 0

-2 0 4 0 0 0 0
D= 0 -12 0 8 0 0 0],

12 0 —48 0 16 0 0

0 120 0 —-160 0 32 0

1 0 0o o0 0 0 0]

01/2 0 0 0 0 0

0 0 1/3 0 0 0 0
Bi=[0 0 0 1/4 0 0 0],

00 0 0 15 0 0

00 0 0 0 1/6 0

00 0 0 0 0 17
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(100000 0
0100000
0010000
R(Xoo; Boo) =R (L,0)=10 0 0 1 0 0 0],
0000100
00000O0T10
000000 1]
1 0 0 0 0 0 0
0 4/5 0 0 0 0 0
0 0 16/25 0 0 0 0
R(A10, 510) =R (0.8,0) = [0 0 0  64/125 0 0 0
0 0 0 0  256/625 0 0
0 0 0 0 0 541/1651 0
0 0 0 0 0 0 313/1194
1 0 0 0 0 0 0 |

1 1/6 1/36 1/216  1/1206  1/7776  1/46656
1/3 1/9  1/27 1/81 1/243  1/729

—_

T=|11/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 |,
1 2/3 4/9  8/27  16/81  32/243  64/729
1 5/6 25/36 125/216 625/1206 428/1065 214/639

111 1 1 1 1
0 0 0o o 0o 0 o0
016 0 0 0 0 0
0 0 1/3 0 0 0 0
T.=|0 0 0 1/2 0 0 0,
00 0 0 2/3 0 0
00 0 0 0 5/6 0
0o 0 0 0 0 0 1]
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-1 0 0 0 0 0 0 -1
0 -1 0 0 0 0 0 -1
0 0O -1 0 0 0 0 —1
Po=|0 0 0 —1 0 0 0|, Po=]|-1],
0 0 0 0 -1 0 0 -1
0 0 0 0 0O -1 0 —1
0 0 0 0 0 0 -1 —1
-1 0 0 0 0 0 0 —1
0 -1 0 0 0 0 0 —1
0 0O -1 0 0 0 0 —1
Po=10 0 0O -1 0 0 0, Pwo=1[-1],
0 0 0 0 -1 0 0 -1
0 0 0 0 0O -1 0 —1
0 0 0 0 0 0 -1 —1
- - —2
0
-2
0
-2
0
F = , G=[=-2
0
-2
0
-2
0
- -2
(4.22) araciligiyla W matrisi
[ 1 0 ) 0 12 0 ~120 |

13/10 341/900 —667/269 —1231/551 2621/185 3293/150 —15087/112
8/5 191/225 —1445/539 —5548/1165 5894/447 6979/157 —8918/85
W = [19/10141/100 —637/250 —5980/821 2539/285 8581/138 —19403/546
11/5 464/225 —1383/683 —1927/204 191/118 10429/149 4364/75
5/2 101/36  —19/18 —7027/648 —1843/233 7385/116 16548/109
| 14/5 91/25  52/125 —6888/625 —1816/99 4034/99 31529/147 |
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seklinde elde edilir. [W; G| genigletilmis matrisi yazilir:

1 0 -2 0 12 0 —-120 ;-2
13/10341/900 —667/269 —1231/551 2621/185 3293/150 —15087/112;—2
8/5 191/225—-1445/539 —5548/1165 5894/447 6979/157 —8918/85 ;—2
19/10141/100 —637/250 —5980/821 2539/285 8581/138 —19403/546; —2
11/5 464/225—-1383/683 —1927/204 191/118 10429/149 4364/75 ;-2
5/2 101/36 —19/18 —7027/648 —1843/233 7385/116 16548/109 ;—2
14/5 91/25 52/125 —6888/625 —1816/99 4034/99 31529/147 ;—2

[W; G

Gerekli islemler yapilarak

[ _2984/587 |
1097/349
—1993/1706

A= 139/530
—92/555
182,/47417

| —19/75531 |

Hermite katsayilar matrisi elde edilir. A matrisi (4.43)’de yerine yazilarak N = 6 icin

elde edilen yaklagik ¢oziim

ye(t) = —2.299908003679853¢ — 03t™ + 2.047085686144434¢ — 025
—1.026978531822544¢ — 01t° + 3.709964437374551e — 01¢*
—9.837778793276949¢ — 01¢3 + 1.799978532151517¢ + 00t* — 2t + 1

olarak elde edilir. Cizelge 4.11°de, sunulan yontem ile elde edilen yaklasik ¢oziimler,
Walsh serisi yontemi (Rao ve Palanisamy 1982), Laguerre serisi yontemi (Hwang ve Shih
1982), Taylor serisi yontemi (Sezer ve Dagscioglu 2007), Hermite kollokasyon yontemi
(Yalcinbas vd. 2011), Bernoulli matris yontemi (Tohidi vd. 2013), Bernstein matris yon-
temi (Javadi vd. 2016) ile elde edilmis yaklasik ¢oziim degerleri ile karsilastirilnustir.
Cizelge 4.12°de ise, sunulan yontem ile problemin [0, 2] araliginda ve [0,5] araliginda

N = 6 ve 8 alinarak hesaplanan yaklasik ¢oziim degerleri sunulmustur.
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Cizelge 4.11. Ornek 4.8’deki problem icin elde edilen yaklagik ¢oziimlerin, literatiirdeki

yontemlerle elde edilen yaklasik ¢oziimlerle kargilagtirilmasi

Sunulan Yontem
ti | N=6 N =8
0 1 1
0.2 | 0.664690929944423 0.664691000742306
0.4 | 0.433560744271481 0.433560778716703
0.6 | 0.276482309289460 0.276482330183367
0.8 | 0.171484083907340 0.171484111953265
1.0 | 0.102670192656096 0.102670126678090
Walsh Serisi Yontemi Laguerre Serisi Yontemi
(Rao ve Palanisamy 1982) | (Hwang ve Shih 1982)
t; N =20
0 1.000000 0.999971
0.2 | 0.665621 0.664703
04 | 0.432426 0.433555
0.6 | 0.275140 0.276471
0.8 | 0.170320 0.171482
1.0 | 0.100856 0.102679
Taylor Serisi Yontemi Hermite Kollokasyon Yontemi
(Sezer ve Dascioglu 2007) | (Yal¢inbas vd. 2011)
t; | N=8 N =38
0 1.000000 1.000000
0.2 | 0.6664691 0.664691
0.4 | 0433561 0.433561
0.6 | 0.276482 0.276482
0.8 | 0.171484 0.171484
1.0 | 0.102744 0.102670
Bernoulli Matris Yontemi | Bernstein Matris Yontemi
(Tohidi vd. 2013) (Javadi vd. 2016)
ti | N=6 N =6
0 1.00000000 1.00000000
0.2 | 0.66469052 0.66469078
0.4 | 0.43356055 0.43356098
0.6 | 0.27648223 0.27648212
0.8 | 0.17148362 0.17148433
1.0 | 0.10268323 0.10267077
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Cizelge 4.12. Ornek 4.8 deki problem igin [0, 2] ve [0, 5] araliklarinda elde edilen

yaklagik ¢coziimlerin kargilastirilmast

0, 2] araligy
ti | N=6 N =8
0 1 1
0.2 | 0.664681873840806 0.664690934810419
0.4 | 0.433553021327393 0.433560743754357
0.6 | 0.276479830256049 0.276482309000448
0.8 | 0.171482198077629 0.171484096043794
1.0 | 0.102667837675729 0.102670119838272
1.2 | 0.058642749107677 0.058643110726009
1.4 | 0.031315100754201 0.031314675668160
1.6 | 0.015009763323664 0.015011861482665
1.8 | 0.005810740156753 0.005810153321408
2.0 | 0.001048737277482 0.001038583471393
[0, 5] aralig
ti | N=6 N =8
0 1 1
0.2 | 0.663830929004903 0.664635842245821
0.4 | 0.431647471064340 0.433463959864913
0.6 | 0.274282735723591 0.276399066164672
0.8 | 0.169733410838096 0.171439007026905
1.0 | 0.101720220518523 0.102657038319942
1.5 | 0.022468366420486 0.022063227502889
2.0 | 0.001041185911182 0.001033792241092
2.5 | -0.002074926673847 -0.001719665418131
3.0 | -4.971161181602538e-04 | -6.754119048495100e-04
3.5 | 4.762452558429827e-04 | 1.949956891117741e-04
4.0 | -1.838272586720535e-04 | 3.690922893495596¢-04
4.5 | 4.168544856330139e-04 | 1.827176821445428e-04
5.0 | 0.002627473323150 9.021868351417044e-05

Sekil 4.28, [0,1] araliginda N = 6 ve K = 8, 10 ve 12 degerleri icin elde edilen

tahmini mutlak hata degerlerinin karsilastirmasint gostermektedir.
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Sekil 4.28. Ornek 4.8’deki problem icin sunulan yontem ile N = 6 ve K nin farkli

degerleri icin elde edilen tahmini mutlak hatalarinin kargilagtirilmasi

Sekil 4.29, [0,1] araliginda N = 8 ve K = 10, 12 ve 14 i¢in hesaplanan tahmini

mutlak hata degerleri arasindaki karsilagtirmay: sunmaktadir.

]
10
—H—le, (0l
—a—le, ()
e, .t
-0 b ]
10100 — //f
e //f
g /
10_11 i I i i i i i
02 0.3 04 05 06 07 0.8 0.9 1

Sekil 4.29. Ornek 4.8 deki problem igin sunulan yontem ile N = 8 ve K nin farkli

degerleri icin elde edilen tahmini mutlak hatalarinin karsilagtirilmasi

Sekil 4.30, [0, 2] araliginda N = 6 sabit tutulurken, K = 8, 10 ve 12 icin hesaplanan

tahmini mutlak hata degerlerinin karsilastirmli analizini sunmaktadir.
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Sekil 4.30. Ornek 4.8’deki problem icin sunulan yontem ile N = 6 ve K nin farkli

degerleri i¢in [0, 2] aralifinda elde edilen tahmini mutlak hatalarinin karsilagtirilmasi

[0,2] araliginda, N = 8 sabit tutulup K = 10, 12 ve 14 secildiginde elde edilen

tahmini mutlak hata degerlerinin karsilastirilmasi Sekil 4.31°de sunulmustur.

N t
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Sekil 4.31. Ornek 4.8 deki problem igin sunulan yontem ile N = 8 ve ve K 'nin farkli

degerleri i¢in [0, 2] araliginda elde edilen tahmini mutlak hatalarinin karsilagtirilmasi

Sekil 4.32, [0,5] araliginda N = 6 ve farkli K degerleri icin hesaplanan tahmini

mutlak karsilagtirmaktadir.
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Sekil 4.32. Ornek 4.8 deki problem igin sunulan yontem ile N = 6 ve ve K 'nin farkl

degerleri i¢in [0, 5] aralifinda elde edilen tahmini mutlak hatalarinin karsilagtirilmasi

Sekil 4.33, [0,5] araliginda N = 8 ve farkli K degerleri icin hesaplanan tahmini

mutlak hatalar karsilastirmaktadir.
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108

Sekil 4.33. Ornek 4.8 deki problem igin sunulan yontem ile N = 8 ve ve K 'nin farkl

degerleri icin [0, 5] araliginda elde edilen tahmini mutlak hatalarinin karsilastirilmasi
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4.3.4. Genellestirilmis pantograph diferansiyel denklemleri icin sayisal 6rnekler

Ornek 4.9.

t
y'(t) = %y(t) +y5) - +2, 0<t<l (4.106)

ikinci mertebe pantograph diferansiyel denklemi y(0) = 0, y'(0) = 0 baglangi¢ ko-
sullart altinda incelenecektir (Yiizbast vd. 2012). Problemin tam ¢oziimii y(t) = t* dir.
Denklem (4.106)'de, Poyo(t) = 2, Po(t) = 1, Ao = L, foo = 0, Aox = 3, B = 0,
f(t) = —t* + 2°dir. Problemin ¢iziimiinde yontem uygulanirken N = 1 olarak segilir.

y"(t) ifadesi kesilmis Hermite serisi formunda yazilir:

y'(t) = Z anHy (1),

Ilk olarak N = 1 icin kollokasyon noktalari tespit edilir. 0 < t < 1 oldugundan b = 1

ve s = 0,1 olur ve

{to=0, t,=1}

kollokasyon noktalart elde edilir. (4.67) bagintisindan yararlanilarak temel matris denk-

lemi
1 1
{TDT - PooTQTBQR(l, O)DT - §P01T2TB2R (57 0) DT}A == G

biciminde olugturulur. Bu denklemde kullanilan matrisler

10 3/4 0
D = ) T = ’ T2 - ’ POU - )
0 2 11 0 1 0 3/4
3/4 0 1/2 0 10
POI - ) B2 - ) R()\O()vBOO) - R<170) - )
0 3/4 0 1/6 0 1

1 1 0 2
R(A()laﬁ(]l) :R _70 = ) G:F:
dir. Sistem ¢oziilerek W matrisi

10
1/2 41/24

W —
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olarak elde edilir. [W; G| genisletilmis matrisi

1 0 ;2
[(W; G| =
1/2 41/24 ; 1
seklinde bulunur ve gerekli islemler yapilarak

A —
0

Hermite katsayilar matrisi elde edilir. A matrisi (4.59) de yerine yazilarak poblemin tam

coziimii olan y = t? ¢oziimiine ulagilmis olur.
Ornek 4.10.
t t
y"(t) = ty"(2t) — i/ (t) — y(§) + tcos(2t) + cos(ﬁ), 0<t<1 (4.107)

liciincii mertebede pantograph denkleminin y(0) = 1, ' (0) = 0, ¥”(0) = —1 baslan-
gi¢ kosullart altinda yaklasik ¢oziimii arastirilacaktir (Yiizbagsi ve Ismailov 2018). Prob-
lemde, Py(t) = —1, Pyi(t) = —1, Ppa(t) = t, Ao = %, Boo = 0, o1 = 1, Bo1 = 0,
Aoz = 2, fo2 = 0, f(t) = tcos(2t) + cos(%) 'dir. Problemin tam ¢éziimii y(t) = cos(t) dir.
N = 3 igin yaklasik ¢éziim aranacaknr. Ilk olarak, y" (t) terimi kesilmis Hermite serisi

Jormunda yazilir:

Qd\
=
~
~—
I
[+

Q
3
=
—~

~
~—

n=0

0 <t<laraligindab=1ve N =3icins =0,1,2,3diir N = 3 icin kollokasyon

noktalart asagidaki gibi elde edilir:

to=20 t—l t—2 t3 =1
0o— Y 1_3a 2_37 3 — L

(4.67) bagintisindan yararlanilarak temel matris denklemi
1 1
{TD"—2Pp, T:TB R(2,0)D’ —Py; ToTB,R(1, O)DT—iPOOTgTBgR (2,o> DA =G

biciminde olusturulur. Bu denklemde kullanilan matrisler

1 0 00 1 0 0 0 0 O 0 O
0 2 00 1 1/3 1/9 1/27 0 1/3 0 0
D: s T: / / / , le / :
2 0 40 1 2/3 4/9 8/27 0 0 2/30
0 —-12 0 8 1 1 1 1 0 O 0 1
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Po; =

R o) = R (5.

(0 0
0 1/9
0 0
0 0
10
0 -1
0 0
0 0
0 0
0 1/3
0 0
0 0
0 0
1/6 0
0 1/12
0 0

R(/\Ql, ﬁ()l) = R(l, 0) =

R(\o2, fo2) = R(2,0) =

0 0
2/3 0
0 1

0

0

0
1/20

1

B,

0) -

95

0

0
0

o o = O

o O N O

0

0
0

1/24

o = O O

S = O O

0 1/27

0

0
0

0
0
8/27
0

0
0
1/60
0

- o O O

0

0

0
1/120




BULGULAR VE TARTISMA O. KARAAGACLI

1 0
659/528 486,/1855
F - y G— =
433/393 1293/8218
347/752 —1122/2713

olarak yazilmaktadir. Matris islemleri yapilarak, W matrisi

1 0 —2 0
1081/1296 4180/7873 —1627/1204 —1407/466

55/162  241/972  —651/691 —1495/456
| —23/48  —319/192 —2579/480 —2617/192]

olarak elde edilir. [W; G| genisletilmis matrisi

1 0 —2 0 ; 0

1081/1296 4180/7873 —1627/1204 —1407/466 ; 486/1855
55/162  241/972  —651/691 —1495/456 ; 1293/8218
—23/48  —319/192 —2579/480 —2617/192 ; —1122/2713

(WG]

dir. A = WG islemi yapilarak katsayilar matrisi

[ 848/4303 |
1266/6179
249/2527

| —449/11113]

seklinde hesaplanmugs olur. (4.59)’da yerine konularak yaklasik ¢oziime ulasilir N = 3
icin swrastyla, yaklasik ¢oziim, hata fonksiyonu, K = 4 icin tahmini hata fonksiyonu ile

iyilestirilmis coziimlerin hata fonksiyonlar: asagidaki gibi elde edilmistir:
y3(t) = —2.6935¢ — 03t° + 6.5691e — 03t° + 3.7276e — 02t* — 0.5¢* + 1,

es(t) = cos(t) + 0.5t — 3.7276¢ — 02t* — 6.5691¢ — 03t° + 2.6935¢ — 036 — 1,

e34(t) = 1.3760e — 04t” + 1.0258¢ — 03t° — 6.3662¢ — 03t°
+4.3329¢ — 03t* + 2.2959¢ — 41t3,

F54(t) = cos(t) + 0.5t* — 2.2959¢ — 41t% — 4.1608¢ — 02t* — 2.0287e — 04t°
+1.6677e — 03t5 — 1.3760e — 04¢" — 1.
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Sekil 4.34’te, problemin tam ¢éziimii olan cos(t) ve N = 3, 8, 15 icin elde edilen

vaklasik ¢oziim degerlerinin karsilastirmalart grafik iizerinde sunulmustur.

L * ' I ' ' " [——Tam Géziim
0.95 | — %l
1 — (0
09 ¥t
0.85
*
08}
=075
07 *
0.65
06|
0.55 [ h:4

0.5 1 I L I I 1
1] 0.1 02 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 09 1

t

Sekil 4.34. Ornek 4.10°daki problem icin elde edilen yaklasik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

karsilastirilmasi

Cizelge 4.13, N = 3, 8 ve 15 i¢in hesaplanan mutlak hata degerlerinin literatiirde yer
alan iistel yaklasim yontemi (Yiizbagi ve Sezer 2013), Bessel kollokasyon yontemi (Yiiz-
basi vd. 2012), Taylor matris yontemi (Yiizbast ve Ismailov 2018), Hermite kollokasyon
yontemi (Yiizbasi vd. 2015), Legendre kollokasyon yontemi (Yiizbagsi ve Sezer 2015) ve
Taylor yontemi (Sezer ve Dascioglu 2007) ile elde edilmis olan mutlak hata degerleri ile

karsilastirmasun gostermektedir.
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Cizelge 4.13. Ornek 4.10°daki problem icin sunulan yontem ile literatiirdeki yontemlerin

mutlak hatalarinin kargilastirilmasi

Sunulan Yontem

t, | N=3 N =8 N =15

0o |0 0 0

0.2 | 5.0073e-06 | 1.0055e-11 1.1102e-16
0.4 | 5.0506e-05 | 2.1383e-11 2.2204e-16
0.6 | 1.1957e-04 | 8.6453e-10 2.3537e-14
0.8 | 7.8000e-06 | 8.5655e-09 1.5327e-13
1.0 | 8.4874e-04 | 3.9621e-08 1.9629e-13

Ustel Yaklagim Yontemi
(Yiizbagsi ve Sezer 2013)

Hermite Kollokasyon Yontemi
(Yiizbasi vd. 2015)

t, | N=3 N =38 N =8

0.2 | 5.2603e-04 | 7.5859e-06 4.9377e-11
0.4 | 6.6783e-03 | 3.7294e-05 1.0456e-10
0.6 | 2.6954e-02 | 6.7100e-05 1.1634e-08
0.8 | 6.8182e-02 | 4.7974e-05 1.0821e-07
1.0 | 1.3362¢-01 | 7.1575e-04 4.9681e-07

Bessel Kollokasyon Yontemi | Legendre Kollokasyon Yontemi
(Yiizbasi vd. 2012) (Yiizbagst ve Sezer 2015)

t; | N=8 N =15 N =8

0.2 | 4.9377e-11 | 1.1102e-16 4.9377e-11
0.4 | 1.0456e-10 | 1.1102e-16 1.0456e-10
0.6 | 1.1634e-08 | 7.7715e-15 1.1634e-08
0.8 | 1.0821e-07 | 6.8278e-14 1.0821e-07
1.0 | 4.9681e-07 | 3.1086e-13 4.9681e-07

Taylor Matris Yontemi
(Yiizbast ve Ismailov 2018)

Taylor Yontemi
(Sezer ve Dascioglu 2007)

i N =8 N =28

0.2 1.3e-12 8.0000e-08
0.4 5.453e-11 5.1200e-06
0.6 1.607e-09 5.8322e-05
0.8 1.442e-08 3.2771e-04
1.0 6.555e-08 1.2503e-03
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Cizelge 4.14, N = 3, 8, 15 ve K = 4,9, 10, 12, 15, 17 alinarak elde edilen tahmini

hata degerleri ve iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerleri verilmektedir.

Cizelge 4.14. Ornek 4.10’daki problem i¢in sunulan yontem ile N ve K nin farkli

degerleri icin elde edilen tahmini hata ve iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata

degerlerinin karsilastirilmasi

t;

lesa(ti)]

lego(t)]

les 10(t:)]

les 12(t:)]

les 15(t:)]

le1s.17(t:)|

0

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0

4.9629¢-06
5.0160e-05
1.1822e-04
1.3547e-05
8.6987e-04

0

1.0033e-11
2.1568e-11
8.5481e-10
8.4770e-09
3.9216e-08

0

1.0054e-11
2.1357e-11
8.6526e-10
8.5720e-09
3.9650e-08

0

1.0055e-11
2.1383e-11
8.6454e-10
8.5656e-09
3.9621e-08

0

1.0055e-11
2.1383e-11
8.6453e-10
8.5655e-09
3.9621e-08

0

2.4558e-21
1.1168e-18
3.8845e-17
3.4706e-16
1.5787e-15

t;

| B34 (ts))|

| Eso(ts))|

| Es.10(t:)|

| Es.12(t:)|

|Es.15(t:)|

|E1517(t:)]

0

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0

4.4414e-08
3.4645e-07
1.3450e-06
5.7475e-06
2.1129e-05

0

2.2188e-14
1.8444e-13
9.7175e-12
8.8512e-11
4.0411e-10

0

1.1859¢-15
2.6621e-14
7.3708e-13
6.4861e-12
2.9436e-11

0

1.3010e-17
2.6194e-16
1.0936e-14
1.0536e-13
5.2269e-13

0
1.1102e-16
2.2204e-16
0
2.5535e-15
2.2204e-16

0

4.5536e-18
2.0470e-16
2.1150e-14
6.2395e-14
3.8369¢-13
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Sekil 4.35°'te N = 3 icin hesaplanan gercek hata degerleri ve K = 4, 5 ve 6 icin

hesaplanan tahmini mutlak hata degerleri karsilastirilmistir.

102

—S—le,(tl

—#—le, (bl
—&—le, ()
le, (0

1 I 1 I I 1
02 03 0.4 05 0.6 07 08 09 1

Sekil 4.35. Ornek 4.10°daki problem icin sunulan yoéntem ile N = 3 ve K 'nin farkli

degerleri icin elde edilen gercek hata ile tahmini mutlak hatalarinin karsilastirilmasi

Sekil 4.36°da, N = 3 icin elde edilen gercek hata degerleri ile K = 4, 5 ve 6 icin
hesaplanan iyilestirilmis ¢oziimlere ait mutlak hata degerleri karsilastirilmistir. Karsi-
lagtirma sonucunda, iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerlerinin gercek hata de-
gerlerinden daha diisiik oldugu anlasilmaktadir. Ayrica, N degeri sabit tutuldugunda, K
arttikca iyilestirilmis coziimlerin dogrulugunun arttigr ve mutlak hatalarin azaldigr goz-

lemlenmektedir.

100



BULGULAR VE TARTISMA O. KARAAGACLI

T —e— e, (1)

-10 L -
10 -
| ——IE, ]
. —&—|E, (1)
12 L L L L L | IE B.S[t}l
10°'=
02 0.3 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1

Sekil 4.36. Ornek 4.10’daki problem icin sunulan yontem ile N = 3 ve K nin farkli

degerleri icin elde edilen gercek hata ile iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hatalarinin

karsilagtirilmasi
Ornek 4.11.
y"(t) = —y(t) —y(t —0.3)+ e o<t <1 (4.108)
liciincii mertebe pantograph denkleminin yaklasik ¢oziimii y(0) = 1, y/(0) = —1,

y"(0) = 1 baslangi¢ kosullart ve y(t) = e~' tam ¢éziimii ile birlikte arastirilacaknr
(Yiizbast ve Ismailov 2018). Problemde, Pyy(t) = —1, Pio(t) = —1, Ao = 1, Soo = 0,
Mo = 1, Bio = —0.3, f(t) = e tiir N = 5 icin yaklasik ¢oziim aranacaknr: Ilk

olarak, y" (t) terimi kesilmis Hermite serisi formunda yazilir:

y"(t) = Z anHy(1).

n=0
0 <t < larabgindab = 1ve N = 5icins = 0,1,2,3,4,5tir N = 5 icin

kollokasyon noktalart kiimesi

1 4
to =0, h=z =g =z l=g ts =1
dir. (4.67) bagintisindan yararlanilarak temel matris denklemi

{TD" — Py T5TB;R(1,0)D" — P, T3(t, — 0.3)T(¢)B;R(1,—-0.3)D" }A = G
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biciminde olusturulur. Bu denklemde yer alan matrisler

1 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0

-2 0 4 0 0 0
D= )

0 —-12 0 8 0 0

12 0 —-48 0 16 O
0 120 0 -160 0 32

1/6 0 0 0 0 0
0 1/24 0 0 0 0
0 0 1/60 0 0 0
B3_ )
0O 0 0 1/120 0 0
0 0 0 0 1/210 0
0 0 0 0 0 1/336
10 00 00
01 00O0O
001 0O0FO0
R(AO()?/BOO) = R(la()) = 3
000100
00 0O0T1FPO
00 0O0O01

1 —3/10 9/100 —27/1000 81/10000 —44/18107

0 1 —3/5 27/100 —27/250 81/2000

0 0 1 —9/10 27/50 —27/100
R(MA10, f10) = R(1,-0.3) = ;

0 0 0 1 —6/5  9/10

0 0 0 0 1 ~3/2

0 0 0 0 0 1
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1 0 o 0 0 0o |
1 1/5 1/25 1/125  1/625  1/3125
o125 a2 8125 10/625 32/3125
1 3/5 9/25 27/125 81/625 243/3125
1 4/5 16/25 64/125 256/625 541/1651
1 ! 1 .
0 0 0 0 0 0
0 1/125 0 0 0 0
A U o 0|
0 0 0 27/125 0 0
0 0 0 0 64/125 0
0 o0 o 0 0 1
[_27/1000 0 0 0 0 0o |
0 —1/1000 0 0 0 0
r—om<| 0 1/100 0 0 o |
0 0 0 27/1000 0 0
0 0 0 0 18 0
0 0 0 0 0 343/1000
10 0 0 0 0] 1]
0 -1 0 0 0 0 1
po |00 Lo 0 o)L )
0 0 0 -1 0 0 .
0 0 0 0 —1 0 1
0 0 0 0 0 -1 1]
10 0 0 0 0] 1]
0 -1 0 0 0 0 .
I K ) e ]
0 0 0 —1 0 0 1
0 0 0 0 —1 0 .
0 0 0 0 0 -1 1]
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[ 953/706 | i
1261/1141
P 1141/1261 G-
706/953
743/1225
_509/1025_ I
dir. Matris iglemleri sonucunda
[ 885/889  27/10000 —540/271
858/857  369/922  —783/425
-~ 1213/1200 1009/1258 —29/21
2081/2000 947/783  —531/836
1740/1573 1969/1208 824/2213
I 760/621  1151/554  1423/874

matrisine ulasilmis olur. Genisletilmis matris

(WG| =

seklinde yazilabilir. Son olarak Hermite katsayilar matrisi

| 885/889 27/10000 —540/271—181/11886 3745/313 387/2708 ;71024/1029_

858/857 369/922 —783/425—2966/1269 2702/267 4685/206 ; —769/938
1213/12001009/1258 —29/21 —3023/703 1858/383 4623/121 ; —168/247
2081/2000 947/783 —531/836 —2669/483 —3421/1227 3397/84 ; —746/1277
1740/15731969/1208 824/2213 —3848/679
i 760/621 1151/554 1423/874 —5151/1171 —9562/527 —3232/705; —640/1167_

~3166/2415 |
28754199
_117/674
367/11563
41/13130

—1024/1029]
—769/938
—168/247
—746/1277

—5312/9865
—640/1167

—181/11836
—2966/1269
—3023/703
—2669/483
—3848/679
—5151/1171  —9562/527  —3232/705|

—715/64 6694/257 ;—5312/9865

32/157569

3745/313  387/2708 |
2702/267  4685/206
1858/383  4623/121
_3421/1227 339784
_715/64 6694257

bulunur ve denklem (4.59)’da yerine yazilarak N = 5 i¢in yaklasik ¢oziim bulunur.
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Asagida, N = 5 ve K = T alinarak elde edilen yaklasik ¢oziim, hata fonksiyonu, tah-

mini hata fonksiyonu ve iyilestirilmis ¢oziimlerin hata fonksiyonlari sirastyla verilmistir:

ys(t) = 1.516538243003156e — 05t — 1.824134031832191e — 04¢7
+0.001374667992782t% — 0.008326547008279t> + 0.041665186806272t*
—0.166666659462270t> + t2/2 — t + 1,

es(t) = e — 1.516538243003156¢ — 05¢% + 1.824134031832191e — 04¢7
—0.001374667992782t5 + 0.008326547008279t% — 0.041665186806272t*
+0.166666659462270t3 — t2/2 +t — 1,

es.7(t) = 1.938543809018282¢ — 07¢' — 2.644923078943588¢ — 06t°
+9.642799775381848¢ — 06¢° — 1.627468065939682¢ — 05¢7
+1.474498458562172¢ — 05t° — 7.289575998440749¢ — 06¢°
+1.760833753847121e — 06t* — 1.019876593270445¢ — 07t3,

ve

FEs7(t) = 0.999957739989908¢t + e~ — 0.499562625440094¢* + 0.164897261311995¢°
—0.038247503867799t* + 0.005086566283750t° — 4.162676099422999¢ — 05¢°
+4.283824893390280¢e — 057 — 1.516538243003156¢ — 05¢% — 0.999999388074158.

Cizelge 4.15'te, sunulan yontem kullanilarak elde edilmis olan mutlak hata degerleri,
literatiirde bulunan Hermite kollokasyon yontemi (Yalcinbags vd. 2011), Legendre kollo-
kasyon yontemi (Yiizbagsi ve Sezer 2015), Bernoulli kollokasyon yontemi (Tohidi vd. 2013)
ve Bernstein polinomsal yaklasim yontemi (Javadi vd. 2016) ile hesaplanan mutlak hata

degerleri ile karsilastirilmstir.
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Cizelge 4.15. Ornek 4.11°deki problem icin sunulan yontem ile literatiirdeki yontemlerin

mutlak hatalarinin kargsilastirilmasi

Sunulan Yontem
t, | N= N = N =38 N =10
0 |0 0 0 0
0.2 | 8.6715e-10 3.7657e-11 4.3299¢-14 | O
0.4 | 5.5876e-09 2.1483e-10 2.1816e-13 | 1.1102e-16
0.6 | 1.3801e-08 5.2549e-10 5.2236e-13 | 2.2204e-16
0.8 | 2.5738e-08 9.6638e-10 9.5257e-13 | 2.7756e-16
1.0 | 4.0864e-08 1.5342e-09 1.5010e-12 | 4.9960e-16
Hermite Kollokasyon Yontemi Legendre Kollokasyon Yontemi
(Yal¢inbas vd. 2011) (Yiizbagt ve Sezer 2015)
ti | N=5 N =6 N =28 N =28
0 (0 0 0 2.2204e-16
0.2 | 4.7521e-06 6.841e-07 6.2e-09 5.1158e-11
0.4 | 6.14926e-05 | 7.9299¢-06 5.76e-08 2.5057e-10
0.6 | 2.4842e-04 2.89415e-05 1.796e-07 | 5.9419¢-10
0.8 | 6.20644e-04 | 6.64913e-05 3.735e-07 | 7.1146e-10
1.0 | 1.192234e-03 | 1.20371e-4 6.368e-07 | 2.6861e-08
Bernoulli Kollokasyon Yontemi Bernstein Polinomsal Yaklagimi
(Tohidi vd. 2013) (Javadi vd. 2016)
ti | N=5 N =38 N=5 N =28
0 (0 0 9.17e-07 3.45e-11
0.2 | 3.69e-07 S.11e-11 6.15e-08 6.78e-11
0.4 | 2.37e-06 2.50e-10 7.16e-07 3.31e-10
0.6 | 5.96e-06 5.94e-10 7.16e-07 8.43e-10
0.8 | 3.48e-05 7.11e-10 2.82e-06 1.54e-09
1.0 | 2.03e-04 2.68e-08 3.84e-06 2.49e-09

106




BULGULAR VE TARTISMA O. KARAAGACLI

Cizelge 4.16, sunulan yontem ile elde edilen tahmini mutlak hata |ey i (t)|, iyilestiril-

mig ¢oziimlerin mutlak hata |Ey i (t)| degerleri karsilastirilmistir.

Cizelge 4.16. Ornek 4.11°deki problem icin sunulan yoéntem ile N ve K nin farkli

degerleri icin elde edilen tahmini hata ve iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata

degerlerinin karsilagtiriimasi

t;

les,7(t:)]

less(ti)

les 10(t:)]

le10.12(:)]

0

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0

4.2747e-10
3.2822e-09
8.1711e-09
1.6244e-08
3.1300e-08

0

9.6263e-12
3.2188e-11
7.7473e-11
6.1001e-11
3.7345e-10

0

3.2743e-13
1.7071e-12
4.1719e-12
7.1200e-12
8.0693e-12

0

1.9048e-15
9.8477e-15
2.3994e-14
4.1495e-14
5.0615e-14

t;

| Es 7(t3)]

| Es ()]

| Es.10(t:)]

| Ero12(t:)]

0

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0

4.3968e-10
2.3053e-09
5.6298e-09
9.4942¢-09
9.5634e-09

0

4.7283e-11
2.4701e-10
6.0296e-10
1.0274e-09
1.1608e-09

0

3.7076e-13
1.9252e-12
4.6943e-12
8.0725e-12
9.5703e-12

0

1.8838e-15
9.9521e-15
2.4243e-14
4.1791e-14
5.1133e-14

Sekil 4.37°de, N = 5 icin hesaplanan gercek hata degerleri ile K = 7, 8 ve 9 icin
elde edilen tahmini mutlak hata degerleri karsilastirilmistir. Sekil 4.38°de, N = 5 icin
elde edilen gercek hata degerleri ile K = 7, 8 ve 9 kullanilarak hesaplanan iyilestirilmis

coziimlerin mutlak hata degerleri karsilastirilnugstir.
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Sekil 4.37. Ornek 4.11°deki problem icin sunulan yontem ile N = 5 ve K nin farkli

degerleri icin elde edilen gercek hata ile tahmini mutlak hatalarinin kargilastiriimasi

-7
10
—5— et

—#—IE, (1)l
—&— B, 4]
—— B )

108 = e

02 0.3 04 0.5 06 0.7 0.8 09 1

Sekil 4.38. Ornek 4.11°deki problem icin sunulan yoéntem ile N = 5 ve K 'nin farkli
degerleri icin elde edilen gercek hata ile iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hatalarinin

karsilastiriimasi

Sekil 4.39’da farkli N degerleriicin [0, 2] araliginda elde edilen mutlak hata degerleri

grafikte gosterilmistir.
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Sekil 4.39. Ornek 4.11°deki problem icin sunulan yéntem ile farkli N degerleri igin [0, 2]

araliginda elde edilen mutlak hatalarin karsilagtiriimasi

Sekil 4.40, [0, 2] araliginda, N = 5 icin elde edilen gercek hata degerleri ile K = T,
8 ve 9 icin hesaplanan tahmini mutlak hata degerleri arasindaki karsilastirmayi sunmak-

tadrr.

-4
10
—e—le, (]

—#— e (bl

——|e, (1)
e leg U D

12 14 16 18 2

Sekil 4.40. Ornek 4.11°deki problem igin sunulan yontem ile N = 5 ve K nin farkli

degerleri i¢in [0, 2] aralifinda elde edilen gercek hata ile tahmini mutlak hatalarinin

karsilagtirilmasi
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[0, 2] araliginda, N = 5 icin elde edilen gercek hata degerleri ile K = 7, 8 ve 9 kul-
lanilarak hesaplanan iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerleri Sekil 4.41°de karsti-

lastirtlnustir.

—e— e, ]
—#— [E (0]
—&— B, 4]
— I, )

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Sekil 4.41. Ornek 4.11°deki problem icin sunulan yoéntem ile N = 5 ve K 'nin farkli
degerleri icin [0, 2] araliginda elde edilen gergek hata ile iyilestirilmis ¢ziimlerin mutlak

hatalarinin kargilastirilmasi

Sekil 4.42°de farkly N degerleri i¢in [0, 5] araliginda elde edilen mutlak hata degerleri

grafikte gosterilmistir.
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Sekil 4.42. Ornek 4.11°deki problem icin sunulan yéntem ile farkli N' degerleri igin [0, 5]

araliginda elde edilen mutlak hatalarin karsilagtiriimasi

[0, 5] araliginda, N = 5 igin hesaplanan gercek hata degerleri ile K =7, 8 ve 9 icin

elde edilen tahmini mutlak hata degerleri Sekil 4.43’te karsilastirilmistir.

—e—Ie, )]

—#— e (bl
1071 [ g 4
fo, o)

102

1079

100

0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Sekil 4.43. Ornek 4.11°deki problem icin sunulan yontem ile N = 5 ve K 'nin farkli
degerleri i¢in [0, 5] aralifinda elde edilen gercek hata ile tahmini mutlak hatalarinin

karsilagtirilmasi

Sekil 4.44, [0,5] araliginda N = 5, K = 7, 8 ve 9 degerleri i¢cin elde edilen iyilesti-

rilmis coziimlerin mutlak hata degerleri ile gercek hata degerlerini karsilastirmaktadir.
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Sekil 4.44. Ornek 4.11°deki problem igin sunulan yontem ile N = 5 icin elde edilen
gercek hata ve K ’nin farkli degerleri i¢in [0, 5] araliginda elde edilen iyilestirilmis

¢Ozlimlerin mutlak hatalarinin karsilagtirilmasi

Ornek 4.12.
1\? 9
y'(t) = —y/(t —0.1) + 2ty(t — 0.2) + 2t — 2t (t — g) + = 0<t<1 (4.109)

ikinci mertebe pantograf denkleminin yaklagik ¢éziimii y(0) = 0, y'(0) = 0 baslangi¢
kosullart ve y(t) = t* tam ¢oziimii ile birlikte ele alinacaknr. Problemde, Py (t) = 2t,
Poi(t) =1, X0 = L, foo = —0.2, A1 = 1, fu = —0.1, f(t) = 2t —2t(t —1/5)*+9/5rir.
N = 1igin y"(t) ifadesi kesilmis Hermite serisi formunda yazilir:

1
y'(t) = anHy(t). (4.110)

n=0
N = 1 i¢in kollokasyon noktalar: tespit edilir. 0 < t < 1 oldugundan b = 1 ve

s =0,1 olurve
{to - 0, tl - 1}

kollokasyon noktalar elde edilir. (4.67) bagintisindan yararlanilarak temel matris denk-

lemi
{TD" — P;T\TB;R(1, -0.1)D" — Py T;TB;R(1,-02)D"} A =G
biciminde olusturulur. Bu denklemde kullanilan matrisler
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10 10 “1/10 0 1/25 0
D= ) T = ’ Tl = ’ TQ =
0 2 11 0 9/10 0 16/25
3/4 0 3/4 0 10 1/2 0
PUO = ) PIO = ) Bl = ) B2 = ’
0 3/4 0 3/4 0 1/2 0 1/2
1 —1/5
R(/\(]Ou 600) = R(17 _02> - )
0 1
1 —1/10 9/5
R()\Ol,ﬁ()l) - R(l, —01) == 5 G = F =
0 1 63/25
dir. Sistem coziilerek W matrisi
9/10  1/50

63/50 956/375

olarak bulunur. [W; G| genigletilmis matrisi

9/10  1/50 ; 9/5
(W; G| =
63/50 956/375 ; 63/25

biciminde yazilir ve gerekli islemler yapilarak

A =
0

Hermite katsayilar matrisi bulunur. A matrisi (4.59)’da yerine yazilarak problemin tam

coziimii olan y = t* ¢éziimiine ulasilmis olur.
Ornek 4.13.
y"(t) = —y'(0.4t—0.1)+y(t—0.3) +cos(0.4t —0.1) —sin(t—0.3), 0<t <1 (4.111)

ikinci mertebe pantograf diferansiyel denkleminin y(0) = 0, y'(0) = 1 baslangi¢
kosullar: altinda yaklagsik ¢dziimii arastirilacaktir. Problemde, Pyy(t) = 1, Py (t) = —1,
Xoo = 1, Boo = —0.3, Ao1 = 0.4, Bo1 = —0.1, f(t) = cos(0.4t — 0.1) — sin(t — 0.3)dir.
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Problemin tam ¢éziimii y(t) = sin(t)’dir N = 3 icin yaklasik ¢éziim aranacaktir. Ilk

olarak, y" (t) terimi kesilmis Hermite serisi formunda yazilir:

0 <t<larahigindab=1ve N =3 icins=0,1,2,3diir N = 3 icin kollokasyon

noktalart asagidaki gibi elde edilir:

{tozo, t1:3

2

37

1
5 t2

(4.67) bagintisindan yararlanilarak temel matris denklemi

-1

{TD" — Py T;TB;R(0.4,—0.1)D" — Py TsTB,R(1,-0.3)D" } A = G

biciminde olusturulur. Bu denklemde kullanilan matrisler

0 0
0 2 0
D=
-2 0 4
0 —-12 0
~1/10 0 0 0
0 1/30 0 0
T, =
0 0 1/6 0
0 0 0 3/10
1 000
01 00
POO_
0010
00 01
1 0 0
01/2 0 0
Bl -
0 1/3 0
0 0 1/4

co O o O

1 0 0 0
o 113 19 12
’ 1 2/3 4/9 8/27|
11 1 1
9/100 0 0 0
0 1/900 0 0
T, =
0 0 121/900 0
0 0 0 49/100
1.0 0 0
0 -1 0 0
POI_ )
0 0 -1 0
0 0 0 -1
12 0 0 0
0 1/6 0 0
B2: )
0 0 1/12 0
0 0 0 1/20
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1 —3/10 9/100 —27/1000
0 1 =3/5 27/100
R (oo, Boo) = R(1,-0.3) = ;
0 0 1 ~9/10
0 0 0 1

~1/10 1/100 —1/1000
2/5 —2/25  3/250

1

0
R(Mo1, Bo1) = R(0.4,—-0.1) =
0 0  4/25 -6/125
0

0 0 8/125
1648/1277 —118/12453
522/817 —215/656
F — 9 G —
101/10898 —835/1338
—2289/4316 —1532/1845

olarak yazilmaktadir. Matris islemleri yapilarak, W matrisi

| 171/200 47/1000 —8651/5000 —6787/25000
1859/1800 53887/81000 —1969343/1215000 —22426681/6075000
1979/1800 109747/81000 —515993/1215000 —34967861/6075000

I 211/200 6131/3000 27937/15000 —106887/25000

olarak elde edilir. [W; G| genisletilmis matrisi

171/200 47/1000 —8651/5000 —6787/25000 ; —118/12453
1859/1800 53837/81000 —1969343/1215000 —22426681,/6075000 ; —215/656
1979,/1800 109747,/81000 —515993/1215000 —34967861/6075000 ; —835/1338

211/200  6131/3000 27937/15000 —106887/25000 ; —1532/1845

)

(W; G| =

dir. A = WG islemi yapilarak katsayilar matrisi

[ 208/1919 |
—931/1978
61,1390
| 160/10601 |

seklinde hesaplanmis olur. (4.59)’da yerine konularak yaklasik ¢oziime ulasiin N = 3

icin swrastyla, yaklasik ¢oziim, hata fonksiyonu, K = 5 icin tahmini hata fonksiyonu ile
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iyilestirilmis coziimlerin hata fonksiyonlar: asagidaki gibi elde edilmistir:

ys3(t) = 7.193215745891379¢ — 03t° + 1.549613152965645¢ — 03t
—1.673297371909519¢ — 01¢% + 3.499482822511002¢~05¢2 + t,

es(t) = sin(t) — t — 3.499482822511002¢ — 05¢> + 1.673297371909519¢ — 01¢3
—1.549613152965645¢ — 03t* — 7.193215745891379¢ — 03¢°,

e3s(t) = —1.723188099806454¢ — 04t” — 5.534231937785477¢ — 05¢°
+1.190460287119906¢ — 03t5 — 1.572688857006777¢ — 03t*
+6.682316068551686e — 04> — 3.544535563548970e — 05¢2,

Es5(t) = sin(t) — t + 4.505247103796760e — 07t? + 1.666615055840967¢ — 01¢3
+2.307570404113182¢ — 05t* — 8.383676033011284¢ — 03t°
+5.534231937785477e — 05t5 + 1.723188099806454¢ — 041,

Sekil 4.45’te, problemin tam ¢oziimii olan sin(t) ve N = 3, 5, 7, 9 icin elde edilen

yaklagsik ¢oziim degerlerinin karsilastirmalar grafik vizerinde sunulmugtur.

0a| & TamGozim|
—
— ¥t

¥, ()
— ()

0.7

0.6

05

03

n.2a . . . . . . .
02 0.3 04 0.5 06 0.7 0.8 09 1

Sekil 4.45. Ornek 4.13’teki problem i¢in elde edilen yaklasik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

kargilastirilmast

, tahmini mutlak hata

Cizelge 4.17, sunulan yontem ile elde edilen gercek hata |ex (t)

len .k (t)|, iyilestirilmis ¢coziimlerin mutlak hata |Ey k (t)| degerlerini karsilastirilmistir:
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Cizelge 4.17. Ornek 4.13’teki problem icin sunulan yéntem ile IV ve K nin farkli
degerleri icin elde edilen gercek hata, tahmini hata ve iyilestirilmis ¢coziimlerin mutlak

hata degerlerinin karsilagtirilmasi

t;

lea(ti)]

les(ti)]

ez (t:)]

leo(t:)]

0

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0

1.7877e-06
5.8175e-06
1.2924e-05
1.4725e-05
2.2898e-05

0

7.5322e-10
1.6551e-09
2.6291e-09
4.4727e-09
1.7198e-09

0

4.8702e-11
1.1912e-10
1.8234e-10
2.3692e-10
2.8409e-10

0

5.8009e-15
8.0436e-14
5.3945e-12
1.2391e-10
1.4228e-09

t;

les5(ti)]

les,7(t:)]

le7,0(t:)]

leg 11(t:)]

0

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0

1.7869e-06
8.5160e-06
2.2922e-05
1.4721e-05
2.2897e-05

0

8.0192e-10
1.7743e-09
2.8114e-09
4.0790e-09
1.9991e-09

0

4.8988e-11
1.1918e-10
1.8338e-10
2.3826e-10
2.8568e-10

0

4.5426e-15
7.7731e-14
5.3902e-12
1.2391e-10
1.4228e-09

t;

| Bs5(t3)]

| Es,7(t3)]

| Ero(ts)]

|Eg.11(t:)]

0

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0

7.5322e-10
1.6551e-09
2.6291e-09
4.4727e-09
1.7198e-09

0

4.8703e-11
1.1912e-10
1.8230e-10
2.3633e-10
2.7937e-10

0

2.8566e-13
6.8079¢-13
1.0358e-12
1.3384e-12
1.5928e-12

0

1.2768e-15
2.7000e-15
2.2744e-15
5.1625e-15
7.7716e-16

Sekil 4.46’da, N = 3 icin hesaplanan gercek hata degerleri ile K = 5, 6 ve 7 icin

elde edilen tahmini mutlak hata degerleri karsilastirilmistir.
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—S—le, (0

—#—le, bl
—2—le, (0
le olth

106 ; : : : ' : :
02 03 0.4 05 0.6 07 08 09 1
Sekil 4.46. Ornek 4.13’teki problem icin sunulan yéntem ile N = 3 ve K ’nin farkli

degerleri icin elde edilen gercek hata ile tahmini mutlak hatalarinin kargilastiriimasi

Sekil 4.47°de, N = 3 icin elde edilen gercek hata degerleriile K =5, 7, 9icin hesap-
lanan iyilestirilmis ¢coziimlere ait mutlak hata degerleri karsilastirilmistir. Karsilastirma
sonucunda, iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hata degerlerinin gercek hata degerlerinden

daha diigiik oldugu anlasilmaktadtr.

104 T T T
//9/#/49* 5 ———oa—9
10°8T
al i
10 *______*___* B
 sags=me 7 —%
E I
-ﬂe’w r d £
1010, & 1
1012 ____________._—————“ 1
= —&— e, (1)l
——|E, (1)
1014+ —&—|E, (N
_lEs.g[t}l
02 0.3 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 4.47. Ornek 4.13’teki problem igin sunulan yontem ile N = 3 ve K ’nin farkli
degerleri icin elde edilen gercek hata ile iyilestirilmis ¢oziimlerin mutlak hatalarinin

karsilagtirilmasi
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5. SONUCLAR

Bu tezde, gecikmeli diferansiyel denklemler sinifindan olan multi-pantograph dife-
ransiyel denklemleri, neutral diferansiyel denklemleri, birinci mertebeden pantograph
diferansiyel denklemleri ve genellestirilmis pantograph diferansiyel denklemlerinin ¢6-
ziimleri i¢in Hermite polinomlarinin kullanildig: integrale dayali bir kollokasyon yontemi
geligtirilmigtir. Yontemin nasil uygulanacag: tanmitilmistir. Rezidiiel fonksiyon kullanila-
rak hata tahmini teknigi uygulanmis ve ¢oziimlerdeki gercek ile tahmini hatalar tespit
edilmigtir. Bu tahmini hatalar yardimiyla ¢éziimler iyilestirilmis ve iyilestirilmis ¢6ziim-
lerin hata degerleri hesaplanmugtir. Yontemin dogrulugunu ve uygulanabilirligini goster-
mek amaciyla niimerik 6rneklere yer verilmis, elde edilen sonuglar detayli bir sekilde
incelenmistir. Niimerik orneklerden elde edilen bulgular, /N yaklasimin kesme sinir1 ar-
tirlldiginda yaklasik ¢oziimlerin tam ¢oziime daha da yaklastigini ve hata degerlerinin
azaldigim1 gostermektedir. Ancak, kesme sinirinin asiri artirilmasi durumunda bilgisayar
islem yiikiiniin artacag1 ve hesaplama hatalarinin biiyiiyebilecegi de g6z oniinde bulundu-
rulmalidir. Problemlerin y(¢) tam ¢oziimleri polinom oldugunda, yontemin kesme sinirt
N > deg(y(t)) secildiginde tam ¢oziime ulagilabilecegi anlagilmaktadir. Sunulan yonte-
min basarisint degerlendirmek icin, elde edilen sonuglar literatiirdeki mevcut yontemlerle
kargilastirllmis ve karsilastirmalar cizelgeler aracilifiyla sunulmustur. Cizelgelerin ince-
lenmesi sonucunda, onerilen yontemin literatiirdeki diger yontemlere kiyasla daha etkin
sonuglar iirettigi, tam ¢o6ziime daha yakin degerler sagladigi ve hata degerlerinin daha dii-
siik oldugu gozlemlenmektedir. Yontemdeki yaklasik ¢oziimler, Matlab bilgisayar progra-
minda calistirilan kodlar yardimiyla hesaplanmistir. Bu yontemin farkli tiirde diferansiyel
denklem sistemlerine de uyarlanabilecegi ve bu sayede benzer matematiksel problemlere

¢Oziim sunabilecegi ongoriilmektedir.
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