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OZET
NEVANLINNA TEORIiSi VE UYGULAMALARI
BECIT, Aysegiil
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Yoneticisi: Dog. Dr. Mehmet ACIKGOZ

Temmuz 2017, 98 sayfa

Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde tezin diger bdoliimlerine temel olusturacak tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

Ikinci bdliim tiimiiyle Nevanlinna teorisine bir giristir. Pozitif logaritma
tanimi1 verilip bununla ilgili esitsizlikler gosterilmistir. Meromorf fonksiyonlarmn sifir
ve kutup yerleriyle ilgili gosterimler verilmis ve bu gosterimlerden yararlanilarak

meromorf fonksiyonun karakteristigi tanimlanmistir. Nevanlinna teoremi i¢in temel
olusturan birinci ve ikinci esas teoremler ispatlanip, f (Z)=0(1) gosteriminin

anlami verilmistir. Tam ve meromorf fonksiyonlarin mertebe ve tip tanimlari
belirtilip siiflandirmalar1 yapilmis olup, son olarak Nevanlinna’nin ikinci temel

teoremi gosterilmistir.

Ugiincii boliimde ilk olarak, sonlu logaritmik mertebe ile artan fonksiyonlar

icin karakteristik bir integral gelistirildi. Bu asamada, bir f meromorfik fonksiyonu

ve bu fonksiyonun karakteristik ifadesi olan T’ (l’ f ) nin logaritmik mertebeyle ilgili

bazi 6zellikleri verildi. Yaklagik logaritmik mertebe ve yakinsaklik logaritmik {ist
tanimlar1 belirtilmis olup, devaminda sonlu ¢ift-logaritmik mertebeyle ilgili tanimlar

ve teoremler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Meromorf fonksiyonlar, sifir ve kutup yerleri, Poisson-Jensen
formiilii, pozitif logaritma, sonlu logaritmik mertebe, yaklasik logaritmik mertebe,

sonlu ¢ift-logaritmik mertebe.



ABSTRACT
NEVANLINNA THEORY AND ITS APPLICATIONS
BECIT, Aysegiil
M. Sc. Thesis, Mathematics Department
Adviser: Associate Professor Mehmet ACIKGOZ
July 2017, 98 pages

This thesis consist of three chapters.

In first chapter, we give definitions and theorems which compose a basic for

next chapters.

In second chapter, the second part is introduction an entry into the
Nevanlinna theory. A positive logarithm definition is given and the inequalities
associated with it are proved. Notations of the zero and pole points of the
meromorphic functions are given, and the characteristics of the meromorphic
functions are described by using these notations. The first and second principal

theorems that form the basis for the Nevanlinna Theorem have been proved and the
meaning of f(z) = 0(1) has been given. The order and type definitions of entire

and meromorph functions are indicated and classified. Finally, Nevanlinna’s second
basic theorem is proved.
In the third chapter, a characteristic integral is developed for the functions

increasing with the finite logarithmic order. Subsequently, some properties of a
meromorphic function and the characteristic expression T(l’ f ) of the function are

given, and the approximate logarithmic order and convergence logarithmic exponent
definitions are denoted. In the continuation of this section, we are interested in the
finite double-logarithmic order.

Key Words: Meromorph functions, zero and pole points, Poisson-Jensen formula,
positive logarithmic, finite logarithmic order, approximate logarithmic order, finite

double-logarithmic order.
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BOLUM 1

GIRIS

Rolf Nevanlinna’nin 1920-1925 yillar1 arasinda yaptigi ¢alisma deger dagilim
teorisinde oldukca Onemlidir. Bu teori meromorf fonksiyonlarin kutup ve sifir
yerleriyle ilgilenmistir. R. Nevanlinna tarafindan tanimlanan karakteristik
fonksiyonun uygulamasi oldukca genistir. Son zamanlarda, bircok matematik¢i bu
kuramdan yararlanarak matematigin dali olan projektif geometri, uygulamali
matematik ve kompleks analizde bununla ilgili c¢alisma yapmuistir. Buradan,
Nevanlinna teoresiyle baglantis1 olan konular1 yani, yaklasik mertebe, sonlu

logaritmik mertebe, sonlu ¢ift-logaritmik mertebe gibi ifadeler incelenecektir.

1.1 On Bilgiler

Bu boliimdeki tanim ve teoremler [1], [2], [3] ve [4] nolu kaynaklardan yararlanarak
yazilmistir.

Tanim 1.1.1: £, X, m delinmis komsulugunda tanimli olsun ve bir L sayisi
verilsin. Eger herhangi bir &>0 igin 0<|x—x0|<5 oldugunda |f(x)—L|<g
olacak bi¢cimde bir 6 >0 varsa f nin x, daki limiti L dir denir.

Tanim 1.1.2: ZCk(x—a)k =c,+¢ (x—a)+...+cn(x—a)” +...
k=0

seklindeki bir seriye kuvvet serisi denir. Buradaki C; sayilarina serinin katsayilari

adi verilir [1]. Ozel olarak ¢ =0 alinirsa,

o0

k _ n
Yoxt =cptext. e )+
k=0

elde edilir.



Tanmm 1.1.3: 7, [a,b] kapali araliginda taniml1 bir fonksiyon ve y € (a,b) olsun.

Eger

limiti varsa f fonksiyonuna x noktasinda tiirevlenebilir fonksiyon denir.

Tanmm 1.1.4: 5 fonksiyonu ¢ noktasim ihtiva eden bir aralikta her mertebeden

tirevlenebilir olsun. Bu durumda

w (k)
> ! kga) (x—ay

serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen Taylor serisi ad1 verilir [1].

Tamm 1.1.5: Her a,h e R igin,

o] <[+ &< al+}o
olarak ifade edilen esitsizlige licgen esitsizligi denir [1].
Tanim 1.1.6: Bir 7, € C noktasinin & — komsulugu

D(zy.8)={z:]z—2| <&}

olarak tanimlanan kiimedir. Buradaki Z, noktasina komsulugun merkezi, &

sayisina ise komsulugun yarigcapi denir. Bir D(Zo,é‘ ) komsulugu verildiginde,

kiimesine Z, noktasmnin delinmis (delikli) komsulugu denir [2].



Tanmm 1.1.7: Bir W=f(Z) fonksiyonu Z, noktasmin D(Zo,r)—{zo} delinmis

komsulugunda analitik fakat Z, da analitik degilse f, Z, da bir ayrik aykiri

noktaya sahiptir denir.

Tanmm 1.1.8: Eger w= f(z) fonksiyonunun bir z, noktasinda ayrik aykirilig:
varsa, bu noktanin delinmis bir A={z: S <|Z—ZO| <Sz} komsulugunda f

fonksiyonunun,
f(2)=2a,(z=z)"

acilimi vardir. Bu agilima Laurent serisi denir ve

0 . 0 a,
f(z)= ;an(z—zo) +;—(Z_Z0)n

seklinde yazilir.

Tanmm 1.1.9: 7, f fonksiyonunun ayrik aykiri noktasi olsun. Eger f nin Laurent
aciliminda a_, katsayilarindan sonlu tanesi hari¢ digerlerinin tiimii sifira esitse z,,
f fonksiyonunun bir kutup (pole) noktasidir denir. Eger k, a_, # 0 6zelligindeki en
biiyiik say1ise z,, f nin k. mertebeden kutup noktasidir denir. Ornegin;

1
f(Z) =— i¢in z =0 bir kutuptur [2].
Z

2

Uyan 1.1.1: f, z, noktasinda k. mertebeden kutba sahiptir <

f(2)=Da,(z-z)"+ s S .
m=0 (Z

k k—1
-z,) (z2—2zy) 2—2,

fonksiyonuna, f nin z, noktasindaki esas kismi denir.



Tanmm 1.1.10: Bir f karmasik fonksiyonu z, noktasinin belli bir D(Zo,g)

komsulugundaki biitiin noktalarda differansiyellenebiliyorsa f, z, noktasinda

analitiktir, denir.

Tanmmm 1.1.11: f fonksiyonu bir B bdlgesinde analitik ve z,e€B olsun. gz,

noktasmin f nin k. mertebeden sifir yeri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

F(z)=f"(z)=- = (2)=f""(z)=0, £“(z,)=0
olmasidir.

Teorem 1.1.12: f nin z, noktasmnin bir komsulugunda analitik ve z, da k.
mertebeden sifir yeri olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul g(ZO) =0 ve g, z, da

analitik bir fonksiyon olmak tizere, z, 1n bir komsulugundan
f(2)=(z-2)"g(z)

seklinde yazilabilmesidir.

Tanm 1.1.13: ¢ :[a,b] — C taniml bir fonksiyon olsun.

b

[a(r)ar

a

b

Sﬂg(z‘)‘dt

a

olacak sekilde bir esitsizlik vardir.

Tamm 1.1.14: B, R’ de bir bolge ve u:B—R ikinci kerteden siirekli kismi

turevlere sahip bir fonksiyon olsun.

_u Fu_

Vzu—¥+8y2 =0

esitligi varsa u, B de bir harmonik fonksiyondur denir. Burada V’u =0 denklemine

Laplace denklemi denir.



Ornek 1.1.1: u (x, y) =x"—y*+2x olsun. Burada biitiin z e C noktalar1 icin,
u,=2x+2 u, =2 ve u,=-2y u, =-2

u,+u, =0

yani u, C diizlemde harmonik bir fonksiyondur [2].
Tanimm 1.1.15: u bir B bolgesinde harmonik olsun. Eger B bdlgesindeki bir V

harmonik fonksiyonu i¢cin f =u+iv, B bdlgesinde analitik ise v ye u nun

harmonik eslenigi (conjugate) denir.
Tamm 1.1.16:  f fonksiyonu bir B bodlgesindeki aykiriliklar1 sadece kutup

noktalariise f ye B bolgesinde bir meromorf fonksiyon denir [2].

Tamim 1.1.17: Bir f fonksiyonu C diizleminin tiim noktalarinda analitikse, f ye

tam (entire) fonksiyon denir.

Tanmm 1.1.18: f karmasik fonksiyonu, bir z, noktasmm her komsulugundaki baz1

noktalarda analitik fakat z, da analitik degilse f fonksiyonunun z, da aykirilig1 var

denir.

Tanmm 1.1.19: f, B bolgesinde analitik bir fonksiyon ve z,, B bdlgesinde bir

nokta olsun. Eger f '(ZO) #0 ise f fonksiyonu z, noktasinda konformdur, denir.

+b
Tamm 1.1.20: a,b,c,d €eC ve ad —bc#0 olmak lizere, W = az

bi¢ciminde
cz+d

tanimlanmis fonksiyona homografik fonksiyon denir.
Tanim 1.1.21: Tamim araligi i¢indeki her x elemani igin f (x) <U olacak sekilde

bir U eR varsa, f (x) fonksiyonuna bu aralik i¢inde iistten sinirli denir. Burada

U € R sayisina da iist sinir ad1 verilir.



Tamm 1.1.22: Tanim araligi i¢indeki her x elemani igin f (x) > A olacak sekilde

bir AeR varsa, f (x) fonksiyonuna bu aralik iginde alttan sinirhidir denir. AeR

sayisma ise alt smir denir. Ote yandan bu aralik igindeki her x elemani igin
ALf (x)S U olacak sekilde A, U e R varsa, f (x) fonksiyonuna sinirli fonksiyon

veya alttan ve iistten siirhidir denir.

Tamm 1.1.23: ( fn) dizisi Atizerinde f fonksiyonuna diizglin yakinsaktr <

Ve>0 igin 3n, dyle ki Vn>n, ve Vxe A icin |f, (x)— f (x)| <& [1].

Teorem 1.1.24: y:[a,b]—> A bir egri ve (f,) ise 7([a,b]) iizerinde tanimli,

siirekli fonksiyonlarn y([a,b]) tizerinde f ye diizgiin yakinsayan bir dizisi olsun.

Bu durumda;

(1) I f,— _[ f (7 lizerinde)

(i) g, dizileri y fizerinde siirekli olsun. »' g, (z), » tzerinde diizgiin

n=1

yakinsiyorsa,

Ii(g,, (z))dz = ij g, (z)dz

n=1 n=1

esitlikleri vardir.

Tanim 1.1.25: (a,b] tizerinde tanimli, negatif olmayan, integrallenebilen f ve g

fonksiyonlar1 i¢in a tek sonsuz siireksizlik noktasi ve

olsun.

b b
(i) 0<y <o ise If (x)dx ile J.g (x)dx aymi karakterdedir.

a

6



b b
(i) y =0 ve jg (x)dx yakmsak ise I f(x)dx yakmsaktir.

a
b

b
(ii) y =0 ve Ig (x)dx waksak ise If (x)dx waksaktr.

a

Tanim 1.1.26: AcR ve a<R olsun. a noktasinin her §-komsulugunda A
kiimesinin a dan farkli en az bir eleman1 varsa bu a noktasina A kiimesinin bir

yigilma noktasi denir [1].

Ornek 1.1.2: A= {l :neN } kiimesinin y1gilma noktasini incelersek;
n

A= {l neN } kiimesinin y1g1lma noktas1 sifirdir.

Tamm 1.1.27: Bir A kiimesinin en sagda olan yigilma noktasma iist limit veya
limit siiperiyor denir ve limsup A veya limA seklinde gosterilir. Benzer sekilde, A
kiimesinin en solda olan yigilma noktasma alt limit veya limit inferiyor denir.

liminf A veya limA ile gosterilir [1].

Teorem 1.1.28: J f(x)dx yakmsaktr & Ve>0 i¢in 3z, =1,(e) Oyle ki

Vi, >, >1, bagntisini saglayan her ¢, z, i¢in

<&

]2. f(x)dx

dir. Baska bir yazilisla

lim j f(x)dx=0

_[ f(x)dx yakinsaktir <

dir [1].



1.2. Nevanlinna kuramu ile ilgili genel tanimlar ve teoremler

R. Nevanlinna o6zellikle meromorf, yani sonlu karmasik diizlemde kutup
noktalarindan bagka tekil noktalar1 olmayan fonksiyonlarin karakteristik 6zellikleriyle

ilgilenmis, kendi adiyla anilan birinci ve ikinci esas teoremleri tanimlamagtur.

Ayrica, kutup ve sifir yerleriyle ilgili gosterimler belirtilmistir. Tam fonksiyonun
tanimindan sonra tam ve meromorf fonksiyonlarin mertebe ve tip tanimlar1 verilip
smiflandirmalar1 yapilmistir. Bu boliimle ilgili daha fazla bilgi i¢in [3] nolu kaynaktan

yararlanilabilir.

Tamm 1.2.1: f (z), |Z|SR dairesinde (0 < R <o) meromorf bir fonksiyon,

a,(i=1,2,...M), b,(j=12,..,N) sraile |z| <R dairesinde sifir ve kutup yerleri
olmak tizere z=re(0<r<R) ve f(z) # 0,0 ise

1 g i R —r’
log|f(Z)|=E !).log‘f(Re )‘ R*—2Rrcos(6—-Q)+r’ 42

(b)

J

Zlog

+Zlog
i=1

esitligine Poisson-Jensen formiilii denir.
Tamm 1.2.2: n(r,a), f(z)=a denkleminin |z|<r dairesindeki koklerinin
sayisini gostermektedir. n(t, f ) ve n(t,%j sirastyla f (Z) meromor{ fonksiyonun

|Z| <t dairesindeki kutuplarinin ve sifirlarinin mertebelerinin sayilar1 kadar sayilan

sayilarin1 gostermek lizere,



m(R,oo)zm(R,f)z%Ilog*|f|d®

1 1%, |1
m(R,0)=m| R,— |=— | log" |—|dD
f) 2ry f
ifadeleri Nevanlinna gosterimleri olarak bilinir.
1 1 1
Tanmm 1.2.3: T(R,f)=m(R,f)+N(R,f) ve T[R,;j:m(R,?j+N(R,7j

olmak tizere,
T(R,f)zT(R,%jHog‘f(O)‘

esitligindeki T(R, f ) gosterimi, f (Z) meromorf fonksiyonu karakteristigi olarak

adlandirilir.

Teorem 1.2.4: a karmasik bir sayi,

f(0)—a|#0,0 ise

T(R,fl ]:T(R,f)+0(1)

—a
esitligi bu kuramda Nevanlinna’nin birinci temel teoremi olarak geger.

Tamm 1.2.5: f (Z ) meromorf fonksiyonunun mertebesi

—1logT(R, f)
p=lim————=
R—x logR
olarak tanimlanir.
—T(R
¢ =1lim (R.f)
R—®© Rl’

ifadesi de f (Z) meromorf fonksiyonun tipidir.



Teorem 1.2.6: f(z),

Z| <R dairesinde sabit olmayan meromorf bir fonksiyon ve

a,,a,,...,a, degerleri farkli karmagik sayilari olsunlar. Bu halde,

1°

i

ém[R, — }LN(R,%}ST(RJ'HS(RJ)

m(R,f)+§m[R,f1 JSZT(R,f)—NI(R,f)+S(R,f)

i=1 —da

i

(¢g-1T(R,f) si[ ] _(R,f)—N(R,%j+S(R,f)

i=1 [

veya
d 1
(q—Z)T(R,f)SZN(R,EJ—Nl(R,f)+S(R,f)

dir.

1.3. Sonlu logaritmik mertebe

Bu boliimde bir f meromorfik fonksiyonu ve bu fonksiyonun karakteristik
ifadesi olan T'(r, f) nin sonlu logaritmik mertebeleriyle ilgili baz1 6zellikler ifade

edilecektir. Bu boliimde [4] nolu kaynaktan yararlanilmistir.

Tamm 1.3.1: § (r) , >0 icin tamimlanan pozitif artan bir fonksiyon olsun. Eger,

log S
limsup o8 ( r)
roo  loglogr

=1

ise S(r) fonksiyonunun sonlu logaritmik mertebesi A dir. Yukaridaki esitsizlik

sonsuz ise S (r) fonksiyonunun logaritmik mertebesi sonsuzdur.

10



Tamm 1.3.2: f(z), C diizleminde bir meromorf fonksiyon ise, bu f

fonksiyonunun logaritmik mertebesi onun karakteristik ifadesi olan, T(r, f ) nin

logaritmik mertebesidir.

Tanim 1.3.3: f(z) meromorf bir fonksiyon olsun. Her ae@z(Cu{oo} noktasi
f(z)=a denkleminin kokiidiir. f(z) fonksiyonunun a-noktalarmnmn bir dizisi
{zj(a)} olsun. Oyle ki rj(a)z‘zj(a)‘ oldugu durumda r,(a)<r,,(a) esitsizligi
vardrr. f (Z) fonksiyonunun a noktalarinin yakimnsaklik logaritmik tssi p,,, (a)

olup

. 1
Prog (@) =inf 42| >0, Z—ﬂ<oo
j ‘logrj(a)‘

dir.
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BOLUM 2

Bu boliimde Nevanlinna kurami i¢in bazi temel teoremler, tanimlar, sonuglar

verilmis olup gecen kavramlar i¢in daha detayli olarak [3] nolu kaynak incelenebilir.

[Ik olarak Poisson-Jensen formiilii verilip ispatlanacaktir. Bu formiil

Nevanlinna teoremi i¢in ¢ok onemli rol oynar.

2.1 Poisson-Jensen formiilii

Z| <R meromorf bir fonksiyon, f (Z) fonksiyonu |z| < R bolgesinde sirasiyla

f(z2),

sifir ve kutup yerleri a,( i=1,2,...M ), b;(j=1,2,...,N ) olsunlar.

z=re’(0<r<R) ve f(z)#0,

1 27 l_ R _2 M R(Z—a,-)
log‘f(z)‘ZE_([log‘f(Re@)‘ P 20 B) 7 d®+;log R a:
L R(z-b)
—;log R b2 (2.1.1)

ifadesine Poisson-Jensen formiilii denir.

Ispat: w=z icin u=0 olacak sekilde |u|<1 lizerine olan doniisiimii kullanalim.
Simdi
R(w-2z)

esitligini yazalim. Burada, W| =R ye |u| =1 karsilik gelir. (2.1.2) esitliginin her iki

tarafinin logaritmasi alinirsa,

12



logu =logR (w —z)—log(R* —zw)

elde edilir. Her iki tarafin turevi alirsa

du dw zdw (R2 —|z|2)dw
du_dw v _ 7 (2.1.3)
u w-z R -wZ (R -wZ)(w-z)

bulunur. Bu son esitligin her iki yani1 log f (w) ile carpilir ve |w| =R egrisi lizerinden

integrali alinirsa

(i)

R* —Zw)(w—z) e

1 logf(w)dw+ 1 J Zlog f(w) 1

dw= 1
2mi b, woz o 2mip, R-2w 2me=Rng(w)(

w‘:R w‘:R

yazilir. log f (z) |Z| < R bolgesinde analitik oldugu i¢in, Cauchy integral formiilii

geregince, esitligin birinci tarafindaki ilk integralin degeri log f (z), ikinci

integralin degeri sifir olur. Dolayisiyla,

(# i)

R? —Ew)(w—z)

log f (2) = —— [ 10gf(w)( dw (2.1.4)

7Tl ‘w‘:R

elde edilir. Buradaki ifadeler |w|=R, w=Re®, dw=iRe?dD ve z=re"

olduklarindan
(R* —zw)(w—2)=(R* —(re "Re”))(Re"” —re” )
=R (R —re'@? )(Re’@ —re” )
= R {R2 —2Rrcos(J—0)+ r2}
olur. Bu (2.1.4) esitliginde yerine yazilirsa,
R _2

B 1 2z .
logf(z) =5 _([ log‘f(Re )‘ = —2ch0s(9—®)+r2 dJ (2.1.5)

13



bulunur. £=0,1, 2, ... igin

log f (z) =log| f (z)l+i(arg f (z)+2kx)
oldugu (2.1.5) esitligi ile diisiiniiliir ve gergel kisimlar1 alinirsa

_ 1 T i R -7
log|f(z)|—gllog‘f(Re ) F 2Rrcos (6 0] 77 4 (2.1.6)

sonucu elde edilir. $imdi, f(z) fonksiyonunun meromorf oldugunu

e
EE

kabul edelim. Burada |w| <R bolgesinde f (w);tO,oo bigimindedir. Eger w = Re”

2.1.7)

F(w)=f (w)

ve |a| <R ise |w| =R ¢emberi lizerinde,

R(w a|

a)|_|wa| _|w-d _|w-adl
Rz—aw‘

=1

(ww aw‘ |w—c_l| ‘w—a |w—a|

yazilabileceginden, ‘F (W)‘ =| f (w)| olur. O halde, (2.1.5) esitliginde f yerine F

yazilirsa,

1% , R -7’
log F(w)=— | log F (Re™ dd 2.1.8
8 (W) 27[;[ 8 ( ¢ )R2—2chos(9—®)+ r’ ( )

olur. (2.1.7) esitliginin her iki yaninin logaritmasi alinirsa

log F (w) = log f (w Zlog{ (10 )} Zlog{ sz _a)}

i=1

elde edilir. log F’ (w) yerine (2.1.8) esitligindeki degeri yazilir ve w=z almirsa

14



1% , R* —r* < R(Z_a‘)
1 = — [log F(Re® dD+ ) logy———
ng(z) 27[}[ o8 ( ¢ )R2—2ch0s(t9—®)+i’2 +; Og{ R’ -az }

L

J

N R(z—b)
- — 77 2.1.
;log{ R b2 } (2.1.9)
bulunur. k= 0, 1,2 ,... i¢in
log f (z)=log| f (z)|+i(arg f (z)+2kx)

esitligi gbéz Oniine alinip, |z|=R cemberi iizerinde ‘ f (Z)‘=‘F (Z)‘ oldugu

diistiniiliirse, (2.1.9) esitliginin her iki tarafinin gercel kistmlarindan

17 ; R -7’ ¥ |R(z-a)
log|f(z)|=gz').log‘f(Re@)‘Rz_2chos(9_®)+r2 d@+;log —Z—Eliz
3 R(Z_b/)
—jZlong_—_jZ (2.1.10)

sonucu bulunur. Bu ifadeye Poisson-Jensen formiilii denir.

Eger f (Z ) fonksiyonunun |z| <R dairesinin i¢inde kutup ve sifir yerleri yoksa
(2.1.9) esitligi
R _ 2

1 27 .
1 =—11 Re™@ do
ng(z) 27r'(|). ng( ¢ )R2—2ch0s(6?—@)+r2

olarak yazilir. Bu esitlige Poisson formiilii denir.

Poisson Jensen formiiliiniin en énemli sonucu z=0 durumudur. z=0 iken z=re”

esitliginden r=0 olur. Boylece f (0)¢0 ,00 kabul edilirse (2.1.10) esitligi

I _Ly N a2+ log K~ $log X 2.1.11
og |f(0)|—g_([log‘f(Re )‘d +jz_;logm—;log— (2.1.11)
n e

|ai|
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bulunur. Buna da Jensen formiili denir. Burada, ai(i: L,2,..M ),

bj( Jj= 1,2,...,N) saytlart f (Z) fonksiyonunun |Z|<R bolgesindeki sirasiyla

sifirlar1 ve kutuplar1 olup, her kutup ve sifir mertebeleri sayilar1 kadar sayilarak

toplama girmistir.

Buraya kadar z=0 igin f (0)¢0 oldugunu kabul etmistik. Simdi ise z=0

noktasmm f (z) fonksiyonunun p . mertebeden bir sifir yeri oldugunu kabul edelim.

Bu halde F(z)= f(pz) igin F(0)#0 olur. Buradan f(z) fonksiyonunun Taylor
4

acilimi

f(z) =Az" +Ap+1z”+1 +...

f(z)

ZF

ise F(z)=A +A z+.. ve F(0)=A, olur. F (z)= esitliginin dnce mutlak

degeri alinip sonra logaritmaya gegilirse
log‘F(z)‘ =log| f(z)|- ploglz|

elde edilir. Yani log‘F(z)‘=log‘f(z)‘—plogR olur. z=0 i¢in F(0)=A, olup

log|F (0)| =log|A,| yazilabileceginden
log| A,|=log| £ (0)|- plog R

olarak bulunur. log| f (0)| yerine Jensen formiiliindeki esitligi yazilirsa
1 : YR & R
log‘Ap‘ = I log‘f(Re’@)‘d@+210g——210g——plogR
% Jj=1 ‘b‘ i=1 |ai|

sonucu elde edilir. Eger z=0 noktasi, f (Z) fonksiyonunun p. mertebeden bir

kutbu ise

A
f(z)=—2 +...+£+A0 +AZ+AZ +..
4
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yazilabilir. F (Z)= z".f(z) fonksiyonu, z=0 noktasinda sifirdan farkli ve kutbu

olmayan bir fonksiyondur. Buradan

A A
F(2)=27" —+ A Az
z’ Z

=A , +.+A 7T+ A+

yazilabileceginden F (0) =A

—p

ve ‘F(O)‘ =‘A_p‘ bulunur. Boylece,
log‘F(O)‘ =log‘A_p‘

yazilir. F (2)=2"f (Z) esitliginin her iki yaninin mutlak degeri alinip logaritmaya

gecilirse
log|F (z)| =log|f (z)|+ plog|Z]
veya

log‘F(z)‘ =log‘f(z)‘+plogR

elde edilir. z=0 i¢in,
log| f(0)|=1log| f(0)|+ plogR

olacagmdan log| f (0)| yerine Jensen formiiliindeki esitligi yazilirsa
log‘ ‘——Ilog‘f Re’g ‘d@+210g‘ ‘ Zlog +p10gR

sonucu bulunur.
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2.2 Pozitif logaritma ve karakteristik fonksiyonlar

x>0 i¢in,

, x|21

,0£|x|<1

log|x
log"x = max{log x, 0} = 0

ifadesine pozitif logaritma denir. Agikca, log” x ifadesi [0, OO) tizerinde negatif
e s : . : . o1

olmayan, siirekli bir fonksiyondur. Uygun bir sekilde logx=log x—log" — ve
X

1
|10g x|:10g+x+log+— olarak ifade edilebilir. Pozitif logaritmaya ait bazi dnemli
X

esitsizlikler verilip ispatlanacaktir.

L. Durum: i=12, ..., p i¢in g, sayilar pozitif sayilar olmak tizere,
log" (g, +a,) <log"(a,)+log"(a,)+log2
veya daha genel olarak,
log*(a, +a, +...+a,) < log”(a,)+1log" (a, )+...+log*(ap )+logp (2.2.1)
esitsizligi vardir.
Ispat: g, <a, oldugunu varsayalim. Bu durumda,
log(a, +a,) <log(a, +a,)=log2a, =log2+loga,

yazilabilir. Eger a, =1 ise pozitif logaritmanin tanimmdan loga, =log’a, ve

a,+a, >1 olup log( a,+a,)=log"(a, +a,) esitliginden
log"(a, +a,)<log" a, +log2

yazilabilecegi agiktir. Diger taraftan a, <1 ise a,+a,<2 ve log'a,=0 olup
Oyleyse
log" (4, +a,)<log"a, +1og2

18



esitsizligi yine saglanir. Esitsizligin ikinci yanina log“a, eklersek esitsizlik daha da

kuvvetlenir. Yani
log" (a, +a,)<log’a, +log"a, +log?2
sonucu bulunur. Genel hal i¢in benzer islemlerle ispat yapilabilir.
II. Durum: i=1, 2, ..., p i¢in g, sayilar1 pozitif sayilar olmak tlizere
log” (a1a2 ...ap) <log'a, +log’a, +...+log" p (2.2.2)
esitsizligi vardir.
Ispat: Analiz bilgilerinden

log(a,a,) =loga, +loga,

oldugu bilinir. Simdi @, <a, oldugunu varsayalim. Eger a, =1 ise, a, =1
olacagindan a,a, 21 olup pozitif logaritmanin tanimindan dolay1 loga, = log'q,

loga, =log*a, Ve log (a,a,)=log" (a,a,) olarak yazilabilir. Bu durumda,
log" (a,a,) =log*a, +log"a,

elde edilir. Eger a, <1 ise a,.a, <a, esitsizliginden,
log* (a,a,)<log" a,

elde edilir. Son esitsizligin ikinci yanma log"a, eklersek esitsizlik daha da

kuvvetleneceginden

log" (a,a,) <log*a, +log"a,

esitsizligi vardwr. Bu ise istenilen sonuctur. Genel hal i¢in ispat tliimevarim

yontemiyle yapilir.

Pozitif logaritmanin tanimi geregince, |f | >0 ise
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log|f|=log"|f|-log"

7
f

olacagi aciktir. Bu durumda,

1 Nz =L oot | £ (RN d - L Tloe L
zﬁllog‘f(Re )‘d@-zﬁ z[log f(Re?)ao 2ﬁ£log f(Re"@)d@
yazilir. Bu esitlik Jensen formiiliinde kullanilirsa
17, YR 1 Lt Y. R
Z!log |f|d@+;logw—g E[log F‘d@Jr;longrlog‘f(O)‘

olur. Buradaki integraller log*| f| ve log*

ifadelerinin ortalama degerleri olup

1 2 . r B .
gllog |f|d@=m(R,f)=m(R o)

1

2z
by !10g+

l‘d@ = m(R,lj =m(R,0)
f S

ile gosterilir. n(t, f ) ve n[t,%}, f (Z) meromorf fonksiyonunun |Z|<t dairesinde

sirayla kutup ve sifirlarinin mertebeleri sayilar1 kadar sayilan sayilarmi gostersin.
Buna gore
R

ZIOgm = mlogR—log|a1|—log|a2| —...—log
i=1 i

al‘ﬂ

=log R" —log|a,|-log|a,|-...~log|a,,|
= (log|a2| — log|a1|) + 2(log|a3| - 10g|a2|) +...

+(m—1)(log

a,|l—logla, )+m(logR—log|am|)
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m—1

(log|al+1| log|a|)+m(logR log|am|)

i=1

Zi “I*‘ dt dt
- \am\ !

olur. f (Z) fonksiyonunun |Z|St yaricapl dairesindeki sifirlarinin sayisi n(t,%j

olsun. Buna gore, n(t,%jzo iken 0<t<|a], n[t,%}zi iken |a,|<t<|a,,,|,

1 )
i=12,....m—1 ve n(t,;j =m durumunda iken |am| <t < R olur. Buradan,

R £ 1 )\dt
log— = |n|t,— |—
; Og|ai| '([n{ fj t

yazilir. Benzer olarak |z| <t yarigapl ¢ember i¢indeki kutuplarin sayisini n(t, f ) ile

gosterirsek

olur. Bunlar da

R

N(R,%)=N(R, f) = Zlog‘brj tf

Jj=1 0

ve
1) & R 1 \dt
= —_— = 1 —_ = - | —
N(R,0) N(R,fj Z] og|ai| I[n[t,f} t

isaretleriyle gosterilirse, daha Once belirtilen Jensen formiilii, gerekli ifadelerin

yerine yazilmasiyla
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m(R,f)+N(R, f) :m(R,%]+N(R,%J+log‘f(0)‘ (2.2.3)
seklini alir. Eger m(R, f)+N(R, f)=T(R,f) ve m(R,%j+N£R,lJ:T[R,l]

ile gosterilirse, (2.2.3) ifadesi
1
T(R.f)= T(R,?jﬂog\f(o)\

olur. Burada f (0) #0,0 olmahdir. T (R, f ) gOsterimine (Z) meromorf

fonksiyonunun karakteristigi denir.

a, sonlu bir say1 olsun.

1

f-a

d®=m(R,f1 j:m(R,a)

1271'

— |log*

27[;[ 8
ve

1

M R
glogm = N(R,f—j =N(R,a)

—a

ile gosterilir. Burada ¢, degerleri f —a=0 denkleminin kokleri gostermektedir.

Boylece, f —a fonksiyonunun karakteristigi,

T(R,a)=m(R,a)+N(R,a) :T(R, fl_aj

seklini alir. Burada, f (0)—a¢0,00 oldugu kabul edilecektir. Simdi de, pozitif

logaritmanm iki 6zelligini yazip ispat edelim.

L Durum: a,,a, ...,a, karmagik sayilarsa,
p p
log" [ [|a,| <D Jog" || (2.2.4)
i=1 i=1

esitsizligi vardur.
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Ispat : p=1 icin esitligin saglanacag agiktir.

p=2 i¢in log"|a,.a,|<log"|a, |+log"|a,| olacagmi gdstermeliyiz. Bunun igin

|a, |< | a,| oldugunu kabul edelim.
i. 0< |a1| < |a2| <1 olsun. Bu durumda |a1 .a2| = |a1|.|a2| <1 olacagindan,

pozitif logaritmanmn tanimi geregince, log’ |a1a2|=0 olur. |a1|<1 ve |a2|<1

esitliginden
log" |a,| =0 ve log"|a,|=0

olup

log" |a,a,| =log" |a,|+1og" ||
sonucu bulunur.

ii.  1<|q|<|a,| olsun. Bu durumda |a,a,|=|a||a,| > 1 olacag: agiktir. Oyleyse
pozitif logaritmanin tanimina gore
log" |a,a,| =log|a,a,|

yazilir. Ote yandan 1<l|a|<|a,| olup log"|a|=logla,| ve log"|a,|=log|a,|
log|a,a,| = log|a,|+10g|a,| esitsizliklerinden

log" |a,a,| =log" |a,|+1log" |a,|
sonucu bulunur.

iii. |a1|Sl olsun. Bu durumda|a1a2|=|a1||a2|£|a2| olacagi aciktir. Her iki

yanin pozitif logaritmasi alinirsa

log" |a,a,| <log" |a,|
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elde edilir. Son yazilan esitsizligin ikinci yanma log” |a1| degerini eklersek esitsizlik

daha da kuvvetleneceginden
log" |a,a,| <log" |a,|+1log" |a,|

seklinde bulunur. Sonug olarak, tiimevarim yontemiyle

P P
log" [ [|av|< > Jog"|a]
i=1 i=1

esitsizligini elde etmek kolaydir.

IL. Durum: q,,a,,..., a, karmasgik sayilar olmak iizere

log” <log" (p max |al.|) < ilog+ |a,|+1og p (2.2.5)

i=1

)4
Sa

i=1

esitsizligi vardir.

Ispat: p=1 i¢in yukaridaki esitsizligin dogrulugu asikardir. p=2 icin esitsizligin
dogrulugunu gosterelim. Bunun icin de |a1|é|a2| oldugunu kabul edelim. Ucgen
esitsizligine gore |a1+a2|S|a1|+|a2| yazilir ve |al|s|a2| oldugu diistiniiliirse

|a1 +a, | < 2|a2 | olur. Son esitsizligin her iki yaninin logaritmas1 alinirsa
10g|a, +a2| < log(‘a1 |+| aZD <log 2|a2| =log 2+10g|a2| (2.2.6)

seklinde bulunur. |a2| 21 oldugunu kabul edelim. 0< |a1| oldugundan |a,|+|a2| >1

olacagi aciktir. O halde pozitif logaritmanin tanimina gore
log(|a1| + |a2|) =log" (|a1| + |a2|) ve log |a2| =log” |a2|

yazilabilecegi gibi bu yukaridaki esitlikler (2.2.6) esitsizliginde yerine yazilir ve

log" |a, + a,| =log" (|a,| +|a,|) oldugu g6z 6niine alnirsa

log” |a1 + a2| <log2+log" |a2|
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seklinde bulunur. Simdi de 0<|q|<|a,|<1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
|a1 +a2|S|a1|+|a2|<1+1= 2 yani |al +a2|< 2 olur. |a2|<1 oldugundan, pozitif

logaritma tanimma gore log” |a2| =0 yazilir. Boylece,
log" |a, +a,|<log2+1og" |a,|
esitsizliginden |a] +a2| <2 ve log” |a2| =0 olup

log*|a, +a,| <log2

seklinde esitsizlik yine dogru olur. Kisaca, a2| <1 esitsizliginden de

log" |a, +a,|<log" |a,|+1og2

yazilir. Sonug olarak, tlimevarim yontemiyle

log" <log" (p max |a[. |) < Zp:log+ |al.| +log p

i=1

P
Sa

i=1

esitsizligini elde etmek kolaydir. (2.2.4) ve (2.2.5) esitsizlikleri f,(z), f,(2),.... f,(2)

meromorf fonksiyonlarina uygulanir ve ortalama degerleri alinirsa

m(R, flfz...fp):%flog* fifso f,|dD

12”(”1 | |]d®
<— 1 f
2ﬁ£ gog f,

P
"2

1 2r N
l [gllog |fl.|d®J
= YR £)

elde edilir. Tk ve son terimlerden
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m(R,f[f,-(z)J < ﬁm(&ﬁ(z))

sonucu bulunur. Ayrica,

2z
m(R,ﬁ+f2+...+fp)=%jlog+ fit fot. o+ f,|dD
0

—1 i Epl d@-l——l 2”1 dJ
< £
27 '([[i_l o |fl|) 27 '([ er

2

P
i=1

16, 1 2n
(E_([log |fi|d®J+§®logp|0

P 1 2z .

2 gllog |f,.|d® +log p
P

=>m(R. f,)+logp
i=1

olarak yazilabilir. Ik ve son terimlerden

m(R,Zf,,(z)}sZm(R,ﬁ-(z))Hogp

seklinde bulunur. Eger f(z), f,(z) fonksiyonlarmm toplami veya ¢arpimu ise, f(z)
fonksiyonunun z, noktasindaki kutbunun mertebesi en fazla, f;(z) fonksiyonlarinin

z, noktasindaki kutuplarinin mertebeleri toplami kadardir. Buradan,

N[R, Zﬁ(z)]siN(R,ﬁ(m) ve N[R,Hﬂz)jéZN(R,ﬁ(z))

i=1

esitsizlikleri yazilir. Bu yapilanlardan
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T(R,Zfi(z)JSZP:T(R,fi(z))+logp ve T(R,ﬁﬁ(z)jszp:T(R,ﬁ(z))

i=1
elde edilir.

Tanmm 2.2.1: z—>a icin f(z)=0() goésteriminin anlami, @ noktasmin bir

komsulugunda f(z) fonksiyonunun smirli olmasidir. Yani, |z —a| <0 igin | f (z)| <A

olacak sekilde z degiskenine bagli olmayan A ve o pozitif sayilar1 vardir.

Bu tanimdan sonra Nevanlinna’nim birinci temel teoremini ifade edip ispatlayabiliriz.

Teorem 2.2.2: a, herhangi bir karmagik say1 | f (0)—a|, sifir ve sonsuzdan farkl ise

T(R,fl ]:T(R,f)+0(1)

-a
seklindedir.
ispat: Once, T(R,f—-a)=T(R,f)+0() oldugunu gosterelim. f-a ile f

meromorf fonksiyonlarinin kutuplari ayni oldugundan N (R, f —a) =N (R, f )

oldugu hemen yazilabilir. Ayrica | f —a|£| f |+|a| esitsizliginin her iki yanmin

pozitif logaritmasindan

log"|f —a|-log"| f|<log"|a|+ log2 (2.2.7)

elde edilir. | f | < | f- a| + |a| esitsizliginden benzer olarak

log"|f|-log*

f—a|<log"|a|+ log2 (2.2.8)
olur. (2.2.7) ve (2.2.8) esitsizliklerinin ortalama degerleri alinirsa, her iki taraftan

|m(R,f—a)—m(R,f)| <log" |a|+1og2
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elde edilir. Boylece, m(R,f—a)=m(R,f)+O(1) yazilir. Bu ifade, yukaridaki

N (R, f —a) =N (R, f ) ile taraf tarafa toplanirsa, karakteristik fonksiyonun

tanimiyla
T(R,f—-a)=T(R,f)+0(1)

esitligi bulunur. T(R,f—-a)=T(R,1/f—-a)+0(1) oldugu gdz oniine alnirsa,

Nevanlinna’nin birinci temel teoremi

T[R,fl_a]:T(R,f)mu)

elde edilir.

Teorem 2.2.3: f (Z), |z|<R bdlgesinde meromorf bir fonksiyon, a,.a,.....a,

farkli karmasik sayilar1 sifir ve sonsuz degilse,
d 1
DT R,f— =qT (R, f)+0(1) (2.2.9)
i=1 -4

esitligi vardir.

Ispat: Nevanlinna’nin

T[R,fl ]:T(R,f)+0(1)

—da

seklindeki birinci temel teoreminden anlasilacagi gibi T(R, f) karakteristik

fonksiyonu a karmasik sayisindan bagimsizdir. O halde

T(R,fia}:T(R,f)JrO(l)

1

esitligi yazilabilir. Buradan da,
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Zq:T[R,fiaJ=i[T(R,f)+O(1):|=qT(R,f)+0(1)
sonucu elde edilir.

Ornek 2.2.1: ¢ =0 olmak iizere,

’+...+a
flz)=c= -
Z'+...+Db,
rasyonel fonksiyonunu g6z oniine alalim.
i. p > q olsun. Bu halde, rasyonel fonksiyonun payinin derecesi paydanin

derecesinden biiyiik oldugundan z —> oo ig¢in f(z)—)oo olur. a sonlu bir say1

oldugunda r>r, icin,

yazilabileceginden ilk ve son terimlerden m(R,a) =0 bulunur. f (Z) =a

denkleminin, 7>t, oldugunda n(t,a)= p olacak sekilde p tane kokii olacagi
aciktir. Boylece, r — oo i¢in

N(R,a) =jfn(t,a)%= plogR+0(1)

0
olur. a#w ise m(R,a)=0(1) ve N(R,a)=plogR+0(1) yazilabileceginden
T(R,f)=plogR+0(1)
sonucu yine bulunur.
ii. p<q olsun. Bu durumda ise z — oo i¢in f(z)=0 olur. Dolayistyla

a#0 ve z—> oo igin,
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yazilir. {lk ve son terimlerden m(R,a)=0(1) elde edilir. Ote yandan p<g iken

f (Z) =a denkleminin g tane kokii vardir. O halde karakteristik fonksiyon
T(R,f)=m(R,a)+N(R,a)=qlogR+0(1)

drr.

iii. p =g olsun. Bu durumda a # ¢ oldugunu varsayalim. Aksi halde, yani

a = ¢ olursa, fonksiyonun derecesi diiser, hatta z — oo i¢in f (z) = ¢ olur. Boylece,

a # ¢ olmak tlizere

m(R,a)=0(1) ve N(R,a)=qlogR+0(1)

sonucu elde edilir. i, ii ve iii sonuglarmi bir arada soylemek i¢in d =max( p,q)

denirse, a # f ()
T(R,f)=dlogR+0(1)
N(R.a)=dlogR+0(1) ve m(R,a)=0(1)

ifadeleri yazilir. Eger O<c<d olmak tizere, f (Z) =a denkleminin, o0 daki

sifirmmn katliligi ¢ ise
n(t,a)=d-c
d —c tane kokii vardir. Boylece,
£ (2)=d|=|z= 228 (2) = [z =207 [ (=)

=R".

g(z)|
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f(z)- a| =clog'R+log"

g(z)

log”

yazilir. Dolayisiyla,

1 27 .
m(R,a)=g£10g f(z)—a|d®=clogR+0(1)

olur. Tlk ve son terimlerden m(R,a)=clogR+O(1) bulunur. Ayrica, sayim
fonksiyonu N (R,a)=(d —c)logR+0O(1) olacagmmdan
T(R.f)=m(R,a)+N(R,a)=clogR+0(1)+(d—c)logR+0(1)
=dlogR+0(1)
bulunur. Yani
T(R,f)=dlogR+0(1)

yazilir. Simdi de bir 6rnekle, f (Z)=eZ fonksiyonunun karakteristigini bulmaya

calisalim. z=re” =r(cosf+isin@) oldugu kabul edilirse, f(z)=e*"""

yazilir. Boylece,

0 irsin® 050 2. ) : 050
et — " \/cos (rsm«9)+sm (rsm@) =

£ () =le

yazilir. Buradan da
log|f (z)| = rcos6

T

f(Z)‘ do = L Jz.rcosé’dﬁ

21 .
2

1 2z .
m(r,o0)= o Ilog
0

a2 _ T
—/2
T

:Lsin6?|
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bulunur. f(z) tam fonksiyon oldugundan N (R,oo) =0 olur. Boylece

T(r,f)=m(r,©)+N(r,o) :g

sonucu elde edilir. Simdi de f (Z) =a ise, yani e =a olmasi halinde fonksiyonun

karakteristigini bulalim. Bu durumda e® =a iken (a #0,00) z, bir kdk ise e =a

yazilir. Boylece biitiin kokler z=z,+2kzi (ktam say1) seklindedir. Dolayistyla

|Z| <t dairesinde fonksiyonun koklerinin sayisi % olup N (r,oo) :%+ O(logr)

seklindedir. ( e* tam fonksiyon oldugundan logr ile sinirhidir.) Ayni sekilde,
m(r,0)=0(logr)

olacagindan

7(r.f)=—+0(logr)

bulunur.
2.3 Karakteristik fonksiyonun ozellikleri

Bu boliimde Nevanlinna’nin karakteristik ifadelesi olan 7'(r, f) i¢in asagida

verilen belli esitsizlikler elde edilecektir. Daha fazla bilgi i¢in [5] nolu kaynaktan

yararlanilabilir.
L Durum: T(R,f,+f,)<T(R,f,)+T(R,f,)+log2.
ispat: N(R,f +f,)<N(R,f,)+N(R,f,) dir. Giinkii f,+f, nin her kutbu f, ve

f, den en az birinin kutbu olup, f, ile f, nin ortak bir kutbu, f, + f, i¢in ya adi bir

nokta ya da yine kutup olabilir. Diger yandan,
£+ £l £|+1 f2] ve log” (4 +a,)<log"q, +log “a, +log2

ozelliginden
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log" |/, + f,|<log" | f|+1log" | ,|+log2
olur ki, ortalama degerleri alinirsa

m(R, f,+ f,)<m(R, f,)+m(R, f,)+log?2
ve taraf tarafa toplama ile

m(R, f,+ f,)+N(R. f,+ f,)<m(R, f,)+ N (R, f,)+m(R. f,)+ N (R, f, ) +log2
bulunur. Bu da istenilen esitsizliktir.
IL Duram: T (R.f,f,)<T(R,f,)+T(R.f,).
Ispat: Sayim fonksiyonlarinm 6zelliginden
N(R, f,f,)<N(R.f,)+N(R, f,)

drr. Ciinkii, f,f, nin her kutbu, f, ve f, den en az birisinin kutbudur. f; in kutbu

f, nin sifir1 ise bu takdirde adi bir nokta olur. Diger taraftan
log"| f,.£5] <log" | f,] +1og" | 3]
ortalama degerler i¢in bu son esitsizlik var olacagindan
m(R, flfz) < m(R,f1)+m(R,f2)
ve buradan taraf tarafa toplama ile

m(R, f,f,) +N(R, f.f,) <m(R,f,)+N(R, f,)+m(R, f,)+ N (R, f,)

olur ki, bu da istenilen bagmtidir.

2

ML Durum: T[R,%] <T(R.f,)+T(R.f,)-log|f,(0). (2.3.1)

Ispat: Karakteristik fonksiyonunda gerekli islemler yapilirsa
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T[R, fl.%]ST(R, f1)+T(R,fLJ

2 2

esitsizligi elde edildikten sonra T'(R, f) = T(R,%] - log‘ f (O)‘ esitliginden
|
T[R,7J=T(R,f2)—1og\ £:(0)) (2.3.2)
2

yazilir. (2.2.9) esitligi (2.2.8) esitsizliginde yerine yazilarak istenen sonug elde

edilir.
IV. Durum: T (R, " ) <nT(R,f) esitsizligi mevcuttur.
Ispat: II. Durumun genellestirilmesi ile yapilabilir.

Ornek 2.3.1: f(z),

Z| <R de meromorf bir fonksiyon ve a sonlu bir say1 ise
T(R,af )=T(R,f)+O(1)

esitligi vardir. Eger g(z)=(af+b)/(cf+d) ise, T(R,g)=T(R,f)+O(1) olur.

Burada a,b,c ve d birer sabit olup, ad —bc #0, f (0) #, g(0)# oo alinacaktir.

Ispat: Pozitif logaritmanin 6zelliginden

<log" |af|+log+ !

log" |af| <log"|f|+log"|a] ve log*|f|=log* ;‘

1
af .—
a

esitsizlikleri yazilir. Boylece, ilk esitsizlikten

log” |af| —log” |f| <log" |a| <log" |a| +log” l‘
a

ve ikinci esitsizlikten

10g+|f|—log+|af|slog+ ! < 10g+|a|+10g+

a

g
a
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elde edilir. Bu esitsizliklerin her iki tarafinin ortalama degeri alinirsa

lDa’(ﬁ’
a

1 27 . 1 27 . 1 27 . .
Ez[log |af|d9—2—ﬂllog |f|dl9£gj.(log |a|+log

0

m(R,af )—m(R, f)<log"|a|+log* !

a

7

1 2z . 1 2 . 1 2 . .
gllog |f|d¢9—g£10g |af|d9£§_[(log la| +1og

0

e
a

ve

m(R, f)—m(R,af ) <log" |a|+1og"

1 ‘
a
esitsizlikleri bulunur. Bulunan bu son iki esitsizlikten de

Im(r.af )—m(R, f)| <log" |a|+log" l‘
a

olur. Buradan, m(R,af)=m(R,f)+O(1) bulunur. Diger yandan af ile f

meromorf fonksiyonlarmimn kutuplar1 ayni1 oldugundan N (R, af ) =N (R, f )

seklindedir. Son iki esitlik taraf tarafa toplanirsa
m(R,af )+ N(R,af )=m(R,f)+N (R, f)+0(1)
veya
T(R,af )=T(R, f)+0()

bulunur. Simdi de T(R,g)=T (R, f)+0O(1) oldugunu gosterelim. Bunun igin 6nce

T (R, af + b) =T (R, af ) +0 (1) esitliginin varligni ispatlayalim. Pozitif logaritmanin

ozelliginden
log” |af + b| <log” |af| +log” |b| +log2

veya
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log"|af +b|-log" |af| <log"|b|+1log 2
yazilir. Ayrica |af | = |(af +b)—b| olarak yazilabileceginden
log” |af| =log" |(af +b)—b| <log" |af +b| +10g|—b| +log?2

veya

log* b

af +b|<log"

af |-log" +log?2

elde edilir. Bu esitsizliklerin ortalama degerleri alinirsa
m(R,af +b)—m(R,af ) <log" |b|+log2
ve

m(R,af )—m(R,af +b) <log" |b|+log2

bulunur. Buradan, m(R,af +b)=m(R,af )+O(1) olur. af +b ile af meromorf

fonksiyonlar1 aymi kutuplara sahip oldugundan N (R,af +b):N (R,af ) yazilir.

Bulunan son iki esitlik taraf tarafa toplanirsa
m(R,af +b)+N(R,af +b)=m(R,af )+ N (R,af )+ O(1)
veya

T(R.,af +b)=T (R.,af )+O(1)

bulunur. Benzer ispat yontemiyle T (R, 1/(cf + d)) =T (R, f) +0 (1) oldugu da

gosterilebilir. Bu yazilan esitsizlikler g6z 6niine alinirsa

T(R,g)=T[R Mj:T[R,%Jﬁ]:T{R,%}LO(I)

“of +d of+d ¢ of +d
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sonucuna varilir.

Teorem 2.3.1 Nevanlinna’nin T(r, f ) karakteristik fonksiyonu, logr ifadesinin

konveks artan bir fonksiyonudur.

Ispat: Bu teoremi ilk once Rolf Nevanlinna ispatlamistir. H. Cartan ise su ispat1

vermistir. 0<r<R olsun. f(z), Z| < R bolgesinde meromorf bir fonksiyon ise,

once
1 2z .
T(r,f)=g lN(r,e’g)dl9+log+|f(0)|

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

lo \f(o)\=izflo \f(Re"@)\Jrilo i—ilo R
s 2n s i=1 g‘bj‘ i=1 g|ai|

esitligi ile verilen Jensen formiiliine, f (z) =a-2z, R=1 uygulanirsa, a| 21 i¢in

f (Z) fonksiyonunun sifir ve kutuplar1 olmadigindan
log|f (0)|= izflog\a —é’|do
2m 7,
yazilir. z=0 igin log| f (0)| =logla| oldugundan
1 2n »
o bflog‘a —e ‘d@ = 10g|a|

elde edilir. |a| <1 olmasi halinde Jensen formiilinden,

£(0)] 0.0 kabul edilirse
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2n
log|f (0)| = % Ilog‘a - eig‘de - (—log|a|)
o

1 2n )
=— |log|a—é" |do+log|a
2n -! | |
yazilir. Diger taraftan, log| f (O)|: log|a| oldugundan

1 27 )
— |logla—é“ |do=0
an gl |

olur. Pozitif logaritmanin tanimina gore, a|21 ise 10g|a|=10g+ |a| ve |a|<1 ise

log” |a| =0 oldugundan biitiin haller i¢in
2n
ijlog|a—e"" |d6 = log* |a| (2.3.3)
2w )

elde edilir. Jensen formiiliinde, f (Z) yerine f (Z)—eig konur ve ‘ f (0)—e"9‘ # 0,00

denirse
log| f (0)- ¢”|= %Tlog\f(re”)—e”\dm N(r.f)-N(r.e”)
T o

olacaktir. Bu esitligin her iki tarafinn € degiskenine gore [O, 27:] araliginda

integralleri alinip, 27 degerine bdliiniirse

%ﬂ?log\f(O)—efg\de = il %ijlog‘f(re@)—em‘d@ do + N(r,f)—%sz(r, ¢*)db

yazilir. Ikinci taraftaki cift katl integral mutlak degerce yakimsak oldugundan

integrallerin siras1 degistirilirse ve (2.3.3) esitliginden

2_1n flog\f(O)—e”\de =log" | £ (0)|
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ve
2n
2—1n Ilog‘f(reig) - eig‘de = log* ‘f (re’@ )‘
o
olduklar1 g6z 6niine alinirsa

log”

f(0)|:%flog+ f(re’@)‘d@JrN(’"’f)_%fN(f,refg)de

cikar. Boylece, m(r, f) esitliginden

1 T + i
2—n_([log f(re )‘d®=m(r,f)

2n
T(r.f)= i jN(r,e"g)de + log*
0

£(0)|

sonucu bulunur. N(r,e’), logr degiskeninin konveks artan bir fonksiyonudur.

Ciinkii herhangi bir a karmasik sayisi1 i¢in

dt

N(r,a) = j).n(t,a)—

t
oldugunu 6nceden gormiistiik. Burada dN (r, a) / dlogr = n(r,a) dir.

Burada n(r,a), f (Z)—a=0 denkleminin 7 yarigcapli ¢emberin i¢indeki
sifirlarinin sayilarin1 gostermektedir. Ayrica, n(r,a) negatif degildir ve azalmaz.

N (r, a) , logr ifadesinin konveks artan bir fonksiyonudur. Daha agik olarak,

dt

N(r,a) = 2|:‘n(t,a)—

t
esitliginden

dN(r,a) = n(r,a)—n(O,a) dr+n(0,a)d10gr
r
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dN(r,a)zn(r,a)—n(O,a) er+n(O,a)
dlogr r dr

=n(r,a)=0
elde edilir. i1k ve son esitlikten

dN(r,a)
dlogr

>0

sonucu bulunur. Boylece N (r, a), log r ifadesinin konveks artan bir fonksiyonudur.

Sonug¢ 2.3.1: Biitiin durumlar i¢cin
1 2n 4
— |m(r,e”)d6 <log?2
2n -([

esitligi vardir.

Ispat: |G (0)| <log?2 olsun. Nevanlinna’nim birinci temel teoreminden
T(r.f)= m(r, ei9)+N(r, ei‘g)+log‘f (0)—ei9‘G(6’)

yazilabilir. Bu esitligin her iki yaninin 6 degiskenine gore integrali alinir ve 27

sayisina boliiniirse
T(r,f) =izfm(r,e"")dmizfzv(r,e"g)dmizflog\f(0)—e“9\d9+i2f(;(0)d9
21y 2y 2y 2wy

elde edilir. Teorem 2.3.1 de gegen

T(r.f)= %J.N(r,e"g)d49+ log* f(0)| ve %J.log‘f(O)e"g‘dé’=10g+ f(0)|

esitlikleri g6z Oniine alinirsa

T(r,f)= % JZIm(r,e’Ag)a’@wLT(r,f)—log+

f (O)| +log”

f(0)|+iz_fG(9)d9
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ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
1 2n 1 2n
— ,e)d0=——|G(0)do
3 e 1a0 == [6(0)

elde edilir. Boylece,

G(6’)| <log2 kabuliinden,

1 2n o 1

— jm(r,e )d@ <—2mn.log2=1log?2

2w 2n
sonucu bulunur. {lk ve son terimlerden istenen sonuc cikar. Bu sonug, m(r,a)
fonksiyonunun |a| =1 ¢emberi iizerindeki ortalamasinin simirlt oldugunu gosterir.

Asagida tam fonksiyonlarin kullanigh olan bazi 6zellikleri verilecektir.

Teorem 2.3.2: (Cauchy Esitsizligi) [ (Z) fonksiyonu bir A bolgesinde analitik ve

C egrisi bu bolgede z, merkezli ve R yarigapli bir gember olsun. {z: |z - Z0| <R}

dairesinin A bolgesinde oldugunu ve C egrisi iizerindeki tim z noktalar1 i¢in

| f (z)| < M olacagmi varsayalim. Bu halde, k =0,1,2... sayilar1 i¢in

k'M M
‘f(k)(zo)‘g o Ve |ak|SF

dir.

Ispat: Tiirevler i¢in Cauchy integral formiilii yardimiyla, / (C , zo) =1 oldugundan,

f(k)(zo)—ﬁ f(W) dw

 2mi L(w—2z,)"
elde edilir. Boylece her iki tarafin mutlak degerlerinin alinmasiyla

k!
<=
2n

f(w)a’w

T+l
c (w=2,) ’

‘f(k)(zo)‘
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yazilir. C egrisi lizerindeki w degerleri i¢in, |f (w)|SM ve ayrica |w—zo|=R

oldugundan

f(w) | . m

<
(W_ZO

)k+]

Rk+1

esitsizligi vardir. Buradan |dw| =27R oldugu kullanilirsa

Kl M kM
w BTN TR

‘f(k)(zo)‘S

seklinde istenilen sonu¢ elde edilir. f (Z) fonksiyonu, |Z—Z0|<R bolgesinde

analitik oldugundan
f(2)=>a(z-z)"
k=0
yazilir. Buradan, f () ( Zo) = k!a, degeri birinci esitsizlikte kullanilirsa

|ak|gﬁ

ikinci esitsizlik bulunur.

Teorem 2.3.3: Eger f bir tam fonksiyon ve tim zeC degerleri igin |f(z)|<M

olacak sekilde bir M sabiti varsa, f fonksiyonu tim C diizleminde sabittir. Bu

teorem analizde Liouville teoremi olarak bilinir.

Ispat: Herhangi bir z, € C noktasi i¢in yukarida ifade edilen Cauchy esitsizliginden,
k=1 iken ‘f(zo )‘ <Mz olarak yazihr. R—>oo igin limit alinirsa £ '(2,)|=0
olarak bulunur. Yani f '(ZO) =0 olur. O halde C diizlemi baglantili bir bolge ve z,

noktast keyfi oldugundan tiim z, noktalari igin f'(z,)=0 olur. O halde f

fonksiyonu Cdiizleminde sabittir.
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Teorem 2.3.4: (Genisletilmis Liouville Teoremi) f , bir tam fonksiyon, M pozitif
bir sabit ve b pozitif bir tamsay1 olsun. Eger ‘ f ( Z)‘ <M |z|n ise, f tam fonksiyonu
derecesi <n olan bir polinom olur.

ispat: |z|= R denirse, Cauchy esitsizliginden

MR" M
|ak|S7:F

esitsizligi yazilir. k =n+1,n+2,... ig¢in R —>oo0 giderse, tim a, degerleri sifir olur.

Boylece ispat tamamlanir.

Maksimum modiil teoremine gore, eger f (Z) fonksiyonu basit kapali bir C
egrisi i¢inde ve iizerinde analitik, bir sabite esit degilse |f(z)| maksimum ve

minimum degerlerini C egrisi tizerinde alacagini biliyoruz. Buna gore, f (Z) bir tam

fonksiyon ise

M(r,f):max

=

£(2)

olarak tanimlanir.

2.4 Tam ve meromorf fonksiyonlarin mertebeleri ve tipleri

Tamim 2.4.1: f(z) bir tam fonksiyon olsun ve |z|=r cemberi iizerinde | f (z)|

fonksiyonun maksimumu M (r, f) ile gosterilsin. Borel, f (Z) tam fonksiyonunun

mertebesini

—loglog M (r, f)
p=lm
r—o logr

olarak tammlamustir. Ust limitin tanimmdan dolayi, & >0 says1 verildiginde »

(p+e)

sayisinin belli bir degerden biiylik tiim degerleri igin loglog M (r, f ) <logr
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loglogM (r, f) g
log r

pt+ €

olur. 0< p <oo olmak iizere f (Z) tam fonksiyonun mertebesi p ise

¢ =fim )
rowo  pP

seklinde tanimlanan ¢ sayisina f (Z) tam fonksiyonunun tipi denir.

Benzer olarak, meromorf fonksiyonlar i¢in mertebe ve tip tanimlarini verelim.

= iim logT (R, f)
R—x® logR

ifadesine, f(z) meromorf fonksiyonunun mertebesi denir. Eger f(z) meromorf

fonksiyonunun mertebesi p (0< p <o) ise

o= fim L(&S)
R—® R?

olarak tanimlanan ¢ sayisma da f (Z) meromorf fonksiyonunun tipi denir.

Yukaridaki tanimlarin tiimiinde, iist limit yerine alt limit alinirsa sira ile alt mertebe

ve alt tipler tanimlanmis olur. 0 < p <o alalim. Bu halde,

1) c=oo ise, [ (Z) meromorf foksiyonu maksimum tipten,
2) O<c<wise, f (Z) meromorf fonksiyonu orta tipten,

3) ¢c=0ise, [ (Z) meromorf fonksiyonu minumum tipten ve

P dt integrali yakinsak ise, f (Z) meromorf fonksiyonu
B

o 76D

yakinsaklik smifindan, wraksak ise wraksaklik smifindandir denir. Eger
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integrali yakinsak ise, f (Z) meromorf fonksiyonu minumum tiptendir. Ciinkii, bu
integralin yakinsak olmasi

lirn (t f)

R— tp+1
R

dt =0

olmas1 demektir. T(R, f) karakteristik fonksiyonu artan bir fonksiyon oldugundan

T(r T odt
17+1 ZT(R’f)J.thrl =

=38

yazilabilir. Burada 7'(¢, f) ifadesinde ¢ yerine alt limit yazilarak 7'(z, f) ifadesinin

en kiicik degeri integral disma c¢ikarilmistir. R —oco i¢in birinci taraf sifir

oldugundan,

lim L&F) _
R—x pRp

cikar. O halde (4) ifadesi (3) ifadesini gergekler. Simdi de, tam ve meromorf

fonksiyonlarm mertebe ve tiplerini karsilastirmaya ¢aligalim.
Teorem 2.4.2: Bir tam fonksiyonun mertebesi ile tiirevinin mertebesi aynidir.

Ispat: Valiron, bu teoremin ispatin1 1923 yilinda yapmistur.

C g¢emberi |t—z|=R—r ve |Z|:r<R olmak tizere

F(2)=[f"(e)de+ £ (0) ve £'(z 2mj Il

0

esitliklerini goz Oniine alalim. Birinci esitligin, her iki yanmin mutlak degeri alinip

licgen esitsizligi uygulanirsa
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Jz‘f'(t)dt

0

£ (2)-£(0)<

elde edilir. Bu esitsizligin her iki yaninin |Z|=r ¢emberi iizerinde maksimum

degerleri diigiiniiliirse
M (r.f)=|7 (0) <rM (r.f")

ve

M ()| O <M (1)

r

bulunur. Benzer sekilde

L

271 s

NNV
1@ =5l

(2.4.1)

esitliginin, her iki yaninin mutlak degerleri alinip, C ¢emberi lizerindeki maksimum

degeri diisiintiliirse

| M(RS)_M(2rf)

M(r,f' R—-r r

sonucu bulunur. (2.4.1) esitsizligine mertebe tanimi uygulanip

li—mloglogM(r,f)SHTnloglogM(r,f )
r—o logr r—o log r

ve benzer sekilde, (2.4.2) esitsizligine mertebe tanimi uygulanirsa

liTnloglogM(r,f')Sli—mloglogM(r,f)

r—o log r r—o logr

elde edilir. Bu iki esitsizligin ayn1 anda diistiniilmesiyle

liTnloglogM(r,f) H—mloglogM(r,f )

ro® log r row log r
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istenilen sonug¢ bulunmus olur.

Teorem 2.4.3: Eger f(z),

Z| < R bolgesinde bir tam fonksiyon ve 0 <r <R i¢in

M(r,f):max|f(z)| ise

o=

T(r.f)< log'M(r. f)sf;”

T(R.f)

—r
esitsizligi vardir.
ispat: f(z) bir tam fonksiyon oldugundan, N (r,f)=0 yazilir. Boylece,
T(r.f)=m(r,f)+N(r.f)
esitliginden
T(r.f)=m(r.f)

elde edilir. Bu son esitlikte, m(r, i ) yerine esiti yazilir ve maksimumu diisiiniiliirse

T(r,f)=m(r,f)=iflog* f(reig)‘dé’s log™M (r, f)

esitsizligi bulunur. Bu ise, teoremde gosterilmesi istenen ilk esitsizliktir.

Simdi ikinci esitsizligi gosterelim. Eger M (r,f) <1 ise, log"M (r,f) =0
olacagindan teoremin dogrulugu agiktir. M (r, f ) >1 oldugu durumda, ikinci tarafin
dogrulugunu ispatlayalim. Bunun igin | f (Zo)| =M (r,f) olacak sekilde z,=re”

secelim. f(z) fonksiyonu tam (entire) oldugundan |Z| < R bolgesinde kutup noktasi

yoktur. Poisson-Jensen formiiliinden

10g|f(z0)| = log"M (r, f)

M 2

1 % i R 2 R
Yy .([log‘f(Reg)‘ R®—-2rcos(0-2)+r d@—;log R(z—a,)

—-a.z

1

47



yazilir. Bu esitlik, en biiyiik degerini cos(6—@)=1 olmasi durumunda alir. Buna

gore, son esitlikte son terim sifir ve cos (9 ~@) =1 alinirsa

17 . R -7’
log"™M (r, ) < o _([log‘f(Re’Q)‘mdQ
:i.(’: __:)22 1 log"|f (Re® ) a2
=§i:.$z_flog+ f (Re?)|a2
)R

olur. {lk ve son terimlerden istenilen sonug elde edilir.

af +b

cf +d

Sonu¢ 2.4.1: f(z) meromorf fonksiyonunun mertebesi ile g = bolim

dontistimiiniin mertebesi aynidir.

af +b

ispat: Ornek 2.3.1de, ¢ =
P 8 o +d

olmak tizere,

T(R,af+bj:T(R,f)+0(l)

cf +d

esitliginin varhigin1 gostermistik. T(R, f )>1 (yeter biiyiiklikte R sayisindan

itibaren) i¢in asagidaki esitsizlik

logT[R, o +b
cf +d

jélogT(R,f)+ log*

O(1)|+ log™2

yazilabilir. Bu esitsizlik, yukaridaki esitligin her iki yanmnin logaritmasi alindiktan
sonra pozitif logaritmanin 6zellikleri de kullanilarak elde edilmistir. Buldugumuz bu

esitsizligin her iki tarafini, log R ile boliip R — oo i¢in limite gegirilirse

48



bulunur. Benzer olarak, ilk esitsizlik

T(R,g{:zj—O(l):T(R,f)

biciminde yazilarak, ayni islemler tekrarlanirsa

logT| R, af +b +log"
cf +d

O(1)|+ log"221og T (R, f)

elde edilir. Bu esitsizligin, her iki yanmi1 log R ile boliip R — oo i¢in limit alinirsa

sonucu bulunur. Béylece, ¢'< g ve ¢'> g esitsizliklerinden
q =49
seklinde istenilen sonu¢ elde edilir. Burada, g fonksiyonu yerine 6zel olarak —

1 . ) . .
alinirsa — fonksiyonu ile f fonksiyonunun mertebeleri ayni olur.

Teorem 2.4.4: Eger f(z) bir tam fonksiyon ise
S, (r)=log'M (r,f) ve S,(r)=T(r,f)

fonksiyonlarmin mertebeleri aynidir. Daha ileri olarak, eger O0< p <o oldugu
diistiniiliirse, S,(r) ve S,(r) fonksiyonlarmin her ikisi birden, ayni tipten ve ayni

yakisaklik smifindandir.

Ispat: Teorem 2.4.3 de gegen

T(r.f)< log"M (r.f)< §+rT(R,f)

—r

esitsizliginde, R =2r alinirsa
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S,(r)<S,(r)<38,2r)

elde edilir. Bu iki esitsizligin birincisinin her iki yanmin logaritmasi alindiktan sonra

S,(r) ve S,(r) yerine teoremdeki degerleri yazilirsa

logT(r,f)Sloglog+M(l’,f)

bulunur. Yeteri kadar biiyiikk r degerleri i¢in, esitsizligin her iki yani logr ile

boliinilir ve r — oo i¢in iist limit alinirsa

li_mlOgT(r’f) sli_mlOglOg M (r,f)
roo  logr r— log r

sonucu bulunur. Sl(r) ve Sz(r) fonksiyonlarinin mertebeleri sirasiyla p ve g ise,

son esitsizlikte
q=p

olarak yazilir. Benzer olarak, Sl(r)S3Sz(2r) esitsizliginden mertebenin

tanimindan hareketle p <g elde edilir. Boylece, p<q ve g < p esitsizliklerinin
ayni anda diislinilmesiyle p =g seklinde istenilen sonu¢ bulunur. Basta verilen iki

esitsizlikten yararlanilarak iki fonksiyonun ayni tipten olduklar1 gosterilebilir ve bu

iki fonksiyonun ayni yakinsaklik sinifindan olduklarmni gosterelim.
S,(r)<S,(r)<38,(2r)

esitsizliginin birincisinde, her iki tarafi r”" ile boliiniirse




yazilabilir. Buradan S, (r) fonksiyonu da p mertebeli yakinsaklik sinifindan olur.

Yukaridaki teorem, tam fonksiyonlar i¢in tanimlanan S,(r)=log "M (r, f)

karakteristik fonksiyonunun mertebesi ile yine tam fonksiyonlar i¢in tanimlanan

S,(r)=T(r,f) karakteristik fonksiyonunun mertebesinin ayn: oldugunu

gostermektedir.
2.5 Meromorf fonksiyonlarin diger ozellikleri

Bu kesimde, meromorf fonksiyonlarin bazi 6zellikleri verilecek ve gosterilecektir.

Teorem 2.5.1: f(z) meromorf fonksiyonunun |Z| < R boélgesinde rasyonel olmasi

icin gerek ve yeterli kosul, T(R, f)/log R bdliimiiniin limite smirh olmasidir.

Ispat: Once, f(z) meromorf fonksiyonunun rasyonel oldugunu kabul edelim.
Teoremi ispat etmek i¢in f(z) meromof fonksiyonunun smirl oldugunu gostermek

yeterlidir. f(z) meromorf fonksiyonu rasyonel ise m > n igin;

i a +-m1tg o +2
a,"+a, 2"+ Hay ., ", " men
f( )_ b n b n—1 b =< b b =2 Q(Z)
A b+ 4.+
Z Z

yazilabilir. Yani, ilk ve son terimlerden f (Z) =7""0(z) olur. Bu esitligin her iki

yanmin mutlak degeri alinip sonra logaritmasi aliirsa
log|f(z)| =(m—n)log|z| +10g|Q(z)|

elde edilir. R yeteri kadar biiylik almip | f (z)|>1 yapildiktan sonra pozitif

logaritmanm tanim geregince, log” f (Z) yerine log f(z) alnabilir. Boylece, son

yazilan esitligin her iki tarafinin integralinden

1271'

1 2 1 27
EI[log|f(z)|d®=gE[(m—n)log|z|d®+gI[log|Q(z)|d®

gerekli diizenlemeler yapilir ve ifadeler yerine yazilirsa
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1 27 1 27
m(R, )= g!(m—n)long®+g{10g|Q(z)|d®

sonucu bulunur. R — oo i¢in lim|Q(z)|=a,, /b, olacagindan esitligin sag tarafindaki

ikinci integral sinirhidir. Buradan,
m(R, f)=(m—n)logR+0(1)

olur. Ote yandan, f(z) rasyonel bir fonksiyon oldugundan, » tane kutbu vardir.

Boylece,

N(R’f)ZEIOgiznlogR+ilogL
Py ‘b‘ ‘bf‘

j =

esitliginin ikinci yanmdaki ikinci terim sinirli oldugundan N (R, f ) =nlogR+ O(l)

yazilir. Bu esitlik, daha 6nce bulunan m(R, f)=(m—n)logR+0(1) esitligi ile taraf

tarafa toplanirsa,
m(R,f)+N(R,f)=(m—-n)logR+nlogR+0(1)
veya

T(R,f)=mlogR+0(1)

elde edilir. Buise T (R, f ) / log R = O(1) olmas1 demektir.

Eger n>m olsaydi, o zaman f(z) rasyonel fonksiyonu yerine 1/ f(z) rasyonel

fonksiyonu alinirsa, yukaridaki islemler ile birlikte T(R, 1/f ) / logR = 0(1) olarak
bulunur. Ayrica, T(R,l/ f ) =T(R,f)+0(1) oldugu daha énce gosterilmisti. Bu

esitlik gbz Oniine alinirsa, T’ (R, f ) / logR = 0(1) sonucu elde edilir.

Ozel olarak, f(z) bir polinom olsayds, yani

f(z)zapzp—i_aplZp_1+"'+aO:Zp[ap+"'+z_2j=Z]7Q(Z)
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seklinde ise, f(z) polinomunun kutuplari olmadigindan

T(R.f)=m(R.f)= %flog‘z”Q(z)‘d@

1 2z
—plogR+g'([log|Q(z)|d®

yazilabilir. R— o0 igin lim|Q(z)|=a, oldugundan esitligin sag tarafindaki integral
smirlidir. Yani, bu halde de T (R, f ) / logR = O(l) bulunur. Simdi de

T(R, f ) / logR = 0(1) oldugunu kabul ederek f(z) meromorf fonksiyonunun

rasyonel oldugunu ispatlayalim.

O(1) gosteriminin tanimi geregince, T(R, f )/10gR<M1 olacak sekilde M,

pozitif gercel sayis1 vardir. Boylece,

T(R,f)=m(r,f)+N(R,f)<M, logR

yazilabilir. M (R, f ) 20 oldugundan N (R, f ) <M, logR yazilabilecegi agiktir.

Kutup sayis1 sonsuza gittiginde

N(R’f)ZilogiznlogR+ilogL
a ‘b‘ ‘bz“

j J=l

esitligindeki N(R, f) ifadesinin logR degerine gore egimi M, sabitini asar ve
sonugta N (R, f )> M, olur. Bu ise bir geliski olup kutup sayist sonlu olmalidir.

f(z)  fonksiyonunun  kutuplar1  ¢,,c,, .. .,c, olsun. Bu  durumda
f (Z) =(z-¢)z—c¢,)..(z—c,) vyazmak kolaydir. f (Z) polinom oldugundan
sinirlidir. Boylece, T (R, fi ) <M,logR olacak sekilde M, pozitif gergel sayisi
vardir. Diger taraftan; T (R, Nk ) <T (R, f ) <T (R, fi ) esitsizliginden

T(R.ff,)<(M,+M,)logR=O(logR) ifadesi bulunur. Bu ise
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tim L) _ o
R— log R

demektir. ff, fonksiyonunun tam ve T(R,ff;)/logR=0(1) olmasi ff,

fonksiyonunun polinom olmasini gerektirir. Bu genisletilmis Liouville teoreminden

yararlanilarak gosterilebilir. Teorem 2.4.3 de R=2r alinirsa
logM (r, ff,) < 3T (2r, ff;)

yazilir. Buradan,

log M (r, ff;) <3 T(2r, ff;) log2r
logr  log2r logr

seklinde bulunur. Son esitsizligin ikinci yanindaki ikinci c¢arpan limitte bir olur.
Esitsizligin ikinci yanmdaki ilk ¢arpan da sinirli oldugundan esitsizligin ikinci yani

sinirhdir. Bu sinira 722 dersek, M (r, ﬁ”]):r‘n‘z_lx| ﬁ”,| olarak tanimli oldugundan,

M (r, ff,) <r"™ olur. Bagka bir ifadeyle max(r, ff,) <r" veya | ﬁﬂ| <r" yazilir. ff,

tam fonksiyon oldugundan, genisletilmis Liouville teoreminden dolay1,

< r" 1
|a’1|_ rn -

n—m

r

yazilabilir. n=m+1,m+2,... icin tim a, degerleri sifir olur. Boylece ff,, derecesi

m den kiiciik esit olan bir polinom olur. Bu polinomun kokleri a,,a,,...,a, ise

_f(2)-£(2) =(z—a1)...(z—am)
f(2)= fi(2) (z=¢)...(z—c¢,)

seklinde olan bir rasyonel kesirdir.

Teorem 2.5.2: f(z) meromorf bir fonksiyon olsun. Bu halde

lim TRf) (R.f) =
Row R
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olacak sekilde en kiiciik bir g tamsayis1 vardir.

Ispat: f(z) meromorf fonksiyonunun, mertebesinin p oldugunu kabul edelim. Bu

durumda, mertebenin tanimi geregince

— logT (R, f)
R—xo logR

yazilabilir. Yeteri kadar biiyiik R sayis1 ve her £ >0 ig¢in,

logT(R, f)

e R <p+eve T(R,f)<R™™

yazmak kolaydir. Burada p sayisindan biiyiik ilk tamsaymin g+1 oldugunu kabul

edelim. Bu durumda, yukaridaki ikinci esitsizligin her iki tarafi R*"' ile boliiniirse,

T(R,f) R+
Rq+l < Rq+l

bulunur. Burada, g+1> p + & oldugundan R — o i¢in limit alinirsa

sonucu elde edilir.

Teorem 2.5.3: p mertebeli f(z) meromorf fonksiyonu yakimnsaklik smifindan
olsun. f(z)—a ifadesinin |Z|<R bblgesindeki kutuplarmin sayilart n(R, f) ve
sifirlarinin sayilar1 n(R,a) olsun. Ayrica, R, ve R; sayilarida f(z)—a ifadesinin

yine sirastyla kutup ve sifirlarmin modiilleri ise

Ry R
mn(R,f) wn(R,a)
b) ;!; R dR ve ;!:) R ,
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integral ve serileri birlikte yakinsarlar.

ispat: a) f(z) meromorf fonksiyonu yakinsaklik smifindan oldugundan

integrali yakmsaktir. T (R, f ) = m(R, f ) +N(R, f) esitliginin her iki tarafi R”*' ile

boliiniip integral alinirsa

“T(R “m(R “ N (R
j—( p;lf)dR:j—m( p;lf)dmj—N(P;lf)dR
RO R RO R RO R

olur. Bu esitligin birinci tarafindaki integral yakmsaktir. m(R, f) ve N(R, f)
ifadeleri her zaman pozitif olduklarindan esitligin sag tarafindaki integraller de

yakinsak olacaktir. Ayrica daha nce gosterilen 7' (R, f)=m(R,a)+N(R,a)+0(1)

esitligi gz oniine alinirsa yukaridakine benzer olarak

TN(R,a)dR

Rp+1

Ry
integralinin yakmsak oldugu goriiliir.
b) f(z)—a ifadesinin kutuplarinin sayilar1 n(R, ) olsun. Bu halde,

n(R.f)
N(R,f)zn(R,f)logR— Z log R,

j=1
yazilir. Ayrica, N(R, f) teriminin R ifadesine gore tiirevi alinirsa

V(R S) o n(REARS)=n(R ) o n(RS) 5o
dR AR—0 AR R a0 AR
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elde edilir. Burada, X' ile R ifadesine AR artmasi verilmesi ile elde edilen toplam
kastedilmektedir. Kutup noktalar1 ayrik noktalar olduklarindan, AR yeteri kadar
kiiclik secildiginde yeni bir kutup bulunamayacagindan, ikinci taraftaki limitler, yani

birinci ve ti¢ilincii terimler sifir olur. Boylece,

dN(R,f) n(R.f)

dR R

yazilir. Ote yandan, kismi integrasyon ydntemiyle

xR p R pi R dR p R’
R
+l N(Ro,f)+ljn(R’{)dR
p R pr R”

olur. Buradan da

U)o FNVGRS) o V(RS) V(RS
o R R R!

esitligi vardir. Bu esitlikte ikinci taraftaki ilk terim (a) kismindan dolay1 yakinsaktir.

f(z) yakinsaklik smifindan oldugu i¢in minimum tiptendir. Yani,

lim N (R, f ) / R” =0 yazilir. Son terim de bir sabittir. Buradan da birinci terim olan

R—x

ifadesi de yakinsak olur.

0 ']: n(R,f)

R dR integralini goz Oniine alalm. R, <R <R, aralifinda, n(R,f ) =1

R,

ise




olur. R, < R<R, aralifinda n(R, f) =2 olup

ve R

n—1

<R<R, araliginda n(R,f)zn—l

yazilir. Bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak

n

n(R, 1
( pf)dR= St —— . — ; — >
R p Rn p Rl p R2 p Rn—l p Rn p j

Jj=1 =Y

n-1 1 1 1 __l”(Rn’f)+

R e,

elde edilir. Buradan, gerekli diizenlemeler yapilirsa

n Rn
L:pj' n(R’f)dR+ n(Rn’f)
Jj=1 ij R RPH er

bulunur. R, — o i¢in (b) kismindan dolayr yukaridaki integral yakisaktir. Bu

integralin yakinsakligi

oldugunu verir. Boylece, n — oo i¢in esitligin sol tarafindaki serinin yakinsak oldugu

gosterilmis olur. R, degerleri yerine R; degerleri alinip ispat aynen tekrarlanirsa

o\
2%

i=1
serisinin de yakimsak oldugu agiktir.

Sonu¢ 2.5.1: f(z2),

Z|SR bolgesinde meromorf bir fonksiyon ve k pozitif bir

tamsay1 ise
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a) m(R,f*)=km(R.f) b) N(R.f*)=kN(R.f)

) T(R,f*)=kT (R, f) d) m(R,ij:km(R,%]

) N(R,%]:kN(R,%j ) T[R,ij:kT(R, £)+0(1)

esitlikleri vardir.

Ispat: a) Eger | f |<1 ise | f['<1 olacagindan, pozitif logaritmanin tanimi
geregince log"|f['=0 olur. Ayrica |f|21 iken |f[>1 olacagmmdan

log" | f[‘=log| f | veya log" | f|'=Klog"|f| yazilr. Boylece,
m(R,J“)=iTlog+ |7 d@:iTlog+|f|d®=km(R,f)
2, 27

yazilabileceginden, ilk ve son terimlerden istenilen sonug¢ bulunur.

b) f(z) meromorf fonksiyonunun herhangi bir z, noktasindaki kutbunun mertebesi

q ise, f k(z) fonksiyonunun ayni z, noktasindaki kutbunun mertebesinin kg

olacag1 agiktir. Oyleyse,
N(R,f*)=kN(R,f)
esitligi kolayca yazilir. (a) ve (b) kisimlarmi taraf tarafa toplarsak
m(R, f*)+N(R.f*)=km(R. f)+kN(R. f)
veya esitligin sag tarafi k parantezine alinip gerekli kisaltmalar yapilirsa
T(R.f*)=kI(R.f)

seklinde (c) kisminda gosterilmek istenilen sonu¢ bulunur. Buradan (d) ve (e)

esitlikleri 7: F yazarak yukaridaki islemler aynen tekrarlanirsa istenilen sonug

bulunur.
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Sonug¢ 2.5.2: f(z) meromorf fonksiyonunun kutuplarinin ve sifirlarinin mertebeleri

herhangi bir k£ pozitif tamsayisinin kati ise

a) m(R.f)=km(R.f") b) N(R.f)=kN(R.f")

c) T(R,f):kT(R,ka) d) m(R,%]:km(R, f}/k)

fetfenle]  orutlfak
f f f f

ifadeleri gecerlidir.

1/k |l/k

Ispat: a) |£]=|F]" " .|f]" (ktane) seklinde yazilabilecegi agiktir. Bu esitligin

her iki tarafinin pozitif logaritmas: alinirsa
k
10g+ |f| r log+ (|f|1/k |f|1/k m|f|1/k ) = log+ (|f|1/k)
elde edilir. Boylece, ilk ve son ifadelerden
k
log” |f| =log” (|f|1/k )

yazilabilir. Bu esitligin her iki yaninin integrali alinirsa

izflog |f|dD = izflog (1" )k Ao

27 s, 2 g
elde edilir. Sonug 2.5.1 (a) kismindan dolay1

1/k

1 2r k 2r
— (100" = oo™
2”_(!‘og |f|d® 27TJO-0g |f| 174%)

esitligi var olacagmdan

m(R, f)=km(R, f'*)

istenilen sonu¢ bulunur.
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b) f(z) fonksiyonunun herhangi bir z, noktasindaki kutbunun mertebesi ¢ ise,

I (Z) fonksiyonunun ayni z, noktasindaki kutbunun mertebesi % olur.

Hipotezden ¢, k sayisinin kati oldugundan z, noktast f"* fonksiyonun da kutup

yeridir. O halde,

N(R,f)=kN(R, f")

esitligi yazilir. (a) ve (b) ifadelerinin taraf tarafa toplanmasmdan (c) ifadesi ¢ikar.
Buradan hareketle Sonug 2.5.2 nin (d), (e) ve (f) kisimlar1 yukaridaki ispata benzer

olarak gosterilir.

Eger z, noktas1 f (z) fonksiyonunun herhangi bir kutbu ise, genel olarak bu z,

noktast fonksiyonunun kutbu olmast gerekmez. Yani f(z) meromorf iken f"(z)

meromorf olmayabilir. Karakteristik fonksiyonda meromorf fonksiyonlar ig¢in

1/k
)

tanimlanmigtir. O halde genel olarak N(R, f ") ifadesi bu teoride tanimsizdir.

Teorem 2.5.4: (Nevanlinna’'min Ikinci Temel Teoremi) f (Z), |Z|<R dairesinde
sabit olmayan meromorf bir fonksiyon ve a,,a,,...,a, degerleri farkli karmagik

sayilar olsunlar. Bu halde, Nevanlinna’nin ikinci temel teoremi

im(R, fiaJ+N(R,%) <T(R.f")+S(R.f)

veya



seklinde yazilabilir. Burada, N, (R,f)=2N(R,f)-N(R,f") +N(R,%J olarak

almmistir. S(R, f) ise dnemli olmayan hata terimidir. f(z) meromorf fonksiyonu
sonlu karmasik diizlemde sonlu veya sonsuz mertebeden olusuna gore, sirasiyla
S(R.f)=0(logR) veya S(R.f)=0[logT (R, f)+logR] olacaktir. Her iki halde
de, S(R,f) hata teriminin R sonsuz icin limitte, T7(R,f) Kkarakteristik

fonksiyonunun yaninda ihmal edebilecek kiigiikliiktedir. N(R, f) gosterimiyle de

N(R, f)=N(R,f")—N(R,f) farkini isaret etmek istiyoruz.
Ispat: Bu teoremin Nevanlinna tarafindan yapilan ispat1 verilecektir.
a,,...a, farkh karmasik sayilar, 1<i< j<q i¢cin k>0 ve ‘ai —aj‘ >k olsun,

a,

F()-T1[/ ()] ve U(s)=3——

olarak tanimlansin. Buradan
F(z)=[f(2)-a ][ f(2)-a,]

esitliginin her iki yaninin 6nce logaritmasi ve daha sonra tiirevi alinirsa

yazilabilir. Bdylece, bu son esitligin her iki yaninin dnce pozitif logaritmasi alinir ve

ortalama degerleri diisiiniiliirse
m(R,U)Sm[R,lj+m(R,i,j+m(R,£j 2.5.1)
f f F

bulunur. Nevanlinna’nin birinci temel teoreminden

1

m(R,%J:m(R,f)+N(R,f)—N(R,7]+O(1)
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oldugu bilinmektedir. f(z) fonksiyonunun sifir civarindaki a¢ilimi
f(z)=c+ckzk +...

bi¢iminde ise, yine birinci temel teorem geregince

(el or{s s

olacaktir. f(z) meromorf bir fonksiyon ise

R R I R

seklinde yazilabilir. Bu son esitlik g6z oniine almir ve (2.5.1) esitliginde m(R,%j

ve m(R,%j yerine esitlikleri yazilirsa

m(R,U)Sm(R,f)+N(R,f)—N(R,

veya

m(R’U)Sm(R,f)+N(R,f)—N(R,%j+0(l)+m(R,?j

+N(R, f) +N(R,lj—N(R,i']—N(R,f) +m(R,£j
f f F
elde edilir. Gerekli kisaltmalar yapilirsa

m(R,U)Sm(R,f)+m[R,§IJ+m(R,%’j+N(R,f’)—N(R,%j+O(1) (2.5.2)
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seklinde bulunur. X', i#j oldugunu gostersin. j=1,2,...,i—1,i+1,...,n olmak

uzere

ile gosterilsin. ‘ f(2)- ai‘ < 2L olan noktalar kiimesi igin
q

£ (2)=a,|=|f (2)-a;+a,~a|=|(a,~a;)~(a,~ £ (2))

k 3k
Z‘ai—aj‘—‘f a‘>k—2—q> 1
olur. Boylece asagidaki esitlik
f(z)-aqa 1 k 4 2
' =q|f(z)-al|) '—|<qg—.—==
2 e M O T 2w S

elde edilir. Buradan, U (z) fonksiyonu

> _—
317 (2)=a
olur. Bu esitsizligin her iki yaninin pozitif logaritmasi aliirsa

—log"3

(z)|>log’ |

_
f(Z)_ai‘
esitsizligi var olur. R c¢emberi iizerindeki noktalarin kiimesi Cl.(i =1, 2,...,q) ve

£ (z)-a|< 2% esitsizliginden
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U)>ii£|:log ‘—logS}d@

i=1

olur. C;', C, kiimesinin R c¢emberi lizerindeki noktalar kiimesinin tiimleyen

kiimesini gostersin. Bu halde

1
f(z) ai‘

" dD =$1?10g+ ‘ @—— j log* 42 (253)

yazilir. C;' kiimesi lizerinde ‘ f (z)—ai‘ >2i oldugu i¢in
q

1 fog 2
2ﬂé[log | dJ <log .

r _law
S (Z) = ai|
yazilir. (2.5.2) esitsizliginden

1 1 2g
— [1og" ———d@ <m(R,a,)~log =L
272_6[ 0og ‘f( <m( Cll) og 2

2)-aj
bulunur. Diger yandan

1
Z—”!log3d@<log3

i

oldugu diisiiniiliirse

>Zq:m(R a)—qlo @—lo 3
;) —q 108 A g

i=1

yazilir. Bu (2.5.2) esitsizliginde kullanilirsa

. Caloe 24 _ / f F
> m(R,a;) qlogk 10g3<m(R,f)+N(R,f)+m[R,fj+m(R,Fj

i=1
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olur. Boylece,

S(R,f)=m(R,§j+m[R,%j+qlog%+1og3+0(1)

ile gosterilirse, (2.5.4) esitsizligi daha kisa sekilde

Zq:m(R, a,)< m(R,f)+N(R,f')—N(R,%j+S(R,f) (2.5.5)

i=1

yazilir. N(R,f')=N(R, f)+N(R, f) esitliginden

Zq:m(R,al.)SN(R,f)+T(R,f)—N(R,%]+S(R,f) (2.5.6)

i=1

veya T (R, f)=m(R,a,)+N(R,a,)+O0(1) oldugu diisiiniiliirse

(q—l)T(R,f)sN(R,f)+zq:N(R,ai)—N(R,%j+S(R,f) (2.5.7)

yazilir. (2.5.5) esitsizligi, gerekli diizenlemelerle

Sn(R.a) sZT(R,f)—N[R,%)+S(R,f)

olarak elde edilir. Egera; degerlerinden herhangi biri sonsuz ise,

m(R,oo) = m(R, f ) terimi, (2.5.5) ifadesinin her iki yanina eklenirse

Zq:m(R,ai)Sm(R,f)+N(R,f’)—N[R,%j+S(R,f)+m(R,f) (25.8)

i=1

olur. N,(R,f)=2N(R,f)-N(R.f") +N(R,%] ile gosterilirse (2.5.8) esitsizligi

(4-2)T(R.f) <IN (Ra) N, (R.F)+S(R. )

i=l
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seklini alir. Simdi de, Nevanlinna’nmn ikinci temel teoreminin Ullrich tarafindan

yapilan ispatini verelim. Bunun i¢in f(z), sonlu karmagik diizlemde meromorf bir

fonksiyon ve a,(i=12,...,q) sayilar1 karmasik sayilar ve

8 :l(_]_l[(f_ai)

l

olsun. Nevanlinna’nin birinci temel teoreminden, f' tiirev fonksiyonu i¢in
. 1 1
T(R,f ):m R’F +N R,F +0(1)

yazilir. Ayrica,

yazmak miimkiindiir. Her iki tarafin mutlak degerleri ve pozitif logaritmalarindan

ortalama degerlere gecilirse,

1 1 d
R,— |< R,— R,
m( gj m( f'j+g‘(m(

yazilir. Yine birinci temel teoremden

L 1
e ] —m[R, f,]+S(R,f) (2.5.9)

1

m(R,éj:N(R,g)+m(R,g)—N(R,§J+O(1) (2.5.10)

oldugu bilinmektedir.
q
8= H(f _ai)
i=1
esitliginden, N (R, g) =¢gN(R, f) yazilir. Ayrica,
1 q
N|R.—|=)N(R.a,)
8 i=1
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oldugu agiktir. Simdi de, qm(R, f ) + 0(1) <m(R, g) esitsizligini gosterelim.

q \ .
8= H(f —a;) esitsizliginden f? = H(l _%j g
i=1 L

yazilabilir. a=max |q,| ise |f|>2a icin |f|" <27|g| olur. Boylece

2 27
qm(R,f)=% [log" | (Re” )‘d@+% [1og* f(Re"@)r 4
0 0

denklemin sag tarafindaki ilk terim | f |32a icin dogru olup ikinci terim igin

|f|>2a dir. Bu esitlikten
gm(R, f) < qlog"2a+qlog2+m(R,g)

elde edilir. Buraya kadar bulunanlar (2.5.10) esitliginde kullanirsa

q

m(R,é)2qN(R,f)—ZN(R,ai)+qm(R,f)+O(1)

i=1

zgm(ze,a,.)m(l)

bulunur. Elde edilen bu esitsizligi (2.5.9) ifadesinde kullanilirsa

q

Zm(R,ai)Sm(R,%j+S(R,f)

i=1

olur. Birinci temel teoremden

Zq:m(R,al.)ST(R,f’)—N(R,%J+S(R,f)

i=1
veya

qT(R,f)ST(R,f’)+zq:N(R,ai)—N(R,%JS(R,]‘) @5.11)

i=1
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yazilabilir. Diger yandan,

T(R, f’) < 2T(R, f) +S (R, f) oldugu (2.5.11) esitsizliginde kullanilirsa,

(q—Z)T(R,f)szq:N(R,ai)—N[R,%j+S(R,f) (2.5.12)

esitsizligi bulunur. Bu, Nevanlinna’nin Ullrich tarafindan verilen ikinci temel

teoreminin bir seklidir.

Ayrica, m(R.f')<m(R.f)+S(R.f) ve N(Rf)=N(R f)+N(R.f)
ifadelerinden T'(R, f')<N(R, f)+T(R,f)+S(R.f) elde edilen bu esitsizlik

(2.5.11) de kullanilirsa
(q—l)T(R,f)sN(R,f)+Zq:N(R,ai)—N[R,%j+S(R,f)

formili elde edilir.

Teorem 2.5.5: f(z) meromorf bir fonksiyon ise,

N(R,f)<N(R,f)

esitsizligi vardir [6].

Ispat: N (R, f (k)) <(k+1)N(R, f) esitsizliginde 6zel olarak k =1 alnirsa,
N(R,f")<2N(R,f)

bulunur. Ote yandan N(R, f ) =N (R, f ')—N (R, f ) oldugu g6z Oniine alinirsa

yukaridaki son esitsizlik
N(R,f)<N(R.f)

bigimine doniisiir.
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Lemma 2.5.1: Eger f,(z) ve f,(z),

Z| <R (R < 00) bolgesinde birer meromorfik

fonksiyonlarsa, 0 <r <R igin,

1
r,
h

N(r,flfz)—N{ ]=N(r,fl)+N(r,f2)—N(r,i]—N(r,i] (2.5.13)

esitligi mevcuttur [7].

Teorem 2.5.6: f (Z), |z|<R(S 00) bolgesinde meromorfik bir fonksiyon olsun.

'(0)£0 ve f(0)#0,1,0 ise re(0,R) igin

T(r,f)sN(r,f)+N(r,%j+N(r,fl_lj—Nl(r)+S(r,f) (2.5.14)

N,(r) :(2N(r,f)—N(r,f’))+N(r,%j (2.5.15)

oldugu durumda

S(r,f):m(r,§]+m(r,ff, )+log|f(0)( (0)_1)|+10g2 (2.5.16)

esitligi vardir [7].

Ispat:

zl_i,f_l
f

1
f '

esitliginin her iki tarafinin ortalama degeri alinirsa,

m[r,ljﬁm(r,£]+m(r,f_1]+10g2 (2.5.17)
f f I

elde edilir. m(r,l] terimine Jensen formiilii uygulanirsa
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1 1 1
m(r,?j—T(r,f)—N(r,7]+logm (2518)

olur. Benzer sekilde

(Sl A )

esitligi vardir. Lemma 2.5.1 den

m[r,uj:m(r, S J+log
f' f-1

+{N(r,f’)+N{r,

f(0)-1
£(0)

fl_lj—N(r,f)—N(r,%)} (2.5.19)

elde edilir. (2.5.17) esitsizliginin igine (2.5.18) ve (2.5.19) esitsizliklerini

yerlestirirsek ispat tamamlanmis olur.

Lemma 2.5.2: f (Z), |Z|<R (S OO) bolgesinde meromorfik bir fonksiyon olsun.

Eger f (0) # (0,00) ise, 0<r < p<R oldugu durumda,

m(r,fFJ <10+4log'log” 1 +2log” 1

1£(0) r

+3log” L +4log” p+4log T (p, f) (2.5.20)
p—r
dir [7].

'

Ispat: Poisson-Jensen formiiliinde z = re” alnip ve 7 = (log f )' esitliginden
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2 2
p —r P
do— lo
p° —2prcos(p—6)+r’ 4 a;p &

o8] (2) == [ 10g] (e")

p’—bz
+ > log|———|.
bvz:@ ,O(Z—bv)
elde edilir. Esitligin sag tarafindaki ilk terim
p—r _pe| P72
P> =2preos(p—0)+r* | pe” -z
oldugu i¢in,
1°f | pe? + 2
logf(z) =Z ! log‘f(pe‘”)‘ P do
~Ylog -~ ( )+210g p - Z) +iC (2.5.21)
yazilabilir. Buradan her iki tarafin tiirevi alinirsa
f’(z):LTlog‘f(pe"‘”) 2peiw d(p—z ‘a#‘z -p’
f(z) 273 (pe” -z’ (z-a,)(p*-a,z2)
b| -p’
+
Z(z b)(P*-b.2)
elde edilir ve |Z| =r oldugunda
2
‘a#‘z d p(pz—‘ay‘ ) pz—c_lﬂZ|< p’ p2_a_ﬂz
(z-a,)(p*-a,z)| 1P -a.zl |p(z-a,) (P*=pr)|p(z-a,)

bulunur. Benzer sekilde,
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| Inr-p |< p_|p-hz]
‘(z—bv)(pz—ljvz) " (p-r?|p(z-b,)]
esitsizligi mevcuttur. Buradan
(|, _2p 1 2|, 5|2z
BN { ”og‘f(,Oe ( ﬂ)‘+z p(z—b‘,)‘

i f‘log‘f(Peicv)Hd(D=m(p,f)+m(p,%j£2T(p,f)+logm

oldugu i¢in

HrAC) <log" 2p ~+log 2T (p, f) + log'log”

1
(p=7) £ (0)

Eb %+log{ (. f)+n( ;}q}

log

P —aﬂz| |p
2| G

esitsizligi vardir. p 4 fonksiyonuna Jensen formiilii uygulanirsa
P ( <=4y )
*-a,
logL:m r L < +log”
‘a#‘ p(z—ay) ‘aﬂ‘




dir. Bulunan ifadeler (2.5.21) denkleminin yerine yazilirsa

m(r,ij <2log2+log” p+2log"
f p=r

+1log'T (p, f)+log'log” ;JrN(p,f)

1£(0)
sena{athle})
+log{n(p,f)+n(p,%]+2} (2.5.22)

olur. n(p):n( o f )+n(p,%j esitligini ispatlamak i¢in onun karsit1 olan N(p)

ifadesi belirtilmelidir. Oyle p' secilmelidir ki (o < p'<R)

Ve

< P V<L )+l —
()= NP =~ p{ZT(p’f) ot \f(o)‘}

olur. Buradan,

log” {n (p)+ 2} <log" p'+log" ’# +log log" 1
p—p

£ (0)
+1og' T (p', f)+4log2 (2.5.23)
olur. N ( p) -N (r) ifadesini ispatlayalim. log (t) teriminin konveks fonksiyonu

N (t) olup, 0 < r < p < p' <R oldugu yerde
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N(p)=N(r) N(p)-N(r)
logp—logr  logp —logr

ve

esitliklerinden faydalanilarak asagidaki ifade

!

N(/’)—N(r)g_'p'_r{ZT(P’,f)Hog*;}

r —r ‘f(O)‘

he)

elde edilir. Oyle bir p sayis1 secelim ki (0<r < p< p'<R) asagidaki ifadeler var

olsun. Boylece,

p=r+ r(p'=r) 1 (2.5.24)
2,0'{T(p',f)+log+‘f(0)‘+l}
ve
N(p)-N(r)<1 (2.5.25)

olarak bulunur. Buradan, (2.5.24) esitliginde gerekli islemler yapilip her iki tarafin

pozitif logaritmasi alinirsa

2,0'{T(p',f)+log+‘f(10)‘+1}

p—r r(p'—r)

elde edilir. Her iki tarafin pozitif logaritmast almip  (2.2.1) ve (2.2.2)

esitsizliklerinden faydalanilirsa
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<log"2+log"p'+log" T (p', f)+log” 1 +log3+log” 1 +log”
r

1 1
pr |£(0) (p'=r)

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

Slog*l+log+ ,1 +log" p'+1og"T (P, f)
p—r r o —r

log”

+log'log" ;+log6 (2.5.26)

17 (0)

bulunur. Sonug olarak

esitsizlikleri vardir. Benzer olarak,

1 2
<

p-p p-r

her iki tarafin pozitif logaritmasi alinirsa (2.2.2) esitliginden

log" ———<log"2+log" — (2.5.27)

pP—pP p-r
olur. (2.5.22) ve (2.5.27) esitsizliklerinin i¢ine (2.5.23), (2.5.25) ve (2.5.26)
esitsizlikleri yerlestirilirse

m(r,fFJ <9log2+2log3+1+4log’log” ;+ 2log” 1

|7 (0)] r

+3log* '1 +4log* p'+4log’ T (p', f)

p—r

elde edilir. Boylece Lemma 2.5.2 ispatlanmis olur.
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BOLUM 3
Bu béliimde ilk olarak, sonlu logaritmik mertebe ile artan fonksiyonlar igin

karakteristik bir integral iizerine calisildi. Bir f meromorfik fonksiyonu ve bu
fonksiyonun karakteristik ifadesi olan T(r, f ) nin logaritmik mertebeleriyle ilgili

bazi1 ozellikler ifade edildi. Son olarak sonlu cift-logaritmik mertebeden bahsedildi

[4].

3.1. Pozitif artan fonksiyon icin sonlu logaritmik mertebe

S (r) , r>0 i¢in tanimlanan pozitif artan fonksiyon olsun. Eger

=1 (3.1.1)

ise S(r) fonksiyonunun sonlu logaritmik mertebesi A dir denir. (3.1.1) esitligi

sonsuz ise S (r) fonksiyonunun logaritmik mertebesi sonsuzdur.

Teorem 3.1.1: r>0 i¢in tanimlanan S(r) pozitif artan bir fonksiyon olsun.

Buradan § (r) nin logaritmik mertebesinin 4 (0< A <+o0) olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul

TL)HC{F (3.1.2)
s r(log r)”

olmasidir. Burada, integral ¢ > A i¢in yakinsak ve u < A i¢in iraksaktir.
Teorem 3.1.1 iispatlamak i¢in asagidaki lemmaya ihtiyag¢ vardir.

Lemma 3.1.1: x>A4 igin (3.1.2) integrali yakinsaksa, S (r) fonksiyonunun

logaritmik mertebesi 4 degerini asamaz.
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Ispat: S (r) fonksiyonu pozitif ve artan oldugu i¢in

&:S 7 j;ﬂdt
p(logr)"  t(logt)"

<J'—S(r) —dr <+ (3.1.3)
3 r(logr)”

dir. Bu esitsizlik >3 i¢in gecerli olup S (r) fonksiyonun logaritmik mertebesi u
degerini asamaz.

Ispat: (Teorem 3.1.1) Bu teorem iki durumda ispatlanacaktr.

L. Durum: $ (r) fonksiyonunun logaritmik mertebesi A olsun. g=A+¢ (> 1) igin

bir r, pozitif say1 vardir. Oyle ki, S(r)<(log r)“i esitsizligi mevcuttur (r>r,).

Buradan,
I r(lig(}}:))wl & I r(li;};))ml dr+J- r(li;r))” e
' ' ’ ’ (3.1.4)
<o(1)+] dr< o
2 r(log r)HZ

dir. Baska bir deyisle, (r>r,) i¢in (3.1.2) integrali iraksaktir. Aslinda (3.1.2)
integrali yakinsaksa Lemma 3.1.1 den § (r) fonksiyonunun logaritmik mertebesi

<u<A dir. Bu ise, S(r) fonksiyonunun logaritmik mertebesinin A olmasiyla

celisir. Bu ylizden (3.1.2) integrali 4 > A4 i¢in yakinsak ve x < A i¢in wraksaktir.

II. Durum: Farz edelim ki (3.1.2) integrali x> A i¢in yakinsak ve <A ig¢in

raksak olsun. Lemma 3.1.1 den § (r) fonksiyonunun logaritmik mertebesi <A+¢
ve herhangi pozitif bir € sayisi igin § (r) nin logaritmik mertebesi <A dir. Bazi

pozitif & sayisi i¢in S (r) fonksiyonunun logaritmik mertebesinin A—2¢ oldugunu
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varsayalim. I. Durumdan anlagilacagi gibi 4= ( A- 28) +e=A-¢ i¢in (3.1.2)

integrali yakinsak olur. Bu II. Durumdaki varsayimla gelisir.

Buradan $ (r) fonksiyonun logaritmik mertebesi A4 olmaktadir. Boylece I. Durum

ve II. Durumdan, Teorem 3.1.1 ispatlanmis olur.

Teorem 3.1.1 de kullanilan (3.1.2) integrali, »>0 icin tanimlanan herhangi bir
pozitif artan § (r) fonksiyonunun biiyiime oranmi 6l¢mek i¢in olduk¢a Onemlidir.
f(z) sabit olmayan bir meromorfik fonksiyon ise, S(r) igin T(r, f) ve n(r, f =a)
karakteristikleri kullamlabilir. Ilave olarak, f (Z) bir tam fonksiyonsa, S (r) icin

log"M (r, f) kullanlrr.
3.2. Meromorf fonksiyonlar i¢in logaritmik mertebe

Tanim 3.2.1: f (Z) , C diizlemde bir meromorf fonksiyon ise, bu f fonksiyonun
logaritmik mertebesi onun karakteristik ifadesi olan T(r, f ) nin logaritmik

mertebesidir. |Z|S r lzerinde f (Z) tam fonksiyonunun maksimum modiili,

M (r, f) olsun. O0<r< p icin
T(r,f)<log"M (r, f)<((p+r)/(p=r))T(p.f)

esitsizliginden T(r, f ) ve log'M (r, f ) nin logaritmik mertebeleri aynidir. Buradan

f(z) fonksiyonu

limsup log log M (r, f )
ro® loglog r

(3.2.1)

olarak ifade edilebilir.

Tamm 3.2.2: f (Z) bir meromorf fonksiyon ve pozitif logaritmik mertebesi A

olsun.(0,+00) araliginda tanimli negatif olmayan siirekli bir /1(1’) fonksiyonu,
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T(r, f ) karakteristik ifadenin yaklasik logaritmik mertebesi olarak tanimlanir ve

asagidaki 6zellikler saglanir.

(1) lim/i(r) =A

r—®0

(2) lim r(logr)A'(r)loglogr=0 (3.2.2)

3) U(r,f)=(logr)"
dir. Yeteri kadar biiytik 7 degeri i¢in
T(r,f)SU(r,f)

ve

lim sup =1 (3.2.3)

r—> U(I",f)

esitlikleri vardir. Yukaridaki U (r, f) fonksiyonu T(r, f ) karakteristik ifadenin

logaritmik tipi olarak adlandirilir.

3.3. Meromorf fonksiyonlarda yakinsakhk logaritmik iissii

f (Z) meromorf bir fonksiyon olsun. Her a e C noktast f (Z) =a denkleminin
kokiidiir. f(z) fonksiyonunun a-noktalar1 dizisi {zj (a)} olsun. Bu dizi
r.(a)= ‘zj (a)‘ oldugu durumda r,(a)<r,,(a) dir. f(z) meromorf fonksiyonunun

a—noktalarinin yakmsaklik logaritmik iissii;
Prg (@) =inf {u | >0, Y1 log r (a)) < +oo} (33.1)
j

olarak tanimlanir. Bu esitlik f (Z) fonksiyonunun a—noktalarinmm dagilim

degerlerinin 6l¢iimiinde dnemli rol oynar. Bu ¢alisma boyunca n (r, f= a) ifadesinin
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logaritmik mertebesi, 4, (a) ile gosterilecektir. Burada n (r, f= a), f (Z ) =a

denkleminin |Z| <r bolgesindeki koklerinin sayisidir. f (Z) meromorf fonksiyonun

a—noktalarinin yakinsakliginin {issiine esittir. Asagidaki teorem sonlu logaritmik

mertebenin meromorf fonksiyonlar i¢in karsilik gelen bir sonucudur.

Teorem 3.3.1: f(z) sabit olamayan meromorf fonksiyon ve sonlu logaritmik

mertebe ise, her aecC icin n(r, f =a) ifadesinin logaritmik mertebesi, f(z)

fonksiyonunun a—noktalarinin yakinsaklik logaritmik iissiine esittir.
Ispat: Her £>0 igin,

j <(logr, (@)= (3.3.2)

yazilabilir. 4> 2, (a) ise, (£>0) icin x>, (a)+e ve gy =p/(4, (a)+e)

esitligi vardir.

1 -
‘log rj(a)‘ﬂ 7 .
ve
z;ngﬂl <40 (3.3.4)
7 [logr ()" 7
bu esitsizliklerden
Prog (@) < A, (@) (3.3.5)
olur. <2, (a) ise
b, = ! >1 (3.3.6)
/ ‘logrnj (a) "
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olacak sekilde {nj} pozitif tamsayilarin bir dizisi vardir. n, > 2 i¢in %f ifadesinin

integral pargas1 i, ve b = olarak gosterecegiz. Buradan,

|logr, (a) I
b +b, .+ 4b, >W>% (3.3.7)
ve
>/ flogr;(a) =+ (3.3.8)
;
esitliklerinden,
Aiog (@) < prog (@) (3.3.9)

elde edilir. (3.3.5) ve (3.3.9) dan teorem ispat edilmis olur.

3.4. Sonlu logaritmik mertebelerin meromorfik fonksiyonlar icin 6zellikleri

Lemma 3.4.1: f (z) C diizleminde meromorfik bir fonksiyon olsun. r, (a), f (Z)

fonksiyonunun a —noktalarinmn bir modiilii olsun (I’j (a) <1y (a)) . Eger, 11>0 ise,

: W (3.4.1)

ve asagidaki integraller
T%m (3.4.2)
Twm (3.4.3)

t(logt)**"

ayni anda yakinsak veya ayni anda raksaktr.
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Ispat: Zj: ! :I ! dn(t, f =a)

i |logr [+ [logt|”
=R R
LJ= LJ=
= M +ﬂjudt (3.4.4)
(logn)* | _ "+ t(ogH)*

esitliklerinden (3.4.1) serisi ve (3.4.2) integrallerinin ayni anda yakinsak ya da ayn1

anda 1raksak oldugu anlasilir.

TﬁgliiﬁLh=[N(uf=aﬂbg0”ITR+(y+UTﬁ1££jflm

L t(log )" =3 > t(logn)“*?

esitligini kullanarak (3.4.2) ve (3.4.3) integrallerinin ayn1 anda yakinsak veya ayni

anda rraksak oldugu goriiliir. Béylece Lemma 3.4.1 ispatlanmis olur.

Lemma 3.4.2: n(r, f= a) sonlu pozitif logaritmik mertebeyse,

Zl/‘logrj (a)‘” <+o0, >, (a)

! ) (3.4.5)
Zl/‘logrj(a)‘ =+, u<i, (a)

I tf—a

.[ t(log l‘)u+1 +0, > Do (a) 546
n(t,f =a) 3 o

I l_(logt)/ﬁ—l - ,U<ﬂ,10g (Cl)

I N(t,f = a)

J7a£5;7<+ » o 1>y (a) nan
tTN(tf=a) o
It@gﬂmz_ H < (a)

esitsizlikleri vardir.

Ispat: Plog (a) nin tanimimdan
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D/ |logr, (a)|' <+,  p>p,,(a)
j

(3.4.8)
Zl/ |logr,(a)['=+0, wu<p,,(a)
J

yazilir.

Teorem 3.3.1 de ifade edilen p,, (a)=/110g (a) ve (3.4.8) durumundan
(3.4.5) esitligi; (Lemma 3.4.1) esitliginde ifade edilen (3.4.1) serisi ve (3.4.2)
integrali ayn1 anda yakmsak ya da ayn1 anda raksak oldugu i¢in (3.4.5) dan (3.4.6)
esitligi bulunur. Benzer sekilde (3.4.1) serisi ve (3.4.3) integrali ayn1 anda yakinsak
ya da ayni1 anda 1raksak oldugu ic¢in (3.4.5) dan (3.4.7) elde edilir. Boylece Lemma
3.4.2 nin ispat1 tamamlanir.

Sonlu pozitif mertebeyle verilen meromorfik fonksiyon f (Z) ve herhangi a e C
icin, N (r, f ) ve n(r, f ) sayma fonksiyonlarinin, her ikisi de ayn1 mertebeye sahip
olmalarina ragmen, sonlu logaritmik mertebede durum farklidir.

Teorem 3.4.1: f (Z) , C diizleminde sabit olmayan meromorfik bir fonksiyon
olsun. Herhangi bir a € C icin, n(r, f= a) ifadesinin logaritmik mertebesi, 4,, (a)

ve N(r,f =a) nmn logaritmik mertebesi 4,,, (a)+1 dir.
3.5. Meromorf fonksiyonlarin logaritmik Borel istisnai degerleri

Nevanlinna teoremine gore, n(r, f= Ot) ifadesinin mertebesi f (Z) fonksiyonun

mertebesinden daha az ise, f (Z) nin Borel istisnai degeri a € C ile gosterilir. f (Z)

nin mertebesinin A oldugu durumda

limsup lognir, f=a)
r—m Ogr

<A

dir. Sifirinct mertebeden bir meromorf fonksiyon igin, n(r, f :a) fonksiyonun

mertebesi her ae€C igin sifira esitti. Ancak sonlu logaritmik mertebe

fonksiyonlarma gore Borel istisnai deger asagidaki gibi tanimlanir.
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Tanim 3.5.1: Eger f (Z) meromorfik fonksiyonun C diizleminde sonlu logaritmik

mertebesi A ise, bir & karmasik sayisi

Aiog () =limsup logn(r, f =)

<A-1 (3.5.1)
ro® loglog r

olacak sekilde f (Z) nin logaritmik Borel istisnai degeri olarak adlandirilir. ilave

olarak, |Z| <r bolgesinde f (Z) =a denkleminin koklerinin n (r, f= a) ile

belirtildigi yerde

g (@) =limsup log(r.f =)

<A-1 (3.5.2)
TR loglog r

a sayist f (Z) fonksiyonunun indirgenmis logaritmik Borel istisnai degeri olarak

adlandirilir.

Teorem 3.5.2: (Logaritmik Borel istisnai deger) f(z), C diizleminde sonlu
logaritmik mertebenin sabit olmayan bir meromorfik fonksiyonu ise, [f(z)

fonksiyonu en fazla iki logaritmik Borel istisnai degerlerine sahiptir.
Ispat:
I. Durum: Eger f(z) sabit olmayan bir rasyonel say1 ise, f(z) fonksiyonunun

logaritmik mertebesi 1 ve herhangi a € C igin A, (a) =0 dir.

II. Durum: f(z) transandantal fonksiyon ve sonlu logaritmik mertebesi A oldugu

halde, a.(i:1,2,3) icin {ic tane logaritmik Borel istisnai degeri oldugunu

1

varsayalim. Buradan,

limsup logn(r. f =)

<A-1 (3.5.3)
r— loglogr

(i =1, 2,3) icin Teorem 3.4.1 ve (3.5.3) esitsizliginden;
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limsup logN(r.f =a,)

<A (3.5.4)
ro® loglog r

dir. Genel hali bozmaksizin, &, =0, @, =1, a, = ve f(0)#0,1,0 ve f'(0)=x

icin R. Nevanlinna’nin ikinci esas teoreminden

T(rf)= 3N (=)~ (NG f =) =N (5o f' =) £ N (s = O) +S (1. )

<SN(rf=a)+S(rf) (35.5)

f(o)](t{c(g(;)_l)§+log2 (3.5.6)

S(r,f) = m(r,?}+m[r, ff,1]+log

dir [7, syf.17, Lemma 1.3]. Logaritmik tiirevler lemmasindan
S(r,f)=0(logr)+4log'T (p, f) (3.5.7)

yeteri biiylikliikte 7 sayisi igin (0<r < p) yukaridaki (3.5.7) esitligi vardir. f(z)

sonlu logaritmik mertebenin transandantal meromorfik fonksiyonu olup, (3.5.7)

esitligi
S(r.f)=0(logr)=o(T(r.f)) (3.5.8)

ile ifade edilebilir. Buradan (3.5.5) ve (3.5.8) asagidaki esitsizligin
3
(1-oMW)T(r.f)<D.N(r.f =«,) (3.5.9)
i=1

yeteri biiyilikliikte 7 sayisi i¢in var oldugunu ima eder. (3.5.4) ve (3.5.9) kullanilarak

limsup M <

A (3.5.10)
r—> loglog r

elde edilir ve bu da T(r, f ) ifadesinin logaritmik mertebesinin A olduguyla celisir.

Boylece Teorem 3.5.2 nin ispatt tamamlanmig olur. N (r, f =a) ifadesinin
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logaritmik mertebesi 4, (a)+1 gercegi ile Teorem 3.5.2 den asagidaki sonug ifade

edilebilir.

Sonug¢ 3.5.1: f (z), sonlu logaritmik mertebeyle C diizleminde sabit olmayan bir

meromorfik fonksiyon ise, her « € C icin
Ao (@) =2 -1
o noktasmin en fazla iki degeri vardir.

3.6. Meromorfik fonksiyonlarin tiirevleri ile ilgili sonuclar

f(z) ifadesinin logaritmik mertebesi 4, (/) olsun.

Teorem 3.6.1: Eger f (Z) sonlu logaritmik mertebeyle C diizleminde transandantal

meromorfik bir fonksiyonsa, f (Z) ve f'(z) ayni logaritmik mertebeye sahiptir.
Ispat:
T(r.f)=m(r,f")+N(r,f)<2T (r,f)+m(r.f'] f)

I ———

diger taraftan, [7, syf.95, Teorem 4.1] deki esitsizligi kullanarak 4, (f)< Ao (f ")

dir. Boylece, Teorem 3.6.1 ispatlanmis olur.

Teorem 3.6.2: f (Z) sonlu logaritmik mertebesi 4 ve C diizleminde transandantal

meromorfik bir fonksiyonsa her bir pozitif k tamsayisi i¢in,

e 1og{n(r,f =0)+7(r, £ =1)}

=A-1 (3.6.1)
ro® loglogr

vardrr.
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Lemma 3.6.1: f(z), C diizleminde sabit olmayan bir meromorfik fonksiyon olsun.

Eger f(0)#0, ise, her pozitif k tamsayist igin,

(k)
m(r,fTJ <C, {1 +log log” m +log” %
+log+L+10g+p+log+T(p,f)} (3.6.2)
p—r

esitsizligi vardir. Burada O<r < p<R ve C, sadece k ya bagl bir sabittir [7].

Lemma 3.6.2: f(z), C diizleminde transandantal meromorfik fonksiyon ve k bir
pozitif ~tamsayt olsun. Eger  f£(0)#20,00, f*)(0)=1, f*(0)20 ve

(k+1) £ (0)( £ (0)=1)—(k+2) £ (0)* 20 ifadeleri varsa

T(r,f)<(2+%)N(r,f =O)+(2+%j]\7(r,f(k) =1)+8"(r.f) (363

esitsizligi ve 0<r <R i¢in

(k+1) (k+1) (k)
Sinf ):(“gjm[“ f]j")—l}(%a{m[r’ff JM{ 7 ]}

(k+2) 0)( % (0)-1
+%m[r,f—)+4+[2+%jlog f( )(f ( ) )‘

(k+1)

(3.6.4)

! £ (0)( £ (0)-1) |
+;log (k+2) © (ay_1)_ (k+1) 702
(k+1) £42(0)( £ (0)=1)=(k+2) £ (0)

esitligi vardir [7].
Ispat: (Lemma 3.6.2) f(z) fonksiyonunun sonlu logaritmik mertebesi A olup,

Teorem 3.4.1 ve Teorem 3.6.1 den n(r,f :O)+ﬁ<r,f(k) :1) ifadenin logaritmik
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mertebesi 4 —1 den kiigiik ve esittir. Bu nedenle, (3.6.1) i ispatlamak i¢in asagidaki
esitligi,

e 1og{n(r, f=0)+7(r Y =1)}

>A-1 (3.6.5)
ro® loglogr

gostermek yeterlidir. (3.6.5) esitsizliginin olmadigini varsayalim. Buradan,
n(r, f= O) +n (r, f ®) = 1) ifadesinin logaritmik mertebesi A —1 den kiiciiktiir.

Lemma 3.6.1 ve Lemma 3.6.2 esitsizliklerini kullanarak, herhangi bir « >1 sabiti

i¢in
S™(r.f)=0(log'T (zr. f))+O(logr), (r—>) (3.6.6)
dir. Yukaridaki (3.6.6) esitligi ve [7, syf.25, Lemma 1.5] ifadenin sonucundan
S (r.f)=0(logr)=0o(T(r.f)) (3.6.7)

elde edilir. Bu nedenle, (3.6.3) esitsizliginden faydalamlarak 7'(r, f) ifadesinin

logaritmik mertebesi A dan kiigiiktiir. Bu, T(r, f ) nin logaritmik mertebesinin A

olmasiyla celisir. Dolayisiyla (3.6.5) esitsizligi gecerlidir. Teorem 3.6.2 de bu

lemmalardan faydalanarak ispatlanir.

3.7. Pozitif artan fonksiyon icin sonlu ¢ift-logaritmik mertebe

Bu boliimiinde bir ac¢ik birim diskteki kuvvet serileri ve bu serilerin sonlu ¢ift-
logaritmik mertebe ile ilgisine deginilecektir. Daha fazla bilgi i¢in [8] nolu
kaynaktan yararlanilabilir.

S(r), r>0 i¢in tanimlanan sinirsiz artan fonksiyon olsun. Eger,

log S(r)

lim sup =1 (3.7.1)

r—1"

loglog logL
1-r
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ise S(r) fonksiyonunun ¢ift-logaritmik mertebesi A dir. S(r) fonksiyonunun sonlu

pozitif ¢ift-logaritmik mertebesi A olsun.

S(r)

lim sup 3.7.2)

r—1" 1 A
(log log ]

1-r

limit sonucunun sonsuz, sonlu pozitif veya sifir olmasina goére S(r) fonksiyonu

sirastyla maksimum, orta veya minimum ¢ift-logaritmik tip olarak adlandirilir.

S(r), ¢ift-logaritmik mertebesi 4 ve minimum ¢ift-logaritmik tipse

| S(r) (3.7.3)

A+1 dl"
1 1
1-r)| log— |.| loglog—
( )( gl—rj( g gl—r]
integralinin sonucuna gore ya yakmsaklik smifindandir ya da 1raksaklik
1Y 1Y
smifindandir. Ornegin, S(r) =(loglog1—) .(logloglog 1—) fonksiyonunun ¢ift-
—r —r
logaritmik mertebesi A ve , bir reel say1 olsun. O halde;
>0 i¢in S(r) maksimum c¢ift-logaritmik tip
#=0 1icin S(r)orta ¢ift-logaritmik tip
1 <0 icin S(r) minimum ¢ift-logaritmik tip

olur. Ayrica, S(r) fonksiyonu —1< <0 i¢in waksaklik sinifindadir ve g <-1

durumunda da yakinsaklik sinifindandir.

Teorem 3.7.1: (Bir integral kriteri) S(r), r €(0,1) i¢in tanimlanan sinirsiz pozitif
artan fonksiyon olsun. S(r) fonksiyonunun ¢ift-logaritmik mertebesi A (O <A< oo)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

S(r)

1 1 p+l
(1-r) (log H).(log log l—r)
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integralinin x> A i¢in yakinsak ve u < A icin raksak olmasidir.
Teorem 3.7.1 i ispat etmek i¢in agsagidaki lemmaya ihtiyag vardir.

Lemma 3.7.1: Eger S(r), r €(0,1) i¢in tanimlanan simirsiz pozitif artan fonksiyon
ve (3.7.4) integrali yakimnsaksa, S(r) fonksiyonunun gift-logaritmik mertebesi 4

degerini asamaz.
ispat: (Lemma 3.7.1) S(r) pozitif ve azalan oldugunda

1

+OO>I S(r) /Hldr
(1—r)(lo 1) (10 lo 1)
gl—r 1t gl—r
1
=j S) —d loglogL
1Y 1-r
loglog—
1-r
1
>S(7’)I ! +1d(loglog ! j= () (3.7.5)
“| logl ljﬂ 3 (1 1 ljﬂ
0g10g — oglog——
g gl—t M| 1og gl—t

| . . - ) .
dir. r>1-— i¢in S(r) fonksiyonunun ¢ift-logaritmik mertebesi , degerini
e
asamaz.

Ispat: (Teorem 3.7.1) Bu teorem iki durumda ispatlanacaktir.

I. Durum: S(r) fonksiyonunun sonlu ¢ift-logaritmik mertebesi A olsun.
; 1 Y2
u=A+e(>A) icin bir pozitif r, sayist vardir. Oyle ki, S(r) < (log log 1—] icin
—r

1
r>r,>1—— dir. Buradan
e

dr

j S(r)

1 1 1 u+l
—(1-r)| log— |.| loglog ——
¢ ( r)( gl—rj( g gl—r)
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+I S(r) dr
te (l—r)(lo 1) [lo lo jﬂﬂ
gl—r o8 gl—r
=0+ | 5() dr

: 1 1)
(1 - r) (log Hj.(log log 1—;’]

loglogi 1
=0(1) +lim i< (3.7.6)

i . x(5/2)+l
loglog——
l_rﬁ

esitligi vardir. Diger taraftan, u <A ig¢in (3.7.4) integrali raksak olmalidir. Eger,
(3.7.4) integrali yakmsaksa, Lemma 3.7.1 den dolayr S(r) nin ¢ift-logaritmik
mertebesi < <A dir. Bu ise S(r) fonksiyonunun ¢ift-logaritmik mertebesinin A
olmasiyla ¢eligir. Bu yiizden (3.7.4) integrali x> A icin yakinsak ve <A i¢in

wraksaktur.

II. Durum: (3.7.4) integralinin g > A i¢in yakmnsak ve u < A i¢in wraksak oldugunu
varsayalim. Lemma 3.7.1 den S(r) nin ¢ift-logaritmik mertebesi <A dir.
Varsayalim ki S(r) fonksiyonunun ¢ift-logaritmik mertebesi A—2¢ (& pozitif say1
olsun). I. Durumda (3.7.4) integralinin = (/1 - 25) +&=A-¢ igin yakinsak oldugu
goriliir. Bu ise II. Durumdaki varsayimla ¢eligir. Buradan S(r) fonksiyonunun ¢ift-

logaritmik mertebesi A dir. Teorem 3.7.1 in ispati I. Durum ve II. Durumdan

tamamlanmis olur.

3.8. Bir diskte analitik fonksiyonlar icin cift-logaritmik mertebe

Tamm 3.8.1: D bir acik birim disk olsun. D bolgesindeki f(z) analitik fonksiyonu

ile log u(r, ) ifadesinin ¢ift-logaritmik mertebesi ve tipi aynidir.
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Teorem 3.8.2: D bdlgesinde f(z) analitik ve u(r, f) smirsiz bir fonksiyon olsun.
Buradan log u(r, f) ifadesinin ¢ift-logaritmik mertebesi A (0 <A< oo) olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul

1

| ligu(r,f) — g
(1—r)(log1_r).(loglog1_r)

integralinin > A i¢in yakinsak ve x <A i¢in wraksak olmasidir.

(3.8.1)

Ispat: log u(r, ), re(0,1) araliginda smirsiz artan bir fonksiyon olsun. O halde,

Teorem 3.8.2 nin ispat1, Teorem 3.7.1 in bir sonucudur.

Tanmm 3.8.3: A(r):(0,1) > (0,+%) tanimli negatif olmayan siirekli bir fonksiyon

olsun. Eger A(r) ifadesi asagidaki 6zellikleri saglarsa

(1) imA(r)=A4
r—>1"
in 1 1 1 1
(ii) lim(1-r).log—.loglog—logloglog—.1 (r) =0 (3.8.2)
r—1” 1-r 1-r 1-r

A(r)
(i) U(r)= (log log %] olsun. S(r)<U(r) ig¢in
—r

lim sup > = 1 (3.8.3)

o U(r)

bu A(r) ye S(r) fonksiyonunun yaklagik c¢ift-logaritmik mertebesi olarak

adlandirilir. U (r) fonksiyonu, S(r) ifadesinin ¢ift-logaritmik tipi olarak bilinir.

3.9. Acik birim diskte kuvvet serilerinin biiyiime indeksleri

Bir D bolgesinde f(z) =Zanz" kuvvet serisi fonksiyonu analitik ve log u(r, f)

n=0

sonlu ¢ift-logaritmik mertebe olsun. Bu baslikta v(r, f) nin iki biliylime indeks

belirtilecektir. v(r, f) ifadesinin sigrama noktalar1 dizisi {rj}osl olsun.
i-
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h

(aSl’O<r, <..<r;<r, <...<1) ve r =1 iken 7, =— i¢in
! 2

j+l

—u

t —H
ds+g,(0)=| (loglog%j ds 10

)

0 1
gy(t) = ;[—(loglog :j
oldugu yerde

Progiog (f ) =1nf {u | >0, Z 8,(r;)< oo} (3.9.1)

ve
1

Aiogiog (f ) = Inf {IJUI >0, IV(t,f ), (IOg IOgI—iJ dt <oo} (3.9.2)

)

esitlikleri mevcuttur.

Teorem 3.9.1: Bir D bolgesinde f(z) fonksiyonu analitik ve log u(r, f) sonlu

cift-logaritmik mertebesi ise

Progiog (f) = Liggiog () (3.9.3)
dir. (3.9.3) ifadesi ya p,,,,(f)=0 yada 4,,(f)=0 oldugu yerdeki durumlari
igerir.
Ispat: 1 >0 icin,

D g, (Mdv(t, f)

Jo

fy

=v(t, )&, |+ [v(. f)(log log 1%) dt (3.9.4)

esitligi vardir. £>0 ve u=4,,,,(f)+¢ olsun. 4. (f) ifadesinin tanimindan
1 1\
[v(x, f)(log log ﬁj dt <+ (3.9.5)

Ty
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dir. Her bir 6 >0 igin bir R, (<1)sayisi vardir. Oyle ki r € (R,,1) ise

1

5> .[v(t,f)(log log ij_y

r

1 1\
Zv(r,f).[(loglog:j dtzv(r,f)g”(r) (3.9.6)

esitsizlikleri vardir. (3.9.4), (3.9.5) ve (3.9.6) esitsizliklerini birlestirilmesiyle, &£ >0

sabiti i¢in Z g, (rj. ) <o elde edilir. Buradan,

Jj=1
ﬂloglog (f) = Ploglog (f)

dir. Diger taraftan

o0

> 8,(r)<o (3.9.7)

Jj=1

ise (3.9.4) ve (3.9.7) esitliklerinden

+oo>ji_1:gﬂ(rj)+v(fo,f)gy(to)

VR g, B+ | — T

1 /l
| loglog——
( g gl_J

elde edilir. (3.9.8) esitliginin sag tarafindaki iki esitlikte negatif olmadigindan,

dt (3.9.8)

1 1\
J‘v(t,f)(loglogﬁj dt < oo

fy

dir. Buradan p,,,., (f) = 4, (f) olur. Bdylece, Teorem 3.9.1 ispatlanmus olur.

oglog
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3.10. Maksimum terim ve merkezi indeksi arasindaki bityiime iliskisi

Lemma 3.10.1: Her x>0 i¢in f(z) kuvvet serisi fonksiyonu bir D bolgesinde

analitik ve log” u(r, f) sonlu logaritmik mertebe ise,

Zlgy(rj) (3.10.1)
© 1—7.
> R (3.10.2)
. loglog !
l-r,
Iv(t,f)(loglogi} dt (3.10.3)
j log p(r./) (3.10.4)

dt
1 1
(l—t) logi loglogi

serileri ve integralleri f(z) kuvvet serisi fonksiyonunun merkez indeksinin v(r, f)

oldugu durumda ya ayn1 anda yakinsak ya da ayni anda raksaktir.

Ispat: (3.9.4) ve (3.9.6) esitsizliklerinden (3.10.1) serisi, (3.10.3) integralinin her

ikisi de ayni1 anda wraksaktir. Stieltjes integralinin 6zelliginden,

ZJ: 1-r, _ J‘ l—r1 ”dv(r,f)

_ (1=rv(r.f) [ +[v(rf). 1 o 1 dr (3.10.5)

1) 1Y 1Y
loglog—— | & loglog — loglog —
I-r l-r 1-r

yazilir. (3.10.5) esitligi kullanilarak, (3.10.2) serisi ve (3.10.3) integrali ayn1 anda

yakinsak ya da ayni1 anda raksaktir. Sonug olarak,
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R -u
I v(©.f) [log log 11—J dt

t

1Y 1)
= logy(R, f)(log log j —log,u(ro, f)(log log J
1-R l-r,

R
i log u(, f) 0
1 1
“(1-1)[ log—— —
( t)(ogl_tjiloglogl_t)

esitliginden Teorem 3.9.1 in ispatina benzer olarak (3.10.3) ve (3.10.4) integralleri

ayni anda yakinsak ya da ayn1 anda iraksaktir. Buradan Lemma 3.10.1 ispatlanmis

olur.

97



KAYNAKLAR

[1] Balct M. 2013. Matematik Analiz-I-II. Cilt no : 9. Baski. Istanbul. Siirat

yayinlari.

[2] Baskan T. 2012. Kompleks Fonksiyonlar Teorisi. Cilt no : 7. Baski. Bursa. Dora

yaymlari.

[3] Kamali M. 1986. Nevanlinna Kuramma Giris.Yiiksek Lisans Tezi. Atatiirk

Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiit Matematik Anabilim Dali. Erzurum.

[4] Chern P.T.Y. (2005). On Meromorphic Functions with Finite Logarithmic Order.
Transactions of the American Mathematical Society, 358, 473-489.

[5] San N. 1977. Analitik Fonksiyonlar Teorisi. Cilt no: II. Baski. Izmir. E. U. Fen
Fakiiltesi Baski Isleri Kitaplar Serisi No.74

[6] Ugras S. 1985. Nevanlinna Kurami’nda Genellestirmeler Defo ve Asimtotiklik
Problemleri. Doktora Tezi. Dicle Universitesi. Diyarbakir.

[7] Lo Y. (1991). Value Distribution Theory. Springer — Verlag Berlin, Heidelberg,

New York and Science Press, Beijing.
[8] A¢ikgdz M., Chern P.T.Y. (2008). On power Series Analytic in the Open Unit

Disk with Finite Double-Logarithmic Order. Applied Mathematical Sciences. 2, 32,
1549-1569.

98



