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Belirli baglangic-sinir sartlar ile verilen 1-boyutlu non-lineer Newell-Whitehead-Segel
(NWS) tipt kismi diferansiyel denklemlerin Richtmyer lineerlestirmeli Crank-Nicolson tipi
sonlu fark yontemi ile yaklasik ¢oziimlerini bulmay1 amaclayan bu yiiksek lisans tezi beg boliim
olarak planlandi.

Bolim 1’de 6nce model problem olarak ele alinacak olan NWS denklemi kisaca
tanitildiktan sonra ¢oziimleri ile ilgili literatiir taramas verildi.

Bolim 2’de 6zellikle tezde kullanilacak olan Sonlu Farklar Yontemi’'nin temel prensipleri
ile birlikte baz1 gerekli tanim ve kavramlardan bahsedildi.

Bolim 3’te, Bolim 1’de NWS denklemi ile verilen model problemin Richtmyer
lineerlestirmeli Crank-Nicolson tipi sonlu fark semasi ¢ikartildi. Ayrica bu boliimde elde
edilen semanin yakinsaklik mertebesi hesaplandi ve von-Neumann kararlilik analizi yardimiyla
semanin sartsiz kararli oldugu gosterildi.

Boliim 4’de NWS denklemi ile verilen ii¢ 6rnek problem kisaca tanitildi. Her bir probleme
Bolim 3’te sunulan sema uygulandi ve hesaplanan bazi yaklasik sonuclar kendi aralarinda
ve ayni zamanda literatiirde var olan diger arastirmacilarin verdikleri sonuclarla ¢izelgelerde
karsilagtirildi. Ayrica yaklasik sonuglarin siirekliligini ve problemin dogru fiziksel davranigini
sergilediklerini gostermek i¢in bazi grafikler verildi.

Son boliim olan Boliim 5’°de ise tezin teorik katkilar1 ve sayisal bulgulari ile birlikte ileride
yapilacak olan ¢alismalar icin kisa bir oneride bulunuldu.

Anahtar Kelimeler: Newell-Whitehead-Segel (NWS) Denklemi, Crank-Nicolson Sonlu
Fark Yontemi, Richtmyer Tipi Lineerlestirme, von-Neumann Kararlilik
Analizi, Hata Normlari, Yerel Kesme Hatasi
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This master’s thesis which aims to find approximate numerical solutions of one-dimensional
nonlinear Newell-Whitehead-Segel (NWS) type partial differential equations under specific
initial and boundary conditions by means of Richtmyer linearized Crank-Nicolson type finite
differences method is planned in five chapters.

In Chapter 1, firstly the NWS equation to be considered as the model problem, is briefly
introduced. A literature review regarding the solutions of the equation is then presented.

In Chapter 2, the fundamental principles of the finite differences method to be used in this
thesis are given along with some necessary definitions and concepts.

In Chapter 3, the Crank—Nicolson-type finite difference scheme with Richtmyer
linearization was derived for the model problem given by the NWS equation in Chapter 1.
Furthermore, the order of convergence of the scheme obtained in this chapter was computed,
and the scheme was shown to be unconditionally stable by means of von-Neumann stability
analysis.

In Chapter 4, three example problems with exact solutions given by the NWS equation have
been briefly introduced. The scheme presented in Chapter 3 is successfully is applied to each
problem, and some computed numerical results are compared among themselves as well as
with the results by other researches in the literatures using tables. Additionally, some graphs are
provided to illustrate the continuity of the computed numerical results and to show that each
considered problem exhibits its correct physical behaviors.

In Chapter 5, which is the final chapter of the thesis, the theoretical contributions and
numerical findings of the thesis are summarized along with a brief suggestion for future
research.

Keywords: Newell-Whitehead-Segel (NWS) Equation, Crank-Nicolson Finite Difference
Method, Richtmyer Type Linearization, von-Neumann Stability Analysis, Error
Norms, Local Truncation Error
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1. GIRIS

1.1 Tezin Kapsam ve Model Problem

Matematik evrende; miihendislik, teknoloji, kimya, fizik ve biyoloji gibi bircok alanin
temelini olusturmaktadir. Matematiksel model ise giinlilk hayatta karsilastigimiz farkhi
olaylarin herhangi bir sisteminin matematik denklemleri, dili ve kurallar1 kullanilarak ifade
edilmesidir. Matematikte karsilagilan denklemler genellikle cebirsel, diferansiyel ve integral
denklemlerden olugsmaktadir. Bu denklemler arasinda bulunan Kismi Diferansiyel Denklemler
(KDD); kimya, fizik ve miihendislik gibi disiplinlerde bir¢ok fiziksel olayin modellenmesinde
siklikla kullanilmaktadir. Ozellikle non-lineer KDD’ler; dogada akiskanlar dinamigi, hava
tahminleri, niikleer reaksiyonlar ve yer kabugu hareketleri gibi bircok karmasik fiziksel siirecin
anlasilmasina yardimci olmaktadir. Miihendislikte ise yapilarin dinamigi, malzeme dayanimu,
elektronik devreler ve biyomedikal miihendisligi gibi alanlarda kullanilan modeller non-lineer
KDD’leri icermektedir. Non-lineer KDD’lerin analiz edilmesi ¢ogu zaman zor ve karmagiktir.
Bilindigi gibi cok degiskenli fonksiyonlar1 ve bunlarin kismi tiirevlerini iceren bir KDD; lineer
veya non-lineer bir yapida olabilir. Non-lineer KDD’ler adindan da anlasilacag: gibi non-lineer

terimler icerir ve bu da onlar1 daha karmasik hale getirir [1].

Bu calismada ele alinacak olan 1-boyutlu non-lineer Newell-Whitehead-Segel (NWS)
denklemi ise reaksiyon-difiizyon tipi bir KDD’dir. Ayrica bu denklem, standart 1s1

denklemindeki difiizyon terimine ek olarak reaksiyon kismin1 da icerir.

Bu calismada model problem olarak

Vi=aViu+BV+yVP | (x,t) €[a,b] x[0,T] (1.1.1)
NWS denklemi
V(x,0) = f(x), x €[a,b] (1.1.2)
baslangic sart1 ve
V(a,t) =g1(t), V(b,t) =ga(t), t €[0,T] (1.1.3)



sinir sartlartyla goz Oniine alindi. Burada f(x), gi(f) ve g»(¢t) onceden verilen tanimli

fonksiyonlardir.

Denklemde goriilen V? non-lineer terimi Richtmyer tipi lineerlestirme teknigi ile
lineerlestirilerek (1.1.1)-(1.1.3) ile verilen baslangi¢ ve sinir deger probleminin sonlu farklar
yontemi {izerine temellenmis Crank-Nicolson tipi niimerik semas1 verilecektir. Burada p > 2
bir tam say1 olup denklemde yer alan V; terimi sistemdeki model ve oOriintii de8iskeninin
zamana bagl olarak degisimini, konumsal tiirev iceren oV, terimi ise fiziksel olarak konumsal
yayllmay1 ya da difiizyon yayilma mekanizmasini temsil etmektedir. Modelin lineer terimi
olan BV, modelin kiiciik bozulmalara karsi dayanikliligini belirlemektedir. § > 0 olmasi
durumu sistemin kararsiz hale gelmesine ve dolayisiyla bozulmasina sebep olurken, 3 < 0
olmast durumu ise sistemi kararli hale getirir. Denklemin non-lineer kismini1 olusturan yV?
terimi Orlintiintin kararlilik seviyesine ulagsmasini saglar. Dolayisiyla denklemi olusturan her
bir terim, sistemdeki hem kararliligi dengede tutar hem de olusan Oriintiilerin konumsal
ve zamansal olarak davranisimi belirleyen fiziksel siirecleri belirtmektedir. NWS denklemi,
literatiirde eksik olan oriintii olusumunun basitlestirilmis ve evrensel bir matematiksel model

ithtiyacim kargilamaktadir.

Bu tezin amaci, yukarida model problem olarak ele alinan baglangic-sinir deger probleminin
yaklagik ¢oziimiinii Crank-Nicolson sonlu farklar yontemi ile Richtmyer tipi lineerlestirme
teknigini kullanarak elde etmektir. Buradaki amag, denklemdeki non-lineer V7 terimini
lineerlestirerek model problem olarak g6z Oniine alinan yukaridaki baslangi¢c-sinir deger
problemini her bir zaman adiminda ii¢-kdsegenli bir lineer cebirsel denklem sistemine

doniistiirmektir. Bu kapsamda, tezin ilerleyen kisimlarinda asagidaki adimlar izlenmistir.

Ornek Problemlerin Tanitilmasi: Model problem igin tam c¢oziimii bilinen ii¢ test problem

ele alindi.

Crank-Nicolson Ayriklagtirmasi: Zaman tiirevi m-inci zaman adiminda O(k) mertebeden
ileri fark ve konum tiirevleri O(h?) mertebeden m-inci ve (m + 1)-inci zaman adimlarinin

ortalamasi alinarak ayriklagstirildi.

Non-Lineer Terimin Lineerlestirilmesi: V7 terimi Richtmyer yaklagimi kullanilarak lineer

hale getirildi.

Cebirsel Sistemin Olusturulmasi: Her zaman adiminda W; = Vi’"Jrl — V" bilinmeyenli

iic-kosegenli bir AW = B lineer cebirsel denklem sistemi elde edildi.



Hata Analizi: Olusturulan semanin yerel kesme hatasinin O(k?) + O(h?) oldugu gosterildi.

Sayisal Deneyler: Ele alinan her ii¢ 6rnek problem icin denklemde goriilen parametrelerle
birlikte 4 ve k’nin farkli degerleri kullanilarak L, ve L., hata normlart, CPU (s) islemci siireleri
ve yaklagik yakinsaklik mertebeleri hesaplandi. Hesaplanan yaklasik sonuclarin teorik degerleri

ile uyumluluklar1 gosterildi ve ayrica literatiirdekilerle karsilastirildi.

Degerlendirme: Yontemin avantajlari, simirliliklar ve gelecekteki uygulamalart kisaca

tartisildi.

1.2 Literatiir Taramasi

Newell-Whitehead-Segel (NWS) denklemi; 1969 yilinda Alan Newell ve John A. Whitehead
isimli iki matematikgi ile biyolog Lee A. Segel’in is birligi sonucunda ortaya ¢cikmistir [2].
Genellikle reaksiyon-difiizyon sistemlerini tanimlamak ic¢in kullanilir. Bu sistemler, kimyasal
veya biyolojik bilesenlerin birbirleriyle etkileserek zamanla uzaysal oriintiiler olusmasina neden
olur. NWS denklemi, bu tiir etkilesimleri modellemek i¢in kullanilan non-lineer bir KDD’dir.
Genellikle biyolojik popiilasyonlarin dinamiklerini, ekolojik dengeyi ve kimyasal reaksiyonlari
incelemek amaciyla kullanilmaktadir. Bu alanlardaki kullanimlarina 6rnek verilecek olursa
biyoloji biliminde bakteri popiilasyonlarinin biiyiime ve yayilma sekillerini modellemek i¢in
kullanilir. NWS denklemi ile bakteri kolonilerinin yiizeylerde olusturdugu desenler analiz
edilebilir. Kimya biliminde, molekiillerin belirli bir diizen ve yapi olusturdugu kimyasal
siireclerle birlikte, kimyasal maddelerin belirli bir diizen icinde kendiliginden reaksiyona
girdigi sistemlerde kullanilmaktadir. Belousov-Zhabotinsky sistemi gibi osilasyonlu siiregler,
bu sistemlere ornek olarak verilebilir. Ayrica akigkanlar dinamiginde, akigkanlarin hareketini
ve bu hareketler sirasinda olusan girdap ve desenleri incelemek icin bu denklemden
yararlanilmaktadir. Faraday kararsizli§1 gibi mekanik dalgalarin incelenmesinde, tip alaninda
medikal goriintiileme cihazlari ile elde edilen verilerin analizinde ve ayrica meteoroloji alaninda

hava tahminlerinin kesinligini ve giivenilirligini artirmak i¢in de NWS denklemi tercih edilir.

NWS denkleminin ¢oziimii analitik olarak genellikle her zaman miimkiin olmamaktadir.
Karmagik yapisi ve non-lineer terimleri icermesi nedeniyle bu tiir denklemlerin ¢dziimleri cogu
zaman yalmzca yaklagik yontemlerle elde edilebilir. Yaklagik yontemler, ¢oziimiin zamanla
nasil evrildigini gozlemlemek ve sistemin parametrelerine bagli olarak farkli davraniglar

sergileyip sergilemedigini belirlemek acisindan kritik 6neme sahiptir. Bu baglamda, dogru ve



verimli yaklasik yontemlerin gelistirilmesi, NWS denkleminin farkli kosullarda daha genis bir

yelpazede incelenmesine olanak tanimugtir [3].

Mevcut literatiir incelendiginde, NWS denkleminin analitik ve yaklasik ¢oziim yontemleri
acisindan zengin bir aragtirma alan1 bulunmaktadir. Analitik yontemler, denklemin belirli sinir
ve basglangi¢ kosullar1 altinda kesin sonucglar vermesini saglamaktadir. Bununla birlikte, bir¢ok
durumda denklemin analitik ¢6ziimiinii bulmak zor olabilir. Bu tiir problemlerin ¢6ziimiinii
elde etmek i¢in ugrasan uygulamacilar genellikle yaklasik yontemler kullanirlar. Yaklagik
yontemler, genellestirilmis teorik ¢6ziim yerine var olan veriler 1s18inda yorum yapilmasini
kolaylastiran yontemler olarak tanimlanabilir. Hatta analitik ¢6ziime sahip olan problemlerin
bile islem kolaylig1 gibi elemanter sebeplerden dolay1 sayisal yontemler kullanilarak ¢oziildiigii
goriilmektedir. Fakat bazi problemlerin her zaman tam ¢oziimii imkansiz veya ¢ok zordur.
Yaklasik c¢oziim yontemleri boyle durumlarda devreye girer ve bu yontemler, karmagsik

problemlerin yaklagik ¢coziimlerini sunar.

NWS denkleminin analitik/yari-analitik ve yaklasik ¢oziim yontemleriyle ilgili literatiirde
bulunan calismalarin bazilar1 sunlardir: Hariharan [4], bu calismada Newell-Whitehead ve
Allen-Chan denklemlerinin yaklasik c¢oziimleri igin laplace doniisiim yontemi ve Legendre
dalgaciklar1 yontemini birlestiren dalgacik tabanli birlestirilmis bir yontem uyguladi. Korkmaz
[5], NWS ve Zeldovich denklemlerinin karmagsik ve kesin ¢oziimlerini bulmak i¢in homojen
denge ve Siniis Gordon yontemlerini kullandi. Saha ve Das [6], bozulmus ve bozulmamis
genellestirilmis NWS denkleminin dogrusal olmayan dalga ¢oziimlerinin dinamik davranigini,
farkli sembolik araclar (Poincare kesiti, ¢atallanma diyagrami, hassasiyet analizi, faz diizlemi
analizi ve Lyapunov iissii) ve diizlemsel dinamik sistemlerin catallanma teorisini kullanarak
ele aldilar. Inan vd. [7], genel NWS tipi denklemleri sirasiyla birlesik yontem ve acik iistel
sonlu farklar yontemi kullanilarak analitik ve yaklasik olarak incelediler. Wasim vd. [8], NWS
denkleminin ¢oziimii i¢in Ustel B-spline yontemini uyguladilar. Hilal vd. [9], calismalarinda
NWS denklemini ¢ozmek i¢in kapali iistel sonlu fark yontemi ve tamamen kapali iistel sonlu
fark yontemi olmak iizere iki farkli yontem sundular. Gupta vd. [10], NWS denkleminin say1sal
coziimlerini elde etmek i¢in He’nin Varyasyonel Yineleme Yontemi’ni kullandilar. Liagat vd.
[11], fizikteki en 6nemli genlik denklemlerinden olan NWS denklemlerinin yaklasik ve kapal
form ¢oziimlerini elde etmek i¢in yeni bir sema sundular. Patel vd. [12], NWS denkleminin tam
¢cOziimiinii degerlendirmek i¢in giivenilir bir yari-analitik(semi-analytical) yaklasim onerdiler.

Hussain [13], NWS denkleminin seri ¢6ziimiinii bulmak icin iki adimli bir yaklagim sundu.



Hashemi ve Mirzazadeh [14], ¢alismalarinda bir reaksiyon difiizyon sistemi olan stokastik
NWS modelinin kesin ¢oziimlerini elde etmek i¢in yeni bir yontem olan Nucci’nin indirgeme
yontemini Onerdiler. Pathak vd. [15], NWS tipi denklemleri ¢ézmek i¢in dordiincii dereceden
kiibik B-spline kolokasyon yontemini Onerdiler. Alsofey ve Al-Rozbayani [16], denklemi
cozmek icin Elzaki doniistimiinii ve tersini homotopik bozulma yaklagimiyla birlestirdiler.
Kamaruddin ve Puzi [17], NWS denkleminin ¢oziimlerini yaklasik olarak belirlemek icin acik
iistel sonlu fark yontemi ve acik ileri zaman merkezli uzay semasinm kullandilar. Tarei vd. [18],
son yillarda Tarei vd. ¢caligmalarinda bir kolokasyon yontemi ve s6zde operasyonel matrisleri

kullanarak genellestirilmis NWS problemini yaklasik olarak ¢ozdiiler.

Bu tez calismasinin temel amaci; literatiirde mevcut olan baslangi¢-sinir sartlari ile verilen
I-boyutlu non-lineer NWS tipi kismi diferansiyel denklemlerin, Richtmyer lineerlestirme
tekni8i yardimiyla yaklagsik coziimlerini bulmaktir. Bunun i¢in yine literatiirde yaygin olarak
kullanilan sonlu fark yontemlerinden Crank-Nicolson tipi fark yaklasimi kullanmildi. Genel
olarak herhangi bir sonlu fark yonteminde oldugu gibi bu yontem de KDD’de goriilen
tirevler veya diferansiyel operatorlerin yerine, Taylor serisi acilimlarindan elde edilen sonlu
fark formiilleri olarak bilinen cebirsel ifadeleri kullanarak siirekli problemi ayriklastirmasi ve
boylece herhangi bir cebirsel denklem sistemine doniistiirmeyi hedefler. Sonlu fark yontemleri,
uygulama siirecinde belirli hatalar icerir. Bu hatalar, denklemin tanimli oldugu ¢6ziim bdlgesinin

diizgiin bir parcalanist sonucunda elde edilen araliklarin kiigiik secilmesiyle azaltilabilir.



2. SONLU FARKLAR YONTEMI VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde kullanilacak olan sonlu farklar yontemi ile birlikte bazi temel tanim ve

kavramlar verildi. Bu boliim, [19] no’lu referans esas alinarak hazirlandi.

2.1 Sonlu Farklar Yontemine Giris

Dogada ortaya cikan pek c¢ok fiziksel, kimyasal ve biyolojik olayin matematiksel
modellemesinde kullanilan non-lineer diferansiyel denklemler, analitik olarak ¢oziilemeyecek
kadar karmagik bir yapiya sahip olabilir. Bu nedenle bu tip denklemlerle verilen baglangic
ve sinir deger problemlerinin ¢oziimlerinin elde edilmesinde yaklagik yontemler 6nemli bir
yer tutmaktadir. Bu yontemler arasinda en yaygin ve etkili olanlardan biri sonlu farklar
yontemidir. Yontem, hem uygulanabilir hem de hesaplamaya elverisli oldugu i¢in 1s1 transferi,
difiizyon, akiskanlar mekanigi ve reaksiyon-difiizyon sistemleri gibi pek cok alanda siklikla

kullanilmaktadir.

Genel olarak sonlu farklar yontemi, siirekli degiskenlere bagl bagslangic ve sinir sartlar
ile verilen diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimiinii ayrik noktalarda cebirsel islemler
kullanilarak yaklasik olarak elde etmeye olanak taniyan bir yontemdir. Bu yontemde, tiirev
kavrami analitik tanimindan bagimsiz olarak ardisik noktalardaki fonksiyon degerleri arasindaki
fark oranlar1 kullanilarak ifade edilir. Siireklilik 6zelligine sahip konum ve zaman degiskenleri
belirli adim biiyiikliikleriyle boliinerek sonlu sayida ayrik noktadan olusan Sekil 2.1°de
goriildiigi gibi bir grid (mesh veya diigiim) yapisina doniistiiriilebilir. Sonra problemdeki
tiirevler ve sinir sartlar1 yerine Taylor serisi yardimiyla elde edilen uygun sonlu fark formiilleri
yazilir. Boylece baslangi¢ ve sinir deger probleminin ¢oziimii, fark denklemlerinden olusan
lineer veya non-lineer bir cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii problemine indirgenir. Daha
sonra cebirsel denklem sistemi ile sonu¢lanan niimerik semanin yakinsaklig1 analiz edilir. Bunun
icin genellikle Lax’in denklik teoreminin bir sonucu olarak semanin tutarliligi ve kararliligi
incelenir. Semanin yakinsakli1 garanti edildikten sonra, elde edilen cebirsel denklem sistemi
direkt ¢oziim yoOntemleri veya yinelemeli (iteratif) yontemlerden biri yardimiyla ¢oziilebilir.
Boylece gz oOniine alinan problemin istenilen diigiim noktalarinda yaklasik coziimleri elde

edilir.



i, m+1

P(ih, mk

mk i-1, m i, m i+1,m

i, m-1

§<V

(i-Dh ih (i+1)h

Sekil 2.1 : Grid noktalarinin gosterimi.

Burada V , x ve t bagimsiz degigkenlerine baglh bir fonksiyon olsun. x konum degiskeni, ¢

zaman degigkeni olmak iizere, V = V (x,¢) bilinmeyenli kapali formda
G(X, t, V, Vi, Vi, Vxx) =0

olarak verilen 2. mertebeden 1-boyutlu kismi diferansiyel denklemin (x,¢) € [x,,xp] X [0,T]
¢Oziim bolgesinde belirli baslangi¢ ve sinir sartlariyla birlikte g6z 6niine alindigini kabul edelim.

Denklem lineer veya non-lineer olabilir. Problemin ¢6ziim bolgesi

X € [xg,xp] konum araligt x, = xp < x; < ... < Xj—] <X < Xip] < oo < AN—] < XN = Xp;
h=xi11—x; = @ olacak sekilde esit uzunluklu alt araliklara; ¢ € [0, 7] zaman araligi 0 =
to<t] < ...<ty| <tym<tpyr1 <..<ty1<ty=T  k=tys1 —tm= 1\14 olacak sekilde yine

esit uzunluklu alt araliklara ayrilir. Boylece

Xi=xq+ilAx=1ih, i=0(1)N

tm =mAt =mk, m=0(1)M

olmak iizere, temsili bir (ih,mk) diigiim noktasinda bu tez boyunca V nin tam ¢oziimii igin

V (xi,tm) ve yaklasik ¢oziimii i¢in ise V" gosterimleri kullanilacaktir.

Sonlu fark yaklagimlarinda esas fikir bilinmeyen bir V(x,#) fonksiyonun tiirevleri yerine
fonksiyonun V (x;,t,,) gibi ayrik noktalardaki yaklagik degerlerini kullanmaktir. Bu yaklagimlar
temel olarak Taylor serisi acilimlar1 kullanilarak kolayca elde edilebilir. Bu tezde ele alinacak
olan NWS denklemi i¢in (1.1.1)-(1.1.3) ile verilen baglangi¢ ve sinir deger probleminde goriilen

tiirevler yerine kullanilacak olan sonlu fark formiilleri Cizelge 2.1°de verildi.
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Cizelge 2.1 : Tiirevler icin sonlu fark formiilleri.

Kismi Tiirev  Sonlu Fark Formiili Kesme Hatas1  Yaklagim Tiirii

V‘erIiV.m . .
o =V —r O(k) Ieri Fark
%_‘; =V l;lz—thm . O(h?) Merkezi Fark
?927‘2/ = Vix W% O(h?) Simetrik Fark

Burada “O” sonsuz terimli bir esitligin sonlu bir terimde kesildigini, O(k) hatanin k
mertebesinde oldugunu k — 0 iken k ile orantili olarak azalacagini; O(h?) teriminin hatanin

h? mertebesinde oldugunu i — 0 iken /? ile orantili olarak azalacagim gostermektedir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklem ile verilen bir baglangi¢-sinir deger probleminin konum
ve zaman degiskenlerine gore tamamen ayriklastirllmasinda kullanilan klasik sonlu fark
yontemleri acik (explicit), kapali (implicit) ve Crank-Nicolson olarak bilinen yontemlerdir.

(1.1.1) ile verilen NWS denklemi i¢in bu ii¢ yontem, 0 < ¢ < 1 olmak iizere,

vl _ym g m+1 m
L& = o [(p (Vo) + (1= 0) (Vi) ]

+B [V + (1= o)V 47 [0 (V) 4+ (1— @) (VP!

olarak verilen agirlikli averaj yaklagimindan kolayca elde edilir. $6yle ki bu yaklasim ¢ = 0 icin

acik yontemi, @ = 1 i¢in kapali yontemi ve ¢ = 1/2 i¢in Crank-Nicolson yontemini verir.

2.2 Temel Kavramlar

2.2.1 Richtmyer lineerlestirme yaklasimi

Bu tez calismasinda ele alinan

V, = aVe + BV + V7P

NWS denklemi sonlu fark yontemi yardimiyla konum ve zaman degiskenlerine gére tamamen

ayriklagirildi. Elde edilen fark denkleminde goriilen (m + 1)-inci zaman adimindaki (V;"1)?

non-lineer terimini lineerlestirmek i¢in
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olarak tanimlanan Richtmyer lineerlestirme yaklagimi kullamildi. Bu yaklasim, VP (x;,t, + k)
fonksiyonu (x;,7,) noktasi civarinda Taylor serisine agilir ve %—‘; yerine Cizelge 2.1°de verilen

ileri fark yaklagimi yazilirsa

o () () o

[ i
m V~m+l _ym

= (V"P +kp (VP ——L 4+ 0 (k)

k
=P +p (V)] (- 0 ()

olarak bulunur.

2.2.2 Yerel kesme hatasi

Yaklagik ¢6ziimiin ne kadar dogru oldugunu dlgmeye yarayan yani sonlu fark semasinin
coziimlerinin ele alinan baglangi¢ ve sinir deger probleminin ¢oziimiine ne kadar iyi oOl¢iide
yaklastigin1 veren 6nemli bir biiyiikliiktiir. Tiirevlerin sonlu fark formiillerinin elde edilmesinde
kullanilan temel fikir gz 6niinde bulundurulacak olursa kesme hatalar kiigiildiikce niimerik
semanin ¢Oziim iizerindeki dogrulugunun artacagi ve hatta zaman ilerledikce biriken hatalarin

azalacagi beklenir.

V" ¢oziimil V (x;,t,) tam ¢oziimiine bir yaklagim yani V" ~ V (x;,1,,) oldugundan F sonlu
bir fark operatorii olmak iizere, (ih,mk)-inci grid noktasinda bir KDD’nin herhangi bir sonlu

fark semas1

F(V) =0

ile temsil edilebilir. Bu esitlikte V/" yerine V (x;,t,,) yazilirsa sonlu fark semasinin 7" ile

gosterilen yerel kesme hatasinin bityiikligii 7" = F (V (x;,t,,)) ifadesinden kolayca hesaplanr.

2.2.3 Tutarhhk

Herhangi bir sonlu fark semasinin tutarli olmasi i¢in 4 ve k adim uzunluklart sifira

yaklagirken 77" ile gosterilen yerel kesme hatasinin sifira yaklagmasi gerekir. Yani
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lim 7" =0
hk—0

ise sonlu fark semasi tutarlidir denir.

2.2.4 Kararhhik

Herhangi bir sonlu fark semasinin kararli olmasi igin (x;,f,) diigiim noktasindaki V"

yaklagik ¢oziimii ile V (x;,1,,) tam ¢Oztimii arasindaki

Vi" =V (xi; )|
farkinin m sonsuza giderken sinirli kalmasi gerekir.

Kararlilik kavrami biraz daha aciklanacak olursa, KDD’ler verilen baglangic ve simir
deger problemlerinin yaklagsik ¢oziimlerinde kullanilan kararlilik analizi, yaklasik semanin
baslangic verisinde veya ¢Oziimiinde olusan yuvarlama hatalarinda meydana gelen hatalarin
zamanla biiyliylip biiylimediginin degerlendirilmesini amaclar. Kararli bir yaklagik yontem, hata
bilesenlerini kontrol altinda tutarak probleme uygun ve yakinsak bir ¢oziim elde edilmesini
saglar. Bir lineer sonlu fark yaklasgiminin kararlilik analizini incelemek icin genellikle Matris

veya von-Neumann yontemleri kullanilir. Simdi bu yontemlerden kisaca bahsedelim.

2.2.5 von-Neumann yontemi

Literatiirde oldukg¢a sik kullanilan kararlilik analizlerinden biri von-Neumann yontemidir.
Bu yontem Fourier seri yontemi olarak da bilinir. Yontemin temel amaci lineer sonlu fark
semalarinin zaman degisimine baglh olarak kararliligin1 Fourier modlar iizerinden incelemektir.
Ozellikle dogrusal denklemler icin gelistirilmis olmakla birlikte, dogrusal olmayan denklemlere
de lokal lineerlestirme yoluyla uygulanabilmektedir. von-Neumann YOntemi’nin temelinde
yaklasik ¢oziimlerde olusan hatalarin herhangi bir zamanda Fourier bilesenleri toplami olarak
varsayilmasidir. Sonlu fark denkleminin bir ¢oziimii Fourier serisine acilir ve asagida verilen
giiclendirme (amplifikasyon) faktoriiniin biiyiimesi ya da kiiciilmesi yaklasik ¢6ziimiin kararh
olup olmadigin1 gosterir. Bunun i¢in bir kismi diferansiyel denklemi ¢6zmek i¢in kullanilan
“degiskenlerine ayirma” yonteminde oldugu gibi t = 0 baglangi¢c zamani i¢in Fourier serilerine
indirgenen bir fonksiyon ele alinir. Bilindigi gibi Fourier serileri siniis ve kosiniis fonksiyonlari

cinsinden yazilabildiginden kompleks iistel formda bir fonksiyonla da temsil edilebilir. Bu
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secimin temel nedeni, kompleks {iistel ifadelerin tiirev ve integral islemlerinde, trigonometrik
fonksiyonlara kiyasla cok daha pratik bir matematiksel zemin sunmasidir.

. . .. . mitx R — . .
Yani Fourier serisinde goriilen ) a,, cos (T) veya Y b, sin (T) terimleri yerine bunlara

denk olan ZAmeI mmx/l jistel ifadeli terimi kullanilabilir. Burada I = v—1, 1 ise x araliginin

uzunlugudur. V/" gosteriminin kullanilmasiyla, f3,, = mz/Nh ve Nh = [ olmak izere ,

AmeITL'mx/l :Amelﬂ'mih/l :Amelﬂmih/Nh :Amelﬁmih

dir. = 0 zamanindaki baslangic degerleri

seklinde gosterilebilir.

Burada (N + 1) -tane denklem, Ag,A,A>,...,Ay bilinmeyen sabitlerini belirlemekte yeterli
olmaktadir. Bu c¢ikarim ise baglangic ag noktalarinin kompleks iistel formda yazilabilecegini

gostermektedir. Boylece ele alman lineer fark denkleminin /A"

gibi bir baslangi¢ degerinden
elde edilebildigi goriiliir. A, katsayisi sabit ve ihmal edilebilirdir. # degerinin artigina bagl olarak

uistel dagilima bakarsak
ym — ellxeat _ elliheamk _ ellihgm
1
olarak yazilir. Burada & = ¢%* giiclendirme faktorii olarak adlandirilir. a ise genelde karmagsik

bir katsayidir.

Lax-Richtmyer tanimina goére sonlu fark denkleminin baglangi¢ sartini saglayan her A
degeri, h — 0 ve kK — 0 oldugunda her i < N degerleri igin |V/"| siirli kaliyorsa kararlilik

saglaniyor demektir.

Sonlu fark denklemlerinin kesin ¢6ziimii zaman degistikge iistel olarak artmiyorsa, kararlilik

icin gerek ve yeter sart
&l <1
olmasidir.

2.2.6 Matris yontemi
11



Sonlu fark yaklagimlarinin kararliligini incelemede kullanilan bir difer yontem ise matris
yontemidir. Sinir sartlarina bagli denklemin sonlu fark yaklagimina karsilik gelen matrisin
0zdegerlerindeki hata dagilimini inceler. Bu yontem, sonlu fark semasinin m-inci zamandan
(m+ 1)-inci zamana gegisi belirten cebirsel ifadeyi direkt olarak matris formda sagladig i¢in
kararlilik, matrisin 6zdegerleri ve spektral yaricap gibi matematiksel ol¢iitlere dayanir. Eger fark
semasina kargilik gelen matrisin mutlak degerce en biiyiik A; 6zdegeri her i i¢in max |A4;| < 1 ise

yaklagik sema kararlidir denir.

2.2.7 Yakinsaklik

h,k — 0 iken V" — V (x;,1,,) oluyorsa sonlu fark semasi yakinsaktir denir. Bagka bir ifadeyle
bir sonlu fark yontemiyle elde edilen ¢6ziim % ve k adim uzunluklar1 4,k — 0 iken tam ¢oziimle

arasindaki fark sifira yaklasiyorsa yani
V" =V (xi,tm)] = 0

ise yontem yakinsaktir.

2.2.8 Lax’in denklik teoremi

Bu teorem, sayisal analizde bir sonlu fark semasinin kararliliginin incelenmesinde temel
oneme sahip bir teoremdir. Bir dogrusal sonlu fark yaklagimi verildiginde bu yaklagim
tutarlilik kosulunu sagliyorsa kararlilik yakinsaklik icin gerekli ve yeterli kosuldur. Yani, Lax’1n
denklik teoremi, eger bir yontem yani bir sema tutarliysa yakinsaklik i¢in kararlilik kogsulunun

saglanmasi gerekir. Bagka bir ifadeyle, Tutarlilik+Kararlilik<—> Yakinsaklik dir.
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3. NEWELL-WHITEHEAD-SEGEL DENKLEMI ICIN SONLU FARK SEMASI

Tezin bu boliimiinde, Boliim 1°de (1.1.1)-(1.1.3) denklemleri ile verilen 1-boyutlu zamana
bagli 2.mertebeden non-lineer baslangic ve smir deger probleminin yaklagik coziimlerini
bulmak icin Crank-Nicolson tipi bir sonlu fark semasi verildi. Bu tez calismasinda elde
edilecek olan semanin dogrusal fark denklemleri ile sonuglandirilmasi amaglandigindan
NWS denkleminde goriilen V7 non-lineer terimi Richtmyer tipi lineerlestirme teknigi ile
lineerlestirildi. Ayrica bu bolimde semanin von-Neumann yoOntemi ile kararlilik analizi

incelendi ve yerel kesme hatasinin mertebesi hesaplandi.

3.1 Crank-Nicolson Tipi Sonlu Fark Semasinin Tiiretilmesi

(1.1.1) ile verilen

NWS denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi [19]
v vy

7 2

1 +1 1
VimJr _Vim :a(Vxx);" +(VXX)?1+B‘/im+ +Vim

k 3 (3.1.1)

dir. Bu esitlikte x’e gore ikinci mertebeden tiirevler yerine Cizelge 2.1°de verilen O(h?)
mertebeden simetrik fark formiilleri hatalar ihmal edilerek yazilacak olursa, m = 0(1)M ve

i = 1(1)N — 1 olmak iizere, x ve t degiskenlerine gore tamamen ayriklastirilmig olan

1 1 1 1
VIV VI RV RV AV VRV, eV (T (V)
k 2h? 2 2

(3.1.2)
non-lineer sonlu fark denklemi elde edilir. Bu fark denkleminde (V7 );."H non-lineer terimi

yerine (2.2.1)’de verilen

(VO = (VO p (VI (v =V

i

Richtmyer tipi lineerlestirme yaklagimi yazilirsa, m = 0(1)M ve i = 1(1)N — 1 olmak iizere,
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vl _ym g
AL = [V Y =2 (v ) Ay v v (3.1.3)

k C2K2
+§ [Vierl +Vzm} ;’[(Vp) +p(vp 1) (Vm+1 Vzm) +(Vp)?1i|
lineer fark denklemi elde edilir. Burada
alinirsa
Wiy = VI =V ve Wiy = VT = Vi,
olup (3.1.3) esitligi
Wi - .
Z th [Wisi —2W;+ Wiy + 2V — 4V 2V} ] (3.1.4)
B - m }/ pym+1 p\m
+§[Wz+2Vi ]‘i‘i (VE) 4+ (V)]

olarak yazilabilir. Bu esitlik indislere gére diizenlenirse, m = 0(1)M ve i = 1(1)N — 1 olmak

uzere,

Il a B vy N o
2w — R v Y W — W, 3.1.5
T 2m? 1+[k+h2 > a7 )l] P .15)
o 4a 1

lineer fark denklemi elde edilir.

Problemde verilen sol ve sag sinir sartlarindan

V(;n:gl(tm) s V(;n+1:g1(tm+l)

Vit = ga(tm) » V" = g2(tmi1)

olup

Wy = V6n+1 V' =g1(tms1) — 81(tm)

W= Vm_H V[m = gZ(tm—H) _g2(tm)
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dir. Bu esitlikler (3.1.5) fark denkleminde kullanilirsa

i =1icin
L,a B v p o
[k+ﬁ—§—§p(Vp I)T]W—WWM
200 —1\m & om o @
:_{ﬁ—ﬁ—y(vl’ )i:|Vim"i_ﬁvi—kl+ng(tm)+mgl(tm+l)
i=2(1)N—2igin
o 1 o B vy —1\m @
o ”*L*ﬁ‘z‘ap(w )f}W’ 22"

i=N-—1i¢in
o Il a B vy 1 o
—z—mm—ﬁ{z*ﬁ—a—zw” )?}m_z_hzwi“
(07 2o _ (07 o
_ﬁ‘/ini1— {ﬁ—ﬁ—y & l)ﬂ ‘/ierﬁgz(fm)—ﬁgz(me)

bulunur. Bu lineer cebirsel denklem sistemi kapali formda kisaca
AW =B

olarak gosterilebilir. Burada A matrisi

air anz
az; dazx axs
asy dzz dasq

aN-4N-3 A4N-3N-3 dN-3N-2

olup girigleri, i = 2(1)N — 2 olmak iizere,

_l,a_ B _v —1 __«a __ _1,a_ B
an=¢+tm—5—3p(VI ) an=—55aii1=—57aGi=5+5—5—

o .
Aii+1 = —5,2>
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aN-2N-3 AN-2N-2 AN-2N-1
AN-1N-2 GN-1N-1 |

Ip

(ve=hi,



W matrisi

W=[Ww W, Wz - Wy_3 Wy WNfl]T

ve B matrisi

T
B= [bl by by - by_3 by bN—l]
olup girisleri
by = — B_gv Sy - y(V”_l)T] VI + 5V + 50581 (tm) + 55581 (1),
bi= Vi - [%z_g -B- Y(fol);n] V"4 2 Vi i=2(1)N =2
by_1 = SV, — [i—g‘ —B- y(VP*I)x_I] VA1t 5282(tm) — 5282 (tm+1)

dir.

3.2 Semanin Yerel Kesme Hatasi

Bu kisimda (3.1.2) esitligi ile verilen Crank-Nicolson tipi sonlu fark yaklagiminin yerel

kesme hatasinin mertebesi hesaplandi. Bunun i¢in Boliim 2°de
YKH =F [V (xi,tn)]

olarak verilen YKH’nin mertebesi tammmindan (3.1.2) fark yaklagiminda V™
yaklasik ¢Oziimii yerine KDD’nin V(x;,f,) tam c¢oziimii yazilir ve ortaya ¢ikan
V (Xt tmi1),V (X 1,8m) ,V iy tmg 1),V (K 150m) , V (Xig 1,8mg1) Ve VP (X tpy1)  terimleri

yerine Taylor seri agilimlarindan elde edilen

h2
V(xi,ltmﬂ)EV{(i—l)h,(m+l)k}EV(x,-—h,tm—l—l):[V—th—i-?Vxx
h3V + +ka \% hV+h2V hsV + +
6 3x T .- al‘ X 2 XX 6 3x T .-
k* 92 h? "
h? n
V (i tt) = VA= D) homk} =V (5= hut) =V =WVt 5V = Vet
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2 3

V(Xi,tm+1) = V{lh,(m-l— l)k} = V(Xi,lm+ 1) = V-l-ka-i- gvxx-l-g‘/gxﬁ‘...

2 3

h
V (Xit1,tm) =EV{(i+1)h,mk} =V (xi+ h,ty) =V +hVy + ?VXXJF gV3x+

h2
V (Xis1stme1) EV{(i+1)h,(m+ 1)k} =V (xi+htyy+ k) = [V +hVi+ —Vy,

2
3 pa) h2 h3
6V3x+ +ka— (V—l—th—i— vax+€V3x+>+
k* 92 h? h
+ ?ﬁ (V +hV, + ?Vxx + EV3X + ...)](xi,tm) +...
ve
k* K>
VP iy tmi1) = VP {ih, (m 4 1)k} = VP (xiytm+ k) = VP + 1V + Vit Vit
yaklagimlari yazilirsa
k k2 3
YKH=[Vi4+ Vi +—V3+ —Vay + ... (3.2.1)

2 6 24

K2 Ko Ko d?
h2 VHkV+ Vi | + 2 Vem == 55 (it Vi)

v k%2 (sy.4 Ly,
XX 28 XX 12 4x
k k2

i3 k*
-B (V+ EVt + ZVn + EV3t + RV;;, + )

2 3
(v S B B i)
2[ 4 1t 12 3¢ yfqm

bulunur. (3.2.1) esitliginde gerekli cebirsel diizenlemelerle birlikte birtakim gruplandirma

yapilirsa
YKH = [V; = V= BY = WVP) (tistn) + 5 = Vi = Ve = BV = V7] (i,1) (3:22)
9% [1 o 2o rol
+k28 2 { Ve 4 G ﬁV B Z—L/Vp} (X,,tm) +h2 [EV% 9—6V4x - ﬁ‘ﬁxt (Xi,tm)

93 B Y
3 _ .
Tk 33{ V=15V —le}(x,,tm)%—...
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elde edilir. V (x;,t,,) verilen KDD’nin tam ¢6ziimii oldugundan

[Vt - OCVxx —ﬁV - yvp] (xiatm) =0

ve

d
|:E (Vt — Vi — BV - yvp):| ()C,',l‘m) =0
dir. Bunlar (3.2.2)’de kullanilirsa Y KH nin esas kismi1 & ve k degerlerinin kuvvetleri ve (x;,t,,)

noktasinda kismi diferansiyel denklemin tam ¢6ziimii V (x;, ,,,) nin kismi tiirevleri cinsinden

k2o kot
—V4,— —V. itm)+ ...
12 96 4x % 4xt (xl7 )+

Yerel Kesme Hatasinin Esas Kismi

Il «a —a
YKH = kzm |:6‘/[ - vax - BV - %Vp:| (x,',tm) +I’l2 |:—V4x —

olarak bulunur. Boylece NWS denkleminin (3.1.2) ile verilen Crank-Nicolson sonlu fark

yaklagiminin yerel kesme hatasinin mertebesi

O (kK*) +0 (h?)

dir.

3.3 Semamn Kararhhk Analizi

Bu kisimda, (1.1.1) ile verilen NWS denkleminin (3.1.2) ile verilen CNFS semasinin
kararlilik analizi von-Neumann yontemi ile incelenecektir. Bu inceleme, yaklasik yontemin
giivenirligi acgisindan oOnemli bir kriter olan kararlilik kavraminin degerlendirilmesini
icermektedir. Kararlilik analizi, genel anlamda bir yaklasik ¢oziim siirecinde herhangi bir zaman
adiminda ortaya ¢ikan hata terimlerinin, sonraki zaman adimlarina nasil aktarildigini ve zaman
icinde nasil degistigini belirlemeye yonelik bir yaklagimdir.

(1.1.1) NWS denklemi

Vi=aVe+V (B+yv" ") (3.3.1)

seklinde yazilabilir. C bir lokal sabit olmak iizere, V”~! = C oldugu varsayimi yukarida verilen
denklemde yerine yazilirsa

Vt - OCVXX—FV(ﬁ—"YC)
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denklemi elde edilir. Lineerlestirilmis bu denklemin Crank-Nicolson sonlu fark semasi

‘/im+ I ‘/lm o
k Y

B+vyC
2

vt =2y -+ (BRI et
(3.3.2)

olarak bulunur.

von-Neumann yontemine gore kararliligin incelenmesinde (3.3.2) semasinda V" yerine, &

giiclendirme faktorii, A mod sayis1 ve I = v/—1 olmak iizere,

m_ émellih

esitli§i yazilir ve sonra bir takim cebirsel islemlerle birlikte bazi trigonometrik ifadeler

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa & giiclendirme faktorii

1 4 KB+YO) (B+7C) l;g i lzh

E=
1 (ﬁ+YC) + h2 Sln2 ).zh

(B+7C) 4k 2 uz

olarak bulunur. Buise A = h2 sin olmak iizere,

1-A

“T 1A

olarak yazilabilir. Semanin kararli olabilmesi i¢in |§| < 1 olmahdir. || < 1 esitsizliginin

saglanmas1 ancak ve ancak A > 1 olmasi ile miimkiindiir. Ornek problemlerde alinan «, 8 ve ¥y

katsayilarinin biitiin degerleri i¢in A > 1 dir. Boylece |£| < 1 olup sunulan sema sartsiz kararlidir.
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4. ORNEK PROBLEMLER ve NUMERIK SONUCLAR

Tezin bu boliimiinde (1.1.1)-(1.1.3) denklemleriyle verilen model problem farkli parametreler
ve baslangi¢-sinir sartlariyla ele alindi. Bolim 3’te sunulan semanin dogrulugu ve performansi
asagida verilen 3 6rnek problem iizerinde test edildi. Semadan hesaplanan yaklasik sonuclar
kendi aralarinda ve ayni parametre degerleri i¢in literatiirdeki bagka calismalarda verilen
sonuglarla karsilastirildi. Hesaplanan sonuclarin dogrulugunu ve giivenirligini kontrol etmek

icin

N-1
2
Ly = ||V (xist) = Vi"lly = | B ) |V (xistin) = V"]
i=1

Lo = ||V (xi; 1) = V7"

HDO

= max |V (xi,1m) = V"
1

Abs = V" =V (xj,t)]

olarak verilen hata biiyiikliikleri hesaplandi. Ayrica semanin L; ve L. hata normlarindaki

yaklagik yakinsaklik mertebesini bulmak i¢in

L(2h,2k)

L(h,k) ] (L= Lo, Lec)

M(L) = tog; |
formiuli kullanildi.

Elde edilen tiim hesaplamalarda 11.Nesil Intel(R) Core(TM) 15-1135G7 @ 2.40GHz (2.42
GHz), 64 bit igletim sistemine sahip diziistii bilgisayar ve MATLAB (R2011a) siiriimii kullanildi.

4.1 Ornek Problem 1

Bu 6rnek problem igin ¢oziim bolgesi (x,¢) € [0,1] x [0,T] ve parametreler &« = 1, f =1,

Y= —1 ve p =2 olarak sec¢ildi. Boylece

V, =V +V—=V2 (x,1)€[0,1] x[0,T]

NWS denklemi
1

V(x,0)=——",x€[0,1]
(1 + e%>
baslangic sart1 ve
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VO = — v =

1
—, T, , 1 €0,T]
(1+e70")? (1+4ev6 0')2

sinir sartlariyla goz oniine alindi. Bu problemin tam ¢oziimii
1

X 5 2
(H—eﬁ_ét)

Bu 6rnek problem ig¢in ilk olarak zaman adim uzunlugu k£ = 0.0001 sabit tutularak, 2 konum

Vix,t) =

dir [4].

adim uzunlugunun 2 = 0.1’den & = 0.00625’e kadar yarilanarak kiiciilen bes farkli degeri
icin [0,7] = [0, 10] zaman aralifinda r = 0.01, 0.1, 5, 10 anlarinda hesaplanan L, ve L. hata
normlari ile CPU (s) iglemci siireleri Cizelge 4.1°de sunuldu. Cizelgedeki veriler incelendiginde,
h kiiciildiikce L, ve L., hata normlarinin da gittik¢e kiiciildiigii ve boylece yaklasik ¢coziimlerin
beklenen kararlhilig1 saglayarak gittikce tam ¢oziime yaklastig1 ve ayrica artan bitis zamanlarinda
elde edilen hata normlarinin giderek azaldigir gozlenmektedir. Bu bulgular, 6nerilen semanin
biiyiik bitis zamanlarinda da giivenilir bir bicimde kullanilabileceginin 6nemli bir gostergesidir.
Cizelgeden £ kiiciildiikce ve bitis zamam biiytidiikce hesaplama maliyeti artacagindan CPU

islemci siirelerinin de gittikce biiyiidiigii goriilmektedir.

Cizelge 4.1 : Problem 1’in &k = 0.0001 i¢in farkli bitis zamanlarinda L, ve L., hata
normlart ile birlikte CPU (s) iglemci siireleri.

t h=0.1 h =0.05 h =0.025 h=0.0125 h = 0.00625

0.01 Ly 0.5533E -7 0.1394E -7 0.34890E -8 0.8718E—9 0.2171E—-9
L 0.6423E -7 0.1608E -7 0.4021E—-8 0.1004E—-8 0.2501E -9
CPU(s)  0.040150 0.047464 0.048787 0.068541 0.085504

0.1 Ly 0.3665E —6 09192E -7 0.2299E -7 0.5743E -8 0.1430E —8
L 0.4939E -6 0.1239E—-6 0.3099E -7 0.7744E -8  0.1928E —8
CPU(s) 0.068411 0.081721 0.094020 0.223555 0.448269

5 L 0.4499E —7 O0.1125E—-7 0.2812E—-8 0.7016E—-9 0.1741E—-9
Leo 0.6151E—7 O0.1538E—7 0.3844E -8 0.9593E—-9 0.2381E -9
CPU(s)  1.544494 1.776271 2.529014 6.583229 20.085137

10 Ly 0.1221E -8 0.3052E -9 0.7629E —10 0.1905E —10 0.4746E —11
L 0.1669E —8 0.4174E—-9 0.1044E—-9 0.2608E —10 0.6498E —11
CPU(s)  4.065665 4.608990 5.341556 14.790477 30.124025

21



Ikinci olarak, konumsal adim biiyiikliigii 2 = 0.05 ve zamansal adim biiyiikliigii k = 0.0001

icint =0.01, 0.1, 5, 10 bitis zamanlarinda hesaplanan L, ve L., hata normlar1 Cizelge 4.2’de [9]

calismasinda verilen sonuclarla mukayese edildi. Cizelgedeki degerler incelendiginde, dnerilen

sema ile elde edilen L; ve L. hata normlarinin zaman ilerledik¢ce azaldig1 ve s6z konusu

literatiirdeki calismaya kiyasla daha iistiin sonuglar tirettigi acik¢a goriilmektedir.

Cizelge 4.2 : Problem 1’in 2 = 0.05 ve k = 0.0001 icin farkl bitis zamanlarinda L, ve
L. hata normlari.

Yontem Mevcut I-EFD [9] FI-EFD [9]

t L, L L, Lo L, L
0.01 0.1394E —7 0.1609E —7 0.55E —5 0.151E—4 054E—-5 0.150E—4
0.1 09192E -7 0.1239E—-6 0.132E—4 0.200E—4 0.126E —4 0.198E —4

5 0.1125E—7 0.1538E—7 0.2933E —2 0.4021E—2 0.293E—-2 0.402E -2
10 0.3052E -9 0.4174E—-9 0483E—4 0.662E—4 0483E—4 0.662E —4

Uciincii olarak, 4 = k adim biiyiikliiklerinin 0.1°den 0.00625’e kadar yarilanarak azalan bes

farkli degeri i¢cin + = 5, 10 bitis anlarinda hesaplanan L; ve L., hata normlarindaki yaklasik

yakinsaklik mertebeleri Cizelge 4.3’te sunuldu. Mevcut yontemle elde edilen yakinsaklik

mertebelerinin, teorik yakinsaklik mertebesi olan 2 ile yiiksek diizeyde uyum sergiledigi

goriilmektedir. Bu sonuclar, yaklasik yontemin performansinin teorik ongoriilerle ortiistiigiinii

ve iiretilen ¢coziimlerin hedeflenen dogruluk diizeyinde oldugunu teyit etmektedir.

Cizelge 4.3 : Problem 1’in yaklagik yakinsaklik mertebeleri.

r h=k L M(Ly) L., M(L.)

5 0.1 0.1682E—5 —  02301E—5 —
0.05 0.4209E —6 1.9987 0.5757E—6 1.9988
0.025  0.1052E—6 1.9997 0.1441E—6 1.9981
0.0125  0.2631E—7 1.9999 0.3603E —7 1.9998
0.00625 0.6578E—8 1.9999 0.9009E —8 1.9998

10 0.1 02441E—3  —  03338E—-7 —
0.05 0.6108E—8 1.9987 0.8352E —8 1.9988
0.025  0.1527E—9 1.9997 0.2091E —8 1.9983
0.0125  0.3818E—9 1.9998 0.5227E—9 1.9996
0.00625 0.9551E—10 1.9992 0.1308E—9 1.9992

Dordiincii olarak, 2 = 0.0125 ve k = 0.0001 degerleri i¢in r = 0.2(0.2)1.0 bitis anlarinda

hesaplanan mutlak hata degerleri [9,20] referanslarinda sunulan cesitli yontemlerden elde edilen
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sonuglarla karsilastirildi. Cizelgedeki verilere bakildiginda, sunulan yontemin karsilastirilan bu

yontemlere kiyasla daha iistiin sonuclar iirettigi acikca goriilmektedir.

Cizelge 4.4 : Problem 1’in 7 = 0.0125 ve k = 0.0001 i¢in farkli bitis zamanlarinda
mutlak hata degerleri.

x/t Yontem t=0.2 t=04 t=0.6 t=0.8 t=1.0
0.2 Mevcut 0.6586E-8 0.6329E-8 0.4490E-8 0.2100E-8 0.3678E-9
I-EFD [9] 0.194E-4  0.225E-4 0.238E-4  0.243E-4 0.244E-4
FI-EFD [9] 0.186E-4 0.217E-4 0.231E-4 0.238E-4 0.240E-4
UCBS [20] 0.2810E-3 0.3030E-3 0.2480E-3 0.1660E-3 0.7410E-4
TCBS [20]  0.2716E-3 0.3249E-3 0.2341E-3 0.1506E-3 0.5793E-4
ECBS [20]  0.6909E-3 0.6760E-3 0.5184E-3 0.3196E-3 0.1094E-3
0.4 Mevcut 0.1009E-7 0.1005E-7 0.7449E-8 0.3905E-8 0.1383E-9
I-EFD [9] 0.171E-4  0.216E-4 0.232E-4  0.240E-4  0.242FE-4
FI-EFD [9] 0.160E-4 0.204E-4 0.221E-4 0.231E-4 0.237E-4
UCBS [20] 0.4270E-3 0.4740E-3 0.3970E-3 0.2760E-3 0.1390E-3
TCBS [20] 0.4126E-3 0.4551E-3 0.3764E-3 0.2536E-3 0.1148E-3
ECBS [20]  0.1056E-2 0.1059E-2 0.8328E-3 0.5384E-3 0.2226E-3
0.6 Mevcut 0.1032E-7 0.1048E-7 0.8021E-8 0.4530E-8 0.7279E-9
I-EFD [9] 0.162E-4  0.209E-4 0.227E-4  0.237E-4  0.242FE-4
FI-EFD [9] 0.151E-4 0.196£E-4  0.216E-4 0.228E-4  0.235E-4
UCBS [20] 0.4380E-3 0.4910E-3 0.4180E-3 0.2990E-3 0.1620E-3
TCBS [20]  0.4247E-3 0.4723E-3 0.3972E-3 0.2765E-3 0.1381E-3
ECBS [20] 0.1085E-2 0.1099E-2 0.8799E-3 0.5897E-3 0.2744E-3
0.8 Mevcut 0.7048E-8 0.7192E-8 0.5629E-8 0.3345E-8 0.8040E-9
I-EFD [20] 0.167E-4 0.204E-4  0.222E-4 0.234E-4 0.241E-4
FI-EFD [20] 0.159E-4  0.195E-4  0.214E-4 0.228E-4 0.237E-4
UCBS [20] 0.3050E-3 0.3370E-3 0.2890E-3 0.2110E-3 0.1200E-3
TCBS [20]  0.2959E-3 0.2905E-3 0.2755E-3 0.1962E-3 0.1044E-3
ECBS [20] 0.7482E-3 0.7547E-3 0.6123E-3 0.4219E-3 0.2127E-3

Besinci olarak, 7 = 0.01 ve k = 0.001 i¢cin# = 0.5, 1.0,2.0, 5.0 bitis zamanlarinda hesaplanan
mutlak hata degerleri [15] referansinda verilen sonuclarla Cizelge 4.5’te mukayese edildi.
Cizelgedeki veriler detaylica incelendiginde, sunulan semadan elde edilen sonuglarin yeterince

kiigiik kaldig1 ve karsilagtirilan sonug¢lardan daha iyi oldugu agikca goriilmektedir.
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Cizelge 4.5 : Problem 1’in 4 = 0.01 ve k = 0.001 i¢in farkl bitis zamanlarinda mutlak
hata degerleri.

x/t  Yontem t=0.5 t=1.0 t=2.0 t=5.0

0.50 Mevcut 0.3960E-8 0.2259E-8 0.7939E-8 0.3789E-9
[15] 0.55E-8 0.85E-8 0.12E-7 0.26E-8

0.75 Mevcut 0.3261E-8 0.1356E-8 0.6043E-8 0.2855E-9
[15] 0.68E-8 0.11E-7 0.17E-7 0.38E-8

(a) (b)

Sekil 4.1 : Problem 1’in 2 = 0.05 ve k = 0.001 i¢in ¢+ = 10’da tam ve yaklagik
coziimlerinin (a) 2-boyutlu ve (b) 3-boyutlu grafikleri.

Son olarak, hesaplanan yaklasik ¢oziimlerin siireklililigini ve tam ¢6ziime ne kadar yakin
oldugunu gostermek amaciyla, 7 = 0.05 ve k = 0.001 parametreleri icin ¢ = 10 zamaninda
yaklagik ve tam c¢Oziimlerine ait (a) 2-boyutlu ve (b) 3-boyutlu grafikleri Sekil 4.1°de verildi.
Grafikler incelendiginde, yaklasik ve tam ¢oziimlerin birbirlerine olduk¢a yakin degerler oldugu

ve bu nedenle grafiklerinin ayirt edilemeyecek kadar iist liste geldigi goriilmektedir.

4.2 Ornek Problem 2

Bu 6rnek problem i¢in ¢dziim bolgesi (x,¢) € [0,1] x [0,T] ve parametreler @ = 1, B = 1,

Y= —1 ve p = 4 olarak alindi. Boylece

V, =V +V —=V* (x,1) €[0,1] x [0,T]

NWS denklemi

V0= — 1 xeo]

3\ 3
<1+em)
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baslangic sart1 ve

2
1 21 3
V(0,7) = [5 <1+tanh%t)] WV (1,t) =

sinir sartlariyla goz oniine alindi. Bu problemin tam ¢6ziimii

3\2/()1_();)] ’ ,t €[0,7]

1
3 (1 + tanh

e = [Lan (7 (- 10)) +1f
2 2+/10 V10 2
dir [4].

Ik olarak, k = 0.0001 sabit zaman adim biiyiikliigii ve & konum adim biiyiikliigiiniin
0.1°den 0.00625 ’e kadar yarilanarak kiigiilen bes farkli degeri i¢in [0, 1] zaman aralifinda
t =0.2(0.2)1.0 bitis anlarinda ve [0, 10] zaman araliginda ¢ = 0.01, 0.1, 5, 10 bitis anlarinda
hesaplanan L, ve L. hata normlari ile CPU(s) islemci siireleri sirasiyla Cizelge 4.6 ve
Cizelge 4.7°de sunuldu. Cizelgedeki verilere bakildiginda, s kiigiildiikce hem L, hem de L
hata normunun gittikce azaldig1 goriilmektedir. Bu durum 6nerilen yaklasik semanin beklenen
kararlilik 6zelligini sergiledigini ve yaklasik ¢oziimlerin tam coziime giderek yakinsadigini
ortaya koymaktadir. Bu bulgular, s6z konusu semanin giivenilir bir bicimde kullanilabileceginin
onemli kanitlaridur.

Cizelge 4.6 : Problem 2’nin k& = 0.0001 icin farkli 2 ve ¢t = 0.2(0.2)1.0 bitis
zamanlarinda L, ve L., hata normlari ile birlikte CPU () islemci siireleri.

t h=0.1 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.00625
02 L, 0.8577E-6 0.2152E-6 0.5391E-7 0.1355E-7 0.3459E-8
L. 0.1424E-5 0.3571E-6 0.8998E-7 0.2260E-7 0.5748E-8
CPU(s) 0.106387 0.111256  0.143769  0.263906  0.646063
04 L, 0.3426E-5 0.8578E-6 0.2146E-6 0.5378E-7 0.1356E-7
Lo 0.4678E-5 O0.1183E-5 0.2961E-6 0.7419E-7 0.1871E-7
CPU(s) 0.158576  0.179481  0.219686  0.455844 1.154521
0.6 L 0.4658E-5 O0.1165E-5 0.2914E-6 0.7297E-7 0.1837E-7
L 0.6399E-5 0.1600E-5 0.4003E-6 0.1003E-6 0.2524E-7
CPU(s) 0.213485 0.245007  0.310939  0.677440 1.696179
0.8 Lp 0.3912E-5 009777E-6 0.2445E-6 0.6124E-7 0.1542E-7
L. 0.5359E-5 0.1352E-5 0.3381E-6 0.8466E-7 0.2131E-7
CPU(s) 0.247846  0.300292  0.397895  0.863835  2.230456
1.0 L, 0.2211E-5 0.5503E-6 0.1381E-6 0.3461E-7 0.8735E-8
L. 0.3083E-5 0.7701E-6 0.1931E-6 0.4838E-7 0.1221E-7
CPU(s) 0.305339 0.354214 0.468093 1.105186  2.806708
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Cizelge 4.7 : Problem 2’nin k& = 0.0001 i¢in farkli 4 ve t = 0.01, 0.1, 5, 10 bitis
zamanlarinda L, ve L., hata normlari ile birlikte CPU () islemci siireleri.

t h=0.1 h =0.05 h =0.025 h=0.0125 h=0.00625

0.01 L, 0.2058E-6  0.5229E-7  0.1312E-7  0.3279E-8  0.8167E-9
Lo 0.3484E-6  0.8851E-7  0.2222E-7  0.5559E-8  0.1385E-8
CPU(s) 0.055074 0.056204 0.068826 0.132037 0.288317

0.1 Lp 0.6062E-6  0.1517E-6  0.3791E-7  0.9454E-8  0.2340E-8
L. 0.9963E-6  0.2544E-6  0.6357E-7  0.1585E-7  0.3913E-8
CPU(s) 0.062209 0.068622 0.098502 0.152945 0.390046

5 Ly 0.1702E-8  0.4259E-9  0.1065E-9  0.2661E-10 0.6638E-11
Lo 0.2313E-8  0.5828E-9  0.1457E-9  0.3642E-10 0.9085E-11
CPU(s) 1.406538 1.617586 2.761798 5.990516 16.658556

10 L, 0.4689E-13 0.1178E-13 0.1941E-14 0.6673E-15 0.3632E-15
L. 0.6384E-13 0.1610E-13 0.2553E-14 0.9992E-15 0.7772E-15
CPU(s) 2.710363 3.170738 5.413236 11.841962  34.364064

Ayrica h = 0.05 ve k = 0.0001 i¢in r = 0.01, 0.1, 5, 10 bitis zamanlarinda hesaplanan hata

normlart [9] referansinda verilen sonuclarla Cizelge 4.8 de karsilastirildi. Cizelgeden onerilen

semanin literatiirdeki mevcut ¢alismaya kiyasla cok daha hassas ve basarili sonuglar ortaya

koydugu agikca goriilmektedir.

Cizelge 4.8 : Problem 2’nin & = 0.05 ve k = 0.0001 i¢in farkl1 bitis zamanlarinda L,
ve L., hata normlart.

Yontem Mevcut I-EFD [9] FI-EFD [9]

t Ly Lo Ly Lo Ly L

0.01 0.5229E-7 0.8851E-7 0.128E-4 0.317E-4 0.128E-4 0.317E-4
0.1 0.1517E-6 0.2544E-6 0.296E-4 0.414E-4 0.290E-4 0.411E-4
5 0.4259E-9 0.5828E-9 0.66E-5 091E-5 0.66E-5 0091E-5
10 0.118E-13 0.161E-13 0.181E-9 0.249E-9 0.182E-9 0.250E-9

Ikinci olarak, konum ve zaman adim biiyiikliiklerinin / = k olmak iizere, 0.1°den baslayarak

0.00625’e ulasincaya kadar her adimda yarilanmak suretiyle bes farkli degeri i¢in r = 0.8 ve

t = 1.0 bitis anlarinda hesaplanan L ile L., hata normlarina ait yaklagik yakinsaklik mertebeleri

Cizelge 4.9°da verildi. Cizelgeden, hesaplanan bu yaklasik mertebelerin teorik deger olan 2 ile

olduk¢a uyumlu oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 4.9 : Problem 2’nin yaklasik yakinsaklik mertebeleri.

i h=k L, M(Ly) L. M(L..)

0.8 0.1 0.1463E-3 — 0.2003E-3 —
0.05 0.3675E-4 1.9937 0.5030E-4 1.9932
0.025  0.9212E-6 1.9960 0.1264E-4 1.9925
0.0125  0.2306E-5 1.9978 0.3165E-5 1.9979
0.00625 0.5771E-6 1.9989 0.7918E-6 1.9989

1.0 0.1 0.1107E-3 — 0.1512E-3 —
0.05 0.2781E-4 1.9936 0.3815E-4 1.9872
0.025  0.6967E-5 1.9969 0.9562E-5 1.9963
0.0125  0.1744E-5 1.9984 0.2394E-5 1.9979
0.00625 0.4362E-6 1.9992 0.5988E-6 1.9992

Uc;iincii olarak, A = 0.0125 ve k = 0.0001 parametreleri kullamilarak, ¢+ = 0.2(0.2)1.0
bitis zamanlarinda semadan hesaplanan mutlak hata degerleri, [9, 20] referanslarinda verilen
sonuglarla Cizelge 4.10’da karsilastirildi. Cizelgeden mevcut semadan elde edilen sonuclarin

yeterince kiiciik oldugu ve karsilastirilan sonuglardan daha iyi oldugu acikca goriilmektedir.
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Cizelge 4.10 : Problem 2’nin 7 = 0.0125 ve k = 0.0001 icin farkli bitis zamanlarinda

mutlak hata degerleri.

x/t

Y Ontem

t=0.2

t=04

t=0.6

t=0.8

t=1.0

0.2

Mevcut
I-EFD [9]
FI-EFD [9]
UCBS [20]
TCBS [20]
ECBS [20]

0.2122E-7
0.366E-4
0.364E-4
0.3880E-3
0.3951E-3
0.9673E-3

0.5265E-7
0.346E-4
0.355E-4
0.8190E-3
0.8362E-3
0.1900E-2

0.6162E-7
0.278E-4
0.298E-4
0.1112E-2
0.1130E-2
0.2446E-2

0.4706E-7
0.208E-4
0.233E-4
0.1184E-2
0.1204E-2
0.2519E-2

0.2396E-7
0.149E-4
0.173E-4
0.1080E-2
0.1103E-2
0.2251E-2

0.4

Mevcut
I-EFD [9]
FI-EFD [9]
UCBS [20]
TCBS [20]
ECBS [20]

0.1965E-7
0.352E-4
0.345E-4
0.4230E-3
0.4448E-3
0.1159E-2

0.7339E-7
0.367E-4
0.376E-4
0.1111E-2
0.1137E-2
0.2641E-2

0.9513E-7
0.304E-4
0.330E-4
0.1613E-2
0.1640E-2
0.3587E-2

0.7733E-7
0.231E-4
0.266E-4
0.1777E-2
0.1806E-2
0.3805E-2

0.4218E-7
0.166E-4
0.203E-4
0.1658E-2
0.1688E-2
0.3462E-2

0.6

Mevcut
I-EFD [9]
FI-EFD [9]
UCBS [20]
TCBS [20]
ECBS [20]

0.8297E-8
0.365E-4
0.355E-4
0.2890E-3
0.3111E-3
0.8863E-3

0.6760E-7
0.392E-4
0.399E-4
0.1008E-2
0.1034E-2
0.2444E-2

0.9714E-7
0.335E-4
0.360E-4
0.1569E-2
0.1596E-2
0.3512E-2

0.8361E-7
0.262E-4
0.298E-4
0.1789E-2
0.1818E-2
0.3838E-2

0.4826E-7
0.194E-4
0.231E-4
0.1703E-2
0.1734E-2
0.3558E-2

0.8

Mevcut
I-EFD [9]
FI-EFD [9]
UCBS [20]
TCBS [20]
ECBS [20]

0.1095E-8
0.403E-4
0.395E-4
0.1120E-3
0.1270E-3
0.4224E-3

0.4133E-7
0.420E-4
0.423E-4
0.6120E-3
0.6300E-3
0.1505E-2

0.6558E-7
0.372E-4
0.387E-4
0.1024E-2
1.042E-3
0.2293E-2

0.5946E-7
0.302E-4
0.326E-4
0.1206E-2
1.225E-3
0.2583E-2

0.3601E-7
0.232E-4
0.257E-4
0.1172E-2
1.192E-3
0.2441E-2

0.9999999996
0.9999999994
+0.9999999992
g 0.999999999

0.9999999988

0.
0

Sekil 4.2 : Problem 2’nin 2 = 0.05 ve k = 0.001 i¢in + = 10’da tam ve yaklagik

Son olarak, yaklagik ¢oziimlerin tam ¢oziime yakinligini ve siirekliligini incelemek i¢in s =

0.05 ve k = 0.001 parametre degerleri kullanildi. Bu baglamda, ¢+ = 10 zamani i¢in yaklagsik

0.1

0.2 0.3 0.4 0.5

(a)

X

0.6 0.7

00

(b)

cOziimlerinin (a) 2-boyutlu ve (b) 3-boyutlu grafikleri.
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ve tam coziimlere ait (a) 2-boyutlu ve (b) 3-boyutlu grafikleri sirasiyla Sekil 4.2°’de sunuldu.

Grafiklerden her iki ¢oziimiin biiyiik olciide ortiistiigli goriilmektedir.

4.3 Ornek Problem 3

Bu 6rnek problem i¢in ¢oziim bolgesi (x,¢) € [—30,15] x [0, T] ve parametreler oo = 1, B =3,

Y= —4 ve p = 3 olarak secildi. Boylece

V, = Ve +3V —4V3 (x,1) € [-30,15] x [0, T]

NWS denklemi

3 Vo
V(,0) =4/ 2—
(x,0) \/;e\/éxjte%

baslangic sart1 ve

V31 V3
2

V(—30,Z) = m, V(lS,t) = 7, 1 e [O,T]

siur sartlartyla gdz oniine alindi. Bu problemin tam ¢oziimii

( t) \/g e\/éx
V(x,t)=1/>
4 eV/6x e(\égx,%,>

dir [4].

Ik olarak, zaman adim biiyiikliigii £ = 0.0001 sabit tutularak, uzay adim biiyiikliigii olan
h parametresinin 0.1’den baglayip yarilanarak 0.00625’e kadar kiiciilen bes farkli degeri icin
[0,T] = [0, 1] zaman aralifinda t = 0.2(0.2) 1.0 bitis anlarinda elde edilen L, ve L., hata normlari
ile birlikte CPU (s) islemci siireleri Cizelge 4.11’°de sunuldu. Cizelgedeki veriler incelendiginde,
her bir bitig an1 icin /& de8erindeki azalma ile birlikte hem L, hem de L. hata normlarinin
sistematik bir sekilde azaldig1 gozlendi. Bu durum, sunulan semanin kararlilik ve tutarlilik

kriterlerini karsilama noktasinda yeterli performansi sergiledigini ortaya koymaktadir.
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Cizelge 4.11 : Problem 3’iin kK = 0.0001 ve farkli 4 i¢in L, ve L. hata normlari ile
birlikte CPU (s) iglemci siireleri.

t h=0.1 h =0.05 h =0.025 h=0.0125 h =0.00625
02 L 0.3968E-4 0.9923E-5 0.2481E-5 0.6203E-6 0.1551E-6

Lo 0.3453E-4 0.8652E-5 0.2162E-5 0.5393E-6 0.1336E-6

CPU(s) 3.880136  25.441375  158.468637 932.494309  10619.715655
04 L, 0.6203E-4 0.1551E-4  0.3875E-5 0.9668E-6 0.2398E-6

Lo 0.5717E-4 0.1429E-4  0.3572E-5 0.8902E-6 0.2198E-6

CPU(s) 7.593454  49.707893  304.970195 1843.060909 20246.321838
0.6 L 0.7455E-4 0.1863E-4  0.4655E-5  0.1159E-5 0.2858E-6

Lo 0.6727E-4 0.1683E-4  0.4205E-5 0.1047E-5 0.2573E-6

CPU(s) 11.300134 77.785326 528.660318 3013.864639 23584.671877
0.8 Lo 0.7880E-4 0.1970E-4  0.4920E-5 0.1225E-5 0.3011E-6

L. 0.6493E-4 0.1625E-4  0.4056E-5 0.1008E-5 0.2457E-6

CPU(s) 14912253 107.910006 586.365963 4447.695518 8884.65020
1.0 L 0.7973E-4 0.1994E-4  0.4981E-5 0.1242E-5 0.3074E-6

Les 0.5101E-4 0.1257E-4  0.3184E-5 0.7991E-6 0.2027E-6

CPU(s) 18.547354 129.105031 792.2055 5414.374879 115243.998925

Ikinci olarak, & = k adim biiyiikliiklerinin 0.1’den 0.00625’e¢ kadar sistematik olarak
yartlanmasiyla elde edilen beg farkli deger i¢in # = 0.8 ve r = 1.0 bitis anlarindaki L, ve L, hata
normlarinda hesaplanan yaklasik yakinsaklik mertebeleri Cizelge 4.12°de sunuldu. Cizelgedeki
verilerden hesaplanan yakinsaklik mertebelerinin teorik deger olan 2’ye olduk¢a yakin oldugu

acikca goriilmektedir.

Cizelge 4.12 : Problem 3’iin yaklagik yakinsaklik mertebeleri.

i h=k L, M(Ly) L. M(L..)

0.8 0.1 1.8848E-1 — 8.8252E-2 —
0.05 4.0379E-1 22230 2.2842E-2 1.9499
0.025  9.3973E-3 2.1030 7.4515E-3 1.6160
0.0125  2.3645E-3 1.9907 1.9214E-3 1.9554
0.00625 5.9627E-4 1.9875 4.7911E-4 2.0037

1.0 0.1 1.7593E-1 — 8.0064E-2 —
0.05 3.5875E-2 2.2940 1.8441E-2 2.1182
0.025  9.0477E-3 1.9873 5.6076E-3 1.7175
0.0125 2.4276E-3 1.8980 1.5644E-3 1.8418
0.00625 6.1398E-4 1.9832 4.1409E-4 1.9175
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Uciincii olarak, ele alnan problemin 4 = 0.0125 ve k = 0.0001 parametreleri kullanilarak
farkli konum ve zamanlarda hesaplanan mutlak hata biiyiikliikleri literatiirdeki [8, 9, 18, 20]
referanslarinda verilen sonuclarla Cizelge 4.13’te karsilastirildi. Cizelgeden, sunulan sema ile
elde edilen sonucglarin diger calismalara gore daha iistiin dogrulukta sonuglar iirettigi agikca

goriilmektedir.

Cizelge 4.13 : Problem 3’iin 2 = 0.0125 ve k = 0.0001 icin farkli bitis zamanlarinda

mutlak hata degerleri.

x/t

Y Ontem

t=0.2

t=04

t=0.6

t=0.8

t=1.0

0.2

Mevcut
I-EFD [9]
FI-EFD [9]
UCBS [20]
TCBS [20]
ECBS [20]
ExBSM [8]
[18]

0.1706E-6
0.584E-4

0.670E-4

0.6129E-1
0.6134E-1
0.5166E-1
0.1000E-2
0.1187E-5

0.4260E-7
0.331E-4
0.424E-3
0.7120E-1
0.7129E-1
0.5402E-1

0.1984E-7
0.151E-4
0.205E-4
0.4312E-1
0.6430E-1
0.4511E-1

0.1984E-7
0.64E-5
0.90E-5
0.4661E-1
0.4670E-1
0.2860E-1

0.1061E-7
0.9771E-3
0.9771E-3
0.1560E-1
0.1563E-1
0.1518E-2
0.1100E-2
0.1637E-3

0.4

Mevcut
I-EFD [9]
FI-EFD [9]
UCBS [20]
TCBS [20]
ECBS [20]

0.2286E-6
0.424E-4
0.553E-4
0.8711E-1
0.8718E-1
0.7224E-1

0.5148E-7
0.235E-4
0.365E-4
0.1005E-1
0.1006E-1
0.7421E-1

0.2870E-7
0.101E-4
0.176E-4
0.8771E-1
0.8786E-1
0.5888E-1

0.2723E-7
0.41E-5
0.77E-5
0.6001E-1
0.6015E-1
0.3321E-1

0.1443E-7
0.1095E-2
0.1094E-2
0.1640E-1
0.1650E-1
0.4323E-2

0.6

Mevcut
I-EFD [9]
FI-EFD [9]
UCBS [20]
TCBS [20]
ECBS [20]
ExBSM [8]
[18]

0.2012E-6
0.337E-4

0.468E-4

0.8030E-1
0.8036E-1
0.6461E-1
0.1500E-2
0.8425E-5

0.3844E-7
0.180E-4
0.302E-4
0.9072E-1
0.9085E-1
0.6456E-1

0.2865E-7
0.74E-5
0.144E-4
0.7637E-1
0.7651E-1
0.4822E-1

0.2537E-7
0.30E-5
0.62E-5
0.4899E-1
0.4911E-1
0.2328E-1

0.1328E-7
0.9066E-3
0.9063E-3
0.9878E-2
0.9969E-2
0.9679E-2
0.1500E-2
0.8339E-3

0.8

Mevcut
I-EFD [9]
FI-EFD [9]
UCBS [20]
TCBS [20]
ECBS [20]
ExBSM [8]
[18]

0.1169E-6
0.323E-4

0.413E-4

0.4857E-1
0.4862E-1
0.3721E-1
0.9883E-3
0.6311E-4

0.1676E-7
0.160E-4
0.238E-4
0.5319E-1
0.5328E-1
0.3588E-1

0.1970E-7
0.66E-5
0.110E-4
0.6420E-1
0.4321E-1
0.2500E-1

0.1609E-7
0.27E-5
0.47E-5
0.2582E-1
0.2590E-1
0.9644E-1

0.8278E-8
0.5799E-3
0.5798E-3
0.2862E-2
0.2915E-2
0.9118E-2
0.9883E-3
0.6480E-3
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Sekil 4.3 : Problem 3’tin & = 0.05 ve &k = 0.001 i¢in ¢ = 1’de tam ve yaklasik
¢cOziimlerinin (a) 2-boyutlu ve (b) 3-boyutlu grafikleri.

Son olarak, yaklasik ¢coziimlerin siirekliligini ve tam ¢oziime yakinsakligini gostermek icin
h ve k adim uzunluklar1 k = 0.001 ve & = 0.05 olarak seg¢ildi. = 1 bitis zamaninda hesaplanan
yaklasik ve tam ¢6ziimlerin (a) 2-boyutlu ve (b) 3-boyutlu grafikleri sirasiyla Sekil 4.3’te verildi.
Grafikler incelendiginde, yaklagik ve tam ¢oziim egrilerinin biiyiik 6lciide cakistigr goriilmekte
olup bu durum kullanilan yaklagik yontemin dogrulugunu ve yakinsaklik performansini agikca

ortaya koymaktadir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, non-lineer 2. mertebeden 1-boyutlu NWS tipi kismi diferansiyel
denklem ile verilen ii¢ farkli baglangi¢-sinir deger problemi ele alindi. Her bir problemin
yaklagik ¢oziimleri Richtmyer tipi lineerlestirme teknigi ile entegre edilmis Crank-Nicolson
sonlu fark yontemi ile elde edildi. Bu calisma sonucunda elde edilen teorik katkilar, sayisal

bulgular ve Oneriler asagida verildi.
Teorik Katkilar:

-Richtmyer lineerlestirilmesinin bilindigi kadariyla NWS denklemine literatiirde ilk kez
uygulanmasiyla, her zaman adiminda ¢oziilmesi gereken cebirsel denklem sisteminin lineer ve
konuma gore ikinci mertebeden tiirev icin O(h?) mertebesinde iic-nokta simetrik fark formiilii

kullanildigindan katsayilar matrisinin iic-kosegen yapida kalmasi saglanmistir.

-Onerilen semanin YKH incelenmis ve hata mertebesinin O(k?) + O(h?) oldugu

gosterilmisgtir.
Sayisal Bulgular:

-Her bir problem i¢in secilen farkli grid parametreleri ile yapilan testlerde # ve k degerleri

kiiciildiik¢ce hata normlarinin da gittikce kiigiildiigli goriilmiistiir.
-Hesaplanan yakinsaklik mertebeleri, teorik deger olan 2 ile miikemmel uyum gostermistir.

-Mevcut yoOntem literatiirdeki diger yontemlerle kiyaslandiginda, Onerilen semanin
uygulama ve programlama kolaylig1 sagladigi, ayrica hesaplanan hata normlarinin oldukca

diisiik seviyelerde kaldig1 gézlenmistir.

-Yaklagik ¢oziimler ile tam coziimler arasinda yapilan grafiksel karsilagtirmalar, sunulan

semanin ne kadar iyi oldugunu ortaya koymustur.
Oneriler:

-Onerilen sema benzer matematiksel formdaki diger reaksiyon-difiizyon denklemlerine

kolaylikla adapte edilebilir.

-Gelecek calismalarda semanin iki boyutlu versiyonlar1 gelistirilerek daha karmagik

sistemlerin simiilasyonu gerceklestirilebilir.
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-Richtmyer disindaki farkli lineerlestirme teknikleri uygulanarak karsilagtirilmali perfor-

mans analizleri yapilabilir.

-Onerilen semanin dogrulugu, yiiksek mertebeli kompakt sonlu fark semalar1 ile

birlestirilerek daha da arttirilabilir.

Sonug olarak, non-lineer NWS tipi denklemlerin yaklasik ¢oziimlerinde teorik beklentileri
karsilayan, uygulanmasi kolay, kararli ve giivenilir bir yaklasim olan mevcut sema farkl
baglangi¢c ve siir sartlari ile verilen non-lineer reaksiyon-difiizyon tipi bazi denklemlerin

yaklagik ¢oziimlerinin elde edilmesinde rahatlikla kullanilabilir.
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