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OZET

Newtonyen olmayan analiz, klasik tiirev ve integral kavramlarinin farkl iireteg
fonksiyonlar araciligiyla genellestirilmesine dayanan ve 6zellikle geometrik, bigeometrik
ve benzeri hizli biiyiime gosteren fonksiyonlarin incelenmesinde etkin sonuglar lireten bir
analiz alamidir. Bu tez ¢alismasinda, klasik analiz kapsaminda tanimlanan fonksiyonlar
ile Newtonyen olmayan analizde farkli iiretecler kullanilarak elde edilen fonksiyonlarin
klasik toplamlar1 ve alfa toplamlar1 ele alinmaktadir. Literatiirde, bu tiir karisik tipteki
fonksiyonlarin yerel davraniglarini incelemek icin ¢cogunlukla klasik Taylor yaklagimi
kullanilmakta; ancak bu yaklasim, Newtonyen olmayan bilesenlerin dogal yapisini
yeterince yansitamamaktadir.

Bu c¢alismanin temel amaci, farkli ireteclerle tanimlanan fonksiyonlarin
Newtonyen olmayan toplamlari i¢in birinci mertebeden yeni bir yaklasim yontemi
gelistirmektir. Onerilen yontemde, fonksiyonun klasik ve Newtonyen olmayan bilesenleri
ayr1 ayr1 ele alinmakta ve her bir bilesen kendi analiz ¢ercevesine uygun sekilde
lineerlestirilmektedir. Elde edilen yeni yaklasim, klasik birinci mertebeden Taylor
yaklagimi ile karsilastirmali olarak incelenmekte ve hata analizleri yapilmaktadir. Cesitli
sayisal drnekler iizerinden yontemin etkinligi gosterilmektedir. Ornegin iistel ve gift iistel
yap1 iceren fonksiyonlar icin daha diisiik hata degerleri elde edildigi ortaya
konulmaktadir. Bu yoniiyle ¢alismanin, Newtonyen olmayan analizde yerel yaklasim

tekniklerine katki saglamasi beklenmektedir.

Anahtar Kelimeler: Alfa toplam, Birinci mertebeden yaklagim, Karisik tip

fonksiyonlar, Newtonyen olmayan analiz, Tiirev
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ABSTRACT

Non-Newtonian calculus is a branch of analysis based on the generalization of the
classical concepts of derivative and integral through alternative generator functions. It
provides effective tools, particularly for the study of rapidly growing functions such as
geometric, bigeometric, and related function classes. In this thesis, classical sums and
alpha sums of functions defined within classical analysis and functions generated by
different generators in non-Newtonian analysis are investigated. In the existing literature,
the local behavior of such mixed-type functions is generally examined using the classical
Taylor approach. However, this approach does not adequately reflect the intrinsic
structure of the non-Newtonian components.

The main objective of this study is to develop a new first-order approximation
method for non-Newtonian sums of functions defined by different generators. In the
proposed method, the classical and non-Newtonian components of a function are treated
separately, and each component is linearized according to its own analytical framework.
The resulting approximation is compared with the classical first-order Taylor
approximation, and detailed error analyses are carried out. The effectiveness of the
proposed method is demonstrated through various numerical examples. In particular, it is
shown that lower approximation errors can be achieved for functions involving
exponential and double-exponential structures. Therefore, the study is expected to
contribute to the development of local approximation techniques in non-Newtonian

analysis.

Keywords: Alpha sum, First-order approximation, Mixed-type functions, Non-

Newtonian analysis, Derivative
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1. GIRIS

Fonksiyon yaklasimi (function approximation), karmasik veya kapali formda ifade
edilmesi zor bir fonksiyonun, daha basit ve hesaplanabilir fonksiyon siniflar1 kullanilarak
yaklasik olarak temsil edilmesini amaclar. Bu temsil; dogruluk, sayisal kararlilik ve
hesaplama maliyeti gibi Olgiitlere gore farkli bigcimlerde segilebilir (Atkinson, 2004;
Trefethen, 2013).

Genel olarak bir fonksiyon f, asagidaki siniflardan biri kullanilarak yaklasik olarak
ifade edilir:

e polinomlar,

« rasyonel fonksiyonlar,

o trigonometrik fonksiyonlar,

e pargal1 polinomlar (spline’lar),

e en kiiclik kareler anlaminda projeksiyonlar.

Yaklasim yonteminin se¢imi; fonksiyonun diizgiinliigiine, tanim araligina (yerel—
kiiresel), periyodik olup olmamasina ve olasi tekillik davraniglarina baglidir (Atkinson,
2004; Trefethen, 2013).

Bir fonksiyonun yalnizca belirli bir nokta veya bu noktanin yakin ¢evresindeki
davranigini temsil etmeyi amaglayan yaklasimlara yerel yaklasim denir. Bu tiir
yaklasimlarda yaklasimin dogrulugu, segilen referans noktaya yakin bolgelerde
yiiksektir; ancak noktadan uzaklastik¢a hata biiytiyebilir.

Tamm 1.1. f bir fonksiyon ve x, € Dy olsun. Eger
lim (f(x) —A(x)) =0
X—Xg

saglantyorsa, A(x) fonksiyonuna f(x)'in x, noktasindaki bir yerel yaklagimi denir.

Birinci mertebe Taylor polinomu bunun en yaygin drneklerinden biridir:

fx) = f(xo) + f'(x0) (x = xo).

Bir fonksiyonun belirli bir nokta ¢evresinden ziyade bir aralik veya tiim tanim
kiimesi tizerindeki davranigini temsil etmeyi amaglayan yaklasimlara kiiresel yaklasim

denir. Bu yaklasimlarda amag, genis bir bolgede kabul edilebilir dogruluk elde etmektir.



Ornegin, [a, b] araliginda bir fonksiyonun en kiigiik kareler yéntemiyle elde edilen
polinom yaklasimi veya Chebyshev yaklasimi, fonksiyonun tiim aralik iizerindeki
davranigini dikkate aldigindan kiiresel yaklagim 6rnekleridir.

Klasik analizde en bilinen yaklasim Taylor a¢ilimlaridir. Bir fonksiyonun a noktasi

civarindaki yerel davranisi, tiirev bilgisi kullanilarak

f¥ ()
k!

(x — )"

f(x) =

seklinde polinomlarla temsil edilir (Atkinson, 2004).

Bu yaklagim:

e yerel dogruluk saglar,

e hata terimi tiirevler cinsinden ifade edilebilir,

e ancak genis araliklarda kararsizlasabilir.

Bu sinirlamalar, 6zellikle yiiksek dereceli polinomlar kullanildiginda ortaya ¢ikan
osilasyonlar (Runge olgusu) ve sayisal kararsizliklar nedeniyle alternatif yontemlerin
gelistirilmesine yol agmistir (Trefethen, 2013).

Yerel Taylor yaklasiminin aksine, kiiresel yaklagimlar bir aralik boyunca hatay1
kontrol etmeyi hedefler. Bu baglamda ortogonal polinomlar énemli bir rol oynar.

Bir agirlik fonksiyonu w(x) altinda tanimlanan i¢ ¢arpima gore ortogonal olan
Legendre, Chebyshev ve Jacobi polinomlari; fonksiyonlarin en kiigiikk kareler veya
uniform norm anlaminda en iyi yaklasimlarini {iretir (Quarteroni vd., 2007).

Ozellikle:

« Legendre polinomlar1, L? normunda en iyi yaklagimi,

» Chebyshev polinomlari, uniform normda (minimax) en iyi yaklasima yakin
sonuglari saglar (Boyd, 2001; Trefethen, 2013).

Chebyshev polinomlarinin kosiniis fonksiyonlariyla olan

T,.(cos 8) = cos(nf)

0zdesligi, bu yaklasimi Fourier—kosiniis serileriyle dogrudan iliskilendirir ve sayisal
acidan son derece verimli kilar (Boyd, 2001).
Periyodik fonksiyonlar i¢in Fourier serileri dogal bir yaklasim sunar. Siniis ve

kosiniis tabanli bu temsiller, diizgiin periyodik fonksiyonlar icin spektral (listel)



yakinsaklik saglar. Ancak siireksizlik noktalarinda Gibbs olgusu ortaya ¢ikar (Boyd,
2001).

Buna karsilik rasyonel yaklasimlar, 6zellikle Padé yaklasimlari, fonksiyonun
kutupsal veya tekil davramiglarimi polinomlara gore c¢ok daha basarili bigimde
modelleyebilir. Padé yaklasimi, Taylor serisinin belirli bir mertebeye kadar katsayilarini

eslestirerek

Bn(x)
Qn(x)

f) ~

biciminde bir rasyonel temsil iiretir ve asimptotik davranig a¢isindan 6nemli avantajlar
saglar (Baker and Graves-Morris, 1996).

Spline yaklagimlari, diisiik dereceli polinomlarin pargali olarak birlestirilmesiyle
elde edilir ve yerel kontrol avantaji sunar. Bu yontemler, hem sayisal kararlilik hem de
diizgiinliik agisindan klasik interpolasyon polinomlarina giiclii bir alternatiftir
(Quarteroni vd., 2007).

En kiiciik kareler yontemi ise 6zellikle giiriiltiilii verilerde, ortalama karesel hatay1
minimize eden en iyi yaklasimi saglar ve ortogonal polinom temelleriyle birlestirildiginde
yiiksek kararlilik sunar (Atkinson, 2004).

Klasik analizde fonksiyonlarin yerel davranislarinin incelenmesinde Taylor
polinomlar1 temel araclardan biridir. Ancak bu yaklasim, 6zellikle iistel ve daha hizl
biiyliyen fonksiyonlar icin yeterli dogruluk saglamayabilmektedir. Bu durum, alternatif
tirev ve yaklasim kavramlarinin gelistirilmesine yol agmistir. Newtonyen olmayan
analiz, lirete¢ fonksiyonlar araciligiyla yeni aritmetik islemler ve tiirev tanimlar1 sunarak
bu ihtiyaca cevap vermektedir.

Klasik (Newtonyen) sayisal analiz, tlirev ve integral kavramlarinin toplamsal
artiglara dayali tanimlar1 iizerine insa edilmistir. Ancak birgok fiziksel, biyolojik ve
ekonomik siire¢, dogas1 geregi oransal (¢arpimsal) degisim sergilemekte; bu durum
klasik toplamsal modellerin hem kavramsal hem de sayisal agidan yetersiz kalmasina
neden olmaktadir. Bu motivasyonla gelistirilen Newtonyen olmayan analiz (non-
Newtonian calculus), 6zellikle anageometrik, geometrik ve bigeometrik yapilar lizerinden
tanimlanan alternatif tiirev ve integral kavramlariyla, bu tiir siirecler i¢in daha dogal bir
matematiksel ¢erceve sunmaktadir (Grossman ve Katz, 1972).

Newtonyen olmayan analiz yalnizca teorik bir genelleme degil, ayn1 zamanda

sayisal yontemlerin yeniden formiile edilmesini gerektiren bir yaklagimdir. Klasik sayisal



yontemlerin biiyiik bir boliimii —Euler, Runge—Kutta, Newton, Adams tiirii cok adimli
yontemler— temelde toplamsal artiglara dayandigindan, bu yontemlerin Newtonyen
olmayan analiz baglaminda yeniden tanimlanmast hem zorunlu hem de arastirmaya agik
bir alandir. Bu baglamda, son yillarda 6zellikle bigeometrik ve ¢arpimsal (multiplicative)
hesap cercevesinde gelistirilen sayisal yontemler literatiirde 6onemli bir yer edinmistir.

Bu alandaki oncii ¢alismalardan biri, ¢arpimsal Runge—Kutta ydntemlerinin
gelistirilmesidir. Klasik Runge—Kutta semasinin ¢arpimsal yapiya uyarlanabilecegi ve
dinamik sistemlerin bigeometrik formatta etkin bigimde ¢oziilebilecegi gosterilmistir
(Aniszewska, 2007). Bu yaklasimin kuramsal temelleri daha sonra Newtonyen olmayan
analiz ¢ergevesinde genellestirilmistir (Kadak ve Ozliik, 2015).

Newton tipi yontemler de Newtonyen olmayan analizde 6nemli bir arastirma alani
olusturmustur. Klasik Newton yoOnteminin bigeometrik tiirev kavrami cercevesinde
yeniden tanimlanmasiyla bigeometrik Newton yéntemi gelistirilmis ve dogrusal olmayan
denklemlerin ¢arpimsal yapiya uygun bi¢cimde ¢oziimii ele alinmistir (Yalgin ve Celik,
2023).

Bigeometrik analizle paralel olarak, c¢arpimsal (geometrik) analiz altinda
gelistirilen sayisal yontemler de literatiirde genis yer bulmustur. Carpimsal Taylor serileri
kullanilarak gelistirilen geometrik Runge—Kutta yontemleri, klasik yontemlere kiyasla
farkli yakinsaklik ve hata davraniglar1 sergilemektedir (Riza ve Aktore, 2015). Benzer
bicimde, carpimsal fark oranlarima dayali sonlu fark teknikleri gelistirilmis ve bu
yontemlerin ¢arpimsal diferansiyel denklemler ile Volterra tip integral denklemlerine
uygulanabilirligi gosterilmistir (Riza vd., 2009).

Cok adimli yontemler baglaminda, Adams—Bashforth—Moulton tiirii yontemler
Newtonyen olmayan analizde onemli bir yere sahiptir. Bu yontemlerin g¢arpimsal
bi¢imleri, predictor—corrector yaklasimmin dogal bir uzantis1 olarak ele alinmis ve
yakinsaklik ile kararlilik o6zellikleri incelenmistir (Misirh ve Giirefe, 2011). Bu
cercevede, bigeometrik Adams—Bashforth yontemleri, klasik ¢cok adimli yontemlere giiglii
bir alternatif olarak tanimlanmis; yontemlerin teorik kurulusu, hata kestirim formiilleri ve
uygulamali ornekler ayrintili bigimde sunulmustur (Yilmazer vd., 2025). S6z konusu
calismada, klasik bir diferansiyel denklem bigeometrik carpimsal diferansiyel denkleme
dontstiiriilmiis ve gelistirilen yontemler kullanilarak ¢oziimler elde edilmistir. Bu
yonliyle calisma, Newtonyen olmayan analizde hata analizi iceren ¢ok adiml
yontemlerin sistematik bi¢gimde ele alinmasina 6nemli bir katki sunmaktadir.

Son yillarda Newtonyen olmayan analizde sayisal uygulamalara yonelik ¢alismalar

artis gostermistir. Carpimsal diferansiyel doniisiim yontemi ve ¢arpimsal kuvvet serileri



kullanilarak dogrusal ve dogrusal olmayan ¢arpimsal diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri
elde edilmistir (Yalcin ve Dedetiirk, 2021; Yalgin ve Dedetiirk, 2023). Ayrica ¢arpimsal
hesap gercevesinde gelistirilen iki adimli Newton yontemleri (Singh ve Bhalla, 2023) ve
carpimsal integraller i¢in sayisal yaklasimlar (Dehghan, 2022) da literatiirde 6nemli
katkilar sunmustur.

Bu caligmalar, Newtonyen olmayan analizde sayisal yontemlerin yalnizca klasik
yontemlerin bi¢imsel bir uyarlamasi1 olmadigini; aksine yeni hata analizleri, yakinsaklik
kavramlart ve sayisal davramislarin ortaya c¢iktigin1i  gostermektedir. Dolayisiyla
Newtonyen olmayan analizde sayisal yontemlerin sistematik bi¢imde ele alinmasi, hem
kuramsal hem de uygulamali matematik agisindan Onemli bir arastirma alan
olusturmaktadir.

Literatiirde, geometrik (iistel) analiz, ¢ift iistel analiz ve bunlara bagh tiirev
kavramlar1 ayrintili bicimde ele alinmis; bu analizlerin klasik analizle iligkileri ¢esitli
calismalarda ortaya konulmustur (Yalgin, 2016; Gliven 2024). Bununla birlikte, klasik
fonksiyonlar ile Newtonyen olmayan analiz kapsaminda tanimlanan fonksiyonlarin
toplamlarina yonelik sistematik bir birinci mertebeden yaklasim yontemi literatiirde
sinirhi diizeyde ele alinmistir. Mevcut calismalar ¢ogunlukla tek bir iirete¢ altinda
tanimlanan fonksiyonlara odaklanmakta, farkli ftreteglerle tanimlanan bilesenlerin
birlikte ele alindig1 durumlar yeterince incelenmemektedir. Bu tez ¢aligsmasi, s6z konusu

boslugu doldurmay1 amaglamaktadir.



2. NEWTONYEN OLMAYAN ANALIZLER

2.1. Newtonyen Olmayan Say1 Kiimeleri

Tanim 2.1. R’den R’nin bir alt kiimesine taniml1 birebir ve siirekli fonksiyonlara
irete¢ fonksiyon denir (Duyar, vd. 2015).

Tamm 2.2. a bir lirete¢ olmak iizere Newtonyen olmayan (alfa) reel sayilar,
a-tam sayilar, a-dogal sayilar kiimeleri asagidaki sekilde tanimlanir (Tiirkmen ve Basar,
2012; Cakmak ve Basar, 2012)

R, ={a(x)|x € R},

ii) Zy = {a()|x € Z} = {--+, a(=2), a(=1), a(0), a(1), a(2), - },

iii) N, = {@(x) | x € N} = {@(0), a(1),a(2), - }.

iv) Rt = {a(x) |x € R* } = {a(x) | x > 0},

VRg = {a() | x €R™} = (a0 [x <0},

vi) Z} = {a(x)|x € Z* } = {a(x)|x € Z,x > 0},

vii) Z; = {a(x)|x € Z™ } = {a(x)|x € Z,x < 0}

viii) RY? = {a(x)|x = 0},

ix) R;? = {a(x)|x < 0},

xX) Z2° = {a(x)|x € Z,x > 0},

xi) Z;° = {a(x)|x € Z,x < 0}.

2.2. Alfa islemler

Tanim 2.3. a:R - R, c R bir lireteg fonksiyon olsun. R, kiimesi {izerinde
a-islemler Vx,y € R, i¢in asagidaki bicimde tanimlanir:

Dx@qy = ale™(x) +a (),

ix O,y = a(a™ (x) —a 1 (y)),

iii) x Qg ¥ = a(a™(x) x a™' (),

iv) xQqy = ala”'(x)/a™' ),y # a(0)
(Grossman ve Katz, 1972).

Tanim 2.4. a: R - R, c R birebir ve orten fonsiyon olsun. a-siralama bagintisi
(<o) ve ilgili diger bagintilar (>,, <., =,) asagidaki bi¢imde tanimlanir: Vx, y € R,
igin

a) x<,y & a '(x)<a (y)



b)x >y & a'(x)>a ()
x <,y e a t(x) <at(y)
x>, yoallx)=al(y)
(Grossman ve Katz, 1972).

Tamm 2.5. || 4: R, = RE°, a mutlak deger fonksiyonu

x|, = { x, x>, a(0)veyax = a(0),
Mo = a(0) O, x, x <, a(0).

bi¢ciminde tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972).

Tanmim 2.6. (a-aritmetik) a: R — R, < R bir iirete¢ fonksiyon olsun. Bu
durumda eger (R,,®,,06,,0, @, <q) tam sirali cisim ise bu cisim, aritmetik veya
a-aritmetik olarak adlandirilir. (Grossman ve Katz, 1972).

Tamm  2.7. (Yildiz  Analiz) 1ki  keyfi aritmetik a  aritmetik=
(Rp,®,,06,.0, 0, <q) ve [ aritmetik= (]RB,GBB,GB,QB, @B,SB) olarak alinsin. *
(y1ldiz) bu iki aritmetigin *= (a aritmetik, g aritmetik) bigiminde sirali ikilisi olarak
tanimlanir.

x-analizde fonksiyonlarin tanim kiimesi a aritmetikte bir kiime (R, nin bir alt
kiimesi) ve deger kiimesi ise [ aritmetikte bir kiime (Rg’nin bir alt kiimesi) olarak

aliacaktir. Bu boliimde keyfi bir f fonksiyonu
f: Ra DA-> BC ]RB

olarak kabul edilecektir. (Grossman ve Katz, 1972).

a-aritmetik= (R,,®,,6,,0, @, <q) ve f-aritmetik= (RB,GBB,GB,Qﬁ, Dp, <p) tam
siral1 cisim olduklarindan birbirlerine izomorftur.

Tek tiirlii belirliolant = f o a™1: R, — Rg izomorfizmasi, birebir ve 6rten fonksiyondur

bu fonksiyona iota fonksiyonu denir ve Vx,y € R, i¢in asagidaki sartlar1 saglar:
D) i(x®,y) = ux) Oy,
i) ((x ©,¥) = 1(x) ©5 ),
iii) ((x O, ¥) = 1(x) O4t(y),
iv) ((x@,y) = () Oy, y # a(0),

V)x <,y e ux) <puy)



(Grossman ve Katz, 1972).
Tamm 2.8. (*-Limit) Eger her &€ 25 £(0) i¢in a(0) <, |x O, x0|a <, 0 iken
| f(x) B ng <p ¢ kalacak sekilde 6 >, a(0) varsa f fonksiyonunun x, x, € R,

noktasina yaklasirken x-limiti L’ dir denir ve

*x lim f(x) =L

X—Xg

ile gosterilir (Tekin ve Basar, 2013).
Tamm 2.9. Eger x lim f(x) = f(x,) ise f fonksiyonuna x, € R, noktasinda
X—Xq

*-stireklidir denir (Grossman ve Katz, 1972).

Tamm 2.10. (x-Tiirev) f: Ry 2 A > B © R bir fonksiyon olsun. Eger agagidaki

* limit var ise x, € A noktasinda f’nin * tiirevi
[ (x0) =* xh_)r;lo{[f(x) eﬁ f(xo)]@ﬁ [l(x) 95 l(xo)] }

olarak tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972).
Gosterim 2.1. Df = %, klasik tiirev operatoriinii gostersin.

Tanmim 2.11. a ve f iki tireteg fonksiyon olsun.
Diap) f=f"
operatorii * tiirev operatorii olarak adlandirilir.

D(I,I) =D dlr

Teorem 2.1. D4 gy *-tiirev operatdrii lineerdir ve f, - stirekli tiirevlenebilir ise

Dpf =BeD(B tofoa)oa™

esitligi gecerlidir (Civgin ve Yalcin, 2025).

Asagida incelenen 4 analizde a(x) = I(x) birim fonksiyona esittir.



2.3. Ustel Analiz

Bu analizin diger isimleri geometrik analiz veya c¢arpimsal analizdir. Ureteg
fonksiyonu S (x) = exp(x) dir.

Onerme 2.1. Ustel toplama, iistel ¢ikarma, iistel carpma ve iistel bélme islemleri
i¢in asagidaki esitlikler gegerlidir (Cakmak ve Basar, 2012): Vu, v € R,y

A UDexprv=u-v,

b) U Oexp v = -,

ou @exp v = uln(v)’

1
DU Dexp vV = un®, v # 1,
Onerme 2.2. f:R - Rexp bir garpimsal fonksiyon olsun. Eger klasik ve fistel

tiirevler tanimli ise x, € R noktasinda f’nin ¢arpimsal tiirevi i¢in

i €9)
D(I,exp)f(x) =ef),

esitligi gegerlidir. (Stanley, 1999).

2.4. Cift Ustel Analiz
Gosterim 2.2. Bu ¢alismada cift tistel (double exponential) fonksiyon

d: = expeo exp
ile gosterilecektir. Dolayisiyla

d(x) = exp(exp(x)) = e®”

olacaktir (Giiven, 2024).
Onerme 2.3. x,y € R, olmak iizere cift {istel aritmetigin dort temel islemi igin
asagidaki esitlikler saglanir (Giiven, 2024):
)x@Dgy= xIny
i)xOqy= xﬁ
iii) x ©4 ¥ = exp{(In x)l“(“‘y)}
iVVxQuy= exp{(ln x)l/ln(“‘y)},y *e



Teorem 2.2. f: R — R, fonksiyonu hem klasik anlamda hem de ¢ift iistel anlamda

tiirevlenebilir olsun. Bu durumda bu iki tlirev i¢in asagidaki esitlik gecerlidir (Giiven,
2024):

_
Duayf(x) = eeXp{f (x)'(lnof)(x)}

2.5. Harmonik Analiz

Gosterim 2.3. Bu ¢alismada ters (reciprocal) fonksiyon

1
rR\ {0} > R\ {0} r(x) =<
ile gosterilecektir.
Onerme 2.4. Harmonik toplama, harmonik ¢ikarma, harmonik ¢carpma ve Harmonik
bolme islemleri agagidaki gibi tanimlanir (Cakmak ve Basar, 2012) : Vu, v € R, igin

1
a)u@rU:E
u

<

Onerme 2.5. f:R — R, bir fonksiyon olsun. x € R noktasinda f’nin harmonik

tiirevi i¢in

Dunf(x) = 1

7) @
esitligi gecerlidir.

2.6. Kuadratik Analiz

q(x) iirete¢ fonksiyonunu alalim. Burada

Vx, x>0
q(x) = 0, x=0
—V—x x<0
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dir. Uretecin tersi,

x?, x>0
g7 'x)=10, x=0
—x? x<0

biciminde olur (Grossman ve Katz, 1972).

Onerme 2.6. Kuadratik analizde iirete¢ fonksiyonu i¢in

q(x) = sgn(x)/|x|
ve liretecin tersi i¢in
g~ (x) = sgn(x)x? = x|x|

esitlikleri gecerlidir.

Ispat: q(x) iirete¢ fonksiyonu igin

Vx, x>0,
q(x) = 0, x=0,
—/=x, x<0

oldugundan, sgn(x) isaret fonksiyonu kullanilarak

q(x) = sgn()y/1x|

seklinde yazilabilir. Gergekten, x > 0 i¢in sgn(x) = 1 ve |x| = x oldugundan

sgn(0)y/lx| = Vx,

x = 0 i¢in sgn(0) = 0 oldugundan

sgn(0)y/10] =0,

11



ve x < 0 igin sgn(x) = —1 ve |x| = —x oldugundan

sgn(0)/[x] = —vV=x

elde edilir. Dolayisiyla,

q(x) = sgn()y/1x|

esitligi gecerlidir.
Benzer sekilde,
x%, x>0,
g '(x)=70 x=0,
—x2, x<0
oldugundan

q ' (x) = sgn(x)x?

seklinde yazilabilir. Ayrica x? = |x|?ve sgn(x)|x| = x oldugundan,
sgn(x)x? = sgn(x) |x|? = x|x|

elde edilir. Boylece
q (%) = sgn(x)x?* = x|x|

oldugu gosterilmis olur. O

Ornek 2.1.

5@, () =q(q' () +q7(-4)
=q(5* + (-(-9%)
= q(25 + (-16))

12



=q(9)
=9
=3

Onerme 2.7. f:R - R, bir fonksiyon olsun. x € R noktasinda f’nin kuadratik

tiirevi i¢in

D f ) = sen (£ () J21F@I|F )

esitligi gecerlidir.
fspat:
Oncelikle

d
(@H'x) = I [sgn(x)x?] = 2 - sgn(x) - x = 2|x|
oldugunu not edelim.

Dipyf () = [q°D(q™" o (X)) = q{(a™)'(f(2)) - f' ()}
= q2|fOIf' (%)}
= sgn[2|f I f COWI2IFDIf' ()

Dagf () = sgn(f' GO 2If GIIf ()
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3. NEWTONYEN OLMAYAN BiRINCi MERTEBEDEN YAKLASIMLAR

Klasik analizde f(x)’in birinci mertebeden yaklagimi

P(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — x0)

biciminde hesaplanir.

Newtonyen olmayan analizde birinci mertebeden yaklagim ise f: R, — Rp iken

P.(x) = f(xo) @[3 [(D(a,ﬁ)f)(xo) @[3 1(x Og xo)]

bi¢iminde hesaplanir. Burada t: § o @™ dir.

Asagida a(x) = I(x) oldugu durumda yaklasimlar hesaplanacaktir.

fr@) = (Dupf)@) =[BeDB "o foD) eI ](x)
frG) =[BD(B™ " Nx)
fre) =[P "))

oldugundan

P.(x¥) = f(x0) ®p [(Dupf) (o) Op Bx — x0)]

P.(x) = f (o) ©g |18 0 (B o £)'1(x0) Op Bx — x0)]
P.(x) = f(x0) @ [BI(B™ o ) ()] Op Bx — x0)]
P.(x) = f(x0) @ [BI(B™ o ) ()] Op Bx — x0)]
P.(x) = f () © BB o ) (x0) - (x = xo)]

P.(x) = (o f)(x0) @ BIB™ o ) (x0) - (x — x0)]

P.(x) = (B o e f)(xo) @ BL(B™ o ) (o) - (x = x0)]
P.(x) = BI(B™ o 1) (xo)] B BLB™ o ') - (x — x,)]
P.(x) = BB~ 0 f)Cio) + (B o £)! (x0) - (x — x0))

olarak hesaplanir. Burada hatalar



Entasik () = |f () = Puasik (], Ex(x) = |f (x) — R(x)]

olarak alinacaktir.

3.1. Harmonik Analizde Birinci Mertebeden Yaklasim

Harmonik analiz i¢in yani a(x) = I(x), B(x) = i oldugu durumu inceleyelim.

1
Il(x) = 1 1 7
(7) o)+ (7) G- G = x)
P.(x) = -
el GEEI[EHRCEED
1
P.(x) =
NACOIE
T~ PPl X0
1
B0 = T — o) %)
fz(xo)
_ £%(x0)
PO = 56— F e G —x0)
elde edilir.

Ornek 3.1. f(x) = fonksiyonu veriliyor.

x2+3x+1

a) f fonksiyonunun x = 0,01 noktasindaki klasik tiirevini hesaplayiniz.
£'(0,01) =?

b) f fonksiyonunun x = 0,01 noktasindaki harmonik- tiirevini ( Newtonyen
olmayan tiirevini) hesaplaymiz. f*(0,01) =?

¢) f fonksiyonunun x = 0,01 civarindaki klasik 1. mertebeden Taylor polinomunu
kullanarak klasik 1. mertebeden yaklasimini hesaplayalim.

d) f fonksiyonunun x = 0,01 civarindaki Newtonyen olmayan Taylor polinomunu

kullanarak Newtonyen olmayan 1. mertebeden yaklagimini hesaplayalim.

Coziim:

, _ _(x2+3x+1)' _ 2x+3 / _ 302
a) f'(x) = (x2+3x+1)2 (x2+3x+1)2’f(0'01)_ (1,0301)2 2,84514
b)

15



1 1 f2()

f*(X) = 7 = 7 = -
1 —f'(x) f'(x)
(7) @ Fo
N 1 1
fr) = (1)’(x)_ (x2+3x+1) 2x+3
f
£*(0,01) = 2 00153~ 302 =~ 0,33113
9)

Puasik(x) = £(0,01) + £'(0,01) - (x — 0,01)
Pasik(x) = 0,97078 — 2,84514 - (x — 0,01)
Pasik(x) = 0,99923 — 2,84514x

d)
P.(x) = :
oo G cor o
b 1
x(x) = xg +3x0 + 14 (2x + 3)(x — xp)
1
P.(x) =

3,02x + 0,9999

XO=0,01

olarak bulunur.

Tablo 1. Harmonik analiz ile yaklasim ve klasik yaklasimin karsilastirilmasi

x f(x) Prigsix (%) P, (x) Eyasix (%) E.(x)
0,005 0,98517 0,98499 0,98514 1,87 x 10™* 2,43 x 1075
0,006 0,98226 0,98216 0,98225 1,20 x 10™* 1,54 x 1075
0,007 0,97939 0,97931 0,97938 6,71 x 1075 8,63 X 10°°
0,008 0,97653 0,97647 0,97652 2,98 x 1075 3,81 x 107°
0,009 0,97365 0,97362 0,97365 7,42 x 107 9,48 x 1077
0,010 0,97078 0,97078 0,97078 0 0
0,011 0,96795 0,96793 0,96795 7,38 x 107° 9,37 x 1077
0,012 0,96513 0,96509 0,96512 2,95 x 1075 3,73 x 107°
0,013 0,96232 0,96224 0,96231 6,61 x 1075 8,33 x10°°
0,014 0,95952 0,95940 0,95950 1,17 x 10™* 1,47 x 1075
0,015 0,95673 0,95655 0,95671 1,83 x 107 2,29 X 1075

Burada her noktada E, (x) < Ejjuik () oldugu goriilmektedir.
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3.2. Kuadratik Analizde Birinci Mertebeden Yaklasim

Kuadratik Analizde yaklagim bir 6rnek yardimiyla incelenecektir.

Ornek 3.2. f(x) = /x* + 3x2 — 3,9 fonksiyonu igin x, = 1 civarinda klasik ve
Newtonyen olmayan birinci mertebeden yaklasimlar: bulalim ve karsilastiralim.
Coziim:

Klasik lineerlestirme:
Paasic () = f(D) + f'(1)(x —1) = 0,316228 + 15,811388(x — 1)
Newtonyen olmayan lineerlestirme:

P(x) =q{(g7 e D)+ (@ e f)'D) - (x—1)}
P.(x) = q{0,1 + [4x3 + 6x?],—1(x — 1)}
P.(x) =q{0,1+10(x — 1)}

x =1 civarinda 0,1 + 10(x — 1) > 0 oldugundan

P.(x) = 0,1+ 10(x — 1)
olarak elde edilir.

Tablo 2. Kuadratik analiz ile yaklasim ve klasik yaklasimin karsilastirilmasi

x f(x) Pyigsix (X) P (x) Eyasii () E.(x)
1,00 0,316228 0,316228 0,316228 0,000000 0,000000
1,01 0,447660 0,474342 0,446651 0,026682 0,001009
1,02 0,550563 0,632456 0,547254 0,081893 0,003309
1,03 0,638925 0,790569 0,632456 0,151644 0,006469
1,04 0,717217 0,948683 0,707107 0,231466 0,010110
1,05 0,788987 1,106797 0,774597 0,317810 0,014390
1,06 0,855880 1,264911 0,836660 0,409031 0,019220
1,07 0,919668 1,423025 0,894427 0,503357 0,025241
1,08 0,981441 1,581139 0,948683 0,599698 0,032758
1,09 1,041889 1,739253 1,000000 0,697364 0,041889
1,10 1,101590 1,897367 1,048809 0,795777 0,052781

Tablo 2 incelendiginde, x, = 1 merkezinde elde edilen *-yaklagimimin tiim
ornekleme noktalarinda klasik lineerlestirmeye goére daha diisiik hata {rettigi
goriilmektedir. x degeri merkezden uzaklastikca klasik yaklasimin hatasi hizla artarken,

Onerilen yaklasimin hatasi smirli kalmaktadir. Bu durum istatistiksel oOlgiitlerle de
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dogrulanmaktadir. Klasik yaklasim i¢in maksimum ve ortalama mutlak hatalar sirasiyla
0,795777 ve 0,346793 iken, Onerilen yaklasimda bu degerler 0,052781 ve 0,018834
olarak elde edilmistir. Benzer sekilde maksimum goreli hata klasik yaklasimda %72,24,
Onerilen yaklagimda ise yalnizca %4,79’dur. Bu sonuglar, kuadratik iirete¢ yardimiyla
elde edilen lineerlestirmenin fonksiyonun yerel davramigini klasik Taylor
lineerlestirmesine gore daha basarili temsil ettigini ve hem mutlak hem de goreli hata

bakimindan belirgin bir dogruluk istiinliigii sagladigimi gostermektedir.
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4. KARISIK TiP FONKSIYONLARIN NEWTONYEN OLMAYAN
BiRINCI MERTEBEDEN YAKLASIMI

¥, B,n, u trete¢ fonksiyonlar olsun dyle ki (Rﬁ U ]R,,) C R,. Ayrica g: R, = Rg,
h:R, > R,, ve f(x)=g(x)@,h(x) olsun. Bu durumda verilen g ve h

fonksiyonlarinin Newtonyen olmayan birinci mertebeden yaklasimlari

gx) = g(xo) @B [(D(y,ﬁ)g)(xo) @ﬁ 11(x @y xo)]
h(x) = h(xo) @y [(Deymh) (x0) Oy t2(x ©y x0)]

bi¢imindedir. Burada t;: f o y ™! ve 1,: f o ™1 dir. Bu durumda f fonksiyonunun birinci

mertebeden yaklagimi

fx) = {g(xo) EBﬁ [(D(y,ﬁ)g)(xo) @3 l1(x @y xo)]} @u
{h(xo) D, [(D(V,n)h)(xo) Oy ‘Z(x Oy xO)]}

ile tanimlanir.

Asagida birkag farkli durum ve iiretec icin yaklagimlar hesaplanacaktir.

) g:R->Rg, iR - Ry, ve f(x) = g(x) + h(x) olsun.

gx) = g(xq) @ﬁ [(D(I,B)g)(xo) QB f(x — Xo)]
h(x) = h(xy) @y [(Dumh) (o) On n(x — x0)]

Ve

f(x) = g(xo) @ﬁ [(D(I,ﬁ)g)(xo) @[3 p(x — xo)]
+ h(x,) ®, [(D(I,n)h)(xo) Oy nlx — xo)]

yaklagimi yazilir.

2) g:R, - Rg, i: R, = R,, ve f(x) = g(x) + h(x) olsun.

g(x) = g(x0) @ﬁ [(D(y,ﬁ)g)(xo) Oﬁ l-l(x @y xo)]



h(x) = h(xo) @, [(D(y,n)h)(xo) Oy ‘Z(x Oy xO)]

Burada i;: B oy "1 ve 1,: B o~ dir. Buradan

f(x) = g(xo) B [(D(y,ﬁ)g)(xo) Op ll(x ©y xo)]
+ h(xo) @y [(D(%n)h)(xo) Oy o (x Oy xo)]

yaklagimi elde edilir.

4.1. Klasik ve Ustel Fonksiyonlarin Toplam I¢in Bir Yaklasim

Klasik bir fonksiyon ile iistel (geometrik) bir fonksiyonun toplami bi¢giminde ifade
edilebilen bir fonksiyon ele alinsin. Bu fonksiyona yaklagimlar yaparken klasik ve
geometrik kisimlarda degisimler ayr1 ayr1 hesaplanip sonra eklenerek toplam degisim
bulunabilir.

Ornek 4.1. f(x) = 4x% + 3x + 54 e*"*2 fonksiyonu veriliyor. Bu fonksiyonun
iki kism1 vardir. 1. Kisim klasik 2. Dereceden bir polinom olan g: R - R, g(x) = 4x2 +
3x + 5 iken ikinci kisim ise 2. Dereceden bir {istel polinom olan h: R — Reyp, h(x) =
e***+2 dir.

Yeni teknikle fonksiyondaki degisimler iki kisimda incelenir: klasik kisimda olusan
degisim ile geometrik(iistel) kisimda meydana gelen degisim hesaplanir ve bunlar
toplanir.

Klasik Taylor ile 1. mertebeden yaklasimi hesaplayalim.

F(x) = 4x% + 3x + 5 + ¥ +2

F'(x) = 8x + 3 + 2xe*"*+2
oldugundan

Prigsit () = f(D+ f'(1) - (x—1)
Pyrasik (x) = 32,0855 + 51,1711 - (x — 1)

elde edilir.

Newtonyen olmayan 1. mertebeden yaklasimi hesaplayalim.
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g(x) = 4x% + 3x + 5,

h(x) = ex2+2

olarak tanimlayalim. Bunlarin sirasiyla klasik ve ¢arpimsal tiirevleri

g'(x) =8x+3,
h*(x) = e?*
oldugundan

P(x) =8+ 11(x — 1) + e3(e®)*~1
P(x) = -3+ 11x + el*%x

yaklagimi elde edilir. f fonksiyonu ile Py (x) ve P.(x) yaklasim fonksiyonlarinin

x=1+0,01k; 1 <k <10 icin degerleri ve hatalar1 agsagidaki tablodadur.

Tablo 3. Klasik ve tistel fonksiyonlarin toplam1 i¢in bir yaklagim

x f(x) Pyigsix (X) P (x) Eyasic () E.(x)
1,00 32,08554 32,08550 32,08550 0,000037 0,000037
1,01 32,60374 32,59721 32,60125 0,006530 0,002486
1,02 33,13521 33,10892 33,12521 0,026285 0,010001
1,03 33,68036 33,62063 33,65752 0,059728 0,022840
1,04 34,23964 34,13234 34,19837 0,107300 0,041278
1,05 34,81352 34,64406 34,74791 0,169461 0,065601
1,06 35,40245 35,15577 35,30634 0,246688 0,096111
1,07 36,00695 35,66748 35,87383 0,339477 0,133124
1,08 36,62753 36,17919 36,45056 0,448344 0,176972
1,09 37,26472 36,69090 37,03672 0,573824 0,228007
1,10 37,91909 37,20261 37,63249 0,716476 0,286593

Tablo 3 incelendiginde, P,(x) yaklasiminin hata degerlerinin klasik birinci
mertebeden Taylor yaklasimina gore belirgin bi¢imde daha kiigiik oldugu goriilmektedir.
Incelenen noktalarda yeni yaklasimin hatasi, klasik yaklasimin hatasina kiyasla yaklagik
2,5 kat daha kiiciiktiir. Bu sonug, fonksiyonun klasik ve iistel bilesenlerinin kendi dogal
analiz yapilari i¢inde ayr1 ayri1 ele alinmasinin daha basarili bir yerel yaklagim sagladigini

gostermektedir.
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4.2. Ustel ve Cift Ustel Fonsiyonlarin Carpim Icin Bir Yaklasim
g =R - Reypve iR - Ry olsun. Ayrica f: R - R,

f(x) =g(x) - h(x)

fonksiyonu verilsin. g: R = Rey,, fonksiyonu igin birinci mertebeden yaklagim

g(x) = g(x0) Bexp [9" (x0) Oexp €Xp(x — x0)]
g(x) = g(xo) - [g7 (x)] >0

biciminde ve h: R = R, fonksiyonu i¢in birinci mertebeden yaklagimi

M)
h(x) = [h(xo)]exp{h(xo)'(lnc’h)(xo)(x xo)}

bi¢gimindedir. f(x) = g(x) - h(x) fonksiyonu igin Newtonyen olmayan birinci

mertebeden yaklagim

* (x—x ) exp{h hII(XO) —(x—xo)}
P.(x) = g(x0) - [g" (xo)]77*0) - [R(xg)] " (o) (In°h)(xo)

olarak elde edilir.

3sin(x)+2

Ornek 4.2. f(x) = e?¢0s®) . g€ fonksiyonunun x =% deki klasik 1.

mertebeden yaklagimimi ve Newtonyen olmayan 1. mertebeden yaklagimin

hesaplayalim. Ve yakin noktalarda bu fonksiyonlarin degerlerini ve hatalar1 bulalim.
Coziim:

3sin(x)+2

— ,2C0SXx , €
)=e e

Verilen fonksiyon f (x dir. Bunu

f(x) =g(x) h(x)
seklinde yazalim. Burada

3sin(x)+2

g(x) — eZCOS(x)’h(x) —e®

olarak alalim.
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g*(x) — e—z sin(x)’
h'(x) e €2 p3sin()+2 (3 cosx)
h(x)(Ino h)(x) e €35n0)+2 ;3 5in(x)+2 cos(x)

oldugundan Newtonyen olmayan 1. Mertebeden yaklagimi

x W@

m N T EATPwRYEa G,
pr=s Ol V) T

4
P.(x) =eV? (e‘\/i)(x_Z) <e e2+3z_ﬁ> p( ( )>

2 e 2 \" 2

P.(x) = e*/f_*/f("—%)e[eﬂﬁE M(xl)]

2 2 4

P.(x) = exp {\/E -2 (x — %) +e 2+ﬂ+ﬂ(xl)]}

Ve

3V2_ (16+12V2-3V2r
P*(x)=eXp<\/§—\/§(x—%)+e 2t 8 )

elde edilir.
Klasik 1. mertebeden Taylor yaklagimini hesaplayalim

f(x) = exp(2 cos(x) + e3sin0+2)
£/ (x) = f(x)(—2sin(x) + 3e35n™)*2 cos(x))

fonksiyonlari ile

=1 (o1 () (e

32 3V2 32 .32
P(x) = exp <\/§+e 2*7) + exp <\/§+e 2+T) (—\/E + = 2+T> (
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olarak elde edilir. Asagida x = /4 civarinda yaklagim fonksiyonlarin degerlerini veren

bir karsilastirma tablosu verelim.

Tablo 4. Ustel ve ¢ift iistel fonsiyonlarin ¢arpimi igin bir yaklasim

X

f(x)

Priasin (x)

P.(x)

7r 0,0005
4 )

2,269180 x 1027

2,266260 x 10%7

2,269200 x 1027

7r 0,0004
4 )

2,299110 x 1027

2,297600 x 10?7

2,299120 x 1027

7r 0,0003
4 )

2,329440 x 1027

2,328940 x 10%7

2,329440 x 10?7

i 0,0002
4 )

2,360170 x 1027

2,360280 x 10%7

2,360170 x 1027

i 0,0001
4 )

2,391310 x 1027

2,391620 x 10%7

2,391310 x 10?7

i

4

2,422960 x 1027

2,422960 x 10%7

2,422960 x 1027

n+00001
4 )

2,455110 x 1027

2,454300 x 10%7

2,455110 x 10?7

n+ 0,0002
4 )

2,487790 x 1027

2,485640 x 10%7

2,487790 x 1027

n+ 0,0003
4 )

2,520990 x 1027

2,516980 x 10?7

2,521000 x 1027

n+ 0,0004
4 )

2,554740 x 107

2,548320 x 10%7

2,554750 x 107

n+ 0,0005
4 )

2,589040 x 1027

2,579660 x 10%7

2,589060 x 1027

Goreli hatalari

Ryasik(x) =

| £(%) — Puasix (%) |

WACON

veya yiizde olarak

Ryasik (x) =

| f(x) |

Ry = SO =P

)

| £(%) = Putasi (%) |

WACIN

seklinde tanimlayalim.

Simdi x = /4 civarinda yaklasim fonksiyonlarin hatalarini karsilagtirmak i¢in bir

tablo verelim.

| f(x) 1

Ry = LB =P

X %100,

X %100
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Tablo 5. Mutlak ve goreli hata degerlerinin karsilagtiriimasi

X Eygasik (%) Ryasik (%) E,.(x) R, (%)
T
27 0,0005 2,91689 x 10%* 1,285 x 10~* 1,80257 x 10?2 7,943 x 10~*
T
i 0,0004 1,50686 x 1024 6,554 x 1072 1,15362 x 10%%2 5,017 x 10~
T
i 0,0003 5,02310 x 1023 2,156 x 1072 6,48626 x 10?* 2,784 x 10~*
T
i 0,0002 1,10284 x 10?3 4,673 x 10~3 2,88335 x 10%* 1,222 x 1074
T
i 0,0001 3,06051 x 1023 1,280 x 1072 7,21654 x 10%° 3,018 x 10~°
T
Z 0 0 0 0
T
Z +0,0001 8,11049 x 10%® 3,303 x 1072 7,28969 x 10%° 2,969 x 10~°
T
Z +0,0002 2,14612 x 10%* 8,626 x 1072 2,91856 x 10?* 1,173 x 10~*
T
Z +0,0003 4,00546 x 10%* 1,589 x 10~' 6,57957 x 10?* 2,610 x 10~*
T
Z +0,0004 6,41640 x 10%* 2,512 x 10™* 1,17079 x 10?? 4,583 x 10~*
T
Z + 0,0005 9,40658 x 10%* 3,633 x 10~* 1,83019 x 10%? 7,069 x 10~*

Tablo 4 ve Tablo 5 birlikte incelendiginde, her iki yaklagimin da merkez noktasi
xo = m/4'te gergek fonksiyon degerini tam olarak verdigi goriilmektedir. Bununla
birlikte, x degeri merkez noktadan uzaklastik¢a Gnerilen yaklagimin gercek fonksiyon
degerlerine klasik birinci mertebe Taylor yaklasimina goére daha yakin kaldigi agikca
goriilmektedir.

Mutlak hata ve goreli hata degerleri karsilastirildiginda, onerilen yaklagimin tiim
degerlendirme noktalarinda klasik Taylor yaklasimindan daha basarili oldugu
anlasilmaktadir. Ozellikle fonksiyonun iistel bilesenlerinden kaynaklanan hizli degisim,
klasik lineerlestirmenin hata degerlerinin daha hizli biiylimesine neden olurken, 6nerilen
yaklasim fonksiyonun ¢arpimsal ve iistel yapisini korudugundan hata artis1 oldukga sinirl

kalmaktadir.

Incelenen aralikta elde edilen hata dlgiitleri asagida dzetlenmistir.

Tablo 6. Hata olg¢iitleri

Olgiit
Maksimum mutlak hata

Klasik Taylor Onerilen yaklagim

9,40658 x 10%*

1,83019 x 1022

Ortalama mutlak hata

2,18877 x 10%*

7,49686 x 10!

Maksimum gdreli hata

3,633 X 1071%

7,943 X 107*%

Ortalama goreli hata

9,618 X 107%2%

2,774 X 10™*%

Bu sonuglara gore Onerilen yaklasimin maksimum mutlak hatasi klasik Taylor
yaklasimina gore yaklasik 574 kat, ortalama mutlak hatasi ise yaklasik 292 kat daha

kiigiiktiir. Benzer sekilde maksimum goreli hata yaklasik 458 kat, ortalama goreli hata ise

25



yaklasik 347 kat azalmaktadir. Bu durum, 6nerilen yaklasimin 6zellikle {istel ve ¢ift iistel
yap1 igeren karma fonksiyonlarda klasik birinci mertebe Taylor yaklasimina gore belirgin
bicimde daha yiiksek dogruluk sagladigin1 géstermektedir. Bu 6rnek, onerilen yontemin
yalnizca merkez noktasi ¢evresinde degil, merkezin yakin komsulugunda da dogrulugunu

bliyiik 6l¢iide korudugunu ortaya koymaktadir.
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5.SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tez ¢alismasinda, Newtonyen olmayan analiz kapsaminda tanimlanan farkli
iireteclere ait fonksiyonlarin klasik toplamlari ve Newtonyen olmayan toplamlari i¢in
yeni bir birinci mertebeden yerel yaklagim yontemi gelistirilmistir. Literatiirde yaygin
olarak kullanilan klasik Taylor lineerlestirmesi, tim fonksiyonu tek bir klasik yap1 altinda
ele almakta ve ozellikle {istel, ¢ift iistel veya daha hizli biiyliyen Newtonyen olmayan
bilesenlerin dogal davranisini yeterince yansitamamaktadir. Bu calismada ise her
fonksiyon bileseni kendi ait oldugu analiz gergevesinde lineerlestirilmis ve daha sonra
uygun toplama islemi kullanilarak yeni bir yaklagim fonksiyonu elde edilmistir.

Calismanin ilk asamasinda Newtonyen olmayan analizin temel kavramlar ele
alinmig; alfa aritmetigi, yildiz analiz, Newtonyen olmayan tiirev ve farkli iireteg
fonksiyonlarina karsilik gelen analiz tiirleri incelenmistir. Ozellikle harmonik, iistel, ¢ift
tistel ve kuadratik analizler i¢in tiirev ifadeleri verilmis ve bunlara karsilik gelen birinci
mertebeden yaklasim fonksiyonlar1 elde edilmistir. Boylece klasik Taylor yaklagiminin
Newtonyen olmayan analiz igerisindeki karsiliklar1 sistematik bigimde ortaya
konulmustur.

Daha sonra harmonik ve kuadratik analizler i¢in gelistirilen yaklasim yontemleri
cesitli ornekler tlizerinde uygulanmigtir. Her iki analiz tiirlinde de Onerilen yaklagimin
merkez nokta ¢evresinde klasik birinci mertebe Taylor yaklasimina gore daha diisiik
mutlak hata irettigi goriilmiistiir. Ozellikle kuadratik analiz 6rneginde maksimum ve
ortalama mutlak hata ile maksimum ve ortalama goreli hata degerlerinin klasik
lineerlestirmeye gore belirgin bigimde azaldig1 gosterilmis, boylece onerilen yontemin
yalnizca teorik olarak degil sayisal agidan da daha basarili oldugu ortaya konmustur.

Tezin temel katkisi ise farkl iireteclerle tanimlanan fonksiyonlarin birlikte yer
aldig1 karisik tip fonksiyonlar icin gelistirilen yeni yaklagim yontemidir. Bu kapsamda
klasik, tstel ve cift iistel analiz bilesenlerini ayn1 fonksiyon igerisinde ele alan genel bir
yaklasim modeli Onerilmis; her bilesenin kendi Newtonyen olmayan tiirevi kullanilarak
bagimsiz bi¢imde lineerlestirilmesi ve daha sonra uygun islem altinda birlestirilmesi esas
alinmistir. Boylece klasik Taylor yaklagiminin tek tip lineerlestirme anlayisi yerine,
fonksiyonun yapisini koruyan daha dogal bir yerel yaklagim elde edilmistir.

Onerilen yontemin etkinligi, klasik fonksiyon ile iistel fonksiyonun toplami ve iistel
ile cift iistel fonksiyonlarin ¢arpimi big¢imindeki Ornekler {lizerinde ayrintili olarak

incelenmistir. Sayisal sonuglar, 6zellikle hizli biiyiiyen iistel bilesenlerin bulundugu



fonksiyonlarda klasik Taylor yaklasiminin hata degerlerinin merkez noktadan
uzaklastikca hizla arttigini, buna karsilik 6nerilen yaklagimin fonksiyonun dogal biiytime
yapisini korumast nedeniyle ¢ok daha diigiik hata tirettigini gostermistir. Son Ornekte
maksimum mutlak hata, ortalama mutlak hata, maksimum goreli hata ve ortalama goreli
hata bakimindan 6nerilen yaklagimin klasik yaklasima gore yiizlerce kat daha iyi sonug
verdigi ortaya konmustur. Bu bulgular, gelistirilen yontemin o6zellikle Newtonyen
olmayan yapiya sahip fonksiyonlarin yerel davranislarinin modellenmesinde 6nemli bir
dogruluk avantaji sagladigin1 gostermektedir.

Bu calisma, Newtonyen olmayan analizde yerel yaklagim yontemleri iizerine
yapilan aragtirmalara yeni bir bakis a¢is1 kazandirmaktadir. Gelistirilen yontem yalnizca
tek bir analiz tirii i¢in degil, farkli iireteglerle tanimlanan fonksiyonlarin birlikte
bulundugu karma yapilara da uygulanabilmektedir. Bu yoniiyle Onerilen yaklagimin,
Newtonyen olmayan analizde Taylor serileri, sayisal diferansiyel denklem ¢oziimleri,
optimizasyon algoritmalar1 ve hata analizi gibi bircok alanda kullanilabilecek genel bir
yaklagim gercevesi sundugu degerlendirilmektedir.

Gelecekte yapilacak c¢aligmalarda Onerilen yontemin ikinci ve daha yiiksek
mertebeden yaklagimlart gelistirilebilir. Ayrica yontemin farkli Newtonyen olmayan
analiz tiirlerine, ¢ok degiskenli fonksiyonlara, diferansiyel denklemlere ve Newtonyen
olmayan optimizasyon problemlerine uygulanmasi 6nemli arastirma konular1 arasinda
yer almaktadir. Bunun yaninda 6nerilen yaklagimin yakinsaklik analizi, hata sinirlar1 ve
teorik dogruluk mertebesinin ayrintili olarak incelenmesi de yontemin matematiksel
temelini daha da gii¢clendirecek ¢alismalar olacaktir.

Sonug olarak bu tezde gelistirilen birinci mertebeden yaklasim yontemi, klasik
Taylor yaklagimmin Newtonyen olmayan bilesenleri temsil etmedeki sinirliliklarini
Oonemli Olclide azaltmakta ve Ozellikle farkli iireteclerle tanimlanan karisik tip
fonksiyonlarin yerel modellenmesinde daha yiiksek dogruluk saglayan yeni ve sistematik
bir yaklagim sunmaktadir. Bu nedenle elde edilen sonuglarin, Newtonyen olmayan analiz
literatiirine hem kuramsal hem de sayisal yontemler agisindan anlamli bir katki

saglayacagi degerlendirilmektedir.
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  f


  f


    x 0 ∈   D  f


    lim ⁡  x →   x 0 ( f ( x ) − A ( x ) ) = 0


  A ( x )


  f ( x )


    x 0


  f ( x ) ≈ f (   x 0 ) +   f ′ (   x 0 ) ( x −   x 0 ) .


   [ a , b ]


  a


  f ( x ) ≈   ∑  k = 0  n      f   ( k ) ( a )  k ! ( x − a  )  k


  w ( x )


    L 2


    T  n ( cos ⁡ 𝜃 ) = cos ⁡ ( n 𝜃 )


  f ( x ) ≈     P  m ( x )    Q  n ( x )


  ℝ


  ℝ


  𝛼


  𝛼


  𝛼


   ℝ  𝛼   =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈ ℝ } ,


   ℤ  𝛼 =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈ ℤ } =  { ⋯ , 𝛼  ( − 2 ) , 𝛼  ( − 1 ) , 𝛼  ( 0 ) , 𝛼  ( 1 ) , 𝛼  ( 2 ) , ⋯ } ,


   ℤ  𝛼 =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈ ℤ } =  { ⋯ , 𝛼  ( − 2 ) , 𝛼  ( − 1 ) , 𝛼  ( 0 ) , 𝛼  ( 1 ) , 𝛼  ( 2 ) , ⋯ } ,


   ℕ  𝛼 = { 𝛼  ( x ) │ x ∈ ℕ } = { 𝛼  ( 0 ) , 𝛼  ( 1 ) , 𝛼  ( 2 ) , ⋯ } .


   ℕ  𝛼 = { 𝛼  ( x ) │ x ∈ ℕ } = { 𝛼  ( 0 ) , 𝛼  ( 1 ) , 𝛼  ( 2 ) , ⋯ } .


   ℝ  𝛼 + = { 𝛼  ( x ) │ x ∈  ℝ +   } = { 𝛼  ( x ) │ x > 0 } ,


   ℝ  𝛼 + = { 𝛼  ( x ) │ x ∈  ℝ +   } = { 𝛼  ( x ) │ x > 0 } ,


   ℝ  𝛼 − = { 𝛼  ( x ) │ x ∈  ℝ −   } = { 𝛼  ( x ) │ x < 0 } ,


   ℝ  𝛼 − = { 𝛼  ( x ) │ x ∈  ℝ −   } = { 𝛼  ( x ) │ x < 0 } ,


   ℤ  𝛼 + =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈  ℤ +   } =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈ ℤ , x > 0 } ,


   ℤ  𝛼 + =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈  ℤ +   } =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈ ℤ , x > 0 } ,


   ℤ  𝛼 − =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈  ℤ −   } =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈ ℤ ,   x < 0 }


   ℤ  𝛼 − =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈  ℤ −   } =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈ ℤ ,   x < 0 }


   ℝ  𝛼  + , 0 =  {  𝛼  ( x ) |  x ≥ 0 } ,


   ℝ  𝛼  + , 0 =  {  𝛼  ( x ) |  x ≥ 0 } ,


   ℝ  𝛼  − , 0 =  {  𝛼  ( x ) |  x ≤ 0 } ,


   ℝ  𝛼  − , 0 =  {  𝛼  ( x ) |  x ≤ 0 } ,


   ℤ  𝛼  + , 0 =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈ ℤ ,   x ≥ 0 } ,


   ℤ  𝛼  + , 0 =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈ ℤ ,   x ≥ 0 } ,


   ℤ  𝛼  − , 0 =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈ ℤ ,   x ≤ 0 } .


   ℤ  𝛼  − , 0 =  {  𝛼  ( x ) |  x ∈ ℤ ,   x ≤ 0 } .


  𝛼 : ℝ →  ℝ  𝛼 ⊂ ℝ


   ℝ  𝛼


  𝛼


  ∀ x ,   y ∈  ℝ  𝛼


  x  ⊕  𝛼 y   =   𝛼 (   𝛼  − 1  ( x ) +   𝛼  − 1  ( y ) )


  x  ⊖  𝛼 y   =   𝛼 (   𝛼  − 1  ( x ) −   𝛼  − 1  ( y ) )


  x  ⊙  𝛼 y   = 𝛼  (   𝛼  − 1  ( x ) ×   𝛼  − 1  ( y ) )


  x  ⊘  𝛼 y   =   𝛼 (   𝛼  − 1  ( x ) /   𝛼  − 1  ( y ) )


  y ≠ 𝛼  ( 0 )


  𝛼 : ℝ →  ℝ  𝛼 ⊂ ℝ


  𝛼


   (  <  𝛼 )


   >  𝛼 ,  ≤  𝛼 ,  ≥  𝛼


   ℝ  𝛼


   <  𝛼


  x  >  𝛼


  x  ≤  𝛼 y ⇔   𝛼  − 1  ( x ) ≤   𝛼  − 1  ( y ) )


  x  ≥  𝛼 y ⇔   𝛼  − 1  ( x ) ≥   𝛼  − 1  ( y )


  x  ≥  𝛼 y ⇔   𝛼  − 1  ( x ) ≥   𝛼  − 1  ( y )


     | ⋅ |  𝛼 :  ℝ  𝛼 →  ℝ  𝛼  + , 0


  𝛼


     | x |  𝛼 =  {    x ,  x  >  𝛼 𝛼  ( 0 )   veya   x = 𝛼  ( 0 ) ,     𝛼  ( 0 )  ⊖  𝛼 x ,  x  <  𝛼 𝛼  ( 0 ) .


    𝛼


  𝛼 :   ℝ   →    ℝ  𝛼   ⊂   ℝ


  (  ℝ  𝛼 ,    ⊕  𝛼 ,    ⊖  𝛼   ,    ⊙  𝛼 ,  ⊘  𝛼 ,    ≤  𝛼 )


  𝛼


  𝛼


  = (  ℝ  𝛼 ,    ⊕  𝛼 ,    ⊖  𝛼   ,    ⊙  𝛼 ,  ⊘  𝛼 ,    ≤  𝛼 )


  𝛽


  = (  ℝ  𝛽 ,    ⊕  𝛽 ,    ⊖  𝛽 ,    ⊙  𝛽 ,  ⊘  𝛽 ,    ≤  𝛽 )


  ⋆


  ⋆ =  ( 𝛼   aritmetik ,     𝛽   aritmetik )


  ⋆


  𝛼


   ℝ  𝛼


  𝛽


   ℝ  𝛽


  f


  f :  ℝ  𝛼 ⊃ A → B ⊂  ℝ  𝛽


  𝛼


  = (  ℝ  𝛼 ,    ⊕  𝛼 ,    ⊖  𝛼   ,    ⊙  𝛼 ,  ⊘  𝛼 ,    ≤  𝛼 )


  𝛽


  = (  ℝ  𝛽 ,    ⊕  𝛽 ,    ⊖  𝛽 ,    ⊙  𝛽 ,  ⊘  𝛽 ,    ≤  𝛽 )


  𝜄 = 𝛽 ∘   𝛼  − 1 :  ℝ  𝛼 →  ℝ  𝛽


  ∀ x , y ∈  ℝ  𝛼


  𝜄  ( x  ⊕  𝛼 y ) = 𝜄  ( x )  ⊕  𝛽 𝜄  ( y )


  𝜄  ( x  ⊖  𝛼 y ) = 𝜄  ( x )  ⊖  𝛽 𝜄  ( y )


  𝜄  ( x  ⊙  𝛼 y ) = 𝜄  ( x )  ⊙  𝛽 𝜄  ( y )


  𝜄  ( x  ⊘  𝛼 y ) = 𝜄  ( x )  ⊘  𝛽 𝜄  ( y ) ,   y ≠ 𝛼  ( 0 )


  x  ≤  𝛼 y ⇔ 𝜄  ( x )  ≤  𝛽 𝜄  ( y )


  ⋆


  𝜀  ≥  𝛽 𝛽  ( 0 )


  𝛼  ( 0 )  <  𝛼    | x  ⊖  𝛼   x 0 |  𝛼  <  𝛼 𝛿


     | f  ( x )  ⊖  𝛽 L |  𝛽  <  𝛽 𝜀


  𝛿  >  𝛼 𝛼  ( 0 )


  f


  x


    x 0 ∈  ℝ  𝛼


  ⋆


  L


  ⋆    lim  x →   x 0 ⁡  f  ( x ) = L ⁡


    ⋆  lim  x →   x 0 ⁡  f  ( x ) = f  (   x 0 )


  f


    x 0 ∈  ℝ  𝛼


  ⋆


  ⋆


  f :  ℝ  𝛼 ⊃ A → B ⊂  ℝ  𝛽


  ⋆


    x 0 ∈ A


  f


  ⋆


    f ⋆  (   x 0 ) =


  D f =   d f  d t ,


  𝛼


  𝛽


    D   ( 𝛼 , 𝛽 )   f ≔   f ⋆ .


  ⋆


    D  ( I , I ) = D


    D   ( 𝛼 , 𝛽 ) ⋆


  f ,   ⋆


    D   ( 𝛼 , 𝛽 ) f = 𝛽 ∘ D  (   𝛽  − 1 ∘ f ∘ 𝛼 ) ∘   𝛼  − 1 .


  𝛼  ( x ) = I  ( x )


  𝛽  ( x ) =  exp ⁡   ( x )  


  ∀ u , v ∈  ℝ  e x p


  u  ⊕ exp v = u ⋅ v ,


  u  ⊖ exp v =   u  v


  u  ⊘ exp v   =   u   1   ln ⁡   ( v ) ,     v ≠ 1 .


 


  f : ℝ →  ℝ  e x p


    x 0 ∈ ℝ


  f


    D   ( I , exp ) f  ( x ) =   e      f ′  ( x )  f  ( x ) .


  d : = exp ⁡ ∘ exp


  d  ( x ) =  exp ⁡   (  exp ⁡   ( x ) ) =   e    e  x


  x , y ∈  ℝ  d  


 


  x  ⊖  d y =   x   1   ln ⁡  y


  x  ⊙  d y =  exp ⁡   {    (  ln ⁡  x )   ln ⁡   (  ln ⁡  y ) }


  x  ⊘  d y =  exp ⁡   {    (  ln ⁡  x )   1   ln ⁡   (  ln ⁡  y ) } ,   y ≠ e


  x  ⊘  d y =  exp ⁡   {    (  ln ⁡  x )   1   ln ⁡   (  ln ⁡  y ) } ,   y ≠ e


  f : ℝ →  ℝ  d


    D   ( I , d ) f  ( x ) =   e   exp ⁡   {     f ′  ( x )  f  ( x ) ⋅    ( ln ∘ f ) ⁡   ( x ) } .


  r : ℝ ∖  { 0 } → ℝ ∖  { 0 } , r  ( x ) =  1  x ,


  ∀ u , v ∈  ℝ  r


  u  ⊕  r v =  1   1  u +  1  v


  u  ⊖  r v =  1   1  u −  1  v


  u  ⊖  r v =  1   1  u −  1  v


  u  ⊙  r v = u v


  u  ⊙  r v = u v


  u  ⊘  r v   =   u  v


  f : ℝ →  ℝ  r


  x ∈ ℝ


  f


    D   ( I , r ) f  ( x ) =  1     (  1  f ) ′  ( x )


  q  ( x )


  q  ( x ) =  {     x ,  x > 0   0 ,  x = 0   −  − x  x < 0


    q  − 1  ( x ) =  {      x 2 ,  x > 0   0 ,  x = 0   −   x 2  x < 0


  q  ( x ) = sgn  ( x )   | x |


    q  − 1  ( x ) = sgn  ( x )   x 2 = x  | x |  


  q ( x )


  q ( x ) =  {     x ,  x > 0 ,   0 ,  x = 0 ,   −  − x ,  x < 0


  sgn ⁡ ( x )


  q ( x ) = sgn ⁡ ( x )   | x |


  x > 0


  sgn ⁡ ( x ) = 1


   | x | = x


  sgn ⁡ ( x )   | x | =  x ,


  x = 0


  sgn ⁡ ( 0 ) = 0


  sgn ⁡ ( 0 )   | 0 | = 0 ,


  x < 0


  sgn ⁡ ( x ) = − 1


   | x | = − x


  sgn ⁡ ( x )   | x | = −  − x


  q ( x ) = sgn ⁡ ( x )   | x |


    q  − 1 ( x ) =  {      x 2 ,  x > 0 ,   0 ,  x = 0 ,   −   x 2 ,  x < 0


    q  − 1 ( x ) = sgn ⁡ ( x )   x 2


    x 2 =    | x | 2


  sgn ⁡ ( x )  | x | = x


  sgn ⁡ ( x )   x 2 =  sgn ⁡   ( x )    | x | 2 = x  | x |


    q  − 1 ( x ) = sgn ⁡ ( x )   x 2 = x  | x |


  □


  5  ⊕  q  ( − 4 ) = q  (   q  − 1  ( 5 ) +   q  − 1  ( − 4 ) )


  


  f : ℝ →  ℝ  q


  x ∈ ℝ


  f


    D   ( I , q ) f  ( x ) = sgn  (   f ′  ( x ) )  2  | f  ( x ) |  |   f ′  ( x ) |


     (   q  − 1 ) ′  ( x ) =   d  d x  [ sgn  ( x )   x 2 ] = 2 ⋅ sgn  ( x ) ⋅ x = 2  | x |


    D   ( I , q ) f  ( x ) =  [ q ∘ D  (   q  − 1 ∘ f ) ]  ( x ) = q  {    (   q  − 1 ) ′  ( f  ( x ) ) ⋅   f ′  ( x ) }


  f  ( x )


  P  ( x ) = f  (   x 0 ) +   f ′  (   x 0 ) ⋅  ( x −   x 0 )


  f :  ℝ  𝛼 →  ℝ  𝛽


    P ⋆  ( x ) = f  (   x 0 )  ⊕  𝛽  [  (   D   ( 𝛼 , 𝛽 ) f )  (   x 0 )  ⊙  𝛽 𝜄  ( x  ⊝  𝛼   x 0 ) ]


  𝜄 : 𝛽 ∘   𝛼  − 1


  𝛼  ( x ) = I ( x )


    f ⋆  ( x ) =  (   D   ( I , 𝛽 ) f )  ( x ) =  [ 𝛽 ∘ D  (   𝛽  − 1 ∘ f ∘ I ) ∘   I  − 1 ]  ( x )


    


    E klasik ( x ) =  | f  ( x ) −   P klasik  ( x ) | ,   E ⋆ ( x ) =  | f ( x ) −   P ⋆ ( x ) |


  𝛼  ( x ) = I ( x )


  𝛽  ( x ) =  1  x


    P ⋆  ( x ) =  1   (  1  f ) (   x 0 ) +    (  1  f ) ′  (   x 0 ) ⋅  ( x −   x 0 )


  f  ( x ) =  1    x 2 + 3 x + 1


  f  


  x = 0 , 01


    f ′  ( 0 , 01 ) = ?


  f  


  x = 0 , 01


    f ⋆  ( 0 , 01 ) = ?


  f


  x = 0 , 01


  f


  x = 0 , 01


    f ′  ( x ) = −      (   x 2 + 3 x + 1 )  ′       (   x 2 + 3 x + 1 ) 2 = −   2 x + 3     (   x 2 + 3 x + 1 ) 2


    f ′  ( 0 , 01 ) = −   3 , 02     ( 1 , 0301 ) 2 ≅ − 2 , 84514


    f ⋆  ( x ) =  1     (  1  f ) ′  ( x ) =  1    −   f ′ ( x )    f 2  ( x ) = −     f 2  ( x )    f ′  ( x )


    P klasik  ( x ) = f  ( 0 , 01 ) +   f ′  ( 0 , 01 ) ⋅  ( x − 0 , 01 )


    P ⋆  ( x ) =  1   (  1  f ) (   x 0 ) +    (  1  f ) ′  (   x 0 ) ⋅  ( x −   x 0 )


  x


  f ( x )


    P  k l a s i k ( x )


    P ⋆ ( x )


    E  klasik ( x )


    E ⋆ ( x )


  0 , 005


  0 , 98517


  0 , 98499


  0 , 98514


  1 , 87 ×  10  − 4


  2 , 43 ×  10  − 5


  0 , 006


  0 , 98226


  0 , 98216


  0 , 98225


  1 , 20 ×  10  − 4


  1 , 54 ×  10  − 5


  0 , 007


  0 , 97939


  0 , 97931


  0 , 97938


  6 , 71 ×  10  − 5


  8 , 63 ×  10  − 6


  0 , 008


  0 , 97653


  0 , 97647


  0 , 97652


  2 , 98 ×  10  − 5


  3 , 81 ×  10  − 6


  0 , 009


  0 , 97365


  0 , 97362


  0 , 97365


  7 , 42 ×  10  − 6


  9 , 48 ×  10  − 7


  0 , 010


  0 , 97078


  0 , 97078


  0 , 97078


  0


  0


  0 , 011


  0 , 96795


  0 , 96793


  0 , 96795


  7 , 38 ×  10  − 6


  9 , 37 ×  10  − 7


  0 , 012


  0 , 96513


  0 , 96509


  0 , 96512


  2 , 95 ×  10  − 5


  3 , 73 ×  10  − 6


  0 , 013


  0 , 96232


  0 , 96224


  0 , 96231


  6 , 61 ×  10  − 5


  8 , 33 ×  10  − 6


  0 , 014


  0 , 95952


  0 , 95940


  0 , 95950


  1 , 17 ×  10  − 4


  1 , 47 ×  10  − 5


  0 , 015


  0 , 95673


  0 , 95655


  0 , 95671


  1 , 83 ×  10  − 4


  2 , 29 ×  10  − 5


    E ⋆ ( x ) <   E  klasik ( x )


  f ( x ) =    x 4 + 3   x 2 − 3 , 9


    x 0 = 1


    P  klasik  ( x ) = f  ( 1 ) +   f ′  ( 1 )  ( x − 1 ) = 0 , 316228 + 15 , 811388  ( x − 1 )


    P ⋆  ( x ) = q  {  (   q  − 1 ∘ f )  ( 1 ) +    (   q  − 1 ∘ f ) ′  ( 1 ) ⋅  ( x − 1 ) }


  x = 1  


  0 , 1 + 10  ( x − 1 ) > 0


    P ⋆  ( x ) =    0 , 1 + 10 ( x − 1 )  


  x


  f ( x )


    P  k l a s i k ( x )


    P ⋆ ( x )


    E  klasik ( x )


    E ⋆ ( x )


  1 , 00 


  


  


  


  


  


  1 , 01 


  


  


  


  


  


  1 , 02 


  


  


  


  


  


  1 , 03 


  


  


  


  


  


  1 , 04 


  


  


  


  


  


  1 , 05 


  


  


  


  


  


  1 , 06 


  


  


  


  


  


  1 , 07 


  


  


  


  


  


  1 , 08 


  


  


  


  


  


  1 , 09 


  


  


  


  


  


  1 , 10 


  


  


  


  


  


    x 0 = 1


  ⋆


  x


  0 , 795777


  0 , 346793


  0 , 052781


  0 , 018834


  % 72 , 24


  % 4 , 79


  𝛾 , 𝛽 , 𝜂 , 𝜇


   (  ℝ  𝛽 ∪  ℝ  𝜂 ) ⊂  ℝ  𝜇 .


  g :  ℝ  𝛾 →  ℝ  𝛽


  h :  ℝ  𝛾 →  ℝ  𝜂 ,


  f  ( x ) = g  ( x )  ⊕  𝜇 h ( x )


  g


  h


  g  ( x ) ≈ g  (   x 0 )  ⊕  𝛽  [  (   D   ( 𝛾 , 𝛽 ) g )  (   x 0 )  ⊙  𝛽   𝜄 1  ( x  ⊝  𝛾   x 0 ) ]


    𝜄 1 : 𝛽 ∘   𝛾  − 1  


    𝜄 2 : 𝛽 ∘   𝜂  − 1


  f


  f  ( x ) ≈  { g  (   x 0 )  ⊕  𝛽  [  (   D   ( 𝛾 , 𝛽 ) g )  (   x 0 )  ⊙  𝛽   𝜄 1  ( x  ⊝  𝛾   x 0 ) ] }  ⊕  𝜇  


   { h  (   x 0 )  ⊕  𝜂  [  (   D   ( 𝛾 , 𝜂 ) h )  (   x 0 )  ⊙  𝜂   𝜄 2  ( x  ⊝  𝛾   x 0 ) ] }


   { h  (   x 0 )  ⊕  𝜂  [  (   D   ( 𝛾 , 𝜂 ) h )  (   x 0 )  ⊙  𝜂   𝜄 2  ( x  ⊝  𝛾   x 0 ) ] }


  g : ℝ →  ℝ  𝛽


  h : ℝ →  ℝ  𝜂 ,


  f  ( x ) = g  ( x ) + h ( x )


  g  ( x ) ≈ g  (   x 0 )  ⊕  𝛽  [  (   D   ( I , 𝛽 ) g )  (   x 0 )  ⊙  𝛽 𝛽  ( x −   x 0 ) ]


  f  ( x ) = g  (   x 0 )  ⊕  𝛽  [  (   D   ( I , 𝛽 ) g )  (   x 0 )  ⊙  𝛽 𝛽  ( x −   x 0 ) ] + h  (   x 0 )  ⊕  𝜂  [  (   D   ( I , 𝜂 ) h )  (   x 0 )  ⊙  𝜂 𝜂  ( x −   x 0 ) ]


  g :  ℝ  𝛾 →  ℝ  𝛽


  h :  ℝ  𝛾 →  ℝ  𝜂 ,


  f  ( x ) = g  ( x ) + h ( x )


  g  ( x ) ≈ g  (   x 0 )  ⊕  𝛽  [  (   D   ( 𝛾 , 𝛽 ) g )  (   x 0 )  ⊙  𝛽   𝜄 1  ( x  ⊝  𝛾   x 0 ) ]


  


    𝜄 1 : 𝛽 ∘   𝛾  − 1  


    𝜄 2 : 𝛽 ∘   𝜂  − 1


  f  ( x ) ≅ g  (   x 0 )  ⊕  𝛽  [  (   D   ( 𝛾 , 𝛽 ) g )  (   x 0 )  ⊙  𝛽   𝜄 1  ( x  ⊝  𝛾   x 0 ) ] + h  (   x 0 )  ⊕  𝜂  [  (   D   ( 𝛾 , 𝜂 ) h )  (   x 0 )  ⊙  𝜂   𝜄 2  ( x  ⊝  𝛾   x 0 ) ]


  f  ( x ) = 4   x 2 + 3 x + 5 +   e    x 2 + 2


  g : ℝ → ℝ ,   g  ( x ) = 4   x 2 + 3 x + 5


  h : ℝ →  ℝ exp ,   h  ( x ) =   e    x 2 + 2


  f  ( x ) = 4   x 2 + 3 x + 5 +   e    x 2 + 2


    P  k l a s i k  ( x ) = f  ( 1 ) +   f ′  ( 1 ) ⋅  ( x − 1 )


  g  ( x ) = 4   x 2 + 3 x + 5 ,


    g ′  ( x ) = 8 x + 3 ,


    P ⋆  ( x ) = g  ( 1 ) +   g ′  ( 1 )  ( x − 1 ) + h  ( 1 ) ⋅    [  h ∗  ( 1 ) ]   ( x − 1 )


  f


    P  k l a s i k  ( x )


    P ⋆  ( x )


  x = 1 + 0 , 01 k ;   1 ≤ k ≤ 10  


  x


  f ( x )


    P  k l a s i k ( x )


    P ⋆ ( x )


    E  klasik ( x )


    E ⋆ ( x )


    P ⋆ ( x )


  g = ℝ →    ℝ exp


  h : ℝ →    ℝ  d


  f : ℝ → ℝ


  f  ( x ) = g  ( x ) ⋅ h  ( x )


  g : ℝ →  ℝ exp


  g  ( x ) ≈ g  (   x 0 )  ⊕ exp  [   g ∗  (   x 0 )  ⊙ exp  exp ⁡   ( x −   x 0 ) ]


  h : ℝ →    ℝ  d


  h  ( x ) ≅    [ h  (   x 0 ) ]   exp ⁡   {    h ′  (   x  0   )  h  (   x 0 ) ⋅    ( ln ∘ h ) ⁡   (   x 0 )  ( x −   x 0 ) }


  f  ( x ) = g  ( x ) ⋅ h  ( x )


    P ⋆  ( x ) = g  (   x 0 ) ⋅    [   g ∗  (   x 0 ) ]   ( x −   x 0 ) ⋅    [ h  (   x 0 ) ]   exp ⁡   {    h ′  (   x 0 )  h  (   x 0 ) ⋅    ( ln ∘ h ) ⁡   (   x 0 )  ( x −   x 0 ) }


  f  ( x ) =   e  2  cos ⁡   ( x )   ⋅   e    e  3  sin ⁡   ( x ) + 2


  x =   𝜋 4    


  f ( x ) =   e  2 cos ⁡ x ⋅   e      e  3  sin ⁡   ( x ) + 2


  f ( x ) = g ( x )   h ( x )


  g ( x ) =   e  2  cos ⁡   ( x ) , h ( x ) =   e      e  3  sin ⁡   ( x ) + 2


    g ∗  ( x ) =   e  − 2  sin ⁡   ( x ) ,


    P ⋆  ( x ) = g  (   𝜋 4 )    [   g ∗  (   𝜋 4 ) ]   ( x −   𝜋 4 )    [ h  (   𝜋 4 ) ]   exp ⁡   [    h ′  (   𝜋 4 )  h  (   𝜋 4 )  ( ln ∘ h )  (   𝜋 4 )  ( x −   𝜋 4 ) ]


    P ⋆  ( x ) =  exp ⁡   (  2 −  2  (  x −    𝜋 4 ) +   e    3  2 2 x +  (   16 + 12  2 − 3  2 𝜋 8 )         ) ⁡


  f  ( x ) =  exp ⁡   ( 2  cos ⁡   ( x ) +   e  3  sin ⁡   ( x ) + 2 ) ,  


  P  ( x ) = f  (   𝜋 4 ) +   f ′  (   𝜋 4 )  ( x −   𝜋 4 )


  x = 𝜋 / 4


  x


  f ( x )


    P  k l a s i k ( x )


    P ⋆ ( x )


    𝜋 4 − 0 , 0005


  2 , 269180 ×  10 27


  2 , 266260 ×  10 27


  2 , 269200 ×  10 27


    𝜋 4 − 0 , 0004


  2 , 299110 ×  10 27


  2 , 297600 ×  10 27


  2 , 299120 ×  10 27


    𝜋 4 − 0 , 0003


  2 , 329440 ×  10 27


  2 , 328940 ×  10 27


  2 , 329440 ×  10 27


    𝜋 4 − 0 , 0002


  2 , 360170 ×  10 27


  2 , 360280 ×  10 27


  2 , 360170 ×  10 27


    𝜋 4 − 0 , 0001


  2 , 391310 ×  10 27


  2 , 391620 ×  10 27


  2 , 391310 ×  10 27


    𝜋 4


  2 , 422960 ×  10 27


  2 , 422960 ×  10 27


  2 , 422960 ×  10 27


    𝜋 4 + 0 , 0001


  2 , 455110 ×  10 27


  2 , 454300 ×  10 27


  2 , 455110 ×  10 27


    𝜋 4 + 0 , 0002


  2 , 487790 ×  10 27


  2 , 485640 ×  10 27


  2 , 487790 ×  10 27


    𝜋 4 + 0 , 0003


  2 , 520990 ×  10 27


  2 , 516980 ×  10 27


  2 , 521000 ×  10 27


    𝜋 4 + 0 , 0004


  2 , 554740 ×  10 27


  2 , 548320 ×  10 27


  2 , 554750 ×  10 27


    𝜋 4 + 0 , 0005


  2 , 589040 ×  10 27


  2 , 579660 ×  10 27


  2 , 589060 ×  10 27


    R klasik  ( x ) =   ∣ f ( x ) −   P klasik ( x ) ∣  ∣ f ( x ) ∣ ,


    R klasik ( x ) =   ∣ f ( x ) −   P klasik ( x ) ∣  ∣ f ( x ) ∣ × % 100 ,


  x = 𝜋 / 4


  x


    E klasik ( x )


    R klasik ( % )


    E ⋆ ( x )


    R ⋆ ( % )


    𝜋 4 − 0 , 0005


  2 , 91689 ×  10 24


  1 , 285 ×  10  − 1


  1 , 80257 ×  10 22


  7 , 943 ×  10  − 4


    𝜋 4 − 0 , 0004


  1 , 50686 ×  10 24


  6 , 554 ×  10  − 2


  1 , 15362 ×  10 22


  5 , 017 ×  10  − 4


    𝜋 4 − 0 , 0003


  5 , 02310 ×  10 23


  2 , 156 ×  10  − 2


  6 , 48626 ×  10 21


  2 , 784 ×  10  − 4


    𝜋 4 − 0 , 0002


  1 , 10284 ×  10 23


  4 , 673 ×  10  − 3


  2 , 88335 ×  10 21


  1 , 222 ×  10  − 4


    𝜋 4 − 0 , 0001


  3 , 06051 ×  10 23


  1 , 280 ×  10  − 2


  7 , 21654 ×  10 20


  3 , 018 ×  10  − 5


    𝜋 4


  0


  0


  0


  0


    𝜋 4 + 0 , 0001


  8 , 11049 ×  10 23


  3 , 303 ×  10  − 2


  7 , 28969 ×  10 20


  2 , 969 ×  10  − 5


    𝜋 4 + 0 , 0002


  2 , 14612 ×  10 24


  8 , 626 ×  10  − 2


  2 , 91856 ×  10 21


  1 , 173 ×  10  − 4


    𝜋 4 + 0 , 0003


  4 , 00546 ×  10 24


  1 , 589 ×  10  − 1


  6 , 57957 ×  10 21


  2 , 610 ×  10  − 4


    𝜋 4 + 0 , 0004


  6 , 41640 ×  10 24


  2 , 512 ×  10  − 1


  1 , 17079 ×  10 22


  4 , 583 ×  10  − 4


    𝜋 4 + 0 , 0005


  9 , 40658 ×  10 24


  3 , 633 ×  10  − 1


  1 , 83019 ×  10 22


  7 , 069 ×  10  − 4


    x 0 = 𝜋 / 4


  x


  9 , 40658 ×  10 24


  1 , 83019 ×  10 22


  2 , 18877 ×  10 24


  7 , 49686 ×  10 21


  3 , 633 ×  10  − 1 %


  7 , 943 ×  10  − 4 %


  9 , 618 ×  10  − 2 %


  2 , 774 ×  10  − 4 %

