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OZET

Bu tez ¢alismasi, Newtonyen (klasik) analizde yer alan cebirsel ve topolojik yapilar
ile smir kavramlarini temel alarak, Newtonyen olmayan analizin cebirsel ve topolojik
altyapisint sistematik ve biitiinciil bir yaklasimla ortaya koymay1 amacglamaktadir. Tez
calismasinin baslangicinda, Newtonyen olmayan analiz kapsaminda iirete¢ fonksiyonu
alfa (o) olan say1 kiimeleri ve bu kiimeler iizerinde tanimli islemler verilmistir. Bunu
takiben, klasik analizde oldugu gibi, Newtonyen olmayan analizde de cebirsel ve
topolojik altyapr sistematik bir bicimde ele alinmistir. Cebirsel yonden, alfa reel sayilar
kiimesi lizerinde tanimlanan grup ve cisim yapilarinin yani sira, bu kiime tizerinde
olusturulan vektor uzay1 yapisi incelenmis ve ilgili cebirsel bagintilar ortaya konmustur.
Calismanin devaminda, Newtonyen olmayan analizin topolojik altyapisina iliskin temel
tanim ve teoremlere yer verilmistir. Bu ¢ergevede, alfa araliklar, alfa komsuluklar, alfa
yuvarlar ve alfa metrik uzay gibi kavramlar tanimlanmig; s6z konusu yapilarin

karakteristik ozellikleri analiz edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Newtonyen olmayan analiz, alfa islemler, Cebirsel altyapi,

Topolojik altyapr.
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SUMMARY

This thesis aims to construct the algebraic and topological foundation of non-
Newtonian analysis through a systematic and comprehensive approach, grounded in the
foundational structures and boundedness concepts of Newtonian (classical) analysis. At
the beginning of the study, sets of numbers generated by a generator function alpha (@)
and the operations defined on these sets are given in the context of non-Newtonian
analysis. Subsequently, analogous to the classical case, the algebraic and topological
structures underlying non-Newtonian analysis are rigorously developed. From an
algebraic standpoint, group and field structures defined over the set of a-real numbers are
investigated, followed by the construction and examination of a corresponding vector
space defined over the classical field of real numbers. In the ensuing sections,
fundamental definitions and theorems concerning the topological infrastructure of non-
Newtonian analysis are presented. In this context, key notions such as a-intervals, o-
neighborhoods, a-open balls, and a-metric spaces are formally defined, and their

structural properties are analyzed in depth.

Keywords: Non-Newtonian analysis, alpha operations, Algebraic foundation,
Topological foundation..
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1. GIRIS

Klasik analiz, reel sayilar kiimesi iizerine insa edilen kavramsal ¢ergeveyle, limit,
tiirev ve integral gibi temel yapitaslarini ortaya koyarak doga bilimlerinden miihendislige
kadar genis bir uygulama alanina sahiptir. Bu geleneksel yapi, genellikle Newtonyen
analiz veya klasik analiz olarak anilmakta olup, siireklilik, tiirevlenebilirlik ve limit
kavramlarmi belirli aksiyomlara dayandirarak genis bir uygulama alanina sahiptir.
Ancak, klasik analizin sinirlarin1 asan durumlarda ya da alternatif cebirsel-topolojik
yapilarin gereksinimi gibi alanlarda daha esnek yaklagimlara ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu
ihtiyaca yanit olarak ortaya ¢ikan Newtonyen olmayan analiz, klasik yapinin sinirlarini
asmak tlizere farkli aksiyomatik temellere ve islem tanimlarina dayanan, genisletilmis bir
analiz anlayisidir. Bu baglamda, cebirsel ve topolojik yapilar Newtonyen olmayan
analizde merkezi bir role sahiptir.

Cebirsel yapilar, fonksiyonlarin ve elemanlarin birbirleriyle nasil iligkili oldugunu
anlamaya yardimci olurken, topolojik yapilar, bu sistemlerin bigimsel ve geometrik
ozelliklerini ortaya koyar. Cebirsel yapilar, genellikle kiimeler iizerinde tanimlanan
islemlerle ilgili kurallar ve yapilar1 ifade eder. Matematiksel cebirsel yapilar, kiimeler
tizerindeki toplama, ¢arpma, bolme gibi igslemler ve bu islemlerin 6zellikleri {izerine
yogunlagir. Cebirsel yapilar, fonksiyonlarin analitik dzelliklerini ortaya koymanin yeni
yollarint sunabilir. Topolojik yapilar ise daha ¢ok uzaylarin bi¢imsel o6zellikleriyle
ilgilenir. Bir uzayin elemanlarinin birbirleriyle olan iliskileri, mesafeler ve komsuluklar
tizerinden tanimlanir.

Bu tez calismasi, yedi béliimden olusur. Birinci bdliim giris boliimiidiir. ikinci
boliim literatiir 6zeti boliimii olup bu boliimde Newtonyen (klasik) analiz ve Newtonyen
olmayan analiz ile ilgili baz1 temel tanim ve teoremlerin yani sira, alfa igslemler verilmistir.
Uciincii boliimde Newtonyen olmayan analizin cebirsel altyapisi incelenmistir. Bu
baglamda « reel sayilar lizerinde tanimlanan grup ve cisimler, alfa reel sayilarin vektor
uzay1 ve a reel sayilar lizerinde siralama bagintilar: verilmistir. Dordiincii boliimde ise
Newtonyen olmayan analizin topolojik altyapis1 sistematik olarak incelenmistir. Burada
a-mutlak deger ve a-metrik fonksiyonlar {izerinden olusturulan topolojik yapr ele
alinarak, a-araliklar, yuvar kiimeler, yogunluk ve sinirlilik gibi temel topolojik kavramlar
analiz edilmistir. Besinci boliimde, alfa-aritmetik ve yildiz analiz kavramlar1 tanitilmus;
yildiz analizde kullanilan islem sembolleri tablo halinde sunulmustur. Devaminda, yildiz

limit, y1ldiz tiirev ve yi1ldiz integral



kavramlarmin tanimlar1 verilmistir. Altinct boliimde ise, yildiz vektdr uzayinin
aksiyomlar1 ortaya konularak alfa-normlu uzay ve alfa-Banach uzayr tanimlanmistir.
Ayrica, bu boliimde yildiz lineer operatorler ile yildiz tiirev ve yildiz integral operatorleri
tanimlanmis, bu operatorlerin temel 6zellikleri incelenmistir. Yedinci boliim sonug ve
degerlendirme boliimii olup ¢alismanin, hem klasik analiz ile Newtonyen olmayan analiz
arasindaki uyumu sistematik bigimde ortaya koymakta hem de a-iireteci ile yaklagimin
gerek cebirsel gerekse topolojik diizlemde nasil tutarli ve genisletilebilir bir yapi
sundugunu gostermeyi hedeflemistir. Elde edilen sonuglar, 6zellikle alternatif analiz

bi¢gimlerine yonelen kuramsal ¢aligsmalara katki saglayabilecek potansiyeli tagimaktadir.



2. LITERATUR OZETi

Bu baslik altinda, tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan Newtonyen (klasik)
ve Newtonyen olmayan (non-Newtonyen) analizlerdeki bazi temel tanim ve teoremlere
yer verilmistir. (Altin, 2011; Duyar, vd. 2015; Grossman ve Katz, 1972; Grossman, 1983;
Boruah ve Hazarika, 2018 a,b; Kadioglu ve Kamali, 2013; Karagay, 2014; Tirkmen ve
Basar, 2012).

2.1. Newtonyen (Klasik) Analizde Baz1 Temel Tanim ve Kavramlar
Oncelikle Newtonyen (klasik) analizdeki temel kavram ve tanimlar1 verelim.

Tanmm 2.1.1. § > 0 herhangi bir reel say1 ve u € R olsun. Buna gore
K={teR:|t—u| <d}

kiimesine u’nun &-komsulugu denir. K'(veya K) = K\{u} kiimesine ise u’nun &-
delinmis komsulugu denir (Kadioglu ve Kamali, 2013).

Tanmm 2.1.2. U c R ve u € R olsun. Eger u nun her delinmis komsulugu U nun
en az bir elemanini iceriyorsa u € R ya U kiimesinin bir yigilma noktas1 denir. U
kiimesinin tiim y181lma noktalarindan meydana gelen kiimeye U nun y1gilma noktalarinin
kiimesi denir ve U’ ile gosterilir (Kadioglu ve Kamali, 2013).

Tamm 2.1.3. (Limit) U c R, f:U — R bir fonksiyon ve u, U nun bir yigilma
noktast olsun. Buna gore her € > 0 igin 0 < |t —u| < § oldugunda |f(t) —L| <¢
olacak bigimde § = §(&) > 0 varsa t, u ya yaklasirken f(t) fonksiyonunun limiti L dir

denir ve
limf(t) =L
t-u
bigiminde gosterilir (Kadioglu ve Kamali, 2013).

Tammm 2.1.4. (Tek Tarafli Limit) Reel degerli bir f fonksiyonunun bir u

noktasindaki sag ve sol limitleri, € > 0 olmak iizere



fut) = £1_r)18 f(u+ &), sag limit
£>0

fwu) = Li_r)%f(u — &), sol limit

>0

ifadeleri ile tanimlanir (Altin, 2011).

Eger f fonksiyonunun u noktasinda limiti varsa asagidaki esitlik gegerlidir.
lim £(2) = f(u*) = )

Tamm 2.1.5. (Siireklilik) U c R, f: U = R bir fonksiyon ve u € U olsun. Buna
gore € > 0 sayisi i¢in |t — u| < § oldugunda |f(t) — f(u)| < € olacak bigimde
6 = 6(g,u) > 0 varsa, f fonksiyonu u noktasinda siireklidir denir (Kadioglu ve Kamali,
2013).
u, U nun bir yi8ilma noktasi oldugunda limit tanimlanabileceginden bu durumda

stireklilik su sekilde tanimlanir: U € R, f: U — R bir fonksiyon ve u € U olsun. Sayet,
lim f(¢) = f(w)
t-u

seklinde oluyor ise f fonksiyonu u noktasinda siireklidir denir (Kadioglu ve Kamali,
2013).
Tamim 2.1.6. (Tiirev). U € R, u € U ve f fonksiyonu U da taniml bir fonksiyon

olsun. Sayet

lim NONIO)

t-u t—u

limiti mevcut ise, f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir denir (Kadioglu ve Kamali,
2013).

Tamim 2.1.7. (X, <) bir kismi sirali kiime ve A € X olsun (Karagay, 2014).
1) A’nin her elemanindan kiigiik veya esit olan bir x € X elemanina A kiimesinin bir alt
siiridir denir.
i) A’nin her elemanindan biiyiik veya esit olan bir x € X elemanina A kiimesinin bir st
siiridir denir.

Tamim 2.1.8. (X, <) bir kismi sirali kiime ve A € X olsun (Karagay, 2014).

I) A kiimesinin alt sinirlarindan en biiyligiine A nin en biiyiik alt sinir1 (EBAS-inf) denir.



ii) A kiimesinin iist sinirlarindan en kiigiigiine A’nin en kiigiik iist smir1 (EKUS-sup)
denir.

Tamm 2.1.9. (X, <) bir kismi sirali kiime ve A € X olsun (Karagay, 2014).
i) A kiimesinin hi¢bir elemanindan biiyiik olmayan bir k € A elemanmna A’nin bir
kiigiikge (minimal) eleman1 denir.
i) A kiimesinin higbir elemanindan kii¢ciik olmayan bir u € A elemanina A’nin bir
biiylik¢e (maksimal) eleman1 denir.

Tamim 2.1.10. (X, <) bir kismi sirali kiime ve A < X olsun (Karagay, 2014).
i) A kiimesinin en biiylik alt sinir1t a = EBAS(A) var ve a € A ise a’ya A’nin en kiigiik
(minimum) elemani denir.
i) A kiimesinin en kiiciik {ist ssnir1 b = EKUS(A) var ve b € A ise b’ye A’nm en biiyiik

(maksimum) eleman1 denir.

2.2. Newtonyen Olmayan Analizde Bazi Temel Kavramlar

Tanmm 2.2.1. R’den R’nin bir alt kiimesine tanimli birebir ve stirekli fonksiyonlara
tireteg fonksiyon denir (Duyar, vd. 2015).

Tanmm 2.2.2. a bir iirete¢ olmak {izere Newtonyen olmayan (alfa) reel sayilar,
a-tam sayilar, a-dogal sayilar kiimeleri sirasiyla su sekilde tanimlanir (Tiirkmen ve
Basar, 2012; Cakmak ve Basar, 2012)

)R, ={a(x)|x € R},

i) Zg = {fa(@)Ix € 2} = {-+, a(=2), a(=1), a(0), a(1), a(2), - },

iii) N, = {a(x) | x € N} = {a(0), (1), a(2), -+ }.

a-pozitif, a-negatif sayilar ise sirastyla su sekilde tanimlanmistir (Boruah ve Hazarika,
2018)

iv) R} = {a(x) | x € R* } = {a(x) | x > 0},

VR, = {a()|xe R} ={a(x)]|x <0},

Vi) ZY = {a(x)|x € Z* } = {a(x)|x € Z,x > 0},

Vi) Zy = {a(x)|x € Z™ } = {a(x)|x € Z, x < 0}

Ayrica, negatif olmayan ve pozitif olmayan a-sayilar i¢in sirasiyla asagidaki gosterimleri
kullanacagiz.

viii) RY? = {a(x)|x = 0},

iX) R;° = {a(x)|x < 0},

X) Z;'O ={a(x)|x € Z,x = 0},

xi) Z° = {a(x)|x € Z,x < 0}.



2.1.1. Alfa islemler

Tamm 2.2.1.1. a: R - R, < R bir iirete¢ fonksiyon olsun. R, kiimesi iizerinde
a-toplama (+) ve a-carpma (X) islemleri Vx,y € R, i¢cin asagidaki bi¢imde tanimlanir:
)x+y = a(a™1(x) + a (),
ix Xy =a(a™1(x) xa 1(y)),
(Grossman ve Katz, 1972).



3. NEWTONYEN OLMAYAN ANALIZIN CEBIRSEL ALTYAPISI

Bu boliimde (alfa islemler ile alfa reel sayilar iizerinde tanimlanan grup ve cisimler)
sirastyla
a) R, ’nin alfa toplama, alfa ¢arpma islemlerinin her biri ile olusturdugu gruplar
verilmistir;
b) alfa ¢ikarma, alfa bolme islemleri literatiirden farkli olarak alfa toplama ve alfa carpma
islemleriyle tanimlanmustir;

C) alfa reel sayilar cismi verilmistir.
3.1. Alfa islemler ile Alfa Reel Sayilar Uzerinde Tamimlanan Grup ve Cisimler

3.1.1. Alfa Toplama ve Alfa Carpma Islemleri

Onerme 3.1. (R, +) bir gruptur.

Ispat: R, kiimesi a-toplama islemine gore kapalidir. Ayrica a-toplama islemi grup
aksiyomlarini saglar:

i) Birlesme 6zelligi: Her a(a), a(b), a(c) € R, i¢in
[a(a)+a(b)]+a(c) = a(a)+[a(b)+a(c)]
esitligi vardir ¢linkii

[a(a)+a(b)]+a(c) = ala + b)+a(c) = a((a + b) + ¢)
=a(a+ (b +c)) =a(@)+alb+c)
[a(a)+a(b)]+a(c) = a(a)+[a(b)+a(c)]

i) Etkisiz eleman: a(0), (R, +) grubunun etkisiz elemamdir ¢iinkii her a(a) € R, igin
a(a)+a(0) = a(0)+a(a) = a(a)
esitligi saglanir.

iii) Ters eleman: Her bir a(a) € R, i¢in a(—a) € R, elemani a(a) elemanmnin a

toplama islemine gore tersidir ¢linkii



a(a)+a(—a) = a(—a)+a(a) = a(0)
gecerlidir.
Gosterim 3.1. x € R, elemaninin a-toplamaya gore tersi — x ile gosterilir.
Teorem 3.1. (R, +) bir degismeli (abelyan) gruptur.
Ispat: (R, +) bir grup oldugu Onerme 3.1°de gosterildi. Simdi degisme 6zelliginin
gecerli oldugu gosterilecektir. Her a(a), a(b) € R, i¢in,
a(a)+a(b) = a(b)+a(a)
yazilir. Buradan,
a(a)+a(b) = al(a+b) = a(b + a) = a(b)+a(a)
oldugu gortiliir.
Onerme 3.2. (R, \ {«(0)}, %) bir gruptur.
Ispat: R, kiimesi a-carpma islemine gore kapalidir. Ayrica a-carpma islemi grup
aksiyomlarini saglar:
i) Birlesme 6zelligi: Her a(a), a(b), a(c) € Ry \ {«(0)} igin
[a(a) X a(b)] X a(c) = a(a) X [a(b) X a(c)]

esitligi gegerlidir. Ciinkii

[a(a) x a(b)] X a(c)

[a(a x b)] X a(c)

= al[(a X b) X c]

ala x (b x c)]

ala) X a(b X ¢)
[a(a) X a(b)] X a(c) = a(a) X [a(b) X a(c)]

oldugu goriiliir. Boylece birlesme 6zelligi saglanir.
ii) Birim eleman: a (1), birim elemandir ¢iinkii her a(a) € R, \ {a(0)} i¢in
a(a) X a(1) = a(1) x a(a) = a(a)
8



ala) X a(l) =alax1)=a(lxa) =a(a)

oldugu goriiliir. Boylece birim eleman 6zelligi saglanir.
iii) Ters eleman: a(a) € R, \ {a(0)}icin a(1/a) € R, \ {a(0)} eleman1 a(a)’nin bu

isleme gore tersidir ¢linkii

ala) X a(l/a) =alax1/a) = a(1)

a(1/a) % a(a) = a (2 X a) — a(1)

oldugu goriiliir. Ters eleman 6zelligi de saglanmis olup boylece ispat tamamlanmistir.
]
Gosterim 3.2. x € R, elemaninin a-garpma islemine gore tersi x ™1« ile gosterilir.
Teorem 3.2. (R, \ {a(0)}, X) bir degismeli (abelyan) gruptur.
Ispat: Onerme 3.2°de (R, \ {a(0)}, X)’nm bir grup oldugu ispatlandi. Simdi

degisme 6zelliginin saglandig1 gosterilecektir. Her a(a), a(b) € R, igin,
a(a) X a(b) = a(b) X a(a)

yazilabilir. Ciinkii
a(a) X a(b) =alaxb) =albxa) =a(b) X ala)

oldugu goriiliir.
]
Onerme 3.3.a:R > R, € R bir iireteg fonksiyon olsun. a-toplama (+) ve
a-carpma (X) islemleri i¢in asagidaki esitlikler gegerlidir: Vx,y € R, ve Va, b € R igin
Dat(xty) =a”' () + a7 (),
i) a(a)+a(b) = ala + b)
i) a™t(x X y) =a”H(x) xa™ (),
iv) a(a) X a(b) = a(a X b)
(Grossman ve Katz, 1972).



3.1.2. Alfa Cikarma ve Alfa Bolme islemleri
Onerme 3.4. a:R —> R, c R bir iirete¢ fonksiyon olsun. x € R, sayisinin

a-toplama igslemine gore tersi i¢in

~x = a[-a~(x)]

esitligi gegerlidir.
Ispat: a[—a~'(x)] sayisinin x’in a-toplama islemine gore tersi oldugunu
gostermek i¢in x ile sagdan ve soldan toplaminin a(0)’ a esit oldugunu gosterelim. Bunun

icin

xta[—a ()] = a{a™ () + (@t e @) [—a~ ()]}
=ala ' (x) —a~(x)]

xta[—a"1(x)] = a(0)

ve

a[—a~t()]+x = af(a™ e ) [-a ()] + a7 (1)}
=a[-a™'(x) + a7 (*)]

a[—a~1(x)]+x = a(0)

esitlikleri elde edilir. Boylece ispat tamamlanmustir.
|
Tammm 3.1. a:R - R, € R bir iirete¢ fonksiyon olsun. R, kiimesi iizerinde

a-¢ikarma (=) islemi Vx, y € R, i¢in

x=y = x+(=y)

seklinde tanimlanir.
Onerme 3.5. Vx,y € R, Ve Va, b € R icin asagidaki esitlikler gegerlidir:
) x=y = ala™ (x) —a™ (¥)]
i) a™t(x=y) =a™(x) —a”(y)
iii) a(a)~a(b) = ala — b)
Ispat:
1) Vx,y € R, igin
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x=y = x+(=y)

= x+a[-a " (y)]

=a{a™'(x) + (@7t e a)[-at (WM}
x=y =afa™"(x) —a”'(»)}

esitligi elde edilir.
i) Vx,y € R, igin

a l(x=y)=(atoa)[a (x) —a t(y)]
atx=y)=at(x)—at(y)

esitligi bulunur.

Iii) Va,b € Rigin
a(a)=a(b) = afa a(a)] — a”a(b)]}
= a[(a o a)(a) — (a™" o a)(b)]
a(a)—a(b) = ala—b)

esitligi bulunur. Boylece ispat tamamlanmustir.

Onerme 3.6. : R » R, c R bir iireteg fonksiyon olsun. x € R, sayismin

a-toplama iglemine gore tersi i¢in

~x=a(0)=x

esitligi gegerlidir.
Ispat: x € R, icin,

a(0)=x = a(0)=ala 1 (x)]

= al0- ()]
= a[-a'(x)]
a(0)=x = ~x

elde edilir.
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Onerme 3.7. a: R —» R, < R bir iireteg fonksiyon olsun. x € R, \{a(0)} sayisinin

a-carpma islemine gore tersi igin
x7te = a[1/a™t(x)]

esitligi gegerlidir.
Ispat: a[1/a~1(x)] sayisimn x’in ¢carpma islemine gore tersi oldugunu gostermek

i¢in x ile sagdan ve soldan ¢arpiminin a(1) oldugunu gosterelim. Boylece,

x X a[l/a 1 (x)] = afa ™ (x) x (a"t o a)[1/a 1 (x)]}
= afa™(x) x [1/a" (0]}
xxa[l/a " (x)] = a(1)

ve

al1/a ()] X x = a{(a™t e @)[1/a™ (x)] X a™(x)}

= a{[1/a"* ()] x a™' (x)}
a[l/at(x)] x x = a(1)

esitlikleri bulunur.
]
Tammm 3.2. a:R - R, c R bir iirete¢ fonksiyon olsun. R, kiimesi iizerinde

a-bdlme (/) islemi Vx, y € R, ve y # a(0) icin
x/y =x Xy la

ile tanimlanir.
Onerme 3.8. Vx,y € R, Ve Va, b € R i¢in asagidaki esitlikler gegerlidir:
i) x/y = ala™(x)/a”* (V)]
i) a ' (x/y) = a7 () /a7 (V)
i) a(a/b) = a(a)/a(b)

Burada a™1(y) # 0 ve b # 0 dur.
Ispat:
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1) Vx,y € R, igin

x/y =x X (y~'a)

=x X a[l/a™'(y)]

=afa” ' () x (@t e a)[1/a” (W]}
x]y =ala ' (x)/a" ()]

esitligi elde edilir.
i) Vx,y € R, igin

a N (x/y) = (@t e a)[a M (x)/a" (y)]
a (x/y) = a *(x)/a*(y)

esitligi bulunur.

Iii) Va,b € Rigin

a(a)/a(b) = a{fa [a(a)]/a H{a(d)]}
a(a)/a(b) = a(a/b)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuistir.
[ ]
Onerme 3.9. a: R - R, © R bir iireteg fonksiyon olsun. x € R, \{a(0)} sayisinin

a-carpma islemine gore tersi igin
x~le = q(1)/x

esitligi gegerlidir.
Ispat: x € R, icin,

a(1)/x = a(1)/ala™(x)]
= a[1/a"'(x)]
a(1)/x = x"1a

bulunur.
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Ornek: Geometrik analizde a = exp oldugundan iistel toplama, iistel ¢ikarma,
iistel carpma ve tistel bolme islemleri agagidaki gibi tanimlanir (Cakmak ve Basar, 2012)
Vu, v € Reyy, icin,
a) u @ v = exp[In(u) + In(v)] = ePW+In@) = pIn@W) . pIn@W) — . 4

b) u & v = exp[In(u) — In(v)] = e"W-I@) = n@) . =In@) %
¢)u O v = exp[ln(w) - In(v)] = eI In(w) — [eln(u)]ln(v) )

In(w) IEE
d) u @ v = exp[In(u) + In(v)] = eln® = [eln(u)]“‘(") =y, v #1

3.1.3. Alfa Reel Sayilar Cismi

Onerme 3.10. a: R » R, € R bir iirete¢ fonksiyon olsun. (R,+) grubu ile
(R, +) grubu izomorfiktir, yani f(x) = a(x) izomorfizmasi ile (R, +) = (R,, +) dir.

Ispat: a: R - R, iireteg fonksiyonunun bir homomorfizma, 1 — 1 ve 6rten oldugu
gosterilecektir.

i) a(x), bir homomorfizmadir: Va, b € R igin asagidaki esitlik gecerlidir;
a(a +b) = a(a)+a(b)

i) a(x), treteg fonksiyon oldugundan orten fonksiyondur: Keyfi x € R, i¢in

a~1(x) € R vardir dyle ki asagidaki esitlik gecerlidir;
a(a™l(x)) =x

iii) a(x), tireteg fonksiyon oldugundan 1-1 fonksiyondur: a, b € R i¢in,
ala)=a(b)=>a=5»b

dir.
|
Onerme 3.11. a:R > R, c R bir iiretec fonksiyon olsun. (R \ {0},%) ile
(Rg \ {a(0)}, X) gruplar birbirine izomorftur (es yapilidir). Diger bir degisle f(x) =
a(x) izomorfizmasi ile (R \ {0},%) = (R, \ {«(0)}, %) dir.
Ispat: f:R > R, f(x) = a(x) bir homomorfizmadir: Va, b € R igin
flaxb) = f(a) X f(b)
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esitligi gegerlidir. Ciinkii

f(axb)=alaxb)=ala) X a(b) = f(a) X f(b)

esitligi vardir. Ayrica, énerme 3.10’dan f(x) = a(x), 1-1 ve oOrten fonksiyondur.
Boylelikle f(x) = a(x) izomorfizmasi ile (R\ {0}, X) = (R, \ {a(0)}, %) oldugu

ispatlanir.

Teorem 3.2: (R, +,%) bir cisimdir.
Ispat: Cisim olma sartlar1 g6z 6niine alindiginda,
i) (R,, +) grubu etkisiz eleman1 a(0) olan bir degismeli gruptur.
i) (Ry \ {a(0)}, %) grubu birim eleman1 (1) olan bir degismeli gruptur.

iii) X isleminin + islemi {izerine dagilma 6zelligi vardir: Her a(a), a(b), a(c) € R, igin
a(a) X [a(b)+a(c)] = [a(a) X a(b)]+[a(a) X a(c)]
gegerlidir. Ciinkii

a(a) X [a(b)+a(c)] = a(a) X a(b +¢) = ala x (b + ¢)]
= af(a x b) + (a X ¢)]
= of(a x b)]+a[(a x ¢)]

a(a) x [a(b)+a(c)] = [a(a) X a(b)]+[a(a) X a(c)]

esittir. Bu ii¢ madde 1),ii), iii) (R,, +, X)’nin bir cisim oldugunu ispatlar.

3.2. Alfa Reel Sayilarin Vektor Uzay1
Teorem 3.3: R, asagidaki islemlerle R cismi {izerinde bir vektor uzayidir:
a) Vektor toplami a-toplama islemidir.

b) Skalerle ¢arpma islemi: v € R, vektoriiniin 7 € R skaler kati

(r,v) »r-v=alrxa l(v)]

biciminde yazilir.
Ispat: (R, +) bir degismeli gruptur. Bu sebeple skalerle ¢arpma ile ilgili
aksiyomlarin kanitlanmas ispat i¢in yeterli olacaktir.
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Her r,s € R ve her u,v € R, i¢in asagidaki 6zdeslikler gecerlidir:

i)s-(r-v)=(sr)- v esittir:

s-(r-v)=s-afrxa ()]
=af{s x a Y al[r x a”*(v)])}
=a{sx[rxa (]}
= a{(sr) X a7 (v)}

s-(r-v)y=_(sr)-v
i) 1 € R, R cisminde ¢arpmanin birim eleman1 olmak tizere 1 - v = v dir. Ciinkii
l-v=a[lxa )] =alal(W)]=v

elde edilir.
i) 7 - (u+v) = (r - w)+(r - v) dir. Ciinkii

r-(utv) =r-ala”(w) + a *(v)]
=a{rx[a7*(w) +a ']}
=a{[rxa ']+ [rxa (]}
=a(rxatW)+a(rxat(v))

- (ut+v) = (r-w+@-v)
iv) (r+s)-v=(r-v)+(r-s) dir. Ciinkii
r+s)-v=a{(r+s)xal(v)}
=a{[rxa' W]+ [s x a7 (V)]}
=a[r x a '(w)]+als X a 1(v)]
r+s)-v=>0 -v)+(s-v)

yazilir. Boylelikle ispat tamamlanir.

3.2.1. Kuvvet Alma Islemi
Tamim 3.3. x € Ry, n € N olmak iizere

i) x% = a(1) ve xle =x
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i) x(Va = xMa x x
ile x a-sayisinin, a-¢arpma islemine gore dogal say1 kuvvetleri tanimlanir.

Onerme 3.12. a-carpma islemine gore bir a saymin dogal say1 kuvvetleri igin
x"e = af[a” ()]}

ozelligi gecerlidir.

ispat:

xna: x>'<x>'<...)'(x
—_—
n tane
xM=g{a (%) X a7 1(x%) X .. X a"1(x)}

n tane
xte=af{la” (0]}

yazilir. Verilen bu esitlik, kuvvetler, reel say1 olacak sekilde genellestirilebilir.

Tamm 3.4. x € Ry, r € R i¢in kuvvet alma islemi su sekilde verilir:

x"e = a{[a”t(x)]"}.

Tamm 3.5. n € N; ¢, ¢y, ... ¢, € R, sabit a-sayilar; x € R, olmak iizere

P(x) = co+(cy X x)+(cy X x2)+ ... +(c,, X x™)

esitligi ile verilen P:R, = R, fonksiyonuna R, iizerinde tanimli n.dereceden

a-polinom denir.

Tanmm 3.6. x € R}° olmak iizere x sayismin a-garpma islemine gore a-karekokii

Vxile gosterilir ve
a 1
V& = afla o}

bi¢iminde tanimlanir. (Grossman ve Katz, 1972; Boruah ve Hazarika, 2018 a,b).

Tamim 3.7. a-¢arpma islemine gore n. dereceden kokler asagidaki gibi tanimlanir:
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i) n € 2N, n > 2 olmak iizere x € R° sayisimn a-¢arpma islemine gore n. dereceden

a-kokii Vx© ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir;
n—a 1
Vx = a{la‘l(x)ln}

ii)ne€2N+1, n>2 olmak iizere x € R, sayisinin a-¢arpma islemine gore n.

dereceden a-kokii Vx  ile gosterilir ve
n—a 1
vz = {la ol
bi¢iminde tanimlanir. (Grossman ve Katz, 1972; Boruah ve Hazarika, 2018 a,b).

3.3. Alfa Reel Sayilar Kiimesinde Siralama, Kismi Siralama ve Tam Siralama
Bagntilan
Tanmm 3.8: a: R - R, c R birebir ve 6rten fonsiyon olsun. a-siralama bagintisi
(<) ve ilgili diger bagintilar (>, <, = ) asagidaki bicimde tanimlanir: Vx, y € R, i¢cin
a) x<y © a (x) <ai(y)
b) x >y © al(x) > al(y)
x<yeal()<a'()
dx>yeallx)=al(y)
(Grossman ve Katz, 1972).
Onerme 3.13. R,, iizerinde tamml1 £ a-siralama bagintis1 verilsin. Her x,y € R,

i¢cin
x <y e (yx) e RO

ifadesi gecerlidir.
Ispat: Vx,y € R, icin asagidaki esitsizlikler gegerlidir;

x<yeal(x)<al(y)
Sal(y)—alx)=0
& ala'(y) — a1 (x)] € RY®

x<ye (y=x) e RY

18



]
Teorem 3.4. R, lizerinde tammli < siralama bagmtis1 bir kismi siralamadir, yani
(Ry , <) ikilisi kismi sirali kiimedir: her x,y, z € R icin asagidaki aksiyomlar saglanur.
i) Yansima: x < x,
i) Ters-simetri: x < yvey < xisex =y,
iii) Gecisme: x < yvey < zisex < z.
Ispat: R, iizerinde taniml1 < siralama bagntis1 verilsin.

1) Her x € R, i¢in yansima 6zelligi gegerlidir;

alx)<alx)=2x<x

i) Her x,y € R, icin ters-simetri 6zelligi gecerlidir dyle ki; x < y vey < x ise

alX)<alveal@PD<alX)2alx)=al@y)=>x=y

yazilir.

iii) Her x,y, z € R, i¢in gegisme 6zelligi gecerlidir dyle ki; x < y ve y < z ise

al)<alPDvea '@ <al@2al)<al@)2x<z

yazilir. Boylece ispat tamamlanmuistir.

]

Onerme 3.14. R, kiimesinin iki keyfi eleman1 < kismi siralamasma gore

karsilagtirilabilir: Her x,y € R, i¢in x < y veya y < x dir. (kiimeden segilen keyfi iki
eleman i¢in mutlaka biri digerine esit veya digerinden kiigiik olmalidir.)

Ispat: x,y € R, olsun. x £ y ve y £ x oldugu kabul edilsin. Bu durumda

a () fat (I veat D a2 a (X)) >a () veaT () > a” (x)

=>a1(x) >a(x)
celiskisi elde edilir. Bu sebeple x < y veya y < x dir. Bdylece ispat tamamlanmigtir

Teorem 3.5. R,, iizerinde < bagmtis1 bir tam siralama (lineer siralama) bagintisidir.
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Ispat: R, iizerinde < bagntis1 bir kismi siralamadir ve R, kiimesinin herhangi iki
eleman karsilastirilabilir. Bu ise R, iizerinde < bagmtisinin bir tam siralama bagntisi
oldugunu ispatlar.

]

Onerme 3.15. R, iizerinde < tam siralama bagintis1 verilsin. Bu tam siralama
R, nin vektor uzay yapisi ile uyumludur (compatible): Her x,y,z € R, ve r > 0 i¢in
)x <yisex+z < y+z,
i)x<yiser-x<r-y.

Ispat: x,y € R, olsun. x < y oldugu kabul edilirse a1 (x) < a~*(y).
1) Keyfi bir z € R, sayist igin

x<y

at(x) < a”'(y)
al@X)+tal@<al(y) +al(z)
a l(x+z) < a l(y+2)
x+z < y+z

elde edilir.

i) Keyfi bir r > 0 reel sayisi igin

x<y

a t(x) < a”l(y)
r-a’l(x)<r-al(y),
al(r-x)<al(r-y),

r-x<r-y

oldugu goriiliir.
Teorem 3.6. (R,, <) bir tam siral1 vektdr uzayidir.
Ispat: R, iizerinde < bagmtisi, bir tam siralama bagintisidir. Ayrica bu tam

siralama bagintis1, R, 'nin vektor uzay yapisi ile uyumludur. Bu yiizden (R, <) bir tam

stral1 vektor uzayidir.
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4. NEWTONYEN OLMAYAN ANALIZIN TOPOLOJIK ALTYAPISI
Bu boliimde klasik analizde kullanilan

a) say1 araliklari, mutlak deger fonksiyonu,

b) metrik uzay,

C) bir noktanin §-komsulugu,

d) acik yuvar, kapali yuvar,

e) bir kiimenin i¢ noktasi, dis noktasi, sinir noktasi,

) sinirh kiimeler

g) acik kiime, kapali kiime, bir kiimenin kapanisi, yogun kiime

h) dizi, Cauchy dizisi, tam metrik uzay,

i) bir cismin Dedekind tamligi

kavramlarimin Newtonyen olmayan analizde karsiliklar1 verilmis ve 6zellikleri

incelenmistir.

Alfa Araliklar ve Alfa Mutlak Deger Fonksiyonu
Tanm 4.1. {x € R,|u < x < v; u,v € R,} kiimesi bir a-kapali aralik olarak

adlandirilir ve

[w,v], ={x € ReJu<sx <v; u,veER,}
ile gosterilir (Grossman ve Katz, 1972).

Tanmm 4.2. {x € R |Ju <x <v; u,v € R,} kiimesi bir a-acik aralik olarak
adlandirilir ve

(V) ={x € Ryu<x<v; u,v € Ry}
ile gosterilir (Grossman ve Katz, 1972).

Tamm 4.3. {x € R,|u < x < v; u,v € R,} kiimesi bir a-yar1 agik aralik olarak
adlandirilir ve

(W, v)y ={x eERJu<Sx <v; u,v € R}

ile gosterilir (Grossman ve Katz, 1972).
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Gosterim 4.1. « iirete¢ fonksiyonu verilsin. r € R bir reel say1 olmak tizere 7 ile
7 = a(r)

a-reel sayis1 gosterilecektir (Grossman ve Katz, 1972).

Tamm 4.4. |-|,: R, = R}°, a-mutlak deger fonksiyonu

x, x>0veyax =0,
|x|a= . .o
=X, x <O0.

biciminde tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972). Burada “—x” ile x € R, elemaninin
a-toplama islemine gore tersi gosterilmistir.
Onerme 4.1. ||,: R, » R>°, a-mutlak deger fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik

gecerlidir:

Ixlg = a(la™t()]).

Ispat:
x, x>0veyax =0,
|x|a =1. .
=X, x <O0.
3 x, a (x)>0veyax = a(0)
~a(—a7t(x), a~1(x) <0.

xle = a(la™ ()

|
Ornek 4.1. Harmonik analizde iirete¢ fonksiyonu a(x) = % dir ve a-mutlak deger

fonksiyonu

1 1
|5|a:_:5\/e|_4|a:T|:4

E =
5 —4

olarak hesaplanir.

Ornek 4.2. Kuadratik analizde iirete¢ fonksiyonu

Vx, x>0
0, x=0
—/=x, x<0

a(x) =
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ve iiretecin ters fonksiyonu

x? x>0
a l(x) = 0, x=0
—x%2, x<0

bicimindedir. Bu analizde a-mutlak deger

1x]g = a(la™ (X))
x, a 1(x)> 0veyax = a(0)
{a( al(x)), al(x)<o.

, x=0
{a((xz)) x < 0.
_{ x, x=0
~a(x x < 0.
x, x=0
~ , x < 0.
, x>0
|x|“:{ x < 0.

olarak hesaplanir. Ornegin
|8], = 8 iken |—-6], =6

olur.
Ornek 4.3. Geometrik analizde iirete¢ fonksiyonu a(x) = exp(x) = e* ve

iiretecin tersi a~1(x) = Inx dir. Bu analizde a-mutlak deger

x, x=21
— olln(™)| = )1
|x|exp = € - 0<x<1

ve Ornek i¢in asagidaki iki sayinin mutlak degeri

1
[9]exp = 9 Ve >

Il
NIR| -
Il

N

exp

olarak hesaplanir.
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Onerme 4.2. x,y € R, olmak iizere a-mutlak deger fonksiyonu asagidaki

Ozelliklere sahiptir (Bashirov vd. 2008).

i) Negatif olmama: |x|, = 0,
i) Noktalarm ayrilmast: |x|, = 0 © x = 0,
iii) Carpimsallik: |x X y|, = |x|g X |¥]e»

iv) Alt toplamsallik: [x+y|, < |x|o+]V]e

4.1. Alfa Metrik Uzay

Tamm 4.5. (& —Metrik Uzay) X bostan farkli bir kiime ve d: X X X - R.?, X
tizerinde bir fonksiyon olsun. Her x,y,z € X i¢in eger d, fonksiyonu asagidaki
aksiyomlar1 sagliyor ise bu fonksiyona a-metrik denir (Cakmak ve Basar, 2012):
i) Ayirt edilemezlik: d (x,y) = 0 © x = y,
i) Simetri: d,(x,y) = d,(y, x),
iii) Ucgen esitsizligi: d, (x,y) < dg(x,2)+dy (2, ).

Tamim 4.6. X bostan farkli bir kiime ve d,, X tizerinde bir a-metrik olsun. Bu
taktirde (X, d,) ikilisine a-metrik uzay denir (Cakmak ve Basar, 2012).

Onerme 4.3. d,: R, x R, - R>°,

0, x=
da(xry) :{1 x;ti/]

fonksiyonu R’ da bir a-metriktir. Bu metrige a-ayrik metrik denir.

ispat:

d,(x,y) =0 y=x

Simetri 6zelligi

0, x=
da(xry):{i xii

_ 0, y=x
1, y#x

do(x,y) = dg(y,x)
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Uggen esitsizligi: iki durumda incelenecektir.

Birinci durumda y = x ise
da(x,y) = dg(x,%) = 0
ve
0 <d,(x,2)+d,(z,y)
oldugundan

do(x,y) < dq(x, Z)‘i'da(zr y)

ticgen esitsizligi elde edilmistir.

Ikinci durumda y # x ise ya y # z dir veya x # z dir. Bu durumda

de(x,y) = 1

ve

1<d,(x,2)+d,(2,y)
oldugundan yine
do(x,y) < do(x,2)+dy(2,y)

ticgen esitsizligi elde edilmistir. Dolayisiyla ispat tamamlanmigtir.
Onerme 4.4. d,: R, X R, = R} fonksiyonu

a(0), x =y

dy(x,y) = {|x|a+|y|a, M

bi¢iminde verilsin. d,, R, tizerinde bir a-metriktir ve bu metrik a-postane metrigi olarak
isimlendirilir.
Ispat: Her x,y,z € R, icin
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i) Ayirt edilemezlik:
de(x,y) =a(0) ®x =y
ii) Simetri:

a(0), x =y
IxlaHYlar x#y
_ a(0), y=x
- {lyla'i'lxla: y# X

de(x,y) = do (¥, %)

da(x,y) = {

iii) Ucgen esitsizligi:
de(x,y) < do(x,2)+dy(2,7)

asagidaki durumlar i¢in gecerlidir.

@ x=yise

a(0) = dg(x,y) < do(x,2)+da(z,¥)
b)x #y,x #zvey +# zise

IxXlaHyle = da(x,y) < do(x,2)+do(2,y) = |xlaHylota(@) X |zl,
©z=x+yised,(x,2z) = a(0) ve

do(x,y) = do(2,y)
de(x,y) < do(x,2)+do(2,Y)

(d) x =y # z ((c) sikkina benzer sekilde gosterilir).
[
Tanm 4.7. d:RxXR-> Rt U{0}, d(a,b) =]la—>b|, (R d) klasik metrik

uzayinda uzaklik fonksiyonu olsun. dg: R, x R, — R}® fonksiyonu Vx, y € R, igin
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do(x,) = a{d[a™'(x),a ' W]}

bi¢iminde verilsin. Bu durumda d,, fonksiyonuna (R, d,) a-metrik uzayinda a-uzaklik
fonksiyonu denir. d,, (x, y) degerine x ile y arasindaki a-uzaklik denir (Cakmak ve Basar,
2012).

Onerme 4.5. Bir boyutlu uzayda a-uzaklik fonksiyonu icin asagidaki esitlikler
gecerlidir:
a) Vx,y € Ry icin dg(x,y) = [x=ylq
b) Va,b € Rigin dg(a,b) = a(la — b|)

Ispat: d: R x R - R* U {0}, (R,d) klasik metrik uzaymda uzaklik fonksiyonu

olmak tlzere

a)
de(x,y) = a{d[a™'(x),a” ()]}
= a(la™*(x) —a ')
= a(Jla” ' (x=y)])
do(x,y) = |x=Yylq
b)

de(a,b) = afd[a(a),a"1(h)]}
= af{d[a, b]}
da(a, b) = a(|a — b|)
Onerme 4.6. d,: R, x R, = R, a-uzaklik fonksiyonu R, da bir a-metriktir.

Ispat:
Ayirt edilemezlik 6zelligi

d(x,y) =0 |ly~xl,=0y-x=0y=x
Simetri 6zelligi

de(x,y) = ly=xlg = Ix=yla = da(y, %)
Uggen esitsizligi

da(xry) = Iy;xla
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= |y4z-i—z4x|a
< |z-xlgHy=zlq

dq(x,y) < dq(x, Z)‘i'da(zr y)

Boylelikle R,’ da tanimli @-uzaklik fonksiyonunun R,’ da bir a-metrik oldugu goriiliir.
|
Calismanin devaminda aksi belirtilmedik¢e d, ile a-uzaklik fonksiyonu

gosterilecektir.

4.2. Alfa Metrik Uzaylarda Kiime Ozellikleri

Tanmim 4.8. § > 0 herhangi bir a-reel say1 ve u € R,, olsun. Buna gore
K = B,(u,8) = {t € R,: |t—ul, < 6}
kiimesine (R, d,) uzaymda u merkezli § yarigapli a-komsuluk denir (Cakmak ve Basar,
2012). K\{u} kiimesine ise u merkezli § yarigapli a-delinmis komsuluk denir.
Tamm 4.9. (X, d,) bir a-metrik uzay olsun. x, € X ve r € R, i¢in
(@) xo merkezli r yarigapl agik a-yuvar
By (xo,7) = {x € X|d,(x,xy) <71}
(b) xo merkezli r yarigapli kapali a-yuvar
Bylxo, 7] = {x € X|da(x,x0) <1}
(c) xo, merkezli r yarigapl delinmis a-yuvar
By (xo,1) = {x € X[0 < dy(x,%0) < 7}
(d) xo merkezli r yarigapli a-yuvar yiizeyi
Sa(x0,7) = {x € X|do(x, %) = 7}

olarak tanimlanir (Cakmak ve Basar, 2012).
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Tamim 4.10. (X, d,) bir a-metrik uzay olsun. Ayrica x, € X bu uzayda bir nokta
olsun. Eger x, merkezli r yarigaph bir B, (x,, ) acik yuvari i¢in B, (x,,7) € N olacak
sekilde N c X varsa, N agik kiimesine x, noktasinin bir (agik) komsulugu denir (Cakmak
ve Bagar, 2012).

Tamim 4.11. x, merkezli 1 yaricapl kapali a-yuvar, x, merkezli birim a-yuvar
olarak adlandirilir.

Tamm 4.12. (X, d,) bir a-metrik uzay olsun. Ayrica x, € X bu uzayda bir nokta
ve A c X olsun. Bu durumda
(a) Eger en az bir € > 0 sayist i¢in B, (%o, €) € A ise x, noktasina A kiimesinin bir ig
noktasi denir. A’nin tiim i¢ noktalarinin olusturdugu kiimeye A’nin i¢i denir ve i¢(4) ile
gosterilir.

(b) Eger en az bir £ > 0 sayis1 igin B, (xo,€) N A = @ ise x, noktasma A kiimesinin bir
dis noktast denir. A’nin tiim dis noktalarin olusturdugu kiimeye A’nin dis1 denir ve
dis(A) ile gosterilir.

(c) Eger her &€ >0 sayist icin B,(xg,€) NA % @ Ve B,(xy,€) N (X\A) = @ ise x,
noktasina A kiimesinin bir sinir noktasi denir (Cakmak ve Bagar, 2012).

Tamm 4.13: (X, d,) bir a-metrik uzay olsun. Ayrica x, € X bu uzayda bir nokta
ve A c X olsun. Bu durumda
(a) Eger A’nin biitiin noktalar1 i¢ nokta ise A’ya X uzayinin bir a-agik kiimesi denir.

(b) Eger X\A (A kiimesinin tiimleyeni) a-a¢ik bir kiime ise A kiimesine a-kapali kiime
denir.

(c) A’nin tiim sinir noktalarmin olusturdugu kiimeye A’nin a-sinir1 denir ve d,A ile
gosterilir (Duyar, vd. 2015).

Tamim 4.14. (X, d,) bir a-metrik uzay ve A c X olsun. A U 9,4 birlesim kiimesine
A’nin a-kapanisi denir ve A% ile gosterilir (Duyar, vd. 2015).

Tamim 4.15. Bir A kiimesi, X a-uzayinin bir alt kiimesi olsun. Eger A’nin
a-kapamgt A%, X uzaymin tamamim kapstyorsa (diger bir deyisle A* = X ise) A kiimesi
X’de a-yogun bir kiime olarak adlandirilir.

A, X uzayinda yogun bir kiime ise her x € X i¢in, x’in her komsulugunda A
kiimesine ait en az bir nokta vardir.

Ornek 4.4. Q, = {a(r)|r € Q} a-rasyonel sayilar kiimesi R, uzayinda a-yogun

bir kiimedir.
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Ispat: a-rasyonel sayilar, a-reel sayilar (R, ) iizerinde a-yogun bir kiime oldugu
gosterilmek istenmektedir. Bu, her x,y € R, ve x < y i¢in x ile y arasinda bir a-rasyonel
say1 (p € Q) bulundugu anlamina gelir.

Yogunluk 6zelligini géstermek icin su ifadeyi ispatlayacagiz:
Vx,y ER, x< y= Fp €Q,oylekix < p < y.

x < y olacak sekilde keyfi x,y € R, alalim. @-siralamanin tanimindan
x<y=2alkx)<al(y)

yazilir. a~1(x), a~1(y) reel sayilari igin a~1(x) < a~1(y) ve klasik analizde rasyonel

sayilar reel sayilar {izerinde yogun bir kiime oldugundan
alx)<r<al(y)
olacak sekilde r € Q vardir. a-siralamanin tanimindan
a(a t(x)) < a(r) < a(a™2(y))
yazilir. p = a(r) € Q, igin
x<p<y
elde edilir.
Her x,y € R, Ve x < y i¢in x < p < y kosulunu saglayan bir p € Q, bulundugundan,
Qg R, lizerinde a-yogun bir kiimedir.
Tanim 4.16. (X, d,) bir a-metrik uzay ve A c X olsun. Her x,y € A i¢in
de(x,y) <7
olacak sekilde bir 7 > 0 a-reel sayis1 varsa A kiimesine a-smirlidir denir. Aksi halde A

ya a-smursizdir denir. Bu sekildeki r sayilarinin en biiyiik alt sinirina A nin ¢api denir ve

cap(A) ile gosterilir.
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¢ap(4) = inf{r =2 0|x,y € Aigind,(x,y) < 1}
bi¢iminde yazilir. Uzayin kendisi a-sinirl ise d, ya a-siirli metrik denir.

4.3. Alfa Diziler ve Ozellikleri

Tanim 4.17. (X, d,) bir a metrik uzay1 olsun. N dogal sayilar kiimesinden X c R,
kiimesine taniml1 bir fonksiyona a-dizisi denir ve her x,, € X olmak tizere (x;,)nen ile
gosterilir (Cakmak ve Basar, 2012).

Tamim 4.18. (X, d,) bir a-metrik uzay1 ve (x,)neny bU Uzayda bir a-dizi olsun.
a) Her £ > 0 i¢in n > N, iken d,(x,, x) < ¢ olacak sekilde N, € N sayis1 ve x € X
noktasi varsa (x;,),en dizisine (x noktasina) a-yakinsaktir denir,
b) Her & > 0 icin n,m > N, iken d(x,, x,,) < € olacak sekilde N, € N sayis1 varsa
(xn)nen dizisine bir a-Cauchy dizisidir denir,
¢) (X, d,) uzayindaki her a-Cauchy dizisi bu uzaydaki bir x € X noktasina a-yakinsiyor
ise (X, d,) uzayina tam a-metrik uzay denir (Cakmak ve Basar, 2012).

Teorem 4.1. R, tam sirali cismi iizerinde bir d, a-metrigi tanimli olsun. R, tam
strali cismi d, a-metrigine gére Dedekind tamdir (Cakmak ve Basar, 2012).

Ispat: R, , tam siral1 bir cisimdir. S € R, tstten simirli bir alt kiime olsun. S’ nin

herhangi bir Gst sinirin1 x € R, alahim, yani

s<x,Vs€ S
S € R, oldugundan, a~1(S) = {a~1(s)|s € S} € R oldugunu biliyoruz. a-esitsizligin
tanimindan sunu elde ederiz:

al(s) < al(x),Va l(s) € a7 1(S)
Boylece a~1(x), R i¢cinde S i¢in bir iist simirdir. R, Dedekind tam oldugu igin, S i¢in bir
supremum (en kiigiik {ist sinir) vardir. Bunu r olarak adlandiralim.

a(s) < rVali(s) ea (), r <a l(x)
a-esitsizligin tanimindan, sunu elde ederiz:

s <a(r),VseSs, ar) £ x

Boylece a(r), S igin bir tist sinirdir ve bu, S’ nin herhangi bir tist sinirindan kiigiik ya da

ona esittir. Dolayistyla a(r), S’nin supremumudur. Boylece, S € R, ’nin istten sinirh
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herhangi bir alt kiimesinin supremumunu bulmus olduk. Sonug olarak, R,, Dedekind

tamdir.
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5. ALFA ARITMETIK VE YILDIZ ANALIZ

Tanmm 5.1.( a-aritmetik ) a: R - R, < R bir iirete¢ fonksiyon olsun. Bu
durumda eger (R, +,~ ,X, / ,<) tam sirali cisim ise bu cisim, aritmetik veya
a-aritmetik olarak adlandirilir (Grossman ve Katz, 1972).

Tamim 5.2.(Yildiz Analiz)

Iki keyfi aritmetik a aritmetik= (R,, +,~, X, /,<) ve g aritmetik= (Rg, ¥, =,
X, 7,%) olarak alinsin. * (yildiz) ise bu iki aritmetigin *= (« aritmetik, £ aritmetik)
bigiminde sirali ikilisi olsun. x-analizde fonksiyonlarin tanim kiimesi a aritmetikte bir
kiime (R, nin bir alt kiimesi) ve deger kiimesi ise 8 aritmetikte bir kiime (Rg 'nin bir alt

kiimesi) olarak alinacaktir. Bu boliimde keyfi bir f fonksiyonu
fiR,DA—->BCRg

olarak kabul edilecektir. x-analizde islem sembolleri asagidaki tabloda verilmistir
(Grossman ve Katz, 1972).

Tablo 1. Yildiz analizde islem sembolleri

a-aritmetik B-aritmetik
Evren Ra Rpg
Toplama islemi + +
Cikarma islemi = =
(Carpma islemi X X
Bolme islemi / /
Siralama < <

a-aritmetik= (R,, +, =, %, /,<) ve p-aritmetik= (Rg, ¥, =, X, /,<) tam sirah
cisim olduklarindan birbirlerine izomorftur.

Tek tiirlii belirli olan i: R, = Rp izomorfizmasi, birebir ve orten fonksiyondur bu
fonksiyona iota fonksiyonu denir ve Vx,y € R, i¢in asagidaki sartlari saglar:

i) tlx+y) = (x)+u(y),

i) ((x=y) = 1(x)=u(y),

i) (e X y) = (%) X 1(y),



iv) ((x/y) = 1(x) /),y # 0,

V)x<yoeiux) <uy)

(Grossman ve Katz, 1972).

Alfa ve beta ireteglerinin 6zel segimleriyle, klasik, geometrik, anageometrik ve

bigeometrik analiz tiirleri asagidaki tabloda verilmistir (Grossman ve Katz, 1972).

Tablo 2. Newtonyen olmayan analizlerde alfa ve beta liretegleri

Analiz Tiiri a B
Klasik analiz I I
Geometrik analiz I exp
Anageometrik analiz exp I
Bigeometrik analiz exp exp

Tamim 5.3. (x-Limit) Eger her ¢ 3> 0 igin 0 < |x~x,|, < & iken If(x)=Llg < e
kalacak sekilde § > 0 varsa f fonksiyonunun x, x, € R, noktasina yaklasirken *-limiti

L’ dir denir ve

* lim f(x) =1L

X—Xg

ile gosterilir (Tekin ve Basar, 2013).

Tanmm 5.4. Eger x lim f(x) = f(x,) ise f fonksiyonuna x, € R, noktasinda
X=X

*-stireklidir denir (Grossman ve Katz, 1972).

Onerme5.1. f:R, DA > B c Rg bir fonksiyon olsun. Eger x, x, € A noktasina

yaklasirken asagidaki x-limiti var ve

*x lim f(x) =L,

X—=Xg

ise ve ayrica a~1(x), a " 1(x,) € a~1(A) noktasima yaklasirken

(Bl ofoa)(a ()

im
a~1(x)-a"1(xq)

klasik limiti var ise
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i “1sfo -1 —np-1
Iy BT o f o) (a7 () = BT L)
esitligi gecgerlidir.
Ispat: & > 0 keyfi bir reel say1 olsun. &, = (&) olarak tammlayalim. Bu durumda

g, >0 olur. Ayrica * lim f(x) =L, oldugundan 6&; = 6,(e;) vardir dyle ki
XX
0 < |x~xoly < 8; iken |f(x)=L,lp < &, yazilir. Bu ise 0 < |a™'(x) —a™'(xo)| <
a” (8 iken |B7H(f(x)) — B (Ly)| < B (ey) =& olmast  demektir.  § =
a~1(8;) secilirse 0 <|a ™ (x) —a1(xy)| <& iken |(B7rof) (x) =BTyl < e
kalir. Yani
- “1,f, -1 _ p-1

M, B e foa) (a7t() = AL
oldugu goriiliir.

Teorem 3.1. f: R, D A - B < Rg bir fonksiyon olsun. Eger x, x, € A noktasina
yaklagirken

* lim f(x)

X—Xg

*-limiti ve a™1(x), a 1(x,) € a~1(4) noktasina yaklasirken

(B ofoa)(a™t(®)

im
a~1(x)—a=1(xq)

klasik limiti var ise

«lim £(0) = (B f o) (a7 )]

im
a1 (x)»a=1(xo)
esitligi gecerlidir.

Ispat: f:R, DA—>Bc Rg fonksiyonunun x, x, € A noktasina yaklagirken *-

limiti var ve bu limit

*x lim f(x) =L,

X—Xg
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olsun. Bu durumda yukaridaki 6nermeden

(Bl ofoa)(a(x)=B""(L)

im
at(x)-a"1(xq)

olur. Her iki tarafin £ altinda goriintiisii alinirsa

* lim f(x) = (67 f o) (200

im
a~t(x)-a1(xo)
esitligi elde edilir.

Tamim 5.5. (*-Tiirev) f: R, D A » B € R bir fonksiyon olsun. Eger asagidaki

* |limit var ise x, € A noktasinda f’nin * tiirevi

£ 0x0) =+ lim {[F (0= FGeo)) /G =(x0)] )

olarak tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972).

Teorem 5.2. f:R, D A —» B c Ry bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu x, €
A noktasinda * tiirevlenebilir ve (871 o f o a) bileske fonksiyonu a~1(x,) noktasinda

klasik (Newtonyen) anlamda tiirevlenebilir ise

fr ) =[Be (B e foa) ca™](xy)

esitligi gegerlidir.
Ispat:

gx) = [FO=f o)) =e(xp)] ve t = a™(x) € a7 (A), to = @™ (xo) € @™ (4)
olarak tanimlayalim. O halde,

£ 0x0) =+ Jim {[£ ()= £ Geo) V) =(x0)] )

=* lim g(x)

X—=Xg

B
=p|im o g ©)]
= p{lim 9 (@)
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= p{lim 57 [ (@)= £ o)) =xo)]]
p{lim A [F(e(0)*F (@)@ ®)=(ate)]}

p{lim A1 > O » (@G DO (e

p{lim (¢ > O=(f » ) (E@VBO =B e}

BB~ o f o )(®) = (B e f o eVt o]}

=p{(B7 o f o) (t0)}
=B{(B™ o f o) (a™ (x0))}
frxo) =[Beo(B™ o fea) eat](x)

esitligi elde edilir.

Yildiz integral
Tanim 5.6. (x-Riemann Integrali):
a ve B iiretegleri verilsin. R, ve Rg ilgili vektor uzaylar ve f:R, O [a, b], = Rg bir

fonksiyon olsun. Eger

-1

lim > [(57 e () X @ (s =)

0

:

==
Il

limiti varsa f fonksiyonuna [a, b], araliginda x-Riemann integrallenebilirdir denir. Bu

durumda
[(B™" o £ (xx) X a_l(xk+1;xk)]]
B sayisina f’ nin [a, b], araligindaki x-Riemann integrali denir ve

f f)dx = B [Tlligg

Z[(ﬁ_l o f)(xy) X a_l(xk+1;xk)]]
[a,blq k=0

seklinde gosterilir.
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6. YILDIZ VEKTOR UZAYLARI

Teorem 6.1. R asagidaki islemlerle (R, +,% ) cismi iizerinde bir vektdr uzayidir:
a) Vektor toplami + ile gosterilen B-toplama islemidir.

b) Skalerle carpma islemi: v € Rg vektoriiniin 7 € R, skaler kat

(rv)pr-v=Rla (X W] =(Bea () Xv

yazilir.
Ispat: (Rﬁ,-'l'-) bir degismeli gruptur. Bu sebeple skalerle carpma ile ilgili

aksiyomlarin kanitlanmasi ispat i¢in yeterli olacaktir.
Herr,s € R, ve her u,v € Ry igin asagidaki 6zdeslikler gegerlidir:
i)s-(r-v) = (s Xr) - v esitligi gegerlidir:
s-(r-v)=s-Bla X W] =s-[(Boa () Xv]
=(Boa ™)) X{(BoaH)(r) X v}
= pla(s) x a7t (r) x 71 (v)}
= pla (s xr) x p7H(v)}

s-(r-v)y=(6xXr)-v
i) 1 € R,, R, cisminde a-¢arpmanin birim elemani olmak iizere 1 - v = v dir. Ciinkii
1ov=Bla(1)xB W] =B xB W] = BB W] =v

yazilir.

i) 7 - (utv) = (r - w)+( - v) esitligi gecerlidir:

r-(u¥v) = Bla () x B (utv)]
= pla ') X[~ (w) + BT ()]}



= B{la™'() x B W] + [a™'(r) x B~ (W)]}
= Bla™ (1) x BT W]+Bla™t(r) x B~ (v)]
r-(utv) = (- -w+@-v)

iv) (r+s) - v = (r- v)+(s - v) esitligi gegerlidir. Ciinkii

(r+s) - v =Bla” (r+s) x B~ (v)]
= B{la™ () + a7 ()] x 71 (v)}
=B{la™* ) X B W] + [a7'(s) X B~ (W]}
= Bla™t(r) x BT (W)]+Bla(s) X B~ (V)]
(r+s) - v=>0-v)¥(s-v)

elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanir.

Tamm 6.1. x= (@ aritmetik, f§ aritmetik) olsun. Rgkiimesinin +, B vektor
toplama islemi ve -, skalerle ¢arpma islemleri ile birlikte (R, +,% ) olusturdugu vektor
uzayina x-vektor uzay: denir.

Tamm 6.2. (a-normlu uzay)

X, R, lizerinde bir a-metrik uzay olsun. Sayet Vx,y € X ve 1 € R, i¢in

”'”a:X_)]Ra

fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyor ise ||-||, ifadesine X tizerinde bir a-norm denir ve
(X, II-ll ) ikilisine de a-normlu uzay denir (Cakmak ve Basar, 2012).

i) llxll, =0 x=0

i) 11X xllg = [4lg X llx]lg

i) lx+ylle < llxllaHlylle

Burada X tizerinde her ||-||,, @-normun x,y € X olmak {izere

de(x,y) = llx=ylla,

esitligiyle X kiimesi lizerinde bir d,, a-metrigini iirettigi kolayca goriiliir (Cakmak ve

Basar, 2012).

39



Tamim 6.3. (a-Banach uzay1)
Bir (X, ||]l,) a@-normlu uzayindaki her a-Cauchy dizisinin X kiimesinde bir limiti
varsa (yakinsak ise) bu(X, ||-||,) @-normlu uzayina a-Banach uzay1 (tam a-normlu uzay)

denir.

(X, |I'll¢) a-normlu uzaymin tamligini1 veya a-Banach uzay1 oldugunu ispatlamak
icin X kiimesinde keyfi bir (x,) a-Cauchy dizisinin X kiimesinde a-yakinsak oldugunu
gostermek yeterlidir. Bu durumda sayet, d,:X X X = R, |||l normunun indirgedigi
bir a-metrik ve (X, d,) a-metrik uzayi tam ise (X, ||-||,) @-normlu uzayinin bir a-Banach
uzay1 oldugu agiktir.

x-Lineer Operatorler

Tamm 6.4. R,, R iki tane a-normlu vektor uzayr ve x= (]Ra, ]RB) sirali ikilisi

olsun. T: R, —» Rg doniisiimiine R, dan Rg’ya bir *x-operator denir.

Tamm 6.5. R, ve Rz ayni R, cismi lizerine tanimli iKi tane a-normlu vektor uzayi,
*= (Ra, ]Ri'g) siralt ikilisi ve T: R, — Rg bir *-operatér olsun. Eger Vx,y € R, ve
Va,b € R, i¢in

T(a-x+b-y)=a -T(x)+b T(y)

esitligi saglaniyorsa T: R, — Rp *-operatoriine R, dan Rp’ya bir *-lineer operatdr denir.
*-Tiirev Operatorii
Gosterim 6.1. Cgla, b], ile [a,b], kapali aralifindan Rg’ya tanimli *-siirekli
fonksiyonlar kiimesini gosterelim.
Gosterim 6.2. C;7[a,b], ile [a,b], izerinde r. mertebeden -siirekli
tiirevlenebilen fonksiyonlar kiimesini gosterelim. Burada r > 1 bir dogal sayidur.
Teorem 6.2. R,, Rg iki tane a-normlu vektdr uzayi ve = (Ra, ]Rﬁ) strali ikilisi
olsun.
Cgla, b], kiimesi Rg cismi {izerinde
) (f+9)(© = f(D+g (),
i) (c- ) =cXf(t), t €[a,bly c ERg
islemleri altinda bir vektor uzayi olusturur. Bu uzay (C[; [a, blq, ]RB) ile gosterilir.
Ispat:
i f+g =g+f
ii. f+(g+h) = (f+g)+h
i, 05(¢t) = 0 fonksiyonu f 405z = f 6zelligini saglayan tek fonksiyondur.
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iv. Keyfi f € Vigin =f = 05~ ile tammli fonksiyon f+(=f) = 0 esitligini saglayan
I’ ye ait tek fonksiyondur.
V. 15(8) = 1 olmak iizere her f € V igin 1g X f = f esitligi gegerlidir.
vi.a- (f+g) = (a-+a-g)
vii. (a+b) - f = (a- )+ f)
viii. (aXb)-f=aXx(b-f)

Teorem 6.3. R; cismi {izerinde tanimli Cg[a, b], vektér uzayr
1Fllctapl, = maks{If (D)l : ¢ € [a, bl )

a-normu ile bir a-normlu vektdr uzayr olusturur. Bu uzay (C[;[a, bla, ”'”(,‘B[a,b]a) ile
gosterilir.
Teorem 6.4. R,, Rg iki tane a-normlu vektor uzayi ve x= (]Ra, ]RB) strali ikilisi

olsun.
C 5 ™) [a, b], kiimesi Ry cismi iizerinde
) (fF9)@® = fO+g9®,
i) (a-f)@®) =aXxf(t), t €labl,a€Ry
C*(T)

islemleri altinda bir vektor uzay: olusturur. Bu uzay ( 5 [a, b],, ]R{ﬁ) ile gosterilir.

Tanmim 6.6. x; € R,, 0 < i < n olmak iizere a-toplam operatorii

a

Z x; = x1+x,+ - 4x,

0<isn

ile tanimlanir.

Tamm 6.7. y; € R, 0 < i < n olmak lizere f-toplam operatorii

B
2 Vi = y1tyat o Fom

0<isn

ile tanimlanir.

Teorem 6.5. R; cismi iizerinde tanimli CE ) [a, b], vektor uzayi,
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B
_ *(1)
s, = I

;" labla
o<isr

seklindeki B-normu ile bir f-normlu vektor uzayi olusturur. Bu uzay

(Cﬁ*(r) [al b]a’ ” : ”C;;(T) [a,b]a)

ile gosterilir.

Tanm 6.8. 4: D(A) = (31, bl Mlgyians,) = (Cola, bla Mllcyia, ) tanimis

Af(8) = f*(t),t € [a, b,

operatoriine *-tlirev operatorii denir.
Yukarida tanimi verilen *-tiirev operatorii lineerdir (dogrusaldir) fakat sinirli bir operator

degildir.

Yildiz integral Operatérleri

Gosterim 6.3. Rgla,bl, ile [a,b], arahiginda *-Riemann integrallenebilir
fonksiyonlar kiimesini gosterelim.

Teorem 6.6. R,, Rg ikitane a-normlu vektdr uzayi ve = (Ra, ]Rﬁ) strali ikilisi
olsun.
Rgpla, b], kiimesi R; cismi iizerinde
i) (f+9)(©) = F(O+g9(D),
iv) (c- @) =cX f(t), t €[a,bly, c ERy
islemleri altinda bir vektor uzay1 olusturur. Bu uzay (Rﬁ [a, b],, ]Rﬁ) ile gosterilir.

Teorem 6.7. Rg cismi iizerinde tanimli Rg[a, b], vektdr uzay:

Fllggtate = | 17CIgx

[a:b]a

a-normu ile bir @-normlu vektdr uzay: olusturur. Bu uzay (Rﬁ [a, bla, ”'”RB[a,b]a) ile

gosterilir.
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Tamm 6.9. J: R,[a, b], — Rg taniml

Tramif @) = f F(O)dt

[a'b]d

operatoriine *-Fredholm integral operatorii denir.

Tamim 6.10. x € [a, b] olmak tizere K: R, [a, b], = R.[a, b], tanimli

KF(x) = f F(Odt

[a,x]a

operatoriine *-Volterra integral operatorii denir.
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7. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tez calismasinda, Newtonyen olmayan analizde cebirsel ve topolojik
kavramlarin temelini olusturan bazi tanim, teorem ve ozellikler, kapsamli bir literatiir
taramasi esliginde sunulmustur. Konuyla ilgili mevcut ¢aligmalarin biiylik bir kismi
incelenmis ve elde edilen bulgular derleyici nitelikte sistematik bir bigimde bir araya
getirilmistir.

Bu caligma, Newtonyen olmayan analizde cebirsel ve topolojik yapilar1 incelemeyi
amagclamaktadir. Klasik (Newtonyen) analizde oldugu gibi, Newtonyen olmayan analizde
de cebirsel ve topolojik yapilarin temellerini olusturan bazi tanim, teorem ve dzellikler
sunulmustur. Literatlir taramasi boliimiinde, hem Newtonyen analizde hem de
Newtonyen olmayan analizde yer alan bazi anahtar kavramlar ve teoremler ele alinmas,
ozellikle alfa islemleri {izerine yapilan caligmalar verilmistir. Ardindan, Newtonyen
olmayan analizdeki cebirsel yapilar incelenerek, alfa reel sayilar iizerinde tanimli grup ve
cisim yapilar1 ele alinmis ve bu yapilarin vektor uzayi olusturma kapasitesi arastirilmistir.
Calismanin devaminda, Newtonyen olmayan topolojik yapilar {izerine yogunlasilmis,
alfa araliklar, alfa mutlak deger ve alfa metrik uzay kavramlar1 formel bir sekilde
tanimlanmis ve bu yapilarin temel 6zellikleri analiz edilmistir. Boylelikle, Newtonyen
olmayan analizdeki cebirsel ve topolojik altyapinin klasik analizdeki cebirsel ve topolojik

altyap1 ile uyumlu oldugu goézlemlenmistir.
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