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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

Newtonyen Olmayan Cross Akiskanmin Smir Tabakasi Icerisindeki
Davramisinin Incelenmesi

Hikmet SUMER

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Makina Miihendisligi Anabilim Dah

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Yigit AKSOY

Bu ¢alismada Newtonyen olmayan bir akigkanin plaka tizerindeki akisinda
sinir tabakasi davranisi incelenmistir. Newtonyen olmayan akiskan Cross akiskan
formiilii ile modellenmis olup, fiziksel problemimize uygun olarak segilen kartezyen
koordinatlarda momentum denklemleri elde edilmistir. Daha sonra plaka tizerinde
Newtonyen olmayan bu siirtiinmeli akis1 tanimlayan momentum denklemlerine sinir
tabakas1 yaklasimi uygulanmistir. Elde edilen bu kismi diferansiyel momentum
denklemleri, sz konusu sinir tabakasi kabulii ile basitlestirilmistir. Kabuller sonrasi
momentum denklemlerinin yerine gegcecek smir tabakasi denklemleri yeni
degiskenler vasitastyla boyutsuzlastirilmistir. Cross akiskan formiiliine 6zgii olan bu
orijinal smir tabakasi denklemlerinin simetrileri dl¢cekleme doniistim formiilleri ile
bulunmustur. Bulunan simetriler vasitas: ile kismi diferansiyel denklemlerin adi
diferansiyel esdeger denklemleri elde edilmistir. Nihai adi diferansiyel denklemlere
bir sayisal ¢oziicii uygulanmis ve elde edilen sayisal verilerle gizilen grafiklerden
Cross akigkan parametrelerinin akiskan davranisi lizerindeki etkileri yorumlanmustir.
Sonug olarak akigkanin viskozite sabitlerinin Newtonyen viskozite ile benzer etkiler
gosterdigi, diger sabitlerinin ise bir diger Newtonyen olmayan akiskan modeli olan
power-law formiilii ile benzerlikler tasidig1 saptanmustir.

Anahtar Kelimeler: (Newtonyen olmayan akiskan, simir tabakasi teorisi, Cross
akiskan modeli, benzerlik coziimleri, sayisal coziimler)

2019, 49 sayfa



ABSTRACT

M.Sc. Thesis
Boundary Layer Approach for a non-Newtonian Cross Fluid
Hikmet SUMER

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mechanical Engineering

Supervisor: Assist. Prof. Yigit AKSOY

In this study, the behavior of a non-Newtonian fluid within the boundary
layer is analysed. Non-Newtonian fluid is modeled with Cross fluid formula and
momentum equations are obtained in selected cartesian coordinates according to our
physical problem. Then, boundary layer approach is applied to momentum equations
which define this non-Newtonian frictional flow on the plate. The resulting partial
differential momentum equations are simplified by the adoption of the boundary
layer. The boundary layer equations, which will replace the momentum equations
after the assumptions, were dimensioned by means of new variables. The symmetries
of these original boundary layer equations, which are specific to the Cross fluid
formula, were found by scaling transformation formulas. Ordinary differential
equivalent equations of partial differential equations were obtained by means of the
symmetries. A numerical solver was applied to the final ordinary differential
equations and the effects of Cross fluid parameters on the fluid behavior were
interpreted from the graphics which drawned with the obtained numerical data. As a
result, viscosity constants of the fluid have similar effects with Newtonian viscosity,
while other constants have similarities with the power-law formula which is another
non-Newtonian fluid model.

Keywords: (non-Newtonian fluid, boundary layer theory, Cross fluid model,
symmetry solution, numeric solution)

2019, 49 pages
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1.GIRIS

Kat1 cisimler bir dig kuvvet etkisi altinda sekil degistirebilirken, kuvvet
ortadan kalktig1 zaman ¢ok kisa siirede ilk haline donerler (elastik deformasyon) ya
da sekil degistirmis son haline yakin bir durumu korur (plastik deformasyon). Kisaca
kat1 cisimler sekil degisimine neden olan etkiler ortadan kalktiginda, kisa siirede
nihai bir sekle kavusurken, bir akiskanin sekil degistirmesine neden olan etkiler
ortadan kalksa bile akigkan sekil degistirmeyi siirdiiriir. Bu gozlemden yola ¢ikarak
bir kuvvet etkisi altinda siirekli sekil degistiren cisimlere akigkan denebilir. Ancak,
bu akiskan taniminin akigkanlar mekaniginin gelismesi ile eksik veya kisitlayici
oldugu aragtirmacilar tarafindan fark edilmis ve “akma davranis1” gosteren klasik
tanima uymayan kat1 veya akiskan cisimler i¢in reoloji [1] yani “akigin bilimi”
gelistirilmistir. Bundan dolay1 ¢ogunlukla katilar ve akigskanlar arasindaki ¢izgi kesin
olmamakla beraber, kati bir cisim oldugu halde akiskan davranisi gosteren veya
akiskan olup da bazi 6zel durumlarda kati cisim haline doniisen cisimler
gozlemlenebilir. Bu durum sicaklik degisiminden dolayr gergceklesen faz
doniisiimlerinden farklidir. Ornegin bir dis macunu, tiip icerisinde ya da dis fircasiin

tizerinde kat1 cisim halindeyken, tiip sikildiginda ya da fir¢alarken akiskan hale gelir.

Bir nehirde akan su gibi siirekli akma davranisi gdsteren maddeler Isaac
Newton tarafindan dogrusal kayma gerilmesi-deformasyon hizi iligkisi ile sistematik
bir sekilde ilk olarak tanimlanmistir. Bu tanima uyan maddelere Newtonyen akiskan
denmekle birlikte, akiskana uygulanan kuvvet akigkan icerisinde kayma
gerilmelerine neden olur ve bu kayma gerilmelerinin biiyiikliigii ile dogru orantili
olacak hizda akiskan deforme olur. Newtonyen akis aslinda aralarinda siirtiinme
bulunan ¢ok ince iist liste binmis akigkan plakalarinin goreceli hareketinden olusur.
Bir plakayr hareket ettiren kayma gerilmesi plakalar arasi siirtlinmeleri ile diger
paralel plakalara aktarilir. Plakalarin hizindaki degisim dogrusaldir veya baska bir

deyisle plaka basina hiz degisimi sabittir.



Sekil 1.1. Paralel Plakalar arasinda Akis.

S6z konusu akisa 6rnek Sekil (1.1.)° de betimlenen paralel plaka akisi
verilebilir. Birbirlerinden H kadar uzaklikta sonsuz uzunluktaki plakalar arasindaki
hareketsiz Newtonyen akiskan iist plakanin U hiziyla ¢ekilmesi ile hareket ettiriliyor.
Kaymama kosuluna gore akiskan kat1 cismin hizini alir; bu yiizden alt plakada hiz
sifirken iist plakada akiskan hiz1 U* dur. Ust plakaya Newtonyen akiskan tarafindan
uygulanan kayma gerilmesi asagidaki sekilde dogrusal kayma gerilmesi deformasyon

hiz iliskisi ile bulunabilir.
U
Tyx =Hu Iy:H E (11)

Burada p orant1 sabiti ya da akiskanin akmaya gosterdigi direng olan viskozitedir.
Herhangi bir y yliksekligindeki akiskan plakasia etki eden kayma gerilmesi igin
plakanin hizlarinin y koordinatina goére degisimi bilinmelidir; ya da diger bir ifade

ile;

Ty = p (1.2)

kayma gerilmesi formiiline akigkan hiz profili u =u(y) yerlestirilerek
hesaplanabilir. Newton’ un ikinci yasasi, ¢ok kiiciik bir akigkan prizmasi i¢in lizerine
etki eden kayma gerilmeleri dikkate alinarak olusturuldugunda asagidaki esitligi

Verir.



Lt =0 (1.3)

Bu ifadeyi Denklem (1.2) ye yerlestirilip iki kez integral alinip kaymama
kosullar1 u(H) = U ve u(0) = 0 uygulanirsa;

u(y) =2y (1.4)

Dogrusal hiz profili elde edilir. Dikkat edilirse hiz profili plakalar arasinda
dogrusal degismekte ve biitiin akiskan plakalarina ayni kayma gerilmesi etki
etmektedir. Bu sonu¢ matematiksel olarak bakildiginda viskozitenin sabit olmasinin
bir sonucudur. Sabit viskozite durumu deneysel sonuclarla da uyumlu olacak sekilde

dogrusal degisen bir hiz profiline yol agmaistir. [2]

Dogada gozlemlenen her akiskan yukaridaki Newtonyen davranisa
uymamaktadir. Bu davranisa uymayan akigkanlara Newtonyen olmayan (non-
Newtonyen) akiskan denir. Newtonyen akiskanlar, dogrusal kayma gerilmesi
deformasyon hiz1 iligkisi ile tanimlanirken, Newtonyen olmayan akiskanlarin tiimii
icin tek bir 6zellik belirlemek miimkiin degildir. Bu ¢alisma kapsaminda incelenecek
olan akigkan tipi non-Newtonyen 0Ozelligini dogrusal olmayan kayma gerilmesi
deformasyon hiz1 iliskisine bor¢lu oldugu i¢in viskozitenin sabit degil, deformasyon
hizina bagl oldugu ‘genellestirilmis Newtonyen akiskan’ (GNA) modelleri tizerinde

durulacaktir. Kisaca viskozite;

n=p(3) (1.5)

dy

deformasyon hiz gradyeninin fonksiyonu olacak sekilde Ornekte verdigimiz tek
boyutlu bir problem i¢in yazilabilir. Dikkat edilirse bu viskozite esitligini Denklem

(1.2) ve ardindan Denklem (1.3)’ de kullanip hiz profillerine ulasmamiz igin,
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viskozitenin hiz gradyenine bagl acik halini bilmemiz gerekir. Newtonyen akiskanin
dogrusal iligkisinin aksine Newtonyen olmayan akiskanlarda dogrusal olmayan
viskozite ve hiz gradyeni iliskisi bulunacag1 asikardir. Matematiksel olarak dogrusal
bir iliskinin matematiksel formu tek iken dogrusal olmayan iligkilerde bdyle bir sey
s6z konusu olmamakla birlikte sayisiz segcenek bulunmaktadir. Ayni durum
Newtonyen olmayan akiskan iligkileri i¢cinde gegerlidir. Bu zamana kadar farkl
tipteki Newtonyen olmayan akiskan davranislar1 i¢in deneysel gozlemler sonucu

farkli matematiksel modeller gelistirilmistir.

Genellestirilmis Newtonyen akiskanlardan bahsedildigi zaman, viskozitenin
deformasyon hizina ya da baska bir deyisle hiz gradyenine bagl oldugu daha 6nce
bahsedilmisti. Dolayisiyla Newtonyen olmayan akigskanlarda viskozite sabit olmak
yerine hiz gradyenine bagli olarak bir sekilde artacak ya da azalacaktir. Bu
bahsedilen viskozitenin hiz gradyenine bagliligi, genellestirilmis Newtonyen

akiskanlar1 birbirlerinden ayiran 6zelligidir.

Pseudo Plastik

Bingham
plastik

Kayma Gerilmesi

Newtonyen
— akigkan —

incele
Akigian
'\ Kabarann

Akiskan —

Deformasyon Hizi

Sekil 1.2. incelen ve kabaran akis grafikleri.



Sekil (1.2)’ de farkli Newtonyen olmayan akiskanlarin kayma gerilmesi hiz
gradyeni iliskisi verilmistir. Artan deformasyon hiz1 (hiz gradyeni) ile daha akici
yani daha kolay akabilen akiskanlara incelen (shear thinning) akiskan denir. Dis
macunu, her tiirli endiistriyel boyalar, ketcap, mayonez gibi gida {iriinleri ve
biyolojik sivilar bu kategori altinda degerlendirilebilir. Tam tersi sekilde artan hiz
gradyeni ile akis1 zorlasan ve hatta kat1 hale yakin formlara ulasan akigkanlara ise
kabaran (shear thickening) akiskan denir. Yiiksek hizlarda karistirma sonucu hamur
kivamina gelen misir nisastast unu ve su karisimi bu akigkanlar sinifina dahil
edilebilir. Hamur {izerindeki karistirma ya da yogurma islemi ortadan kalktiginda
kendi agirhiginin etkisi ile tekrar akiskan hale gelecegini ayrica sdylenmelidir.
Incelen ve kabaran akiskanlarda farkli olarak da akma davranisi icin yenilmesi
gereken bir 6n gerilme degerine ihtiya¢ duyan akiskanlara Bingham plastik akiskani
denir. Bu gerilme degerinden 6nce akiskan kati haldedir. Daha biiyiik gerilmelerde
ise madde sabit bir viskozite ile akar. Kil siispansiyonlar1 ve sondaj ¢camuru gibi
toprak-su karisimlari bu davranisi gosterir. Ancak incelen, kabaran ve Bingham
plastigi arasinda i¢ ice ge¢mis dzelliklere sahip akiskanlar da bulunur. Ornegin daha
once bahsettigimiz dis macunu, ket¢ap ve mayonez gibi maddeler her ne kadar
incelen akigkan kategorisine girse de Bingham plastik gibi akmak i¢in yenmesi
gereken bir 6n gerilmeye ihtiya¢ duyarlar. Bu sayede dis macunu fircanin {izerinde
kat1 halde durabilmekte ve ket¢ap, mayonez gibi maddeler de sikilmadan kendi
agirhgr ile tliplinden disar1 ¢ikamamaktadir. Akma gerilmesi gecildikten sonra
incelen akiskan davranisina sahip bu akiskanlara Bingham psddoplastik akiskani
denir. Bu oOzelliklerin matematiksel olarak aciklanabildigi genellestirilmis
Newtonyen akiskan modellerine gegmeden 6nce kayma gerilmesi-deformasyon hizi
iliskisinin  Gtesinde 0Ozelliklere sahip Newtonyen olmayan akigskanlardan da
bahsedilmelidir. Kayma gerilmesi altinda viskozitenin zamana gore azaldig1 ya da
akiskanin zamanla daha akici hale geldigi Newtonyen olmayan akigkanlara “zamana
gore incelen” tiksotropik akiskanlar denir. Bu tip akiskanlarda viskozite,
genellestirilmis Newtonyen akiskanlar altinda ele alinan incelen akiskanlarin aksine
sabit deformasyon hizlarinda zamanla azalir. Ornegin karistirma sonucu sulanan
yogurtta kayma gerilmesi ortadan kalktiginda madde katilagir. Dikkat edilirse her

tiksotropik akiskan aslinda zamandan bagimsiz olarak ele alinirsa GNA bashiginda



tanitilan incelen akigkan tanimina uyar. Gida sanayinde ketgcap gibi aslinda incelen
GNA olarak kabul edilip aslinda tiksotropik o6zellik bulunduran akigkanlar
bulunabilir. Ele alinan problemin kisitlarina gore bu tarz akigskanlar tiksotropik ya da
sadece incelen GNA olarak kabul edilebilir. Zamana bagli 6zellikleri bulunan diger
bir tip Newtonyen olmayan akiskan grubu ise viskoelastik akiskanlardir. Bu tip
akigkanlarda madde viskoz Ozelliklerinin yani sira kayma gerilmeleri ortadan
kalktiginda elastik davranmis geregi ilk durumuna ya da ge¢misteki bir sekline geri
doner. Bu 6zelligi materyal hafizas1 da denir. GNA kabuliinde i¢ gerilmeler kuvvet
ortadan kalktiginda bir anda yok olur, viskoelastik akiskanlarda bu durum belirli bir
zaman alir. Polimer-silikon tabanli oyuncak toplar, egzersiz hamurlar1 bu akiskan
ozelliklerine sahiptir. Simdiye kadar sayilan ozellikler akiskanin sadece kayma
gerilmesi altinda deforme oldugu kabuliine dayanmaktadir. Bu akiskan kabuliinde
akisa dik ya da normal kuvvetlerin etkisi yoktur. Ancak bazi yiiksek molekiiler
agirlikli polimer soliisyonlarinda viskoelastik davranis olarak donen bir mil etrafinda
tirmanma davranis1 gozlemlenmistir. Newtonyen akigskan, donen bir milin etrafinda
atalet etkileri geregi parabolik bir sekil alirken, bu tip akiskanlarda polimer zincirleri
donme sonucunda esneyerek normal gerilmeleri olusturur. Bu normal gerilmeler ya
da kuvvetler atalet kuvvetlerine baskin gelerek akiskanin mil boyunca tirmanmasina

yol agar.

Buraya kadar en ¢ok rastlanan Newtonyen olmayan akiskanlar 6zetlenmistir.
Ancak tekrar lizerinde durmaliyiz ki, belki de bu Newtonyen olmayan akiskan tanimi
yerine Newtonyen olmayan 6zellik dememiz daha dogru olabilir. Nedeni ise ketcap
gibi  ¢ogu Newtonyen akigskanin aslinda birden fazla grup altinda
siniflandirilabilmesidir. Ornegin bir normal gerilmeleri tastyan viskoelastik akiskan
ayni zamanda incelen akiskan olabilir. Eger akis geometrisinde normal gerilmeler
olusmayacak ve yeteri kadar yiiksek deformasyon hizlart mevcut ise, atalet
kuvvetleri baskin duruma gecgeceginden matematiksel yapist daha karmasik olan
viskoelastik akigkan yerine sadece incelen GNA kabulii yapilabilir. Bu calisma
kapsaminda incelenecek akiskan GNA oldugu i¢in bundan sonraki kisimlarda GNA

matematiksel modelleri tizerinde durulacaktir.
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Sekil 1.3. Incelen bir GNA’ nin viskozitesinin deformasyon hiz ile degisimi.

Sekil (1.3)” de bir incelen GNA’ nin viskozitesinin deformasyon hizi ile
degisimi verilmistir. Viskozite egrisinde dikkat edilirse 3 farkli bolge isaretlenmistir.
Akiskan ilk bolgede p sabit viskozite degerine sahip iken artan deformasyon hizi ile
viskozitenin azalma davranisi gosterdigi power-law bolgesine girer. Deformasyon
hizinin artmasi ile viskozitedeki azalis sonlanir ve limit viskozitenin yani p,’ un
gecerli oldugu son bolgeye girilir. Akiskan belirli bir deformasyon hizina kadar (u)
ve deformasyon hizi ne kadar artarsa artsin son bolgede (u4,) sabit viskozite degerine
sahip oldugundan bu bolgelerde akiskan, Newtonyen olarak kabul edilebilir.
Viskozitenin azalma davranis1 gosterdigi power-law bolgesi Newtonyen olmayan
kismu ilgilendirir. Denklem (1.2) koordinat sisteminden bagimsiz olarak GNA ig¢in

tensorel formda asagidaki sekilde yazilir.

T=uvy (1.6)

Yukaridaki ifadeye herhangi bir GNA icin biinye denklemi de denir. Ele
alman koordinat sistemi i¢in akigkan pargacigmin iizerine etki eden kayma
gerilmelerini igerir. Y ise benzer sekilde birim uzama hizlarini ya da baska bir deyisle

deformasyon hizlarimin gradyenlerini igeren tensordiir. (deformasyon hiz tensorii)



u(y) viskozite fonksiyonu, GNA igin goriiniir viskozitedir. Newtonyen igin;
u(y) =u  sabit olmak iizere, Denklem (1.6) T=py haline indirgenir.
Matematiksel GNA modelleri ile Sekil (1.3)’ de gosterilen viskozite egrisi veya
baska tiirlii egriler olabildigince dogru tahmin edilmeye calisilmaktadir. Dikkat
edilirse grafikte aym1 baslangic GNA viskozitesine sahip Newtonyen akiskan
viskozitesi deformasyon hizina gore degismemektedir. Dolayisiyla Newtonyen
akigskan kabulii goriiniir viskoziteyi sadece dar bir bolgede saglamaktadir. Benzer
sekilde, limit viskoziteye sahip bir Newtonyen akiskan ise sadece son bdolgede
goriiniir viskozite ile benzer sonuglar verir. Bu kavramdan yola ¢ikan arastirmacilar
Newtonyen akigkan viskozitesinin hicbir sekilde gecerli olmayacagi power-law

bolgesi i¢cin Ostwald-de Waele GNA modelini 6nerdi.[3]

w@) = nly"* (1.7)

Burada n, GNA igin viskozite sabitini, n power-law indeksini ve |y| ise ¥y
tensoOriiniin  siddetini temsil eder. Denklem (1.7) goriinlir viskozitesi ile
iligskilendirilen GNA ayrica power-law akiskani olarak da bilinir. Power-law ifadesi
dikkat edilirse n = 1 i¢in, Newtonyen akigkan modeline doniisiir. n <1l ven >1
icin swrasiyla incelen ve kabaran akiskanlari temsil eder. Incelen akiskanlarda
deformasyon hizi arttikga, ¥y — oo, goriiniir viskozite sifirlanir, p = 0. Cok diisiik
deformasyon hizlarinda ise, ¥y = 0, goriinlir viskozite sonsuza yaklasir, p — co.
Ancak gercekte hicbir akiskanin viskozitesi ne sifir ne de sonsuz olur. Ayni durumlar
kabaran akiskanlar icinde gecerli olup power-law akigkan modelinin baglangic ve
limit viskozite degerlerinde basarili olmadigt agik¢a bellidir. Bu yiizden
arastirmacilar tarafindan limit viskozite degerlerinde de basarili sonuglar verebilecek
modeller gelistirilmistir. Bu modeller icerisindeki en ¢ok bilinenlerden biri asagidaki
Cross akiskan modelidir.

Ho—Hoo

1.8
1+nly[™ (1.8)

K(¥) = Heo +

Dikkat edilirse yukaridaki ifade diisiik deformasyon hizlarinda, y = 0,

goriiniir viskozite baslangi¢ viskozitesine esittir, p(y) = po . Yiiksek deformasyon



hizlarinda ise, Yy = o, u(y) — Uo gergeklesir. n ‘ya burada Cross akiskan modeli
icin viskozite ya da zaman sabiti denir. GNA modellerinin ampirik formiiller ve
deneysel sonuglar ile uyumlu olacak sekilde sabitleri belirlenmelidir. Basta Cross
akigskan modeli olmak tizere, GNA modelleri Newtonyen akiskana gore matematiksel
olarak dogasi geregi daha karmasik yapidadir. Incelen akiskanlar icin limit viskozite
baslangi¢ viskozitesine gore oldukega kiigliktiir, g > e . Ayrica limit viskozite
degerinde n|y| > 1 olarak yiiksek deformasyon hizlar1 gergeklesir. Bu kabuller ile
asagida verilen basitlestirilmis Cross tipindeki Sisko akigkan modeli [4]

arastirmacilar tarafindan gelistirilmistir.

w(¥D) = pe + ,‘7‘—2 (1.9)

Sisko akiskan modeli diisiik deformasyon hizlarinin disinda basitlik agisindan Cross
modelinin yerine g¢ogunlukla tercih edilmektedir. Ancak power-law ve Sisko
akiskaninin aksine Sekil (1.3)’ deki tiim bdolgeleri saglayacak bir model araniyorsa
Cross formiilii tercih sebebi olmalidir. Ayrica Cross akigkan modeline alternatif
olacak birden fazla parametreye sahip Carreau, Carreau-Yassuda, Williamson ve

Philippoff akigkan modelleri GNA analizleri i¢in de kullanilir.

Bu calismada yukaridaki 6zetlenen GNA modellerinden Cross akiskan modelinin,
aerodinamik bir problemde etkileri incelenmistir. Plaka iizerinde gerceklesen akisin

Newtonyen olmayan kabuller ile nasil degisecegi sorgulanacaktir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Literatiir Ozeti

Hem bir 6nceki kisimda deginilen temel kavramlara dayanan hem de mevcut
calismamiza referans olarak faydalanilan calismalardan bu kisimda bahsedilecektir.
Her ne kadar bilgisayar ¢aginda yasadigimiz i¢in bu cihazlarin yeteneklerinden tam
anlamiyla yararlanan sayisal yontemler, akigkanlar mekanigi problemleri diizleminde
oldukca gecerli olsa da halen daha analitik ¢alismalarin olusturdugu kapsamli
ongoriiler yadsinamaz. Navier-Stokes denklemleri olarak da bilinen Newtonyen
akiskanlarin momentum esitliklerinin analitik ¢oziimleri sadece basit geometri ve
0zel akis kabullerinde bulunmaktadir. Karmasik geometriler ve ¢oklu fizik
problemleri i¢cin Ansys, Comsol gibi sayisal ticari yazilimlar siklikla
kullanilmaktadir. Ancak bu yazilimlarin Newtonyen olmayan akiskanlar icin
yetkinligi olduk¢a smirlidir. Bunun en Onemli nedeni Newtonyen olmayan
akiskanlara ait denklemlerin birbirlerinden oldukga farkli olmalar1 ve tiim akigskanlari
temsil eden tek bir modelin olmamasidir. Bahsi gecen belli bagli GNA modellerine
iliskin calismalara deginmek gerekirse ilk dnce bu modelleri ortaya atan merkezde
bulunan c¢alismalari daha sonra da bu modelleri hem deneysel hem de teorik

calismalarda kullanan ¢aligmalara deginilmelidir.

GNA dahil Newtonyen olmayan akiskanlara ait matematiksel modellerin
¢oguna Bird tarafindan yapilan derleme bir ¢alismada [5] deginilmistir. Bu ¢alismada
GNA modellerin genelde ampirik gozlemlere dayandigi ancak viskoelastisite gibi
karmasik durumlarda molekiiler ve istatistiksel metotlarin kullanilmas1 gerektiginden
bahsedilmistir. Yine de kavramlarin modelin ortaya atildigi goézlemsel veya
matematiksel araclar ne olursa olsun Newtonyen teori ile uyumlu olmasi gerektigi
kacimilmazdir. Bahsi gegen calismada bahsedilen birden fazla parametreye sahip
GNA modellerinden biri Meter ve Bird [6] tarafindan Newtonyen olmayan bir
akiskanin boru i¢i laminer akisinda kullanilmistir. Coziimler analitik olmasina
ragmen yaklasik ¢oziimlerdir ve tam analitik ¢6ziimii bulmak miimkiin olamamustir.
Oysa ki aymi akis geometrisi i¢in Newtonyen akiskanin tam analitik ¢dziimleri
mevcuttur. Mitsuishi ve Aoyagi [7], blinye denklemi hiperbolik ifadeler igeren bir

GNA modelinin farkli kesitlere sahip kanallar icerisindeki akisini incelemislerdir.
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Arastirmacilar s6z konusu g¢alismada varyasyonel mekanigi Newtonyen olmayan
akiskanlarin mekanigi ile iliskilendirmislerdir. Power-law akigkaninin kisitlarina
sahip olmayan Ellis akiskan modelinin farkli akis geometrileri altinda incelenmesi
Matsuhisa ve ark. tarafindan [8] sunulmustur. Bu ¢alismada momentum denklemine
ek olarak 1s1 transfer etkilerinin incelenmesi i¢in enerji denklemi de ele alinmustir.
Yasuda [9], viskometrik bir akista Newtonyen olmayan bir akigkanin viskozitesini
Carreau akigkan modelini temel alan ¢ok noktali bir viskozite formiilii ile
hesaplamislardir. Bu sayede viskozite—deformasyon hizi iligkisini genis bir aralikta
deneysel sonuglar ile uyumlu olacak bir sekilde gostermislerdir. Bir gesit silika
tozunun polipropilen glikol ile olusturdugu siispansiyonun artan deformasyon hizlari
ile 6nce incelen daha sonra kabaran, ¢ok yiiksek deformasyon hizlarinda ise tekrar
incelen davranig gosterir. S6z konusu GNA modelleri bu davranist tahmin
edemeyecegi icin Galindo-Rosales ve ark. [10] kompozit bir viskozite modeli
onermislerdir. Ug farkli viskozite modelinden olusan kompozit ya da diger bir tabir
ile parcal1 viskozite modeli ile biitiin bolgelerde ve gecislerde stireklilik bozulmadan
s6z konusu akiskanin viskozitesi, egri uydurma islemine dayali bir yaklagimla
modellenmistir. Uretimde siklikta kullanilan plastik enjeksiyon tekniginde kaliba
enjeksiyon vasitast ile dolan polimer bilesikli materyaller Newtonyen olmayan
akigkan olarak kabul edilebilir. Sanayide siklikla kullanilan Moldflow gibi
yazilimlarda GNA modelleri hazir olarak tanimlanmistir. Bu modeller Koszkul ve
ark. [11] tarafindan 6zel bir akis durumu i¢in farkli materyal 6zellikleri ile ele
alinmistir. Arastirmacilar daha gelismis akiskan modellerinin daha giiglii hesaplayici
donanimlara ihtiya¢ duydugunu ve gelisen teknoloji ile ileride kullanilabilecegimizi
belirtmistir. Abbas ve ark. [12], petrol kuyularinin insasinda test amacl kullanilan
0zel bir akigkanin goriiniir viskozitesinin sicakligin fonksiyonu olarak kabul edip,
farkli iki GNA modelinin bu akigkan i¢in kullanilabilir oldugunu gostermislerdir.
Yine petrol endiistrisinde kuyular1 agmak i¢in kullanilan sondaj sivilar1 topragin
icinde ¢amur halini alir ve GNA olarak davranir. Bu ¢amurlarinin viskozitesi
bilinmesi sondaj prosesinde karsilagilacak sikintilar1 6nceden 6ngérmemize yardimci
olur. Al-Zahrani [13] cogu GNA akiskan modelinin bu tayinlerde kullanildig1 ancak
modellerin birbirlerine gore istiinliigli ya da eksikliklerinin bulundugunu belirtmistir.
Bu yiizden, Al-Zahrani, modellerin gii¢lii taraflarin1 biinyesinde bulunduran daha
genel bir gorilinlir viskozite fonksiyonu Onermis ve deneysel sonuglarla uyumlu

olarak basarili sonuclar verecegini gostermistir. Raju ve ark. [14] viskometrik bir
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akisin verilerini Carreau, Cross ve Ellis modellerine saglatmaya calismiglardir.
Arastirmacilara gore sinir viskozite degerlerinde Carreau ve Ellis modellerinin Cross
modeline gére daha basarili sonuglar verdigi sOylenmistir. Ancak ¢alismada Cross
akiskan modelinin genel formunun tiim parametrelerinin aksine iistel parametre sabit
bir deger (n = 3/2) alinmistir. GNA akiskan modelleri goriiniir viskoziteyi
hesaplamaktan bagka momentum ve enerji denklemine yerlestirilerek akiskanin
hareketinin ve sicakliginin tahmininde kullanilabilir. Klasik momentum ve enerji
denklemi yaklasimina alternatif olarak akiskanlar mekaniginde Lattice-Boltzmann
denklemlerinin lizerinde son zamanlarda arastirmalar ¢ogalmistir. Eulerian ya da
kontrol hacmi yaklasgimindan ziyade Lattice-Boltzmann denklemleri Lagrangian
prensiplerine gore ¢aligir. Lagrangian yaklasimda her akiskan parcacigi zaman iginde
izlenmektedir. Dolayisiyla ¢cok daha yiiksek hesaplama giiciine ihtiya¢ vardir. Ancak
bu yaklasim Eulerian yaklasimi temel alan klasik tekniklerin ihtiya¢ duydugu ¢oziim
aglarindan (mesh) bagimsizdir ve ¢oziim aglarinin yol agtig1 hassasiyet sorunlarina
sahip degildir. Boyd ve ark. [15] Casson ve Carreau-Yasuda modellerini Lattice-
Boltzman yaklagimina uyarlamislardir. Elde edilen sonuglara gore Lattice-Boltzmann
yaklasimu klasik teoriye uygun sonuglar vermistir. GNA modellerinin kullanildig: bir
diger alan ise yaglama teorisidir. Miller ve yataklar arasinda olusan bosluklari
doldurup siirtlinmeyi azaltmasi icin kullanilan endiistriyel yaglar amaglar geregi
Newtonyen akiskandan farkli davranmak zorundadir. Yaglama teorisinin ele aldig
akis geometrisi viskometrik akis tipine yakindir. Ancak yatak i¢inde basing dagilimi
s6z konusu oldugunda viskometrik akista yapilan kabullerin bir kismi burada
yapilmamalidir. Ozellikle akis birden fazla boyuta sahip olmalidir. Bu kavramlarin
bulunabilecegi bir ¢alisma Kacou ve ark. [16] tarafindan normal gerilmelere sahip
liciincli derece Newtonyen olmayan bir akigkan ele alinarak yiiriitiilmistiir.
Matematiksel olarak oldukca karmasik olan bu akiskan modelinin yol acgtigi
denklemlerin yaklasik ¢oziimleri yapilmis ve yataklar igindeki basing dagilimi
cikarilmistir. Kullanilan akiskan vasitasi ile yataklarin tasima kapasitesinin biiyiik
oranda gelistirilebildigi sdylenir. GNA akigkanlarin ve ozellikle biyolojik sivilarin
aktig1 ortamlar gozenekli olabilir. Gozenekli ortam ve Darcy prensipleri geregi ortam
ve akiskan arasinda iligkili bir gozenekli ortama has goriiniir viskozite tayin
edilmelidir. Bu viskozite GNA modelleri i¢cinde bir takim farkli degisikliklere ugrar.
Aksoy ve ark. [17] bir dnceki ¢alismada kullanilan iiclincii derece akiskani gozenekli

bir ortam i¢in ele almislardir. Bu caligmada 1s1 transfer etkileri de ele alinmis olup,
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liclincii derece Newtonyen olmayan akiskanin s6z konusu geometri i¢in GNA olarak
da kabul edilebilecegi sOylenebilir. Kolesterol sonucu tikanmis damarlardaki kan
akis1 bir GNA akigkan1 ve i¢i gézenekli bir ortam olan bir boru ile Dash ve ark. [18]

tarafindan modellenmistir.

Bu calismada GNA modeli olarak kullanilacak akiskan modeli Cross [19]
tarafindan olduk¢a genis Olgekte bulunan Newtonyen olmayan pseudoplastik
(incelen) akiskanlar, cesitli maddelerin sulu veya susuz c¢ozeltileri ve aynm sekilde
siispansiyonlar1 i¢in onerilmistir. Bu model, goriiniir viskozitenin, iy, e Olarak her
iki sinir degerini ve 7 zaman sabiti {izerinden bu degerlerde hangi deformasyon hiz

araliklarinda olacaklarini belirtir.
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Sekil 2.1. Cross modelinin goriiniir viskozite ve deformasyon hizi iligkisi.
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Sekil (2.1)’ de temsili olarak Cross modelinin goriiniir viskozite ve
deformasyon hiz1 iliskisi verilmistir. 7 sabiti kiiciildiikce g © 1 gegmek i¢in gereken
maksimum deformasyon hizi artar. Buna karsilik tam tersi durumda, yani n sabiti
biiyiidiik¢e limit viskozite [,,” a daha erken deformasyon hizlarinda ulasilir. Ayrica
bu temsili teorik grafiklerde power-law indeksinin sabit bir deger alindigi
sOylememiz gerekir. Son yillarda Cross modeli kullanilarak yapilmis calismalara
deginmek gerekirse; Hayat ve ark. [20] elektriksel olarak iletken bir Newtonyen
olmayan akigkanin manyetik alan etkisi ile diizlemsel bir ylizey tizerindeki akisini
Cross modeli iizerinden incelemislerdir. Khan ve ark. [21] dairesel bir plakanin
radyal yonde gerdirilmesi ile olusan bir Newtonyen olmayan akisi 1s1 transferi
etkileri ile Cross formiilii ile modellemislerdir. Khan ve ark. [22] Cross akiskani
olarak kabul edilmis bir Newtonyen olmayan akigkanin gerdirilmis plaka iizerindeki
akisini 1s1 transferi ve kimyasal reaksiyon etkileri ile incelemislerdir. Bu ¢alismada
kimyasal etkiler ve aktivasyon enerjisini hesaplamak icin momentum ve enerji
denklemine ek olarak konsantrasyon denklemi de ele alinmistir. Khan ve ark. [23]
Cross akiskanmin konveksiyon akigsinda nano pargaciklarin etkisini incelemisler.
Nano parcaciklarin etkisini akis hesabina konsantrasyon denklemi ile dahil olmustur.

Burada nano pargaciklarinin 1s1 transferini gelistirdigi gozlemlenmistir.

2.1.1 Tezin Amaci

Bu tez kapsaminda sonsuzdan gelen uniform bir Newtonyen olmayan
akiskanin akisa paralel diizlemsel plaka iizerindeki akisi incelenecektir. Akis
diizlemsel plakaya degdikten sonra uniform profili bozulacak ve probleme has 6zel
bir akis profili olusacaktir. Akis laminer olup, Cross akigskan formiilii ile
modellenecektir. Bu sayede akista Newtonyen akiskan ile GNA arasindaki farklar
gozlemlenecektir. Ayrica akigkan tarafindan plakaya uygulanan kuvvet plaka
tizerindeki kayma gerilmesi vasitast ile tartisilacaktir. Newtonyen akiskanin diiz
plaka lizerine uyguladigi kayma gerilmesi iizerinde oldukca fazla sayida bilimsel
calisma bulunmaktadir. Buna karsilik ¢cok temel bir problem olan plaka {izeri akis
icin Newtonyen olmayan akigkanlarin davranislarinin ¢ogu bilinmemektedir.
Ozellikle de Cross akiskani gibi oldukca fazla parametreye sahip akiskanlarda, bu

etki daha da karmagik hale gelmektedir. Ayrica probleme uygulanacak matematiksel
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yaklagim ilerideki benzer c¢alismalara 11k tutacaktir. Karmasik problemi
basitlestirmek i¢in kullanacagimiz teorik araglar ve daha sonra bunlarin ¢oéziimleri

genellestirilmis Newtonyen akis problemlerinde kullanilabilir.

2.2. Problemin Tanimi

YNNI

d—
< L »

Sekil 2.2. Plaka {lizerinde akis ve sinir tabakasinin temsili gdsterimi.

Sekil (2.2)’ de problemimizin fiziksel gosterimi verilmistir. Buna gore diiz bir
L uzunlugundaki plaka {izerine, diizglin dagilimli (uniform) U, hiz1 ile sonsuzdan
gelen Newtonyen olmayan akiskan plakaya temas etmekte ve kaymama sart1 geregi
plakaya yapisip hizi sifirlanmaktadir. Hareket halindeki akiskan {ist iiste plakalar
halinde hareket edeceginden plakaya yapisan akigkan kendinden sonraki plakay: bir
miktar yavaslatacak, dolayisiyla y  koordinatinda yukari dogru hareket ettikce
plakalarin hizi artacaktir. Bu artig y koordinatinda hiz Uy, hizim buldugunda
sonlanacaktir. Plaka {izerindeki akiskanin hizinin tekrar U, hizin1 yakaladigi nokta
8* olsun. Yapilan gdzlemler ve deneyler sonucu plaka iizerinde x* koordinatinda
ilerledikge bu 8" uzakliginda artis gozlemlenmektedir. Bu & noktalarini
birlestirdigimizde bir 6" = 6" (x*)egrisi olugmaktadir. §* ifadesine, smir tabakasi
kalinlig1 denir ve x* koordinatina gore degismektedir. Sekil (2.2)’ den de dikkat
edilirse akigkanin hizi sadece 6° egrisi ve plaka arasinda kalan bolgede
degismektedir. Bu bolgeye sinir tabaka bolgesi denir. Bu durum bize matematiksel
olarak sadece degisimin oldugu bolgeyi dikkate almamizi ve degisiminin olmadigi
bolgeyi ise bir sekilde goz ardi edebilecegimiz fikrini verebilir. Riizgar tiinellerinde

akim ¢izgisi gorintiileme teknikleri ile bu §* kalinliginin ¢ok kiigiik bir yiikseklige
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sahip oldugu gozlemlenmistir, kisaca 6" << 1. Hareketli akiskan kiitlesinden adeta
bir parca kati1 ylizeye yapismakta ve ¢ok kiiclik bir mesafede de diger parcalari
etkilemektedir. Bu kalinligin disinda ise akiskan davranisinin uniform akistan bir

farki kalmamaktadir.

Buraya kadar anlattigimiz fiziksel problem daha biiyiik bir problemin pargasi
ya da basli bagina 6zgiin bir gergek olabilir. Bu tip problemlerde bizi asil ilgilendiren
akigskanin plakaya ya da kati cisme uyguladigi reaksiyon kuvvetidir ki bu da plaka
tizerindeki akigskanin yol agtigi kayma gerilmesi ifadesinden bulunabilir. Ayrica
problemin termal yani sicaklifa gore degisim tarafi var ise akigkanin sinir tabakasi
icerisinde hizin1 bulmamiz gerekebilir. Bu yilizden, sirayla akigkanin plakaya
uyguladigi kayma gerilmesi ve akiskanin hiz profili bulunmalidir. Akiskanin hiz
profili i¢in momentum denklemleri olusturulup ¢o6ziilmelidir. Ancak bu denklem
yiiksek derecede dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerdir. Matematiksel
olarak Newtonyen akiskana ait olan denklemlerin bile ¢ozlimleri heniiz tam olarak
anlagilamamigsken Newtonyen olmayan akiskan denklemleri ciddi sekilde kiilfetlidir.
Ancak, daha once kavramsal olarak bahsettigimiz smir tabakasi davranisina 6zgi
kabuller ile basitlestirici sinir tabakasi teorisi gelistirilmistir. Bu teori aslinda ortaya
¢ikan momentum denklemlerini basitlestirmemize yardimci olan bir yaklagimdir.
Denklemleri ¢ozerken gereken islem hacmi ciddi miktarda azalmaktadir. Siir
tabakasi teorisi sadece akiskan smir tabakasi olarak ele alinmamalidir, termal ve
konsantrasyon sinir tabakalar1 gibi degisimin problem uzayma gore dar bir alana

sikismis cok cesitli fiziksel biiyiikliikler i¢in de sinir tabakasi olusturulabilir.

Plaka tizerindeki siirtiinmeli akisi tanimlayan momentum denklemlerine sinir
tabakas1 yaklasimi uygulanarak denklemler basitlestirilecektir. Ancak yine de ele
aliman denklemler kismi diferansiyel denklemler olacagindan ¢oziimleri oldukg¢a
zordur. Bu yiizden denklemlerin simetrileri hesaplanacak ve bu simetriler
kullanilarak kismi diferansiyel denklemler adi diferansiyel denklemlere indirgenip
sayisal c¢oziimleri yapacagiz. Literatiirde bu ¢alismadaki benzer arastirma siirecini
uygulayan Newtonyen olmayan akiskanlarin smir tabakasi denklemleri ile ilgili
calismalar bulunabilir. Ozellikle viskoelastik Oldroyd ve Maxwell akiskanlari

[24,25], viskoelastik ve power-law 6zellige sahip ikinci derece akiskanlar [26,27],

16



GNA olarak Sisko [28], Williamson [29], Powell-Eyring [30] akiskanlarinin sinir

tabakasi igerisindeki davraniglari incelenmistir.
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1 Momentumun Korunumu

Sadece dis kuvvet olarak basing gradyeni etkisi altinda laminer, sikigtirilamaz
ve sitirekli bir akista Newton’ un ikinci yasasi bir akigkan parcacigi igin yazilirsa,
koordinat sisteminden bagimsiz olarak asagidaki vektorel formdaki momentum

denklemi elde edilir.

pu.Vu=-VP+ V.t 3.1

Burada p yogunluk, u hiz vektorii, P basing ve V gradyen operatoriidiir. T
daha once belirttigimiz gibi akigkan tipine 6zel, kayma gerilmelerini igeren bir
tensorel biiytikliiktiir. Ele aldigimiz probleme uygun olarak Denklem (3.1) kartezyen

koordinatlar i¢in x koordinatinda,

. 0 . a] . P . d )
plw s+ v | w = =S4 ot + 5Ty (3.2)
ve y" koordinati i¢in;
« 0 * 6] «_ 0P 9 )
p [u TV V= "oy Tt Tyt 3y VY (3.3)

seklinde yazilir. Burada sirasiyla u* ve v*, x ve y dogrultusundaki hizlardir. Ayrica
kayma gerilmesi ifadelerindeki ilk indis diizlemi, ikinci indisin de dogrultuyu
gosterdigi soylenmelidir. Yukaridaki Denklem (3.2) ve Denklem (3.3) akiskan
modelinden bagimsiz momentum denklemleridir. Cross akiskanini temsil etmesi i¢in
denklemlerdeki kayma gerilmeleri ifadesi Denklem (1.8) kullanilarak
hesaplanmalidir. Deformasyon hizlarin1 ya da birim uzama hizlarini igeren y tensorii
asagidaki hiz vektoriiniin gradyeninin Vu, kendisinin transpozu (Va)” ile toplamidir,

yani

Y =Vu+ (Vu)T (3.4)
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a
+ez

. .. 0
Kartezyen koordinatlar icin V = eq 3y

P ve u = u‘eq + v'e, olur. Burada

eqve e, sirastyla x ve y' yoniindeki birim vektdrlerdir. Skaler bir biiyiikliik olarak y

tensorlintin siddeti asagidaki sekilde hesaplanir.

7l = /gmm (3.5)

tr ya da trace operatorii y.y carpimi ile ortaya c¢ikan tensoriiniin diyagonal

elemanlarinin toplamini ifade eder. Kartezyen koordinatlar i¢in bu ifade,

N

m=(GE) +2G) + Grra)) 36)

olarak hesaplanir ve Denklem (1.8) e yerlestirilirse Cross akigkani igin goriiniir

viskozite,

ny —1
, out\? v \? vt aut\?\2

il = e +(uo—uoo)<1+n(2 () +2(32) + (2 +22)) ) (3.7)

olarak hesaplanir. Yukaridaki Cross akiskanina 6zel goriiniir viskozite Denklem

(1.6)’ ya yerlestirilirse Cross denklemi i¢in biinye denklemi elde edilir.

-1

ey s )) e o

N3

ax*

T= uoo+(u0—uoo)(1+n<2(0u*>2+2

b

Biinye denklemlerinin bilesenleri hesaplanirken T ve ¥ nin kartezyen

koordinatlardaki agsagidaki formlar1 kullanilmalidir.

ou” a_v* ou*
= [Txx Txy] ve v = ox* dx*  9y*
Tyx  Tyy ¥ =lov  ow ov*
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Boylece Denklem (3.2) ve (3.3)” deki kayma gerilmeleri asagidaki sekilde

elde edilir.

-1

=2 ot G- (10 (2 ) +2 (5 + (52 ) ) )25

Tyy =

-1

ot o)1+ (23 23" + () ) ) G 030)

-1

=2 e (1) w22+ 2029)

(3.9)

Burada tensorlin simetrik olmasi gerektiginden t,, = T,, olmasi gerekir. Yukarida
hesaplanan kayma gerilmesi ifadeleri Denklem (3.2) ve Denklem (3.3)" e
yerlestirildiginde Cross akiskaninin hareketini temsil eden momentum denklemleri
elde edilecektir. Sinir tabakasi ile alakali referans ¢alismalara dikkat edildiginde sinir
tabakasi1 kabullerinin momentum denklemlerinin son haline uygulandig1 goriilecektir.
Biz bu calismada sadelik acisindan momentum denklemlerinin nihai halinden ziyade

kayma gerilmeleri iizerinde kabuller yapip sinir tabakasi denklemlerine ulasacagiz.

3.2 Simir Tabakas1 Yaklasim

Sinir tabakas1 daha once degindigimiz gibi degisimin gergeklestigi dar bir
bolgeyi temsil etmektedir. Bu degisimin gerceklestigi dar bolgeye iliskin kabuller
GNA modelleri i¢in devasa biiyliklilkteki momentum denklemlerini ciddi sekilde
basitlestirir. Kisaca bu kabuller ve iligkili matematiksel hallerine deginelim. Smir

tabakas1 kalinlig1 oldukga kiiciik bir biiyiikliiktiir;

0" K1

20



Dolayisiyla y* koordinati da ¢ok kiigiik olmalidir ya da diger bir degisle y*,

6" mertebesindedir;

y*~0(8"),

plaka dogrultusundaki koordinat ise kii¢lik olmamakla birlikte 1 mertebesindedir;

x*~0(1)

Kiitlenin korunumu prensibi geregi siireklilik denklemi su sekildedir;

o ov'
ax*  O0y*

=0 (3.10)

Stireklilik denklemindeki terimler, kiitlenin korunumu geregi ayni mertebede

olmalidirlar bu ytizden;
uw'~0(1) ve v*'~0(8%)

olmalidir. Bu yapilan kabuller ile Onceki kisimdaki ifadelerin igerisindeki hiz
gradyenlerinin mertebeleri hakkinda asagidaki sekilde bilgi sahibi olabilir;
a *

u
§~0(1)

ou* 1
~0(5)
ay* 5*

2 ~0(5")

ax*

1 *
§>>1>>5

olarak mertebe hiyerarsisi geregi en biiyiik terim tutulup, diger terimler elimine

edilirse goriiniir viskozite;
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u* n -1
-~ ) 3.11)

u()")=uoo+(uo—uoo)(1+n|

olarak basitlestirilir. Bu ifade sinir tabakasi igerisindeki goriiniir viskozitedir. Ayni

sekilde Denklem (3.9) ile verilen kayma gerilmeleri sinir tabakasi i¢in diizenlenirse;

* n)—1> u*
ox*

ou
ay*

Txx=2(uoo+(uo—uoo)(1+n|

ou*
ay*

Tl)_l au*
ay*

Txy=(uoo+(uo—uoo)(1+n|

F] 1N -1 F] *
Ty =2 (1o + (o — 1) (141 [25]) ) 22 (3.12)
elde edilir. x* momentum denklemi de benzer olarak,
« 0 « 0 % opP ad
p[u Pyl a—y*]u =_6x*+6_y*TXy (3.13)

mertebe hiyerarsisi geregi sinir tabakasi i¢in basitlesir. Denklem (3.12)" deki 7y,

ifadesi yukaridaki denkleme konur ve tiirevler hesaplanirsa;

) 1 o |au* n<1+n Ju* ny—1
ou” ou” op  ocu* I ay* ay*
u*—+v*—)=——+ + (o —
p ( dx* ay* dx* ay*Z nOO (nO 7700) 147 ‘%‘TL
y

(3.14)

olur. Smir tabakasi kalinligi 6*’ y1 plaka uzunlugu L’ye bdlerek boyutsuz sinir

tabakas1 § asagidaki sekilde tanimlanir.

(S:T (3.15)

Asagidaki boyutsuz biiyiikliikleri tanimlayalim.
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_ (3.16)

Klasik boyutsuzlastirma islemlerinin aksine burada §* mertebesindeki biiyiikleri 6n
plana ¢ikarabilmemiz i¢in genellikten kayip olmaksizin bazi paydalara §” y1 ekledik.
Daha iyi anlagilmasi i¢in yukaridaki esitliklerdeki boyutlu terimleri asagidaki sekilde

cekelim.

UW=Upu, V" =68U, v, x* =xLvey* =8Lyve P =pU, *p

Bu ifadeler Denklem (3.14)’ de yerine konur ve diizenlenirse;

-1

1_Tanoon a_u‘n( TIUoon |a_u|n)
u ou + du__ _9p o%u Moo (Mo—No0) ST oy SLM |9y
0x ay ox  9y?\| 8§2UyLp 82ULp 1+17U00” a_u‘n
SnL™ |9y

(3.17)

elde edilir. Islemler sonucu yukaridaki denklemdeki terimlerin katsayilar1 boyutsuz

hale getirilmistir. Bu katsayilar1 asagidaki sekilde tanimlayalim.

7o _ NU"

T UolLp’ UswLp Ln

(3.18)

Boyutsuz parametreler cinsinden Denklem (3.17) asagidaki sekilde tekrar diizenlenir.

-1
nesz |ou|™ ez |ou|™
oy _ % 2% E_2+(61—52)1_5” @‘ (1+5_n|$ )
ax | dy ox  ayz | &2 82 1453 |a_u"

sM lay

(3.19)
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Yukaridaki denklemde sol taraftaki terimler ivme terimleri olup O(1) mertebesidirler.

1
Ancak sag taraftaki 5z diger terimlere gore ¢ok kiiciik olup onceki kisimlardaki

gibi ihmal edilmesi gerekir. Bu sinir tabakasi i¢inde gerceklesen bir akis igin ¢ok
dogru bir onerme olmaz. Dolayisiyla bu ivme terimlerinin kaybolmamasi igin

sagdaki terimlerin de 1 mertebesi olmasi1 gerekir. Ya da;

61"’0(62), 62"’0(82) ve E3~0(6n)

kabullerinde bu istenen saglanir. Bu ylizden;

€1 = 52k1, €y, = 62k2 V€ €3 = 6‘1’1k3

doniigiimlerini yaparsak Denklem (3.19)’ un son hali su sekildedir.

u u op , 9%u k k k 1-n k3‘g_;‘n(1+k3 |g_; ”)
U= tve—=—22 4 | ky+ (kg —
ox '~ ay ox | ayz| 2 (ks = k2) 1tk |g_u|" (3.20)
y

x momentum denkleminin lizerinde uygulanan smir tabakasi kabullerinden gelen
n0~0(6*2), 7700~0(6*2) ve n~0(8*™) sonuglar1 geregi y ydniindeki momentum

denkleminin boyutsuz son hali asagidaki sekilde elde edilir.

ap _
9y = 0 (3.21)

Bu sonug bize basincin sadece plaka dogrultusunda degistigini soyler, ya da
p =p(x)’ dir. Potansiyel yani siirtiinmesiz teori geregi sonsuzdaki akis i¢in
Bernoulli denkleminden basing hesaplanir.

p= —%Uooz + sabit (3.22)

Bu ifadenin x’ e gore tlirevi alinirsa,
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—=—U,— (3.23)

hesaplanir. Bu ifade Denklem (3.20)’ ye yerlestirilirse sinir tabakasi igerisindeki x

dogrultusundaki boyutsuz momentum denklemi elde edilir.

ou|™ ou|™
ou ou dU, = 0%u 1-n k3|@‘ <1+k3 3y )
'U,E-FUE—UOOE'FB—)}Z k2+(k1—k2) e ou
3 dy
(3.24)
Boyutsuz siireklilik denklemi ise;
du , ov
1 . 2
dx 0y 0 (3.25)

olur. Denklem (3.24) ve (3.25)’ i ¢ozmek i¢in gerekli sinir sartlari; plaka lizerinde

akiskanin hiz bilesenleri kaymama kosulu geregi sifirdir.

w(x*0)=v"(x*,0)=0 (3.26)

Yeteri kadar plakadan yukarda akiskan hizinin x* bileseni sonsuzdan gelen akisin

hizina esittir;

u*(x*,0) = U, (3.27)

ve bu sartin gerceklesmesi ile alakali olarak akiskan hizinin x* bileseni yoniindeki

artisin durmasi,

ou*
ay*

(x*,00) =0 (3.28)

olarak yazilabilir. Bu sartlar Denklem (3.16)° da verilen boyutsuz degiskenler

cinsinden tekrar yazilabilir.
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u(x,0) =v(x,0) =0, u(x,o) =1 ve Z—;(x, ) =0 (3.29)

Bu kisimda smir tabakasi igerisindeki akisi tanimlayan boyutsuz kismi diferansiyel
formda Denklem (3.24) ve (3.25), Denklem (3.29)’ da ki siir sartlar1 altinda elde
edilmistir. Bundan sonraki kisimda bu denklemlerin degismez kaldig1 yeni
degiskenler iizerinde adi diferansiyel denklem formlarini elde edilip edilemeyecegi

tartisilacaktir.

3.3 Denklemlerin Simetrileri ve Adi Diferansiyel Denklemlere Indirgeme

Bir denklemin simetrileri, orjinal denkleme yerlestirildiginde denklemin
degismez (invaryant) kalmasini saglayan yeni degiskenleridir. Hazir olarak oteleme,
Olgekleme, spiral doniistimler, simetriler oldugu gibi Lie grubu analizleri ile
denklemin kabul ettigi tim simetrik yapilar elde edilebilir. Adi diferansiyel
denklemlerde bu simetriler denklemin kanonik formda ¢dzmemize olanak tanirken

kismi diferansiyel denklemler icin, adi denklemlere indirgemede kullanilir.

Bu calisma kapsaminda sadece sinir tabakasi denklemlerinin kabul ettigi 6l¢ekleme
doniisiimleri incelenecektir. Olgekleme doniisiimiine uygun olarak asagidaki yeni

degiskenlerimizi tanimlayalim.

(3.30)

Yukaridaki denklemlerde okun sol tarafi yeni degiskenlerimizi, sag tarafi ise sinir
tabakas1 denklemlerine yerlestirecegimiz orijinal degiskenlerimizin yeni degiskenler
cinsinden esitini verir. Burada a,b,c,d,eve 8 Olgekleme donilisimiine ait

parametrelerdir. Simetriler i¢in a, b, ¢, d, e parametrelerinin hangi 6zel degerlerinde
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Denklem (3.30)° da verilen degiskenler orijinal denklemlere yerlestirildiginde

denklemler degismez kalacak sorusunu arastiracagiz.

Denklem (3.24)’ i Denklem (3.30)’ da verilen degiskenler cinsinden tekrar

yazalim ve sol taraftaki ilk terimin katsayisi 1 olacak sekilde diizenlersek;

_ou

_ _ou e 00U
u%_l_ﬁc a+d+bv_=ﬁ20 ZeU °0+

oy ® 9x

1-nks (ﬁ—c+b g_g)n[l"'ks ('B—c+b a_ﬁ)n]-l

dy
[1+1s(pmer0 22)']

0%u

+ | ky + (k1 — k). 292

ﬁc—a+2b

(3.31)

elde edilir. Ayni degiskenler cinsinden siireklilik denklemi yani Denklem (3.25)

diizenlenirse;

6_17 —d+b+c—a @ -
- + [ 5 0 (3.32)

bulunur. Dikkat edilirse yukaridaki denklemlerin orijinal denklemlere doniisebilmesi
icin [ katsayilarin 1’e esit olmasi gerekmektedir. Dolayisiyla katsayilarda bulunan
ifadelerinin  {stlerinin  sifir olmast gerekmektedir. Bunun i¢in momentum

denkleminden;

c—a—d+b=0

c—e=20
c—a+2b=0
—c+b=0

(3.33)

ve streklilik denkleminden;
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—d+b+c—a=0 (3.34)

elde edilir. Yukaridaki siireklilik denkleminden gelen ifade momentum
denkleminden ilki ile aynidir. Dolayisiyla 5 bilinmeyen 4 denklem olup, sistem lineer
bagimhidir. Tek bir parametre cinsinden diger simetri parametrelerini bulabiliriz. ¢

cinsinden diger parametreler su sekilde bulunur.

e=c
b=c

a=3c

d=—c

(3.35)

Simetriler ve orijinal degiskenler arasinda asagidaki diferansiyel formlarin esitligi

ilkesi yazilabilir.

dv
. — (3.36)

= 7 (3.37)

elde edilir. Yukaridaki ifadeden kismi diferansiyel denklemleri adi denkleme
indirgemek i¢in gerekli benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonlar: elde edilir.

Benzerlik degiskeni i¢in,

(3.38)

wlg~
R xR
‘<||k§‘|

ele alalim. Her iki tarafinda integrali alindiginda integral sabiti benzerlik

degiskenimiz olur.
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Inxs + In§ = Iny (3.39)

Sol taraf tek In fonksiyonu iginde toplayalim.

1

Inéxs = Iny (3.40)
Icler esitlenip benzer degiskeni & cekilirse;
E=x 3y (3.41)

bulunur. Benzer sekilde Denklem (3.37)’ den ilk benzerlik fonksiyonumuzu bulalim.

(3.42)

wla.
R &R
=&

Her iki tarafinda integralini alirsak @ ile iliskili ilk benzerlik fonksiyonumuz integral

sabitinden gelecektir. Buradan;

f=x731 (3.43)

bulunur. v ile iliskili benzerlik fonksiyonu i¢in Denklem (3.37)’ nin asagidaki

kismini alalim.

== (3.44)
—3X

Her iki tarafin integrali alinir ve integral sabiti olarak son benzerlik fonksiyonumuz

cekilirse;

g = X357 (3.45)

bulunur. Son olarak U,, fonksiyonuna ait benzerlik degiskenimiz asagidan bulunur.
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3% = — (3. 46)
Buradan gelecek son benzerlik fonksiyonumuz;

h(§) = x50, (3.47)

olur. Yukarida buldugumuz tiim yeni benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonlar
kismi diferansiyel denklemin adi denkleme indirgedikten sonra igerecegi
fonksiyonlar ve degiskenler olacaktir. Ozetle Denklem (3.24) ve (3.25)’de bulunan

degiskenleri benzerlik fonksiyonu ve benzerlik degiskeni cinsinden yazalim;

U= x5 f(§)
v =x7T5g(é)
Usy = x3h(8)

(3.48)

Referans verilen calismalarin 1s18inda genellikten kayip olmaksizin U, ile iligkili
benzerlik fonksiyonu h(¢) = 1 alinabilir. Denklem (3.24) ve (3.25) igin tilirev
operatorleri de benzerlik degiskeni ve fonksiyonlar1 cinsinden yazilmalidir. Oncelikle

benzerlik degiskeninin tlirevlerini asagidaki sekilde hesaplayabiliriz.

8 _ _1 % _ 3
ax 33X %Y ve oy X ° (3.49)
Tirev operatorleri ise su sekilde hesaplanir.
o _28_ 1.8
ax  9fdx 3 yaf
9 _ 008 _ 1o
dy  9&ady 9&
0 _ (%2 _ ot
ay2 (ay) aez =~ X P
(3.50)
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Bu operatdrlerin yardimi ile sinir tabakasi igerisindeki terimleri hesaplayalim.

ou _ 1, —2rpy_1,-19f
o 3% S sy

ou _ df
ay  dé
2 1 42
d0°u _ x_gd f
dy? dé?
v x_gd
ay d&
dUe 1 -1
—® =x"3
Uco dx 3

(3.51)

Denklem (3.24)’ iin tiim terimleri buraya kadar simetri parametreleri ile hesaplanan
benzerlik degiskeni ve fonksiyonlar1 cinsinden bulunmustur. Hesaplanan terimleri

Denklem (3.24)’ e yerlestirelim;

LXFE) — 2Ty OF ) +x5g@f (©) = 223
1k (7)) (1+ks (7))

GRS e vy ml ARALC

(3.52)

1
Denklemin her iki tarafin1 3x3 ile carpalim ve sol taraftaki ikinci terimde kalan

degisken katsayilarinin benzerlik degiskenine esit oldugunu dikkat ederek;

fAE) = () +39(O)f'(©) =

-1
1-nks|f' (@] (1+ks|F' " .,
1 + 3 (kz + (kl - k2) - (1+k3|(f’($)3|n) ) >f (E)

(3.53)

olarak hesaplayalim. Ayni islemler siireklilik denklemine de uygulanirsa;

31



fE) =8O ) +3g'(9) =0 (3.54)

elde edilir. Doniistiiriilmiis sinir sartlari ise;

f@) =0
g(0)=0
flo)=1
f'(@)=0

(3.55)

olarak bulunur. Dikkat edilirse, indirgenmis denklemlerde orijinal degiskenlerin
timii kaybolmus, yeni benzerlik degiskeni ve fonksiyonlar1 ortaya ¢ikarmistir. Bu
sayede denklemlerin simetrileri kabul edip, doniisiimiin basar1 ile gergeklestigi
sOylenebilir. Bundan sonraki kisimda ise, adi diferansiyel denklem forma

indirgenmis sinir tabakasi denklemlerine sayisal ¢oziim uygulanacaktir.

3.4 Simir Tabakasi Denklemlerinin Sayisal Coziimleri

Denklem (3.53) ve (3.54)’ iin sayisal ¢oziimlemeye uygun hale getirebilmek
i¢in ilk olarak sistemi birinci mertebe diferansiyel denklem haline getirelim. Bunun

icin asagidaki yeni degiskenlerimizi tanimlayalim.

f) = f1(©), (&) = f2(§) ve g(§) = (&) (3.56)

Yukaridaki ifadeyi bir kez tlirevini alalim.

@)=, f'(&) =125 ve g'(®) = f5() (3.57)

Dikkat edilirse yukaridaki yeni degiskenler sayesinde Denklem (3.53) ve (3.54)

asagidaki birinci mertebe diferansiyel denklem sistemi haline indirgenir.
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fi="r

I — (f12_5f1f2+3f3f2_1)
3 (kz + (k; — ky) 1-n k3|fz|"(1+k3|f2|n)—1)

(A+ks3lf21™)
fr o fi : j f2
(3.58)
Sinir sartlarimiz ise;

f1(0) =0

fi() =1

f3 (O) =0

f2(0) =0
(3.59)

Denklem (3.58)’ de verilen diferansiyel denklem sistemi Denklem (3.59) sartlari
altinda Matlab programmin bir sonlu farklar ¢oziiciisii olan bvp4c kullanilarak
¢ozlilmiigtiir. Matlab yaziliminin bvp4c komutu standart halde ele aldigimiz
problemin her degerinde hata toleransini saglamis ve basarili sonuclar verdiginden
herhangi bir sonlu farklar algoritmasinin bilgisayar programi uyarlamasina gerek

duyulmamustir.

Sinir tabakasi akiginda, plakaya uygulanan kuvvet plaka iizerindeki kayma
gerilmesinin alan boyunca integrasyonu ile bulunur. Dolayisiyla plakaya etki eden
striiklenme kuvveti kat1 ylizeydeki kayma gerilmesi ile iliskilidir. Denklem (3.12)’
de verilen kayma gerilmesi ,,, sinir tabakasi degiskenleri cinsinden boyutsuz olarak

plaka lizerinde;

T = kaf'(0) + (ky — ko) (1 + ksl f'(0)I™M)7Hf'(0) (3.60)
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ifadesi ile hesaplanabilir. Yukaridaki kayma gerilmesinin tayini i¢in Denklem (3.58)’
de verilen sistemin ¢6ziim matrislerinin ikinci satirmm ilk elemani yani f,(0)

kullanilmadir, kisaca f'(0) = f,(0)’ dir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu kisimda diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6zlimleri sonucu
olusturulmus grafikler vasitasi ile Cross akigkan parametrelerinin sinir tabakasi
davranis1 iizerindeki etkileri tartisilacaktir. Cross akiskan ve Newtonyen akiskan
arasindaki farklar sinir tabakasinin degisimi iizerinden karsilastirilacaktir. Kismi
diferansiyel denklemleri ¢6zmek yerine ¢ok daha kolay olan adi diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢oziimlerine ulagilmistir. Tiim grafikler Matlab ortaminda

bvp4c komutunun verdigi sayisal ¢iktilar kullanilarak ¢izdirilmistir.

0.8 — -

k,=10,20,30,40,50

0.4

0.2

Sekil 4.1. Benzerlik fonksiyonu f’ nin farkli k; degerleri i¢in benzerlik degiskeni
&’ye gore degisimi.(k, =1, k;=1,n=1,5)

Sekil (4.1)’ de farkli k; degerlerinde akigkan hizinin plaka dogrultusunda
bileseniyle alakali benzerlik fonksiyonu f’ in benzerlik degiskeni & ‘ye gore
degisimi verilmistir. Benzerlik fonksiyonunun yapist geregi f deki artis u hizindaki
artis ile iligkilendirilebilir. k; Cross akiskan 6zelliginin artan degerlerinde akigskan
hizinin, f degerindeki azalis dolayisiyla azaldig:1 sdylenebilir. Azalan akigkan hizi
momentumun korunumu geregi daha kalin sinir tabakasina isaret etmektedir. Baska
tirlii, simur tabakasi igerisindeki bir noktada ki degeri arttiginda akigkan hizi
azalacaktir. Bu demek oluyor ki, hiz1 az olan noktadan uniform ya da en yiiksek hiza
ulasmak icin daha ¢ok akiskan tabakasi gegcmemiz gerekmektedir. Dolayisiyla o

noktadaki sinir tabakasi kalinlig1 daha biiyiik olmalidir.
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k,=10,20,30,40,50

5

Sekil 4.2. Benzerlik fonksiyonu g’ nin farkli k; degerleri i¢in benzerlik degiskeni
& “ ye gore degisimi.(k, =1,k; =1,n=1,5)

Sekil (4.2)’ de akiskan hizinin diisey bileseni ile alakali benzerlik fonksiyonu
g’ nin benzerlik degiskeni ¢ ° ye gore degisimi verilmistir. Akiskan hizinin dikey
bileseninin sinir tabakasi icerisinde yatay bilesene kiyasla oldukga kiigiik oldugu
onceki kisimlarda bahsedilmisti. Dolayisiyla bu egrilerin yapist sinir tabakasi
kalinligr ile dogrudan baglantili degildir. Ancak yine de siireklilik denklemi
lizerinden sinir tabakasi kalinligina etki eder. Onceki grafige benzer sekilde Artan k,

degerlerinde akigkan hizinin azaldig1 sdylenebilir.

12 7
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Sekil 4.3. Benzerlik fonksiyonu f’ nin farkli k, degerleri i¢in benzerlik degiskeni
& ’ye gore degisimi.(k; =1, ks =1,n=1,5)

Sekil (4.3)’ de benzerlik fonksiyonu f’ in farkli k, degerleri i¢in benzerlik

degiskeni ¢ ‘ye gore degisimi verilmistir. k, parametresi aslinda limit viskozite
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degeri ile iliskili oldugundan, onceki grafiklerdeki gibi arttikca akiskan hizinda
azalmaya yol acacaktir. Bu da ayni sekilde daha kalin siir tabakasia yol agar.
Yalniz dikkat edilirse ayn1 degerlerde k; ile karsilastirildiginda k,’ nin akiskan hizi
tizerindeki etkisi daha az goziikmektedir. Bunun nedeni viskozite-deformasyon hizi

grafiklerindeki power-law bolgesine daha ileride girilmesi ile agiklanabilir.

k,=10,20,30,40,50

Sekil 4.4. Benzerlik fonksiyonu g’ nin farkli k, degerleri i¢in benzerlik degiskeni
&’ ye gore degisimi.(k; =1,k; =1,n=1,5)

Sekil (4.4)’ de ise ayni degerlerde benzerlik fonksiyonu g’ nin davranigi

cizilmistir. k; durumundaki benzer davranislar bu grafikte de verilmis ve yine k; ‘e

gore daha az bir etki gozlemlenmistir.
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Sekil 4.5. Benzerlik fonksiyonuf’ nin farkli k3 degerleri icin benzerlik degiskeni
&’ye gore degisimi.( ky =11, k, =1,n = 1,5)

Sekil (4.5)’ de akigkan hizinin yatay bileseni ile alakali benzerlik fonksiyonu
f’ nin farkh k5 degerleri icin benzerlik degiskeni &’ ye gore degisimi verilmistir. k
ve k, parametrelerinin viskozite iliskilerinin aksine k; parametresi power-law
bolgesinin davranisini belirleyen zaman sabiti ile iligkilidir. Dikkat edilirse nihai
denklemlerden, akiskan modelinin power-law kismini ¢arpan etkisi ile kontrol edenin
k5 parametresi oldugu goriiliir. Bu matematiksel gdzlemlerin uyumlu olarak da k4 ve
k, parametrelerinin aksine k3 degerlerinde artigla birlikte akiskan hizi artmakta ve
siir tabakasi daha ince hale gelmektedir. k3 parametresinin artigi limit degerlerin ya

da k; ve k, ‘ nin akigkan davranisi lizerindeki etkisini azaltmaktadir.
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Sekil 4.6. Benzerlik fonksiyonu g ’nin farklik;degerleri icin benzerlik degiskeni
&’ye gore degisimi.( ky = 11, k, =1,n = 1,5).

Bu ilk iki parametreye aykir1 durum, Sekil (4.6)’ daki benzerlik fonksiyonu

g ‘nin degerlerindeki mutlak deger artisi olarak da yorumlanabilir.

n=0.5,0.75,1,1.25,1.5
0.8

- 0.6

0.4

0.2

Sekil 4.7. Benzerlik fonksiyonu f’ nin benzerlik degiskeni ¢’ye gore degisiminin,
farkli power-law indeksi n degerlerinde gosterimi.( k; = 11, k, =1, k3 = 10)

Sekil (4.7)’ de akiskan hiz1 ile alakali benzerlik fonksiyonumuz f’ nin
benzerlik degiskeni ¢’ ye gore degisimi, farkli power-law indeksi n degerlerinde
gosterilmistir. Dikkat edilirse n degeri arttikga akiskan hizi sadece ¢ok dar bir
bolgede degismektedir. Bu degisim akigkan hizindaki azalis ve daha kalin smir

tabakasina igaret eder. Plakanin baslangici ve yakin bdlgelerde akigkan davranisi n
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degerine gore neredeyse hi¢c degismedigi, ancak diisiik n degerlerinde akis hizinin,
sonsuzdan gelen akigkan hizin1 daha ¢abuk yakaladigi soylenir. Buradaki n degerinin

artmasi ile akigkanin hareketinin zorlasmasi Ostwald-de Waele modeli ile benzerdir.

Sekil 4.8. Benzerlik fonksiyonu g’ nin benzerlik degiskeni ¢ ‘ye gore degisiminin,
farkli power-law indeksi n degerlerinde gosterimi.( ky = 11, k, = 1, k3 = 10).

Sekil (4.8)’ de ise bu sefer benzerlik fonksiyonu g’ nin iizerindeki n
degerinin etkisi tartisilmistir. g fonksiyonu {iizerindeki n degerinin etkisi, onceki
akigkan hizini diisiiren parametrelerin etki ettigi gibi £ boyunca azaltmaktadir. Ancak
bu etki grafikten goriildiigii iizere benzerlik degiskeni f ile karsilagtirildiginda

oldukca smirl kalmaktadir.
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Sekil 4.9. Kayma gerilmesinin k; degerleri ile degisimi.

(k2:1,k3:1,n:1,5)

0.6 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

2

Sekil 4.10. Kayma gerilmesinin k, degerleri ile degisimi.
(kl = 1,k3 = 1,n:1,5)
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Sekil 4.11. Kayma gerilmesinin k3 degerleri ile degisimi.

(k1=2,k2=1,n=1,5)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n

Sekil 4.12. Kayma gerilmesinin power-law indeksi n degerleri ile degisimi.

(k1:2,k2:1,k3:1)

Sekil (4.9)-(4.12)’ plaka iizerindeki boyutsuz kayma gerilmesinin Cross
akiskan parametreleri ile degisimi verilmistir. Sekil (4.9) ve (4.10)’ da limit
viskoziteler ile iligkili k; ve k, parametreleri Newtonyen akiskanlarda oldugu gibi
daha viskoz bir akisa yol acarak plaka {izerindeki kayma gerilmesini Once
exponansiyel ve daha sonra dogrusala yakin bir sekilde arttirmaktadir. Zaman sabiti
ile ilgili boyutsuz parametremiz k3’ {in kayma gerilmesi iizerindeki etkisi Sekil
(4.11)° de verilmistir. Kayma gerilmesi k3 ° e gore exponansiyel bir sekilde

azalmaktadir. Benzer sekilde artan k3 degerleri akigkan hizini arttirdigindan daha
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ince bir smir tabakasina yol agmaktaydi. Ince sinir tabakasi akiskanin plakaya daha
az bir kuvvet uyguladigina isaret etmektedir. Sekil (4.12) de power-law indeksinin
kayma gerilmesi {izerindeki etkisi goOsterilmistir. Artan power-law indeksi ile
akigskanin ayni miktarda deforme edebilmek i¢in daha yiiksek deformasyona maruz
birakmamiz gerekir. Dolayisiyla akiskanin kabaran davranisi ortaya ¢ikmakta ve hizi
azalmaktadir. Bdylece artan n degerleri icin plaka iizerinde kayma gerilmesi
artmaktadir. Bu nihai artig, bir limit viskozite ile sonlandirilmas1 gerektiginden s6z

konusu artis bir degere yakinsayacak sekilde eksponansiyel olacaktir.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu calismada sonsuzdan uniform hizla gelen Newtonyen olmayan bir
akigskanin, akisa paralel kat1 bir yiizeye temas ettikten sonra olusan davranisi
incelenmistir. Akisimiz kararli, laminer, siirtinmeli ve iki boyutludur. Sonsuzdan
gelen akigin siirtlinmesiz ve potansiyel akis teorisine uydugu kabul edilmistir.
Problemde cevap olarak aranan plaka iizerinde akigkanin nasil davrandig1 ve akiskan
parametrelerinin bu davranisa etkileridir. Ayrica akiskanin plakaya olan etkisini
uyguladig1 kayma gerilmesi ile iliskilendirmektir. Biitiin bu sorularin cevaplari i¢in
akiskanin hareketini temsil eden momentum denklemlerinin elimizde olmas1 gerekir.
Problemde ele aldigimiz akiskan Newtonyen olarak kabul edilseydi s6z konusu
denklemler Navier-Stokes denklemleri olacakti. Bu yilizden bir Newtonyen olmayan
akiskana ait daha genel denklemleri tiiretebilmek icin Cross akiskan modeli ele
alinmistir. Bu model Newtonyen olmayan akiskanlara ait dogrusal olmayan goriiniir
viskozite ve deformasyon hizi iliskisini olduk¢a genis bir deformasyon hizi
araliginda basari ile tahmin eder. Baslangic, limit viskozite, zaman sabiti ve power-
law indeksini igeren bu dort parametreye sahip modelin kayma gerilmeleri
problemimiz icin en uygun olan kartezyen koordinatlarda ¢ikarilmistir. Bu
hesaplanan kayma gerilmeleri ile olusturulacak momentum denklemini ¢dzmek i¢in
gerekecek islem hacmi oldukg¢a fazla oldugu i¢in denklemler sinir tabakasi teorisi
kullanilarak sadelestirilmistir. Sinir tabakasi teorisi kisaca fiziksel olarak baskin
terimleri tutup, géz ardi edilecek terimleri thmal etme {izerine kuruludur. Olusturulan
sinir tabakasi denklemlerinin Cross akigkan ile ilgili tiim parametreleri icermekte ve
Newtonyen akigkanlarin siir tabaka davranigini sagladigi goriilmiistiir. Elde edilen
sinir tabakasi denklemleri kismi diferansiyel oldugu i¢in ¢oziimleri olduk¢a karmagik
ve zorlayict olmaktadir. Bu yiizden denklemlerin degismez kaldigi simetriler
bulunarak, sistem adi diferansiyel denklemlere indirgenmistir. Kullanilan simetriler
Lie gruplarmin bir alt kiimesi olan &lgekleme ddniisiimleridir. Olgekleme
doniistimleri smir tabakasi problemlerinde genelde basarili sonuglar verdiginden
oteleme, spiral doniisiim yerine kullanilmistir. Olgekleme doniisiimii sonrasi ortaya
cikan simetriler basarili bir sekilde ele alinan momentum ve siireklilik denklemlerini
adi diferansiyel denklemlere indirgemistir. Daha sonra ortaya ¢ikan denklemler
Matlab yaziliminin hazir komutu olan bvp4c smir deger problemleri icin sonlu

farklar ¢oziiclisii ile ¢Oziilmiistiir. Coziimlerin sayisal c¢iktilarindan grafikler
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olusturulmus ve akiskan parametrelerinin akis davranigi ve siir tabakasi kalinlig
tizerindeki etkileri tartisitlmistir. Son olarak bu calisma kapsaminda gergeklestirilen

teorik analiz ve sayisal ¢éziimlerden asagidaki sonuglar 6zetlenebilir.

Cross akigkanina ait viskozite terimlerinin artmasi ile akiskan hiz1 azalmakta
ve sinir tabakasi kalinlig1 azalmaktadir. Akiskanin power-law ya da incelen davranisi
ile alakali zaman sabiti, akiskanin viskozitelerinin yol agtigi akis hizim1 azaltan
davranigini engellemektedir. Dolayis1 ile artan zaman sabiti degerlerinde akiskanin
hiz1 artmakta ve smir tabakasi incelmektedir. Incelen davranisi temsil etmek icin en
Oonemli parametre olan {istel ya da power-law indeksi azaldik¢a daha akiskan daha
akic1 hale gelmekte hizi artmaktadir. Bu davramis klasik power-law akiskani ile
uyumludur. Dolayisiyla power-law indeksi azaldik¢a akiskanin hiz1 artmakta ve sinir
tabakasi incelmektedir. Tam tersi durumda ise yani indeksin artan degerlerinde
akiskan hizi yavaglamakta ve smir tabakasi kalinlasmaktadir. Son olarak plaka
tizerindeki kayma gerilmesi baslangi¢ ve limit viskozite degerleri ile iligkili boyutsuz
parametrelerin artis1 ile artmakta, zaman sabiti ile iliskili boyutsuz parametrenin
artist ile de azalmaktadir. Viskozite ile ilgili boyutsuz parametrelere benzer sekilde
artan power-law indeksi degerlerinde kayma gerilmesi artmakta, ancak bu artig
viskozite parametrelerindeki dogrusal artistan farkli olarak sonsuz bir deger yerine

yerine sonlu bir degere eksponansiyel yakinsayarak sonlanmaktadir.

Bu calismada sicaklik ve 1s1 transferi etkileri goz ardi edilmistir. Probleme
termal kosullar Onerilerek benzer sekilde 1sil smir tabaka davranisindaki akigskan
etkileri incelenebilir. Akisa neden olan sonsuzdan gelen potansiyel akis yerine
manyetik alan etkisi ile hareket veya hareketli diizlem kosullar1 alinabilir. Bu
sartlarin altinda sinir tabakasinin davranist incelenebilir. Sinir tabaka denklemlerini
adi diferansiyel denklemlere doniistiirmek yerine, direk olarak sonlu elemanlar veya
sonlu farklar algoritmalari ile ¢ézlimleri yapilabilir. Bu ¢alismada bulunan simetriler
sadece Olgekleme doniisiimlerinden elde edilmistir. Spiral, 6teleme ve hatta Lie grup
analizi ile en genel simetriler elde edilebilir. Bu simetriler kullanilarak
dontstiirilmiis adi diferansiyel denklem sistemi {izerinde c¢esitli sonlu farklar

algoritmalar1 denenip ¢oziiciilerin hassasiyetleri tartisilabilir.
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EKLER (Matlab Programt )
tic

clear all

global n k1l k2 k3
n=1.5;

k1=2;

k2=1;

k3=1;

solinit = bvpinit(linspace(0,50,100),[1 0 0]1);
i=0;
range=0:0.01:10;
for n=range

i=1+1;
sol = bvp4dc (@blp,@fsbc,solinit);
X = sol.x;
y = sol.y;

s plot(x,y(l,:));

K(i)=y(2,1);

stress(i)=k2*y(2,1)+ (kl-

k2)* ((1+k3*abs(y(2,1)) " n)"-1)*y(2,1);
% hold on

end

plot (range, stress)

toc

function fprime= blp(x,f)
global n k1l k2 k3
fprime= [ f(2)
(£(1) "2=-x*£ (1) *£(2)+3*£(3)*£(2) -
1)/ (3% (k2+ (k1-k2) * (1-
n*k3* (abs (£(2)) "n) * (1+k3*abs(f(2)) "n) ~-
1) *((1+k3*abs(f(2)) " n)"=-1)))
(£(1)-x*£(2))/-31;

end
function res = fsbc(fa, fb)
res = [fa(l)
fa(3)
fb(1)-1];
end
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