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Bu tezin temel amaci Newtonyen olmayan aritmetik ile ilgili bilgi veren ve
konvekslik ile iliskisini gosteren bir derleme olusturmaktir. Tezde a aritmetik tanimi
ile birlikte bazi bilinen aritmetikler uygulama olarak verilmistir. Newtonyen olmayan
analiz ile konvekslik ve klasik esitsizliklerle ilgili bilgi verilmistir. Son olarak

Newtonyen olmayan analizdeki konvekslik tanimina yer verilmistir.
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The main purpose of this thesis is to provide a review about non-Newtonian
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and some known arithmetic applications are given. Also Information about Non-
Newtonian analysis, convexity and classical inequalities are given. Finally, the

definition of convexity in non-Newtonian analysis is presented.
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1. GIRIS

Matematik tarihindeki Onemli gelismelerinden biri de Newton (1643-1727) ve
Leibniz’in (1646-1716) tirev ile integral arasindaki iliskiyi ¢alismalaridir. Tiirev ve
integral, analiz ve hesaplama i¢in temel teskil eder. Bunun bir sonucu olarak
Kalkiiliis ya da Sonsuz Kiigiikler Kalkiiliisii gelistirilmistir. Bu ¢aligmalarin oldugu
donemlerde matematik evrensel bir bilim konumuna gelmistir. Bugiin Kalkiiliis bilim
muhendislik ekonomi vb. gibi birgok alanda yaygin bir kullanima sahiptir. Newton
ve Leibniz matematik tarihinde ©6nemli bir yeri olan diferansiyel ve integral
hesaplamalar1 {izerine yogun c¢alismalar yapti. Bu ilerleme 6zellikle tirevin,
diferensiyel denklemlerle olan iligkisinin belirlenmesi siirecine uzanmis ve c¢ogu
bilim dalinda karsilik bulmustur. Ozellikle astronomideki gelismeler matematigi

baska bir diizeye ve yeni bir doneme tagimistir.

Kalkiiliisiin kesfi, matematikte ve genel olarak bilimde butlinuyle yeni ufuklar
acmistir. Bu siirecte ¢ogu bilim insan1 sonsuz biiyiik ve sonsuz kiigiik ¢okluklardan
mantiksal ve kavramsal sonuglar c¢ikararak bunlar1 fonksiyonlar limit ve integral

kavramlarma uygulamislardir.

1967-1988 yillar1 arasinda JaneGrossman, Michael Grossman ve Robert Katz klasik
1967°de iiretilen ve daha sonra Newtonyen olmayan Calculus adiyla anilacak bir
konu {izerine bir dizi yaymn yaptilar. 1972°de Grossman ve KatzNon-
NewtonianCalculus adli eserlerini yayinlayarak bu alandaki en 6nemli kaynagi
olusturdular. Bu kitap, tez calismasinda’da temel kaynak olarak kullanilmistir. Klasik
hesapta kullanilan tiim kavramlarin Newtonyen olmayan hesap sinifinin her bir tiyesi
icinde karsilig1 vardir. Bu ise bize giinliik hayatta karsilasilan bazi problemlere bakis

acisini gelistirme adina yeni fikirler verecektir.

Newtonyen olmayan Kalkiiliisiin temeli lireteg adi verilen fonksiyonlar yardimiyla
aritmetik operasyonlarin yeniden olusturulmasina dayanir. Boyle farkli {ireteclerin
secilmesiyle birgok yeni aritmetik {retilmistir. Bunlarin en Onemlisi ¢arpimsal

(geometrik) aritmetiktir.



Konvekslik kavrami ilk olarak Hermite tarafindan Ekim 1881’de elde edilen bir
sonucun, 1883 yilinda Mathesis adli dergide yayinlanmasiyla ortaya cikmuistir.
Hadamard’in 1893 yilindaki c¢alismasinda konvekslige rastlansa da konveks
fonksiyonlarin sistematik olarak c¢alisilmasi 1905-1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen ile
baslar. Hardy, Littlewood, Polya, Beckenbach, Bellman, Mitrinovi¢, Pachpatte,
Pecari¢ ve Fink gibi matematikc¢iler Konveks Fonksiyonlar ile Esitsizlikler Teorisi’ni
bir arada inceleyerek ¢esitli kitaplar ve ¢ok sayida makaleler yayinlamislardir. Bu tiir
esitsizlikleri konu alan ilk temel ¢alisma 1934’te Hardy, Littlewood ve Polya
tarafindan yazilan “Inequalities” adli kitaptir (Hardy et al. 1952). Ikinci calisma ise
E.F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan 1961°de yazilan 1934-1960 yillar
arasinda elde edilen yeni esitsizliklerin sonuglarini iceren ve yine “Inequalities” adi

verilen kitaptir (BeckenbachandBellman 1961).

Konveks Fonksiyonlar Teorisi ile iligkili olan Esitsizlik Teorisi C.F. Gauss, A.L.
Cauchy ve P.L. Cebysev ile gelismeye baslamistir. 19.-20. yy’da bulunan
esitsizliklerin bir kismi konveks fonksiyonlarla iliskilendirilerek temel esitsizlikler
haline gelmistir. Bunlarin en 6nemlileri 1881 yilinda Hermite tarafindan elde edilen
Hermite-Hadamard esitsizligi ve 1938 yilinda Ostrowski tarafindan elde edilen
Ostrowski esitsizligidir. Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili ¢alismalarin biiyiik
bir kismi S.S. Dragomir ve C.E.M. Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmis olan
“SelectedTopics on Hermite-HadamardInequalitiesand Applications” isimli kaynakta
bir araya getirilmistir (DragomirandPearce 2000). Glnumizde de konveks

fonksiyonlar igin esitsizlikler tizerine ¢alisan birgok degerli arastirmaci vardir.

Tezin amacina uygun olarak Newtonyen olmayan kalkiiliis i¢in agirlikli ortalamalar
ve daha da 6nemlisi *- konveks fonksiyon tanimini veren Kadak U. ve Giirefe Y. nin
“A Generalization on Weighted Means and Convex Functions with respect to the
Non-Newtonian Calculus” isimli makaleleri temel kaynaklardan biri olarak

kullanilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Konveks Fonksiyonlarla flgili Temel Tanim ve Ozellikler
Bu caligmada kullanilacak bazi temel tanimlar asagida verilmistir.

Tammm 2.1.1. Konveks Kume: L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak

Uzere
B={zeLz=tx+ (1-1t)y, 0<t<1}cA

iseA kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = tx + (1 — t)y esitligindeki
x Ve y’nin katsayilar i¢in t + (1 — t) = 1 bagintis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki t, 1 —t yerine t+ k = 1 sartin1 saglayan ve negatif
olmayan t, k reel sayilari alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y
olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan
ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir (Bayraktar

2000).

Sekil 2.1. Konveks Kiime



Sekil 2.2.Konveks olmayan kiime

Tamm 2.1.2. (Konveks Fonksiyon): I, R’debir aralik ve f:I — R bir fonksiyon

olmak Uzere her x,y € Ive a € [0,1] igin,

flax+ (A -a)y) saf(x) + 1 —a)f (¥)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. (Pecari¢ et al. 1992).

Eger a € (0,1)araliginda alinirsa bu durumda

flax+ (1 =t)y) <af() + (1 -a)f(y)

olur. Bu f fonksiyonuna da strictly konveks fonksiyon denir.“—f” konveks (strictly

konveks) ise 0 zaman f’ ye konkav (strictly konkav) denir.

Konveks fonksiyonun geometrik anlami asagidaki gibidir:



Geometrik olarak ta + (1 —t)b noktasinda; f’nin egri lizerinde aldig1

v

f(b)

t f(a)+(1-4) f(b)
fita+(14)b)

<y

a ta+(14)b b

Sekil 2.3.Konveks fonksiyon

deger (a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalarini birlestiren dogru pargasinin lizerinde aldigi
degerden her zaman daha kiigiiktiir, yani bu iki noktay1 birlestiren kiris (dogru
pargast) her zaman egrinin [a,b] araliginda kalan kisminin {izerinde veya

Ustlindedir.

Sekil 2.3. den de goriildigii gibi te[0,1] oldugundan tf(a) < f(a) dir.

Benzer sekilde (1 —t)f(b) < f(b) dir. Yani tf(a), f(a)’ nn (1—1t)f(b) de
f(b)’ nin altindadir. Dolayisiylatf(a) + (1 —t)f(b) ifadesif (a)ile f(b) arasinda
olur. Konkav fonksiyon i¢in kiris f’ nin grafiginin [a, b] araliginda kalan kisminin

tizerinde veya altindadir.

Teorem 2.1.3. (Ucgen Esitsizligi)Herhangi bir x, y reel sayilari igin

lx +y| < x| + |yl,

[Ix] = Iyl] < 1x = yl,



[Ix| = Iyl| < lx + yl,
ve tlimevarim metoduyla
[y + oo+ x| S ] + o Ll
esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovicet al. 1993).

Teorem 2.1.4. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu) f, [a, b] araliginda siirekli
reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
[ reoar| < [ reolar @<n)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovicet al. 1993).

Ornek 215 f:IcR->R, f(x)=|x| fonksiyonu I (zerinde konveks

fonksiyondur.
C06zUm: f’nin konveks oldugunu gostermek i¢in x,y € I ve a € [0,1] igin
flax+ (A -a)y) s af(x) + 1 —a)f (¥)
oldugunu gdstermeliyiz. Buna gore
flax+ (1 = a)y) = lax + (1 - a)y|

<a+|(1—-a)y|l (tggen esitsizliginden)
=alx|+ (1 - a)lyl
=af(x)+ A -a)f»)

elde edilir. Ilk ve son ifadeden f fonksiyonunun konveksligi ispatlanmis olur.

f(x) = |x|fonksiyonux = 0 da tiireve sahip olmamasma ragmen konveks

fonksiyondur.



v

Sekil 2.4.Aralik tizerinde konveks fonksiyon

Sonug¢ 2.1.6. x,y € Rve p + g > 0 olmak lizere

f(px-qu)<:pf(x)4-qf(y)
p+q/ p+q

esitsizligi (2.1) esitsizligine denktir (Mitrinovicéet al. 1993).

Teorem 2.1.7. (Holder Esitsizligi) a = (a4, ...,a,) ve b = (by,...,b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde

1
—+-=1
P q

olmak Uizere

(@) p > 1ise,

nNb A, e
D by < (me) (Zwuq) ,
k=1 k=1

n
k=1 =

(b) p < Oveyag < 0 ise,



z agby = (ZIak|p> (ZIbk|q>
- k=1 k=1

k=1

esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 2.1.8. (integraller icin Holder Esitsizligi) p > 1 ve % + 5 = 1 olsun. fveg,

[a, b] araliginda tanimli ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun.|f|Pve|g|?, [a, b]

araliginda integrallenebilenfonksiyonlar ise

b b % b %
[ reog@idx < ( | If(x)lpdx> < | |g(x)|qu>
a a a
esitsizligi gecerlidir (Mitrinovicetal. 1993).
Tamim 2.1.9. (Sureklilik) f:S € R = R, x5 € S ve € > 0 verilmis olsun.
x € Svelx —xo| < digin [f(x) = f(xp)| < €
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f, x,’da siireklidir denir (Bayraktar 2010).

Tanmmm 2.1.10. (Duzgun Sureklilik) f:S € R - R fonksiyonu ve & >0 sayisi
verilmis olsun. Bu durumda, |x; — x,| < §sartim1 saglayan her x;,x, €S icin
|f(x1) — f(x2)| < € olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f, S’ de diizgiin siireklidir
denir (Bayraktar 2010).

Tamim 2.1.11. (Lipschitz Sart1) f: S € R — R fonksiyonu igin
If(x) = f| < Ml|x =yl

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, S’de Lipschitz sartin1 saghiyor denir
(Bayraktar 2010).

Sonu¢ 2.1.12. f, S’de Lipschitz sartim1 sagliyorsa f, S’de diizgiin siireklidir
(Bayraktar 2010).



Teorem 2.1.13.[a, b] S I°olsun.Egerf: I — R konveks bir fonksiyon ise f Lipschitz

sartin1 saglar. Sonug olarak f, [a, b] araliginda mutlak stirekli ve I°’de siireklidir

(Pecaricet al. 1992).
Teorem 2.1.14.f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a. f, (a, b) araliginda siireklidir ve

b. f, [a, b] araliginda sinirlidir (Azpeitia 1994).

Tammm 2.1.15. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar) f, I araliginda tanimli bir

fonksiyon ve x;, x, de I’da iki nokta olsun. Bu durumda

(@)xy > x4 iken f(x,) > f(xy) ise f fonksiyonu [ iizerinde artandir,
(b)x, > x; iken f(x,) < f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir,
(C)x, > x4 iken f(x,) = f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir,
(d)x, > x; iken f(x;) < f(x,) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir

denir (Adams andEssex 2010).

Teorem 2.1.16.] ac¢ik bir aralik ve /] € I olmak Uzere f, I Uzerinde surekli ve J

uzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(@) Her x € J icin f'(x) > Oisef fonksiyonu [ iizerinde artandir.

(b) Her x € J icin f'(x) < 0 isef fonksiyonu I iizerinde azalandr.
(c) Her x € J igin f'(x) = Oisef fonksiyonu I tizerinde azalmayandir.

(d)Her x €] icin f'(x) < Oisef fonksiyonu [ {izerinde artmayandir (Adams
andEssex 2010).

Asagida konveks fonksiyonlarin tlirevleri ile artanlik (azalanlik) arasindaki

iliskiyi iceren sonug ve teoremler verilmistir.



Sonu¢ 2.1.17.f,g konveks fonsiyonlar ve g ayni zamanda artan ise go f
fonksiyonu konvekstir (Roberts and Varberg 1973).

Teorem 2.1.18. Eger f:1 — R konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise f{(x) ve

f!(x) var ve bu fonksiyonlar [°’ de artandir (kesin artandir) (Pecaricet al. 1992).

Teorem 2.1.19.f fonksiyonu (a,b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'nin

artan (kesin artan) olmasidir (Pecaricet al. 1992).

Teorem 2.1.20.f fonksiyonunun [ acik araliginda ikinci tiirevi varsa, f
fonksiyonunun bu aralik iizerinde konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter

sart x € I igin

f"(x) =z (>)0

olmasidir (Pecaricet al. 1992).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. a-Aritmetik

Aritmetik, tanim kiimesi reel sayilarin bir alt kiimesi olan tam sirali bir
cisimdir. Aritmetik sistem ise bu cisim tizerinde tanimli cebirsel islemlerle elde

edilen yapiya denir.

Aritmetik sistemleri olusturmaya yarayan iireteg(dogurucu) fonksiyonu, tanim
kiimesi reel sayilar ve deger kiimesi reel sayilarin bir alt kiimesi olan bire-bir ve
orten (bijektif) bir donisimdir. Ibirim fonksiyon ve e*fonksiyonu Uretec
fonksiyonuna birer ornektir. Her bir irete¢ tek bir aritmetik irettigi gibi her
aritmetikte tek bir iirete¢ yardimiyla tretilebilir.Simdi farkl iirete¢ fonksiyonlar
yardimiyla yukarida bahsi gecen aritmetik sistemlerolusturarak matematik analizin

temel kavramlarinin bu sistemlerdeki karsiliklariniarastiracagiz.

Bu kisimda Newtonyen olmayan hesap tiirlerinden biri olan ve tek bir Ureteg
fonksiyonkullanilarak elde edilen yapilar anlatilmaktadir. Ozellikle metrik ve normlu
uzay gibimatematik analizin temel konularinin bu yapidaki karsiliklar
incelenmektedir. Ayricaklasik hesapta Onemli bir yer tutan tlirev ve integral
kavramlarina, farkli Urete¢fonksiyonlarinin nasil bir etkisi oldugu arastirilarak bazi

uygulamalar yapilmaktadir.

Simdi a, tanim kiimesi A € R ve deger kiimesiR, = {a(x):x € R}olan bir
lirete¢ (dogurucu) olsun. Rgiizerinde tammli+, ~,xve /islemleri ve <siralama

bagintis1 asagidaki gibi olan aritmetige bir a-aritmetik denir.
Butln x,y € R, 'laricin;

a- toplam x+y = a{a™1(x) + a 1 (y)}

a- fark  x~y =afa™1(x) —a ()}

a- carpmmx X y = a{a " 1(x)xa"1(y)}

11



a- oran x/y, § = af{a ™ (x) + a7 (y)}

a- stralama x <y e a l(x) <al(y)

Bu islemler altinda (Ra,-i-,é,fc, ],<)tam sirali bir cisimdir yani bir

aritmetiktir. Bu aritmetigiafonksiyonu irettigi i¢in bunaa-aritmetik denir. Her bir

tirete¢ fonksiyonu yalniz bir aritmetik iiretir ya da her bir aritmetik yalniz bir Ureteg

vasitastyla tiretilir (GrossmanandKatz 2006).
Ornek:Ureteg fonksiyon o = expolmak iizere
a:R - Roy, SR*vea R, > RSR
x->akx)=e*=yvey->al(y)=lny=x

seklinde verilsin. Biitiin x, y € R*icin asagidaki cebirsel islemler gegerlidir.

a - toplam x+y = a{a t(x) + a7 1(y)} = e+ = x y

a - fark x~y =afa l(x) —al(y)} = el = x =y y =0

@ - carpim x X y = a{a—l(x)xa—l(y)} = ellnxxiny} _ ,lny _ ylnx
o _ 1

@ - oran x/y, 5= a{a™1(x) ~ a~1(y)} = e} — xiny | y £ 1

Hern € Z igin —n = 0 — n = a(—n)olmak lzere Z, tamsayilar kiimesi
Zg={w..—2-1,0,1,2,....} ={u..a(=2),a(-1),a(0),a(1) ,a(2), ...}
seklinde tarif edilir. Buna gore; @ —tamsayilarin Z, kumesi,
Z,={n/n=an),nez}
seklindedir. Ozel olarak @ = exp igin, Z,y, kimesi
Zy=1{....1/e%,1/e,1,e,e? ....}

Buradae sayis1 dogal logaritmik sayidir.

12



Tamm 3.1.1.Keyfi x € R,sayis1 igin x'in a-karesi x X x seklindedir ve x2notasyonu

ile gosterilir. Keyfi negatif olmayan x, t reel sayilar olmak iizeret =
a{\/a‘l(x)}degeri yalniz bir olup tnina-karesix 'e esittir ve t? = x'tir. Benzer

mantikla x € R,'ning-uncu  a-kékil ve p-inci  a-kuvvetini sirasiylai/xve
xPnotasyonuyla gosterecegiz. Ayrica asagidaki temel islemler her x € R,icin

gecerlidir:

x? =xXxx=afa" (x)xa” ()} = a{la™ ()]*},

x3 =x? xx = a{a Hala " (x)xa () Hxa "1 (x) = af[a* (x)]3}

xP = xP D x x = af[at(x)]}
(GrossmanandKatz 2006).

Tanim 3.1.2.Birx € R,sayisinin |x|,Newtonyen olmayan mutlak degeri,

x, x>0
Ixlg =40 ,x =0=af|a 07 (x)|}
0-x,x<0

olarak tanimlanir. x'in @-mutlak degeri seklinde isimlendirilir(GrossmanandKatz
2006).

Tanim 3.1.3.(a-limitve a-turev) {U,}, A daki sayilarin sonsuz bir dizisi olsun. Bu
durumda A da en fazla bir u sayis1 vardir 6yle ki a-iginde u yu barindiran her a-
aralik {U,,} in sonlu sayida hemen hemen her terimini igerir. Bdyle bir say1 mevcutsa

{U,.} eu ya a-yakinsak denir. Bu da {U,,} in a-limitidir.

Agik bir(r,s) € Rparaliginda f:(r,s) = R,'ya tanimli bir fonksiyonolsun.x, x, €

(r,s)olmak Uzere

13



a- 1y F OO (%0)
im ———

X—>Xg X—Xq

olacak sekildea-limiti varsa, bu degere ffonksiyonunun xynoktasindaki a-tlirevi

denir vef;ile gosterilir.

Eger  ffonksiyonu  xgnoktasinda  « — tlrevlenebilir  ise  faym

noktadaa —diferensiyellenebilirdir. Ayrica bu limit degeri @ —iireteci yardimiyla

fo o) = g L)
. {a‘l{f(x)} 2 a‘l{f(xo)}}
= lImau

a~1(x) — a=*(x)

X—Xp

— i o | UG} — a7 (o)} X = Xg

o X — X “am(x) — a1(x)

= ol (@™ f)(x) — (@™ f)(xo) lim X — Xo

R P X — Xg “x=x0 () — a~1(xo)

lim
X (@ 1) (x)

y { (a'1°f)’(xo)}
=

seklinde hesaplanir. Burada f ‘! notasyonu fonksiyonun Klasik tiirevi igin

kullanilmistir.(GrossmanandKatz 2006).

Ornek:f: (r,s) - R,olmak tzeref (x) = x*fonksiyonu

verilsin. ffonksiyonununxynoktasindaki a-tirevi

(@o f) {xo}

falo) = « l
(@) (x)
_Jesfeor)) e
(@) (xo)
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_ A @)@ o)
(@) (xo)

=af2a71(xy)} = 2% x,

Ozel olarak a = expalinirsa, f(x) = x2olmak lzere
fa (x0) = exp{2In(x)} = x?
elde edilir

Uyari: f; (Xo)tiirev operatorii dogrusal (lineer) bir operatordiir. ¢ € R,Sabit olmak

uzere
fa(g+h) = fegt+fahve ff(c X g) =c X f g
esitlikleri gegerlidir.
3.2. a-Aritmetigin Baz1 Uygulamalari
3.2.1.Geometrik Turev

Bu bolum boyunca, f fonksiyonu en az bir aralik kendi igini kapsayan pozitif
bir fonksiyon oldugukabul edilecektir.Eger asagidaki limit var ve pozitif ise, bu
limiti[ Df](a) seklinde tamimlariz. Bunaf nin a’daki geometrik tiirevi deriz,f ye a

da geometrik olarak diferansiyellenebilirdir denir.

i [LE]
x~a lf (a)

Yukaridaki limitin 0 olmasi miimkiindiir.( Ornegin eger f(x) = exp (—Xl/ 3) ve a =

0).

[Df] (a)ve[ﬁ f] (a)’nin  mevcut oldugu, birinin mevcut olmast ile
ispatlanabilir. Yani bir tlirevin varligt digerinin var olup olmadig1 hakkinda bilgi

verir. Ayrica, eger her ikiside meveut ise o zaman [Df](a), exp([Df](a)/f(a) )’ye
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esittirve yine bu turev Kklasik egim olarak bildigimiz, (a, f(a))noktasindaki
tanjantina esittir ( Ozdes olarak, [Df](a)/f(a)ifadesi f’nin a’daki logaritmik

tdrevini ifade eder).

Birf fonksiyonunun geometrik tireviDf ile gosterilir. Dfoyle bir
fonksiyondur ki her bir t sayisini [5 f] (t)’ye gotiriir (eger tirev varsa).Eger f
geometrik olarak uniform ise, D f f’nin geometrikegimine esit olan bir sabite sahiptir.
Gercekten sadece geometrik uniform fonksiyonlarin R {izerindeki degeri sabit olan

geometrik tlirevleri vardir.

Omegin, eger f, R uzerinde pozitif sabit bir fonksiyon olsun, bu durumda

Df heryerde 1° e esittir.
D(1+1)#D(1)+D(1)
oldugundan dolay1 D operatorii toplamsal degildir. Fakat Dcarpimsaldir.
D(f.9) =D(f)-D(9)
dahasi,
D(f)¢ = (Df)", c-sabit.

exp fonksiyonuna doniip, klasik tiirevini hatirlayalim,exp[expx] fonksiyonu

ise kendi geometrik tiirevine esittir (GrossmanandKatz 2006).
3.2.2. Geometrik integral

Surekli, pozitif bir f —fonksiyon [r,s] araligindaki geometrik integrali

[Mrsf]s_r sayisi ile verilir Vef;sfile gosterilir.

Geometrik integral bir agirliklt geometrik ortalamadir.

T f = M)
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~ S
Ayricaf . f 1’ terimi agagidaki ¢arpma esit olan yakinsak bir dizinin pozitif limitine

esittir.

[f (@] [f (@] ..o oo [f (@) ]*

Burada a,,a,,as,...a, ler [r,s] nin par¢alamsidir.k, ise a,—a, , az—a, , ...,

a,,—a,_qlerinortak degeridir.
T: fcarpimsal 6zellige sahiptir.
T: (f.9) = Trsf : T:g
ayrica
T: 59 = (T: 3 )C, c-sabit
Geometrik integral asagidaki ii¢ 6zellige sahip bir operatordiir.

1.) Herhangi bir [r,s] araligi ve bu araliktah(x) = b pozitifsabit fonksiyonu
icin
J,h=b"""

r

2.) Herhangi bir [r,s] araligi ve bu aralikta tanimli pozitiff ve g fonksiyonlari

icin, herx € [r, s]iginf (x) < g(x)iken
T:f < T:g

3.) r < s < tkosulunu saglayan herhangir, s, tsayilar1 ve [r, s] araliginda stirekli

herhangi bir pozitif f fonksiyonu igin

[rfr=[

dir.
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Simdi ise yukarida verilen ifadelerin klasik analiz ile iliskisini verecegiz:
fbir pozitif fonksiyon ve
f(x) =Inf(x)

olsun durumda agagidaki bagintilar saglanir.

1) [Df1(a) = exp{[Df] (@)}
2) W5 f = exp{M;F)

~S
3) J.f=ex{f. ]}
(GrossmanandKatz 2006).
3.2.3. Ana-geometrik Turev

Bu kisimda,f pozitif bir aralikta kendi i¢ noktasini (interior) ihtiva eden bir

fonksiyon olarak incelenecektir.

Eger asagidaki limit varsa, bu limit [Df](a) ile gosterilir vef’nin a ’daki
ana-geometrik tiirevi olarak adlandirilir.Eger f fonksiyonu bir a noktasinda ana-

geometrikolarak diferensiyellenebilirse:

. f®)—f(@
xoa In(x) — In (a)

Bu[D f](a) ve [D f] (a)her ikisinden birinin varhig: ile ispatlanabilir.Eger bunlar

mevcut ise

[D f1(a)

D@~ * [D f1(a);

[of](@ =

[D f] (a)ana-geometrikuniform fonksiyonun egimine esittir. Buf nin a daki klasik

egimine denk diiser. Burada [13 f] (a), f fonksiyonunun In e gore a daki klasik
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tiirevine esittir.Bir ana-geometrik tlrev [D f] ile gosterilir. Oyle bir fonksiyondur ki

eger tiirev var ise herbir t sayisini [D f] (t) ye gotlrlr. Ayrica, Doperatori

birlesmeli ve homojendir.
D(f+g) =Df +Dyg
D(cf) = c.Df, c sabit
Egerf bir ana-geometrikuniform bir fonksiyon ise , Df ,f nin ana-geometrik
egimine esit olan bir sabiti vardir.

Gergekten sadece, ana-geometrik fonksiyonlarin , R, da sabit olan ana-

geometrik tlirevleri vardir (GrossmanandKatz 2006).

Not: Egerh(x) = mx burada m bir sabit vex > 0 0 zaman Dh = holur.

3.2.4.Ana-geometrik integral

[, s]pozitif aralig1 tizerinde tanimli siirekli birf fonksiyonun ana-geometrik

integrali

[in(s) — In(r)]. MSf

say1sina esittir ve | Sf. frf = Oile gosterilir.

T T

Ana-geometrik integraller agirlikli ana-geometrik ortalamadir.

I°f = ME{In(s) — In()]. f}

~r

ayrica , J ° f, n. terimi asagidaki toplama esit olan yakinsak bir dizinin limitine
~r

esittir.
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[in(kn)]. f(ay) + - [In(ky)]. f (an-1)
burada a,,a,, ... ,a, [r, s]araliginda n. bolintuleridir.

k, lerise a,/a; ,as/a,, ..., ay/a,_;lerin ortak degerleridir.

Baz1 okuyucular, 6zellikleStieltjes integrallerini bilenler ff f ifadesini f nin

[r, s] araligindaki Stieltjes integrali oldugunun farkina varacaklardir.
S
| r
operatoritoplamsal ve homojendir.
S S S
[o+a=[r+]7r
S S
[en=c|s
Bu ifadelerin klasik analiz ile ilgisi:
G; fpozitif bir [r, s]araliginda, f nin bir anageometrik gradyeti olsun.

flx) = f(e®),7 =In(r), 5 = In(s)ve a = In(a)olsun.

Bu durumda, ana-geometrik ve klasik operatorler arasinda asagidaki iliskiler

vardir.

1 Gf =G

2. [pf]@=Ipfl@

3. Mf =Mf
4. [°f=1°F
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(GrossmanandKatz 2006).

Uyari:2. maddede de [Qf] (a) nin mevcut oldugunu farz ettik. 3. ve 4. Maddelerde

isef nin [r, s] de siirekli oldugunu kabul ettik.
3.2.5. Bi-geometrik Turev

Bu kisimdaf fonksiyonu pozitif ve en az bir a i¢ noktasini ihtiva eden aralikta

tanimlanan bir fonksiyon olarak ele alinacaktir. Eger asagidaki limit var ve pozitif
ise,f ninbi-geometrik tUrevi[ﬁf] (a) ile gosterilir vef nin a da bi-geometrik olarak

diferansiyellenmesi agagidaki limit ile ifade edilir:

r f(X) 1/[In(x)-1n(a)]
x~01f(a)

burada[ﬁf] (a) nin pozitif olma gereksinimini daha sonra

belirtecegiz.[D f](a)ve[ﬁf] (a) mevcut ise [ﬁf] (a) = exp{a.[Df](a) /f(a)}ve[ﬁf] (a)
, esit-bi-geometrikuniform fonksiyonun egime esittir. Bu klasik analizdekif nin

(a, f(a)) noktasindaki tanjanti(egim) olarak bilinir.

Bi-geometrik tiirev , Dfile verilir. Dfdyle bir fonksiyondur ki eger mevcut ise

her birf yi | D] (t) ye gotrr.
D operatdrii carpimsallik 6zelligine sahiptir.
D(f.9) = D(f).D(g)
ayrica
—_ —_ c
D(f°) = (Df) , C-sabit

(GrossmanandKatz 2006).
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3.2.6. Bi-geometrik Integral

Pozitif bir[r, s]araliginda tanimli pozitif strekli birf fonksiyonunu bi-

geometrik integrali

[Ins=In7]

[72]

~S ~T
sayisina esittir, ve[ file] f = 1 ile gosterilir.

T T
Bi-geometrik integral, agirliklibi-geometrik ortalama oldugundan

Ins—Inr]

7°r = [mf]

~S
Ayrica, [ f n. terimi asagida verilen yakinsak ve limiti pozitif olan bir dizinin
~r

limitidir.
[F (@1 [f (ap)] " .. [f (@p-q)] 0
burada, aj,a; .. ay, [r,s] araliginda geometrik boliintiileri ve k,, de

a,/a;,as/a,, ..., a,/a_1lerin esit degerleridir.

T fdegismelidir(dagiima)

I'¢o=T7rTg

ayrica

T°(f0) = (T Sf) , c-sabit

~r

Bi-geometrik integral asagidaki 6zelliklere sahip bir operatordur.
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1. Pozitif bir[r, s] aralig1 ve bu aralikta tanimli pozitith(x) = b sabit fonksiyonu

icin

Tsh — bln(s)—ln(r)

r

2. [r,s]pozitif araliginda tanimli pozitif ve siirekli f,g fonksiyonlari i¢in eger

VXE[r, sliginf(x) < g(x) ise

3. 0<r<s<t sartim saglayan herhangi r, s ve t sayilar1 ve [r,s] Uzerinde

tanimli pozitif siireklif, fonksiyonu igin
~s =t =t
[f£ff=[f
~r ~s ~r
Yukarida verilen ifadelerin klasik analiz ile iliskisi:

Gsf , pozitif [r,s] aralig1 iizerinde tanimli, pozitiff fonksiyonunun bi-geometrik

gradyenti olsun. Bu,

f(x)=In(f(e)), T=In{), s=In(s), a=In(a)

olarakverilsin.Bu durumda klasik analiz ile bi-geometrik analizdeki operatorler

arasinda asagidaki diizenli iliskiler vardir.

1. [?f] (a) = exp{[Df|(@)}

2. I\'ZIEf = exp{M:f}

(GrossmanandKatz 2006).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Yildizil Aritmetik (* —Aritmetik)

Bu c¢alismaninkalant igin,x vef gelisigizel segilen Gretkenlerdir ve *

siralanan aritmetik ¢iftidir(a — aritmetik, § — aritmetik).

a — aritmetik B — aritmetik
Kilime A B
Toplama + I
Cikarma = =
Carpma X %
Bolme / /
Siralama < <

Anlagilacagi tizeredncekiboliimdeki biitiin tanimlamalar esit bir sekilde  —
aritmetigine uygulanir. Ornegin B — yakinsaklik, B — aralik vep —igkullanilarak
tanimlanir.*- hesabinda ve o — aritmetik, arglimanlarda ve f — aritmetik
degerlerde kullanilir. *- kallkulusun operattrleri sadece argimanlariA’da ve degerleri
B’ de olan fonksiyonlara uygulanir. Bu yiizden aksi belirtilmedikge biitiin

fonksiyonlar bu karakterde kabul edilecektir.

ffonksiyonununA daki bir a sayisindaki *-limiti — eger mevcutsa- B deki tek

eger {a,} a ya a- yakinsaksa{f (a,)} b ye B-yakinsaktir.
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* —lim f(x) =b
xX—a
seklinde ifade edilir.

ffonksiyonununA daki bir a sayisinda *-siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart
*—lim f(x) = f(a)
x—-a
olmasidir.

avef birim fonksiyon ise *-limit ve *-siireklilik kavramlar1 klasik limit ve klasik

stireklilige denktir.

a-aritmetikten f-aritmetige tamimli izomorfizm asagidaki ii¢ sart1 saglayan tek bir

((iota) fonksiyonudur:

1. ¢ 1-1dir.
2. (, A dan B ye igine fonksiyondur.
3. Adaki her u ve v sayisi igin,
(utv) = (uw)+ 1(v),
(u=v) = (u)= (v),
(uxv)=1u) X (v),
t(u]v) =ww)/ u(v),v #0

u<veoei(u<i(v).

Gorulebilir ki A daki her x sayis1 igin «(x) = B{a~1(x)} ve her n icin (1) =
i dir. Omegin u+v = "1{i(w)+1(v)} oldugundan agiktir kia —aritmetikteki her

Onerme kolaycaf —aritmetige doniistiiriilebilir (GrossmanandKatz 2006).
4.2. *-Tlrev

Eger asagidaki *-limit mevcutsa bunu[D* f](a)ile gbsteririz ve f in a daki

tlrevi olarak ifade ederiz vef in a da tiirevlenebildigini sdyleriz.

« = Um{[ f()= f( @]/ (D)= ()]}
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Eger mevcutsa[D*f](a) mutlakaB dedir.

[D*flile gosterilen f in *-tlrevi A daki her t sayisini, eger mevcutsa [D*f](t)

sayisina esler.

D*operatoru, g —toplamsal vef —homojendir.

D*(f+g)=D"f ¥+Dg
D*(c X f)=c XD*f

(¢, B de sabittir).
4.3. *- Ortalama

[r,s] deki *-siireklif fonksiyonunun *- ortalamasi M*; filegsterilir ve n
inci terimi f(ay), f(ay),..,f(a,) in B— ortalamasi olan, B — yakinsak

dizininB —limiti olarak tamimlanir. Buradaa, ..., a, [r,s] in n-kathea-

boluntisudr.

[ 7,s ]de *- uniform fonksiyonun *- ortalamasi r ve s deki degerlerininf} —

ortalamasina esittir.

*- ortalama asagidaki ii¢ 6zellige sahip tek operatordiir.

1. Her a —araligi [r,s Jve[r,s ] deki her sabit h(x) = b fonksiyonu icin
M*Sf = b,
2. Her [r,s]aralig ve[r,s]'de *-siirekli herf ve g fonksiyonu icin [r,s] de
strekli her x say1s1 igin egerf(x) < g(x) ise

M*3f < M*.f.

3. A dakir < s <t sartim saglayan r,s,t sayilart ve [r,t] deki bir *-siirekli

f fonksiyonu igin

[()= WP X M7 f FW(O)= W] X M*sf
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= [(BO= (W] % M f.

(Grossman and Katz 2006).

4.4. *-Integral

"[file gosterilen [r,s] de *- sireklif fonksiyonun * —integrali, B de

bulunanasagidaki sayidir:
[W(s)= ()] %X M*3f.
Boylece[ f = 0.
*- integral agirlikli *- aritmetik ortalamadir. Ciinki
U F = M@ MfY
Ayrica, frs f, n’inci terimi

[W(ky) % fla)l+ .. +[Wkn) X fan-1)],

olanf —yakinsak dizinin 3 —limitine esittir. Burada aq, ...,a, , [r,s ]ninn-katha
bolintasudir ve k,, , a, —a, ,az ~a, , ... ,a, —a,_, lerin ortak degeridir (Eger a

Klasik olarak surekliyse ve B = I ise *-integral Stieltjes integraldir).

*- integral § —toplamsal ve B —homojendirve asagidaki su Ozellige sahip tek

operatordur.

1. Hera —araligi [r,s] ve|[r,s]desabit fonksiyon h(x) = bigin

*frs h = [(s)=u(r)] X b.

2. Hera —araligi [r,s] ve [r,s]de *-surekli olanf ve g fonksiyonlari i¢in,

[ 7, s Jdeki her x sayist igin eger f(x) £ g(x)ise
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Trflg
3. Adakir < s < t sartim saglayan 7, s, t sayilar1 ve [, t | deki bir *-siirekli f

fonksiyonu icin

4.4. Klasik Analizle ilgisi

Bu bélimde *-hesaplamanin karsilik gelen kavramlari ve klasik hesaplama

arasindaki uniform iligkileri belirtecegiz.

A’da her bir a sayis1 igin @ = @~ 1(a) alalim.fargiimanlar A da ve degerleri

B deolan bir fonksiyon olsunve f(t) = f~1{f(a(t))}alalim.Ayrica,* — lim f (x)ve
xX—a

* — ltiTr_lf(t) birlikte mevcut olsun. Bu durumda
-a
«=lim f(x) = § {lim f(0)}
x—-a t—-a

olur. Ayrica,f in a’da *-siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart.fnin, ada klasik

stirekli olmasidir.[D* f](a)ve[Df](@) tirevleri birlikte mevcutsa

[D*f1(a) = B{[Df](@)}

olur. Ve eger f, [r,s ] de *- siirekli ise
uess = g )
s S =
1 F=B{I 7}
a € Ave b € B olsun. Eger sirasiyla a ve f a~1(a) ve B~1(b) ‘de klasik siirekliyse

“+ —limf(x) = b © limf(x) = b.
X—a X—a
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Eger a ve f sirastyla a”(a) ve B71(f(a)) da Klasik stirekli isef, a’da*-

streklidir.
4.7. 1ki Aritmetik Arasindaki iliski

Bu bolimde verilen herhangi iki kalklusin - *- kalkulis ve *— kalkilis
aralarindaki uniform iligskiyi belirtecegiz.*- kalktlis icin, A ve B bdlgelerindeki
aritmetikleri Ureten iki Urete¢ vardir. avef. Biitiin aritmetikler izomorfik oldugu
icin, «a —aritmetikten @& —aritmetigine tek bir izomorfizmT; vardir ve

S —aritmetikten 8 —aritmetigine tek bir izomorfizm T, vardir.

A’daki her bir x says1 i¢in, A ‘da T; (x) sayis1 veB’deki her bir y sayis1 i¢inB
de bir T,(y) sayist olsun. Argiimanlari A da ve degerleri B de olan her bir f
fonksiyonu icin, (x,y)f de keyfi sirali ikili iken biitiin sirali (X, ¥) ikililerini iceren

fonksiyon f olsun. Agik¢a f nin argiimanlar1 A de ve degerleri B dedir.

Asagidaki notasyonlar da ayrica kullanilacaktir.

* —Calculus *— Calculus
Bolgeler A B
Toplama + i
Cikarma - =
Carpma X X
Bolme / /
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Siralama < <

ve

* —lim *— lim
Gradyanlar ‘G *G
Turevler “D ‘D
Ortalamalar ‘M *M
Integraller f . f '

f, Argiimanlar1 A da ve degerleri B de olan bir fonksiyon olsun ve a, A da bir

say1 olsun. Daha sonra asagidakiler birlikte ortaya cikar.
—lmf(x) ,F=Umf(2) ;
x—a t-a
Ve eger mevcutsa
«—lim f(x), %= lim f(t) ;
x—a t-a
Buna ilaveten f in a da * —siirekli olmas1 igin gerek ve yeter sart £ nin a de
*—siirekli olmasidir.
4.8. GeometrikAritmetigin Uygulamasi

a ve [ y1 uygun sekilde secersek daha once degindigimiz kalkiiliisleri * — kalkuliis

ile Uretebiliriz.

12
=)

Hesaplamalar
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Klasik I I

Geometrik I exp
Anageometrik exp I
Bigeometrik exp exp

Bu yilzden geometrik aritmetigi, geometrik hesaplamadaki fonksiyon
degerlerinde ana-geometrik hesaplamada fonksiyon ispatlarinda ve bi-geometrik

hesaplamada hem ispatlamada hem de degerlerde kullanilir.
4.9. Newtonyen Olmayan Konvekslik ve ¢ —Ortalamalar

Tamm4.9.1. (a-aritmetik ortalama)n tane pozitif reel say1 xq,X,, ..., X,verilmis
olsun.A, olarak gosterilen « ortalama, her n igin x, lerin @ toplaminin 1 ile

bolumaddar. Yani:

n

4, = Z = Zn: a{a_lrf)(k)}

C=1 C=1

B O({0(‘10(1) +a t(xy) + o+ a‘l(xn)}

n

a = expalinirsa:

B

n
1
Aexp = <l_[ Xk) = (X1X2 o Xp)7,

k=1
Elde edilir. Benzer sekilde @ = q,, i¢in sunu elde ederiz

1

) v e o)

B (xlp + 2P + -+ x, P

p n

AgxpVeApsirasiyla carpimsal aritmetik ortalama ve p aritmetik ortalama
(genellikle p ortalama olarak bilinir) olarak adlandirilir. A,,p = 1vep = —1igin

sirastyla bildigimiz aritmetik ve harmonik ortalamaya dontigiir (Kadak ve Gurefe
2016).
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Sonug4.9.2. Agiktir kiTanim 4.9.1 farkls iiretecler kullanilarak yazilabilir. Ozel olarak
cesitli iiretkenler kullanilarak yazilabilecegi agiktir. Ozellikle, eger a aritmetik

yerinef aritmetik alinirsa bu ortalama asagidaki gibi tanimlanabilir:

n

Ag = Z X /1.

Br=1

(Kadak ve Girefe 2016).

Tamm4.9.3.(a-geometrik ortalama) x;, X,, ..., X, € Rt Gyolarak adlandirilan,

a —geometrik ortalama, x, lerin @ ¢arpimininn inci dereceden a kékudur:

n A\ @ ’ 1
Gy = olk_Jlxk =a <Ba‘1(xk)>

=a {(a_l(xl). a 1(xy). ... a‘l(xn))i}.

Benzer sekilde, su sonuca variriz; lretegleria =exp veya a =q,

aldigimizda a —geometrik ortalamay1 asagidaki sekilde yorumlayabiliriz:

1
Gexp = exp{(lnxl. Inx, ... lnxn)ﬁ} , (xq > 1)
1

N 1
Gy = {(xlpxzp ...xnp)n} = (X1X3 . X)), (p#0)

GexpVeGy sirastyla carpimsal geometrik ortalama ve p —geometrik ortalama

olarak adlandirilir. Agikga, p = 1i¢in G, = Agypolur (Kadak ve Gurefe 2016).

Tamm4.9.4.(a —harmonik ortalama)x,, x,, ..., X, € Rt vea™1(x,) # 0 alalim.Her
n € N icin @ —harmonik ortalamaH, soyle tanimlanir.

n n
Heq = i =71 . 1. .1
P et T
a Xk
n
=a 1 T T
x| @ty L« i(xn)
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benzer sekilde sunu da elde edebiliriz

n
Hexp = exp{— T T , (xp>1)
In(xy)  In(xz) lil(Xn) (1)
P
n
H, ={— 1 1
(x)P  (x2)P (xn)P

HxpVeH, sirasiyla carpimsalhormonik ortalama ve p—harmonik ortalama
olarak adlandirilir. Goriildiigli lizere bu tanim dap = 1ve p = —1 igin sirasiyla
siradan harmonik ortalama ve siradan harmonik ortalamaya indirgenmistir (Kadak ve
Gurefe 2016).

Tammm 4.9.5. (Agirhkh a-aritmetik ortalama)Bos olmayan {x;,x,,...,X,}
kiimenin, Negatif olmayan {w;,w,, ..., wy}agirliklartyla, agirlikli  a-aritmetik
ortalamasi asagidaki niceliktir:

4 Zai=1XiXW1 X1 XW;+X5,XWo+ ... +X,XW
1XW, TXXW) nXWp
Ay = =

S, W, Wi Wt . W, @

{ =1 Wi a_l(Xi)}
= q{ —m—

ayrica eger biitlin agirliklar esitse, agirlikli a-aritmetik ortalama, a-aritmetik ortalama

ile aynidir.

a = expvea = q, olacak agirlikli o-aritmetik ortalama agirhiklarla birlikte

verilebilir asagida oldugu gibi,

1
exp p Z?=1Wi i ’ n

i=1
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1
i = w1 ()P + Wy (x2)? + - + Wy ()PP
Wy +wy 4wy,

ap

Aexpveﬁp sirastyla agirlikli aritmetik ortalama ve agirlikli p — aritmetik
ortalama olarak adlandirilir. Aexpsnadan agirlikli geometrik ortalamaya denk olur.
Hemde, kolayca anlasilabilirki, Ap,p = 1ve p = —1ig¢in sirasiyla siradan agirlikli

aritmetik ortalamaya ve agirlikli harmonik ortalamaya indirgenir (Kadak ve Gurefe
2016).

Tamim 4.9.6. (Agirhkh a-geometrik ortalama) Verilen bir pozitif gergek sayilar
kiimesi (xq, x5, ..., X,) Ve karsilik gelen agirliklar (wq, Wy, ..., wy)icinagirhikli a-

geometrik ortalamaG,, su sekilde tanimlanr.

N e O v I e

= {[O(_l(Xl)]Wl"'WZ"'"'Wn [a_l(Xz)]Wl"'WZ"'"'Wn [a—l(xn)]w1+w2+...wn}
(Kadak ve Giirefe 2016).

Tanim4.9.7.(Agirhkh  a-harmonik ortalama)Eger agirliklarin = bir  kiimesi
(Wy, Wy, ..., wy) veri kiimesi(xq, x5, ..., x,,)ile birlikte verilirseagirlikli a-harmonik

ortalama su sekilde tanimlanir.

n . . ., . .
ﬁ . aZk:lwk _ W1+W2+...Wn
a T We - Wy - Y]
n Wi ApZ2g jin
o k=1Xk X1 X2 Xn

Wy +wy + Wy,
wq w» + “+

al(xy) | al(xy) a~1(xp)

= Wn
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a=exp Ve a=gq, olarak alindiginda, (wy, Wy, ..., wp)agirliklartylaagirliklio-

harmonik ortalama asagidaki sekilde yazilabilir.

~ Wy +wy 4wy,

Hexp = eXpy—w; w5 Wn o (e >1)
In(xy)  In(xz) In(xn)
1
P
7. = wy+wy +wy,
p Wy w3 Wn
(x1)P + (x2)P ot (xn)P
(Kadak ve Girefe 2016).

4.10. Genellestirilmis * —Konveks Fonksiyon

Bu bolimde, Newtonyen olmayan konvekslik kavrami fonksiyonlari, farkli
uretecler kullanilarak verilecektir. Ayrica, konvekslik ve newtonyen olmayan

agirlikli ortalama arasindaki iligki tanimlanacaktir.

Tamim4.10.1.(Genellestirilmis *- konveks fonksiyon) I, R, da bir aralik olsun. Bu

durumda, eger

fQuixt2,xy) £ wEf () Fuif (y) , A+, = 1ve 3)
U1‘T'UZ = 1 ) /’11'/’12 € [0; 1]

Sart1 saglanirsa f: 1, = Rg nin konveks oldugu sdylenir. Boylece bunu a ve

uretkenleriyle birlestirerek su sonuca variriz:

flafa™(A).a™ () + a7 (A). a7 (D

4
< ,B{,B_l(ul).ﬁ_lf(x) + .B_l(llz)-.g_lf(}’)}

Eger (4) butin x # y igin strictly degilse,f in agikga konveks oldugu
sOylenir. Eger (4) deki esitsizlik tersine gevrilirse,f in konkav oldugu soéylenir.
Bunun yani sira, (4) agirlikli a-aritmetik ortalamaya uyarak (2) de su sekilde

yazilabilir:
f(Ralx y}) £ Ap{f(x), f()}
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(Kadak ve Girefe 2016).

Sonug 4.10.2.a ve [ nin 6zel segimleriyle asagidaki gibi farkli konvekslik siniflari

elde edilebilir:
Durum 1:

a. Egera =B =expved; =y ,A, =W, alirsak (4) de

f(xln/llyln)tz) < f(x)ln/llf(y)ln/lz ) (11'/12 € [1,e])

A1 Ay = eVefileyp = Rexp = (0,) bu fonksiyon bi-geometrik konveks
fonksiyonu olarak adlandirilir. Esit sekilde,In f(x) siradan konveks fonksiyonsa f

bi-geometrik konvekstir.
b. a = expvef = Iicgin
f(xlnllymlz) < ufOo) +uf () (A, 1, €[1,el; Wy, 1y €10,1])

A1.2; = eveyy + g = 1bu durumda, fonksiyon  f:lex, — Rgeometrik konveks

fonksiyon olarak adlandirilir. Her geometrik konveksfonksiyon ayni zamanda

konvekstir.

c. a = Ivef = expolarak sunu elde ederiz

fux +Ay) < fOM™ f)™2 ,  (u,m €[Lel; 24,4, €[0,1])

Wi.py = eved; + 1, = 1ve  f:1 - Regpana-geometrik konveks fonksiyon olarak

adlandirilir.

Durum 2:
a) Eger a=B=¢q, ve A, =y, , L, =u, alirsak (4) def (((Alx)P +

223)")7) < (f @) + (2f )Y, e R
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A2 €101] AP+ 4,7 =1vef:1,, > R, QQ-konveks fonksiyon olarak

adlandirilir.

b) a=gq,vef =1

f (((/1135)10 + (/12}’)[,);) S wf)+uf@) (A1, 42, 11, 11 € [0,1])
MP+2P=1 . wm+pp=1 ve f:I, — RQl-konveks fonksiyon olarak
adlandirilir.

c) a=Ivep = q, olarak sunu elde ederiz

fix + Ay) < ((Hlf(x))p + (Hzf(Y))p)5 , (A1, 42, 14,11 € [0,1])

WP +wP =14+, =1ve fil- quIQ-konvekS fonksiyon olarak adlandirilir.

f:1g = Rp fonksiyonunun *- konveksligigeometrik olarak su anlama gelir: f in
grafiginin *- noktalari, her a,b € I, igin newtonsal olmayan koordinasyon
sisteminde, (a, f(a)) ve (b, f(b))ug noktalarmi birlestiren kirisin altindadir
(Kadak ve Giirefe 2016).

Lemma (Jensenesitsizligi): Birl, araliginda tanimlanan A f —reel degerlif

fonksiyonununx —konveks olmasi igin gerek ve yeter sart

f Zn: A xxy | < Zn: My X f (xx)

k=1 Br=1

n n
Y he=ive £ Y we=Tir, € [0,1]vem € [0,1]

k=1 Br=1

olmasidir(Kadak ve Gurefe 2016).
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada, Konvekslik ve esitsizlikler ile ilgili temel bilgiler verilmis ve
Newtonyen olmayan Kkalkllis incelenmis temel &zellikleri farkli aritmetik
uygulamalar1 ve Orneklerle verilmistir. Ayrica Bu kalkulis sistemi igin agirlikli
ortalamalar ve Newtonyen olmayan konvekslik tanimi da gosterilmistir.

Bu tez calismasi konuyla ilgili arastirmacilar igin kaynak olusturacak bir
derleme niteligi tasimaktadir.
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