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OZET

Bu ¢aligmada, Riesz potansiyelinin tanimi yapilmis ve bazi 6zellikleri incelenmistir.
Bu tez dort bsliimden olugmaktadir. i1k boliim giris boliimii olup, bu béliimde Riesz
potansiyelinin tarihi geligimi ve gesitli 6zellikleri verilmistir. Daha sonra Riesz
potansiyelinin bir genellestirilmis hali olan non-izotropik gekirdege bagli Riesz
potansiyelinin tanimi verilmigtir.

Ikinci béliimde diferensiyellenebilme igin gerekli dzellikler agiklanmustir.

Ugiincii boliimde Riesz potansiyelinin diferensiyellenebilirligi gosterilmistir.
Dérdiincii boliim orijinal olup, non-izotropik gekirdege bagli, yani A - Riesz

potansiyelinin baz1 6zellikleri incelenmigtir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢aligmada kullaniimig baz1 simgeler agiklamalar: ile birlikte asagida sunulmustur.
Simgeler

L,(R") : f:( dx} (oo

(7@

oY o* : e :
— = : ffonks llestirilmis tiirevi.
(ax) f(x) o I o, ”"...6xn = f(x) onksiyonunun genellestirilmig tiirevi

o : a ‘nin tam degeri

V(B(x,1)) : X merkezli birim yarigaph yuvarin hacmi
o(1) : Limit durumunda sifira yaklagan terim
|x|*™ : Riesz ¢ekirdegi

S : Birim kiire

dr : Kiirenin hacim elemani1



I. GIRIS

Bu ¢alisma Riesz potansiyelinin bir genellestirilmesi olan non-izotropik
cekirdekli potansiyellerinin aragtirilmasndan meydana gelmistir. Amag,
tamimladigimiz potansiyelin 6zelliklerini incelemektir.

Bir degiskenli halde bu tiir potansiyeller ilk defa Weyl, H. (Weyl 1917)
tarafindan 1917 yilinda aragtirilmigtir. Weyl’in aragtirdig integral,

0<a<l, t=>0 olmak iizere,

1 o0
ToRaa
seklindedir. Weyl bu integrale Riemann-Liouville anlaminda tiirev adini
vermigtir. Bu integralin fonksiyonlar teorisi ve matematik analizin birgok

dallarinda genis uygulamalar vardir.

Riesz potansiyeli ad1 altinda tanimlanmig olan

(Iaf)( x)=Cy jf(“y)d 0<a<n

™

integrali ilk defa 1949 yilinda Riesz ( Riesz 1949 ) tarafindan incelenmisgtir.
( 1.1) integralinin,

(1g £)( x)=C,4 lef(yjll) SO VP2 N (12)

seklinde de yazilabilecegi agik¢a goriilityor. Potansiyelin bu yazilisindan (1.2)
integralinin f fonksiyonu ve |x|°"  ¢ekirdeginin konvollisyonu oldugu

goriilmektedir. f fonksiyonunun bir K ¢ekirdegi ile konvoliisyonu f * K

seklinde gosterilir ve konvoliisyon tamimina gore ,

2C YORSEXOGRETIM KURULY
DOXOMANTASYON MERKEZ{



(E*K)(2)= [fOIKE=D)B orrvrrrrrrssssssisisnssssssssssssssssssssssses e (1.3)

dir ( Stein 1970). Yani Riesz potansiyeli (1.3)’de gosterilen operatorler
smifiniin  bir 6zel halidir. Bu operatérler smifina singiiler integraller de
dahildir. Gériildigi gibi Riesz potansiyelinin gekirdegi olan K ( x) = |{""
fonksiyonunun koordinat baglangicinda zayif tekillii mevcuttur.

K ( x) = |{"" ¢ekirdekli konvoliisyonlara singiiler integraller denir. Yani
potansiyellerden farkli olarak singiiler integrallerinin ¢ekirdeklerinin
integrallenemeyen tekillikleri vardir.

Tiim bunlar (1.3) konvoliisyon operatériiniin ¢ekirdeginin integrallenemeyen

tekilligi olunca buna singiiler integral, zayif (integrallenebilen) tekilligi
olunca da potansiyel denilebilecegini gosteriyor (Landkoff 1972, Stein 1970).

Bu tamimdan ¢ekirdegi log|x| olan konvoliisyonlarin da potansiyeller sinifina
dahil olacag: agike¢a goriilmektedir ( Mizuta 1987 ). Bu tiir gekirdegin tekilligi
zayiftir. Cekirdegi log|x| olan konvoliisyon operatoriine logaritmik potansiyel
denir ( Landkoff 1972, Mizuta 1987 ).

Singiiler integraller ve potansiyeller teorisinde en ¢ok kullanilan iglemlerden

biri Fourier doniisiimiidiir. L;(R") uzayindan bir f fonksiyonunun Fourier

déniisimii 7 veya Ff seklinde gosterilir ve

Ff(x)= [ f(y)dy

o
seklinde tanimlanir ( Stein 1970 ). Burada ( x.y) n-boyutlu  x=(x,,...,x,)
Y =(y;s.y,) vektorlerinin i¢ carpimidir, dy=dy,...dy, R" de Lebesgue
dlgiimiidiir. £ ( -x) © e ters fourier doniigiimii denir. Bu dénigim F' £
seklinde de gosterilir.

Genellesmis fonksiyonlar ( Distribution = Dagilim ) teorisi yardimiyla Fourier

doniislimii ve onun tersi genis fonksiyon smiflar1 i¢in de kullamlabilir. (1.3)

bigimindeki konvoliisyon operatériine Fourier doniigiimii uygulanirsa,



F( f*K)x)=F f.FK
esitligi elde edilir.
Diger taraftan Fourier doniisiimiiniin 6zelligine gore ( Stein 1971 ) keyfi bir P
polinomu igin,
PDYFDHX)=(FP(-2TIY)(YINK)  coeveeevreecrrreecreerarersaencneenne (14)

Burada P(x,,...,x,) degiskenlerine bagli polinom

P(x) = ZCax" , a=(a..0,) kath indis, yani oy lar negatif olmayan

[ 123

tam sayilar, x®=x" ...x,”  ve D diferansiyel operatoriin gosterimidir.

n

. ey,

P(D) ifadesi, P polinomunda x*’nin yerine D% = a—al—a—
ox,”..ox,"

yazilacagim gosteriyor. Bu durumda P(D) operatoriine, P(x) polinomu ile
dogurulmus diferensiyel polinom denir.

Ozel halde P(D) Laplace operatorii, yani

2
6f+ ...... +8f

PO =8 =S bt 25

ise (1.4) formiiliinden,
FAf (x) = 472 |x|" Ff (x)
oldugu goriiliir. Buradan
F(=A) £ (x) = 4 |a]" Ff (x)
dir.
Stein 1971°de Laplace operatorii i¢in yazilan formiiliin aslinda bu operatoriin

keyfi kuvvetleri i¢in de var oldugu gosterilmistir. Yani

B
F(=8)? f(x) = 2x}x)" Ff (x)

dir. Aym1 ¢alismada -n < f < 0 durumunda Laplace operatériiniin Kesirli
kuvvetleri (1.2) formiilii ile tanimlanmig Riesz ¢ekirdeginin kuvvetleri ile aym

oldugu goriiliiyor ((1.2) formiiliniin o = -f i¢in yazildiginm belirtelim).



Riesz potansiyellerinin Fourier doniisiimii ve Laplace operatdrii arasindaki
iligkileri bu potansiyellerin matematigin birgok dalinda kullanilan ¢ok 6nemli
bir operatdr oldugunu gosteriyor. Bu operatoriin L, uzayindaki davramgina ait
onemli bir teoremi vermek icin operatorlerin tiplerinin tanimini hatirlatalim
(Stein 1970).

Eger T lineer operatdr olmak tizere herhangi bir g > 1 igin
[rnl, 27,

esitsizligi saglaniyorsa T operatoriine kuvvetli ( p, q ) — tipli operator denir.

}"

ise T operatoriine zayif (p, q) -tipli operatdr denir.

Herhangi bir 1 >0 igin

mix:|[T(f)|> A}< [CM "J;””

Hardy-Littlewood-Sobolev teoremine gére 1 <p <q < o,

Q| =
3R

L

p

iken Riesz potansiyelleri i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir.
[tes1, < 45171,

Burada A,  yalmiz p ve q ° ya bagli olan bir sabittir. p=1 durumunda ise Riesz

potansiyeli aym teoreme gore zayif ( 1,q ) tipli operatordiir. Bu halde

L =1-2 olur ) yani «a> 0 igin
n

q
m{x:|1a|>z}s[i|}{”_r]q

dir ( Stein 1970 ).
Non-izotropik ¢ekirdekli Riesz potansiyelleri i¢in bu teorem ( Cinar,1997)

yilinda verilmistir.
Bu teoremden Riesz potansiyellerinin L, den L, ye doniisim yapamadig1

goriiltiyor.



Yukaridaki agiklamalardan konvoliisyon operatorleri smifinda Riesz
potansiyelinin iyi incelenmis operatérler oldugu goriilmektedir. Bu operatorler
yardimiyla fonksiyonlar teorisinde potansiyel uzaylar: tanimlanmigtir

( Gadjiev 1988, Stein 1970 ).

Ornegin Riesz potansiyeli uzaymimn elemanlar1 (- A)% fe Lp( ") seklindeki f

fonksiyonlarindan olugur. Bu uzaylarda norm asagidaki gibi tanimlanir ( Stein
1970).

171, = | 4)

L, (=")

Bu tiir uzaylar diizgiin manifoldlar iizerinde de tanimlanabilir. Ornegin eger
R de kiiresel koordinatlara gecersek, o zaman Laplace operatorii iki kisimdan
olusur. Birincisi Radyal ( yani yaricapa bagli ) kisim ikincisi kiiresel kisim

( yani yalnizca agilara bagli kisim ).

Laplace operatoriiniin bu ikinci kiiresel kismina kiire iizerinde tanimlanmig
Laplace — Beltrami operatérii denir ( Miklin 1962 ). Bu operatdr & ile
gosterilir.

Yukaridaki gosterimle Riesz potansiyeli uzayr & operatérii yardimiyla Kiire
tizerinde de tanimlanabilir ( Gadjiev 1982 ). Kiire lizerinde tanimlanmig bu
uzay singiiler integral teorisinde ¢ok nemli bir yer tutar. Singiiler integrali bir
operator gibi karakterize eden semboliin ( yani singiiler integralin ¢ekirdeginin
genellestirilmis fonksiyon anlaminda Fourier déniigiimii ) 6zellikleri genellikle
bu uzayda incelenir. Bundan dolay1 semboliin kiire iizerinde tanimlanmis bu
uzaydaki ozellikleri ¢ok boyutlu singiiler integral denklemlerin ¢6ziimiiniin
varlig: ve tekligi teoremlerinde kullanilir ( Gadjiev 1982, Miklin 1962 ).
Singiiler integralin sembolii aslinda kiire {izerinde tanimlanmis logaritmik
cekirdekli potansiyeldir ( Gadjiev 1982, Miklin 1962 ). Semboliin tiirevlerini

aragtirmak icin bu logaritmik ¢ekirdegin tlirevlerini aragtirmak zorundayiz.



Yani singiiler integral teorisi ve singiiler integral denklemler teorisinin
problemleri bizi zayif tekillikleri olan integrallerin tiirevlerinin aragtirilmasina
gotirtir ( Miklin 1962 ).

Bu tiir integrallerin tiirevlerinin alinmasi, problemindeki zorluklar zayif
tekillikli ¢ekirdegin tiirevini aldik¢a onun tekillik mertebesinin artmasindan
ibarettir. Bu nedenle zay:f tekilligi olan gekirdekli integral, tiirevlerini aldiktan
sonra singiiler integral haline doniigebilir. Bu konuda yine zayif tekillikli
¢ekirdeklerin diferensiyellenmesi konusunda bazi sonuglar vardir. Bunlardan

birini hatirlatalim ( Miklin, 1962 ).

r=x-yl, x,yeR" ve

1= [ 10 e

r

olsun. Burada ¢(x,0) fonksiyonu ve onun x ve 0 noktalarinin kartezyen
bilesenlerine gore tiirevleri, siirekli ve smirli bir fonksiyon olsun. f(y)

fonksiyonu Lipschitz simfindan ve sonsuzda f(y)= 0(|x|"'), I>1 sartim

gercekleyen bir fonksiyon olsun. Bu sartlar altinda L (x) integralinin x’e gére

birinci tiirevleri mevcuttur ve bu tiirevler £=1,2, ........ , n igin

6xikR‘!'f( )¢(x 0) dy If( ) [go(x 0):|dy f(x) J‘¢(x H)COS(I‘ X, )dS

formiilii yardimiyla hesaplanabilir. Burada S™', R® uzayinda baslangic1 orijin
olan birim kiire, ds diizey alan elemani cos (7,x;) ise r vektoriiniin x, ekseni ile
yaptig1 aginin kosiniistidiir.

Riesz potansiyellerinin aragtiriimas1 da aym1 konunun bir dalidir. Bu
potansiyeller 1949 vyilinda tanimlanmig olmasina ragmen bunlarin
diferensiyellenebilme 6zellikleri 1983 yilinda Mizuta, Y. tarafindan baglanmig
ve bu aragtirmalar halen devam etmektedir ( Mizuta 1987, 1993, Cinar 1997).



Yukarida yazilan L (x) integral operatoriiniin ¢ekirdeginin tekilligi  n-1 inci
mertebedendir. Bundan farkli olarak Riesz potansiyelinin gekirdeginin tekilligi
n-a. inci mertebedendir ve burada o, n’den kiigiik olmak iizere keyfi pozitif bir
sayidir. o =1 ve secersek, Riesz potansiyeli L(x) potansiyelinden
bulunur. Yani bu 6zel halde soyledigimiz sonu¢ Riesz potansiyelinin
diferensiyellenebilmesi hakkinda bir 6nermedir. Dogal olarak a # 1 olursa bu
yukaridaki sonug¢tan Riesz potansiyelinin diferensiyellenebilmesi hakkinda hig
bir bilgi elde edilemez.

Riesz potansiyelinin tanimindan o ° min kesir ve tamsay: olabilecegi
goriilmektedir. L(x) operatérinde o = 1 oldugundan bu operatoriin
cekirdeginin birinci tiirevi tekilligi singiilerlige getirir ( yani tekilligin derecesi

n olur ve tiirevi alinmis g¢ekirdek seklinde olur. Bu ise n — boyutlu

uzayda singiiler ¢cekirdektir).

Riesz potansiyelinde ise tekilligin mertebesi n - o oldugundan bu tekilligi
tirevleme yontemi ile singiilerlie getirmek igin bir g¢gok adim gerekir.
Ornegin; o tam ise o tane adim gerekir. Bundan dolay: Riesz potansiyelinin
ardigik tlirevlerini aragtirma imkam buluruz.

Mizuta, Y. 1987 yilindaki c¢alismasinda tamamen ( total )
diferensiyellenebilme tanimini kullanmastir ( Stein 1970 ).

Tamim 1.1 : ( Tamamen diferensiyellenebilirlik )

saglanacak gekilde en fazla m — inci dereceden olan bir p polinomu varsa bu

U(x) fonksiyonuna tamamen m defa diferensiyellenebilir denir.
Yukarida tanimlandig1 gibi Riesz potansiyeli g¢ekirdegi olan bir

integral operatdriidiir.  Yani bu integral operatériiniin ¢ekirdegi Euclid

uzakligina bagli bir fonksiyondur.



Euclid uzakligi

p(x)=|x]
birinci mertebeden homojen bir fonksiyondur. Yani keyfi bir pozitif t sayisi
icin ,

p(tx) = tp(x)

dir.
Buna gore Riesz potansiyelinin ¢ekirdegi «—» mertebeden homojen bir
fonksiyon olur. Bu ¢ekirdegin tiim degiskenlere gére homojenlik derecesi
aynmudir. Bu tiir ¢ekirdeklere izotropik cekirdekler ve ayni sekilde uzakliklar
denir.
Fakat Gomme teorisinde, kismi tiirevli denklemler teorisinde ve fonksiyon
uzaylar teorisinde ¢esitli degiskenlere gore farkli homojenligi olan uzakliklar
ve cekirdeklerle karsilagilabilir. Bu tiir g¢ekirdeklere ve uzakliklara non-
izotropik c¢ekirdekler ve uzakliklar denir.

Ornegin;

Ay, €RT |A|=4 +..+1, olmak iizere,

| A
[, = G 4+t [ oy 7

seklinde bir uzaklik tanimlayalim. Bu uzaklik bir non-izotropik uzakliktir. Biz
buna kisaca 4 -uzaklik diyelim. Bu uzaklikta,

" T |
X;’ € gbre homojenlik derecesi —
1

X, € gbre homojenlik derecesi Il-

n
dir.

Buna gore bu uzakliklarda homojenlige bir bagka tanim vermek gerekir.




Eger A=(An4,) multi-indeks  £)0 olmak tizere, p fonksiyonuna
p(x,,....x,) fonksiyonu igin asagidaki esitlik saglaniyorsa,

a-inci mertebeden A homojen fonksiyon denir.

1
"%, st x Y=t " p(%;.x)
P x et x,) =t " p(x,..X,

Bu tanimdan goriiliilyorki ~ yukarida tammladigimiz A -uzaklik  birinci
mertebeden A - homojen bir fonksiyondur.
Riesz potansiyelinin Euclid uzakligi ile iligkili olmasina benzer sekilde

Auzakliga bagli Riesz potansiyelini tanimlamak miimkiindiir.

[E.c=nfdy = [le=3];" f)ay

Iste bu ¢alismada A -Riesz potansiyeli adii verdigimiz bu potansiyelin bazi

ozellikleri incelenecektir.
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I1. RIESZ POTANSIYELININ TANIMI VE OZELLIKLERi

Bu boliimde Riesz potansiyelinin yakinsaklig: ile ilgili teoremler ve birtakim
Ozellikler verilecektir.

Tanim 2.1: a < N,{(a{rn olmak {izere

R F()= jle(yyl) B) oo (2.1)

integralini Riesz potansiyeli olarak adlandiriyoruz. Burada f fonksiyonu

L,(R") uzaymndandir.

Teorem 2.1: f negatif olmayan bir fonksiyon olmak {izere,

Li= j f(yz_a AY KO0 cieereerereerereeessrnesenneesersesssnesessesesranessanes (2.2)
R"-B(x,)) |x .V|
sart1 ile
b f) )3
I )’ e il 00 . SR A JNUSS . S (2.3)

sart1 birbirine denktir ( Mizuta, 1993) .

Ispat : (2.2) ‘nin var oldugunu kabul edip (2.3)’i gosterelim.
Yani Ij<wo => [;<o oldugunu gosterelim.

_J‘ P AC) J‘ SO .{ SO
a+ |y |) - R-B(x,1) 1+ |y Dnha B(x,l) a+ Iy |) -

n > o oldugundan ikinci integraldeki payda pozitiftir. Boylece ,
Ls [ L9 &+ [ o

R™-B(x,1) (a+ ly |) i B(x.1)

f fonksiyonu L, (R") den oldugu igin ikinci integral sonludur.
Bu durumda,

o
b= j( Sy e

elde edilir.
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A {|x_y|]”‘“dy+c
R"-B(x,]) (Ix -y ln_a 1+ Iy |

< o lxl+lle"‘“ e C
R"-B(x.) (|x - yl 1+ ly I

(
_ o) (M, b

—. dy+C
R"-B(x,)) (|x‘.V| 1+ly| 1+|y‘]

Sag taraftaki parantez ig¢indeki kesrin |x|’den , ikinci kesrin ise 1’den kiigiik

oldugu aciktir. Boylece,
L< ——f—(l%(lx|+l)”‘“ay +C
R"-B(x,]) lx - yl)

n-a S
< (x1+1) — dy +C
l I R”—l;[x,l) Ix - yl)

=(|x+)™ 1 +C

Hipotez uyarinca I; < oo oldugu i¢in bundan daha kii¢iik kalan I, ifadesi de

yakinsaktir.

Tersini yani I, < 0 ==> I, < o0 oldugunu gosterelim.

_ f» o (14 J
I = dy = d
1 R —"é[x,l) Ix -y |)n—a g R”—I;[x,l) (+ |y l)n—a ('x -y I g

- 0)_ [1 +ly-x +xl]m &
R"-B(x,]) 1+ Iy[) Ix - yl

Buradan,

fo) (1 x-y J
L < — + + dy
' Rn_BI(,,,D (A +[yh” (lx-yl =y -

dir.




y€R" - B(x,]) = |[x~ 3|21 oldugundan,

I f(y) (2+|x|)n—a dy

" roden A+

< (2+|x|)n—a I f(y) dy

r-peny L+ ly ln—a

bulunur.

Integrallenme bdlgesini bilyiitiirsek,

s @b [

boylece,
< QR+,
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elde edilir. Hipotez uyarinca bu integral yakinsak oldugu i¢in bundan daha

kiigiik kalan ( 2.2 ) integrali de yakinsaktir. Boylece ispat tamamlanur.

Yardimci Teorem 2.2:

reN vej=1.2,........... ,nigin
rg
2 - oy o
2q],|@-"-r-2q Eger r ¢ift ise
. C,x|x]
5 a-n gq=0
i
Y 2
3, xi |x|““""‘(2q+” Eger r tek ise
=0




ispat :
ﬂ
6" =l +.4x)) 2

oldugundan r=1 igin,

0 0 e~

a-=n 2 2 AP
— " =—(x +. X ot X))
axjH ox, g g

_ a—n 2y .lea—n—l
2

J

= (@—n)x; |x|a—n_2

= Cx,; |x|a—"—2

olur.

Benzer sekilde r=2 igin,

0% | jan O S
6x_j|x| =§(C1xj|x| D)

J

— llxla—n—Z + szjz lea—n—4

elde edilir. Keyfi ¢ift bir dogal say1 i¢in

(2.4)’tn dogru oldugunu kabul
edelim. Yani ,

6' a-n % 2g |, |a—n-r-2q
T =3 C

J g=0

saglansin. Bu formiilde ¢ift olan sayiy1 r=2p seklinde yazilirsa,

62” a-n £ a-n-2p-2q
=) C x|
D) q”j
J g0

13
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dir. Bu durumda r =2p + 1 tek sayis1 igin ( 2.5 ) formiiliiniin dogru

oldugunu gosterelim. Yukaridaki formiilden x; ‘ye gore tiirev alinirsa,

62p+1

S = GO )
Joa=
zicq (xj?q_l |x|a—n—2p—2q + qu+1 lxla—n—Zp—Zq—Z + xj |x|a—-n—2p—2)
=3 C R Y
g=1 =l
bulunur.
Ilk toplamda q q+1 ile degistirilirse,
52 pil a-n —n-2p-2(g+1) 2(q+l) -1
a 2p+l l | ZOC | |
J q=
+ icq (qun lea—n—(2p+l)—(2q+1) + xj lea—n—Zp—Z )
g=1
—_ pz—lcqqu_‘.] |x|a—n—-(2p+1)—-(2q+1) + icqquﬂ lea—n—(2p+l)—(2q+1)
g=0

_ 4 + a-n—-(2p+1)-(2g+1)
= C+ 3 C
bulunur. Keyfi dogal p sayis1 igin p = [zp—;—l} oldugu agiktir. Bu nedenle p

yerine [z—pzj—l] yazilabilir. Bu durumda r = 2p+1 kabul edildiginden ,

2p+l
2p+l 2
o I l C* Z 2q+l| | a-n—(2p+1)—(2g+1)
ax2p+1
q=0

r

2
=C* C x2.q+1 lea—n—r—(2q+1)
97
q=0

dir. Boylece (2.5) bulunmus olur.
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Sonug (2.2.1) :
= (Ayserees Ay )s A= +..+4,), olmak lizere
6"1] —-n I a-n-2|q]-|4] PP
| " ZC x| eger A ; ’ler gift ise
gq=0
A
alll -n a-n-|2g+1]-|4| .
]x| ZC x2 0 x* eger A, ler tek ise
dir.

Eger A ’lerin iginde aym zamanda tek ve ¢ift sayilar varsa o zaman bu iki
formiiliin her ikisini de kullanmak gerekir. Ornegin kabul edelim ki A ;ler

icinde A, 4, ler tek digerleri ise ¢ift sayilar olsun. Bu durumda,

RN
g

. a-n ZC | | —n=2|q|~|A|~(v,-w +1) qu X

v° Ve

q=0

dir. Bunu gostermek icin bazi gésterimleri kabul edelim.

=4|- (A, +t2,)

3.,

r

A

Vi
H 3°0es

2

toplami olarak tanimlanmagtir.

2
(s, =

(_a—)lllvx---w ~ [ijw—(bﬁ ........ +4v,)
Ox ox

olsun. Bu durumda ,
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alll o P R Av, P 14, ., o
T = () M

4,

= ’ -n=2lg}, , 4l 2
= C lea n vy...vp V.V (x q)
oM ...ox |q|§=o 7 e

a/lvl Foot AV,

3]

— C lx a—n—2]q[,,lmur {4, o, ~ (200 )24y, +)~(Ayy Ay, ) 2g 2g,, +1 x2quz quU, +1
4 q VLD Y v o,
q|=0

H

2

. a-n=2|gHA-(v,-n+1) , 2

= 2.C,} T,
lgl=0

elde edilir.

Sonug 2.2.2 : r bir dogal say1 olmak {izere,

a—n—r

dir. Burada C sabit bir reel sayidir.

Ispat : (2.4)ve (2.5) formiillerine gore

|x j| <|x| oldugundan

r
2
aax’r W< SO eger r ciftise
q=0
¥
ar

2
TS O T eger 1 otekise
ox par
oldugu agiktir. Burada,

£C YOKSEKOGRETIM KURULU
DOKTMANTASYON MERKEZ]
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C,=C dersek ispat tamamlanr.

Yardimci Teorem 2.3 : Keyfi A katl indisi i¢in,

[Ten” < W
Jj=1

dir.
Ispat: Tamima gore,
x* =xhxf..xl...x" oldugundan

(x)* =((x1)2)71 < (% +a +x2)7=|x|“

Y Y
()72 =((x,))2 < (X +eee+x2) 2 =|x|

@) =((1,))2 < (F 4ot x2) 2 =|"

oldugu kolayca goriiliir. Buradan da

T16)7 < "™ =d* elde edilir.
J=l

Boylece ispat tamamlanmus olur.
Simdi de Riesz Potansiyeli i¢in li¢ yardimci teorem ispatlayalim. Bu yardimcei
teoremler inceledigimiz potansiyelin 6nemli 6zelliklerini elde etmeye imkan

verir. Potansiyelin ¢ekirdegini incelemek igin ,

R,(x)=|x"" , 0<a< n gosterimini kabul edelim.
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Yardimc: Teorem 2.4 : m Kkeyfi pozitif bir tamsay1 ve y e R" — B(0,2 x|)
olmak {iizere,
a A
K,(x,y)=R,(x-y)—- > (A 'x* Ka) R, }(—y)
|A|sm

olsun. Bu durumda,

|Km (x, y)l < M|x|m+l |yla—n—(m+1)
esitsizligini saglayan pozitif bir M sayis1 vardir.
Ispat: X . (x,y) fonksiyonunun tamimindan R, (x — y)i¢in

6 A
R,(x=y)= > (A’ (x)‘[(a) R, }(—y) + K, (%,)) coererererererenenns (2.6)
|A|sm

esitligini buluruz. Diger taraftan R, (x— y)igin McLaurant agilimini1 yaparsak

(Edwards,1973),

R, (x-y)= Z(M)*(x)ﬂ[[%] Ra}(—y>+ > (M)“l(x)*{(%) R,,}(g—w

|A|<m |A|sm+1

elde ederiz. Burada ¢=¢(1) , 0 ve x noktalarindan gegen dogrunun (0,x)
araliginda bulunan bir noktasidir. Yani 0 < 0 < 1 olmak iizere
¢ =tk dir. Buradanda 0 < || < x| dir.

(2.6)ve(2.7) den,

i
Km(xSy)= Z (l')_l(x)l{(%J Ra:l(g_y)

|A|=m+1

oldugu goriiliir. Yani K,(x,y) aslinda McLaurant a¢iliminin kalan terimidir.
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IW

Yardimc: Teorem 2.2 ve 2.3 uyarinca x*< [x|” oldugu igin ,

K,xy)< San'W S c -y

|Aj=m+1 q=0

a-n-|A|-2q l 2q
s-

<M, A
A

|=m+1
_ m+1 —-n—(m-+1)
=M™ o - "
elde edilir.
Hipotez uyarinca,

W

yeR"-B02x) =y > 2x| = |x|< 5ove O<l¢|< || bilindiginden,

ls|<|y] olur. Buradan da

= 1> el bl =D~ l> bl > i -2 -2
olur.
Yani |g— y|>% elde edilir. Bunu K (x)y) i¢in aldigmmiz esitsizlikte
kullanirsak,

a-~-n—(m+1)

1K, G, )| < MJx|"™" 5]

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Yardimci Teorem 2.5 :

Ry(x) , Riesz potansiyelinin ¢ekirdegi olmak iizere,

[R, (x-y)dy

B(xy,1)

integrali B(xo,1) yuvarinda sonsuz defa diferensiyellenebilirdir.
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Ispat : Yeterince kii¢lik &> 0 sayis1 i¢in

1 B(anl_g)
() =40 R"-B(x,1)
e yeR”

seklinde bir p fonksiyonu tanimlayalim.

A

Sekil 2.1 : B(xg,1) yuvar

Bu fonksiyon kullanilirsa,

[R,x=y)dy = [pOIR, -y +  [1-p() IR, (x~y)dy

B(3,1) B(xp,1) B(xp.1)
esitligi yazilabilir.

Bu formiiliin sag tarafindaki integralleri g6z Oniine alalm. p
fonksiyonunun taniminda ye R" - B(x,,1) i¢in p(y) =0 ‘dir. Yani ilk
integralin altindaki ifade R" — B(x,,1) *de sifirdir. Bu nedenle ilk integrali
tiim R" {izerine genisletebiliriz. ikinci integralin altindaki ifade ise yine p
fonksiyonunun tanimina gore y e (x,,1—¢) i¢in birdir. Boylece bu integrali

B(x,,1) - B(x,,l — £) bolgesi lizerinde inceleyebiliriz. Bu nedenle bu formiil,

[R,x=2)dy = [pIR,x=yydy +  [li-p(y) R, (x-y)dy

B(xy,1) B(xo,1)-B(xy,1-¢)
=Ltk
seklinde yazilabilir. Burada I,+I, ile swrasiyla sag taraftaki integraller

gosterilmigtir.
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Once 1, integralini g6z oniine alalim. xeB(x,1-€) oldugunu kabul edelim. Bu
durumda Sekil 2.1°den de goriildiigi gibi y=x olamaz . Bu nedenle xeB(xo,1-
g£) lar icin integral sonsuz defa diferensiyellenebilirdir. Burada € yeterince
kiigik oldugundan I, integrali tiim B(x,1)’ de sonsuz defa
diferensiyellenebilirdir.

Simdi de I, integralini g6z Oniine alalim. I, integralini x’e gore
diferensiyelleyelim. Bu durumda ¢ekirdegin bilesenleri x-y oldugundan x’e
gore alinan tiirevler y’e goére alinan tiirevlerin —1 katidir. Buna gore { keyfi

bir kath indis olmak iizere ,

Di = Df [p(»R, (x—y)dy
= [p()DS R, (x—y)dy

=D [p(DSR, (x - y)dy

bulunur.
Tanim geregince p(y) fonksiyonu B(x(,1)’in diginda sifir oldugundan , R,

tizerindeki integraller i¢in kismi integrasyon metodunu uygularsak,

DiL =(-D)¥ [Df p(n)R, (x - y)dy

elde ederiz. Yani I, integralini diferensiyelliyerek tiirev isaretlerini p
fonksiyonunun iizerine gecirmek yeterlidir. Tanima gére p fonksiyonu sonsuz
defa diferensiyellenebilirdir. oldugundan I, integrali de sonsuz defa

diferensiyellenebilirdir. Béylece ispat tamamlanmis olur.
Simdi de Riesz potansiyelinin incelenmesinde yardimci olan bir Hélder tipi
esitsizlik ispatlayalim. Ispata gegmeden once f fonksiyonunun saglayacagi

sartlar1 verelim.
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P=">1, w (0,00) araliginda azalmayan pozitif degerli bir fonksiyon
a

olmak iizere,

[FOYWIONB <D i (2.8)

olsun. Burada w

1

(wy) c]‘w(z‘)—ﬁt"ldt <00

(w;) r>0 ve A pozitif bir sabit olmak {izere,
w(2r) < Aw(r)

sartlarini saglasin.

Yardimci Teorem 2.6 :
f ,R" ‘de dlgiilebilen bir fonksiyon, a pozitif tamsayi, ap=n ve

l + L =1 olmak iizere,

p r

Vol M[ Ilf(y)l”W(If(y)I)dy] { iy ™ ﬁ]
s ea|x — ¥ G 4

s )2a}

saglanacak sekilde pozitif bir M tamsayisi1 vardir.

Ispat : Pozitif bir j tamsayis1 i¢in,
G, = {y eR"2a<|f(y)|<2’ a} ciimlesini tamamlayalim. Ayrica
Lebesque dlglimleri egit olacak sekilde »;>0 sayilar igin,

m{B(O, rj)}z m{G . yuvarlarini tamimlayalim. Bu durumda,

|f(J’)| dy = ZJ' |f(J’)l <22J j‘

Plrofzal |x - J’|

SCiZ’a | dy”_a sgifa(r,)"
Jj=1

J=l B(x,r,) Ix - y|
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m(B(p))=p" p° =m(B(p))"”  oldugu dustniilirse Holder

esitsizligi yardimiyla,
ol <3274 |7
n—a a 4 J
{7 )\2a} Ix -y I j=1
o 1 «
= gzzfawp (2/ a)‘Gj n 1 1
o w? (2’ a)

a
> 1
1

w? (27 a)

® o r
<X S mi @l
a 5

< 2—Cf(i 2" a)?[G jw2” a))" (i w (2 a)]”
a \3 o

< M( Ilf(y)IPW(lf(y)l)dy)p( fwiny ™ de

t

bulunur.
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IT1. RIESZ POTANSIYELININ DIFERENSIYELLENEBILIRLIGi

Bu boéliimde Riesz potansiyelinin tamamen m-defa diferensiyellenebilirligini

veren temel bir teorem verilecektir ( Mizuta, 1993 ).

Teorem 3.1 :Negatif olmayan f fonksiyonu Ly(R")uzaymmn bir eleman

p= 251 olmak iizere ,
a
fa+phe rndy< oo
Rll

[fOY"w(f()dy <o

sartlar1 saglansin. Burada w Yardimci Teorem 2.6 ‘da tamimlanmis
fonksiyondur.

E] = {xo e R" 1}3’)1(3’[ I [(%) Ra](xo _y)f(y)dy = 00}

E, = {xo € R" eri_lf(}ra—n_m ﬂf(Y)—f(xo)ldy > 0}

B(x,7)

E, = {xo € R" :limsupr™ ﬂf”(y)w(f(y)—f” (xo)w(f(xo)|aﬁi > 0}

B(xo.7)

Bu durumda m < a igin Riesz potansiyeli R"-E ‘de tamamen m defa

diferensiyellenebilirdir. Burada E = E,| JE,| JE, dir.

Ispat : Yardimci Teorem 2.4 ‘de tammladigimiz K (x,y)

fonksiyonunu g6z 6niine alalim.
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Ku(%,y) = R, (x—y) - %nw) (x—x,) [( )l a}(xo Y YR (3.1)
Buradan,
R, (x—y)=K,(x,y)+ Mén (AN (x - xo)’l[(%)l Ra}(xo P (3.2)
oldugunu buluruz.

R, (x-y) inceledigimiz potansiyelin ¢ekirdegi oldugundan (3.2)
formiiliinti bu potansiyelin ifadesinde yazabiliriz. Boylece,

R, f(x)= [LY_ fO) _dy

wpe=""

ifadesini olusturalim. Bu durumda,

R" |l|5m

RIG= KD SO) [3 0 =x) [( ] &}(xo -3/ G)dy

Ikinci terime
> (A x-x) lim | Kax) Ra](xo—wf(y)dy
|4|sm ® 8o

ifadesini ekleyip ¢ikarirsak,

RS = [K,enfdy+ 3 (A" (x—x) lim | K%) Ra}(xo -y

|afsm R"-B(xp,7)

Z(ﬂ') (x—~x,)* hm I {(Bx) Ra](xo—y)f(y)dy ...................... (33)

|4]<m ? B
sonucunu elde ederiz.
[k terimin integralinin stmrma  B(x(,1) yuvarim ekleyip ¢ikaralm. Ayrica
B(xq,1) yuvarl Uzerinde alman integrale f(xo) fonksiyonunu ekleyip
cikaralim. Bu durumda (3.3) formiiliiniin sag tarafindaki birinci terimi

agagidaki sekilde yazabiliriz.
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[K,efdy = | K, enfOd+ [K,enlfo)-fx)d

R"-B(xy,1) B(x.1)

+ (K, () f (x0)dy

B(xp,1)

Bu esitligin sag tarafindaki ikinci terimin integrallenme bdlgesine

B(x,.2]x —x,|) yuvar1 eklenip gikarilirsa,

[K,cenfOrdy=" | K, enfOa+  [K,nF ) -1k

R"-B(xy,1) B(xy ,I)—B(xo,2|x—xol)

S R S CRY FI R C) . R I e RV € A —— (34)

B(xy,2|x~x|) B(xp,1)

elde edilir. (3.4) ifadesini (3.3) ‘de kullanirsak ve (3.3)’lin ii¢lincii terimine
f(xg) ‘i ekleyip ¢ikarirsak, R, f(x) potansiyeli i¢in asagidaki formiilii elde

ederiz,

Rf®)= [ KGN0+ [, G)- o)y

R"-B(xy,1) B(x5,1)-B(x,2|x-x})

[ KO - fG D+ [ K (op)f()dy+ Y (A —x, )

B(Xo,ZIX—Xol) B(xy,1) WS”’
P y!
lim [(5) RaJ(xo—J’)f(J’)d)’*‘ > () (e x,)*
R"-B(xo,7) [A]<m

r—0

lim {[Qj Ra}(xo - - fxo)lay
B(xy,7) ax

i
+ > a-x) lim | [(%} &](xo—y)f(xo)dy

|4|<m B(xg,r)

Bu ifadenin sag tarafindaki beginci ve yedinci terimlerin toplamina P(x) deyip
bunlar1 esitliin sol tarafina gegirelim. Bu durumda asagidaki formiilii elde

ederiz.
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{Rf@®-Px) }= [ K, enfO)d+ (KGN0 -Gy

R"-B(x,1) B(xg, =B, 2]x-x,))

+ I K, (x,¥)f(x,)dy + IK,,, CR) KA BNAEN) "

B(xy,1) B(xp,2|x—x,|)

+ (AN -x,) lim | H%) Ra](x—y)[f(y)—f(xo)]aﬁf

]Z.[Sm B(xg,7)

Yukaridaki esitligin sag tarafindaki tigiincli ve dordiincii terimleri g6z 6niine
alalim. K(x,y)’ nin (3.1) formiiliindeki degerini yazalim. Uglincii terim igin

ise Kiy(x,y) ¢ nin taniminda goziikken asagidaki esitligi kullanalim.

K,(xy)=R,(x-p)- ), @D“(%%)‘[(%} R,,}(xo—y)

|A|<m-1

|A|=m

- Z(}“!)—l (x_xo)/l {(%) R, :l(xo -¥)

A
Yani K,(x,y)=K, (x,y)- Z(M)_l (x—x,)"* [(%) R, }(xo —¥)

|A|=m

Boylece ;

{Rf®-P®) }= [ K, nfO)y+  [K, @y f0)-Fx) Iy

R"-B(x,,1) B(xy,1)-B(x9,2|x—%])

+ fxo) me-l(x,w—Z(M)*(x—xov{(%) Ra](xo - y)dy }

B(xp,1) | 4]=m

v [Ra (x=3)= 2 (A (x-x)" {(a—iJ R, }(x - y)}[f(y) —fx)lay

B(x,2|x—x,|) [A}sm
+ HZ(,u) (x — x,)" lim [(%j Ra}(xo —INfO) - FEDD . (3.5)
Al€m B(xy.r)

bulunur. Simdi de dordiincii terimdeki integrali
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YA x-x) lim | [(56;) Ra}(x—y)[f(y)—f(xoﬂdy

[Alsm B(x9,7)

- .[ R, (x—y)[f(J’)—f(xo)]dy— Z(M)-l (x—x,)*

B(xy,2|x—xg|) |A|<m

] [(g) Ra](xo - @)~ f )y
B(xg.2|x-x,))

seklinde yazalim. Buradaki son ifade ile (3.5) ifadesindeki son terimi

ayni integral altinda toplarsak,

Rf@-P@}= [ Ken/Gd+ K@)~ )Ry

R"-B(x,,1) B(x9.,1)~B(%,,2|x-xo|)

A
~Ya @-x) lim | [( a) R, |k =)~ £ (el
B(xy,2|x-x4|)~B(x4.7) J

et o

+ (%) j K, (x,y)— 2 (A (x-x,)" {(%/ Ra:l(xo _y):ldy

B(xp.1) |Al=m

v RGO - fG)d]

B(xy,2}x-%)
bulunur. Bu ifadeyi kisa olmasi bakimindan

R, FG) =P =L+ L, + I, 41, + L5 eoeeeeeeeeeerrereneeseevenesnassenes (3.6)
seklinde gosterelim. Simdi bu integrallerin x — x, iken sifir olduklarim
gosterirsek tamamen diferensiyellenebilirlik tanimi uyarinca R, f(x)

potansiyelinin tamamen m-defa diferensiyellenebilirligini elde etmis oluruz.

I; ¢ 1iele alalim;

L= [K,c)fO)dy

R"-B(xy,1)

dir. Yardimci teorem 2.4 uyarinca ,
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nls fe-xo™ o 3™ r)y

R"~B(x,,1)

ve integral y iizerinden alindig1 igin x’e bagli terim integral disina gikarilirsa,

llll < Ix _xolml ﬂxo - yla_n_(mﬂ) F()dy

R"-B(x,,1)

bulunur. Burada y € R" - B(x,,]) oldugundan, |y—x,|>1 dir. Boylece,

L <pe—x|™  [lo =3 SOy

R"-B(x,.1)

yazabiliriz. Yardimci teorem 2.1 ve hipotezimiz uyarinca bu integral yakinsak

olup bunu C ile gosterirsek,

m+1

lime x| "1 < fimpe [ e - C
Yani,
Egp—xJ“UJscggh—xJ=o ............................................... (3.7)
I,’ye bakalim;
I, = (&, )= f o)ty

B(xq,1)-B(xy ,2|x—-x0|)

Yardimci teorem 2.4 uyarinca,

|5, < e = o] [y = x| £ ) = S by

B(x9,1)-B(x4,2|x—xq])

dir. Buradan,
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b= xo| "] < e = x| e =™ Jly =% 0 = Sy

B(oxp,1)-B(x,2|x~x5})

“D £ () = £ )y

e — x| " T | < e — x| ﬂy—xo
B(xy,1)~B(%,2]x-x,|)

Simdi bu integrali hesaplayalim.

y=x,+p8 , OeS"

e = x| " L5 ] < = x| I [ J.lf(x0 + p9)—f(x0)|p““”"2dp}d9 ......... (3.8)
2|x-x|Ls™!

olur. Burada d@ R"uzaymin S™' birim kiiresinin ylizey elemamdr.

(3.8) “deki integrali hesaplamak igin,

F(p) = jt""‘( j| f(x, +160) - f(x0)|d0]dt ...................................... (3.9)

Sn—l

seklinde bir F(p) fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda,

LAD) _ pr1 (| oy + pO) - £ o)
dp g

dir. Buradan da,
dF(p) = ( [l G + pO) - £, )|d9]p"‘ldp
g
buluruz. Bu son ifadeyi (3.8)° de kullanirsak,
P P

2| x-x,|

bulunur. Sag taraftaki integrale kismi integrasyon metodunu uygulayalim.

dF(p) = dv = v = F(p)

pa—n—(m+1) == du = dpa—n—(m+1)

olup,
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1

2
[x = x| " I, <|x = x| (0" F(p)) - _“F(p)dp““”'(”’“) ....... (3.10)

=%l 2>l
Simdi kogeli parantez igindeki ilk terimin ne olduguna bakalim.

B(x,,)) yuvan tiizerinden alinan integralin tanimina gére 4"  bu kiirenin

hacim eleman1 olmak tizere,

J7ar = | [apao

B(xy,1) 0 g1

dir. Bu durumda (3.9) formiiliinden,

FO)= [lf() - f(xo)ldy

B(x,1)

bulunur. Hipoteze gére f e L,(R") oldugundan, bu durumda F(1) sonludur.

Gergekten de,

for - ey [ |folldy+r @) [y

B(xp,1) B(x,1) B(x,,1)

s( f\r (y)l”dy)p[ jdy]p + (1 GV (B(x,.1))

B(x,1)

s( jlf(y)l”dyjp V(Bro)” +]f i)V (Bxo )

<C "f"p +C, lf(xo)k"o
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Burada goriildiigii gibiC, ve C, yuvarlarin hacmi olan V’ye bagh sabitlerdir.

Simdi ilk terimin alt sinirinda aldig1 degerlere bakalim.

2| x—x,|

(2|x — X, I)““"”('”“) F (2|x — X, |) = (2|x — X, |)""”""‘1 .ft n _ﬂ f(x, +t0)— f(x, )ld Odt
0 5!

=@x-x ) [lF )= fxoldy

B(%,2|x—x))

bulunur. Buradan,

@lx = x, )" "D F2lx — x4 )

<S@x-x )" Qx-x) [lF0) - F )y

B(x5,2|x-2¢|)
bulunur.

Hipotezde verilen E, climlesinin tanimina gére  x, € £, oldugundan x — x,
igin sag taraftaki ifade pozitiftir. Yani x, e R" —E, igin 2x—x,|" digndaki
terim x — x, iken sifira yaklasir ve bu nedenle ;

@ = x, ) " F(2x = x0) = 02 = 26 )7" o, (3.12)

yazabiliriz.

Simdi de (3.10)’da bulunan sonuncu terimi géz oniine alalim. Bu terime j

dersek;

1
j==[F(pydp=

(2}x-x])

=(n-a+m+l) jF( PP dp

2|x—xq|

F(p)'nun (3.9)’daki degerini yerine yazarsak,

j=(n-a+m+l) j prm2 pjt"“( j | £ G +6) - £(x, )d0|Jdtdp

2|x—x,| 0
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~(n-a+m+l) [ p= [(£O) = fGx)dydp

2|x—xo] B(xg.P)
1

=(n—-a+m+l) I pe I Qf(y)—f(xo)dJ’I)%

2|x—x,| B(x9.p)

x, € R"—E, olursa, E, climlesinin tanimina gore birinci integralin

altindaki ap ‘nin digindaki tiim ifade p — 0 igin sifira yaklasir. Bu ifadeyi

2

A, ile gosterirsek, sonuncu esitsizlik;

1

JEO=aamil) [ A, % e (3.13)

[

2| x—xo P
seklinde yazilabilir. E, climlesinin tanimindan,

dir.
Burada keyfi £)0 igin dyle bir 5)0 oldugunu gosteriyor ki, p(d igin
4,(¢ dir.Simdide p)5 i¢in 4, ‘yu degerlendirelim.

4,= pn_lm (7o) - Gy

B(x,p)

e )= S Gl

B(x9.p)

1
< 5{ [ Oy +1£Gxy)) jdy}

B(xo,p) B(xy,p)

Parantez igindeki ilk ifadeye Holder esitsizligini uygularsak,
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At | Qf(y)l”dy);( j“dyJ" |1 Gp"

B(x9,p) B(x4,p)

<0 e |

P{1 oldugundan p"(p; oldugu agiktir. Bu nedenle sonuncu
esitsizligi
ACPT ettt (3.14)

=C(=2-x,)"

L}

SCall=2§x=%x)7 e (3.15)
elde ederiz. (3.11), (3.12) ve (3.15)’i (3.10)’da kullanirsak,

lim|x - xo| ™ I, < M lim]x —x, [F(1) + o(1)2Jx — x, )"

XX

+C,*(1—2|x—x0|)”—'1 | (3.16)
dir.

I; ‘e bakalim .

|4<m Ox

L= @) G-x)lim | [(3] R,,](xo—y)lf(w—f(xo)ldy
B(xy,2|x—x0|)-B(xy.r)

R, c¢ekirdeginin tamimina gore yardimci teorem 2.2 ‘nin ( 2.2.2 )

a

sonucundan,
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el

oY oY o a
(—a;) Ra(xo—.)’)=[‘é;) Ixo"yl Sclxo—)"

bulunur.
|x — X kly - xol

oldugundan,

a-n-|4

(—a—)&R (xy — ¥) S| — x|

o) @

ve diger taraftan yardimei teorem 2.3 uyarinca,
(x—x,)" ([x ~ X, IW

dir. Bunlar I ‘te kullanirsak,

A MAE S AR RN RN Sl W VOB CN
A

[Afsm B(xp,2]x—xo)~B(xp.7)

=P —x 7" lim [l O) - £y

B(x0,2}x—xy))
Burada teoremde verilen E; climlesinin tanimina gére x, € R" — E, i¢in

Hmf = x| 1] 0 oo (3.17)

olur. Simdi de,
A
I, =f(xo){ | {K,,,_l(x,y)—llz ™ (x—xo)‘{%) Ra}xo —y)]dy}
B(xg,1) Al=m

ifadesini gbz 6niine alalim.

K, (x,y)’ nin tammindan K, _(x,y) ‘ nin ifadesini yerine yazarsak,
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14=f(xo){ [ RGa-»- Y (z!)"(x—xo)‘[(g) Ra]m—y)

B(xg,1) |Afsm-1

|Al=m

- Z an™ (x‘xo)l[(%) R, :|(xo _y)dy:|

=f(xo){ [ RG-pdy- Y (M)"l(x—xo)l(g) [R5y — )y

B(xg.1) |A}sm-1 B(x.1)

_ Z (ﬂ!)—l(x—xo)’l(gax—) IRa(xo —y)dy} .................................. (3.18)

[4l=m B(xp,1)

elde ederiz.
Ayrica parantez i¢indeki ilk iki integrale bakalim.
Taylor formiiliinden, ( Edwards, 1973 ) bu iki integral farki,

Z(M)"‘(x—xo)l(gj [R.(c~»)ay

|4]=m B(xg,1)

seklindedir. Burada ¢=¢(1) , Xp ve x noktalarindan gegen dogrunun (X, X)
aralifinda bulunan bir noktadir. Yani 0{@(1 olmak {izere,

¢ =x0+(1-6)x,
dir. Boylece,

REN R

dir. Bu durumda bu ifadeyi (3.18) formiiliinde yerine yazarsak,

14=f(xo>[z(z!)-‘(x—xo)”(§] IRa(g—y)—2(@!)"(x—xo)ﬂ(§) jRa(xo—y)ay}

|Al=m B(x,.1) |A]=m B(x,1)

= FE) Y A x=x)* [(DR, (63~ DR, (x, - )y

[A]=m B(x.1)

elde edilir.
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Integralin altindaki farka ortalama deger teoremini uygularsak,

I = f(x) Y (A (x=x0)*  [D™R, (s~ »)6 —x;)dy

|4l=m B(xo.1)

elde edilir. Burada s, (x,,¢) araliinda bulunan bir noktadir.

Yardimci teorem (2.3) ve ¢ ‘nin tamimina goére,

Gox ) x-xt L e—xlx—x,|

dir. Bu nedenle,

ke 3 A o= xo[ e = x| [D™R, (s = y)ly

Bl 1)
dir.

Her iki tarafi [x—x,|™ ile garpip x—x, igin limit arastirabiliriz. Bu
durumda,

li |1 < e -l [D™R, (5~ ey

° B(xo,1)
= fxo)r=x| [[D™R, (s~ y)|ay

elde edilir. o

Yardimci teorem (2.5) ‘e gore jRa (x — y)dy ifadesi, x degiskenine gore

B(xy 1)
sonsuz defa diferensiyellenebilir oldugundan sag taraftaki integral sonludur.

Bu nedenle;

lim|x — x| |1, ] < lim C, be = x|

X%

dir. Burada,

C.=Cf(x)) [|D™ R, (s=y)|dy

B(x,,1)

dir. Boylece,

Hm| = X0 " JI,] S0 o (3.19)

x—>Xy



38

I5 ‘e bakalim.

Ii=  [RG-»fO)-fG)dy  seklindeydi.

B(xy,2|x—xo))

y € B(xy,2x—x,) oldugundan, |y-x,[(2}x-x,| dir. Buna gore,

—x=ly—x, +x, - xl <|y- xol + lx - X, |(3|x - x0| esitsizligi gecerlidir.

x> x, igin 3x-x)(1 bundandolayr |y—x[l dir. Bu durumda,

x| "L, <r—x,|" | 1|n_,, ) = SO v (320)

B(x,2|x-x,)) 'y —X
Kisa olmasi bakimindan,
[F ) = F = 8D correrercirerseereseieeeseneseee e sseseessessennns (3.21)

olsun. Bu durumda,

-m —m ].
pe—xo| " | < —xo| " —g(y)dy
B(x0,2|x—x)) |y - xl

olur. Bu ifadenin sag tarafina yardimei teorem (2.6)’y1 uygulayalim.

Bunun i¢in sag taraftaki integrali a, keyfi pozitif bir say1 olmak lizere g(y))a
veg(y)<a esitsizligini gergekleyen y’ler iizerinden iki pargaya bélelim. Bu
durumda g(y)<a kiimesi lizerinden alinan integral kolayca hesaplanabilir.
g(y)»a kiimesi lizerindeki integral ise yardimci teorem (2.6) yardimiyla

hesaplanacaktir.
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Boylece ,

|| < ax — x| " +]x - xol‘”‘[ (27 w? (gdy)” ( jw(r)”?:‘f‘dt}

B(xy,2|x-x,]) a

(3.22)’nin sag tarafinda iki integral ¢arpimi vardir. Bu carpanlarin
ikincisi yardimci teorem 2.6 ‘daki sarta gore sonlu bir sayidir. Birinci integrali

g6z Oniine alalim.

[EOY WP UMD oo (3.23)

B(xp,2|x~x,)
Bu integralin altindaki ifadeyi degerlendirelim. Once s,/)0 olmak tizere,
E+8)w(s+1)—t"w(t) = s7w(s) esitsizligini gosterelim.

w,(0,0) araliginda azalmayan bir fonksiyon oldugundan,

sPw(s)+tPw() < sPw(s+1)+t?w(s+1) =(s? +t?)w(s +1)

dir. Yani,
SPW(S) S(SHDPWSHE) —EPW(E)  ceeereeeeiereceerecteee e ceeeceaeeenns (3.24)

dir. (3.24) formiiliinti (3.23) ‘deki integral altindaki ifade i¢in kullanalim. Bu
integral altindaki g(y) fonksiyonunun (3.21) formiilii ile tanimlanmus

oldugunu hatirlatalim. Yani ,
g W) =|f ) - f )| w(F () — £ ()|
<| £ W) = £ (60) P WS ()

oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki f(»))f(x,) esitsizligi dogru olsun. Bu durumda,

g w(Eg) =(f(3)~ fxDN"wf (») - f(xy))
(3.24) formiiliinde,

s=(f()-S(x))
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t=f(x,)
kabul edersek,

262166 2) WA G AL G4 67) i £ 679 LA/ A €75 HRS oo (3.25)

olur.

Eger f(y)f(x,) ise bu durumda,

g2 WEON) = (7o) - (FON" W (x,) - £)) Ve (3.24) formiiliinden,
s=(f(x) = F))

t=f(y)
kabul edersek,

g2M(EO) L X)W (X)) = FO)PWF (D) coreereerreeerenvenen (3.26)

(3.25) ve (3.26) formiillerinden,

gPWE) S F W) = F(x)PWF(X))  coeerreereenreenanns (3.27)

elde edilir. (3.27)’yi (3.22)’de kullanirsak,

o 1 .
M=| fwe) " +17adt
olmak {izere,

1l o _r
|| < Cafx — x| +|x—xol‘”[ [g)?w (g)ay)” (Jw(o) P“r“drﬁ—,

B(xy,2{x—xy))

buluruz.

m{c oldugundan ilk terimin limiti sifirdir. Ayrica x, € R” ~E, igin

L]

I <limpe—x,[™  [[fO) WD~ £ (x0)" W (5 D]y =0

B(%y,2|x-x,)

olur. Bu durumda,

HMx ~ %o | " [Ts] 0 oottt (3.28)

XX,
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dir.
Boylece (3.7), (3.16), (3.17), (3.19) ve (3.28) “i (3.6)da kullanirsak ,

x —x, igin,
limlx — x,| " {R, f(x) = P(x)} =0

oldugunu goriiriiz.

Bu da teoremin ispatini tamamlar.
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IV. NON-iZOTROPIK CEKiRDEGE BAGLI RIESZ POTANSIYELI

Bu boliimde, non-izotropik ¢ekirdege bagli olarak tamimlanan Riesz
potansiyelinin yakinsaklig: ile ilgili 6nemli bir teorem verilmistir. Bu teorem

tamamen orjinaldir.

Teorem 4.1 :

Efmzoe  |lx—i]" f()dne

R"-B,(x,])
dir. Burada B, (x.0) A-uzakliga gére x merkezli 1 yarigapli yuvan
gostermektedir.

Ispata gegmeden once ispat i¢in gerekli olan bir yardimei teorem verelim.

Yardimeci Teorem 4.2 :
reR* , p,...p,; acilar

U (81505 Pt ) Uy (Proeees Pt Yoves U (P Py)  her bir degiskene gore

stirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda;

1,(U,,..U)=r"2" 4 A UM U U (U, U,,..U,)
Burada I ve I, jakobyenleri su gekilde tanimlanmaktadir .

n boyutlu Euclid uzayinda asagidaki formiile gore kutupsal koordinatlari

tanimlayalim.
x, =rU,
x, =rU,
................................................................................ (4.1)
x, =rU
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ve bu déniistimiin jakobyeni I (r,Uy,...,U;) seklinde tammlanmaktadir.

A5 A, € R* igin kutupsal koordinatlara yeni bir gegis tanimlayalim.

x =(r (]1)2/11
x, =(rU, )
................................................................................. (42)
x, =(rU,)*
Bu doniistimiin jakobyenini 7, (r,Uy,...,U,) seklinde gosteriyoruz.
Ispat : Oncelikle I (r,Uj,......... ,Un) jakobyenini hesaplayalim
(4.1) formiiliinden.
k=1.2,..,n olmak {izere,
& _y,
or
Ox, ou,
—_— -y —
pe  Opy
& 9%
P, Opy
ox, . ou,
/8 P
Buradan,
U U, . U,
oU, oU, oU,
F— Vr— eees r
op op opy
,_|-2U U LU, »
=3p, "op, T T B, | r———— (4.3)
oU, U, . oU,
v r r
9, Op, p,

dir. §imdi de I, jakobyenini hesaplayalim.



ixi =21 r22.k~1u2lk

o k k

ox, _ 31 p 2y 2R oU,

PO 1 Y

P, 0Py

a'x2 _ 21 r2/1k U2lk—1 aUZ

AL T 4 2 P

op; opy

ox, =D Ay 2h ou,
- k n

op; 9P

I, jakobyeninin ilk satirinda Qgr—" fonksiyonlar1 vardir. Bu fonksiyonlarda

r-nin kuvvetleri 24, —1, determinantin diger satirlarinda ise 24, ° dur.
Ote yandan determinantin k-inci stitununun tiim elemanlarmin 21, katsayilari

vardir. Yani ,

l.situndan 24,74

2. % 2prth

n-inci 24, 7%

sayilarim1 determinantin disina ¢ikarirsak,

2" Ay Ay By K 200 3 A
seklinde bir ¢arpan vardir.
Diger taraftan determinantin 1-siitununun tiim elemanlarinda U™ garpam
vardir. 2-siitunun elemanlarinin U2*™ garpan1 vardir. Aym sekilde
n-inci stitunun tiim elemanlarinda U>»~  ¢arpam vardir. Bu carpanlar da
determinantin digina ¢ikarilirsa ,

I, =r72" 42, A U U J2ht
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U U, U,
U, U, U,

'a F—=  ....... r ‘
op, op, op,

NCL I f— LU,
op,  0Op, op,

Bu ifadeyi (4.3) ile kargilagtirirsak,
1, =727 4 4, AU U U (U, U,)

oldugunu goriirtiz. Béylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.1 :
n-boyutlu Euclid uzayinda ,

X, =rcos p,
X, =rsin p, cos p, 0< Py ST
x, =rsin p,...sin p, | 0P, S2 T oveerneene. (44)

doniisiimiiniin jakobyenini I(r, p,,...0,,) seklinde gostereli ve 4,...,.4, € R*
olmak tlizere,
x, = (rcos p)*h

x, = (rsin p, cos p,)**

x, = (rsin p,.......sin p,_ )**
0<piup,,<m , 0<p, <2T

dontisiimiiniin jakobyenini I, (7, p,..... p,,) Seklinde gosterelim.
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Bu durumda,

1/1 =" ﬂqlz...ﬂnrzlil_l (cospl)”"l...(cos pn_l)uﬂ—l (sin pl)z(z,,+...+/1,,)—1 (sin p2)2(1,3+..,+;,,,)-1

e (SI 0, )7Teeeeeaessaeasaseens ( 46 )

seklindedir.

Ispat :
Bu sonucu ispatlamak icin yukarida verilen yardimci teoremde

U,,U,\enn. ,U, fonksiyonlarini (4.4) formiiliiniin sag tarafindaki agilara bagh

fonksiyonlara egit almak gerekir. Yani ,

U, =cos p,

U, =sin p, cos p,

U,,=sinp,..sinp, ,cosp,

U, =sinp,...sin p, ,
(4.7) dénlistimiiniin jakobyeni,

I=r""(sin p,)" 2 (5in ;)" >.e(SIN P, )  ceeveerrerererererereererenenenes (4.8)
seklinde hesaplanmigtir.

(4.7) ve (4.8) ifadelerini (4.6) ‘da kullanirsak asagidaki esitligi elde
ederiz.

22,71 1

I, =r™27 2. 2,...4, (cos p,)* " (sin p, cos p,)*™...(sin p,...sin p,_,)
(sin p,)"(sin p,)">..(sin p,, , )
=27 2,2, 4, (cos p )7 (cos p, )2 7..(cos p,_, ) P (sin p, ) ettt

WAyt Ay )1 2 Ayt iy )-1

(sin p,) (sinp, )
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Teorem 4.1 ‘in ispat1 :

Ispatin 6ncelikle Gereklilik kismini yapalim. Yani,

_ SO

e dy( = E, f(x) f oo
fxo-],01 “x y“
oldugunu goérelim. Kabul edelim ki,

_fO» A .
oo = AL

olsun. Bu durumda,

E, f(x)=o
oldugunu gosterelim.
Jdy S )dy
E,f(x)= —2
e M e ot et

_ fody [ -l J »
piy-sopistesl, ) o = D5 U =%, +ly =],

y fG) (1+||x—xoul J
{y“y—xo“ 21+ _xo ("xo y"”—a 1+ 2"x - xo "'1

ﬁly = %o P+ =, , } = (| = x| 2D = Chlly = xo ], e = x|+ 1

bolgesini géz dniine alalim.

s | SO g4 f)dy

n-a y n-a
xo—y {21 "xo y“ ls[]xo—y[]sﬂxo—xﬂlﬂ "xo - y"l

Ik integral kabuliimiiz uyarmca sonsuzdur. Ikinci integralin sonlu oldugunu

goriirsek ispatin ilk kism1 tamamlanur.
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‘ [ soe [ L2 [row

1+ "x — X " A Lo~y fxo-x], +1 1<f)xg —y<jxp—x+1 "xo -y "Z— x<[xg— o —xf+1

integralin sinirlarini integrand ’da koyarsak ve  f e L,(R") olduundan bu

integral sonlu, dolayisi ile birinci kisim ispatlanmug olur.

Simdi de yeterlilik sartin1 ispatlayalim. Yani,

%dy(ooz Eaf(x);éoo

Iro-x 0 ||x0 -y ",1

oldugunu gorelim.

Keyfi r>0 igin, an f(x)dx
21|
[x~xqlsr *

integralini goz oniine alalim. Eger bu integral sonlu ise E, f(x) hemen hemen

her yerde sonlu,

yani, E_f (x);! oo ‘dir.

JES@dx= | [j—’i(y)—dy]dz
A4\ g7

24| X — y||2_a

[x-xo]<r 7 N

Fubini teoreminden,



fOdy

n-a
el a|e—iA; 4
[x=xo],sr 7 \ Jy=x] s 7 +1 [y—xof,2r » +
=i +i,
. fO)
1~ n-a
24 24 "x_y P!
[e=xo, 57 7 [y=xo[,<F * +1
dx

- fﬁﬁ”"’y{ J Ml}nx—yu';’“

[y, <r 7o+l xx—xo[,sr 7 +

| dx
v g =

Iylsr m +1+]%], {x‘ﬂ y-x,<2r 7 41

214

2rn st W i
=C  [foay [ p- dp
24 0

sz = +14]x],
M ﬂnﬂ(a—n)ﬂ]l]—l
=C  [fo)dy2r- +1J

24
[Vl » +1+]x],

2i|a

24 n
=C[2r " +1

feL,(R") oldugundan i (o ‘dir.

i2 = Idx j- f(yz—a b
o e
[x=xo],2r * [y=x5],r 7 +1

S
¢ |ax — dy
SR ey

fx=xol,<r " [y-xo]>r

SOy

=
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([ fO) o &y
2)4| 22 217
b=z r " [y-xol>r » +1 ["y—xO" ,-r’ J
= CC1 _f—_(Ln—-a. 6131
ﬂy—xOI]Zr@H "y—xo A
<cc, | D
b0t %o =¥,
oldugundan ispat tamamlanir. Burada,
1 _ 1 1 < 1 1
Epoxl, H Cpowl|
bl -r o s
b=, |

olup parantez i¢indeki ifade r’ye bagli sabittir.

Teorem 4.3 :

L= [ FAT O <

R"-B,(x,1)

sarti ile ,

L= [a+[y],)=" f)dy <

sart1 birbirine denktir.
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Ispat :

I, < I, oldugunu gosterelim.
I, <o oldugundan 7, ‘de yakinsak olacaktir.

S §A6)) SO
I, = |/——xdy = ————dy + 5y
R'"[(l +[v], Y R"-B;[(x,l) (1 +l, y' B, (3[1) (1 +[¥1, )’

L

R" By (x,1) (1 + "y ";. T—a Bi(x.0)

f € L,(R") oldugundan 2.integral sonludur. Bu durumda,

o (=,

R"-B,(x,1) "x - J’“Z_a 1+ "y "/1

7 =

J dy+C

FACOIN (- PR Y
R™-B,(x,]) "x —J""Z_a 1+ "y";, 1+ "y"A

} dy+C

<, +0 | _JO) i

R"-B; (x1) ||x -y "Z_a

= (”x]L1L +D)"™ I, +C

olur. Tersini gésterelim,

&) o (1+, J
I = =y = ~ dy
R —B{(x,l) ||x - .)’" 2 R”—B;[(x,l) (1 + "y" A )” le —J "1

g fo)  (1+ly-s, + I, J &
e AP0 -,

_ /o (1 o M J »
I R (P e v




integral bolgesi uyarinca |y—x|>1 oldugundan,

, n- S
L <+ ) —— =y
1 " L R"—B:!’(x,l) (1+"y ";,)

i, <2+, faJr—ﬁ;("L))—aaW
R" A

=2+ )" 1,

I, <o oldugundan I, < olacaktir. Bylece ispat tamamlanir.
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