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2018

Bu tezin ilk bolimiinde tarihsel olarak Kismi Tiirevli Diferansiyel
Denklemler anlatiimistir.

Ikinci béliimde KdV denklemi hakkinda bilgi verilerek Hirota bilineer
metodu ve evollisyon denklemleriyle ilgili giiniimiize kadar yapilan c¢aligsmalar tarihi
gelisimiyle ele alinmigtir.

Uciincti bolimde Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler igin tanim ve
teoremler verilip uygulama yapilmistir.

Dordiincii boliim ise iki kisimda incelenmistir. Birinci kisimda soliton ve
soliton etkilesimi hakkinda bilgi verilip KdV denklemi i¢in ¢dziim aranmustir. Ikinci
kisimda ise KdV denklemi, Sawada Kotera denklemi, Bousinesq denklemi ve
Kadomtsev-Petviashivili denklemleri Hirota bilineer forma getirilip, Hirota metodu
KdV denklemi, Sawada-Kotera denklemi, Boussinesq denklemi ve Kadomtsev-
Petviashivili denklemlerine uygulanip multi-soliton ¢6ziimler aranmustir.

Anahtar Kelimeler: Soliton, Hirota Metodu, KdV denklemi, Boussinesq Denklemi,
Sawada-Kotera Denklemi, Kadomtsev-Petviashivili Denklemi



ABSTRACT

HIROTA METHOD FOR NONLINEAR EVALUATION EQUATIONS

MASTER THESIS

Mehmet KURKUT

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2018

In the first chapter of this thesis, a brief historical development of Partial
Differantial Equations is given.

In the second chapter, after giving information regarding the KdV equation, the
given approaches from past to today about Hirota bilinear method and evaluation
equations are analyzed based on historical progress.

In the third chapter, the definitions, theorems and some examples for Partial
Differantial Equations are given.

The fourth chapter is analyzed as two parts. In the first part, after giving
information about soliton and soliton interaction, a solution is sought for the KdV
equation. In the second part, after we transform the KdV equation, Sawada-Kotera
equation, Bousinesq equation and the Kadomtsev-Petviashivili equation into the Hirota
bilinear form, Hirota's direct method is applied to the KdV equation, Sawada-Kotera
equation, Bousinesq equation and the Kadomtsev-Petviashivili equations in order to
have multi-soliton solutions for these equations.

Keywords: Soliton, Hirota method, KdV equation, Boussinesq equation, Sawada-
Kotera equation, Kadomtsev-Petviashivili equation
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1. GIRIS

Tarihsel olarak mekanikteki kismi diferansiyel denklemler bir¢ok problemin
¢cOziimiinde ve geometride yiizey c¢alismalarinda ortaya c¢ikmustir. 19. yiizyilin ikinci
yaris1 boyunca bircok matematik¢i aktif olarak kismi diferansiyel denklem ile temsil
edilen birgok problemin ¢6ziimiinden faydalanmislar. Bu ¢alismalarin 6ncelikli sebebi
kismi diferansiyel denklemlerinin  hem  doganin  temel  kanunlarina
formiillendirilmesinde hem de siklikla bilimin ve miihendisligin bir¢ok farklh
problemlerin matematiksel analizinde ortaya g¢ikmasidir. Bu asamadan sonra kismi
diferansiyel denklemlerinin siniflandirilmasinda o6zellikle lineer olanlar igin genel
teorinin kurulmasi ve bunlar i¢in birgok metodun gerceklestirilmesi olmustur.

Bir¢ok gercek diinya problemleri uygun baslangi¢c kosullar ile birlikte kismi
diferansiyel denklem veya denklem sistemleri ile tanimlanmaktadir. Lineer kismi
diferansiyel denklemler ii¢ sinifa ayrilmaktadir. Bunlar; hiperbolik, parabolik ve
eliptiktir. Bu siniflama tamamen geometrik bakis agistyladir. Denklemlerin karakteristik
formlar1 analitik geometrideki siniflandirmada bildigimiz hiperbolik, parabolik ve
eliptik denklem siniflandirmasiyla uyumlu olmasindandir. Bu smiflandirma ikinci
basamakta lineer kismi diferansiyel denklemler temel alinarak yapilmistir. Daha yiksek
basamaktan diferansiyel denklemlerle smiflandirmayr saglayan asil terimlerin
mevcutluguna gore siniflandirmalar yapilir.

Lineer olmayan problemler uygulamali matematigin, fizigin, miihendisligin,
akigkanlar dinamiginin, lineer olmayan optigin, katt mekaniklerin, plazma fiziginin,
kuantum teorisinin yogun madde fiziginin ¢aligmalarinda ortaya ¢ikmaktadir. Kismi
diferansiyel denklem konusu modern matematigin bilimlerde, ozellikle fizikte,
geometride ve analizde merkezi rol oynar.

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerinin orijini oldukca eskiye
dayanmasina ragmen kayda deger gelismeler 20. ylizyilin son yarisinda olmustur. 19.
ylizyillda Scott Russell’in c¢aligmalar1 lineer olmayan calismalari motive etmistir.
1871°de Boussinesq’in sik su dalgalarindaki ¢alismasi ile sayilabilecek modellemeyi
vermistir [Boussinesq, 1871].

Gecmisten giiniimiize lineer olmayan denklemlere yaklasik ve analitik ¢éziimler
bulunmaya c¢alisilmistir. Hirota bilineer yontemi, lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin multi soliton ¢oziimleri i¢in kullanilmistir. Bu c¢alismamizda Hirota
bilineer yontemi ile KdV, Sawada-Kotera, Boussinesq ve the Kadomtsev-Petviashivili
denklemlerinin bir ve iki soliton ¢dziimlerini inceleyecegiz.
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2. ONCEKI CALISMALAR

1895° te Korteweg ve de Vries KdV denilen bir denklem elde ettiler. Bu
denklem tek dalgalarin varligmin dogrulandig1 yerlerde s1g su dalgalarimi agiklamaya
yartyordu [Korteweg D.J., de Vries G., 1895].

1955’ te, Fermi, Pasta ve Ulam (FPU) lineer olmayan yaylarin birlestirdigi 6zdes
kiitlelerin tek boyutlu zinciri i¢in Newton’un hareket denklemini sayisal olarak ¢6zmeye
karar verdiler. Onlarin calismalar1 Zapusky ve Kruskal’ a ilham vermistir ve FPU
probleminden ortaya ¢ikan KdV denklemini analiz ettiler. Onlar yerel dalgalarin
cagrisma aninda sekillerini ve ivmelerini koruduklarin1 goézlemlediler. Bu dalgalari
“solitonlar” olarak adlandirdilar.

Dogrudan ve ters yayilim(dagilim) diislincesini kullanan Gardner, Greene,
Kruskal ve Miura 1967 de KdV denklemi icin bir soliton metodu tirettiler [Zabusky
N.J., Kruskal M.D., 1965]. 1968 de onlarin buldugu sonuglari genellemesi Lax
tarafindan yapildi ve Lax cifti kavraminin tanitim1 yapildi (Lax tarafindan).

1971’ de Ryoga Hirota tarafindan, solitonlarin ¢oklu g¢arpismalart i¢in KdV
denkleminin kesin bir ¢ézimind bulmaya yarayacak olan “Hirota Direkt Metodu”
olarak adlandirilan yeni bir metodu barindiran bir makale yayinlandi [Hirota R., 1971].
Bu basarili makalesinde, kendisi ayrica modifiye edilmis Korteweg-de Vries (mKdV),
Sine Gordon (SG), lineer olmayan Schrodinger (NLS) ve Toda kafesi denklemleri gibi
lineer olmayan bazi evrim denklemleriyle ugrasti. Bu metodun ilk ayagi, bagiml
degiskenlerdeki quadratik (ikinci dereceden denklem) formda olan denklemleri saglayan
lineer olmayan kismi diferansiyel ve fark denklemlerinin uygun bir doniisiimi
yapmakti. Bu yeni form “Bilineer Form” olarak adlandirildi. Bdyle bir doniisiimii
yapmak bazi denklemler i¢in kolay degildir ve bazen yeni bagiml hatta bagimli
olmayan baz1 degiskenlerin tanitilmasini gerektirir.
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3. MATERYAL VE METOT
3.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

Tamm 3.1.1. Verilen bir denklemde bagimli degisken ve bagimli degiskenin bir veya
birden fazla bagimsiz degiskene gore tirevleri mevcut ise boyle bir denkleme
diferansiyel denklem denir. Diferansiyel denklemleri incelemenin baslica {i¢ amaci
vardir:

1) Belirli bir fiziksel olay1 tanimlayan diferansiyel denklemi bulmak
2) Diferansiyel denklemin tam ya da yaklasik ¢oziimiinii elde etmek

3) Elde edilen bu ¢6zimi yorumlamak
Ornek 3.1.1.
" _ 2e"
Y TV T ey e
denklemi ikinci mertebeden lineer nonhomojen bir diferansiyel denklemdir.

Tanim 3.1.2. y = f(x) tek degiskenli fonksiyonunda x bagimsiz degisken y ise
bagimli degiskendir. Buna gore: x bagimsiz degiskeninin, y fonksiyonun ve bu
fonksiyonun bir veya birden fazla tiirevlerinin olusturdugu denkleme siradan
diferansiyel denklem denir. Bu denklem

F(x,y,y’, ...,y(n)) =0
seklinde gosterilir.

Tamm 3.1.3. Bir tek bagimli degiskenin iki veya daha fazla sayida bagimsiz degiskene
gore kismi tiirevlerini barindiran denkleme kismi diferansiyel denklem denir. Bir kismi
diferansiyel denklem genel olarak

F(x,y, Z, Zx, Zy» Zxxr Zxys Zyys ) =0
bicimindedir.
Ornek 3.1.2.
XUy +u, =y%,  x#0
denklemi ikinci mertebeden lineer bir kismi diferansiyel denklemdir.

Tamm 3.1.4. Bir Kismi Diferansiyel Denklemde en yiiksek mertebeli terim denklemin
mertebesini belirlemektedir. En yuksek tirevin kuvvetine denklemin derecesi denir.

Ornek 3.1.3. a,c iki sabit olmak tizere

U + auy = %y,

sontimlii dalga denklemi ikinci basamaktan bir kismi tlirevli denklemdir.
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Tanim 3.1.5. Kismi Tiirevli Denklemlerin Siniflandirilmasi

Lineer Denklemin Bazi Formlari

@ A y)z, + B(x,y)zy + C(x,y)z = D(x,y)

(i) A@Yza + BY)zy + CE Y7y + D6 Y)7 + E(6))z, + F(x,¥)2 = G(x,Y)
Hemen Hemen Lineer Denkleminin Birinci ve Ikinci Mertebeden Formlari
(i)  AlC,y)zy + B(x,y)z, = C(x,y,2)

(i) A, Y)zZe + B(x,Y)zyy + C(x,¥)2y, + D(X,Y,2,24,2,) = 0

Yar1 Lineer Denklemin Birinci ve ikinci Mertebeden Formu

Q) A(x,y,2)z, + B(x,y,2)z, = C(x,y,2)

(i) A(x,Y,2,24,2) )2y + B(%,9,2,24, 2, )2y + C(%, 7,2, 24,2, )2y, = D(X,¥,2,2,,2,)
En Genel Lineer Olmayan Denklemin Formu

F(x;}’;Z, Zx; Zy; ZXXF ny, Zyy,...) - 0
seklindedir.

Q) F(x,y,2,2¢,2,) = 0

(i) F(x,y,z, Zyy Zyy Zxxr Zxys Zyy ) =0

Her lineer denklem agiktir ki hemen hemen lineerdir, yar lineerdir, lineer
olmayandir. Benzer olarak hemen hemen lineer, yari lineerdir, lineer olmayandir. Yar1
lineer bir denklem ayni zamanda lineer olmayandir. Lineer = hemen hemen lineer
yart lineer — lineer olmayandir. Tersi dogru degildir. Diferansiyel denklemlerde
bagmsiz degisken, mertebe ve lineer olmayanlik arttikca diferansiyel denklemin ¢oziimii
gittikge zorlagmaktadir.

Ornek 3.1.4. u + c(wu, =0

Kinematik denklemi yar1 lineer tiptendir. Bu denklem lineer olmayan dalga yayilimini
ifade eder.

Tamm 3.1.6. Denklemin mertebesi kadar keyfi fonksiyonlar iceren ¢dziime genel
¢dzim denir.

Tamim 3.1.7. Denklemi saglayan i¢inde parametre ya da keyfi fonksiyon
barindirmayan genel ¢6ziimden elde edilen ¢oziime 0zel ¢bzum denir.
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Tamim 3.1.8. Denklemi saglayan fakat genel ¢oziime dahil olmayan ¢6ziime aykir
¢Ozum denir.

Tanim 3.1.9. Denklemi ve diger baslangi¢ veya sinir kosullu gibi diger kosullar1 da
saglayan ¢ozlimlere tam ¢Oziim denir.

Simdi bazi 6nemli klasik lineer model denklemlerini verelim.
Tamm 3.1.10. (Dalga Denklemi)

Uy - c?Au = 0 ;(u=u(x,vy,z1t))

Burada bunu genellestirirsek,

xeR™, teR,u = u(x,t) ve x = (xq1, %3, X3, ..., X,,) Ve

92 92 K
R= 4 &
dx?  9x3 dx?

olur.

Bu denklem bir dalganin yayilimini tanimlar. Fiziksel problemlerin genis bir
siifinda ortaya ¢ikmaktadir. Titresen serit denklemleri bunun bir 6rnegidir. S1g su
dalgalari sesin iletebildigi akiskanlar i¢in hiz potansiyellerinin elastik problemleri bir
kablo boyunca elektrik sinyallerinin iletimi gli¢siiz (yukslz) ortamda elektrik ve
manyetik alanlar bu denkleme tabidir.

Tamm 3.1.11. (Is1 (difiizyon) Denklemi )
u; - kAu = 0 (k: diflizyon sabiti)

Bu denklem bir niceligin akiciligimi tanimlar. Bu 1s1 olabilir. Pargacigin
konsantrasyonu olabilir. Bir tiimoriin biiyiimesi, populasyon gelisimleri, avci av
problemleri.

Tamm 3.1.12. (Laplace Denklemi
Viu= Au = 0

Yiiksiiz ortamda elektrostatik potansiyelleri tanimlar. Kiitlesiz veya agirliksiz
ortamda yer ¢ekimsel potansiyelli elektrostatik zarin denge degisimleri sikistirilamaz
akigkanlar i¢in hiz potansiyelleri diizglin degisen bir 1sinin bir 1s1 iletim probleminde
sicaklik denklemi bu denkleme tabidir.
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Tamm 3.1.13. (Klein-Gordon (K.G) Denklemi)

mc?
Y, - c*VY == =0
h=plench sabiti, m=Kktle, c=sabit, ¥=dispensive terimi

Elektromanyetik alanda yiiklii pargacigin goreceli denklemini temsil eder.

Tamm 3.1.14. (Lineer Korteveg de Vries (Kdv) Denklemi)
U +au, + LUy, =0

seklindedir. Uzun su dalgalar1 ve plazma dalgalar1 bu denkleme tabidir.

Tamm 3.1.15. (Lineer Boussinesq Denklemi)
a ve f iki sabit olmak lizere
utt - aZAu - ﬁZAutt = 0

seklindedir. Elastik bir cubuktaki dikey dalgalar, uzun su dalgalar1 ve plazma dalgalari
bu denkleme tabidir.

Simdi de bazi1 6nemli lineer olmayan klasik model denklemlerini verelim.

Tamm 3.1.16. (Kinematik Dalga Denklemi)
u +c(wu, =0

lineer olmayan dalga yayilimini temsil eder.

Tamm 3.1.17. (Boussinesq Denklemi)
Upp = Upy T Uppnx = _(guz)xx

pozitif ve negatif yonde yayilan su dalgalariyla ilgilidir. Bir ¢ok mekanik olayda da
goruldr.

Tamm 3.1.18. (KDV Denklemi )
Uy — 6UU, + Uy, = 0

denklemi s1g dalgalar1 temsil eder.
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3.2. Birinci Basamaktan Yari Lineer Denklemler
P(x,y, Wu, + Q(x,y,wu, = R(x,y,u)

denklemi birinci basamaktan yari lineer denklemdir. bu tipteki denklemlerin ¢0zUmunu
karakteristik metotla (Lagrange Yontemi) ile ¢ozebiliriz.

Ornek3.2.1.  u,—u, =1, u(x,0) = x?

lineer denkleminin ¢6zumuni elde ediniz.

C6zim 3.2.1.
dx dy du
1 1 1

dx = —dy = du

dx =—dy , dx = du

x+y=cl}:> Py (x,y,u) =1

Uu— x=c¢ D, (x,y,u) =c;

<D1=x+y

b)=u—x

F(®, , &)= 0 = Fx+y,u—x)=0
= u—x=gkx+y)
>ul,y)=x+gx+y)

genel ¢6zumu elde edilir.

Simdi de u(x,0) = x? ifadesini genel denklemde yazalim.

2

x+gx)=x* > glx) =x*—x

oldugundan
u(x,y) =x+ @ +y)*—(x+y)
= ulx,y) =x>+2xy+y2—y

¢6zima elde edilir.
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Ornek 3.2.2. u +uu, = x u(x,0)=1

baslangi¢ deger probleminin ¢ézliimiinii bulunuz.

C6zim 3.2.2.
dt_dx_du
1 u x
dx du
—=— > x*-ut=¢q
u X
dt dx+du d(x+u)
— = = =>t=Ink+u)+Inc
1 u+x xX+u
1
= e =C
xX+u

u(x,0)=1 2> x>—-1=¢, = x*=¢ +1

(x,0)=1 = —:>—11=>2—112
ux, ) = x+1_c2 x_cz x_(cz )

1 2
C1 +1=(€—1)

x> —ut+1=((x+we*t—1)>
x2—ut+1=(x+ule? -2(x+uwet+1
x—u=(x+u)e? -2t
u(l+e?)=x—xe?t +2et
oldugundan

x —xe %t 4 2et

ulat) = 14+ e72t
x(1—e™?h) N 2e~t
1 +4e2t 1+e2t
e?t —1 2et
=x

+
et +1 e2t41

u(x,t) = xtanht + secht

genel ¢6zumu elde edilir.

10
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3.3. Ikinci Mertebeden Lineer Kismi Diferansiyel Denklemlerin Siniflandiriimasi
AUy, + buyy, +cu,, +du, +eu, + fu=g
a,b,cd,e,f,g,x veynin fonksiyonlaridir.

§=48xy) Sx &y

oyleki J =
n=n(xy) y J Nx My

| # 0 dir.
A(x,y) = b?> — 4ac olmak lzere;

(i) A> 0 = denklem hiperboliktir.
(i) A= 0 = denklem paraboliktir.
(iii) A< 0 = denklem eliptiktir.

Ornek 3.3.1. XUy + 2V Uyy + Uy, = 4x (y # 0) (3.3.1)
Yukarida verilen denklemi kanonik forma getirip genel ¢6zimunu bulunuz.
Go6zim 3.3.1.
XUy + 2V Uy, + u, = 4x (y # 0)
a=x, b=2y, c=0, A= b?>— 4ac=>
A= 4y? >0
oldugundan hiperbolik bir denklemdir.

dy b+vA 2y+2y

dx  2a 2x
buradan
dy 2y
Pl = 2Inx = Iny + Inc
X2
2726'1
2
=>&= —
y
dy
E=0=>y= CZ
>n=Yy

11
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2x

]__ _x_Z—Zx:/_-O

=[5 ==

0o 1 y
u=u(¢n)
§=¢(xy)
n=nxy)

oldugundan

uy = uf";y + unny

2x
Uy :u§7+ uno

2x
=—1Uu
y ¢

y = uffy + Uy My

—x2
= Ug y—z +u,

—X2
= ug+u

y? ”

2 2x
Uyy = ;us +7(u€€€x + ufn‘r’x)

2 2x 2x
=-Uu +_u =

2 4x?
=u.+—u

2x 2x —x2
Uxy = (_?)uf + 7 Ugs ?+u5n

—2x u 2x3 s + 2x u
y2 Sy STy

12
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Uy, Uy, Uy VB Uy, esitlikleri (3.3.1) de yazilirsa,

2x +4x3 4x 43 4 +Zx A
Ut — U — — U — — U XU = u, = 4x
y 3 yz && y 3 yZ & én y ¢

=1

Usy

kanonik formu elde edilir. Buradan,

u, = &+ fim
u= &+ [fi(mdy
u=$&n+gmm
u=x*+ g ()
genel ¢6zumu elde edilir.
Ornek 3.32.  x*uy, + 2xyu,, +y*u,, =0 (3.3.2)

Yukarida verilen denklemi kanonik forma getirip genel ¢6zimunu bulunuz.

G0Ozim 3.3.2.
A=x*, B=2xy, C=y?
A= B? — 4AC = (2xy)? — 4x*y? =0
oldugundan parabolik bir denklemdir.
dy _B 2%y _y

- = == 0
dx 24 2x? «x X%
X:C
- a
_Y
S;_x
g=? e |- Yy
X ]——a = | %2 x - #0

13



3. MATERYAL VE METOT

Zy = fox-l'zr]nx

zy = z:§y + zym,

1

= -z +
Y T4
2y y y
Zoe = 03 % T 7 % (_x_z)
y° 2y

—FZSzSE-Fx—SZg

1
Zyy =%
1

=FZE€+;Z§71 + Zy

Zy 1 Zy , Zxx V€ Zy, esitlikleri (3.3.2) de yazilirsa,

2
y 2y y y
2
X (FZ§§+FZ§>+ 2xy(—x—32§§—pz

: 1
+y <X_2 Z€€+

elde edilir. Bu denklemin dizenlenmesiyle

yzz,m =0
Zpy = 0
Zy = fCE)

1 1
(ng ;+Zf771>+ an ;

+Zm71

1
§n_x_zzn)

2
;Z€n+zrm):0

z=nf(§)+g(¢&)
z= (%) +9(3)

genel ¢6zum elde edilir.
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Ornek 3.3.3.
Uy + 2Uy, +17u,, =0 (3.3.3)

Yukarida verilen denklemi kanonik forma getirip genel ¢6zimunu bulunuz.

C6zim 3.3.3.
Uy + 2Uy, + 17w, =0
a=1, b =2, c=17
A= b?— 4ac A< 0 oldugundan verilen denklem eliptik bir denklemdir.
= 4— 68
= —64

dy bzxivdac—b? 2118
dx 2a A

=1+4i

d
& o 144i > (1 +4)dx— dy =0
dx
1+4dx—-y=¢
x—y+4ix = ¢
Ex,y)=x—y+4ix
Yo 4o (—4addc— dy=0
i i i)dx y =

1-4))x—-y=c
x—y—4ix= ¢

n,y)=x—y—4ix

a=x—yvef =4xolmakizere E=a+if ve n=a— ifolup

15
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S+ &=
= =
esitlikleri elde edilir.
u=u(ap)

Uyy = _(uaa a,+ uaﬂ,Bx)

= _( Ugq T 4ua[5’)

Uyy = Ugg Ayt Ugp Bx + 4 (uaﬁ a, + Upp ﬁx)

= Uga +4ua[; +4 (ua[; + 4uﬁﬁ )

= Uga +8ua[; +16uﬁﬁ

Uyy = —(Uyq a, + uaﬁﬁy)
= —(—Uqa)
- uaa
Uy, Uy, Ugy , Uy, V€ Uy, esitlikleri (3.3.3) de yazilirsa,
Uge T 8Ugp + 16Ugp — 2Upq — Bugp + 17Uy =0
16(ugq +ugp ) =0
Ugq TUgg =0

kanonik formu elde edilir.
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u=u(n)
E=a+ip
n=a-if

olmak Uzere
Uy = Ug €a+ un Na

=u§+un

Ug = Ug $ptuy Mg

= i(ue —uy)

Ugq = Ugt < Ugy Mgt Uy $a + Uy Na

= 'U,gsr + 2“’517 + um]

Upp = “Uge + 2Ugy — Uy
yazilir. Buradan
Ugqg + Upg =0
Uge + 2Ugy + Upy — Ugg + 2Ugy — Upy =0
dug =0
Ugy =0
olur ve
ug =0 =ul€n)=f(E+ g
ux,y)=fx—y+4ix)+ gx—y—4i x)
u(x,y) = f(A +4D)x —y) + g((1 - 4D)x — y)

genel ¢6zumu elde edilir. Genel ¢céziimdeki f ve g keyfi fonksiyonlardir.

17
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3.4. Carpanlarma (Degiskenlerine) Ayirma Yontemi

Ornek 3.4.1.

0%u  0%u

ax2 ot?
u(0,t)=0 ve u(1,t)=0
u(x,0)= 0 ve (Z—Ltl=sin(3nx)

Yukarida sinir kosullariyla verilen lineer dalga denklemini ¢arpanlara (degiskenlerine)
ayirma yontemiyle ¢oziliniiz.

Céziim 3.4.1.
u(x,t) = F(x)G(t)
Uy =Uy = F G=FG'
= iy 4 —2?
F G
F(x) = ¢ cosAx + c;, sindAx

G(t) = ¢] cosAt + ¢, sinAt

F(x) ve G(t) fonksiyonlar1 u(x,t) de yazilirsa,
u(x,t) = (cq cosAx + ¢, sindx)(¢; cosAt + ¢, sinlt)
genel ¢6zumu elde edilir.
u(0,t) = F(0)G(t)

=qGt)=0 = ¢ =0

u(x, t) = sindx (c3 cosAt + ¢, sinit)
u(x,0) =sindxc3; =0 = ¢c3=0
u(x, t) = csindxsinAt
u,(x,t) = cA sinAx cosAt

u,(x,0) = cA sindx = sin(3mx)

18
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CA:]., AZST[' cC = —

1
u(x,t) = I sin(3mx)sin(3nt)

¢6zUma bulunur.
Ornek 3.4.2.

ou 0%u
ot  dx2

u(0,t) =0,u(mt) =0,u(x,0) = sinx

Yukarida sinir kosullariyla verilen 1s1 denklemini ¢arpanlara (degiskenlerine) ayirma
yontemiyle ¢oziniz.

GC6zim 3.4.2. u(x,t) = F(x)G(t)
FG =F'G
FII GI
—=—= )2
F G
- 4 —2%2 = F(x) = cicosAx + c,sindx

!

o= —2% = InG = —2*t + Inc

= G(t) = c3 e
F(x) ve G(t) fonksiyonlart u(x, t) de yazilirsa,
lzt)

u(x, t) = (c; cosAx + c; sindx)(cz e~

u(0,8) =c;(c;e ) =0 = ¢; =0
u(x, t) = (c; sindx)(cs e"lzt) = ce Mtsindx
u(x,0) = cSinlx =sinx > 1=1, c=1

a2 . e
u(x, t) = e *tsinx = e tsinx

¢6zima elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1. Solitonlara Giris

Solitonlarin hikayesi John Scott Russell’in 1834 yilindaki gozlemleriyle baslar.
Edingburgh kanalinda atlarin ¢ektigi bir botun durmasi sirasinda olusan dalgay1
dontisiim dalgas1 olarak adlandirmistir. Bu dalga seklini bozmadan sabit hizla
ilerlemektedir. Scott Russell atin arkasinda bu dalgayi takip ederken dalganin saatte 8,9
mil hizla hareket ettigini tespit etmistir. Bu su dalgasinin 1,5 feet yiiksekliginde ve otuz
feet genigliginde oldugunu belirtmistir. Birka¢ mil takip ettikten sonra kanalin
dolambaglhi yollarinda dalganin kayboldugunu goézlemlemistir. Yarim ylizyildan fazla
bilim diinyas1 buna kuskuyla bakmistir. Daha sonra Bousinesq (1871) ve Rayleigh
(1876) calismalariyla bu tiir dalgalarin olusabilmesinin miimkiin oldugunu
belirtmiglerdir [Boussinesq J., 1871; Rayleigh L., 1876]. Bu tartigma 1895 yilina kadar
stirmiistiir. 1895 yilinda KdV bdéyle bir esitlikle ortaya ¢ikmistir. Bu esitligin adina KdV
denklemi denilmistir [Korteweg D.J., de Vries G., 1895]. Bu matematik formilasyonu
bdyle bir dalganin olabilecegini gostermis ve tartismaya son noktayr koymustur. Daha
sonra Scott Russell bu tiir dalgalar1 laboratuarda olusturup asagidaki gozlemlerde
bulunmustur.

1 Bu dalgalar seklini ve boyutunu koruyan ve dagilmayan dalgalardir.
2) Dalganin hiz1 ytiksekligiyle dogru orantilidir.
3) Dolambagli yollarda ayni sekilde daha kiiciik dalgalarla ilerlemistir.
4) Bir veya birden fazla dalganin ¢arpismasi elastik ¢arpigma gibidir.
Simdi de KdV denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziimiinii bulalim.
Ornek 4.1.1. (KdV Denklemi)
Uy + 6UU, + Uy, =0 (4.1.1)
seklinde olan Kdv denkleminin tam ¢6ziimiinii bulalim.

Bu denklemin ilerleyen dalga ¢ozimdand

u =P =y —ct) (4.1.2)
formunda kabul ediyoruz.
E=x—ct
U = U & = —cyf

!

Uy :uffx =y

bu doniigiimii (4.1.1) denklemine uygularsak
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—cy' +9" + 6Py =0 (4.1.3)

denklemi elde edilir. Bu denklemin integralini alirsak c; integral sabiti olmak tzere
—cp+Y +3Y%+c; =0 (4.1.4)
denklemi elde edilir.
Soliton ¢oziimleri sinir kosullari sagladiginda
x - Foikeny =9 =y = =0

olur.
Bundan dolay1 ¢; = 0 bulunur.

(4.1.4) denklemini v’ ile garpip integralize edersek

@)? _

2
L= 4yt (4.15)

bulunur.

Burada da baslangig¢ sinir kosullarindan dolay1 ¢, = 0 olur.

') = cp? — 2% = 292 (S ) (4.1.6)

Y = VI -9
[t

2y -

c
Y = Esechzn = di) = —csech®’ntanhndn

—csech®ntanhndn
f =& =X

%x/f\/% sech?ntanhn

-2
ﬁ’?=f—xo

X, integral sabiti olmak Uizere
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c Ve
Y = Esech2 [? (x —ct — xo)l

soliton ¢dziimii elde edilir. Isaret se¢imi 6nemli degildir ¢iinkii ¢dziim fonksiyonu cift
fonksiyondur. Burada x,’1n bir 6nemi yoktur.

4.2. Hirota Bilineer Metodu

Bu metod nonlineer Kismi Diferansiyel Denklemlerinin ¢ézimlerini bulmak igin
dogrudan kullanilan bir metottur. Nonlineer dalga ilerlemesi ¢aligmasinin temel ilgi
alan1 bu tiir denklemlerin ¢6ziimiindeki 6zel tekniklerin gelisimidir. Soliton ¢ézlimlerini
gerektiren bu tlir denklemler icin Hirota’nin 6nemli katkilari olmustur. Bu caligsmalar
Hirota’nin (1971-1973) caligmalarinda gorilebilir. Hirota’nin bu caligmalar1 ters
yayllim donilislimii c¢alismalarini motive etmistir. Bu direk metotlardaki fikirler
asagidakiler gibidir.

1) Hirota metotunda 6ncelikle uygun bir degisken doniisiim sunulur. Bu doniisiim
nonlineer Kismi Diferansiyel Denklemlerini bagimli degiskenlerin quadratik bigimde
yazilmasini saglar. Bu doniisiim evoliisyon denklemlerine uygulanip denklemi bilineer
forma getirir.

2) Bu kisimda Hirota D operatérii tanimlanir. Hirota D operatorii bilineer formdaki
denklemleri Hirota bilineer forma doniistiiriir.

3) Son kisimda ise denklem Hirota bilineer forma getirildikten sonra pertiirbasyon
acilimi yapilir. Bu agilimla integre edilebilir denklemlerin multi soliton ¢oziimleri daha
basit hale getirilir.

4.2.1. Hirota D Operatoru

A:C" —» C tanimhi diferansiyellenebilir fonksiyon ve D:A X A = A taniml
olmak uzere;

Hirota D operatorii
mp n d a\" ra a\" P
D,™D, (a.b)z(a—ﬁ) (6——6—) a(x.t)b(x.t) (4.2.1)

Buradam,n € Z* U{0}ve x =x, t' =t dur.

(4.2.1) denklemi genellestirilirse

[D,"D," ..](a.b) = [(% — %)nl (% - %)nz l aCot, )bt )

burada n; (i =1,2,3,...) bigcimindeki pozitif tamsayilar, x,t,.. ise bagimsiz
degiskenlerdir. Ayricaburadax =x, t' =t ,...dw.

(4.2.1) denkleminde m = n = 1 alinirsa
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0 0 d 0 ., d d
(r%) (a‘ﬁ)“(’”)b(" )= (&‘ﬁ) (axb - ab,’)

=ayb—ab, —a,b, +ab,
olur. x" = x, t' = t esitlikleri kullanilirsa
D.D,(a.b) = a,:b + ab,; —a;b, —a, b,
elde edilir. a = b i¢in
D,D.(a.a) = 2(aay,; —a,a;)

olur. (4.2.1) denkleminde m = 4, n = 0 yazilirsa,

a a\* ’
(a - W) a(x, t)b(x ’ t,) = Qyxxx b— 4axxx bx’ + 6axx bx’x’ - 4'ax bx’x’x’ + abx’x’x’x’
olup a = b alinirsa

DJ? (a- a) = Z(aaxxxx - 4'axaxxx + 3aazcxx)

elde edilir.

Hirota D-operatdrinin baz ozellikleri

D,(a.b) = a,b — ab,

DZ(a.b) = a,,b — 2a,b, + ab,,

D3(a.b) = az,b — 3a,,b + 3a, by, — abs,

D} (a.b) = asgb — 4as, b, + 6a,, by, — 4a, b, + aby,
D,D;(a.b) = D,(a;b — ab,) = a,b —a;b, —a,b, + ab,,
D.D,(a.a) = 2(aa,; — a,a,)

Df(a.a) = 2(A0uury — 40xQpry + 30%,)

D"(a.a) =0 n € Nwve n tektir.

Baz1 Sonugclar:

i. D,D.(a.b) = D.D,(a.b)
ii. D,(a.b) = —D,(b.a)
iii. D,"(a.b) = (—1)™D,™(b.a)
Iv. 0, =a;x+ it +y; ,i=12o0lmak lzere;

D.D,(e1.e%) = (a1 — &) (By = Br)e’r+*
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ve
DM (e%1.e%2) = (a; — a)mef112

seklindedir.
i. b=1iseD,(a.1) = a,

D?(a.1) = a,,

D (a.1) = 97" (a)
ii. a=1iseD,(1.b) = —b,

DZ(1.b) = by,

D (1.b) = (=1)™a;* (b)
seklindedir.

4.2.2. Hirota Bilineer Formu

Bu yontemde lineer olmayan kismi diferansiyel denkleme Hirota D operatoru
uygulanir. Hirota metodunda uygulanan doniisiim ii¢ tiptedir. Bunlar Rasyonel
Doniistim, Logaritmik Doniisiim ve Bi-logaritmik Dontistimdiir. Genellikle KdV tipi
denklemlere u = —2(Inf),, logaritmik doniisiimii uygulanir.

Simdi de KdV denklemini, Boussinesq denklemini ve Sawada-Kotera
denklemini Hirota bilineer formda yazalim.

Ornek 4.2.1. (KdV Denklemi) [Hirota, 2004]
Uy — 6UU, + Uy =0

seklindeki KdV denklemini Hirota bilineer formunda yazalim.

u= _Z(Inf)xx

o= -2(2)

X

u = w, doniisiimii yapilirsa,
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-

olur.
Wyt — 6WxWxx + Wixxx = 0

Wi — 3Wx2 T Wiy = €1 (t)

¢, (t) — 0 oldugundan,

W, — 3sz + Wiy =0

yazilabilir.
fuef — fife
fof = f
et

=_2 ﬁlx 4f;cf3x Sf;C%C 12f;62f2x 6f;c4
Wixx = — T_ fz - f2 + f3 4 f4

bu ifadeler (4.2.2) denkleminde yerine yazilirsa

ffxt _ﬁcﬁf +ff;cxxx _4/‘;cf;cxx + 3]?:%{ =0

KdV bilineer formu elde edilir.

D;cl(ff) = Z(Sfx%c + foexx [ — 4fxf;cxx) =
Dth(ff) = Z(fxtf _f;cft)

bu denklemin Hirota bilineer formu

P(D)(f.f) = (D + DxD(f.f) =0
Dy (D + DY)(f.f) =0
D.D(f-f)+Di(f-f) =0

seklindedir.

Ornek 4.2.2. (Boussinesq Denklemi) [Boussinesq J., 1871]

2 —
U — Uy + 3(u )xx = Uyxxx = 0

seklindeki Bousinesq denklemini Hirota bilineer formunda yazalim.

26
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u(x, t) = =2(Inf),, ve Inf =w doniisiimii yapilirsa,
u(x, t) = —2w,,
elde edilir. Bu doniisiim denkleme uygulanirsa,
—2Wyaer + 2Wiy + 3(4WE e + 2Worrxxe = 0

—2Wy + 2wy, + 12szx + 2Wypyy =0

232
—2 (%)t +2 (fY)x +12 (f—”]’; f"z) +2 (’%)m =0

o (fuf—fE f f=f2N | 12(F& —2fux fEf+1E)
2( e )+2( - )+ e +

2 2 4
Zlf Ufoe 1% 12f7fe 6&120

—_ + —_
f f? f? f3 f
Gerekli diizenlemeler yapilirsa

_ (fm;z—ffz) 49 (fxx;z—f,?) A (zfx;xx _ 8f;}f;xx + 6};:_22 ) —0

DI(f.f) = 2fuf — 2
D(f-f) = 2fuf = 27
Di(f-f) = 2fuxex f = 8fux fx + 6f
2fuf = 2% = 2fxf + 2 = 2fuxra f + 8fux i —6£5 =0
(D¢ =D =DH(f-f) =0

Hirota bilineer formu elde edilir.

Ornek 4.2.3. (Sawada-Kotera Denklemi) [Sawada K., Kotera T., 1974]
U + 45ulu, — 15U Uy — 15Ul + Upygey = 0

seklindeki Sawada Kotera denklemini Hirota bilineer formunda yazalim.

u(x, t) = —2(Inf),, doniisiimii yapilirsa
foer _ 3fifux 2fx3>
U, = —2 — +
< f f? f3
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FoE
(f Mifon 32 12f2fi 6fx4>
uxx=_2 - - -

_ (fm foct  2fifu zﬁczft>
u, = =2 L

f 2 2 + 3 Iz

u _ _2 (f;cxxxx _ Sf;cfxxxx 1 Of;CX fxxx 2 0]‘;(2 f;cxx 3 Of;C%C f;( _ 60];6 3](;()(
xXxXx

- + +
f f? f? f3 f3 f*
24>
" fj;x)
u — _2 (f;cxxxxxx _7fxf;cxxxxx _21fxxf;cxxxx +42fx2fxxxxx _35f;cxxfxxxx
XXXXX f f2 fz f3 fz
2 1 Ofxfxx fxxxx 2 1 Ofx?)fxxxx 140fx%cx f;C 2 1 Ofx%c fxxx
S . S R
1260£2 frx frax +840fx4ﬁcxx 63015 f +2520ﬁ%ﬁc +2520fx3fxi
f4- f5 f4- f4- f5
2520£°f., 720f7
T T

elde edilir.

Bunlar1 Sawada Kotera denkleminde yerine yazarsak

_thf + f;cﬁf - f;cxxxxx f + 6f;cxxxx f;c - 15f;cxxx f;cx + Zof;cxxf;cxx — 15f;cxf;cxxx
+ 6fxxxxx fx - f fxxxxxx =0

bulunur. Buradan
Dth(f- f) = Z(fxtf - fxft)

Dx6(f f) = f;cxxxxx f - 6f;cxxxx f;c + 15f;cxxx f;cx - Zof;cxx /‘;cxx + 15f;cx/‘;cxxx
- 6fxxxxx fx + f XXXXX f;c

(DD +D(f.f) = 0=
D, (D, + D)(f.f) =0

Hirota bilineer formu elde edilir.

4.3. Multi Soliton Cézuimler

Bu kisimda Hirota bilineer formuna pertiirbasyon agilimi yapilarak lineer
olmayan denklemin multi soliton ¢dziimleri bulunmaya ¢aligilacaktir.
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4.3.1. Pertiirbasyon Acilim

Kismi diferansiyel denklemlerin genel formu F (u, u,, Us, Uy, Uys, o) = 0
seklindedir. Hirota bilineer formu P(D)(f. f) = 0 olan F (u, u,, U, Uyy, Uyp, ... ) = 0
bicimindeki lineer olmayan kismi diferansiyel denkleme pertiirbasyon agilimi yapilarak
soliton ¢oziimler bulunmaya calisilir. Burada

f= i ef,
n=0

seklinde tanimlanir. Bu agilimi multi soliton ¢éziimlerinde kullanacagiz. Denklemin
multi soliton ¢ézlimlerini bulmak i¢in pertiirbasyon acilimini kullaniyoruz.

f=) &= fotefi+ eyt
n=0

pertiirbasyon ac¢ilimini ele alalim. Burada ¢ pertiirbasyon parametresi f, da sabit olup
genellikle 1 alinir.

ff =11+ (f1 1+ 1.f1)€ + (fz 1 +f1.f1 + 1.f2)€2
+(fal+foithi-fot1f3)+

olur.

PD)(f-f) =0

oldugundan

P(D)(f.f) =P(D)(L.1) + eP(D)(f1- 1+ L.£i) + 2PD)(fr- 1+ fi. fi + 1. fo) +
eEPD)f3.1+ o i+ fi. o+ 1.3+ =0

burada £, e1, £2, €3, ... katsayilari sifira esitlenirse
e%:P(D)(1.1) =0
elP(D)(f1.1+1.f,) =2P(D)(f;.1) =0

e?:2P(D)(fo. 1) + P(D)(f1.f) = 0
e%:2P(D)(fs.1) + 2P(D)(f1.f2) = 0

e" = P(D)(X}=o f; faj) = O Olur.
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P(D)(fi-1+1.£;) =2P(D)(f;-1) =2P(0)f; =0
dan bu denklemin ¢ézlimlerinden biri Ustel gelecektir.

a;, Bi,vi, ---, 0; sabit olmak Uzere 6; = a;x + it + y;y + -+ §; dir.

Buradan,
al,ﬁl,'yl, ...,51 Sabit ve 91 = a1 x + ﬁlt + Y1y + - 61

fi = €% olur. Aym sekilde f5, f3, ... ler de ustel olurlar.

1- Soliton C6ziim (1SC):

u(x: t) = _Z(an)xx

f= igifi
i=0
ve
N
fi= Zegi
=1

l

olmak lzere 1-soliton ¢ézim i¢in N = 1 alinur.

fi =e%,0, = ayx + Byt + y, olur. i = 2 icin f; = 0 olur. Bu &' katsayisindan
dolaydir.

2P(D)(fi.1) = 2P(D)(e%.1) = 2P(9)e®1 =0
P(D)(fi-f1) = P(D)(e".e")
= P(ay —ay, By — B)e”*01 =0

=P(p) =0

e=1lalmirsaf =1+e% olur. ; = ayx + Pyt + y; olmak tizere denklemin 1-soliton
¢cOzumu

u(x, t) = U[1 + e%1]

bicimindedir.
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2- Soliton Cozum (2SC):
N

fl = z egi

i=1

L
ise f; =ef1+e% (N=2)
fa= Z A, j) e?*0
1<ig <N

0, =a;x+pBit+y; i=12o0lmaklzerei > 3icin f; = 0 olur. Bu £’ nin
katsayisindan otiirtidiir.

f=1+¢f, +€%f,olur.
P(D)(f.f) = 0dan
P(D)(1.1) = 0 bulunur.

P(D)(fi-1+1.£;) = 2P(D)(f1.1) = 2P(8)(e%.€%) = 0
i = 1,2 olmak uzere P(a;, B;,v; ) = P(p;) = 0 olur.
PD)(f2-1+ fi-fi + 1.f5) = 2P(0)f, + 2P(D)(e%11%2)

= 2P(0)f, + 2P(D) (a1 — ay, 1 — f)el. e

burada f, = A;,e%1 792 formatindadir.

__Ploi—-p) _ (“i‘“j)z

T P(pitp) \@itq

dan A, = _Pi-pa) _ (araz)z dir
12 P(p1+p2) aitas ’

e =1 alimrve f, de f denkleminde yazilirsa f = 1+ e% + e% + A;,e%1192
bulunur. Buradan ikinci soliton ¢ézimdi

u =U[1+ e% + % + A;,e%792] bigimindedir.
Ornek 4.3.1.
Up + Uy — 6UU, =0

olan KdV denkleminin 1-soliton ve 2-soliton ¢6zumlerini bulalim.

KdV denkleminin bilineer formu

(DD + D(f.f) =0
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bicimindedir. KdV denkleminin 1-soliton ¢oziimii icin N = 1 almirsa f; = et olur.

Pertiirbasyon agilimindan f = 1 + %! oldugunu biliyoruz.
Burada 6, = a;x + f;t +y; den 6; = a;x + Byt + y; olur.
el fil) + fiehe =0 =

(B +af)e’r =0=

(B +ai)=0=

B, = —aj3 olur. Burada

0, =a;x—alt+y; ve 0; = ayx — aft +y, dur.

f=1+e% =1+ ew* it elde edilir.

f;c = alegl
/‘;cx = a12691
frfer forx ifadeleri
forf = f
ulx,t) = -2 (%
de yazilir.
e t) = g | re) —afe?] o afe” | agel
2
a
= -2 1
e 14+2+e%
ef1 + e
coshf; = —

ise e?1 + e7%1 = 2cosh6; olur. Bunu yerine yazarsak

2 2 2
ag ag ag
’t = —2 = — = —_—_
utt) 2 + 2cosh6, 1+ cosh6, 2cosh? 01
2
a? 0
(2

a? 2 (X~ a3t + vy,
= ——sec
2 2
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KdV denkleminin 1- soliton ¢ézimda olur.

KdV denkleminin 2-soliton ¢oziimii icin N = 2 almirsa f; = % + e% olur,

Burada 6, = a;x + B;it +y; den 0; = a;x + Bt +y; ve 0, = a,x + [t + v, olur.
B: = —a? secilirse;

0, = a;x —alt +y; olup 6; = ayx — @it +y, veB, = a,x — ajt +y, seklindedir.

g \2 N2
y = (M) den A;, = (“1 “2) dir.

ajta;j aitay

A

2-soliton ¢6zum icin
f=1+e% +e% + Ap,e011%
oldugunu biliyoruz. Buradan
fi = a1e% + ayef2 + A, (e + ay)ef1tf2
o = arefr +aket2 + Ay (ay + ay)?ef1702
1 2
, [ frx 1fadeleri u = —2(Inf),, doniisiimiinde yazilirsa
X2 JxXx XX y

[afe® + aZef? + Ay, (a3ef + ale?2)ef 1102 + 2(a; — a,)?ef110?]
(14 e% +e% 4 A efit02)2

ulx,t) = -2

2-soliton ¢6zumi elde edilir.

Ornek 4.3.2. (Sawada-Kotera Denklemi) [Sawada K., Kotera T., 1974]
U + 45ulu, — 15U, Uy — 15Ul + Upygey = 0

seklindeki Sawada Kotera denkleminin 1-soliton ve 2-soliton ¢ozimlerini bulalim.

Sawada Kotera denkleminin bilineer formu
(DD, +D)(f.f) =0

bicimindedir. Sawada Kotera denkleminin 1-soliton ¢6zimu i¢cin N = 1 alinirsa
fi = €% olur. Pertiirbasyon acilimidan f = 1 + %1 oldugunu biliyoruz.

Burada 6, = a;x + B;it +y; den 6; = a;x + Byt + y; olur.

sl:fx(tl)+f(1) =0 =

XXXXXX
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(alﬁl + af)egl =0=>
(B +ai)=0=

By = —a;> olur. Burada

0, =a;x —a’t+y; ve 0; = a;x —ay°t +y; dir.

f=1+e =1+ ewx a1 elde edilir.

fx = 0{1891

fox = aflzee1
f, for frx ifadeleri

ff — fe
de yazilir.
W t) = —2 a;?ef1(1+ e%) — a, 2?01 B a,%ef
S (1 + ef1)?2
e+ e 01
coshf; = —

ise e?1 + e7%1 = 2cosh6; olur. Bunu yerine yazarsak
alz alz

2 + 2coshB, T 1y cosh6, -

u(x,t) = -2

= ——S8ec

Sawada Kotera denkleminin 1- soliton ¢6zimu olur.

olur.

a,

a et

2

=—2— =2
(1+ef1)2 1+ 2e%1 + €201

alz

2]

271
2cosh 5
0,

2 (2
2 (3)
ech2<

Sawada Kotera denkleminin 2-soliton ¢ézimii icin N = 2 alinirsa f; = et + e%

4]
2

2

2

=-2
e %1 +2+ e

ax —a’t +y,

2

Burada 9i =a;x + ﬁit + Yi den 91 =a1X + ﬁlt + Y1 V€ 92 =X + ,th + Y2 olur.
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B; = —a;” secilirse;

Hi =a;x — aiSt + Yi OIUp 01 =X — a15t + Y1 ve 02 =X — azst + Y2
seklindedir.

—a:\2 N2

a+a; 1+a;
2-soliton ¢6zum igin
f=1+e% +e% + Ap,e011%
oldugunu biliyoruz. Buradan
fr = a1€%1 + aye%2 + Ay (ay + ay)e?1192
for = a?e® + a%e%2 + Ay, (a; + ay)?ef1102
f, fir frr ifadeleriu = —2(Inf),, doniisimiinde yazilirsa

[afef + azeb + Ay, (adel + afeb)ef 1102 + 2(a; — a;)?ef1102]
(14 e% +e%2 4 A ef1162)2

u(x,t) = -2

2-soliton ¢6zum elde edilir.

Ornek 4.3.3. (Boussinesq Denklemi) [Boussinesq J., 1871]
U — Uy + 3(u2)xx — Uppxx = 0

seklindeki Boussinesq denkleminin 1-soliton ve 2-soliton ¢6zimund bulalim.

Boussinesq denkleminin bilineer formu
(D.* = D> =D,*)(f.f) =0

bicimindedir. Boussinesq denkleminin 1-soliton ¢oziimiiicin N = 1 almirsa f; = e
olur. Pertiirbasyon acilimindan f = 1 + e oldugunu biliyoruz.

Burada 8, = a;x + B;it +y; den 6; = a;x + Byt + y; olur.
1 1 1
el fO _ e

xx _xxxx=0 =

(8 - af - ab)e’ = 0 =

B =+ a? + af olur. Burada
0, = a;x + ’aiz +alt+y; ve 6, = ayx +af +aft+y; dr.
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2 4
F=14e0 =1+ NI o140 edilir.

f;c = aleel
fox = alzegl
fr fer fox ifadeleri
focf = f
u(x,t) = -2 (’C"f—zx
de yazilir.
u(x t) - a12601(1 + 691) — a126291 _ alzeel ~
' (1+e%1)? (1 + e1)2
ef1 + 701
coshf, = ey

ise e%1 + e~%1 = 2cosh; olur. Bunu yerine yazarsak
alz alz

2 + 2coshB, F 14 cosh6, -

u(x,t) = -2

0
= - sech? (—1)

Boussinesq denkleminin 1- soliton ¢6zumu olur.

a et

14 2e% 4 2%

(Xlz

e %1 4+2+eh

0(12

—

271

2cosh >
2

2 2

a,? sech? (alx +Jai +aft+ y1>
2

2

Boussinesq denkleminin 2-soliton ¢ozimii igin N = 2 alinirsa f; = e%1 + e% olur.

Burada 91' =a;x + ,Blt + Yi den 91 = x + ,Blt + Y1 ve 02 = ax + th + Y2 0|UI‘.

B = /aiz + a secilirse;

0; = a;x + /ai2+a{*t+yi olup 6, = ayx +a? +aft +y; ve

0, = a,x + /a3 + ast +y, seklindedir.

36



Mehmet KURKUT

—a\? N2
Aij = (u) den A12 = (M) dll‘

ata; a1+a;
2-soliton ¢6zim igin
f=1+e% +e% + A;,e%11%
oldugunu biliyoruz. Buradan
fo = 1€ + a,e% + Ay (ag + ay)ef1192
fox = aieb + asef? + Ay, (ag + ay)?ef1192
f, i frr 1fadeleriu = —2(Inf),, doniisimiinde yazilirsa

[a?ef1 + azeb2 + A,y (aZe®t + ale?)e? 102 + 2(a; — ay)?e?1792]

u(x,t) = -2 (1+ % + 02 + Ay,e01+02)2

2-soliton ¢6zumu elde edilir.

Ornek 4.3.4. ( The Kadomtsev - Petviashivili (KP) Denklemi )
(U + Uy — 6UU, ), + 33Uy, =0
seklindeki KP denkleminin 1- soliton ve 2- soliton ¢6ziiminu elde ediniz.

Gozim 4.3.4. u(x, t,y) = =2(Inf),, dontsimi kullanilirsa KP denkleminin bilineer
formu ffe = fufe + 3f5 + ffanx = 4fifxax +3f5f =347 =10

Buna Hirota Bilineer formu uygulanirsa
P(D)(f.f) = (D} + DD, +3D2)(f.f) =0
elde edilir.
Hirota pertiirbasyon agilimi
f=Yn0e"fu=fotefi +e*fo +

seklindedir.

P(D)(f.f) =P(D)(1.1) + eP(D)(fi- 1+ 1. i) + 2PD)(fo- 1+ fi- i + 1. f5) +
EPD)fs:1+fo it fifotLf5)+=0

1-soliton ¢ozimii icin N = 1 almirsa f; = e®1 olur. Pertiirbasyon agilimindan
f =1+ e oldugunu biliyoruz.

Burada 9i = a;x + )Blt + Yiy + ki den 91 = x + ﬁlt + Y1y + k1 O|UI’.

1 1 1
el f+ 8 43 =0
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(11 + af +3yPef1=0=

_ a‘f+3y12
pr=-=20

olur.
aq
4 2
0, =ax+pit+yy+k ved; =ax —al;rﬁt + y1y + kq dir.
1
4,2
_a1+3y1
F=1+ef1 =14 a " gide edilir.
f;c = alegl
fax = aflzee1
f, for frx ifadeleri
fuf = £
de yazilir.
wGet) = —2 atef (1 + e%1) — ale?ts ¥, ate _4 ate
' (1+e%1)? (1 +ef1)2 1+ 2ef1 + 201
= -2 a
e 91 +2+e0
e+ e 01
cosh; = ——

2

ise e?1 + e7%1 = 2cosh6; olur. Bunu yerine yazarsak

6 = -2 a? B a? _ af
Wt ="mao 2cosh®; 1+ cosh6, 2cosh2 21
2
a® 0
e

o , (X + Bt +yiy +ky
——Tsech >

KP denkleminin bir soliton ¢6zumu olur.
KdV denkleminin 2-soliton ¢oziimii icin N = 2 almirsa f; = e + €92 olur.

Burada 9i =a;x + ﬁit + Yi den 91 =a1X + ﬁlt + Y1 V€ 92 =X + ,th + Y2 olur.
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4,52
13y -

B, = — 221 secilirse;
-

L

4 2
443
Hi = al‘x—aLa—ht‘l‘yi Olup
i

4 2 4 2
01 =ax -t b yy+hy ved, = apx — Lt +y,y + ky seklindedir.
1 2

A = (ﬂ)z den 4;, = (“1_0’2)2 dir.

i ajta; aitay
2-soliton ¢6zum igin
f=1+e% +e% + Ap,e011%
oldugunu biliyoruz. Buradan
fr = a1€%1 + aye%2 + Apy(ay + ay)ef1192
fox = @b + azef2 + Ay, (ay + ay)?ef1192

f, fx, frox 1fadeleri u = =2(Inf),, doniisimiinde yazilirsa

[afef + azeb + Ay, (adel + afeb)ef 1102 + 2(a; — a;)?ef1102]

u(x,t) = -2 (1+ % + e%2 + Ay,e01+02)2

2-soliton ¢6zumu elde edilir.
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5. TARTISMA SONUC

Bu tez calismasinda lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlere uygun bir
doniisiim yapilarak Hirota Bilineer forma getirildikten sonra bu ydntemle KdV
denklemi, Boussinesq denklemi, Sawada-Kotera denklemi ve Kadomtsev-Petviashvilli
denklemlerinin 1. ve 2. soliton ¢dziimleri yapilmistir.

Bu yontemle lineer olmayan diger kismi diferansiyel denklemlerin 1., 2., ..., N. soliton
¢Oziimleri baska bir tez konusu olarak c¢alisilabilir.
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