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ÖZET 
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Mehmet KURKUT 
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2018 
 
 

 Bu tezin ilk bölümünde tarihsel olarak Kısmi Türevli Diferansiyel 
Denklemler anlatılmıştır. 
 İkinci bölümde KdV denklemi hakkında bilgi verilerek Hirota bilineer 
metodu ve evolüsyon denklemleriyle ilgili günümüze kadar yapılan çalışmalar tarihi 
gelişimiyle ele alınmıştır. 

 Üçüncü bölümde Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemler için tanım ve 
teoremler verilip uygulama yapılmıştır. 

 Dördüncü bölüm ise iki kısımda incelenmiştir. Birinci kısımda soliton ve 
soliton etkileşimi hakkında bilgi verilip KdV denklemi için çözüm aranmıştır. İkinci 
kısımda ise KdV denklemi, Sawada Kotera denklemi, Bousinesq denklemi ve  
Kadomtsev-Petviashivili denklemleri  Hirota bilineer forma getirilip, Hirota metodu 
KdV denklemi, Sawada-Kotera denklemi, Boussinesq denklemi ve  Kadomtsev-
Petviashivili denklemlerine uygulanıp multi-soliton çözümler aranmıştır.   

Anahtar Kelimeler: Soliton, Hirota Metodu, KdV denklemi, Boussinesq Denklemi, 
Sawada-Kotera Denklemi,  Kadomtsev-Petviashivili Denklemi 
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In the first chapter of this thesis, a brief historical development of Partial 
Differantial Equations is given. 

In the second chapter, after giving information regarding the KdV equation, the 
given approaches from past to today about Hirota bilinear method and evaluation 
equations are analyzed based on historical progress. 

In the third chapter, the definitions, theorems and some examples for Partial 
Differantial Equations are given. 

The fourth chapter is analyzed as two parts. In the first part, after giving 
information about soliton and soliton interaction, a solution is sought for the KdV 
equation. In the second part, after we transform the KdV equation, Sawada-Kotera 
equation, Bousinesq equation and the Kadomtsev-Petviashivili equation into the Hirota 
bilinear form, Hirota's direct method is applied to the KdV equation, Sawada-Kotera 
equation, Bousinesq equation and the Kadomtsev-Petviashivili equations in order to 
have  multi-soliton solutions for these equations. 

Keywords: Soliton, Hirota method, KdV equation, Boussinesq equation, Sawada-
Kotera equation,  Kadomtsev-Petviashivili equation 
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1. GİRİŞ 

Tarihsel olarak mekanikteki kısmi diferansiyel denklemler birçok problemin 
çözümünde ve geometride yüzey çalışmalarında ortaya çıkmıştır. 19. yüzyılın ikinci 
yarısı boyunca birçok matematikçi aktif olarak kısmi diferansiyel denklem ile temsil 
edilen birçok problemin çözümünden faydalanmışlar. Bu çalışmaların öncelikli sebebi 
kısmi diferansiyel denklemlerinin hem doğanın temel kanunlarına 
formüllendirilmesinde hem de sıklıkla bilimin ve mühendisliğin birçok farklı 
problemlerin matematiksel analizinde ortaya çıkmasıdır. Bu aşamadan sonra kısmi 
diferansiyel denklemlerinin sınıflandırılmasında özellikle lineer olanlar için genel 
teorinin kurulması ve bunlar için birçok metodun gerçekleştirilmesi olmuştur. 

Birçok gerçek dünya problemleri uygun başlangıç koşulları ile birlikte kısmi 
diferansiyel denklem veya denklem sistemleri ile tanımlanmaktadır. Lineer kısmi 
diferansiyel denklemler üç sınıfa ayrılmaktadır. Bunlar; hiperbolik, parabolik ve 
eliptiktir. Bu sınıflama tamamen geometrik bakış açısıyladır. Denklemlerin karakteristik 
formları analitik geometrideki sınıflandırmada bildiğimiz hiperbolik, parabolik ve 
eliptik denklem sınıflandırmasıyla uyumlu olmasındandır. Bu sınıflandırma ikinci 
basamakta lineer kısmi diferansiyel denklemler temel alınarak yapılmıştır. Daha yüksek 
basamaktan diferansiyel denklemlerle sınıflandırmayı sağlayan asıl terimlerin 
mevcutluğuna göre sınıflandırmalar yapılır.  

Lineer olmayan problemler uygulamalı matematiğin, fiziğin, mühendisliğin, 
akışkanlar dinamiğinin, lineer olmayan optiğin, katı mekaniklerin, plazma fiziğinin, 
kuantum teorisinin yoğun madde fiziğinin çalışmalarında ortaya çıkmaktadır. Kısmi 
diferansiyel denklem konusu modern matematiğin bilimlerde, özellikle fizikte, 
geometride ve analizde merkezi rol oynar.  

Lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemlerinin orijini oldukça eskiye 
dayanmasına rağmen kayda değer gelişmeler 20. yüzyılın son yarısında olmuştur. 19. 
yüzyılda Scott Russell’ın çalışmaları lineer olmayan çalışmaları motive etmiştir. 
1871’de Boussinesq’ın sık su dalgalarındaki çalışması ile sayılabilecek modellemeyi 
vermiştir [Boussinesq, 1871]. 

Geçmişten günümüze lineer olmayan denklemlere yaklaşık ve analitik çözümler 
bulunmaya çalışılmıştır. Hirota bilineer yöntemi, lineer olmayan kısmi diferansiyel 
denklemlerin multi soliton çözümleri için kullanılmıştır. Bu çalışmamızda Hirota 
bilineer yöntemi ile KdV, Sawada-Kotera, Boussinesq ve the Kadomtsev-Petviashivili  
denklemlerinin bir ve iki soliton çözümlerini inceleyeceğiz.   
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 1895’ te Korteweg ve de Vries KdV denilen bir denklem elde ettiler. Bu 
denklem tek dalgaların varlığının doğrulandığı yerlerde sığ su dalgalarını açıklamaya 
yarıyordu [Korteweg D.J., de Vries G., 1895].  

 1955’ te, Fermi, Pasta ve Ulam (FPU) lineer olmayan yayların birleştirdiği özdeş 
kütlelerin tek boyutlu zinciri için Newton’un hareket denklemini sayısal olarak çözmeye 
karar verdiler. Onların çalışmaları Zapusky ve Kruskal’ a ilham vermiştir ve FPU 
probleminden ortaya çıkan KdV denklemini analiz ettiler. Onlar yerel dalgaların 
çağrışma anında şekillerini ve ivmelerini koruduklarını gözlemlediler. Bu dalgaları 
“solitonlar” olarak adlandırdılar. 

 Doğrudan ve ters yayılım(dağılım) düşüncesini kullanan Gardner, Greene, 
Kruskal ve Miura 1967’ de KdV denklemi için bir soliton metodu türettiler [Zabusky 
N.J., Kruskal M.D., 1965]. 1968’ de onların bulduğu sonuçları genellemesi Lax 
tarafından yapıldı ve Lax çifti kavramının tanıtımı yapıldı (Lax tarafından). 

 1971’ de Ryoga Hirota tarafından, solitonların çoklu çarpışmaları için KdV 
denkleminin kesin bir çözümünü bulmaya yarayacak olan “Hirota Direkt Metodu” 
olarak adlandırılan yeni bir metodu barındıran bir makale yayınlandı [Hirota R., 1971]. 
Bu başarılı makalesinde, kendisi ayrıca modifiye edilmiş Korteweg-de Vries (mKdV), 
Sine Gordon (SG), lineer olmayan Schrödinger (NLS) ve Toda kafesi denklemleri gibi 
lineer olmayan bazı evrim denklemleriyle uğraştı. Bu metodun ilk ayağı, bağımlı 
değişkenlerdeki quadratik (ikinci dereceden denklem) formda olan denklemleri sağlayan 
lineer olmayan kısmi diferansiyel ve fark denklemlerinin uygun bir dönüşümü 
yapmaktı. Bu yeni form “Bilineer Form” olarak adlandırıldı. Böyle bir dönüşümü 
yapmak bazı denklemler için kolay değildir ve bazen yeni bağımlı hatta bağımlı 
olmayan bazı değişkenlerin tanıtılmasını gerektirir. 
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3. MATERYAL VE METOT 

3.1. Temel Tanımlar ve Teoremler 

Tanım 3.1.1. Verilen bir denklemde bağımlı değişken ve bağımlı değişkenin bir veya 
birden fazla bağımsız değişkene göre türevleri mevcut ise böyle bir denkleme 
diferansiyel denklem denir. Diferansiyel denklemleri incelemenin başlıca üç amacı 
vardır: 

1) Belirli bir fiziksel olayı tanımlayan diferansiyel denklemi bulmak 
 

2) Diferansiyel denklemin tam ya da yaklaşık çözümünü elde etmek 
 

3) Elde edilen bu çözümü yorumlamak 
Örnek  3.1.1.  

𝑦𝑦′′ − 𝑦𝑦 =
2𝑒𝑒𝑥𝑥

𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒−𝑥𝑥
 

denklemi ikinci mertebeden lineer nonhomojen bir diferansiyel denklemdir. 

Tanım 3.1.2.  𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) tek değişkenli fonksiyonunda 𝑥𝑥 bağımsız değişken 𝑦𝑦 ise 
bağımlı değişkendir. Buna göre: 𝑥𝑥 bağımsız değişkeninin, 𝑦𝑦 fonksiyonun ve bu 
fonksiyonun bir veya birden fazla türevlerinin oluşturduğu denkleme sıradan 
diferansiyel denklem denir. Bu denklem 

𝐹𝐹�𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑦𝑦′ , … ,𝑦𝑦(𝑛𝑛)� = 0 

şeklinde gösterilir. 

Tanım 3.1.3. Bir tek bağımlı değişkenin iki veya daha fazla sayıda bağımsız değişkene 
göre kısmi türevlerini barındıran denkleme kısmi diferansiyel denklem denir. Bir kısmi 
diferansiyel denklem genel olarak 

𝐹𝐹�𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧,  𝑧𝑧𝑥𝑥 ,  𝑧𝑧𝑦𝑦 ,  𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 , … � = 0 

biçimindedir. 

Örnek 3.1.2.  

𝑥𝑥𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑦𝑦 = 𝑦𝑦2, 𝑥𝑥 ≠ 0 

denklemi ikinci mertebeden lineer bir kısmi diferansiyel denklemdir. 

Tanım 3.1.4.  Bir  Kısmi Diferansiyel Denklemde en yüksek mertebeli terim denklemin 
mertebesini belirlemektedir. En yüksek türevin kuvvetine denklemin derecesi denir.  

Örnek  3.1.3.  𝛼𝛼, 𝑐𝑐 iki sabit olmak üzere            

       

            𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝛼𝛼𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝑐𝑐2𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥  

sönümlü dalga denklemi ikinci basamaktan bir kısmi türevli denklemdir. 
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3. MATERYAL VE METOT 
 

Tanım 3.1.5.  Kısmi Türevli Denklemlerin Sınıflandırılması  

 Lineer Denklemin Bazı Formları  

(i) 𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑧𝑧𝑥𝑥  +  𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑧𝑧𝑦𝑦  +  𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑧𝑧 =  𝐷𝐷(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 
   

(ii) 𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥  +  𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 +  𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝐷𝐷(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑧𝑧𝑥𝑥  +  𝐸𝐸(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑧𝑧𝑦𝑦 +  𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑧𝑧 =  𝐺𝐺(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 
                                                    

  Hemen Hemen Lineer Denkleminin Birinci ve İkinci Mertebeden Formları 

(i) 𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑧𝑧𝑥𝑥  +  𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑧𝑧𝑦𝑦 =  𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  
 

(ii) 𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 +  𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦  +  𝐷𝐷(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑧𝑧𝑥𝑥 , 𝑧𝑧𝑦𝑦)  =  0   
 
Yarı  Lineer Denklemin Birinci ve İkinci Mertebeden Formu  

(i) 𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑧𝑧𝑥𝑥  +  𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑧𝑧𝑦𝑦 =  𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) 
 
(ii) 𝐴𝐴�𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑧𝑧𝑥𝑥 , 𝑧𝑧𝑦𝑦�𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 +  𝐵𝐵�𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑧𝑧𝑥𝑥 , 𝑧𝑧𝑦𝑦�𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐶𝐶�𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑧𝑧𝑥𝑥 , 𝑧𝑧𝑦𝑦�𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 =  𝐷𝐷(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑧𝑧𝑥𝑥 , 𝑧𝑧𝑦𝑦)  

 
En  Genel  Lineer Olmayan Denklemin Formu  

𝐹𝐹�𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧,  𝑧𝑧𝑥𝑥 ,  𝑧𝑧𝑦𝑦 ,  𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 , … � = 0 

şeklindedir. 

(i) 𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑧𝑧𝑥𝑥 , 𝑧𝑧𝑦𝑦)  =  0 
 

(ii) 𝐹𝐹�𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧,  𝑧𝑧𝑥𝑥 ,  𝑧𝑧𝑦𝑦 ,  𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 , … � = 0 
 

Her lineer denklem açıktır ki hemen hemen lineerdir, yarı lineerdir, lineer 
olmayandır. Benzer olarak hemen hemen lineer, yarı lineerdir, lineer olmayandır. Yarı 
lineer bir denklem aynı zamanda lineer olmayandır. Lineer ⊂  hemen hemen lineer ⊂  
yarı lineer ⊂  lineer olmayandır. Tersi doğru değildir. Diferansiyel denklemlerde 
bağmsız değişken, mertebe ve lineer olmayanlık arttıkça diferansiyel denklemin çözümü 
gittikçe zorlaşmaktadır.  

Örnek  3.1.4.                    𝑢𝑢𝑡𝑡 + 𝑐𝑐(𝑢𝑢)𝑢𝑢𝑥𝑥 = 0 

 

kinematik denklemi yarı lineer tiptendir. Bu denklem lineer olmayan dalga yayılımını 
ifade eder. 

Tanım 3.1.6.  Denklemin mertebesi kadar keyfi fonksiyonlar içeren çözüme genel 
çözüm denir. 

Tanım 3.1.7.  Denklemi sağlayan içinde parametre ya da keyfi fonksiyon 
barındırmayan genel çözümden elde edilen çözüme özel çözüm denir. 
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Tanım 3.1.8.  Denklemi sağlayan fakat genel çözüme dahil olmayan çözüme aykırı 
çözüm denir. 

Tanım 3.1.9.  Denklemi ve diğer başlangıç veya sınır koşullu gibi diğer koşulları da 
sağlayan çözümlere tam çözüm denir.  

 Şimdi bazı önemli klasik lineer model denklemlerini verelim. 

Tanım 3.1.10. (Dalga Denklemi) 

𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡  – 𝑐𝑐2∆𝑢𝑢 =  0  ; (𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡)) 

 

∆=  ∇2=   
∂

2

∂ 𝑥𝑥2
+

∂
2

∂ 𝑦𝑦2
+

∂
2

∂ 𝑧𝑧2
 

 

Burada bunu genelleştirirsek, 

𝑥𝑥𝑥𝑥ℝ𝑛𝑛 , 𝑡𝑡𝑡𝑡ℝ,𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)  𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)  ve  

∆=
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥1
2 +

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
2 + ⋯+

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑛𝑛2
 

olur. 

Bu denklem bir dalganın yayılımını tanımlar. Fiziksel problemlerin geniş bir 
sınıfında ortaya çıkmaktadır. Titreşen şerit denklemleri bunun bir örneğidir. Sığ su 
dalgaları sesin iletebildiği akışkanlar için hız potansiyellerinin elastik problemleri bir 
kablo boyunca elektrik sinyallerinin iletimi güçsüz (yüksüz) ortamda elektrik ve 
manyetik alanlar bu denkleme tabidir.  

Tanım 3.1.11. (Isı (difüzyon) Denklemi )  

𝑢𝑢𝑡𝑡  –  𝑘𝑘∆𝑢𝑢 =  0 (𝑘𝑘: difüzyon sabiti) 

            Bu denklem bir niceliğin akıcılığını tanımlar. Bu ısı olabilir. Parçacığın 
konsantrasyonu olabilir. Bir tümörün büyümesi, populasyon gelişimleri, avcı av 
problemleri. 

Tanım 3.1.12. (Laplace Denklemi 

∇2𝑢𝑢 =  ∆𝑢𝑢 =  0 

            Yüksüz ortamda elektrostatik potansiyelleri tanımlar. Kütlesiz veya ağırlıksız 
ortamda yer çekimsel potansiyelli elektrostatik zarın denge değişimleri sıkıştırılamaz 
akışkanlar için hız potansiyelleri düzgün değişen bir ısının bir ısı iletim probleminde 
sıcaklık denklemi bu denkleme tabidir.
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Tanım 3.1.13. (Klein-Gordon (K.G) Denklemi) 

𝛹𝛹𝑡𝑡𝑡𝑡  – 𝑐𝑐2∇2𝛹𝛹 +
𝑚𝑚𝑐𝑐2

ℎ
𝛹𝛹 = 0 

              h=plench sabiti,  m=kütle,  c=sabit,  Ψ=dispensive terimi 

Elektromanyetik alanda yüklü parçacığın göreceli denklemini temsil eder. 

 

Tanım 3.1.14. (Lineer Korteveg de Vries (Kdv) Denklemi) 

𝑢𝑢𝑡𝑡 + 𝛼𝛼𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝛽𝛽 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  0  

şeklindedir. Uzun su dalgaları ve plazma dalgaları bu denkleme tabidir. 

 

Tanım 3.1.15. (Lineer Boussinesq Denklemi) 

 𝛼𝛼 ve 𝛽𝛽 iki sabit olmak üzere  

𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑎𝑎2∆𝑢𝑢 − 𝛽𝛽2∆𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡 = 0 

şeklindedir. Elastik bir çubuktaki dikey dalgalar, uzun su dalgaları ve plazma dalgaları 
bu denkleme tabidir.  

Şimdi de bazı önemli lineer olmayan klasik model denklemlerini verelim. 

 

Tanım 3.1.16. (Kinematik Dalga Denklemi)  

𝑢𝑢𝑡𝑡 + 𝑐𝑐(𝑢𝑢)𝑢𝑢𝑥𝑥 = 0  

lineer olmayan dalga yayılımını temsil eder. 

 

Tanım 3.1.17. (Boussinesq Denklemi) 

              𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 ± 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  −(3𝑢𝑢2)𝑥𝑥𝑥𝑥   

pozitif ve negatif yönde yayılan su dalgalarıyla ilgilidir. Bir çok mekanik olayda da 
görülür.  

 

Tanım 3.1.18. (KDV Denklemi ) 

 𝑢𝑢𝑡𝑡 − 6𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

denklemi sığ dalgaları temsil eder. 
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3.2. Birinci Basamaktan Yarı Lineer Denklemler 

𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑢𝑢)𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑢𝑢)𝑢𝑢𝑦𝑦 = 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑦𝑦,𝑢𝑢) 

denklemi birinci basamaktan yarı lineer denklemdir. bu tipteki denklemlerin çözümünü 
karakteristik metotla (Lagrange Yöntemi) ile çözebiliriz.  

Örnek 3.2.1.       𝑢𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑦𝑦 =  1  , 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) =  𝑥𝑥2 

lineer denkleminin çözümünü elde ediniz.  

Çözüm 3.2.1. 

𝑑𝑑𝑑𝑑
1

= −
𝑑𝑑𝑑𝑑
1

=
𝑑𝑑𝑑𝑑
1

 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑑𝑑𝑑𝑑  ,  𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

� 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 𝑐𝑐1
𝑢𝑢 −  𝑥𝑥 = 𝑐𝑐2

� ⇒   𝛷𝛷1 (𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑢𝑢)  = 𝑐𝑐1
𝛷𝛷2 (𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑢𝑢)  = 𝑐𝑐2

 

 

𝛷𝛷1 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 

𝛷𝛷2 = 𝑢𝑢 − 𝑥𝑥 

 

𝐹𝐹(𝛷𝛷1  ,𝛷𝛷2) =  0      ⇒      𝐹𝐹(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ,𝑢𝑢 − 𝑥𝑥 ) = 0 

  ⇒     𝑢𝑢 − 𝑥𝑥 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)       

     ⇒ 𝑢𝑢(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 + 𝑔𝑔(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) 

genel çözümü elde edilir. 

 

Şimdi de  𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 𝑥𝑥2 ifadesini genel denklemde yazalım. 

𝑥𝑥 + 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2  ⇒  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 

olduğundan 

   𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 + (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 − (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) 

            ⇒  𝑢𝑢(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦 

çözümü elde edilir. 
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Örnek 3.2.2.         𝑢𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥 =  𝑥𝑥        𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 1 

başlangıç değer probleminin çözümünü bulunuz. 

Çözüm 3.2.2. 

𝑑𝑑𝑑𝑑
1

=
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑢𝑢

=
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥

 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑢𝑢

=
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥

   ⇒  𝑥𝑥2 −  𝑢𝑢2 = 𝑐𝑐1    

  
𝑑𝑑𝑑𝑑
1

=
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑢𝑢 + 𝑥𝑥

=
𝑑𝑑(𝑥𝑥 + 𝑢𝑢)
𝑥𝑥 + 𝑢𝑢

             ⇒ 𝑡𝑡 = 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑥𝑥 + 𝑢𝑢) + 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐2 

  

 ⇒ 𝑒𝑒𝑡𝑡
1

𝑥𝑥 + 𝑢𝑢
= 𝑐𝑐2 

 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 1   ⇒  𝑥𝑥2 − 1 = 𝑐𝑐1     ⇒   𝑥𝑥2 = 𝑐𝑐1   + 1 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 1   ⇒    
1

𝑥𝑥 + 1
= 𝑐𝑐2   ⇒  𝑥𝑥 =

1
𝑐𝑐2
− 1  ⇒  𝑥𝑥2 = (

1
𝑐𝑐2
− 1)2 

𝑐𝑐1   + 1 = (
1
𝑐𝑐2
− 1)2   

      𝑥𝑥2 − 𝑢𝑢2 + 1 = ((𝑥𝑥 + 𝑢𝑢)𝑒𝑒−𝑡𝑡 − 1)2 

                                 𝑥𝑥2 − 𝑢𝑢2 + 1 = (𝑥𝑥 + 𝑢𝑢)2𝑒𝑒−2𝑡𝑡 − 2(𝑥𝑥 + 𝑢𝑢)𝑒𝑒−𝑡𝑡 + 1 

                    𝑥𝑥 − 𝑢𝑢 = (𝑥𝑥 + 𝑢𝑢)𝑒𝑒−2𝑡𝑡 − 2𝑒𝑒−𝑡𝑡  

                                             𝑢𝑢(1 + 𝑒𝑒−2𝑡𝑡) = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑒𝑒−2𝑡𝑡 + 2𝑒𝑒−𝑡𝑡    

olduğundan 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) =  
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑒𝑒−2𝑡𝑡 + 2𝑒𝑒−𝑡𝑡

1 + 𝑒𝑒−2𝑡𝑡  

                        =  
𝑥𝑥(1 − 𝑒𝑒−2𝑡𝑡)

1 + 𝑒𝑒−2𝑡𝑡 +  
2𝑒𝑒−𝑡𝑡

1 + 𝑒𝑒−2𝑡𝑡  

              = 𝑥𝑥
𝑒𝑒2𝑡𝑡 − 1
𝑒𝑒2𝑡𝑡 + 1

+  
2𝑒𝑒𝑡𝑡

𝑒𝑒2𝑡𝑡 + 1
 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥ℎ𝑡𝑡 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ𝑡𝑡        

 

genel çözümü elde edilir.
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3.3. İkinci Mertebeden Lineer Kısmi Diferansiyel Denklemlerin Sınıflandırılması 

𝑎𝑎𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑢𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑢𝑢𝑦𝑦 + 𝑓𝑓𝑓𝑓 = 𝑔𝑔 

𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑, 𝑒𝑒,𝑓𝑓,𝑔𝑔, 𝑥𝑥 ve 𝑦𝑦 nin fonksiyonlarıdır. 

𝜉𝜉 = 𝜉𝜉(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝜂𝜂 = 𝜂𝜂(𝑥𝑥,𝑦𝑦)    öyle ki  𝐽𝐽 = �

𝜉𝜉𝑥𝑥 𝜉𝜉𝑦𝑦
𝜂𝜂𝑥𝑥 𝜂𝜂𝑦𝑦

� ≠ 0  dır. 

∆(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑎𝑎  olmak üzere; 

(i)     ∆> 0 ⇒ denklem hiperboliktir. 

(ii)     ∆= 0 ⇒ denklem paraboliktir. 

(iii)    ∆< 0 ⇒ denklem eliptiktir. 

 

Örnek 3.3.1.            𝑥𝑥 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 +  2𝑦𝑦 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 +  𝑢𝑢𝑥𝑥 = 4𝑥𝑥 (𝑦𝑦 ≠ 0)                                      (3.3.1) 

Yukarıda verilen denklemi kanonik forma getirip genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm 3.3.1. 

𝑥𝑥 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 +  2𝑦𝑦 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥𝑥 = 4𝑥𝑥 (𝑦𝑦 ≠ 0) 

𝑎𝑎 = 𝑥𝑥, 𝑏𝑏 = 2𝑦𝑦, 𝑐𝑐 = 0, ∆ =  𝑏𝑏2 −  4𝑎𝑎𝑎𝑎 ⇒ 

                                        ∆= 4𝑦𝑦2 > 0           

olduğundan hiperbolik bir denklemdir. 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑏𝑏 ± √∆

2𝑎𝑎
=  

2𝑦𝑦 ± 2𝑦𝑦
2𝑥𝑥

 

buradan  

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
2𝑦𝑦
𝑥𝑥

        ⇒  2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙      

      ⇒
𝑥𝑥2

𝑦𝑦
= 𝑐𝑐1        

⇒ 𝜉𝜉 =  
𝑥𝑥2

𝑦𝑦
  

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0 ⇒ 𝑦𝑦 =  𝑐𝑐2                             

 ⇒ 𝜂𝜂 = 𝑦𝑦                 
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𝐽𝐽 = �
2𝑥𝑥
𝑦𝑦

−
𝑥𝑥2

𝑦𝑦2

0 1
� =  

2𝑥𝑥
𝑦𝑦

 ≠ 0   

                      

�
𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝜉𝜉, 𝜂𝜂)
𝜉𝜉 = 𝜉𝜉 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
𝜂𝜂 = 𝜂𝜂(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

� 

olduğundan 

𝑢𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥  

  𝑢𝑢𝑦𝑦 =  𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉𝑦𝑦 +  𝑢𝑢𝜂𝜂𝜂𝜂𝑦𝑦  

 

𝑢𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝑢𝜉𝜉
2𝑥𝑥
𝑦𝑦

+ 𝑢𝑢𝜂𝜂0 

=
2𝑥𝑥
𝑦𝑦

 𝑢𝑢𝜉𝜉          

 

𝑢𝑢𝑦𝑦 =  𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉𝑦𝑦 + 𝑢𝑢𝜂𝜂𝜂𝜂𝑦𝑦        

      =  𝑢𝑢𝜉𝜉 �
−𝑥𝑥2

𝑦𝑦2 � + 𝑢𝑢𝜂𝜂   

=
−𝑥𝑥2

𝑦𝑦2   𝑢𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝑢𝜂𝜂  

 

          𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 =
2
𝑦𝑦
𝑢𝑢𝜉𝜉 +

2𝑥𝑥
𝑦𝑦
�𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 𝜉𝜉𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 𝜂𝜂𝑥𝑥� 

                    = 2
𝑦𝑦

 𝑢𝑢𝜉𝜉 + 2𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉

2𝑥𝑥
𝑦𝑦

  

                                                     = 2
𝑦𝑦
𝑢𝑢𝜉𝜉 + 4𝑥𝑥

2

𝑦𝑦2 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 

 

 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �−
2𝑥𝑥
𝑦𝑦2� 𝑢𝑢𝜉𝜉 +  

2𝑥𝑥
𝑦𝑦
�𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉  

−𝑥𝑥2

𝑦𝑦2 + 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 �  

                                           =  −2𝑥𝑥
𝑦𝑦2  𝑢𝑢𝜉𝜉 −   2𝑥𝑥3

𝑦𝑦3  𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 +  2𝑥𝑥
𝑦𝑦

 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉  
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𝑢𝑢𝑥𝑥  ,𝑢𝑢𝑦𝑦  ,𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥   ve 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥  eşitlikleri (3.3.1) de yazılırsa, 

2𝑥𝑥
𝑦𝑦

 𝑢𝑢𝜉𝜉 +  
4𝑥𝑥3

𝑦𝑦2 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 −  
4𝑥𝑥
𝑦𝑦

 𝑢𝑢𝜉𝜉 −   
4𝑥𝑥3

𝑦𝑦2  𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 +  4𝑥𝑥 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 +  
2𝑥𝑥
𝑦𝑦

 𝑢𝑢𝜉𝜉 =  4𝑥𝑥 

𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 = 1 

kanonik formu elde edilir. Buradan, 

                       𝑢𝑢𝜂𝜂 =  𝜉𝜉 + 𝑓𝑓1 (𝜂𝜂) 

                                    𝑢𝑢 =  𝜉𝜉𝜉𝜉 + ∫ 𝑓𝑓1 (𝜂𝜂)𝑑𝑑𝑑𝑑 

                         𝑢𝑢 =  𝜉𝜉𝜉𝜉 + 𝑔𝑔(𝜂𝜂) 

                           𝑢𝑢 =  𝑥𝑥2 +  𝑔𝑔 (𝑦𝑦) 

genel çözümü elde edilir. 

 

Örnek 3.3.2.      𝑥𝑥2𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥𝑥𝑥𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2𝑢𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0                  (3.3.2) 

Yukarıda verilen denklemi kanonik forma getirip genel çözümünü bulunuz. 

 

           Çözüm 3.3.2. 

𝐴𝐴 = 𝑥𝑥2 , 𝐵𝐵 = 2𝑥𝑥𝑥𝑥 ,      𝐶𝐶 = 𝑦𝑦2 

∆= 𝐵𝐵2 − 4𝐴𝐴𝐴𝐴 = (2𝑥𝑥𝑥𝑥)2 − 4𝑥𝑥2𝑦𝑦2 = 0 

olduğundan parabolik bir denklemdir. 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝐵𝐵

2𝐴𝐴
=

2𝑥𝑥𝑥𝑥
2𝑥𝑥2 =

𝑦𝑦
𝑥𝑥

 ,      𝑥𝑥 ≠ 0 

        
𝑦𝑦
𝑥𝑥

= 𝑐𝑐1 

      𝜉𝜉 =
𝑦𝑦
𝑥𝑥

 

 

�𝜉𝜉 =
𝑦𝑦
𝑥𝑥

𝜂𝜂 = 𝑦𝑦
   �                    𝐽𝐽 =  

𝜕𝜕 (𝜉𝜉, 𝜂𝜂)
𝜕𝜕 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

=  �−
𝑦𝑦
𝑥𝑥2

1
𝑥𝑥

0 1
� =  −

𝑦𝑦
𝑥𝑥2  ≠ 0 
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𝑧𝑧𝑥𝑥 =  𝑧𝑧𝜉𝜉  𝜉𝜉𝑥𝑥 + 𝑧𝑧𝜂𝜂  𝜂𝜂𝑥𝑥  

= −  
𝑦𝑦
𝑥𝑥2  𝑧𝑧𝜉𝜉      

 

                                            𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑧𝑧𝜉𝜉𝜉𝜉𝑦𝑦 + 𝑧𝑧𝜂𝜂𝜂𝜂𝑦𝑦   

    =  
1
𝑥𝑥

 𝑧𝑧𝜉𝜉 + 𝑧𝑧𝜂𝜂         

 

𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥 =  
2𝑦𝑦
𝑥𝑥3  𝑧𝑧𝜉𝜉 −  

𝑦𝑦
𝑥𝑥2  𝑧𝑧𝜉𝜉𝜉𝜉  �−  

𝑦𝑦
𝑥𝑥2 � 

=  
𝑦𝑦2

𝑥𝑥4  𝑧𝑧𝜉𝜉𝜉𝜉 +  
2𝑦𝑦
𝑥𝑥3  𝑧𝑧𝜉𝜉            

 

                𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦 =
1
𝑥𝑥

 � 𝑧𝑧𝜉𝜉𝜉𝜉  
1
𝑥𝑥

+ 𝑧𝑧𝜉𝜉𝜉𝜉1 � +  𝑧𝑧𝜂𝜂𝜂𝜂  
1
𝑥𝑥

+ 𝑧𝑧𝜂𝜂𝜂𝜂 1 

               =
1
𝑥𝑥2  𝑧𝑧𝜉𝜉𝜉𝜉 +

2
𝑥𝑥

 𝑧𝑧𝜉𝜉𝜉𝜉 +  𝑧𝑧𝜂𝜂𝜂𝜂                   

 

𝑧𝑧𝑥𝑥  , 𝑧𝑧𝑦𝑦  , 𝑧𝑧𝑥𝑥𝑥𝑥   ve 𝑧𝑧𝑦𝑦𝑦𝑦  eşitlikleri (3.3.2) de yazılırsa, 

 

𝑥𝑥2  � 
𝑦𝑦2 
𝑥𝑥4  𝑧𝑧𝜉𝜉𝜉𝜉 + 

2𝑦𝑦
𝑥𝑥3  𝑧𝑧𝜉𝜉� +  2𝑥𝑥𝑥𝑥 (−  

𝑦𝑦
𝑥𝑥3  𝑧𝑧𝜉𝜉𝜉𝜉 −  

𝑦𝑦
𝑥𝑥2  𝑧𝑧𝜉𝜉𝜉𝜉 −  

1
𝑥𝑥2  𝑧𝑧𝜂𝜂  ) 

                                                                      + 𝑦𝑦2  � 
1
𝑥𝑥2  𝑧𝑧𝜉𝜉𝜉𝜉 +  

2
𝑥𝑥

 𝑧𝑧𝜉𝜉𝜉𝜉 +  𝑧𝑧𝜂𝜂𝜂𝜂  � =  0 

elde edilir. Bu denklemin düzenlenmesiyle  

𝑦𝑦2𝑧𝑧𝜂𝜂𝜂𝜂 = 0 

     𝑧𝑧𝜂𝜂𝜂𝜂 =  0 

               𝑧𝑧𝜂𝜂 =  ƒ( 𝜉𝜉 ) 

                                       𝑧𝑧 =  𝜂𝜂ƒ( 𝜉𝜉 ) + 𝑔𝑔( 𝜉𝜉 ) 

                                         𝑧𝑧 =  𝑦𝑦ƒ � 
𝑦𝑦
𝑥𝑥
� + 𝑔𝑔 � 

𝑦𝑦
𝑥𝑥

 � 

genel çözüm elde edilir. 
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Örnek 3.3.3.   
                                                   𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 +  2𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 17𝑢𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0                                                (3.3.3) 

Yukarıda verilen denklemi kanonik forma getirip genel çözümünü bulunuz. 

 

Çözüm 3.3.3. 

𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 +  2𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 17 𝑢𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

𝑎𝑎 = 1, 𝑏𝑏 = 2, 𝑐𝑐 = 17 

 

∆ =  𝑏𝑏2 −  4𝑎𝑎𝑎𝑎                      ∆< 0  olduğundan verilen denklem eliptik bir denklemdir. 

    =  4 −  68 

    =  −64 

  
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑏𝑏 ± 𝑖𝑖√4𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏2

2𝑎𝑎
=  

2 ± 𝑖𝑖8
2

 

                                        = 1 ± 4𝑖𝑖 

 

 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1 + 4𝑖𝑖 ⇒ (1 + 4𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑑𝑑 −  𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 

                                      (1 + 4𝑖𝑖)𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 𝑐𝑐1 

                                          𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 4 𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝑐𝑐1 

                                                                        𝜉𝜉 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =  𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 4 𝑖𝑖 𝑥𝑥 

 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1 − 4𝑖𝑖 ⇒            (1 − 4𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑑𝑑 −  𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 

                                                                                      (1 − 4𝑖𝑖)𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 𝑐𝑐2 

                                                   𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 4𝑖𝑖 𝑥𝑥 =  𝑐𝑐2 

                                                                                 𝜂𝜂(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =  𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 4 𝑖𝑖 𝑥𝑥 

 

𝛼𝛼 = 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ve 𝛽𝛽 = 4𝑥𝑥 olmak üzere  𝜉𝜉 = 𝛼𝛼 + 𝑖𝑖 𝛽𝛽  ve  𝜂𝜂 = 𝛼𝛼 −  𝑖𝑖𝑖𝑖 olup  
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𝛼𝛼 =   
𝜉𝜉 + 𝜂𝜂

2
 ,   𝛽𝛽 =  

𝜉𝜉 − 𝜂𝜂
2𝑖𝑖

 

eşitlikleri elde edilir. 

        𝑢𝑢 = 𝑢𝑢 (𝛼𝛼,𝛽𝛽) 

𝑢𝑢𝑥𝑥 =  𝑢𝑢𝛼𝛼  𝛼𝛼𝑥𝑥+ 𝑢𝑢𝛽𝛽𝛽𝛽𝑥𝑥  

=  𝑢𝑢𝛼𝛼 +  4𝑢𝑢𝛽𝛽  

 

𝑢𝑢𝑦𝑦 =  𝑢𝑢𝛼𝛼  𝛼𝛼𝑦𝑦+ 𝑢𝑢𝛽𝛽𝛽𝛽𝑦𝑦  

=  −𝑢𝑢𝛼𝛼            

 

         𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = −( 𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼𝛼𝑥𝑥+ 𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛽𝛽𝑥𝑥) 

         = −( 𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼  + 4𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 ) 

 

                                             𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 =  𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼𝛼𝑥𝑥+ 𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛽𝛽𝑥𝑥 + 4 (𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼𝛼𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝛽𝛽𝛽𝛽  𝛽𝛽𝑥𝑥) 

                                                              =  𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 +4𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼+4 (𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 + 4𝑢𝑢𝛽𝛽𝛽𝛽  ) 

                                                              =  𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 +8𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼+16𝑢𝑢𝛽𝛽𝛽𝛽    

 

              𝑢𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 = −( 𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼  𝛼𝛼𝑦𝑦 +  𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛽𝛽𝑦𝑦) 

= −(−𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 ) 

=  𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼           

𝑢𝑢𝑥𝑥  ,𝑢𝑢𝑦𝑦  ,𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥  ,𝑢𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦   ve 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥  eşitlikleri (3.3.3) de yazılırsa, 

         𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 + 8 𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 + 16𝑢𝑢𝛽𝛽𝛽𝛽  − 2𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 − 8𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 + 17𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0 

                                                                                                16�𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝑢𝑢𝛽𝛽𝛽𝛽  � = 0  

                                                                                                         𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝑢𝑢𝛽𝛽𝛽𝛽  = 0 

kanonik formu elde edilir. 
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𝑢𝑢 = 𝑢𝑢 (𝜉𝜉, 𝜂𝜂) 

𝜉𝜉 = 𝛼𝛼 + 𝑖𝑖 𝛽𝛽 

𝜂𝜂 =  𝛼𝛼 − 𝑖𝑖 𝛽𝛽 

olmak üzere 

𝑢𝑢𝛼𝛼 =  𝑢𝑢𝜉𝜉  𝜉𝜉 𝛼𝛼+ 𝑢𝑢𝜂𝜂  𝜂𝜂𝛼𝛼   

= 𝑢𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝑢𝜂𝜂      

 

𝑢𝑢𝛽𝛽 = 𝑢𝑢𝜉𝜉  𝜉𝜉 𝛽𝛽+𝑢𝑢𝜂𝜂  𝜂𝜂𝛽𝛽  

   = 𝑖𝑖�𝑢𝑢𝜉𝜉 − 𝑢𝑢𝜂𝜂� 

 

             𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉  𝜉𝜉 𝛼𝛼  + 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉  𝜂𝜂𝛼𝛼+ 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉  𝜉𝜉 𝛼𝛼 +  𝑢𝑢𝜂𝜂𝜂𝜂  𝜂𝜂𝛼𝛼  

= 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 +  2𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 +  𝑢𝑢𝜂𝜂𝜂𝜂         

 

𝑢𝑢𝛽𝛽𝛽𝛽  =  −𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 +  2𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 −  𝑢𝑢𝜂𝜂𝜂𝜂                 

yazılır. Buradan 

                                                         𝑢𝑢𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝑢𝑢𝛽𝛽𝛽𝛽  = 0  

𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 +  2𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 + 𝑢𝑢𝜂𝜂𝜂𝜂 −  𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 +  2𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 −  𝑢𝑢𝜂𝜂𝜂𝜂 = 0 

                                                                  4 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0 

                                                                     𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0 

olur ve 

 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0  ⇒ 𝑢𝑢(𝜉𝜉, 𝜂𝜂 ) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉) +  𝑔𝑔(𝜂𝜂)       

                                                                     𝑢𝑢(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑓𝑓 (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 4 𝑖𝑖 𝑥𝑥) +  𝑔𝑔 (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 4 𝑖𝑖  𝑥𝑥) 

                                                                      𝑢𝑢(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑓𝑓�(1 + 4𝑖𝑖)𝑥𝑥 − 𝑦𝑦� +  𝑔𝑔((1 − 4𝑖𝑖)𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) 

genel çözümü elde edilir. Genel çözümdeki 𝑓𝑓 ve 𝑔𝑔  keyfi fonksiyonlardır. 
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3.4.  Çarpanlarına (Değişkenlerine) Ayırma Yöntemi 

Örnek 3.4.1. 

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥2 =  

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2  

𝑢𝑢 (0, 𝑡𝑡 ) = 0   ve   𝑢𝑢 ( 1, 𝑡𝑡) = 0 

            𝑢𝑢 (𝑥𝑥 , 0 ) =  0  ve  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (3𝜋𝜋𝜋𝜋)  

Yukarıda sınır koşullarıyla verilen lineer dalga denklemini çarpanlara (değişkenlerine) 
ayırma yöntemiyle çözünüz. 

Çözüm 3.4.1. 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) =  𝐹𝐹(𝑥𝑥)𝐺𝐺(𝑡𝑡) 

𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡  ⇒   𝐹𝐹′′ 𝐺𝐺 = 𝐹𝐹 𝐺𝐺′′   

                          ⇒   
𝐹𝐹′′
𝐹𝐹

=  
𝐺𝐺′′
𝐺𝐺

=  −𝜆𝜆2 

 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) =  𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +  𝑐𝑐2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

𝐺𝐺(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1�  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +  𝑐𝑐2�  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠    

 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) ve  𝐺𝐺(𝑡𝑡) fonksiyonları 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) de yazılırsa, 

                                       𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = (𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)(𝑐𝑐1�  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +  𝑐𝑐2�  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠) 

genel çözümü elde edilir. 

𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 𝐹𝐹(0)𝐺𝐺(𝑡𝑡) 

                                          =  𝑐𝑐1 𝐺𝐺(𝑡𝑡) = 0  ⇒   𝑐𝑐1 = 0  

 

          𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝑐𝑐3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐4 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠) 

  𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑐𝑐3 = 0 ⇒  𝑐𝑐3 = 0  

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐    

𝑢𝑢𝑡𝑡(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

          𝑢𝑢𝑡𝑡(𝑥𝑥, 0) = 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(3𝜋𝜋𝜋𝜋) 
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𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1 , 𝜆𝜆 = 3𝜋𝜋, 𝑐𝑐 =  
1

3𝜋𝜋
  

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) =
1

3𝜋𝜋
 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(3𝜋𝜋𝜋𝜋)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(3𝜋𝜋𝜋𝜋) 

çözümü bulunur. 

Örnek 3.4.2. 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥2  

𝑢𝑢 (0, 𝑡𝑡 ) = 0 ,𝑢𝑢(𝜋𝜋, 𝑡𝑡) = 0,𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

Yukarıda sınır koşullarıyla verilen ısı denklemini çarpanlara (değişkenlerine) ayırma 
yöntemiyle çözünüz. 

Çözüm 3.4.2.                           𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) =  𝐹𝐹(𝑥𝑥)𝐺𝐺(𝑡𝑡) 

𝐹𝐹 𝐺𝐺′ = 𝐹𝐹′′ 𝐺𝐺 

             
𝐹𝐹′′
𝐹𝐹

=  
𝐺𝐺′
𝐺𝐺

=  −𝜆𝜆2 

𝐹𝐹′′
𝐹𝐹

= −𝜆𝜆2  ⇒  𝐹𝐹(𝑥𝑥) =  𝑐𝑐1𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 +  𝑐𝑐2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  

             
𝐺𝐺′
𝐺𝐺

=  −𝜆𝜆2  ⇒  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = −𝜆𝜆2𝑡𝑡 + 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐3   

                           ⇒   𝐺𝐺(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3 𝑒𝑒−𝜆𝜆2𝑡𝑡  

𝐹𝐹(𝑥𝑥) ve  𝐺𝐺(𝑡𝑡) fonksiyonları 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) de yazılırsa, 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = (𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 +  𝑐𝑐2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)(𝑐𝑐3 𝑒𝑒−𝜆𝜆2𝑡𝑡) 

𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 𝑐𝑐1� 𝑐𝑐3 𝑒𝑒−𝜆𝜆2𝑡𝑡� = 0 ⇒  𝑐𝑐1 = 0         

 

           𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = (𝑐𝑐2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑐𝑐3 𝑒𝑒−𝜆𝜆2𝑡𝑡� = 𝑐𝑐𝑒𝑒−𝜆𝜆2𝑡𝑡𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  

                         𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) =  𝑐𝑐 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ⇒  𝜆𝜆 = 1, 𝑐𝑐 = 1  

  𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) =  𝑒𝑒−𝜆𝜆2𝑡𝑡𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑒𝑒−𝑡𝑡𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠                    

  

çözümü elde edilir.
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 4. ARAŞTIRMA BULGULARI                                        

 4.1. Solitonlara Giriş 

 Solitonların hikâyesi John Scott Russell’ın 1834 yılındaki gözlemleriyle başlar. 
Edingburgh kanalında atların çektiği bir botun durması sırasında oluşan dalgayı 
dönüşüm dalgası olarak adlandırmıştır. Bu dalga şeklini bozmadan sabit hızla 
ilerlemektedir. Scott Russell atın arkasında bu dalgayı takip ederken dalganın saatte 8,9 
mil hızla hareket ettiğini tespit etmiştir. Bu su dalgasının 1,5 feet yüksekliğinde ve otuz 
feet genişliğinde olduğunu belirtmiştir. Birkaç mil takip ettikten sonra kanalın 
dolambaçlı yollarında dalganın kaybolduğunu gözlemlemiştir. Yarım yüzyıldan fazla 
bilim dünyası buna kuşkuyla bakmıştır. Daha sonra Bousinesq (1871) ve Rayleigh 
(1876) çalışmalarıyla bu tür dalgaların oluşabilmesinin mümkün olduğunu 
belirtmişlerdir [Boussinesq J., 1871; Rayleigh L., 1876]. Bu tartışma 1895 yılına kadar 
sürmüştür. 1895 yılında KdV böyle bir eşitlikle ortaya çıkmıştır. Bu eşitliğin adına KdV 
denklemi denilmiştir [Korteweg D.J., de Vries G., 1895]. Bu matematik formülasyonu 
böyle bir dalganın olabileceğini göstermiş ve tartışmaya son noktayı koymuştur. Daha 
sonra Scott Russell bu tür dalgaları laboratuarda oluşturup aşağıdaki gözlemlerde 
bulunmuştur. 

1 Bu dalgalar şeklini ve boyutunu koruyan ve dağılmayan dalgalardır. 

2) Dalganın hızı yüksekliğiyle doğru orantılıdır. 

3) Dolambaçlı yollarda aynı şekilde daha küçük dalgalarla ilerlemiştir. 

4) Bir veya birden fazla dalganın çarpışması elastik çarpışma gibidir.  

Şimdi de KdV denkleminin ilerleyen dalga çözümünü bulalım. 

Örnek 4.1.1. (KdV   Denklemi) 

                                  𝑢𝑢𝑡𝑡 + 6𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0                                               (4.1.1) 

şeklinde olan Kdv denkleminin tam çözümünü bulalım. 

Bu denklemin ilerleyen dalga çözümünü  

 

                             𝑢𝑢 = 𝜓𝜓(𝜉𝜉) = 𝜓𝜓(𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐)                                                   (4.1.2) 

formunda kabul ediyoruz. 

𝜉𝜉 = 𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐 

𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉𝑡𝑡 = −𝑐𝑐𝑐𝑐′ 

𝑢𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝑢𝜉𝜉𝜉𝜉𝑥𝑥 = 𝜓𝜓′       

 

bu dönüşümü (4.1.1) denklemine uygularsak  
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         −𝑐𝑐𝜓𝜓′ + 𝜓𝜓′′′ + 6𝜓𝜓𝜓𝜓′ = 0                                                                   (4.1.3) 

denklemi elde edilir. Bu denklemin integralini alırsak 𝑐𝑐1 integral sabiti olmak üzere 

                 −𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝜓𝜓′′ + 3𝜓𝜓2 + 𝑐𝑐1 = 0                                                       (4.1.4) 

denklemi elde edilir. 

Soliton çözümleri sınır koşulları sağladığında 

𝑥𝑥 → +�∞ iken 𝜓𝜓′ = 𝜓𝜓′′ = 𝜓𝜓′′′ = ⋯ = 0 

olur. 

Bundan dolayı 𝑐𝑐1 = 0 bulunur. 

(4.1.4) denklemini 𝜓𝜓′ ile çarpıp integralize edersek 

                                             
(𝜓𝜓′ )2

2
= 𝑐𝑐 𝜓𝜓

2

2
+ 𝜓𝜓3 + 𝑐𝑐2                                          (4.1.5) 

bulunur. 

Burada da başlangıç sınır koşullarından dolayı 𝑐𝑐2 = 0 olur. 

                                           (𝜓𝜓′)2 = 𝑐𝑐𝜓𝜓2 − 2𝜓𝜓3 = 2𝜓𝜓2 �𝑐𝑐
2
− 𝜓𝜓�                     (4.1.6) 

𝜓𝜓′ = √2𝜓𝜓�
𝑐𝑐
2
− 𝜓𝜓 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= √2𝜓𝜓�
𝑐𝑐
2
− 𝜓𝜓 

�
𝑑𝑑𝑑𝑑

√2𝜓𝜓�𝑐𝑐2 − 𝜓𝜓
= �𝑑𝑑𝑑𝑑                                     

𝜓𝜓 =
𝑐𝑐
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ2𝜂𝜂 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ2𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂ℎ𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂 

 

�
−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ2𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂ℎ𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂
𝑐𝑐
2√2�𝑐𝑐2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ

2𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂ℎ𝜂𝜂
= 𝜉𝜉 − 𝑥𝑥0 

 

−2
√𝑐𝑐

𝜂𝜂 = 𝜉𝜉 − 𝑥𝑥0 

𝑥𝑥0 integral sabiti olmak üzere  

 
 
 

22 



Mehmet KURKUT 
 

𝜓𝜓 =
𝑐𝑐
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ2 �

√𝑐𝑐
2

(𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑥𝑥0)� 

soliton çözümü elde edilir. İşaret seçimi önemli değildir çünkü çözüm fonksiyonu çift 
fonksiyondur. Burada 𝑥𝑥0’ın bir önemi yoktur. 

 4.2. Hirota Bilineer Metodu 

 Bu metod nonlineer Kısmi Diferansiyel Denklemlerinin çözümlerini bulmak için 
doğrudan kullanılan bir metottur. Nonlineer dalga ilerlemesi çalışmasının temel ilgi 
alanı bu tür denklemlerin çözümündeki özel tekniklerin gelişimidir. Soliton çözümlerini 
gerektiren bu tür denklemler için Hirota’nın önemli katkıları olmuştur. Bu çalışmalar 
Hirota’nın (1971-1973) çalışmalarında görülebilir. Hirota’nın bu çalışmaları ters 
yayılım dönüşümü çalışmalarını motive etmiştir. Bu direk metotlardaki fikirler 
aşağıdakiler gibidir. 

1)  Hirota metotunda öncelikle uygun bir değişken dönüşüm sunulur. Bu dönüşüm 
nonlineer Kısmi Diferansiyel Denklemlerini  bağımlı değişkenlerin quadratik biçimde 
yazılmasını sağlar. Bu dönüşüm evolüsyon denklemlerine uygulanıp denklemi bilineer 
forma getirir. 

2)  Bu kısımda Hirota D operatörü tanımlanır. Hirota D operatörü bilineer formdaki 
denklemleri Hirota bilineer forma dönüştürür.  

3) Son kısımda ise denklem Hirota bilineer forma getirildikten sonra pertürbasyon 
açılımı yapılır. Bu açılımla integre edilebilir denklemlerin multi soliton çözümleri daha 
basit hale getirilir.  

 4.2.1. Hirota D Operatörü 

𝐴𝐴:𝐶𝐶𝑛𝑛 → 𝐶𝐶 tanımlı diferansiyellenebilir fonksiyon ve 𝐷𝐷:𝐴𝐴 × 𝐴𝐴 → 𝐴𝐴 tanımlı 
olmak üzere; 

Hirota D operatörü  

  
 𝐷𝐷𝑡𝑡𝑚𝑚𝐷𝐷𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑎𝑎. 𝑏𝑏) = � 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕′
�
𝑚𝑚
� 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕′
�
𝑛𝑛
𝑎𝑎(𝑥𝑥. 𝑡𝑡)𝑏𝑏(𝑥𝑥′ . 𝑡𝑡′)                         (4.2.1) 

Burada 𝑚𝑚,𝑛𝑛 ∈ ℤ+ ∪ {0} ve  𝑥𝑥′ = 𝑥𝑥,  𝑡𝑡′ = 𝑡𝑡 dır. 

(4.2.1) denklemi genelleştirilirse  

 

[𝐷𝐷𝑡𝑡𝑛𝑛1𝐷𝐷𝑥𝑥𝑛𝑛2 … ](𝑎𝑎. 𝑏𝑏) = ��
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
−

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕′�

𝑛𝑛1

�
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕′�

𝑛𝑛2

… � 𝑎𝑎(𝑥𝑥, 𝑡𝑡, … )𝑏𝑏(𝑥𝑥′ , 𝑡𝑡′ , … ) 

burada 𝑛𝑛𝑖𝑖  (𝑖𝑖 = 1,2,3, … ) biçimindeki pozitif tamsayılar, 𝑥𝑥, 𝑡𝑡, … ise bağımsız 
değişkenlerdir. Ayrıca burada 𝑥𝑥′ = 𝑥𝑥,  𝑡𝑡′ = 𝑡𝑡 ,…dır. 

 (4.2.1) denkleminde 𝑚𝑚 = 𝑛𝑛 = 1 alınırsa 
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�
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
−

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡′� �

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥′�

𝑎𝑎(𝑥𝑥. 𝑡𝑡)𝑏𝑏(𝑥𝑥′ . 𝑡𝑡′) = �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
−

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡′�

(𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑥𝑥′ ) 

          = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑡𝑡𝑏𝑏𝑥𝑥′ − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑡𝑡′ + 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑥𝑥′ 𝑡𝑡 ′  

olur. 𝑥𝑥′ = 𝑥𝑥,  𝑡𝑡′ = 𝑡𝑡 eşitlikleri kullanılırsa 

𝐷𝐷𝑡𝑡𝐷𝐷𝑥𝑥(𝑎𝑎. 𝑏𝑏) = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑡𝑡𝑏𝑏𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑡𝑡  

elde edilir. 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏  için 

𝐷𝐷𝑥𝑥𝐷𝐷𝑡𝑡(𝑎𝑎.𝑎𝑎) = 2(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑎𝑎𝑡𝑡) 

olur. (4.2.1) denkleminde 𝑚𝑚 = 4, 𝑛𝑛 = 0  yazılırsa, 

� 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕′
�

4
𝑎𝑎(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑏𝑏(𝑥𝑥′ , 𝑡𝑡′) = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑏𝑏 − 4𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑏𝑏𝑥𝑥′ + 6𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑏𝑏𝑥𝑥′𝑥𝑥′ − 4𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑥𝑥′𝑥𝑥′𝑥𝑥′ + 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑥𝑥′𝑥𝑥′𝑥𝑥′𝑥𝑥′       

olup 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 alınırsa  

𝐷𝐷𝑥𝑥4(𝑎𝑎. 𝑎𝑎) = 2(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 4𝑎𝑎𝑥𝑥𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 3𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥2 ) 

elde edilir. 

 

Hirota D-operatörünün bazı özellikleri 

𝐷𝐷𝑥𝑥(𝑎𝑎. 𝑏𝑏) = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑥𝑥  

𝐷𝐷𝑥𝑥2(𝑎𝑎. 𝑏𝑏) = 𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑏𝑏 − 2𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑥𝑥  

𝐷𝐷𝑥𝑥3(𝑎𝑎. 𝑏𝑏) = 𝑎𝑎3𝑥𝑥𝑏𝑏 − 3𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑏𝑏 + 3𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏2𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑏𝑏3𝑥𝑥  

𝐷𝐷𝑥𝑥4(𝑎𝑎. 𝑏𝑏) = 𝑎𝑎4𝑥𝑥𝑏𝑏 − 4𝑎𝑎3𝑥𝑥𝑏𝑏𝑥𝑥 + 6𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑏𝑏2𝑥𝑥 − 4𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏3𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑏𝑏4𝑥𝑥  

𝐷𝐷𝑥𝑥𝐷𝐷𝑡𝑡(𝑎𝑎. 𝑏𝑏) = 𝐷𝐷𝑥𝑥(𝑎𝑎𝑡𝑡𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑡𝑡) = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑡𝑡𝑏𝑏𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑡𝑡 + 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝐷𝐷𝑥𝑥𝐷𝐷𝑡𝑡(𝑎𝑎.𝑎𝑎) = 2(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑎𝑎𝑡𝑡) 

𝐷𝐷𝑥𝑥4(𝑎𝑎.𝑎𝑎) = 2(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 4𝑎𝑎𝑥𝑥𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 3𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥2 ) 

 𝐷𝐷𝑛𝑛(𝑎𝑎. 𝑎𝑎) = 0   𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑛𝑛 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡.  

Bazı  Sonuçlar: 

i. 𝐷𝐷𝑥𝑥𝐷𝐷𝑡𝑡(𝑎𝑎. 𝑏𝑏) = 𝐷𝐷𝑡𝑡𝐷𝐷𝑥𝑥(𝑎𝑎. 𝑏𝑏) 
ii. 𝐷𝐷𝑥𝑥(𝑎𝑎. 𝑏𝑏) = −𝐷𝐷𝑥𝑥(𝑏𝑏. 𝑎𝑎) 

iii. 𝐷𝐷𝑥𝑥𝑚𝑚(𝑎𝑎. 𝑏𝑏) = (−1)𝑚𝑚𝐷𝐷𝑥𝑥𝑚𝑚(𝑏𝑏. 𝑎𝑎) 
iv. 𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   , 𝑖𝑖 = 1,2 olmak üzere; 

 
𝐷𝐷𝑥𝑥𝐷𝐷𝑡𝑡�𝑒𝑒𝜃𝜃1 . 𝑒𝑒𝜃𝜃2� = (𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2)(𝛽𝛽1 − 𝛽𝛽2)𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  
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ve 
𝐷𝐷𝑥𝑥𝑚𝑚�𝑒𝑒𝜃𝜃1 . 𝑒𝑒𝜃𝜃2� = (𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2)𝑚𝑚𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  

şeklindedir. 
 
i. 𝑏𝑏 = 1 ise 𝐷𝐷𝑥𝑥(𝑎𝑎. 1) = 𝑎𝑎𝑥𝑥  

             𝐷𝐷𝑥𝑥2(𝑎𝑎. 1) = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥  
                           . 
                           . 
                           . 
           𝐷𝐷𝑥𝑥𝑚𝑚(𝑎𝑎. 1) = 𝜕𝜕𝑥𝑥𝑚𝑚 (𝑎𝑎) 

 
ii. 𝑎𝑎 = 1 ise 𝐷𝐷𝑥𝑥(1. 𝑏𝑏) = −𝑏𝑏𝑥𝑥  

             𝐷𝐷𝑥𝑥2(1. 𝑏𝑏) = 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑥𝑥  
                           . 
                           . 
                           . 
            𝐷𝐷𝑥𝑥𝑚𝑚 (1. 𝑏𝑏) = (−1)𝑚𝑚𝜕𝜕𝑥𝑥𝑚𝑚(𝑏𝑏) 

şeklindedir. 
 

 4.2.2. Hirota Bilineer Formu 

Bu yöntemde lineer olmayan kısmi diferansiyel denkleme Hirota D operatörü 
uygulanır. Hirota metodunda uygulanan dönüşüm üç tiptedir. Bunlar Rasyonel 
Dönüşüm, Logaritmik Dönüşüm ve Bi-logaritmik Dönüşümdür. Genellikle KdV tipi 
denklemlere 𝑢𝑢 = −2(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙)𝑥𝑥𝑥𝑥   logaritmik dönüşümü uygulanır. 

Şimdi de KdV denklemini, Boussinesq denklemini ve Sawada-Kotera 
denklemini Hirota bilineer formda yazalım. 

 

Örnek 4.2.1.  (KdV   Denklemi) [Hirota, 2004]   

𝑢𝑢𝑡𝑡 − 6𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

şeklindeki KdV denklemini Hirota bilineer formunda yazalım. 

 

𝑢𝑢 = −2(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙)𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝑢𝑢 = −2 �𝑓𝑓𝑥𝑥
𝑓𝑓
�
𝑥𝑥

              

 𝑢𝑢 = 𝑤𝑤𝑥𝑥  dönüşümü yapılırsa, 
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𝑢𝑢 = �−2𝑓𝑓𝑥𝑥
𝑓𝑓
�
𝑥𝑥
      

 𝑤𝑤 = −2 �𝑓𝑓𝑥𝑥
𝑓𝑓
�   

olur. 

𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 − 6𝑤𝑤𝑥𝑥𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

         𝑤𝑤𝑡𝑡 − 3𝑤𝑤𝑥𝑥2 + 𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑐𝑐1(𝑡𝑡)       

 

𝑐𝑐1(𝑡𝑡)  → 0  olduğundan, 

                                                      𝑤𝑤𝑡𝑡 − 3𝑤𝑤𝑥𝑥2 + 𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0                                       (4.2.2) 

yazılabilir. 

𝑤𝑤𝑡𝑡 = −2 �
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑡𝑡

𝑓𝑓2 � 

𝑤𝑤𝑥𝑥 = −2 �
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑥𝑥2

𝑓𝑓2 � 

𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −2 �
𝑓𝑓4𝑥𝑥

𝑓𝑓
−

4𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓3𝑥𝑥

𝑓𝑓2 −
3𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝑓𝑓2 +
12𝑓𝑓𝑥𝑥2𝑓𝑓2𝑥𝑥

𝑓𝑓3 −
6𝑓𝑓𝑥𝑥4

𝑓𝑓4 � 

bu ifadeler (4.2.2) denkleminde yerine yazılırsa  

𝑓𝑓𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑡𝑡 + 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 4𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 3𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥2 = 0 

 KdV bilineer formu  elde edilir. 

𝐷𝐷𝑥𝑥4(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = 2(3𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓 − 4𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 0 

𝐷𝐷𝑥𝑥𝐷𝐷𝑡𝑡(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = 2(𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑡𝑡) 

bu denklemin Hirota bilineer formu 

𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = (𝐷𝐷𝑥𝑥4 + 𝐷𝐷𝑥𝑥𝐷𝐷𝑡𝑡)(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = 0 

                           𝐷𝐷𝑥𝑥(𝐷𝐷𝑡𝑡 + 𝐷𝐷𝑥𝑥3)(𝑓𝑓. 𝑓𝑓) = 0 

                     𝐷𝐷𝑥𝑥𝐷𝐷𝑡𝑡(𝑓𝑓. 𝑓𝑓) + 𝐷𝐷𝑥𝑥4(𝑓𝑓. 𝑓𝑓) = 0 

şeklindedir. 

Örnek 4.2.2. (Boussinesq Denklemi) [Boussinesq J., 1871] 

                     𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 3(𝑢𝑢2)𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0                                        

 

şeklindeki Bousinesq denklemini Hirota bilineer formunda yazalım. 
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𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙)𝑥𝑥𝑥𝑥   ve   𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑤𝑤 dönüşümü yapılırsa, 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥  

elde edilir. Bu dönüşüm denkleme uygulanırsa, 

−2𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 3(4𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥2 )𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

                                          −2𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 2𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 + 12𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 2𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

                    −2 �𝑓𝑓𝑡𝑡
𝑓𝑓
�
𝑡𝑡

+ 2 �𝑓𝑓𝑥𝑥
𝑓𝑓
�
𝑥𝑥

+ 12 �𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓−𝑓𝑓𝑥𝑥
2

𝑓𝑓2 �
2

+ 2 �𝑓𝑓𝑥𝑥
𝑓𝑓
�
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

= 0 

                    −2 �𝑓𝑓𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑓𝑓−𝑓𝑓𝑡𝑡
2

𝑓𝑓2 � + 2 �𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓−𝑓𝑓𝑥𝑥
2

𝑓𝑓2 � + 12�𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥2 −2𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑥𝑥2𝑓𝑓+𝑓𝑓𝑥𝑥4�
𝑓𝑓4 +                                  

        2 �
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓

−
4𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓2 −

3𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝑓𝑓2 +
12𝑓𝑓𝑥𝑥2𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓3 −

6𝑓𝑓𝑥𝑥4

𝑓𝑓4 � = 0 

Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

−2 �𝑓𝑓𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑓𝑓−𝑓𝑓𝑡𝑡
2

𝑓𝑓2 � + 2 �𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓−𝑓𝑓𝑥𝑥
2

𝑓𝑓2 � + �2𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓

− 8𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓2 + 6𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝑓𝑓2 � = 0  

         𝐷𝐷𝑥𝑥2(𝑓𝑓. 𝑓𝑓) = 2𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓 − 2𝑓𝑓𝑥𝑥2 

       𝐷𝐷𝑡𝑡2(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = 2𝑓𝑓𝑡𝑡𝑡𝑡𝑓𝑓 − 2𝑓𝑓𝑡𝑡2 

                                           𝐷𝐷𝑥𝑥4(𝑓𝑓. 𝑓𝑓) = 2𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓 − 8𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑥𝑥 + 6𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥2   

2𝑓𝑓𝑡𝑡𝑡𝑡𝑓𝑓 − 2𝑓𝑓𝑡𝑡2 − 2𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓 + 2𝑓𝑓𝑥𝑥2 − 2𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓 + 8𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑥𝑥 − 6𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥2 = 0 

(𝐷𝐷𝑡𝑡2 − 𝐷𝐷𝑥𝑥2 − 𝐷𝐷𝑥𝑥4)(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = 0 

Hirota bilineer formu elde edilir. 

 

Örnek 4.2.3. (Sawada-Kotera Denklemi) [Sawada K., Kotera T., 1974] 

𝑢𝑢𝑡𝑡 + 45𝑢𝑢2𝑢𝑢𝑥𝑥 − 15𝑢𝑢𝑥𝑥𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 15𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

şeklindeki Sawada Kotera denklemini Hirota bilineer formunda yazalım. 

 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙)𝑥𝑥𝑥𝑥     dönüşümü yapılırsa  

    𝑢𝑢𝑥𝑥 = −2�
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓

−
3𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓2 +

2𝑓𝑓𝑥𝑥
3

𝑓𝑓3 � 
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    𝑢𝑢𝑡𝑡 = −2�
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓

−
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓𝑡𝑡
𝑓𝑓2 −

2𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓2 +

2𝑓𝑓𝑥𝑥2𝑓𝑓𝑡𝑡
𝑓𝑓3 � 

  𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = −2�
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓

−
4𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓2 −

3𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝑓𝑓2 +
12𝑓𝑓𝑥𝑥2𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓3 −

6𝑓𝑓𝑥𝑥4

𝑓𝑓4 �  

𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −2�
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓

−
5𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓2 −

10𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓2 +

20𝑓𝑓𝑥𝑥2𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓3 +

30𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥2 𝑓𝑓𝑥𝑥
𝑓𝑓3 −

60𝑓𝑓𝑥𝑥
3𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑓𝑓4

+
24𝑓𝑓𝑥𝑥5

𝑓𝑓5
� 

𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = −2�
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑓𝑓
−

7𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓2 −

21𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓2 +

42𝑓𝑓𝑥𝑥2𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓3 −

35𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑓𝑓2

+
210𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑓𝑓3 −
210𝑓𝑓𝑥𝑥3𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑓𝑓4 +
140𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥2 𝑓𝑓𝑥𝑥

𝑓𝑓3 +
210𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥2 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑓𝑓3

−
1260𝑓𝑓𝑥𝑥2𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑓𝑓4 +
840𝑓𝑓𝑥𝑥4𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑓𝑓5 −
630𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥3 𝑓𝑓𝑥𝑥

𝑓𝑓4 +
2520𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥3 𝑓𝑓𝑥𝑥

𝑓𝑓4 +
2520𝑓𝑓𝑥𝑥3𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥2

𝑓𝑓5

−
2520𝑓𝑓𝑥𝑥5𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑓𝑓6 +
720𝑓𝑓𝑥𝑥7

𝑓𝑓7 � 

elde edilir. 

Bunları Sawada Kotera denkleminde yerine yazarsak  

 

−𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓 + 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑡𝑡 − 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓 + 6𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑥𝑥 − 15𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 + 20𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 15𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
+ 6𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑥𝑥 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

 

bulunur. Buradan 

𝐷𝐷𝑥𝑥𝐷𝐷𝑡𝑡(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = 2(𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑡𝑡) 

𝐷𝐷𝑥𝑥6(𝑓𝑓. 𝑓𝑓) = 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓 − 6𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑥𝑥 + 15𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 − 20𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 15𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
− 6𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑓𝑥𝑥  

     (𝐷𝐷𝑥𝑥𝐷𝐷𝑡𝑡 + 𝐷𝐷𝑥𝑥6)(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = 0 ⇒ 

𝐷𝐷𝑥𝑥(𝐷𝐷𝑡𝑡 + 𝐷𝐷𝑥𝑥5)(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = 0 

Hirota bilineer formu elde edilir. 

 

 4.3. Multi Soliton Çözümler 

Bu kısımda Hirota bilineer formuna pertürbasyon açılımı yapılarak lineer 
olmayan denklemin multi soliton çözümleri bulunmaya çalışılacaktır. 
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 4.3.1. Pertürbasyon Açılımı  

Kısmi diferansiyel denklemlerin genel formu 𝐹𝐹(𝑢𝑢,𝑢𝑢𝑥𝑥 ,𝑢𝑢𝑡𝑡 ,𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 ,𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 , … ) = 0 
şeklindedir. Hirota bilineer formu 𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓. 𝑓𝑓) = 0 olan 𝐹𝐹(𝑢𝑢,𝑢𝑢𝑥𝑥 ,𝑢𝑢𝑡𝑡 ,𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 ,𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 , … ) = 0 
biçimindeki lineer olmayan kısmi diferansiyel denkleme pertürbasyon açılımı yapılarak 
soliton çözümler bulunmaya çalışılır. Burada  

𝑓𝑓 = �𝜀𝜀𝑛𝑛𝑓𝑓𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=0

 

şeklinde tanımlanır. Bu açılımı multi soliton çözümlerinde kullanacağız. Denklemin 
multi soliton çözümlerini bulmak için pertürbasyon açılımını kullanıyoruz.  

𝑓𝑓 = �𝜀𝜀𝑛𝑛𝑓𝑓𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=0

= 𝑓𝑓0 + 𝜀𝜀𝑓𝑓1 + 𝜀𝜀2𝑓𝑓2 + ⋯ 

pertürbasyon açılımını ele alalım. Burada  𝜀𝜀 pertürbasyon parametresi 𝑓𝑓0 da sabit olup 
genellikle 1 alınır.  

𝑓𝑓.𝑓𝑓 = 1.1 + (𝑓𝑓1. 1 + 1.𝑓𝑓1)𝜀𝜀 + (𝑓𝑓2. 1 + 𝑓𝑓1.𝑓𝑓1 + 1.𝑓𝑓2)𝜀𝜀2

+ (𝑓𝑓3. 1 + 𝑓𝑓2.𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓1.𝑓𝑓2 + 1.𝑓𝑓3) + ⋯ 

olur. 

𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓. 𝑓𝑓) = 0 

olduğundan 

 𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = 𝑃𝑃(𝐷𝐷)(1.1) + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐷𝐷)(𝑓𝑓1. 1 + 1.𝑓𝑓1) + 𝜀𝜀2𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓2. 1 + 𝑓𝑓1.𝑓𝑓1 + 1.𝑓𝑓2) +
𝜀𝜀3𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓3. 1 + 𝑓𝑓2.𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓1.𝑓𝑓2 + 1.𝑓𝑓3) + ⋯ = 0 

 

burada 𝜀𝜀0, 𝜀𝜀1, 𝜀𝜀2, 𝜀𝜀3, … katsayıları sıfıra eşitlenirse 

 

 𝜀𝜀0:𝑃𝑃(𝐷𝐷)(1.1) = 0 

𝜀𝜀1:𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓1. 1 + 1.𝑓𝑓1) = 2𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓1. 1) = 0  

𝜀𝜀2: 2𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓2. 1) + 𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓1.𝑓𝑓1) = 0  

𝜀𝜀3: 2𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓3. 1) + 2𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓1. 𝑓𝑓2) = 0  

. 

. 

. 

𝜀𝜀𝑛𝑛 = 𝑃𝑃(𝐷𝐷)�∑ 𝑓𝑓𝑗𝑗 𝑓𝑓𝑛𝑛−𝑗𝑗𝑛𝑛
𝑗𝑗=0 � = 0 olur. 
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𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓1. 1 + 1.𝑓𝑓1) = 2𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓1. 1) = 2𝑃𝑃(𝜕𝜕)𝑓𝑓1 = 0 

dan bu denklemin çözümlerinden biri üstel gelecektir. 

𝛼𝛼𝑖𝑖 ,𝛽𝛽𝑖𝑖 , 𝛾𝛾𝑖𝑖 , … , 𝛿𝛿𝑖𝑖  sabit olmak üzere 𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖𝑦𝑦 + ⋯+ 𝛿𝛿𝑖𝑖  dır. 

 

Buradan, 

𝛼𝛼1,𝛽𝛽1, 𝛾𝛾1, … , 𝛿𝛿1 sabit ve 𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + 𝛽𝛽1𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1𝑦𝑦 + ⋯𝛿𝛿1 

𝑓𝑓1 = 𝑒𝑒𝜃𝜃1  olur. Aynı şekilde 𝑓𝑓2, 𝑓𝑓3, … ler de üstel olurlar. 

 

1- Soliton Çözüm (1SÇ): 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙)𝑥𝑥𝑥𝑥  

𝑓𝑓 = �𝜀𝜀𝑖𝑖𝑓𝑓𝑖𝑖

∞

𝑖𝑖=0

 

ve 

𝑓𝑓1 = �𝑒𝑒𝜃𝜃𝑖𝑖
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

olmak üzere 1-soliton çözüm için 𝑁𝑁 = 1 alınır. 

𝑓𝑓1 = 𝑒𝑒𝜃𝜃1 ,𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + 𝛽𝛽1𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1 olur. 𝑖𝑖 ≥ 2 için 𝑓𝑓𝑖𝑖 = 0 olur. Bu 𝜀𝜀𝑖𝑖  katsayısından 
dolayıdır. 

 

2𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓1. 1) = 2𝑃𝑃(𝐷𝐷)�𝑒𝑒𝜃𝜃1 . 1� = 2𝑃𝑃(𝜕𝜕)𝑒𝑒𝜃𝜃1 = 0 

𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓1.𝑓𝑓1) = 𝑃𝑃(𝐷𝐷)�𝑒𝑒𝜃𝜃1 . 𝑒𝑒𝜃𝜃1� 

                                                                   = 𝑃𝑃(𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼1,𝛽𝛽1 − 𝛽𝛽1)𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃1 = 0 

                                                                   = 𝑃𝑃(𝑝𝑝1) = 0 

 

𝜀𝜀 = 1 alınırsa 𝑓𝑓 = 1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1  olur.  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + 𝛽𝛽1𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1 olmak üzere denklemin 1-soliton 
çözümü  

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑈𝑈�1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1�  

biçimindedir. 
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2- Soliton Çözüm (2SÇ): 

𝑓𝑓1 = �𝑒𝑒𝜃𝜃𝑖𝑖
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

ise 𝑓𝑓1 = 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2   (𝑁𝑁 = 2) 

𝑓𝑓2 = � 𝐴𝐴(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
1≤𝑖𝑖≤𝑗𝑗≤𝑁𝑁

𝑒𝑒𝜃𝜃𝑖𝑖+𝜃𝜃𝑗𝑗  

𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖      𝑖𝑖 = 1,2 olmak üzere 𝑖𝑖 ≥ 3 için 𝑓𝑓𝑖𝑖 = 0 olur. Bu 𝜀𝜀𝑖𝑖  nin 
katsayısından ötürüdür. 

𝑓𝑓 = 1 + 𝜀𝜀𝑓𝑓1 + 𝜀𝜀2𝑓𝑓2 olur. 

𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = 0 dan  

𝑃𝑃(𝐷𝐷)(1.1) = 0 bulunur. 

𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓1. 1 + 1.𝑓𝑓1) = 2𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓1. 1) = 2𝑃𝑃(𝜕𝜕)�𝑒𝑒𝜃𝜃1 . 𝑒𝑒𝜃𝜃2� = 0 

𝑖𝑖 = 1,2 olmak üzere 𝑃𝑃(𝛼𝛼𝑖𝑖 ,𝛽𝛽𝑖𝑖 , 𝛾𝛾𝑖𝑖  ) = 𝑃𝑃(𝑝𝑝𝑖𝑖) = 0 olur. 

 𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓2. 1 + 𝑓𝑓1.𝑓𝑓1 + 1.𝑓𝑓2) = 2𝑃𝑃(𝜕𝜕)𝑓𝑓2 + 2𝑃𝑃(𝐷𝐷)�𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2� 

                                               = 2𝑃𝑃(𝜕𝜕)𝑓𝑓2 + 2𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2,𝛽𝛽1 − 𝛽𝛽2)𝑒𝑒𝜃𝜃1 . 𝑒𝑒𝜃𝜃2   

burada    𝑓𝑓2 = 𝐴𝐴12𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  formatındadır. 

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = −
𝑃𝑃�𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑝𝑝𝑗𝑗 �
𝑃𝑃�𝑝𝑝𝑖𝑖 + 𝑝𝑝𝑗𝑗 �

= �
𝛼𝛼𝑖𝑖 − 𝛼𝛼𝑗𝑗
𝛼𝛼𝑖𝑖 + 𝛼𝛼𝑗𝑗

�
2

 

dan     𝐴𝐴12 = −𝑃𝑃(𝑝𝑝1−𝑝𝑝2)
𝑃𝑃(𝑝𝑝1+𝑝𝑝2)

= �𝛼𝛼1−𝛼𝛼2
𝛼𝛼1+𝛼𝛼2

�
2

  dır. 

𝜀𝜀 = 1   alınır ve  𝑓𝑓2  de  𝑓𝑓 denkleminde yazılırsa  𝑓𝑓 = 1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2   
bulunur. Buradan ikinci soliton çözümü  

𝑢𝑢 = 𝑈𝑈�1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2�  biçimindedir. 

 

Örnek 4.3.1. 

𝑢𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 6𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥 = 0   

olan  KdV denkleminin 1-soliton ve 2-soliton çözümlerini bulalım. 

 

KdV denkleminin bilineer formu   

(𝐷𝐷𝑥𝑥𝐷𝐷𝑡𝑡 + 𝐷𝐷𝑥𝑥4)(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = 0 
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biçimindedir.  KdV denkleminin 1-soliton çözümü için 𝑁𝑁 = 1  alınırsa  𝑓𝑓1 = 𝑒𝑒𝜃𝜃1   olur. 
Pertürbasyon açılımından  𝑓𝑓 = 1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1  olduğunu biliyoruz.  

Burada  𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   den  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + 𝛽𝛽1𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1 olur. 

𝜀𝜀1: 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥
(1) + 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

(1) = 0 ⇒ 

(𝛼𝛼1𝛽𝛽1 + 𝛼𝛼1
4)𝑒𝑒𝜃𝜃1 = 0 ⇒ 

𝛼𝛼1(𝛽𝛽1 + 𝛼𝛼1
3) = 0 ⇒ 

𝛽𝛽1 = −𝛼𝛼1
3 olur. Burada  

𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 − 𝛼𝛼𝑖𝑖3𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   ve  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 − 𝛼𝛼1
3𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1  dır. 

𝑓𝑓 = 1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 = 1 + 𝑒𝑒𝛼𝛼1𝑥𝑥−𝛼𝛼1
3𝑡𝑡+𝛾𝛾1   elde edilir. 

𝑓𝑓𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1𝑒𝑒𝜃𝜃1  

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒𝜃𝜃1  

𝑓𝑓,𝑓𝑓𝑥𝑥 ,𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥   ifadeleri 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2�
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑥𝑥2

𝑓𝑓2 � 

de yazılır. 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2 �
𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1�1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1� − 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒2𝜃𝜃1

(1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 )2 � = −2
𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1

(1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 )2 = −2
𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1

1 + 2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒2𝜃𝜃1
 

                   

= −2
𝛼𝛼1

2

𝑒𝑒−𝜃𝜃1 + 2 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1
        

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1 =
𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒−𝜃𝜃1

2
 

ise  𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒−𝜃𝜃1 = 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1 olur. Bunu yerine yazarsak  

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2
𝛼𝛼1

2

2 + 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1
= −

𝛼𝛼1
2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1
= −

𝛼𝛼1
2

2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ2 𝜃𝜃1
2

 

= −
𝛼𝛼1

2

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ2 �

𝜃𝜃1

2 �
   

 

= −
𝛼𝛼1

2

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ2 �

𝛼𝛼1𝑥𝑥 − 𝛼𝛼1
3𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1

2
� 
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KdV denkleminin 1- soliton çözümü olur. 

KdV denkleminin 2-soliton çözümü için 𝑁𝑁 = 2  alınırsa  𝑓𝑓1 = 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2   olur. 

Burada  𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   den  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + 𝛽𝛽1𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1 ve 𝜃𝜃2 = 𝛼𝛼2𝑥𝑥 + 𝛽𝛽2𝑡𝑡 + 𝛾𝛾2 olur. 

𝛽𝛽𝑖𝑖 = −𝛼𝛼𝑖𝑖3 seçilirse; 

𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 − 𝛼𝛼𝑖𝑖3𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   olup  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 − 𝛼𝛼1
3𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1  ve 𝜃𝜃2 = 𝛼𝛼2𝑥𝑥 − 𝛼𝛼2

3𝑡𝑡 + 𝛾𝛾2  şeklindedir. 

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = �𝛼𝛼𝑖𝑖−𝛼𝛼𝑗𝑗
𝛼𝛼𝑖𝑖+𝛼𝛼𝑗𝑗

�
2
 den  𝐴𝐴12 = �𝛼𝛼1−𝛼𝛼2

𝛼𝛼1+𝛼𝛼2
�

2
 dir. 

2-soliton çözüm için 

𝑓𝑓 = 1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  

olduğunu biliyoruz. Buradan  

𝑓𝑓𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼2𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12(𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2)𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼2

2𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12(𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2)2𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  

𝑓𝑓,𝑓𝑓𝑥𝑥 ,𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥  ifadeleri 𝑢𝑢 = −2(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙)𝑥𝑥𝑥𝑥  dönüşümünde yazılırsa 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2
�𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼2
2𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12�𝛼𝛼2

2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒𝜃𝜃2�𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2 + 2(𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2)2𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2�

(1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2 )2  

2-soliton çözümü elde edilir. 

 

Örnek 4.3.2. (Sawada-Kotera Denklemi) [Sawada K., Kotera T., 1974] 

𝑢𝑢𝑡𝑡 + 45𝑢𝑢2𝑢𝑢𝑥𝑥 − 15𝑢𝑢𝑥𝑥𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 15𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

şeklindeki Sawada Kotera denkleminin 1-soliton ve 2-soliton çözümlerini bulalım. 

 

Sawada Kotera denkleminin bilineer formu   

(𝐷𝐷𝑥𝑥𝐷𝐷𝑡𝑡 + 𝐷𝐷𝑥𝑥6)(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = 0 

biçimindedir.  Sawada Kotera denkleminin 1-soliton çözümü için 𝑁𝑁 = 1  alınırsa  
𝑓𝑓1 = 𝑒𝑒𝜃𝜃1   olur. Pertürbasyon açılımından  𝑓𝑓 = 1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1  olduğunu biliyoruz.  

Burada  𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   den  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + 𝛽𝛽1𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1 olur. 

𝜀𝜀1: 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥
(1) + 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

(1) = 0 ⇒ 
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(𝛼𝛼1𝛽𝛽1 + 𝛼𝛼1
6)𝑒𝑒𝜃𝜃1 = 0 ⇒ 

𝛼𝛼1(𝛽𝛽1 + 𝛼𝛼1
5) = 0 ⇒ 

𝛽𝛽1 = −𝛼𝛼1
5 olur. Burada  

 

𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 − 𝛼𝛼𝑖𝑖5𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   ve  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 − 𝛼𝛼1
5𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1  dır. 

𝑓𝑓 = 1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 = 1 + 𝑒𝑒𝛼𝛼1𝑥𝑥−𝛼𝛼1
5𝑡𝑡+𝛾𝛾1   elde edilir. 

𝑓𝑓𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1𝑒𝑒𝜃𝜃1  

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒𝜃𝜃1   

𝑓𝑓,𝑓𝑓𝑥𝑥 ,𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥   ifadeleri 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2�
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑥𝑥

2

𝑓𝑓2 � 

de yazılır. 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2 �
𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1�1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1� − 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒2𝜃𝜃1

(1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 )2 � = −2
𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1

(1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 )2 = −2
𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1

1 + 2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒2𝜃𝜃1
 

                   

= −2
𝛼𝛼1

2

𝑒𝑒−𝜃𝜃1 + 2 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1
           

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1 =
𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒−𝜃𝜃1

2
 

ise  𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒−𝜃𝜃1 = 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1 olur. Bunu yerine yazarsak  

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2
𝛼𝛼1

2

2 + 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1
= −

𝛼𝛼1
2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1
= −

𝛼𝛼1
2

2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ2 𝜃𝜃1
2

 

= −
𝛼𝛼1

2

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ2 �

𝜃𝜃1

2 �
 

= −
𝛼𝛼1

2

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ2 �

𝛼𝛼1𝑥𝑥 − 𝛼𝛼1
5𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1

2
� 

Sawada Kotera denkleminin 1- soliton çözümü olur. 

Sawada Kotera denkleminin 2-soliton çözümü için 𝑁𝑁 = 2  alınırsa  𝑓𝑓1 = 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2   
olur. 

Burada  𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   den  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + 𝛽𝛽1𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1 ve 𝜃𝜃2 = 𝛼𝛼2𝑥𝑥 + 𝛽𝛽2𝑡𝑡 + 𝛾𝛾2 olur. 
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𝛽𝛽𝑖𝑖 = −𝛼𝛼𝑖𝑖5 seçilirse; 

𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 − 𝛼𝛼𝑖𝑖5𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   olup  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 − 𝛼𝛼1
5𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1  ve 𝜃𝜃2 = 𝛼𝛼2𝑥𝑥 − 𝛼𝛼2

5𝑡𝑡 + 𝛾𝛾2  
şeklindedir. 

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = �𝛼𝛼𝑖𝑖−𝛼𝛼𝑗𝑗
𝛼𝛼𝑖𝑖+𝛼𝛼𝑗𝑗

�
2
 den  𝐴𝐴12 = �𝛼𝛼1−𝛼𝛼2

𝛼𝛼1+𝛼𝛼2
�

2
 dir. 

2-soliton çözüm için 

𝑓𝑓 = 1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  

olduğunu biliyoruz. Buradan  

𝑓𝑓𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼2𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12(𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2)𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼2

2𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12(𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2)2𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  

𝑓𝑓,𝑓𝑓𝑥𝑥 ,𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥  ifadeleri 𝑢𝑢 = −2(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙)𝑥𝑥𝑥𝑥  dönüşümünde yazılırsa 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2
�𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼2
2𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12�𝛼𝛼2

2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒𝜃𝜃2�𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2 + 2(𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2)2𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2�

(1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2 )2  

2-soliton çözümü elde edilir. 

 

Örnek 4.3.3. (Boussinesq Denklemi) [Boussinesq J., 1871] 

𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 3(𝑢𝑢2)𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 

şeklindeki Boussinesq denkleminin 1-soliton ve 2-soliton çözümünü bulalım. 

 

Boussinesq denkleminin bilineer formu   

�𝐷𝐷𝑡𝑡2 − 𝐷𝐷𝑥𝑥2 − 𝐷𝐷𝑥𝑥4�(𝑓𝑓. 𝑓𝑓) = 0 

biçimindedir.  Boussinesq denkleminin 1-soliton çözümü için 𝑁𝑁 = 1  alınırsa  𝑓𝑓1 = 𝑒𝑒𝜃𝜃1   
olur. Pertürbasyon açılımından  𝑓𝑓 = 1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1  olduğunu biliyoruz.  

Burada  𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   den  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + 𝛽𝛽1𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1 olur. 

𝜀𝜀1: 𝑓𝑓𝑡𝑡𝑡𝑡
(1) − 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥

(1)−𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
(1) = 0 ⇒ 

(𝛽𝛽1
2 − 𝛼𝛼1

2 − 𝛼𝛼1
4)𝑒𝑒𝜃𝜃1 = 0 ⇒ 

𝛽𝛽1 = �𝛼𝛼1
2 + 𝛼𝛼1

4 olur. Burada  

𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 + �𝛼𝛼𝑖𝑖2 + 𝛼𝛼𝑖𝑖4𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   ve  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + �𝛼𝛼1
2 + 𝛼𝛼1

4𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1  dır. 
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𝑓𝑓 = 1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 = 1 + 𝑒𝑒𝛼𝛼1𝑥𝑥+�𝛼𝛼1
2+𝛼𝛼1

4𝑡𝑡+𝛾𝛾1   elde edilir. 

𝑓𝑓𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1𝑒𝑒𝜃𝜃1  

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒𝜃𝜃1   

𝑓𝑓,𝑓𝑓𝑥𝑥 ,𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥   ifadeleri 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2�
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑥𝑥

2

𝑓𝑓2 � 

de yazılır. 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2 �
𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1�1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1� − 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒2𝜃𝜃1

(1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 )2 � = −2
𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1

(1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 )2 = −2
𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1

1 + 2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒2𝜃𝜃1
 

                   

= −2
𝛼𝛼1

2

𝑒𝑒−𝜃𝜃1 + 2 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1
            

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1 =
𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒−𝜃𝜃1

2
 

ise  𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒−𝜃𝜃1 = 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1 olur. Bunu yerine yazarsak  

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2
𝛼𝛼1

2

2 + 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1
= −

𝛼𝛼1
2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1
= −

𝛼𝛼1
2

2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ2 𝜃𝜃1
2

 

= −
𝛼𝛼1

2

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ2 �

𝜃𝜃1

2 �
 

= −
𝛼𝛼1

2

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ2 �

𝛼𝛼1𝑥𝑥 + �𝛼𝛼1
2 + 𝛼𝛼1

4𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1

2 � 

Boussinesq denkleminin 1- soliton çözümü olur. 

Boussinesq denkleminin 2-soliton çözümü için 𝑁𝑁 = 2  alınırsa  𝑓𝑓1 = 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2   olur. 

Burada  𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   den  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + 𝛽𝛽1𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1 ve 𝜃𝜃2 = 𝛼𝛼2𝑥𝑥 + 𝛽𝛽2𝑡𝑡 + 𝛾𝛾2 olur. 

𝛽𝛽𝑖𝑖 = �𝛼𝛼𝑖𝑖2 + 𝛼𝛼𝑖𝑖4 seçilirse; 

𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 + �𝛼𝛼𝑖𝑖2 + 𝛼𝛼𝑖𝑖4𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   olup  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + �𝛼𝛼1
2 + 𝛼𝛼1

4𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1  ve  

𝜃𝜃2 = 𝛼𝛼2𝑥𝑥 + �𝛼𝛼2
2 + 𝛼𝛼2

4𝑡𝑡 + 𝛾𝛾2  şeklindedir. 
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Mehmet KURKUT 
 

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = �𝛼𝛼𝑖𝑖−𝛼𝛼𝑗𝑗
𝛼𝛼𝑖𝑖+𝛼𝛼𝑗𝑗

�
2
 den  𝐴𝐴12 = �𝛼𝛼1−𝛼𝛼2

𝛼𝛼1+𝛼𝛼2
�

2
 dir. 

2-soliton çözüm için 

𝑓𝑓 = 1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  

olduğunu biliyoruz. Buradan  

𝑓𝑓𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼2𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12(𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2)𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼2

2𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12(𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2)2𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  

𝑓𝑓,𝑓𝑓𝑥𝑥 ,𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥  ifadeleri 𝑢𝑢 = −2(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙)𝑥𝑥𝑥𝑥  dönüşümünde yazılırsa 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2
�𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼2
2𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12�𝛼𝛼2

2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒𝜃𝜃2�𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2 + 2(𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2)2𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2�

(1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2 )2  

2-soliton çözümü elde edilir. 

 

Örnek 4.3.4. ( The Kadomtsev - Petviashivili (KP) Denklemi )  

(𝑢𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 6𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥)𝑥𝑥 + 3𝑢𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

şeklindeki KP denkleminin 1- soliton ve 2- soliton çözümünü elde ediniz. 

Çözüm 4.3.4. 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡,𝑦𝑦) = −2(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙)𝑥𝑥𝑥𝑥    dönüşümü kullanılırsa KP denkleminin bilineer 
formu 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑡𝑡 + 3𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 4𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 3𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦 𝑓𝑓 − 3𝑓𝑓𝑦𝑦

2 = 0 

Buna Hirota Bilineer formu uygulanırsa 

𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = �𝐷𝐷𝑥𝑥4 + 𝐷𝐷𝑥𝑥𝐷𝐷𝑡𝑡 + 3𝐷𝐷𝑦𝑦2�(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = 0   

elde edilir. 

Hirota pertürbasyon açılımı  

𝑓𝑓 = ∑ 𝜀𝜀𝑛𝑛𝑓𝑓𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=0 = 𝑓𝑓0 + 𝜀𝜀𝑓𝑓1 + 𝜀𝜀2𝑓𝑓2 + ⋯   

şeklindedir. 

 𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓.𝑓𝑓) = 𝑃𝑃(𝐷𝐷)(1.1) + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐷𝐷)(𝑓𝑓1. 1 + 1.𝑓𝑓1) + 𝜀𝜀2𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓2. 1 + 𝑓𝑓1.𝑓𝑓1 + 1.𝑓𝑓2) +
𝜀𝜀3𝑃𝑃(𝐷𝐷)(𝑓𝑓3. 1 + 𝑓𝑓2.𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓1.𝑓𝑓2 + 1.𝑓𝑓3) + ⋯ = 0 

1-soliton çözümü için 𝑁𝑁 = 1  alınırsa  𝑓𝑓1 = 𝑒𝑒𝜃𝜃1   olur. Pertürbasyon açılımından  
𝑓𝑓 = 1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1  olduğunu biliyoruz.  

Burada  𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖𝑦𝑦 + 𝑘𝑘𝑖𝑖   den  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + 𝛽𝛽1𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1𝑦𝑦 + 𝑘𝑘1 olur. 

𝜀𝜀1: 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥
(1) + 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

(1) + 3𝑓𝑓𝑦𝑦𝑦𝑦
(1) = 0 ⇒ 
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(𝛼𝛼1𝛽𝛽1 + 𝛼𝛼1
4 + 3𝛾𝛾1

2)𝑒𝑒𝜃𝜃1 = 0 ⇒ 

𝛽𝛽1 = −𝛼𝛼1
4+3𝛾𝛾1

2

𝛼𝛼1
  olur. 

𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖𝑦𝑦 + 𝑘𝑘𝑖𝑖  ve 𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 −
𝛼𝛼1

4+3𝛾𝛾1
2

𝛼𝛼1
𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1𝑦𝑦 + 𝑘𝑘1 dır. 

𝑓𝑓 = 1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 = 1 + 𝑒𝑒𝛼𝛼1𝑥𝑥−
𝛼𝛼1

4+3𝛾𝛾1
2

𝛼𝛼1
𝑡𝑡+𝛾𝛾1𝑦𝑦+𝑘𝑘1  elde edilir. 

𝑓𝑓𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1𝑒𝑒𝜃𝜃1  

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒𝜃𝜃1   

𝑓𝑓,𝑓𝑓𝑥𝑥 ,𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥   ifadeleri 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2�
𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑥𝑥2

𝑓𝑓2 � 

de yazılır. 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2 �
𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1�1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1� − 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒2𝜃𝜃1

(1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 )2 � = −2
𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1

(1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 )2 = −2
𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1

1 + 2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒2𝜃𝜃1
 

                   

= −2
𝛼𝛼1

2

𝑒𝑒−𝜃𝜃1 + 2 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1
           

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1 =
𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒−𝜃𝜃1

2
 

ise  𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒−𝜃𝜃1 = 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1 olur. Bunu yerine yazarsak  

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2
𝛼𝛼1

2

2 + 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1
= −

𝛼𝛼1
2

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝜃𝜃1
= −

𝛼𝛼1
2

2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ2 𝜃𝜃1
2

 

= −
𝛼𝛼1

2

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ2 �

𝜃𝜃1

2 �
 

= −
𝛼𝛼1

2

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ2 �

𝛼𝛼1𝑥𝑥 + 𝛽𝛽1𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1𝑦𝑦 + 𝑘𝑘1

2 � 

KP denkleminin bir soliton çözümü olur. 

KdV denkleminin 2-soliton çözümü için 𝑁𝑁 = 2  alınırsa  𝑓𝑓1 = 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2   olur. 

Burada  𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   den  𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + 𝛽𝛽1𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1 ve 𝜃𝜃2 = 𝛼𝛼2𝑥𝑥 + 𝛽𝛽2𝑡𝑡 + 𝛾𝛾2 olur. 
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𝛽𝛽𝑖𝑖 = −𝛼𝛼𝑖𝑖
4+3𝛾𝛾𝑖𝑖

2

𝛼𝛼𝑖𝑖
 seçilirse; 

𝜃𝜃𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑖𝑖𝑥𝑥 −
𝛼𝛼𝑖𝑖

4+3𝛾𝛾𝑖𝑖
2

𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑡𝑡 + 𝛾𝛾𝑖𝑖   olup 

 𝜃𝜃1 = 𝛼𝛼1𝑥𝑥 −
𝛼𝛼1

4+3𝛾𝛾1
2

𝛼𝛼1
𝑡𝑡 + 𝛾𝛾1𝑦𝑦 + 𝑘𝑘1   ve 𝜃𝜃2 = 𝛼𝛼2𝑥𝑥 −

𝛼𝛼2
4+3𝛾𝛾2

2

𝛼𝛼2
𝑡𝑡 + 𝛾𝛾2𝑦𝑦 + 𝑘𝑘2  şeklindedir. 

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = �𝛼𝛼𝑖𝑖−𝛼𝛼𝑗𝑗
𝛼𝛼𝑖𝑖+𝛼𝛼𝑗𝑗

�
2
 den  𝐴𝐴12 = �𝛼𝛼1−𝛼𝛼2

𝛼𝛼1+𝛼𝛼2
�

2
 dir. 

2-soliton çözüm için 

𝑓𝑓 = 1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  

olduğunu biliyoruz. Buradan  

𝑓𝑓𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼2𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12(𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2)𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼2

2𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12(𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2)2𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2  

𝑓𝑓,𝑓𝑓𝑥𝑥 ,𝑓𝑓𝑥𝑥𝑥𝑥  ifadeleri 𝑢𝑢 = −2(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙)𝑥𝑥𝑥𝑥  dönüşümünde yazılırsa 

 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −2
�𝛼𝛼1

2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼2
2𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12�𝛼𝛼2

2𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝛼𝛼1
2𝑒𝑒𝜃𝜃2�𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2 + 2(𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2)2𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2�

(1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃1 + 𝑒𝑒𝜃𝜃2 + 𝐴𝐴12𝑒𝑒𝜃𝜃1+𝜃𝜃2 )2  

2-soliton çözümü elde edilir. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 
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 5. TARTIŞMA SONUÇ 

 Bu tez çalışmasında lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemlere uygun bir 
dönüşüm yapılarak Hirota Bilineer forma getirildikten sonra bu yöntemle KdV 
denklemi, Boussinesq denklemi, Sawada-Kotera denklemi ve Kadomtsev-Petviashvilli 
denklemlerinin 1. ve 2. soliton çözümleri yapılmıştır. 

Bu yöntemle lineer olmayan diğer kısmi diferansiyel denklemlerin 1., 2., …, N. soliton 
çözümleri başka bir tez konusu olarak çalışılabilir. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 
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