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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi
NORMALIZE EDILMIS HIPER-BESSEL FONKSIYONLARININ

BAZI GEOMETRIK OZELLIiKLERIi

Osman KARA
Agr1 ibrahim Cegen Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danmisman: Dog. Dr. Evrim TOKLU

Bu tez calismasmin giris boliimiinde Geometrik fonksiyonlar teorisinin tarihsel
gelisiminden ve Bieberbach tahmininden bahsedilmistir. Kuramsal temeller basligi
altinda tezde kullanilan temel tanim, kavram ve teoremlere yer verilmistir. Materyal
ve Yontem adli kisimda subordinasyon, Lemniskat yildizillik, Lemniskat konvekslik,
Janowski yildizillik, Janowski konvekslik ve Hiper-Bessel fonksiyonlarina yer
verilmistir. Son bolim olan Bulgular kisminda normalize edilmis Hiper-Bessel
fonksiyonunun Lemniskat yildizillik, Lemniskat konvekslik, Janowski yildizillik ve

Janowski konvekslik yarigaplar i¢in esitsizlikler elde edilmistir.

2022, 53 sayfa

Anahtar sozciikler: Hiper-Bessel fonksiyonu, Bernoulli Lemniskat yildizillik ve
Bernoulli Lemniskat konvekslik yaricaplari, Janowski yildizillik ve Janowski

konvekslik yaricaplart.
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

SOME GEOMETRIC PROPERTIES OF NORMALIZED HYPER-
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In the introduction of this thesis, the historical development of the theory of
geometric functions and Bieberbach's estimation are mentioned. Under the title of
theoretical foundations, the basic definitions, concepts and theorems used in the thesis
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starlikeness, Lemniskat convexity, Janowski starlikeness, Janowski convexity and
Hipper-Bessel functions are included. In the last section Findings, inequalities are
obtained for the radii of Lemniscate starlikes, Lemniscate convexity, Janowski

starlikeness and Janowski convexity of the normalized Hyper-Bessel function.
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TESEKKUR
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tamamlanabilmesi i¢in bana her tiirlii destegi sunan ¢ok degerli danisman hocam Sayin

Dog. Dr. Evrim TOKLU ’ya tesekkiirlerimi ve siikranlarim1 sunarim.

Egitim hayatimin tiim siireclerinde her tiirlii destekleriyle beni hi¢ yalniz
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1. GIRiS

Analitik fonksiyonlarin geometrik ozelliklerinin ele alindigi geometrik
fonksiyonlar teorisi kompleks analizin en 6nemli inceleme alanlarindan birisidir.
Geometrik fonksiyonlar teorisi 1851 yilinda Riemann’in doktora tezinde ifade ettigi ve
literatlirde ‘‘ Riemann Doniigiim Teoremi *’ olarak bilinen teoremi ile ortaya ¢ikmustir.
Ancak Riemann’in verdigi ispatta bazi bosluklarin bulunmasi bu teoremin éneminin
anlasilmasindaki en biiyilik engel olmustur. Bu teoremin tam ispat1 1912 yilinda iinlii
matematik¢iler Keobe ve Caratheodory tarafindan birbirlerinden bagimsiz olarak
verilmistir. Riemann Doniisiim Teoremi “D # C olmak iizere, zy € D, f(zy) = 0 ve
f'(z9) > 0 olmak tizere, D bolgesini D = {z: |z| < 1} birim diskine resmeden D de
analitik ve tinivalent bir tek f fonksiyonu vardir” seklinde ifade edilebilir. Riemann
Doniisiim Teoremi keyfi basit baglantili bir D bolgesinin D birim diski ile yer
degistirebilmesine olanak saglamakta olup bu durum bir¢cok problemin ¢oziimiinii
olduk¢a kolaylagtirmistir. Ayrica 1914 yilinda Gronwall tarafindan alan teoreminin
ifade ve ispat edilmesi, 1916 yilinda Bieberbach tarafindan f(0) =0ve f'(0) =1
kosullar1 ile normalize edilmis ve D birim diskinde tinivalent fonksiyonlar i¢in verdigi
katsay1 tahmini ile geometrik fonksiyonlar teorisi matematigin bir ¢ok alaninda
kendisine uygulama alan1 bulmus ve tinivalent fonksiyonlar teorisinin ortaya ¢ikmasina
vesile olmustur. Tamda bu noktada, bu ¢aligmamizda olduk¢a 6nemli bir yere sahip
olan iinivalent fonksiyonlar teorisinin tarihsel gelisimi hakkinda bazi hatirlatmalar
yapmak oldukga faydali olacaktir. Bilindigi lizere; z;,z, € D olmak iizere f(z;) =
f(z;) olmasi z; = z, olmasim gerektiriyorsa bu f fonksiyonunun D bolgesinde
tinivalent (veya yalinkat) oldugu sdylenir. Daha 6nce ifade etigimiz Riemann doniisiim
teoreminden istifade ederek tanimdaki D bolgesi yerine D birim diskini almamizda
herhangi bir sakinca olmayacagi gibi bircok kolayliklar saglayacagi iyi bilinen bir
gercektir. Bu durumda, bir iinivalent fonksiyonu geometrik olarak su sekilde
yorumlamak miimkiindiir: Eger bir f(z) fonksiyonu D birim diskini f( D ) goriintii

bolgesi lizerine birebir resmediyorsa bu f(z) fonksiyonunun D birim diskinde



tinivalent oldugu sdylenir. Esasen biz D birim diskinde analitik (regular ya da
holomorf) olan fonksiyonlarla ilgilenecegiz. Yani bir f(z) fonksiyonunun iinivalent
olmast bu fonksiyonun analitik olmasin1 beraberinde getirecektir. Bu calismamiz
boyunca f(0) = f'(0) — 1 = 0 kosullar1 ile normalize edilmis ve D birim diskinde
analitik fonksiyonlarin smifin1 A ile gosterecegiz. Kolaylikla goriilebilecegi lizere A

siifindaki bir f(z) fonksiyonu

f(z)=Z+a222+a3z3+---=z+2anz” (1.1)

n=2

seklinde bir seri agilimina sahiptir. Ayrica D birim diskinde analitik ve tinivalent
fonksiyonlarin sinifin1 § ile gosterecegiz. Tiim bu agiklamalar 15181inda § € A oldugu
asikardir. (1.1) deki seri agilimina sahip normalize edilmis tinivalent fonksiyonlarin &
sinifindaki her bir f(z) fonksiyonu i¢in |a,| < 4,, (n = 2) olacak bi¢cimde bir 4,
smirmin - varligmin 1909 yilinda Keobe tarafindan gosterilmesi ile iinivalent
fonksiyonlar teorisi yirminci yiizyilin baglarinda sekillenmeye baslamistir. Ardindan
Alman matematik¢i Ludwig Bieberbach tarafindan 1916 yilinda (1.1) deki gibi §

siifina ait bir f(z) fonksiyonu igin,
la ) <n, (n22) (1.2)

olarak verilen, literatiirde ‘* Bieberbach Tahmini’’ olarak bilinen, bu katsay1 problemi
tizerinde bircok matematik¢i kafa yormustur. Bu katsay1 probleminin n = 2 i¢in (yani
la,| < 2) dogrulugu yine Bieberbach tarafindan 1916 yilinda ispatlanmistir. Ayrica
1917 yilinda Loewner konveks fonksiyonlar i¢in |a,| < 1 oldugunu, 1920 yilinda
Nevanlinna yildizil fonksiyonlar igin |a,| < n oldugunu, 1923 yilinda Loewner §

smifindaki fonksiyonlar igin |a;| < 3 oldugunu, 1925 yilinda Littelwood |a,| < e.n



oldugunu, 1955 yilinda Reade konvekse yakin (close-to-convex) fonksiyonlar i¢in
la,| < n oldugunu, 1955 yilinda Garabedian ve Schiffer |a,| < 4 oldugunu, 1968
yilinda Pederson ve Ozawa Grunsky esitsizliklerini kullanarak birbirlerinden bagimsiz
olarak |ag| < 6 oldugunu ve 1972 yilinda Pederson ve Schiffer |as| < 5 oldugunu
gostermislerdir. Bircok matematik¢iyi yaklasik yetmis yi1l mesgul eden bu problem
nihayet 1985-1986 yillarina dogru Louis de Branges tarafindan hiper geometrik
fonksiyonlar ve Loewner teorisi kullanilarak ispatlanmistir. Bu problemin ¢oziimiinde
kullanilan yontem farkli problemlerin ortaya c¢ikmasina vesile olmus ve iinivalent

fonksiyonlar teorisi bu problemlerle daha da zenginlik kazanmaistir.

Branges’in Bieberbach tahmininin ispatinda hiper geometrik fonksiyonlari
kullanmas1 ve hiper geometrik fonksiyonlarin baska bazi problemlerin ¢oziimiinde
kullanilmaya baglanmasi bircok matematik¢inin hiper geometrik fonksiyonlarin

geometrik 6zellikleri lizerinde ¢alismalar yapmasina vesile olmustur.

Bilindigi iizere, a, b,c € Cve c # 0,—1,—2 ... olmak iizere

n b n n
,F1(a,b;c;z) = %Zn—!,

n=2

lz]| <1 (1.3)

fonksiyonu  z(1—-2)w"(2)+(c—(a+ b+ 1)z)w'(z) —abw(z) =0 ikinci
mertebeden hipergeometrik diferansiyel denklemin 6zel bir ¢6ziimii olmasi sebebiyle
bu fonksiyon Gauss hipergeometrik fonksiyonu olarak adlandirilir. Bu fonksiyonun
Ozelliklerini ilk defa B. Riemann, E.E. Kummer, L. Fuchs, H.A. Schwarz ve F. Klein
ele alip incelemislerdir. Ayrica, 1961 yilinda W.T. Scott ve E.P. Merkes tarafindan bu
fonksiyonun {inivalentligi ve yildizillig1 siirekli kesirler kullanilarak incelenmistir.
1984 yilinda D.B. Shaffer ve B.C. Carlson hipergeometrik fonksiyonlar siifinin
mertebeden yildizillik ve a mertebeden konveks siniflarini tanitmigstir. 1986 yilinda V.

Singh ve S. Ruscheweyh ¢ >0, c=a+ 1 ve —1 < pb < 1 + pa kosullar1 altinda



z = zF (a, b; ¢; pz) fonksiyonunun yildizillik mertebesini bulmustur. 1993 yilinda H.
Silverman Gauss hipergeometrik fonksiyonunun yildizilligin1 ve konveksligini

incelemistir.

Bilindigi iizere, ¢cogu 0zel fonksiyon hipergeometrik fonksiyonlarin 6zel
halleridir. Ik defa 1732 yilinda D. Bernoulli tarafindan ele alinan ancak adini F.W.
Bessel (1734-1846) den alan Bessel fonksiyonu da hipergeometrik fonksiyonlarin 6zel
bir halidir. Bessel fonksiyonlarinin geometrik 6zellikleri bir¢ok matematikgi tarafindan
irdelemistir. i1k kez 1960 tarihlerde R.K. Brown tarafindan Bessel fonksiyonlarmin
tinivalentligi arastirilmistir. Ayni tarihlerde E. Kreyszig ve J. Todd tarafindan Bessel
fonksiyonlarin tiinivalentlik yarigap: elde edilmistir. V. Selinger, 1995 yilinda

normalize edilmis Bessel fonksiyonlarinin geometrik 6zelliklerini incelemistir.

Son zamanlarda ilgileri lizerine ¢ekmis olan 6zel fonksiyonlarin geometrik
ozellikleri lizerine yazilan bazi ¢aligmalar su sekilde listelenebilir: (Baricz et al. 2014;
Baricz and Szasz 2014; Baricz and Szasz 2015; Baricz et al. 2016; Baricz et al. 2017,
Baricz et al. 2018; Aktas et al. 2017a, 2017b; Baricz and Nemes 2021; Toklu et al.
2018; Toklu and Karagoz 2020; Toklu 2019).

Bu caligmada, yukarida listelenen 6zel fonksiyonlarin geometrik 6zellikleri
lizerine yapilan c¢aligmalardan motive olarak, normalize edilmis hiper-Bessel
fonksiyonlarimin Lemniskat y1ldizillik ve konvekslik yarigaplari ile Janowski yildizillik

ve konvekslik yaricaplar1 incelenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1. Temel Kavramlar

Bu béliimde tezin sonuglarini olustururken siklikla kullanacagimiz bazi temel

tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tanim 2.1.1: (e-Komsulugu) C karmasik sayilar kiimesi olsun. z5 e C ve 0 <
€ olmak tizere D(z,;¢) = {zeC: |z — z,| < €} kiimesine z, noktasinin &- komsulugu
denir. D(z,; €) kiimesi z, merkezli ve € yarigapli gemberin i¢idir. Bu ayn1 zamanda C
de bir disk anlamina da gelir. D(zy;e) ={z € C:|z—zy)| <&} kiimesine
zo merkezli ve € yarigaph kapali disk, D(z,; ¢) — {z,} kiimesine ise z, noktasinin

delinmis e- komsulugu denir.

Tamim 2.1.2: (i¢c Nokta) Ac C herhangi bir kiime ve z,eA olsun. z,
noktasinin bir € komsulugu tamamen A kiimesinde kaliyorsa, baska bir deyisle,
D(zy; €) < A olacak bigimde bir € > 0 sayis1 varsa z, noktasina A kiimesinin bir i¢
noktasi denir. A kiimesinin biitiin i¢ noktalarinin kiimesi A kiimesinin ig¢i olarak

adlandirilir.

Tanim 2.1.3: (Acik ve Kapah kiime) Her noktasi i¢ nokta olan kiimeye ac¢ik

kiime, tiimleyeni ac¢ik olan kiimeye ise kapal1 kiime denir.

Tamm 2.1.4: (Yigilma Noktasi) A — C olsun. A bos kiimeden farkli verilsin.
z, noktasimin her D(z,, ) komsulugunda, A kiimesinin z, dan farkli bir z noktasi

varsa z, noktasina A kiimesinin yi1gilma noktas1 denir.

Tamm 2.1.5: (Baglantih Kiime) A — C herhangi bir kiime olsun. A kiimesi
bostan farkli, ayrik iki a¢ik kiimenin birlesimi olarak yazilamiyorsa, bu kiimeye

baglantilidir denir. Yani, ANU # ¢, ANV = p,AcUNV,ANUNV= ¢ olacak



sekilde U ve V acik kiimeleri bulunamiyorsa, A kiimesi baglantilidir. Baglantili

olmayan kiimeye baglantisizdir denir (Bagkan 2000).

Tanim 2.1.6: (Karmasik Fonksiyon) 4, C nin herhangi bir alt kiimesi olsun.
Her z € A elemanina belli bir f(z) € C elemanini karsilik getiren kurala karmasik

fonksiyon denir. f: A = C, w = f(z) seklinde ifade edilir.

Tanim 2.1.7: (Fonksiyon Limiti) A c C olmak iizere f: A — C fonksiyonu
verilsin. z, € C, A kiimesinin bir y1§ilma noktasi ve bir wy sayisi verilsin. Her € > 0
ve 0 < |z —zy| < § sartin1 saglayan her z € A i¢in |f(z) — wy| < € olacak sekilde bir

=96 (zo,s) > 0 sayis1 varsa f nin z, deki limiti w, dir denir ve lim f(z) = wy ile
Z—DZg

gosterilir.

Tamm 2.1.8: (Siireklilik) A — C olmak tizere f: A — C bir fonksiyon ve z, €
A olsun. Her € >0 igin f(A N D(z,8)) c D(f(2p,€)) olacak sekilde bir § =
6 (ZO'S) > 0 sayis1 varsa f(z) fonksiyonu z, noktasinda siireklidir denir (Baskan

2000).

Tamm 2.1.9: (Ara Deger Teoremi) f fonksiyonu [a, b] kapali araliginda
stirekli ve f(a) # f(b) olsun.f(a) ve f(b) arasindaki her k degeri i¢in f(c) =k
olacak sekilde en az bir ¢ € (a, b) vardir (Kadioglu ve Kamali 2013).

Tamm 2.1.10: (Yakinsakhik) karmagik sayilarin bir (z,) dizisi ve z; € C
verilsin. Her € > 0 sayistiginn > n, oldugunda |z, — z,| < € olacak sekilde bir n,

dogal sayist varsa, bu dizi z, karmasik sayisina yakinsiyor denir ve limz, = z,

seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.11: (Kompleks fonksiyonlarin Tiirevi) A — C olmak {izere

f:A — Cbir fonksiyon ve zy, A nin bir i¢ noktasi olsun. Eger



i 18 — f(Z0)
m-——---

z70  Z— Z

limiti varsa f(z) fonksiyonu z, noktasinda diferansiyellenebilir (veya tiirevlenebilir)
denir. Bu limitin degeri f'(z,) veya % (2) ile gosterilir ve buna f(z) fonksiyonunun

z, noktasindaki tiirevi ad1 verilir (Baskan, 2000).
2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda ¢alismamizin temelini olusturan analitik fonksiyonlar ve bazi
ozellikleri ile tinivalent fonksiyonlar kavramlarina yer verilmis ve ayrica iinivalent

fonksiyonlarin § sinifi ile bu sinifa ait bazi1 6nemli fonksiyon 6rnekleri sunulmustur.

Tanim 2.2.1: (Analitik Fonksiyon) f(z) fonksiyonu, z, noktasinda ve bu
noktanin uygun bir komsulugundaki her noktada diferansiyellenebilirse f(z)

fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir (veya holomorfiktir) denir.

Eger f(z) fonksiyonu bir B boélgesindeki tiim noktalarda analitik ise f(z)
fonksiyonu B de analitiktir denir. Ayrica, bu ¢calismamiz boyunca, (1.2) deki gibi
normalize edilmis analitik fonksiyonlarin sinifin1 A ile gosterecegiz. O halde, A

siifinin kiime gosterimi

A={ff(z)=z+ z a,z" ve f(z), D de analitik}

n=2
olarak verilir.

Tammm 2.2.2: (Tam Fonksiyon) Tim kompleks diizlemde analitik olan

fonksiyonlara tam fonksiyon denir.



Tamm 2.2.3: (Taylor Serisi) f(z) fonksiyonu z, noktasinda analitik olsun.

O halde,

(n)
Fo= Y

n=0

serisine f(z) fonksiyonunun z, noktasinin bir komsulugundaki Taylor serisi denir.

Tanim 2.2.4: (Laurent Serisi) z, kompleks sayis1 verilsin. a,, b,, kompleks

sayilar olmak iizere

Z e E"ZO) + Z a,(z — z;)

fonksiyon serisine, z, merkezli, Laurent serisi denir.

Tanim 2.2.5: (Egri) [a,b] € R olmak iizere y:[a,b] — C siirekli

fonksiyonuna C de bir egri denir.

Tamm 2.2.6: (Diizgiin Egri) Diferansiyellenebilir bir ¢ egrisi i¢in Vt € [a, b]

iken ¢ ' tiirevi siirekli ve sifirdan farkli ise ¢ egrisine diizgiin egri denir.

Tamm 2.2.7: (Bolge) Kompleks diizlemde bostan farkli agik ve baglantili bir

kiime bolge olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.8: (Basit Baglantih Bolge) D — C bir bolge olsun. Eger hem D hem
de C — D baglantil1 bir kiime ise D bdlgesine basit baglantili bolge denir.

Tanim 2.2.9: (Singiiler Nokta) f fonksiyonu z, noktasinda analitik degilse z,,

noktasina singiiler nokta denir.



Tanim 2.2.10: (Kutup Noktasi) z,, f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktasi
olsun. Bu noktanin uygun bir delinmis komsulugunda, f(z) fonksiyonunun Laurent
serisini géz Oniine alalim. Bu serinin esas kisminda sonlu sayida terim varsa z,

noktasina f'(z) fonksiyonunun kutup noktasi (veya kutbu) denir.

Teorem 2.2.1: (Maksimum Modiil teoremi) f fonksiyonu D bdlgesinde
analitik olsun. Bu fonksiyon bu bélgede sabit olmadik¢a, |f(z)| modiilii maksimum

degeri bu bolgenin siirinda alir (Duren 1983)

Teorem 2.2.2: (Schwarz Yardimci Teoremi) f, D birim diskinde f(0) = 0
ve |f(2)| <1 sartlarim saglayan analitik bir fonksiyon ise |f'(0)| <1 saglanir.
Burada, esitlik hali yalmzca |f(z)| =e’z (0 € R) fonksiyonu icin saglanir

(Ponnusamy ve Silverman 2006 ).

Tanim 2.2.11: (Konform Doéniisiim) f:B € C — C stirekli doniistimii
verilsin. Eger bir z, € B noktasindan gecen ve aralarinda « agis1 olan herhangi iki
diizgiin y; ve y, egrilerinin f (y;) ve f(y,) gorintii egrileri de wy = f(z,) noktasinda
aralarinda yon ve biiyiikliik bakimindan ayni1 a agis1 yapiyorlarsa f fonksiyonuna z,

noktasinda bir konform doniisiimdiir denir.

Teorem 2.2.3: Kompleks diizlemin her basit baglantili bir D & C bolgesi, D
birim diski tizerine konform olarak resmedilir. Ayrica, z, € D olmak iizere f(z,) = 0
ve f'(zy) > 0 sartin1 saglayan ve D bolgesini ID birim diski {izerine resmeden bir tek

konform dontistim vardir (Duren 1983).

Tammm 2.2.12: (Univalent Fonksiyon) f,B c C bdlgesinde tamimli bir
fonksiyon olsun. Her bir z;, z, € B igin f(z;) = f(z,) olmasi sadece z; = z, olmasini
gerektiriyorsa (veya z; # z, olmasi f(z;) # f(z,) olmasim gerektiriyorsa) f
fonksiyonuna B bdlgesinde iinivalent (yalinkat veya schlict) fonksiyon adi verilir

(Duren 1983).



Bu c¢alismamiz boyunca (1.2) deki gibi normalize edilmis, D birim diskinde

analitik ve iinivalent fonksiyonlarin sinifi § ile gosterilecektir. Yani,
S={f:D - C: f(z), D de analitik, iinivalent, f(0) = 0 ve f'(0) = 1}
dir.

Geometrik olarak, bir {inivalent fonksiyon basit egrileri basit egrilere
doniistiiriir. Analitik ve {inivalent fonksiyonlar ise basit baglantili bolgeleri basit

baglantili bolgelere resmeder.

Asagida S sinifina ait bazi fonksiyon drnekleri verilmistir:

() £ (2) = log(:2) fonksiyonu D birim diskini {— = < Imz < 2} sonsuz seridi
lizerine resmeder.
(i) f(z) ===2z+2*+2+- fonksiyonu alunda D birim diskinin
goriintiisi.  {w = u + iv: Rew > —1/2} kiimesidir.
z

(iii) f(z) = =z +z3+ 2%+ - fonksiyonu altinda D birim diskinin

1-2z2

goriintiisic € — {(—c0,—3| U [5, 00)} bolgesidir.

(iv) k(z) = —— = z + 222 + 323 + --- fonksiyonu Koebe fonksiyonu olup

(1-2)2

bu fonksiyon iinivalent fonksiyonlar teorisinde ¢ok onemli bir yere sahiptir. Bu

fonksiyon altinda ID birim diskinin goriintiisiinii bulmak i¢in, Koebe fonksiyonunu

2

=302

seklinde diizenleyelim ve
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w (2) = 72 wp(2) = ¥ (2) ve us(2) = ; [up(2) — 1]

diyelim. Bu halde, k(z) = (u3 ° u, © u;)(z) oldugu kolaylikla goriilebilir. u; Mobius
doniistimii olup I birim diskini, sinir1 imajiner eksen olan sag yar1 diizleme resmeder.
Uy, Uy in karesi doniistimii olup sag yari diizlemi negatif reel eksen boyunca uzanan
yarik hari¢ tiim kompleks diizleme resmeder. u3 ise, bu son bdlgeyi bir birim sola

oteler ve Y ile ¢arpar.

—— S

-

Sekil 2. 1 Koebe fonksiyonu altinda D birim diskinin goriintiisii

Teorem 2.2.4: f analitik fonksiyonu verilmis olsun. Eger f fonksiyonu bir

B c C bolgesinde tinivalent ise her z, € B igin f'(zy) # 0 dir.

Ispat: z, € B ve f(z,) = w, verilsin. O halde z, noktasmin f — w, m bir
kokii oldugu agike¢a goriiliir. Bununla birlikte f iinivalent oldugundan f — wy # 0 dir.
Ayrica f analitik oldugundan z, noktasinin f — wy 1n izole olan kdokiidiir. Bundan
dolay1 n € Z* olmak flizere baz1 D(z,) diskinde analitik ve sifirdan farkli bir H
fonksiyonu igin f — wy = (z — z9)"H(z) bi¢iminde ifade edilir. Riemann Doniisiim
Teoreminden h™ = H ve h(z,) # 0 olacak sekilde bir h analitik fonksiyonu vardir.
Dolayisiyla f —wy = [(z — zy)h(2)]™ dir. g(2) = (z — zy)"h(2) alalim, f —w, =

n

g" olur. Ters Fonksiyon Teoremi kullanarak g'(zy) = h(zy) # 0 oldugu i¢in g

11



tinivalenttir bundan dolayi f de tinivalent olur. Fakat f tinivalent oldugu i¢in f'(z,) =

g'(zo) # 0 ifadesi bulunur.
2.3 Univalent Fonksiyonlarin Baz1 Altsimiflar:

Tanim 2.3.1: (Konveks Kiime) B c C kiimesi verilsin. Her w;,w, € B ve

0 <t<1ig¢in{tw; + (1 — t)w,} S B ise B kiimesine konveks kiime denir.

Bu tanim geometrik olarak su sekilde yorumlanabilir: Her wy, w, € B i¢in w;
noktasint w, noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B ic¢inde kaliyorsa B ye
konveks kiime adi verilir. Konveks olmayan kiime ise w; noktasini w, noktasina

birlestiren dogru par¢asinin bir kismi1 B nin digina tasiyorsa bu kiime konveks degildir.

a) Konveks olmayan kiime b) ) Konveks kiime

Sekil 2. 2 Konveks olmayan kiime ve Konveks kiime

Tanim 2.3.2: (Yildiz1l Kiime) B c C kiimesi verilsin ve wy € B olsun. Bu
durumda, her w € B i¢in {(1 — t)w + tw,} € B ise B kiimesine w, noktasina gore

yildizil (veya star-shaped) kiime denir.

Yani, B kiimesindeki sabit bir w, noktasini her bir w € B noktasina birlestiren
dogru parcas1 tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B ye w, noktasina gore yildizil kiime

denir. Bir baska ifadeyle, wy, € B noktasindan ¢ikan her bir 1s1n B kiimesinin sinirini

12



bir tek noktada kesiyorsa B ye yildizil kiime denir. Eger w, noktasi 6zel olarak orijin

secilirse, bu kiimeye orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime ad1 verilir.

Sekil 2. 3 Yildizil kiime

Tamm 2.3.3: (Konveks Fonksiyon) Bir f € § fonksiyonu D birim diskini
konveks bir kiimeye resmediyorsa bu fonksiyona konveks fonksiyon denir. Konveks

fonksiyonlarin kiimesi C ile gosterilir.

Tamm 2.3.4: (Yildizil Fonksiyon) Bir f € § fonksiyonu D birim diskini
f(zy) = wy noktasina gore yildizil bir kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna z,
noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Ozel olarak, f € S fonksiyonu ID birim diskini
orijine gore yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna, kisaca, yildizil

fonksiyon denir ve yildizil fonksiyonlarin sinifi $* ile gosterilir (Graham and Kohr

2003).

13
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Sekil 2. 4 Yildizil Fonksiyon

Teorem 2.3.1: f € S fonksiyonu verilmis olsun. Bu durumda, f nin yildizil fonksiyon

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

e <Zf '(2)

@ >>o, (z € D)

olmasidir.

Ispat: f € S* olsun. Bu durumda, Tamm 2.3.4 den f(D) orijine gore
yildizildir. z = re'® ;7 < 1 ve 8 € [0,2m) alalim. Buhalde, w = 0 danw = f(re'?)
yarigap vektorii biitiiniiyle f(D,) nin iginde yer alir. Dolayisiyla, arg{f (reie) }
fonksiyonu 6 nin kesin artan bir fonksiyonudur. Aksi halde, yarigap vektorii df (ID,.)

egrisini iki noktada keser ki bu durum f €S olmasi ile g¢elisir. Yani,

] ; ] ;
£arg{f(re‘9) } > 0 ve dolayisiyla ﬁlm{logf(rele) } > 0 dir. Ayrica,

log f(re®) =log|f(re®)| + i arg{f(re®®) },(0 < 6 < 27)

oldugundan,

14



G, o) (e f'(re®®) ('@
m{%logf(re ?) } = Im{f(rew) re 9} {f(re‘e) } = Re{ @) } >0

elde edilir.
- ——— .’_ ~ v
'\ ,-’-' ':"“\
W) _‘__;' "'.I'
. )

Sekil 2. 50 dan f (re"’) ya uzanan yaricap vektorii

Simdi, f'(0) # 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda f fonksiyonu kutup noktasi
olmayan basit sifira sahiptir. Eger f fonksiyonu orijinde basit sifira sahip ve D, de
kutup noktasina sahip degilse argliman prensibinden dolay1 A, =.f(z) = 2w ve
dolayistyla donme sayist 1 dir ki bu halde 0D, egrisi orijin etrafinda sadece bir

zf'(2)
f(2)

artan bir fonksiyonu oldugu anlamina gelir (bir bagka ifade ile arg{z} artik¢a

dolanim gergeklestirir. Ayrica, Re{ } > 0 kosulu, arg{f(z) } nin, arg{z } nin

arg{f (z) } de artar). Dolayisiyla DD, basit kapali bir egridir. O halde, D,., orijine gore
yildizildir. O halde f € §™ dir.

Burada su hatirlatmalar1 yapmak oldukg¢a énemlidir: f(z) = z? konform olmayan

(dolayisiyla tinivalent olmayan) fonksiyonunu gézoniine alalim. Agikga goriilecegi
.. zf'(2) f'(@) .
tizere, Re {—f(z) } =2>0 ve f(0) =0 dir. Yani, Re{ @ } > 0 sarti f(ID) nin

yildizil oldugunu gdstermesine ragmen f nin tinivalentligini garanti etmez.
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Tanim 2.3.5: (a-Mertebeden Yildizil Fonksiyon) Bir f € A fonksiyonu

verilmis olsun. Bu durumda 0 < @ < 1 olmak iizere

Re (Z; ;S)) >a,z€D

Kosulu saglantyorsa f fonksiyonuna a mertebeden yildizil fonksiyon denir (Robertson

1936).

a mertebeden yildizil fonksiyonlarn sinifi $*(«) ile gosterilir. Bu durumda §*(a)

siifinin analitik tasviri

zf'(2)
f(2)

S*(a)z{f&ﬂ:Re( >>a;z€]])),0£a<1}

bi¢iminde verilebilir.
Ayrica @ = 0 i¢in §*(0) = §*dir. Bir baska ifade ile, $*(a) € §*(0) = §* dur.

Teorem 2.3.2: f € S olsun. f nin konveks fonksiyon olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

zf"(2)
Re<1+ f’(z)>>0' (ze D)

olmasidir (Goodman 1983).

Ispat: Oncelikle f fonksiyonun konveks oldugunu kabul edelim. Bu durumda
f fonksiyonu iinivalentir ve dolayisiyla f'(0) # 0 dir. Simdi her r € (0,1) i¢in
f (D) nin konveks bir bolge oldugunu gosterecegiz. Bunun r € (0,1) araliginda sabit
bir say1 olmak tizere, z, # 0 ve |z;| < |z,| olacak sekilde z,,z, € D, ve t € [0,1]

olsun. h: D — D fonksiyonu
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Z1
h(z) = f1 ((1 — t)f(zz) +tf(z)>,z eED

olarak tanimlansin. Bu durumda f konveks oldugundan, h fonksiyonu D bolgesi
tizerinde iyi tanimli analitik bir fonksiyondur. Bununla birlikte 2(0) = 0 ve Schwarz
Lemmasindan dolay1 z € D i¢in |h(2)| < |z]| dir. z = z, i¢in |h(z,)| < |z,| <71, ve
boylece (1 —1t)f(z1) +tf(z,) € f(D,) olur. Dolayisiyla f(ID,) nin konveks bir
bolge oldugu ispatlanmis oldu.

Sekil 2. 6 D,. diskinin goriintiisiiniin konveksligi

|z| = r ¢gemberinin goriintiisii [ olsun. Bu durumda [} pozitif yonli Jordan
egrisidir ve i¢ bolgesi konveks bir bolgedir. Ayrica I egrisi w = f (reie ), 0<0c<
2m seklinde parametrik olarak gosterilebilir. f(ID,.) konveks bir bdlge oldugundan, I'.
egrisinin teget vektorliniin argiimani, 8 € [0,27] nin azalmayan bir fonksiyonudur. O

halde

006) = arg g5 (e )| = anelre ()

ve B € [0,27] i¢in Y’ (8) = 0 veya
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;—Blm[log(lZf'(z))] > 0, 7 = Teie

olmalidir. Basit bir hesaplama ile

a n
~gImllog(izf’(z))] = Im [i <1 ¥ %)l

= Re ll + Zf”(z)l, z=re'

f'(2)

ve boylece,

Re ll + Zf”(z)l >0, lz| =7r.

f'(@)

Analitik fonksiyonlar i¢cin minimum prensibi dikkate alinarak z = 0 da kesin esitsizlik

gecerli oldugundan

2f"@)
'@

Rel1+ >0, z €D,

oldugu goriiliir ve r keyfi oldugundan

2f"(@)
@

Rel1+ l>0, zeD

elde edilir. Boylece teoremin ilk kism1 tamamlanmis olur.
Aksine f'(0) # 0 ve

zf"(2)
f'(2)

Rel1+ >0, ze€D
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oldugunu kabul edelim. Bu ifadeler z € D \{0} i¢in f'(0) # 0 olmasini1 gerektirir.
r € (0,1) sabit bir say1 olsun. Yukarida verilen hesaplamalardaki adimlar tersten takip

edilerek

0 . .
%arg[irelef’(rele )] >0, , 0<6<2nm

elde edilir. Boylece |z| = r ¢emberinin goriintiisii olan I, egrisinin tegetinin argiimani
6 azalmayan bir fonksiyonudur. Ayrica [0,2r] araliginda ¥ (6) nin toplam artig1 27
ye esit oldugu integral hesabi ile goriilelebilir. Gergekten

f Ty @) = f " L arelire(re® ]do
. , 298
[refr e

_ @] dz _
- 4 L, [ F@ iz

dir. Boylece I nin bir basit konveks egri dolayisiyla konveks bir bolge oldugu
gosterilmis oldu. f(D) = Ug<r<1 f(D;) oldugundan f(ID) nin bir konveks bolge
oldugu sonucuna varilir. Ayrica |z| = r gemberi iizerinde f birebir oldugundan sinirda
tinivalentlik prensibi, her bir r € (0,1) i¢in, f fonksiyonun da D, de iinivalent

olmasini gerektirir. Boylece f(ID) inivalent ve konvekstir.

Tanim 2.3.6: (a-Mertebeden Konveks Fonksiyon) Bir f € A fonksiyonu

verilmis olsun. Bu durumda 0 < @ < 1 olmak {izere

zf"(z)
Re<1+ 0 ) >a

kosulu sagliyorsa, bu fonksiyona a mertebeden konveks fonksiyon denir (Graham and

Kohr 2003).
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Bu sekildeki fonksiyonlarin kiimesi C () ile gosterilir. Ayrica @ = 0 i¢in C(0) = C
dir. Bir bagka ifade ile, C(a) € C(0) = C dir.

J. W Alexander tarafindan verilen asagidaki teorem konveks fonksiyonlar ve

yildizil fonksiyonlar siifi arasindaki iliskiyi vermektedir.

Teorem 2.3.3: f:DD — C analitik fonksiyon olmak iizere; f nin konveks

olmasi i¢in gerek ve yeter sart zf' fonksiyonunun yildizil olmasidur.

Yukarida verilen yildizili ve konveks fonksiyonlar arasindaki iliski a-

mertebeden yildizil ve a-mertebeden konveks fonksiyonlar arasinda da gecerlidir:

Teorem 2.3.4: f(z) € C(a) olmasi igin gerek yeter sart zf'(z) € $*(a)

olmasidir.

Bu teoremden yararlanarak su sonuca ulasabiliriz. C, § ve§* fonksiyon

smiflari arasinda C € §* c § bagmtist gegerlidir.

Tanmm 2.3.7: (Konvekse Yakin Fonksiyon (close-to-convex))
f(z) ve @(2) fonksiyonlari, D bolgesinde analitik olsun. Eger, D birim diskinde
"(z
Re f,(—)] >0,zeD
@' (2)
sartin1 saglayan bir ¢ (z) fonksiyonu varsa f(z) fonksiyonuna konvekse yakin (close-

to-convex) fonksiyon denir. D birim diskinde normalize edilmis konvekse yakin

fonksiyonlarin simifi K ile gosterilir.

Boylece f(z) fonksiyonu D birim diskinde y1ldizil bir fonksiyon ise f(z) nin
ayn1 zamanda konvekse yakin (close-to-convex) fonksiyon oldugunu gérmek kolaydir.

Bu ifadenin tersinin dogru olmadigina dikkat ¢ekmek 6nemlidir.
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Gergekten f(z) =z + z + z fonksiyonu konvekse yakin oldugu halde
2 3

yildizil degildir (bakiniz Sekil 2.6). Bunu gostermek i¢in, ilk olarak f nin konvekse
yakin fonksiyon oldugunu gostermeliyiz. O halde bir g(z) =log (1 —2)

fonksiyonunu ele alahm. g(0) = 0 ve zg'(z) = yildizil odugundan Teorem

z
(1-2)
2.3.3 ten, g € C oldugu goriiliir. Ayrica f, C de iinivalent bir fonksiyondur ve

@) _ Inpq o1 3
Re{g’(z)} =Ref(1+z+2z°)(1—2)} =Re{l1—2°}>0

saglandigindan f nin konvekse yakin bir fonksiyon oldugu goriiliir. Simdi f & S*

zf1(z)

@ } degerinin isaretini inceleyelim:

oldugunu gosterelim. Bunun igin Re{

)

hicz) 147422 (1+z+z2)(1+%—+§)
ei————=Re{—— =Re
et

z z2 z.  z2
1+7+? ‘1+7+?

z = re'® olmak tizere,

Re{(1+z+zz)<1+§+§2)}=

[1+7r(cosB +isinB) + r?(cos 20 + isin26)] x
= Re [ z

r r
1+E(cost9—isin0)+?(c0529—i5in29)

—1+3 9+<1+4 29)2+5 93+14—A 0
= S cosor + |5 3cos T 6cos T 3r = A(r,0)

alinirsa boylece,

2

Re {Zf’(Z)} A(r, 6)

RN
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elde edilir. Bu esitlikte, D deki bazi noktalar igin A(r,6) < 0 oldugunu
gosterilmelidir. A(r,0) nin D U 0D tizerinde siirekli oldugu gbz Oniine alinirsa,
A(1,60,) < 0 olacak sekilde bir 8, degeri bulmak yeterli olacaktir. Buda daha sonra
1 — § <r < 1araligindaki tiim r ler i¢in A(1,8,) < 0 anlamina gelir. O halde,

5 1 11 7 4
>+—cost9 += =—+—cosé)+§c0520

3 1 4
A(1,90)—1+§c050+<§+—c0529 c 3 o t3

3

elde edilir. A(1, 8,) birinci tiirevinin kokleri,

dA(lH)— 7'9 8'2(9—0
70 ,00) =—3 sin 3 sin 260 =
olmak tizere, 8 = 0, m, arc cos (— 1—76) elde edilir. Ayrica sinf = —%6 degeri igin

dZ

dBZA(l’ 0y) > 0 oldugu goriiliir ki bu, A(1,6,) nin cosf = _1ie da bir minimum

degere sahip oldugu anlamina gelir. Son olarak, cos 6 = — 1—76 degeri A(1, 6,) dayerine

yazildiginda,

A(lH)—11+7 7 479 1
70076 "3'16 37128 96

.. 7 zf'(2)
elde edilir. Dolayisiyla, 1 — 6 <r <1 ve cosf = ¢ igin Re{ @ } < 0 olacak

sekilde bir z = re‘% bulunabildiginden f & S* sonucuna varilir.
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2 3
Sekil 2.7 f(z) =z + z? + z? fonksiyonu altinda D birim diskinin resmi

Geometrik olarak f(z) fonksiyonunun konvekse yakin olmasi i¢in gerek ve
yeter sart dD,.: |z| = r nin f(z) altindaki goriintiistiniin tam doniislerinin olmamasidir.
Yani f(0D,) egrisine herhangi bir noktasina ¢izilen teget vektorii geri doniis agist 7

den biiyiik olmamalidir (bakiniz Sekil 2.8).

Fakat f(z), D birim diskini Sekil 2.8 ki bolge iizerine resmeden bir fonksiyon
ise, T vektorlinlin tegeti m den fazla saatin tersi yoniinde donen bir yay oldugu icin

f (z) konvekse yakin degildir.

Sekil 2. 8 Konvekse yakin olmayan bdlge
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Teorem 2.3.5: (Noshiro-Warschawski Teoremi) f(z) analitik fonksiyonu D
konveks bolgesinde Re(f'(z)) > 0 oluyorsa f(z) fonksiyonu D bdlgesinde
konvekstir (Duren 1983).

Noshiro-Warschawski Teoreminin bir sonucu asagidaki teoremdir.

Teorem 2.3.6: Bir fonksiyon konvekse yakin ise bu fonksiyon ayn1 zamanda

tinivalenttir (Duren 1983).

Bu teoremin bir sonucu iinivalent fonksiyonlarin § simifi ile onun alt siniflar

arasinda su sekilde bir iliski C € §* € K c § vardir.

Tamim 2.3.8: (Caratheodory Sinifi) D birim diskinde analitik, f(0) = 1 ve
z € D igin, Re(f(z)) > 0 esitsizligini saglayan ve

f(Z):l"" p12+p222+p3z3+...:1+anzn

n=1

seklinde bir seri a¢ilimina sahip olan fonksiyonlarin sinifi reel kismi pozitif analitik
fonksiyonlar simifi veya genellikle Caratheodory smifi olarak adlandirilir. Bu
fonksiyonlarin sinifi g ile gosterilir (Caratheodory 1907).

g smifindaki herhangi bir fonksiyon, D boélgesinde pozitif reel kisimh
fonksiyon olarak adlandirilir. Burada g sinifindaki bir fonksiyonun {inivalent olmasi
gerekmeyecegini vurgulamak énemlidir. Ornegin; f(z) =1+ z"(n=0,n €N) p
siifina ait olmasina ragmen n > 2 i¢in linivalent degildir.

Ayrica Caratheodory sinifi yardimiyla iinivalent fonksiyonlarin bazi alt
siiflarinin yeniden diizenlenebilecegi iyi bilinmektedir. Asagidaki teoremler bununla
ilgilidir:

Teorem 2.3.7: f(z) analitik fonksiyonu ID birim diskte konveks olmasi i¢in

gerek yeter sart;
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zf"(2)

"

€

olmasidir (Pommerenke 1975).
Teorem 2.3.8: f(z) analitik fonksiyonu D birim diskte yildizil olmasi igin
gerek yeter sart;

zf'(2)
f(2)

€Ep

olmasidir (Pommerenke 1975).

S smifinda Koebe fonksiyonuna benzer sekilde; Caratheodory sinifinda da
1+z 2
= = — = 2 3 cee
H(Z)_l—z 17 1=1+4+2z+2z°+2z°+

fonksiyonu ¢ok 6nemli bir yere sahiptir. H(z) fonksiyonu DD birim diskini H* =

Re(w) > 0 sag yari diizleme resmeden Mobius dontisiimidiir (Bakiniz Sekil 2.9).

N
T

Sekil 2. 9 D birim diskinin H(z) = E dontisiimii altindaki resmi

Tamm 2.3.9: (Univalentlik Yaricapi) f € A fonksiyonu verilmis olsun. f
fonksiyonu D, diskinde tinivalent olacak sekilde belirlenen en biiyiik p, reel sayisina

f fonksiyonunun tinivalentlik yarigap1 denir.

Tamm 2.3.10: (a-Mertebeden Yildizilik Yaricapy) f fonksiyonu (1.1) deki

gibi tanimlanmis olsun. O halde, 0 < a < 1 igin,
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7;(f) = sup {r > 0:Re (1 +Z]]:;g)> >a, zE€ Dr}

reel sayisina f fonksiyonunun a-mertebeden yildizillik yarigap1 denir.

Bu tanima gore, 7/ (f) bi¢iminde gosterdigimiz bu yarigap w = f(z) € § fonksiyonu
altinda orijine gore yildizil bir bolgeye resmeden D, ¢emberinin r yarigaplari i¢in bir
tist stnirdir. Ayrica, 74 (f) = 1 (f) reel sayisy, f (ID,+(ry ) goriintii bolgesi orijine gore

yildiz1l bir bolge olacak sekilde, en biiyiik yaricaptir.

Tamm 2.3.11: (a-Mertebeden Konvekslik Yaricapy) f fonksiyonu (1.1) deki

gibi tanimlanmis olsun. O halde, 0 < a < 1 igin,

by Y _ zf"(z)
ra(f)—sup{r>0-Re<1+—f,(z)>>a,, ZE ]Dr}

reel sayisina f fonksiyonunun a-mertebeden konvekslik yarigapi denir.

Yukaridaki agiklamaya benzer olarak: 75 (f) = r°(f) reel sayisi, f (IDycsy) goriintii
bolgesi konveks bir bolge olacak sekilde en biiyiik yarigaptir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde tezin sonuglarini olustururken siklikla kullanacagimiz bazi temel tanim

ve teoremlere yer verilmistir.
3.1. Subordinasyon

Kompleks degerli iki fonksiyon arasindaki subordinasyon kavrami reel
degiskenli fonksiyonlar arasindaki esitsizlik fikrinin dogal bir genellemesidir.
Subordinasyon kavrami, son yillarda karmasik analiz ile ilgilenen birgok
matematik¢inin ¢alismalarina konu olmustur. Esas itibariyla subordinasyon kavrami
fikri E.Lindendf (1909) ¢alismasina kadar eskilere dayandirilabilmekle birlikte, bu
teoremi ilk J. E. Littlewood (1925) W. W. Rogosinski (1943) caligsmalarinda ortaya
konmustur. Teorik olarak subordinasyonun amaci, o6zellikleri bilinmeyen bir

fonksiyonu 6zellikleri bilinen bir fonksiyon yardimiyla ele alip incelemektir.

Tanim 3.1.1: (Subordinasyon) f ve g fonksiyonlar1 D birim diskinde analitik

olsunlar. D birim diskinde

f(2) = g(e(2)

olacak sekilde bir ¢ Schwarz fonksiyonu varsa, f fonksiyonu g fonksiyonuna

subordinedir denir ve bu durum f < g seklinde gosterilir.

Eger f < gise f(0) = g(0) ve f(D) S g(D) olur. Schwarz Lemmasindan tiim r €
(0,1) degerleri igin |[f'(0)] < |g'(0)] ve f(D,) € g(D,) elde edilir. Ayrica f < g

1S€

max|f(z)| < maxlg(z)l,  r€(01)

|z|sr

yazmak miimkiindiir.
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En 6nemli durum ise subordine olunan fonksiyonun iinivalent olmasi durumudur.

Asagidaki lemma bunula ilgilidir:

Lemma: 3.1.1: Eger g fonksiyonu D birim diskinde {inivalent ise f < g
olmast ig¢in gerek ve yeter sart f(0) = g(0) ve f(D) < g(D) kosullarinin

saglamasidir.

Tim r € (0,1) degerleri i¢in f(D,) € g(D,) olmasi durumu, yukaridaki

yardimci dnerme ile birlikte subordinasyon prensibi olarak bilinir.

Teorem 3.1.2: (Subordinasyon Prensibi) Eger g fonksiyonu D birim
diskinde tnivalent ise f(0) = g(0) ve f(D) € g(D) olmasi durumunda f(DD,) <
g(D,), r € (0,1) kapsamasi saglanir (Pommerenke 1975).

D birim diskinde p(0) < 1 esitsizligi saglayan analitik bir fonksiyonun g
smifinda olmast i¢in I {izerinde p(z) < g subordinasyonunu saglamasi gerekli ve
yeterlidir.

1+z
1-z

Omegin, D birim diskinde analitik olan f(z) =1+2z ve g(z) =

fonkiyonlar1 goz oniine alinirsa, f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir. Bunu
gormek icin vzeD icin f(2) = gle(2)) olacak sekilde
lp(z)] <1 ve @(0) =0 kosullarim1 saglayan bir ¢ fonksiyonunun varligini
gostermektedir.

1
f(Z)=g(<p(Z))=>1+z=1J_r—Zg; =></)(Z)=Z_ZF2

bulunur.
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z
zZ+2

L <1
|z+2]

Bulunan bu ¢ fonksiyonu i¢in  ¢@(0) = 0ve |p(z)| =

| <

oldugu aciktir. Bu ise f < g demektir. Ayrica g tinivalent oldugundan f(0) = g(0)
ve f(ID) € g( D) olur. Bu durum asagidaki sekilde agik olarak goriilebilir.

Sekil 3.1 142 < =

1-z
Geometrik fonksiyon teorisinde bilinen bir ¢ok sinifin subordinasyon kavrami
yardimiyla yeniden ele alinabilecegi, ve hatta bu kavram yardimiyla yeni altsiniflarin
tanimlanabilecegi iyi bilinen bir gercektir. Asagidaki tanim ve tanimdan hemen sonra

verilen aciklamalar bunula ilgilidir:

Tanmim 3.1.2: (Ma-Minda Yildizil ve Ma-Minda Konveks Fonksiyonlar) ¢
pozitif reel kisma sahip analitik fonksiyon, ¢(0) = 1 ve ¢ fonksiyonu D birim diskini
1 e gore yildizil bir bolgeye resmediyor olsun. Bu durumda Ma-Minda yildizil
fonksiyonlarmin S*( ¢) smifi ve Ma-Minda konveks fonksiyonlarin C( ¢) sinifi
asagidaki gibidir:

57 (d) = {f € A: fo(—g) < ¢(Z)},
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zf"(z)
C((I)):{fEcﬂil-l'W < (I)(Z)}

Bu halde, Tanim 3.2.1 yardimiyla yildizil ve konveks fonksiyonlarin bazi

onemli alt smiflarinin elde edilebilecegi soylenebilir. Gergekten, eger ¢p(z) = g

olarak segilecek olursa, sirasiyla, yildizil ve konveks fonsiyonlarin S* (g) =S5"ve

C ( g) = C smiflarinin elde edilecegi agiktir (Ma-Minda 1994).
Buraya kadar ifade edilen agiklamalar 1s181nda, y1ldizil ve konveks fonksiyonlar fikrini

2f'(2) 21" (2)
@ 1t

birim diskin goriintiisiinii sag yar1 diizlemin belirli alt kiimeleri ile sinirlamak oldugu

genellestirmenin en kolay yollarindan birinin fonksiyonlar1 altinda

sonucuna ulasmak miimkiindiir. Iste bu temel ¢ikarimdan yararlanarak, asagida
sunulmus olan iki alt boliimde oncelikle Bernoulli Lemniskat egrisinin ve Janowski
dontisiimiiniin geometrik 6zellikleri incelenmis ve bu geometrik 6zelliklerden istifade
ederck calismamizin temelini olusturacak olan dort alt sinif ve bu altsmiflara ait

ozellikler incelenmistir.
3.2. Lemniskat Yildizil ve Lemniskat Konveks Fonksiyonlar

Bu kisimda oncelikle Bernoulli Lemniskat egrisi tanimlanacak ve ardindan

Lemniskat yildizil ve Lemniskat konveks fonksiyon siniflari ele alinacaktir.

Tamm 3.2.1: (Bernoulli Lemniskat) Bernoulli Kelebek Egrisi olarak da
isimlendirilen Bernoulli Lemniskat egrisi (ya da kisaca lemniskat egrisi), F; ve F, odak
noktalar1 arasindaki mesafe 2¢ olmak iizere |PF;|.|PF,| = c? denklemi ile verilen P

noktalarinin geometrik yeri olarak tanimlanan bir diizlem egrisidir ( Bakiniz Sekil 3.2).

Basit bir hesaplama ile P noktasinin geometrik yerinin

(x?2 +y2)2-2c2(x2—vy?) =0
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denklemi ile verilen dordiincii dereceden bir egri oldugu goriiliir.

e

Sekil 3. 2 Bernoulli Lemniskat

Bu durumda, £ :={w € C:Re(w) > 0, |w? — 1| < 1} bdlgesinin y: (x? + y?)? —
2(x% — y?) = 0 denklemi ile verilen Bernoulli Lemniskat egrisinin sag yari diizlemde

kalan kisminin i¢i olacag agiktir (Dziok et al. 2011; Ali et al. 2012).

Simdi, D birim diskini £ := {w € C:Re(w) > 0, |w? — 1| < 1} bdlgesine hapseden

yildizil ve konveks fonksiyonlarin iki 6nemli alt sinifin1 inceleyecegiz.

Tammm 3.2.2: (Bernoulli Lemniskat Yildizil Fonksiyon) Bir f € A

fonksiyonu olmak tizere
, 2
<Zf <z)) L,
f(2)

kosulunu sagliyorsa f € A fonksiyonuna Lemniskat Yildizil fonksiyon denir ve bu

<1, zeD

kosulu saglayan fonksiyonlarin sinifi §* ile gosterilir.
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Bu tanim geometrik olarak su sekilde yorumlanabilir: f € §*, ise D birim diskinin

zf'(2)
f(2)

Lemniskat egrisinin sag yar1 bolgesinin i¢inde kaliyor demektir.

doniisiimii altindaki resmi [w? — 1| < 1 dekleminin geometrik olarak Bernoulli

Buna ilaveten, Tanim 3.2.2 de ¢(z) = V1 + z olarak segilecek olursa subordinasyon

kavrami1 yardimiyla bu f onksiyonlarin sifini su sekilde ifade edilebilir: f € §* . olmasi

icin gerek ve yeter kosul

%< o) =Vv1i+z $0)=1

olmasidir (Sokol 1996; Sokol et al. 1998; Sokol 2009; Dziok et al. 2011).

Tanim 3.2.3: (Bernoulli Lemniskat Konveks fonksiyon) Bir f € A

fonksiyonu

zf"(2)\’
(1 + f’(z) > -1

<1 (lz| <7)

kosulunu sagliyorsa f fonksiyonu lemniskat konveks fonksiyondur denir ve kosulu

saglayan fonksiyonlarin sinifi C; ile gosterilir.

Yukaridaki tanim geometrik olarak su sekilde ifade edilebilir: f € C; ise D birim

diskinin 1 + Z]]:,—(S) doniisiimii altindaki resmi |w? — 1| < 1 dekleminin geometrik

olarak Bernoulli Lemniskat egrisinin sag yar1 bolgesinin i¢inde kaliyor demektir.

Buna ilaveten, Tanim 3.2.2 de ¢(z) = V1 + z olarak alinirsa su sonuca varmak
kolaydir: f € C; olmasi igin gerek ve yeter kosul
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zf"(2) o _
1+W<(I)(Z)— 1+ 2z, (I)(O)—l

olmasidir (Soko6t 2008; Sokol 2009; Verma and Ravichandran 2017; Madaan et al.
2019).

Tamim 3.2.4: (Lemniskat Yildizilhik Yarigapy) Bir f € A foksiyonu verilmis

olsun. Bu durumda

<Zf’(2)>2 i
f@

reel sayis1 f fonksiyonunun lemniskat yilldizillik yaricapi olarak adlandirilir.

<1, zeD,

r (f) = sup{r > 0:

Bu tanim geometrik olarak su sekilde yorumlanir: r; (f) lemniskat yildizillik

zf'(2)
f(2)

yarigapi fonksiyonu altinda £ := {w € C:Re(w) > 0, |w? — 1| < 1} bolgesine

resmedilen D, diskinin r yarigaplari igin bir iist sinirdir.

Tanim 3.2.5: (Lemniskat Konvekslik Yaricap1) Bir f € A foksiyonu

verilmis olsun. Bu durumda

zf"(2)\*
(1 * ﬁ) 1

rf(f)zsup{r>0: <1, zEID)r}

reel sayis1 f fonksiyonunun lemniskat konvekslik yarigap1 olarak adlandirilir.

Bu tanim geometrik olarak su sekilde yorumlanir: 7 (f) lemniskat konvekslik

zf''(2)
f'(@)

bolgesine resmedilen D, diskinin 7 yarigaplari i¢in bir tist sinirdir.

yarigapt 1+ fonksiyonu altinda £ :={w € C:Re(w) >0, |w? — 1] < 1}
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Sekil 3. 3 D birim diskinin ¢ = V1 + z donisiimii altindaki resmi

3.3 Janowski Yildizil ve Janowski Konveks Fonksiyonlar

Bilindigi tizere; —1 < A < B <1 i¢in % doniisiimii birim diski sag yar1 diizlemde

reel eksene gore simetrik ve ¢ap u¢ noktalari g ve E olan konveks bir bolgeye
tinivalent olarak resmeder ve bu doniisiim Janowski fonksiyonu olarak bilinmektedir.
Bu boliimde, Janowski fonksiyonunun bu geometrik 6zelligini kullanarak yildizil ve

konveks fonksiyonlarin iki 6nemli alt sinifin1 verecegiz.

Tamm 3.3.1: (Janowski Yildizil Fonksiyon) f € A fonksiyonu verilmis olsun.

Bu durumda, —1 < A < B < 1 olmak tizere

f'(z) 1+Az
“F@ “1+Bz

seklinde yazilan f(z) fonksiyonuna Janowski yildizil fonksiyonu denir. Bu fonksiyon
sinifi $*[A, B] ile gosterilir (Janowski 1970; Janowski 1973).
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f'(@)
f@

Bu tanim geometrik olarak su sekilde yorumlanabilir: f € §*[A, B] olmak tizere z

fonksiyonunun goriintlisii —1 < A < B < 1 i¢in ¢ap u¢ noktalari 5 ve E olan bir

diskte bulunuyor demektir.

Tamm 3.3.2: (Janowski Konveks Fonksiyon) f € A fonksiyonu verilmis

olsun. Bu durumda, —1 < A < B < 1 olmak iizere

f'"(z) 1+Az

1 <
T2 S 1¥Bz

seklinde yazilan f(z) fonksiyonuna Janowski konveks fonksiyonu denir ve bu

fonksiyon sinifi C[4, B] ile gosterilir (Janowski 1970; Janowski 1973).

Bu tanimi geometrik olarak su sekilde yorumlamak miimkiindiir: f € C[A4, B] olmak

zf" (2)

f'(@)

diskte bulunuyor demektir.

tizere 1 + nin goriintiisi —1 < A < B < 1 i¢in ¢ap uglart E ve 1% olan bir

Simdi bir f € A fonksiyonu i¢in Janowski yildizillik ve Janowski konvekslik

yarigaplar1 kavramlarini tanimlayalim:

Tamm 3.3.3: (Janowski Yildizilhik Yaricapi) Bir f € A fonksiyonu

verilmis olsun. O halde —1 < A < B < 1 olmak iizere,
2f'@ _
f(z)

dvioy

T4p(f) =sup{r > 0: <1, z€eD,

reel sayisina f fonksiyonunun Janowski yildizillik yarigapi denir.
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zf'(2) .
@ fonksiyonu altinda reel

Dolayisiyla 7, g (f) Janowski yildizillik yarigapi

. . 9 , -A A e
eksene gore simetrik, sag yar1 diizlemde i_—B ve i::_B ¢ap uc¢ noktalarina sahip bir diskin

icine resmeden ID,. disklerinin r yarigaplari i¢in bir {ist sinirdir.

Tammm 3.3.4: (Janowski Konvekslik Yaricapr) Bir f € A fonksiyonu

verilmis olsun. Bu halde —1 < A < B < 1 olmak iizere

zf" (z)
f'(2)

4= (1+573)

r4p(f) =sup{r > 0: <1, zeD,

reel sayis1 f fonksiyonunun Janowski konvekslik yaricapi denir.

zf''(2)
f'(2)

Dolayisiyla 755(f) Janowski konvekslik yarigapt 1 + fonksiyonu

w : J , 1-A  1+4
altinda reel eksene gore simetrik, sag yar1 diizlemde — Ve 1:—3 ¢ap u¢ noktalarina

sahip diskin i¢ine resmeden ID,- disklerinin r yarigaplar1 i¢in bir {ist sinirdir.
3.4 Hiper-Bessel Fonksiyonu

Bu kisimda calismamizda oldukc¢a 6nemli bir konuma sahip olan hiper-Bessel ve
normalize edilmis hiper-Bessel fonksiyonlarmi ve bu fonksiyonlarin sifirlar

vasitasiyla elde edilmis olan sonsuz ¢arpim temsillerini verecegiz.

Tanim 3.4.1: (Pochhammer Sembolii) a reel ya da kompleks bir say1 ve n €

{0,1,2, ... } olmak iizere

(a)n:{a(a+1)(a+21)...(a+n—1) Zze(I)N

seklinde tanimlanan ifadeye Pochhammer (ya da Apell) sembolii denir.

36



(a), Pochhammer semboliiniin yukarida verilen tanimindan, I' Euler gamma

fonksiyonu olmak {iizere,

I'(a+n)

(@)n = I(a)

Ve

(@n+1 =ala+ 1),
esitliklerinin saglandigini gérmek kolaydir.

Tamm 3.4.2: (Hiper-Bessel Fonksiyonu)

((:Bp) > (,31)71(,82)71 (ﬁp)nxn (3.1)

(va)’ Y2 - (1) 1!

fonksiyonu genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu gostermek iizere hiper-Bessel

n=0

fonksiyonu

( VA )“1+¢12+---+ud B , i1
Jog (@) = F(Ciii) T(a,+1) ° Fa (“d+1;_<d+1) ) G2

seklinde tanimlanir.

Denklem (3.1) ve Denklem (3.2) kullanarak z — J,,(z) fonksiyonu

(_1)Tl 7 n(d+1)+al+a2+...+ad
Jay(2) :zn!l"(a1+ 1+n)..T'(ag+1+n) (d+1) (33)

n=0

seklinde yazilabilir. Denklem (3.3) de d =1 ve a; = v almirsa klasik Bessel

fonksiyonunun elde edilebilecegi kolaylikla goriiliir.
Normalize edilmis hiper-Bessel fonksiyonu Jq,(2)
( VA )ﬂ1+¢12+~-+ad

d+1
Fla; +1)...T(ag + 1)

Jas () = Jay(?) 34
seklinde tanimlanir. Denklem (3.3) ve Denklem (3.4) yardimiyla
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(=)™ 7 \n(d+1)
Jarg(2) = Zm (@ + Do (ag + 1), (d n 1) (3-5)

n=0

sonsuz toplam gosterimi elde edilir. Agikca goriilebilecegi lizere J,, fonksiyonu A

smifina ait degildir. Ancak, bu fonksiyon

_ _ D" n(d+1)+
fay(2) = 2Jay(2) = z @+ )" @D (@, 1 D (ag + D, 2 T 36)

nz0

seklinde yazilirsa f, , € A normalize edilmis fonksiyonu elde edilmis olur.

Ja, fonksiyonunun Weierstrassian kanonik ¢arpimi, ju,n, Jo, fonksiyonunun n

ninci pozitif kokiinii gostermek iizere,

7 (l1+“2+---+ad
1. (@) = (‘d ¥ 1) <1 _ Zd+1> (3.7)
ag M(a; +1)...T(ag + 1) 11 Jar

seklinde ifade edilir (Baricz 2017). Denklem (3.4) ve Denklem (3.7) kullanilarak

d+1
Jay(2) = 1_[ <1 - jdH) (3.8)

n=1 agqn

sonsuz ¢arpim temsili elde edilir. Denklem (3.6) yarimiyla da

d+1
fag(2) =2z 1_[ (1 - ]sz> (3.9)

n=1 Xan

esitligi elde edilmis olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tezin bulgular kismin1 olusturan bu béliim, iki alt kisimdan olusmaktadir. Ilk
kisimda, normalize edilmis hiper-Bessel fonksiyonun Lemniskat yildizillik,
Lemniskat konvekslik yarigaplari elde edilmistir. Ikinci kisimda ise, normalize edilmis
hiper-Bessel fonksiyonun Janowski yildizillik ve Janowski konvekslik yarigaplari ile

ilgili teoremlere yer verilmistir.

4.1. Normalize Edilmis Hiper-Bessel Fonksiyonunun Lemniskat Yildizilhk ve

Lemniskat Konvekslik Yaricaplari
Bu boliim, normalize edilmis hiper-Bessel fonksiyonunun Lemniskat
yildizillik ve Lemniskat konvekslik yarigaplarini belirlemeye ayrilmistir.

Teorem 4.1.1: i ={1,2,...,d} olmak iizere @; > —1 olsun. Bu durumda

z > fo,(2) = 2Jq,(z) normalize edilmis hiper-Bessel fonksiyonunun Lemniskat

yildizillik yarigap: 7 (fy,),

2 2
(rd'aa) = 21’ 4 )Ty 1) + 3 (Jey () =0
denklemin en kii¢iik pozitif kokiidiir (Toklu and Kara 2020).

Ispat: Denklem (3.8) in her iki yaninin logaritmik tiirevini almak suretiyle

Z(jlad(z) Zd+1
— ~ =—-d+1 I R 4.1
Jay(2) ( )n>1 g;rll _ gd+1 (4.1)

elde edilir. Ayrica, fo,(z) = zJq,(2) ifadesinin her iki yaninin logaritmik tiirevi alinir

ve elde edilen ifadede Denklem (4.1) deki esitlik kullanilacak olursa

2f'ey(2) _ 2J0,(2) Sd+1
—fad @ - +—<7ad @ - 1-(d+1) nzlj—g;}l —ar 4.2)

elde edilir. Denklem (4.2) 1s18inda ve {iggen esitsizligi kullanilarak, asagidaki
esitsizligi elde etmek kolaydir:
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TN
<m@>‘4

|Z|d+1 |Z|d+1
S((d-l‘l)ZW 2+(d+1)zrlzld+l (4.3)
nz1 nz1

agn agn

_Cﬂf%dﬂvz_4ldfwﬂﬂ)+3
- fad(lzl) < fad(lzl) )

Simdi,
(ﬁuéﬂf_4(fwﬁ) .
[0 [0 > Tes

denkleminin en kiigiik pozitif kokiiniin r* oldugu varsayilirsa, bu

rf’, M\’
() -

0 i

esitsizliginin |z| < r* igin gecerli olmasini gerektirir. O halde, Denklem (4.2) den

yaralanilarak, Denklem (4.3) iin sifirlarinin

2 2
r2(J'y() =28 4 ()3ay() +3 (I, () =0 (44)
denkleminin sifirlari ile ¢akistig1 sonucuna ulagilir.

Ispat1 tamalamak igin, Denklem (4.4) iin (O, Ja d,l) araliginda sadece bir koke sahip
oldugunu gdstermek gerekir. Bunun igin, 1y, (2): (0,j4 d,l) - R

(N rf @)
Hea®) = (m) } 4(%) i

foksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon siirekli ve

(d+ 1%
UWey(2) =2 d+1 _ o d+1y2
agn r )

Td+1
1+ (d + 1)Zm >0
nz=1 nzl]ad,n

oldugundan (0, Ja d,l) araliginda kesin artandir. Ayrica
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limu, (z) =—-1<0ve lim u, (z) =
N0 ad( ) Tfﬂad,l ad( )

dir. Bu halde, Ara Deger Teoremi yardimiyla, uy,(z) = 0 denkleminin (0,/q d.l)
arahiginda tek bir koke sahip oldugu sonucuna ulasilir. Bu ise, f,,(z) fonksiyonunun
Lemniskat yildizillik yarigapinin u , (z) fonksiyonunun (O, Ja d’1) araligindaki yegane

kokii oldugu anlamina gelir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.2: i ={1,2,..,,d} olmak tiizere a; > —1 olsun. O halde
z 0 fo,(2) = 2Jq,(z) normalize edilmis hiper-Bessel fonksiyonunun Lemniskat

konvekslik yarigap 77 (fg,,),

23" o, (r) + 217, (1) p 23" o, (r) + 217" (1) B
( Ty () 77 0y (1) )‘ ( Ty (1) & 77 (1) )‘1‘0

denklemin en kii¢ilik pozitif kokiidiir (Toklu and Kara 2020).

Ispat: Aktas er al (2019) da verilen Teorem4.1.1 den, Vu,n, f '@

fonksiyonunun n'ninci pozitif reel sifirin1 gostermek tizere

d+1
flag(2) = 1_[ (1 - )Z,dﬂ) (4.5)

n=1 ®a,n

oldugunu biliyoruz. Denklem (4.5) kullanarak

zf" 4y (2) z4*1
1+———=1-(d+1 NI EEE—
f,ad (Z) ( ) ~ g{;ﬁ — zd+1 (4'6)

elde edilir. Denklem (4.6) ve licgen esitsizligini kullanarak, |z| < y,, » icin,

(1 N Zf”ad(z)>2 4 < (1 .\ IzIf”ad(IZI)>2 , <Izlf"ad(lzl)>
f'aq(2) B f'q, (12D f'q, (12D

elde edilir. Bu halde, f,,(z) fonksiyonunun 7 (fa d) Lemniskat konvekslik

yarigapinin
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Tf W N (rf
(7o) -2 (7) 1= 7

denkleminin ve dolayisiyla

27" 0, (r) + 2174, (1) 2 23" o, (r) + 217", (1) B
( Tay (1) 770y () )‘ < Ty (1) 77 5, (1) )‘1‘0

denkleminin en kii¢iik pozitif kokii oldugu anlamina gelir.

Ispat1 tamamlamak i¢in yukaridaki denklemin (0, y,, 1) aralifinda sadece bir tek koke

sahip oldugunu géstermemiz gerekir. Bunun igin, v ;: (O, Ya d,l) - R

(T O\, )
g, (r) = <—f,(xd(r) ) -2 <—flad(r) ) -1

fonksiyonu ele alalim. Bu fonksiyon stirekli bir fonksiyon olup

Td]/g-'-% T'd+1

’ 3 a

v ad(r) > (d + 1) Z (Vd+1 _ T'd+1)2 z d+1 _ T'd+1 >0
agn

n=1 n=1 Yagn

oldugundan (0, Ya d,l) aralifinda kesin artandir. Ayrica

limv, (z) =—-1<0ve lim v, (z) =0
lim v, (2) Jim e, )

r

dir. Boylece, f,,(2) fonksiyonunun Lemniskat konveklik yarigapinin, Denklem (4.7)
nin (0, Ya d:l) araligindaki yagane kokii oldugunu sonucuna ulagilir. Bu ise istenilen

sonugctur.

4.2. Normalize Edilmis Hiper-Bessel Fonksiyonunun Janowski Yildizilhik ve

Janowski Konvekslik Yaricaplari

Bu bolimde, f,,(z) normalize edilmis hiper-Bessel fonksiyonunun Janowski

yildizillik ve Janowski konvekslik yaricaplari elde edilmistir.
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Teorem 4.2.1: i=1{12,...,d} olmak iizere a; > —1 olsun. O halde

z e fo,(2) = 2Jq,(z) normalize edilmis hiper-Bessel fonksiyonunun Janowski

yildizillik yaricap1 TZ{,B (fad),

rd',(r) A-B
+ =0
Jad(r) 1 + |B|

denkleminin en kiigiik pozitif kokiidiir (Toklu and Kara 2020).

Ispat: Tamim 3.3.3 dikkate alindiginda, Denklem (3.6) daki gibi tanimlanmis
normalize edilmis f,,(z) fonksiyonunun Janowski yildizillik yarigapini belirlemek
i¢in

| 2/, L
fa,(2)
2f", @
fad (Z)

<1 (z| <)
A—B

esitsizligini gergekleyen bir r* gergel sayisi bulmak gerekir. Denklem (4.2) ve ticgen
esitsizligi kullanilarak, a; > —1 (i = {1,2,...,d}) icin

2 (2 d+1
Y @ _ (@ +1) Toos i
Jaa @ Jagn ~ 1] |
_ ag A=B—|Bl(d+ 1) Y1 m——
S o) a1

esitsizligi elde edilir ki, bu esitsizlikte z = |z| = r i¢in esitlik hali gecerlidir . Denklem
(4.2) ve yukarida elde edilen son esitsizlik kullanarak

2f' () 12l (z])

@ | TR

2 RN IO
“B @ ATEt '( Tz ‘)

(4.8)

elde edilir. Bu halde, |z| <7* icin, f,,(z) fonksiyonunun Janowski yildizillik

yarigapinin
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rf @)
N ON

M@
fad (r) - >

—1=0

A—B+|B|<

ve dolayisiyla

W@ A-B

=-1+—-. (4.9)
denkleminin pozitif kokii oldugu sonucuna ulasilir.

Ispat1 tamamlamak igin, yukarida elde edilen Denklem (4.9) un (O, Ja d.l) araliginda

sadece bir koke sahip oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin, u,,: (0, Ja d.l) - R

I T
U ) =yt T T

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon (O, Ja d,l) araliginda siirekli ve

: 2 radn
UWg,(r)=—(d+1) T a0
n>1 adgn r )
oldugundan kesin azalandir. Ayrica
limtg, (1) = = > 0ve lim 10,(r)
= = —Q0
o eat) = TR ve rf}jg;,lu“d ’

dir. Bu halde, Ara Deger Teoreminden, uy,(z) = 0 denkleminin (0, Ja d:l) aralaiginda
tek bir koke sahip oldugu sonucuna ulasilir. Yani, fq, (z) normalize edilmis hiper-
Bessel fonksiyonunun, 75 5(fy,) ile gosterilen, Janowski yildizillik yarigapt ug ,(2)
fonksiyonun ve dolayisiyla Denklem (4.9) un (0, Ja d,l) araligindaki yegane kokiidiir.

Bu ise istenilen sonugtur.
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Teorem 4.2.2: i = {1,2,...,d} olmak iizere @; > —1 olsun. O halde O halde
z v fo,(2) = 2Jq,(z) normalize edilmis hiper-Bessel fonksiyonunun Janowski

konvekslik yaricap1 74 g (fo,)s

729" 4, (1) + 2rJ ¢, (1) L ATB
Jay () + 130, (1) 1+|B|

denklemin en kii¢iik pozitif kokiidiir (Toklu and Kara 2020).

Ispat: Tanim 3.3.4 den, f, ,(2) fonksiyonunun {z: |z| < z} diskinde Janowski

konveks olmasi i¢in; |z| < r olmak tizere

2 ag?)

f'aq(2)
ﬁugn)

f,ad(z)

<1
a-s(1+

esitsizliginin saglanmasi gerektigini biliyoruz. f,,(z) fonksiyonunun, |z| <y, i¢in,

o0y @) o
s @ @ D e e

2f" @)\ |~ 27
A_B<1+W> A—B—|B|<(d+1)2nzlm>

agn

esitsizligi sagladig1 kolayca goriilebilir. Bu esitsizlikte z = |z| = r igin esitlik hali

gecerlidir. Yukarida verilen esitsizlikten

zf" 4, (2) |Z|f”ad(|Z|)
’ D))
[ < Lol (4.10)
A_B <1 i ad(Z)) A—B+IB] |zIf",,(z])
Faa®@ 77 (2D
elde edilir. Bu durumda, Janowski konvekslik yarigap1 74 5 (fz,,).
rf''e. (r) A-B
A (4.11)

fas@  1+IB]
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denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir. Ispat: tamamlamak icin, Denklem (4.11) in

O,y ay 1) araliginda tek bir koke sahip oldugunu gostermek gerekir. Bunun igin,
Vay: (0,jay1) = R

rf e A—B
Fea@ ' 1+IB]

Vagy (r) =

fonksiyonu ele alalim. Bu fonksiyon siirekli olup

d,d+1
r )/(X n
d <0

d+1 _ ,.d+1)2 '
Vad,n r )

Vg, (r) =—(d+1)*

nzl(

oldugundan (0, Ja a,l) araliginda kesin azalandir. Ayrica,

limv, (r) = >0ve lim v, (r)= —oo.
lim v, () Jim v, ()

1+ |B| r

dir. Bu durumda, 11, (0,vq,,:) araliginda Denklem (4.11) in yegane pozitif kokii
olmak {izere, f,,(2) fonksiyonu |z| < ry i¢in Janowski konvekstir. Bu ise istenilen

sonugctur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu boliimde, normalize edilmis f,, (z) hiper-Bessel fonksiyonunun Lemniskat

yildizillik, Lemniskat konvekslik, Janowski yildizillik ve Janowski konvekslik

yarigaplari ile ilgili elde edilen sonuglar sunulmustur.

Teorem 5.1: i = {1,2,...,d} olmak iizere @; > —1 olsun. Budurumda z

fay(2) = 2Jq,(z) normalize edilmis hiper-Bessel fonksiyonunun Lemniskat

yildizillik yarigapi 17 (fag)s

2 2
(rd'ae@) =213 4, (N Jay (@) + 3 (Jay () =0
denklemin en kiigiik pozitif kokiidiir (Toklu and Kara 2020).

Teorem 5.2 i=1{1,2,..,,d} olmak lzere a; > —1 olsun. O halde, z -

fay(2) = 2Jq,(z)  normalize edilmis hiper-Bessel fonksiyonunun Lemniskat

konvekslik yarigap: 7 (fy,),

27" 0, (r) + 2174, (1) 2 123" 0, (r) + 217", (1) .
( Tay(1) + 774, (1) ) B 2( Tay(1) + 777, (1) ) -1=0

denklemin en kiiciik pozitif kokiidiir (Toklu and Kara 2020).

Teorem 5.3: i ={1,2,...,d} olmak iizere @; > —1 olsun. O halde, z ~

fay(2) = 2Jq,(2z) normalize edilmis hiper-Bessel fonksiyonunun Janowski yildizillik

yarigapl 74 5 (fa,)

rJ’ad(T)_l_ A-B _
Jay,™) 1+1|B|

denkleminin en kii¢iik pozitif kokiidiir (Toklu and Kara 2020).

Teorem 5.4 i = {1,2,...,d} olmak iizere a; > —1 olsun. O halde O halde

z 0 fo,(2) = 2Jq,(z) normalize edilmis hiper-Bessel fonksiyonunun Janowski

konvekslik yarigap1 TAC,B (fad),
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23" 0 () + 2rJ o (1) L1 AZB _
Jag(1) + 130, (r) 1+1Bl

denklemin en kii¢lik pozitif kokiidiir (Toklu and Kara 2020).
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