T.C.
AGRI iBRAHIM CECEN UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

Neslihan KARAGOZ

NORMALIZE EDILMIS WRIGHT FONKSIYONLARININ BAZI
GEOMETRIK OZELLIKLERI UZERINE

YUKSEK LISANS TEZI

TEZ YONETICISI
Do¢. Dr. Evrim TOKLU

AGRI - 2021



OZET
YUKSEK LISANS TEZI

NORMALIZE EDILMIS WRIGHT FONKSIYONLARININ BAZI GEOMETRIK
OZELLIKLERI UZERINE
Jiri: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Dog. Dr. Ibrahim AKTAS

Dog¢. Dr. Evrim TOKLU

Bu tezin esas amaci normalize edilmis Wright fonksiyonlarinin lemniskat yildizillik,
lemniskat konvekslik, Janowski yildizillik ve Janowski konvekslik yaricaplarinin belirlen-
mesidir. Ana sonuclarimizin ispatinda kullandigimiz temel araglar Wright fonksiyonunun
sonsuz carpim temsili ile Wright fonksiyonunun ve tiirevinin reel sifirlarinin bazi 6zellik-

leridir.

Y1l 2021, 42 sayfa
Anahtar Kelimeler: Wright fonksiyonu, Bernoulli lemniskat yildizillik ve Bernoulli lem-

niskat konvekslik yaricaplari, Janowski yildizillik ve Janowski konvekslik yaricaplari.

i



ABSTRACT
MASTER’S THESIS

ON SOME GEOMETRIC PROPERTIES OF NORMALIZED WRIGHT
FUNCTIONS
Jury: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Assoc. Prof. Dr. Ibrahim AKTAS

Assoc. Prof. Dr. Evrim TOKLU

The main purpose of the present thesis is to determine the radii of Bernoulli lemnis-
cate starlikeness, Bernoulli lemniscate convexity, Janowski starlikeness and Janowski con-
vexity of normalized Wright functions. The key tools in the proof of our main results are the
infinite product representation of Wright function and some properties of real zeros of the

Wright function and its derivative.

Year 2021, 42 pages
Key Words: Wright function, radii of Bernoulli lemniscate starlikeness and convexity, radii

of Janowski starlikeness and convexity.

il



TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimim ve tez ¢alismam boyunca destegini hicbir zaman esirgemeyen,
biiyiik bir sabir ve 6zveriyle bilgi ve tecriibelerini paylasan degerli danisman hocam Dog.
Dr. Evrim TOKLUya; tez calismama hazirlanma siirecimde icten desteklerini her zaman
hissettiren, derslerinden cokca faydalandigim, Agr1 Ibrahim Cecen Universitesi Matematik
Boliimiiniin kiyymetli hocalarina; siire¢ boyunca moral ve motivasyonlariyla her zaman yanimda
olan ¢ok sevgili arkadagslarima; tizerimdeki emeklerini anlatabilmemin miimkiin olmadigi
canim babam ve annem, Bayram ve Giilhan KARAGOZ’e ve biricik kardeslerime sonsuz

tesekkiirlerimi sunarim.
Temmuz 2021

Neslihan KARAGOZ

v



ICINDEKILER

OZET . i
AB S T R ACT il
TESEKKUR ... e iv
SEKILLER LISTESI ... vi
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI ..., vii
LGIRIS .. . 1
2 KURAMSAL TEMELLER ... 4
2.1, Temel Kavramlar ..........ooooiiiiii e 4
2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar......................cooiiiiiiiiii.. 5
2.3. Univalent Fonksiyonlarin Bazi Alt Sinaflart...................................... 10
3.MATERYAL VE YONTEM ..., 21
3.1, SUbOrdinaSYON . ...t 21
3.2. Bernoulli Lemniskat Yildizil ve Bernoulli Lemniskat Konveks Fonksiyonlar . 22
3.3. Janowski Yildizil ve Janowski Konveks Fonksiyonlar........................... 24
3.4, Wright FOnNKSIYONU ..o 26
4. ARASTIRMA BULGULARI . ... 29
4.1. Normalize Edilmis Wright Fonksiyonlart .........................L. 29

4.2. Normalize Edilmis Wright Fonksiyonlarinin Lemniskat Yildizillik ve Lem-
niskat Konvekslik Yarigaplart .......... ... 29

4.3. Normalize Edilmis Wright Fonksiyonlarinin Janowski Yildizillik ve Janowski

Konvekslik Yarigaplari...........oooo i 35

S SSONUC ..o 39
KAYNAKLAR 41
OZGECMIS ..o 45



Sekil

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
3.1
3.2

SEKILLER LISTESI

Sayfa
Birim diskin Koebe doniisiimii altindaki resmi ... 9
Yildizil ve konveks kilme .......... ... 11
0 dan f(re®) ya uzanan yarigap VeKtOIl ...............covviininiiiiiniiaiaii.n, 12
D, diskinin goriintiisiiniin konvekslifi ............... ... 14
f(z)=z+ % + % fonksiyonu altinda D birim diskinin resmi .................... 17
Konvekse yakin olmayan bolge ...............oo i 17
D birim diskinin H(z) = 1= doniisiimii alundaki resmi ........................... 19
Bernoulli lemniskatt .......... 23
D birim diskinin ¢(2) = /1 + 2 doniisiimii alundaki resmi ........................ 24

Vi



SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

: Kompleks kayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: N = {1,2,...} dogal sayilar kiimesi

: No =NU{0}

:{z € C: |z| < r} seklinde tanimlanmus agik disk

:{z € C: |z] < 1} birim disk

:{z € C: |z|] = 1} birim ¢ember

: D birim diskinde tanimli f(2) = 2z + > -, a,2" seklin-
deki analitik fonksiyonlarin sinifi

: A sinifindaki tinivalent fonksiyonlarin sinifi

: A smifindaki yildizil fonksiyonlarin sinifi

: A smifindaki o mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi
: A smifindaki konveks fonksiyonlarin sinifi

: A smifindaki o mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi
: Subordinasyon

: Lemniskat y1ldizil fonksiyonlarin sinifi

: Lemniskat konveks fonksiyonlarin sinifi

: Janowski y1ldizil fonksiyonlarin sinifi

: Janowski konveks fonksiyonlarin sinifi

. f fonksiyonunun o mertebeden yildizillik yarigapi

: f fonksiyonunun o mertebeden konvekslik yarigapi

: f fonksiyonunun lemniskat yildizillik yarigapi

: f fonksiyonunun lemniskat konvekslik yaricapi

: f fonksiyonunun Janowski yildizillik yaricapi

: f fonksiyonunun Janowski konvekslik yarigap1

: f(z) fonksiyonunun argiimani

: f(z) fonksiyonunun reel kismi

: f(z) fonksiyonunun imajiner kismi

: Gamma fonksiyonu

vii



1. GIRIS

Kompleks analizin 6nemli bir dali olan Geometrik Fonksiyon Teorisi, analitik fonksiy-
onlarin geometrik 6zelliklerini incelemektedir. Temelde, analiz ile geometri arasindaki de-
rin baglantiy1 bize sunan bu teori ilk olarak 1851 yilinda G.Bernhard Riemann’in doktora
tezinde yer verdigi ve "Riemann Doniisiim Teoremi" olarak bilinen teorem ile ortaya ¢ik-
migtir. Riemann’in bu teoremi; en az iki sinir noktasina sahip basit baglantili bir D; C C
bolgesini, herhangi bir basit baglantili Dy C C bolgesine resmeden analitik bir f fonksiy-
onunun varligini garantilemektedir. Ancak ispatinda birtakim bogluklar1 bulunan bu teo-
rem, 1912 yilinda Paul Koebe’nin "D; en az iki sinir noktasina sahip basit baglantili bir
bolge ve zyp € D; olmak iizere, f(z9) = 0 ve f’(z9) > 0 olacak sekilde, D; bolgesini
D = {z :| z |< 1} birim diskine resmeden, D, iizerinde analitik ve iinivalent bir tek f
fonksiyonu vardir." seklindeki teoremi ile daha da sadelesmis ve tam ispatt yapilmistir. Anal-
itik ve iinivalent bir fonksiyon, egriler arasindaki a¢ilart korudugundan konform doniisiim
olarak da adlandirilabilir. Riemann doniisiim teoreminin Koebe tarafindan ortaya konulan bu
giiclii versiyonu, herhangi bir basit baglantili 1), bolgesinin D birim diski ile yer degistire-
bilmesine olanak saglamakta olup bu durum bir cok problemin ¢6ziimiinde biiyiik kolayliklar
saglamustir.

Tezimiz boyunca f(0) = f’(0) — 1 = 0 kosulu ile normalize edilmis ve D birim
diskinde analitik fonksiyonlarin sinifin1 A ile gosterecegiz. Bu durumda A sinifindaki her-

hangi bir f(z) fonksiyonunun
f(2)=z4az* +az® +--- =z + ap 2" (1.1)

seklinde bir seri a¢ilimina sahip olacagi agiktir. Ayrica, D birim diskinde analitik ve {iniva-
lent fonksiyonlarin sinifin1 S ile gosterecegiz. Agikca anlagilacagi iizere S C A dir. Normal-
ize edilmis tinivalent fonksiyonlarin S sinifi g6z oniine alindiginda bu smiftaki her bir f(z)
fonksiyonu i¢in |a,| < A,, (n > 2) olacak bicimde bir A,, smir1 vardir. Esasen, Koebe
tarafindan boyle bir A,, smirmin varhiginin gosterilmesiyle iinivalent fonksiyonlar teorisi
yirminci ylizyilin baglarinda sekillenmeye baglamistir. Ardindan 1916 yilinda Bieberbach

tarafindan (1.1) deki gibi tamimlanmig S sinifina ait bir f(z) fonksiyonu i¢in

la,| <n, (n>2) (1.2)



katsay1 tahminini ortaya atilmigtir. Literatiirde "Bieberbach Tahmini" olarak bilinen bu tah-
min, zengin ve siiregelen bir tarihe sahiptir ve bir¢ok matematikcinin ilgisini ¢gekmistir.
Bieberbach [23], (1.2) deki katsay1 problemini |az| < 2 i¢in ispatladiktan sonra bir
dipnotunda gegici olarak, |a,,| < n seklinde genellestirilebilecegini 6nermis ve bu dnerme
meshur tahminin kaynagi olarak goriilmiistiir. Birkag y1l sonra Loewner yarik eslestirmelerinin

parametrik temsilini geligtirmis ve bunu |a3| < 3 katsayisinin kanitinda kullanmigtir. Dordiincii

katsay1, |ay| < 4 durumu ise yaklasik otuz yil sonra Garabedian ve Schiffer [26] tarafindan
varyasyonel bir yontemle ispatlanmistir. Oldukca zor olan bu ispati Cherzynski ve Schiffer
daha da basitlestirmistir. Ispatlardan biri, alan prensibinin dogrudan uzantis1 olan Grun-
sky esitsizliklerine dayanmaktadir. Bu kesif, 1939 yilinda ortaya konulmus olan Grunsky
esitsizliklerinin dikkatleri yeniden iizerine ¢cekmesini saglamigtir. 1960’tan bu yana Grun-
sky esitsizlikleri, Fitzgerald’mn |a,| < \/Zn katsay1 ispati da dahil olmak iizere bir dizi
onemli ilerlemenin temelini olusturmaktadir. Biz, Bieberbach’in katsayi tahmini i¢in bulu-
nan sonuglarda tarihsel bir sekilde ilerledigimizden 1968 yilinda Pederson tarafindan yine
Grunsky esitsizligi kullanilarak |ag| < 6 sonucunun ispatlandigini goriiriiz [40]. Birkag y1l
sonra Pederson ve Schiffer, Grunsky esitsizliklerinin bir genellestirmesi olan Garabedian-
Schiffer esitsizliklerini kullanarak, |a;| < 5 sonucunu ispatladilar [41]. Nihayet 1984 yilinda
Louis de Branges tarafindan, hipergeometrik fonksiyonlar kullanilarak, (1.2) deki katsay1
probleminin tim n > 2 (n € N) i¢in dogru oldugu gosterilmistir [24].

Bieberbach’in katsay1 tahmini iizerine 1916’dan beri yapilan bu zorlu caligmalarin
1984 yilinda Branges’in ispati ile nihayete erdirilmesi, tinivalent fonksiyonlarin daha da
zenginlesmesini saglamis ve bu alanda calisan matematikgilerin iinivalent fonksiyonlarin
farkli alt simiflar1 lizerine egilmelerine sebep olmustur. Ayrica Branges’in katsay1 problem-
inin ispatinda hipergeometrik fonksiyonlar1 kullanmasi hipergeometrik fonksiyonlarin ge-
ometrik 6zelliklerinin incelenmesinin yolunu agmistir. Bilindigi iizere, bir¢cok 6zel fonksiyon
hipergeometrik fonksiyonlarin &zel halleridir. Ilk olarak 1732 yilinda D. Bernoulli tarafin-
dan caligilan ancak ismini F. W. Bessel (1734-1846) den alan Bessel fonksiyonu da hiperge-
ometrik fonksiyonlarin 6zel bir halidir. Bessel fonksiyonlarinin geometrik 6zellikleri bircok
matematikgi tarafindan ele alinmustir. ilk olarak 1960 yilinda R. K. Brown, Bessel fonksiy-
onlarinin iinivalentligini incelemistir. Ayni yil E. Kreyszing ve J. Todd tarafindan Bessel
fonksiyonlarinin tinivalentlik yarigap: elde edilmistir. V. Selinger, 1995 yilinda normalize
edilmis Bessel fonksiyonlarmin geometrik 6zelliklerini arastirmistir. Ozel fonksiyonlarin
geometrik Ozellikleri iizerine ¢aligsmalar hala canliligin1 korumakta olup son zamanlarda or-

taya konan ¢alismalardan bazilar sunlardir: [2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 19,
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20, 21, 49, 50, 51, 52].
Bu tezde, yukarida verilen 6zel fonksiyonlarin geometrik 6zellikleri tizerine yapilan
caligsmalardan ilham alinarak, normalize edilmis Wright fonksiyonlarinin lemniskat y1ldizil-

lik ve konvekslik ile Janowski yildizillik ve konvekslik yarigaplari elde edilmisgtir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde kompleks fonksiyonlar teorisinde biiyiik oneme sahip olan ve tez boyunca

faydalanacagimiz tanim, teorem ve ornekler yer almaktadir.

2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1 (r komsulugu) Bir zy € C noktast verilmis olsun. Bu durumda zy noktasinmin r

komsulugu, D(zp,17) = {z € C: |z — 2| < r} olarak tamimlanan kiimedir.

Bir D(zp, ) komsulugu verildiginde D(z, ) — {20} = Ny kiimesine z, 1n delinmis komsu-
lugu denir. D(z, r) kiimesine z, merkezli 7 yaricapli agik disk de denildigi gibi D(zg,7) =
{z € C: |z — 2| < r} kiimesine kapali disk denir. Bu c¢alisma boyunca D ile gostere-

cegimiz orijin merkezli, bir birim yaricapl diske ise birim disk denir.

Tamm 2.2 (Yigilma Noktas1) S C C bostan farkli bir kiime ve zy € C olsun. Eger her
D(zo, 1) komsulugunda S’nin zy’dan farkli bir z noktasi varsa z, S’nin bir yigilma nok-

tasidir denir.

Tamm 2.3 (I¢ Nokta) Bir z € S C C noktast icin, D(z,r) C S olacak sekilde bir r > 0

varsa z, S’nin bir i¢ noktasidir denir.

Tanim 2.4 (Acik Kiime) S C C verilmis olsun. Eger her z € S noktast S’nin bir i¢ noktast

ise S kiimesine acik kiime denir.

Tamim 2.5 (Kapah Kiime) S C C verilmis olsun. S kiimesinin tiimleyeni acik ise S kapali

kiimedir denir.

Tamim 2.6 (Baglantih Kiime [22]) Bir S C C verilsin. S C Ay U Ay, SN A # &,
SNAy # Tve SN A N Ay = O olacak sekilde bostan farkl ayrik ve actk Ay ve Asy

kiimeleri bulunamuyor ise S kiimesine baglantili kiime denir.

Buradan goriiliiyor ki, baglantili bir .S kiimesinin herhangi iki noktas1 S icinde kalacak bir

kirik cizgiyle birlestirilebilir.



Benzer sekilde S C A; U Ay, SN Ay # @ ve SN Ay # & olacak sekilde ayrik ve acik A

ve A, kiimeleri varsa .S kiimesi baglantisiz kiimedir denir.
Tamm 2.7 (Bolge) Kompleks diizlemde baglantili agik kiimeye bolge denir.

Tanim 2.8 (Limit) f, 2y in delinmis bir komsulugunda tanimli olsun ve bir wy € C sayist
verilsin. Eger herhangi bir e > 0 icin 0 < |z — 2| < ¢ oldugunda |f(z) — wo| < € olacak
bigimde bir § = 6(¢) > 0 varsa f nin zy daki limiti wo dir denir ve

lim f(z) = wy
Z—20

seklinde ifade edilir.

Tanmim 2.9 (Siireklilik [22]) S C C olmak iizere, f : S — C bir fonksiyon ve zy € S olsun.
Eger herhangi bir € > 0 i¢in |z — 2| < 0 oldugunda |f(z) — f(20)| < € olacak sekilde bir

0 = 0(z0,€) > 0 saywst varsa f, zy noktasinda siireklidir denir.

Bir bagka ifadeyle, S C C kiimesi iizerinde tanimh bir f fonskiyonu ve .S kiimesinin bir

yigilma noktast olan zy € S noktasi i¢in, f(z9) # oo ve lim f(2) = f(z) ise f, 2o da
Z—r20

stireklidir denir. Buradan, bir f : S — C fonksiyonu S kiimesinin her noktasinda siirekli ise

f, S tizerinde siireklidir denir.

Tanim 2.10 (Diferansiyellenebilme [22, 55]) f fonksiyonu zy € S noktasinin bir komsu-

lugunda tanimli olsun. Eger,
o 1) = ()
im —————

Z—20 z — ZO

limiti varsa, f fonksiyonu zy noktasinda diferansiyellenebilirdir denir.

Bu limit degeri f’(z) ile gosterilir ve f’(zo) sayisina f nin zq daki tiirevi denir. Yani f’(z)

degeri,
olarak tanimlanir.
2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu boliime kadar bazi temel topolojik kavramlarin tanimlar1 ve karmasik fonksiy-
onlarin bir noktada diferansiyellenebilirligi verildi. Simdi ise herhangi bir zy; noktasinin

bir komsulugundaki tiim noktalarinda diferansiyellenebilen fonksiyonlardan bahsedecegiz.
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Tanimin asagida verecegimiz bu fonksiyonlar analitik fonksiyonlar olarak adlandirilir ve
kompleks analizin temel konusunu olustururlar. Bundan boyle elde edecegimiz tiim sonuglar

dogrudan veya dolayli olarak analitik fonksiyonlara bagli olacaktir.

Tanim 2.11 (Analitik Fonksiyonlar) Bir [ fonksiyonu bir zy noktasimin belli bir D(zy,r)
komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa, f, zy da analitiktir (holomorfik-

tir) denir.

Eger bir f karmagik fonksiyonu bir D bolgesinin tim noktalarinda analitik ise f, D de
analitiktir denir. Ayrica, bu ¢alismamiz boyunca, (1.1) deki gibi normalize edilmis anali-
tik fonksiyonlarin sinifin1 A ile gosterecegiz. Buradan A sinifi
A={f:f(z)=z+ Zanz" ve f(z), D de analitik}
n>2

kiimesi ile verilir.

Tanim 2.12 (Tam Fonksiyon) f fonksiyonu C nin tiim noktalarinda analitikse, f ye tam

fonksiyon denir.

Tanim 2.13 (Egri) [a,b] C R olmak iizere siirekli bir v : [a,b] — C fonksiyonuna C diizle-

minde bir egri denir.
v : [a,b] = C egrisi C diizleminde parametrik olarak ~y(¢) = z(t) + iy(t) seklinde gosterilir.

Tanim 2.14 (Kapah Egri) ~ : [a,b] — C bir egri olmak iizere, v(a) = ~(b) ise y ya kapal

egri denir.

Tamm 2.15 (Basit Egri) U¢ noktalarin ¢akismasi harig, kendini kesmeyen egrilere basit

egriler denir.

Bir egri hem basit hem de kapal1 olabilir ki boyle egrilere basit kapali egri (Jordan egrisi)

denir.

Tanim 2.16 (Diizgiin ve Parcah Diizgiin Egri) Loy(t) =x(t)+iy(t), a <t < begrisi
verilmis olsun. Eger [a,b] arahginda ~'(t) = 2/(t) + iy (t) tiirevi siirekli ve sifirdan
Sfarkli ise v egrisine diizgiin egri denir.

ii. y(t) = x(t) +iy(t), a < t < b egrisi verilmis olsun. a = xop < 13 < - <
x, = b olmak iizere P = {xo,x1, -+ ,x,} [a,b] araligimin sonlu boliintiisii olsun.

v min [xy_1, xg] araliklarina kisitlanmast bir diizgiin egri olacak sekilde sonlu bir P

boliintiisii varsa vy egrisine parcali diizgiin egri (veya ¢evre veya yol) denir.

6



Teorem 2.1 (Cauchy Tiirev Formiilii) w = f(z) fonksiyonu bir y kapali ¢evresinin icinde

ve iizerinde analitik olsun. Eger zy,y min icinde bir nokta ise, n = 0, 1, 2... icin

f(”)(zo) — n_'/(Ldz

27 )., (2 — zo)"t!

dir.

Teorem 2.2 (Taylor Serisi) f fonksiyonu bir zy noktasinda analitikse bu noktanin bir komsu-

lugundaki z ler i¢cin gegerli olmak iizere

oo 0 £n) (4
f(z):Zan(z—zo)":Zf (' )(z—zo)"

n=0 n=0 n

serisine f(z) fonksiyonunun zy noktasinin bir komsulugundaki Taylor serisi denir.

Tanim 2.17 (Singiiler Nokta) w = f(z) fonksiyonu bir zy da analitik degilse zy noktasina

f fonksiyonunun bir singiiler (tekil) noktast denir.

Singiiler noktalar, ayrik ve ayrik olmayan singiiler noktalar seklinde iki kisima ayrilir. Bir
w = f(z) fonksiyonu z, noktasinin bir D(zp, ) — zo delinmis komsulugunda analitik fakat
2o da analitik degilse 2z, noktasina f(z) fonksiyonunun ayrik singiiler noktasi denir. Ve
20, w = f(z) fonksiyonunun bir singiiler noktast olmak iizere, w = f(z) fonksiyonunun
2o noktasinin her D(zy, ) — 2 delinmig komsulugunda en az bir singiiler noktasi varsa 2

noktasina f(z) fonksiyonunun bir ayrik olmayan singiiler noktasi denir.

Tanim 2.18 (Laurent Serisi) w = f(z) fonksiyonu A = {z : s1 < |z — 2| < s2} komsu-
lugunda analitik olmak iizere,
bn
f(z) = ———+ ) an(z— )"

serisine f(z) fonksiyonunun zo noktasi civarindaki Laurent serisi denir.

b n . . o e e
Burada ) ., iy Ve Y ns0@n(z — 2)" serilerine, sirasiyla, Laurent serisinin esas ve

analitik kismu denir.

Tanim 2.19 (Kutup Noktas1) zg, f(z) nin bir ayrik noktast olsun. Eger f(z) fonksiyonunun
Laurent acitlimindaki b, katsayilarinin sonlu tanesi hari¢ digerlerinin tiimii sifira esit ise
veya bir baska deyisle acilinun esas kismuinda sonlu sayida terim varsa 2y, f(z) nin bir kutup

noktasidir denir.

Tanim 2.20 (Meromorf Fonksiyon) Bir f(z) fonksiyonunun bir A bolgesindeki singiiler

noktalart sadece kutup noktalari ise f(z), A da bir meromorf fonksiyondur denir.
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Teorem 2.3 (Maksimum Modiil Teoremi) f(z) fonksiyonu bir A bolgesinde analitik ol-

sun. Eger | f(2)|, A da maksimum deger alryorsa, f(z) sabittir.

Teorem 2.4 Sunurli bir A bélgesi ve sabit olmayan bir f(z) fonksiyonu bu bélgenin simirinda

siirekli, icinde analitik olsun. Bu durumda | f (z)|, maksimum degerini A bélgesinin stmirinda

alir.

Teorem 2.5 (Minimum Modiil Teoremi) f(z), A bdlgesinde sabit olmayan bir fonksiyon

ve her z € Aigin f(z) # O ise |f(z2)|, A bélgesinde minimum deger alamaz.

f, A min sinirinda siirekli ve A bolgesinde hicbir yerde sifir olmayan analitik bir fonksiyon

ise | f(z)|, minimum degerini A nin siirinda alir.

Teorem 2.6 (Schwarz Lemmasi [25]) f : D = {z:|z| <1} — C fonksiyonu D birim
diskinde analitik, z € D i¢in |f(2)| < 1 ve f(0) = 0 olsun. Bu durumda z € D noktalar
icin

[f(A) <zl ve | f(0) <1
dir.
Ayrica zp € D(zp # 0) icin | f(20)| = |20] ise ¢, |c| = 1 6zelliginde bir sabit olmak iizere,

f(2) = cz bigimindedir.

Tamim 2.21 (Univalent Fonksiyon [43, 27]) f, A C C bolgesinde tamumli bir fonksiyon ol-
sun. Her z1,z0 € Aicin f(z1) = f(z2) tken z1 = 2o oluyorsa (veya z; # zo iken

f(z1) # f(22) oluyorsa) f fonksiyonu A bélgesinde iinivalenttir (yalinkat veya schlict) denir.

Bu ¢alismamiz boyunca (1.1) deki gibi normalize edilmis, D birim diskinde analitik ve iini-

valent fonksiyonlarin sinifin1 § ile gosterecegiz. Yani,
S={f:D— C: f(z),D de analitik, tinivalent, f(0) = 0 ve f'(0) = 1}

Geometrik olarak, bir iinivalent fonksiyon basit egrileri basit egrilere doniistiiriir. Analitik

ve iinivalent fonksiyonlar ise basit baglantili bolgeleri basit baglantili bolgelere resmeder.

Teorem 2.7 f, A C C bolgesinde analitik ve iinivalent bir fonksiyon olmak iizere, her z, €

Avigin f'(z) # 0 dir.



Ispat 2, € A ve f(z) = w, olsun. Bu durumda, z, noktasimn f — wy 1 sifirt oldugu
goriiliir. Ayrica, f tinivalent oldugundan f — wq # 0 dir ve f analitik oldugundan z, noktasi
f(2) — wp m izole edilmis bir sifiridir. Dolayisiyla, n € ZT olmak iizere, baz1 D(zy,r)
disklerinde analitik ve sifirdan farkli bir G fonksiyonu igin, f(z) — wy = (2 — 20)"G(2)
seklindedir. Riemann Doniisiim Teoreminden, G = ¢" ve g(zy) # 0 olacak bi¢cimde bir g
analitik fonksiyonu vardir. Buradan, f(z) —wo = [(z — 20)g(2)]" olur. h(z) = (z — 29)g(2)
diyelim, f(z) — wy = h™(z) olur. Ters Fonksiyon Teoremine gore, h'(zy) = ¢(z9) # 0
oldugundan h yerel olarak iinivalenttir ve dolayisiyla f de yerel olarak iinivalent olur. Ancak

f tinivalent oldugundan f'(zo) = h'/(29) # 0 elde edilir.

S smifina ait en 6nemli fonksiyon orneklerinden biri, agagidaki sekilde tanimlanan

ve linivalent fonksiyonlar teorisinde de cok dnemli bir yere sahip olan

k(z) = (1_"’Z)2 =2 +2:7 4384

Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon altinda D birim diskinin goriintiisiinii bulmak i¢in

R

142 9 1
= () = wde) ve us(z) = glualz) — 1

Koebe fonksiyonu

seklinde diizenlenir ve

uy(2)

denirse, k(z) = (ug o ug o uy)(2) oldugu goriilir. Burada u;, Mobiiis doniisiimiidiir ve D
birim diskini, sinir1 imajiner eksen olan sag yar diizleme; wuy, 1y in karesi doniigsiimiidiir
ve sag yar1 diizlemi, negatif reel eksen boyunca uzanan yarik hari¢ tiim kompleks diizleme

resmeder. ug ise bu son bolgeyi bir birim sola oteler ve %1 ile carpar.

—~ ===

1
— |t
Ze-11

Sekil 2.1. Birim diskin Koebe doniisiimii altindaki resmi

S smifina ait diger temel fonksiyon ornekleri su sekildedir:
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i. f(z) = & = 2+2°+2°+- - - fonksiyonu, D birim diskini {w = u + v : Re(w) > —1/2}

kiimesine resmeder.

ii. f(z)=1%5 =2+2°+2°+ - fonksiyonu, D birim diskini C—{ ( — o0, —3] U [5,0) }

bolgesine resmeder.

iii. f(z) = 3log(:¥£) fonksiyonu, D birim diskini {—7/4 < Im(w) < w/4} seridine

resmeder.

iv. f(z) =1—32* = 3[1 — (1 — z)?] fonksiyonu, D birim diskini bir kardioidin i¢ine

resmeder.

S smifina ait herhangi iki fonksiyonun toplaminin S sinifina ait olmasi gerekmez. Ornegin;

f(2) = % fonksiyonu ile g(z) =

fonksiyonu, S siifina ait iki fonksiyon olup bu
fonksiyonlarin toplaminin %(1 + 1) noktasindaki tiirevinin sifir oldugu basit bir hesaplamayla
goriilebilir. Dolayistyla Teorem 2.7 1s181nda, toplam fonksiyonunun S sinifina ait olmadigi

soylenebilir [1]. Ancak, S sinifi agsagida listelenen bazi temel doniisiimler altinda korunur:

a. Eslenik. f € S olmak iizere, g(z) = f(Z) = z+az22+az23+- - - seklinde tamimlanan

g fonksiyonu da S sinifina aittir.
b. Dénme. f € S ve g(z) = e " f (" 2) olmak iizere, g € S dir.

c. Disk Otomorfizmi. f € S ve

figs) — fla)
(L —[af).f(a)’

9(z) =

la| <1

olmak iizere, g € S dir.

2.3. Univalent Fonksiyonlarin Baz1 Alt Siiflar1

Univalent fonksiyonlarm bazi 6zel alt simflari geometrik ozellikleri nedeniyle ge-
ometrik fonksiyonlar teoresinde 6nemli bir role sahiptirler. Bu kisimda iinivalent fonksiyon-

larin bu 6zel alt sinifarindan bazilarini verecegiz.

Tanmmm 2.22 (Yildizil Kiime) B C C kiimesi verilsin ve wy € B olsun. Bu durumda, her
w € Bigin {(1 —t)w + twy} C B ise B kiimesine wy noktasina gore yildizil (starlike veya

star-shaped) kiime denir.
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Yani, B kiimesindeki sabit bir w, noktasini her bir w € B noktasina birlestiren dogru pargasi
tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B ye wy noktasina gore yildizil kiime denir. Bir bagka
ifadeyle, wy € B noktasindan ¢ikan her bir 151n B kiimesinin sinirini bir tek noktada kesiy-
orsa B ye yildizil kiime denir. Eger w, noktas1 6zel olarak orijin secilirse, bu kiimeye orijine

gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime adi verilir (bakimiz Sekil 2.2a).

Tanim 2.23 (Konveks Kiime) B C C verilsin. Her wy,ws € B icin {tw; + (1 — t)wy} C

B ise B kiimesine konveks kiime denir.

Bu tanim geometrik olarak su sekilde yorumlanabilir: Her w;,w,; € B i¢in w; noktasini
ws noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B i¢inde kaliyorsa B ye konveks kiime ad1

verilir (bakimiz Sekil 2.2b).

a Yildizil kime b Konveks kiime

Sekil 2.2. Yildizil ve konveks kiime

Tanim 2.24 (Yildizil Fonksiyon [29]) Bir [ € S fonksiyonu D birim diskini f(zy) = wy
noktasia gore yildizil bir kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna zo, noktasina gore yildizil
fonksiyon denir. Ozel olarak, f € S fonksiyonu D birim diskini orijine gore yildizil bir

kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir.

Yildizil fonksiyonlarin sinifin1 S* ile gosterecegiz. O halde, S* sinifin1 analitik olarak agagi-

daki gibi verebiliriz:

Teorem 2.8 ([33]) f € S fonksiyonu verilmis olsun. f nin yildizil fonksiyon olmast icin

Re (Z}t(z)) >0, zeD

gerek ve yeter sart

olmasidr.

Ispat f € S* olsun. Tamim 2.24 den dolay1 f(D) orijine gore yildizildir. 0 < 6 < 27

ve 1 < 1 olacak sekilde bir z = re® noktasi alalim. 6 € [0,27) oldugundan, w = 0 dan
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w = f(re") a yangap vektorii f(D) icinde yer alir. Bylece arg { f(re)} nin, 6 nin artan

bir fonksiyonu oldugu goriiliir. Aksi halde, yarigap vektorii 0 f (D) iizerinde en az iki nok-

tada kesigir (Bakimiz Sekil 2.3).

2 {arg {f(re")}} > 0 oldugundan arg { f(re") }, 6 ya gore artan bir fonksiyondur.

log f(re”) = log | f(re)|+iarg f(re’) (0 < 6 < 2m) esitliginden, % {Im{log f(re'’)}} >
0 olur. Buradan,

Im {% log f(?“ew)} = Im {Lee))ma@} = Re {%T@e} = Re { ZJ{(S)} >0

elde edilir.

Sekil 2.3. 0 dan f(re?) ya uzanan yaricap vektorii

f € S oldugundan, f’(0) # 0, f(0) = 0 ve 0 noktasinin f i¢in bir kutup noktasi
olmadigini biliyoruz. Argiiment ilkesi geregi f(0) = 0 (ve 0 kutup noktas: degil) ise, 0D,

nin orijin etrafinda sadece bir tam tur attig1 sonucuna ulagilir. Ayrica Re { Z]’:;S) } > () sarti,
arg{f(z)} nin, arg{z} nin bir artan fonksiyonu oldugunu gésterir. Bir bagka deyisle arg{z}
arttikca arg{ f(z)} artar. Boylece, D, nin bir basit kapali egri oldugu goriiliir. Yani D,,

orijine gore yi1ldizildir. O halde, f € S* elde edilir [33].

Re (%) > 0 sartint, arg { f(2)}, arg {z} nin artan bir fonksiyonudur seklinde geometrik
olarak yorumlamak miimkiindiir. Yani, arg {z} arttik¢a arg { f(z)} de artar. Ayrica, bu sartin
saglanmasi f (D) nin yildizil bir bolge olmasini gerektirir ancak f nin tinivalentligini garanti
etmez. Ornegin f(z) = 22 fonksiyonunu ele alahm. Re (%) =2>0ve f(0) =0
olmasina ragmen f(z) = 2z? fonksiyonu D diskinde iinivalent degildir. Ayrica, D birim
diskini yildizil bir bolgeye resmeden iinivalent olmayan bir fonksiyonun orijindeki tiirevi

sifir olur. Sunu da vurgulayalim ki, f(2) = 2? ¢ S dir.

Teorem 2.9 f(z) fonksiyonu (1.1) deki gibi seri acilimina sahip S* sinifina ait bir fonksiyon
olsun. O halde, |a,| < n,(n =2,3,...) dir.
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Yukarida verilen teorem 1920 yilinda Nevanlinna tarafindan ifade ve ispat edilmistir. Bu teo-
rem S* sinifindaki fonksiyonlar i¢in Bieberbach tahmininin dogrulugunu gostermesi agisin-
dan son derece onemlidir. Esasen, bu teoremden sonra Bieberbach tahmininin dogru olduguna
dair umutlar artmistir. Ancak, birinci boliimde ayrintilariyla ifade edildigi iizere, bu teorem-
den ¢ok uzun yillar sonra Bieberbach tahmininin S sinifindan fonksiyonlar icin de dogru-
lugu gosterilebilmistir. Simdi, S* siifinin en 6nemli alt siniflarindan biri olan « mertebeden
yildizil fonksiyonlarin sinifin1 verecegiz. Bu sinif, ilk olarak, 1936 yilinda M. S. Robertson

tarafindan calisilmistir.

Teorem 2.10 f(z) € S olsun. O halde, f(z) fonksiyonunun 0 < o < 1 olacak sekilde «

mertebeden yildizil olmasi icin gerek ve yeter sart

Re (i{é?) ~a, 2€D

olmasidrr.

a mertebeden yildizil fonksiyonlarm sinifin1 S*(«) ile gosterecegiz. Bu halde, S*(«) sinifinin

S (a) = {f €S :Re (ZﬁS)) >, zZ€ D}

kiime gosterimi

olur.
Acikga goriilebilecegi tizere, = 0 igin, $*(0) = S* dir. Yani, S*(a) C §*(0) = S*
dir.

Tanim 2.25 (Konveks Fonksiyon) Eger bir f € S fonksiyonu D birim diskini konveks bir
kiimeye resmediyorsa bu f fonksiyonuna konveks fonksiyon adi verilir. Normalize edilmig

konveks fonksiyonlarin suifi C ile gosterilir.

Asagidaki teorem konveks fonksiyonlarin analitik tasvirini vermektedir.

Teorem 2.11 ([29]) f € S olsun. Bu durumda, f fonksiyonunun konveks fonksiyon olmasi

zf"(2)
Re(l—i— f’(z))>0’ z€D

icin gerek ve yeter sart

olmasidr.

Ispat f € Soldugundan, iinivalent ve f'(0) # 0 dir. Biz f(D,) goriintiisiiniin tiim r € (0, 1)
i¢in konveks oldugunu gosterelim. Bu amagla r € (0,1) olmak iizere, zo # 0, |21] < |29
olacak sekilde z1, 20 € D, alalimve 0 < ¢ < 1 olsun. g : D — D fonksiyonu,

z

o) =1 (=07 (2:) 41, sep

2
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seklinde tanimlansin.

f konveks oldugundan, g fonksiyonu D iizerinde iyi tanimli ve analitik bir fonksiyondur.
Ayrica, g(0) = 0 oldugundan ve Schwarz Lemmmasindan dolay1 z € D i¢in |g(z)| < |z| dir.
z = zy alirsak |g(29)| < |20| <7 ve (1 —t)f(z1) +tf(22) € f(D,) olur ve buradan f(D,)

nin konveks oldugu goriiliir.

Sekil 2.4. D, diskinin goriintiisiiniin konveksligi

|z| = r egrisini I, ile gosterelim. Burada I',, i¢i konveks olan pozitif odakli bir basit
kapali egridir. Ayrica bu egri w = f(re'?), 0 < § < 27 parametrik denklemi ile gosterilir.
f(D,) konveks oldugundan, I', egrisinin teget vektoriiniin argiimani, § € [0, 27] igin azal-

mayan bir fonksiyondur. O halde,

0(6) = ang | 70| = e [iref ().

ve 0 € [0, 27| i¢in ¢)'(6) > veya

% Im [log(iz f'(2))] > 0, z=re?

olmalidir. Basit bir hesaplamayla
0 R
50 Im [log(iz f'(2))] = Im [z (1 + 702 )]

_ zf”(z} 0
Re{l—l— 7 | z=re

ve dolayisiyla,
2f"(2)
f'(2)

Analitik fonksiyonlar icin minimum prensibini dikkate aldigimizda

Re {1+ 1 >0, |z| = .

2f"(2)
Re{l—{— f’(z)}>0’ z €D,

oldugu goriiliir ve r keyfi oldugundan

2f"(2)
f'(2)

Re [1 + } > 0, z2e€D
elde edilir.

14



Yildiz1l ve konveks fonksiyonlar arasinda 6nemli ve oldukg¢a kullanigh bir iligki vardir. Bu

iligki ilk olarak J. W. Alexander tarafindan verilmistir.

Teorem 2.12 f : D — C analitik fonksiyon olsun. O halde, f nin konveks olmast icin gerek

ve yeter sart, z [’ nin yildizil olmasidur.

Ispat D birim diskinde f’(z) # 0 olmak iizere

fonksiyonunu goz 6niine alalim. Basit bir hesaplama ile

PG () ()
F(2) )

ve boylece F'(z) # 0 igin
=) 2(R)
F&) )

elde edilir. Eger f(z) orijinde k'nc1 mertebeden sifira sahipse, o zaman (2.1) deki ifadenin

2.1

her ikisi orijinde analitik olur. Bu durumda

[ )= [ e

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

Asagidaki teorem 1917 yilinda Loewner tarafindan ifade ve ispat edilmis olup Bieberbach
tahmininin konveks fonksiyonlarin C sinifi i¢in dogrulugunu gostermesi bakimindan 6nem-

lidir.

Teorem 2.13 f(2) = 2 + >, ., a,2" € C fonksiyonu verilmis olsun. Bu halde, |a,| <
1 (n=1,2,..)dir

Ispat Teorem 2.12 den,
2f'(z2) =2+ Znanz” es”
n>2

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, |na,| < n sonucuna ulagilir ki buradan,

a,| < 1 elde edilir.

Bu teorem igin birim diski konveks bir bolgeye resmeden f(z) = ;= fonksiyonu ekstremal

fonksiyondur. Dikkat edilecek olursa, zf'(z) = > fonksiyonu Koebe fonksiyonudur.

=
Koebe fonksiyonu S* sinifi i¢in ekstremal fonksiyondur. Ayrica, f € S (yada f € §*) igin
f(D) € D(0,1/4) iken f € C = f(D) C D(0,1/2) dir.
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Teorem 2.14 [ € S fonksiyonu verilmis olsun. Eger, 0 < o < 1 icin,

2f"(2)
f'(2)

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonuna o mertebeden konveks fonksiyon denir.

Re<1+ )>a, z€D

a mertebeden konveks fonksiyonlarin sinfi C(«) ile gosterilir. Konveks fonksiyonlarin sinifi
C ile o mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi C(«) arasinda C(«) C C(0) = C bagmtisi
vardir.

Asagidaki teorem, konveks ve yildizil fonksiyon siniflar1 arasinda var olan Alexander
bagintisinin, o mertebeden yildizil ve konveks fonksiyonlar sinifi i¢in de gegerli oldugunu

gostermesi bakimindan oldukca 6nemlidir.

Teorem 2.15 f(z) € C(«) olmast igin gerek ve yeter sart zf'(z) € S*(«) olmasidur.

Tiim bu incelemelerin 1s1g1nda su 6nemli ¢ikarimi yapabiliriz; C, S* ve S fonksiyon siniflar

arasinda C C §* C § seklinde bir kapsama bagintis1 da vardir.

Tanim 2.26 (Konvekse yakin (close-to-convex) fonksiyon [32, 39]) f(z) ve ¢(z) fonksiy-
onlari D de analitik olsun. Eger D birim diskinde

/'(2)
¢'(2)

sartint saglayan konveks bir ¢(z) fonksiyonu varsa f(z) fonksiyonuna konvekse yakin (close-

Re{ ]>0 z €D 2.2)

to-convex) fonksiyon denir.

Ihtiyag duyulmas1 halinde Teorem 2.11 denkleminin Teorem 2.12 kullanilarak h(z), D de
yildiz1l bir fonksiyon olmak iizere

Re {Zlﬁiﬂ >0, z€D

sart1 ile degistirilebilecegi aciktir. D birim diskinde normalize edilmis konvekse yakin fonksiy-
onlarin sinifim1 K ile gosterecegiz.

Boylece f(z) fonksiyonu D birim diskinde y1ldizil bir fonksiyon ise f(z) nin ayni za-
manda konvekse yakin (close-to-convex) fonksiyon oldugunu gérmek kolaydir. Bu ifadenin
tersinin dogru olmadigina dikkat cekmek 6nemlidir. Gergekten; f(z) = z+ % + % konvekse
yakin fonksiyon oldugu halde yildizil fonksiyon degildir (bakimiz Sekil 2.5).

Geometrik olarak konvekse yakin fonksiyonu su sekilde ifade etmek miimkiindiir:
f(z) fonksiyonunun konvekse yakin olmas i¢in gerek ve yeter kogul 9D, : |z| = r nin f(z)

altindaki goriintiisiiniin "biiyiik firkete" doniiglere sahip olmamasidir; yani, f(9D,) egrisinin
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Sekil 2.5. f(z) =z + % + § fonksiyonu altinda D birim diskinin resmi

herhangi bir boliimiinde teget vektoriiniin geri doniis agis1 > 7 olmamalidir (bakiniz Sekil
2.5). Eger f(z), D birim diskini Sekil 2.6 de gosterilen bolge iizerine resmeden bir fonksiyon
ise, T nin 7 den daha fazla geriye dondiigii bir yay1 oldugundan f(z) konvekse yakin bir
fonksiyon degildir.

Sekil 2.6. Konvekse yakin olmayan bolge

Teorem 2.16 (Noshiro-Warschawski Teoremi [25]) f(z) konveks D bélgesinde analitik bir
fonksiyon ve bu bolgede Re (f'(z)) > 0 olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonu D bolgesinde

tinivalenttir.

Noshiro-Warschawski Teoreminin bir sonucu olarak agagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 2.17 ([25]) Her konvekse yakin fonksiyon tinivalenttir.

Yukarida verilen tinivalent fonksiyonlarin S sinifi ile onun alt siniflar1 arasinda C C S§* C
IC C S iligkisi vardir.
Simdi geometrik fonksiyonlar teoresindeki bir¢ok problemin ¢oziimiinde oldukca

onemli bir yere sahip olan pozitif reel kisimli fonksiyonlarin sinifini1 verecegiz.

17



g(z) fonksiyonun D birim diskinde analitik oldugunu ve g(D) nin kompleks dii-
zlemin baz1 acik yari diizleminde yer aldigini varsayalim. Esasen bu tiir fonksiyonlarla ilgili
olarak pek cok soru-cevap tiiretilebilir. Univalent fonksiyonlardaki calismalarda oldugu gibi
bu tiirden fonksiyonlar icin de bir normalizasyon vermek yerinde olacaktir. Simdi, keyfi
yar1 diizlem yerine H™ : Re(w) > 0 sag yari diizlemini ele almay1, normalize edilmis f(z)
fonksiyonu i¢in f(0) = 1 olmasini istiyoruz. Bu normalizasyonu elde etmek i¢in g(D) nin
L :w = A+ te™ gevresi tarafindan sinirlandirilmig agik yari diizlemde yer aldigim varsay-
alim. Burada, ¢ ve o reel sayilar, L ¢evresi ¢ nin —oo dan oo a artmast ile tanimlanmig muta-
bakatla yonlendirilmis ve ¢(D), L nin saginda yer alir. Bu kosullar altinda, h(D) H™ sag yari
diizleminde yer alan h(z) = e~**(g(z) — A) fonksiyonunun ele alalim. 1(0) = C'+iD olsun.
Burada, h(D) C H* oldugundan C' > 0 oldugu agiktir. Sonug olarak, eger f(z) = (h(z)%m
fonksiyonunu tanimlarsak f(D) C H™ ve f(0) = 1 sartlarim saglayan normalize edilmis

fonksiyonumuzu elde etmis oluruz.
Tanim 2.27 D birim diskinde p(0) = 1 ve Re (p(z)) > 0 kosullarin saglayan

p(z) =14+ piz+p2’ 4 +paz" 4 =14 pp2"

seklinde seri acilimina sahip olan D de analitik tiim fonksiyonlarin olusturdugu sinifa pozitif
reel kisma sahip fonksiyonlarin sinifi ya da Carathéodory sinifi adi verilir ve bu sinif P ile

gosterilir.

P simifindaki herhangi bir fonksiyon, D de pozitif reel kisimli fonksiyon olarak isimlendirilir.
Burada P sinifindaki bir fonksiyonun iinivalent olmasi gerekmeyecegini vurgulamak onem-
lidir. Ornegin; f(z) = 1+ 2" (n > 0,n € N) P siifina ait olmasina ragmen n > 2 icin
tinivalent degildir.

Bu agiklamalarin ardindan P smuifi ile tinivalent fonksiyonlar arasinda yakin bir iligki

oldugunu gozlemlemek oldukca dnemlidir. Bu iligkilerden bazilar asagida verilmistir.

Teorem 2.18 ([43]) f(z) analitik fonksiyonunun D birim diskinde yildizil olmast icin gerek

ve yeter kosul
2f'(2)

o <7

olmasidr.

Teorem 2.19 ([43]) f(z) analitik fonksiyonunun D birim diskinde konveks olmast icin gerek

ve yeter kosul
= //(2)

f'(z)
18
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olmasidrr.

S sinifinda Koebe fonksiyonunun oynadigi énemli rolde oldugu gibi P sinifinda da

_1+z_ 2

= = —1=14+224+222+23+...
1—=2 1—=2

H(z)

fonksiyonu ¢ok énemli bir role sahiptir. Bu fonksiyon D birim diskini H" sag yar diizleme

resmeden Mobius doniisiimii olarak bilinir (bakimiz Sekil 2.7).

2l

-1 0 1 2 3

Sekil 2.7. D birim diskinin H(z) = 12 doniisiimii altindaki resmi

Tamim 2.28 (Univalentlik Yaricapy) f € A verilmis olsun. f fonksiyonu D, diskinde iini-
valent olacak sekilde belirlenen en biiyiik py reel sayisina f fonksiyonunun iinivalentlik

yarigapt denir.

Tanim 2.29 (Yildizilhik Yaricapy) f fonksiyonu (1.1) deki gibi tanimlanmug olsun. O halde,

0 < a<1igin,

() = Sup{r >0:Re (Z;(z)) Sa, ze DT} 2.3)

reel sayisina f fonksiyonunun o mertebeden yildizillik yaricapt denir.

Bu tanima gére 77 ( f) biciminde gosterdigimiz bu yaricap w = f(z) € S fonksiyonu altinda
orijine gore y1ldizil bir bolgeye resmedilen D, cemberlerinin r yaricaplari igin bir iist sinirdir.
Ayrica, ri(f) = r*(f) reel sayis1, f(D,~(s)) goriintii bolgesi orijine gore yildizil bir bolge
olacak sekilde, en biiyiik yarigaptir.
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Tanim 2.30 (Konvekslik Yaricapy) f fonksiyonu (1.1) deki gibi tanimlanmus olsun. O halde,

0 < a<1igin,

re(f) = sup{r >0:Re <1 + ZJ{ZS)) >a, z€ DT} (2.4)

reel sayisina f fonksiyonunun o mertebeden konvekslik yaricapt denir.

Yukaridaki aciklamaya benzer olarak: r§(f) = r°(f) reel sayis1, f(D,(y)) goriintii bolgesi
konveks bir bolge olacak sekilde en biiyiik yaricaptir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde tezin bulgular kisminin olusturulmasinda faydalanilacak bazi tanim ve

teoremler sunulmusgtur.
3.1. Subordinasyon

Kompleks degerli iki fonksiyon arasindaki subordinasyon kavrami reel degiskenli
fonksiyonlar arasindaki esitsizlik fikrinin dogal bir genellemesidir. Esas itibariyla, subordi-
nasyon fikri Lindelof’iin ¢calismasina kadar eskilere dayandirilabilmekle birlikte bu teoremi

ilk ortaya koyanlar Littlewood [34, 35] ve Rogosinski [44, 45] idi.

Tanim 3.1 (Subordinasyon) f(z) ve g(z) fonksiyonlar: D birim diskinde analitik fonksiy-
onlar olmak iizere,

f(Z)=g(w(z), |z/<1
icin, w(0) = 0 ve |w(z)| < 1 sartlarin saglayan, D birim diskinde analitik bir w(z) fonksiy-
onu varsa f(z) fonksiyonu g(z) fonksiyonuna subordinedir denir ve f(z) < g(z) ile gister-

ilir.

Lemma 3.1 ¢(z) fonksiyonu D birim diskinde iinivalent olsun. Bu durumda, f(z) < g(z)

olmasu icin gerek ve yeter sart f(0) = g(0) ve f(D) C g(D) olmasidur.

Teorem 3.1 (Rogosinski Teoremi [44, 45]) f(2) = > -, an2", g(2) = >, 5 bu2" ve f <

g olsun. O halde, her n > 1 tam sayisi icin

> lail” < > 1l
k=1 k=1
esitsizligi gecerlidir.
Yildizil ve konveks fonksiyonlarin cesitli alt siniflarinin subordinasyon kavrami yardima ile

tanimlanabildigi bilinmektedir. Asagidaki teoremler bununla ilgilidir.

Teorem 3.2 f € A olsun. Eger
2f(z) 1+
flz) 1=z
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ise f yildizil fonksiyondur.

Teorem 3.3 f € A olsun. Eger

zf"(z) 14z

1+ 72) < 1>

ise [ konveks fonksiyondur.

Asagida bu smiflarin en genel hali verilmistir.

Tamim 3.2 (Ma-Minda Yildizil ve Ma-Minda Konveks Fonksiyonlar [36]) ¢ pozitif reel
kisma sahip analitik bir fonksiyon, ¢(0) = 1 ve ¢ fonksiyonu D birim diskini 1 e gore yildizil
bir bolgeye resmediyor olsun. Bu durumda Ma-Minda yildizil fonksiyonlarin S*(¢) sinifi ve
Ma-Minda konveks fonksiyonlarin C(¢) sinifi asagidaki gibidir:

zf'(z)
) < ¢(Z>},

a@:{feAﬂﬁfﬁSf<m@}

Burada, Tanim 3.2 yardimiyla yildizil ve konveks fonksiyonlarin bazi meshur alt

SW@z{feA:

Liz) _

smiflarinin elde edilebilecegini vurgulamak onemlidir. Agik¢a goriilebilecegi iizere $* ( T

S*ve C (12) = Cdir.
Bunlarin disinda Tanim 3.2 deki ¢ fonksiyonunun uygun secimi ile elde edilebile-
cek ve tezimizin ana sonuglarinin olusturulmasinda oldukca onemli bir yere sahip olan bazi

onemli alt sitniflar Boliim 3.2 ve Boliim 3.3 da etraflica ele alinmagtir.

3.2. Bernoulli Lemniskat Yildizil ve Bernoulli Lemniskat Konveks

Fonksiyonlar

Bernoulli lemniskat1 (ya da kisaca lemniskat) kartezyen koordinatlarda
(I2 4 y2)2 . 2(12(1_2 . yQ) =0

denklemi ile verilen dordiincii dereceden cebirsel bir egridir.

Bu durumda, £ := {w € C: Re(w) > 0, |w* — 1| < 1} bolgesinin 7 : (2 + y*)* —
2a*(z% — y?) = 0 denklemi ile verilen Bernoulli lemniskat egrisinin (Bakiniz Sekil 3.1) sag
yar1 diizlemde kalan kisminin i¢i olacagint gozlemlemek kolaydir. Bu boliimde, D birim
diskini £ := {w € C: Re(w) > 0, |w* — 1| < 1} bolgesine hapseden yildizil ve konveks

fonksiyonlarin bazi alt siniflarin ele alacagiz.
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Sekil 3.1. Bernoulli lemniskati

Tamim 3.3 (Bernoulli Lemniskat Yildizil Fonksiyon [11, 46]) Bir f € A fonksiyonu

() -

sartuu sagliyorsa f fonksiyonu Bernoulli lemniskat yildizil fonksiyondur denir.

< 1, ze€D

Bernoulli lemniskat y1ldizil fonksiyonlarin sinifin1 S} ile gosterecegiz.

Yukaridaki tanim geometrik olarak su sekilde ifade edilebilir: Eger f € S ise D

zf'(2)
f(z)

niskatinin sag yarisi tarafindan sinirlandirilmig bolgenin i¢inde kaliyor demektir.

birim diskinin doniistimii altindaki goriintiisii, w? — 1] < 1 ile verilen Bernoulli lem-
Ayrica Tanim 3.2 yi kullanarak su 6nemli ¢ikarimi yapmak miimkiindiir: f € S}
olmasi icin gerek ve yeter sart
2f'(2)
f(2)

<¢(z) =vV1i+z, ¢0)=1
olmasidir.

Tanim 3.4 (Bernoulli Lemniskat Konveks Fonksiyon) Bir f € A fonksiyonu

(-5

sartini sagliyorsa f fonksiyonu Bernoulli lemniskat konveks fonksiyondur denir.

< 1, ze€D

Bernoulli lemniskat konveks fonksiyonlarin sinifin1 C, ile gosterecegiz. Yukaridaki tanim

2f"(2)
I'(2)

fonksiyonu altindaki goriintiisii, [w? — 1| < 1 ile verilen Bernoulli lemniskatinin sag yari

geometrik olarak su sekilde ifade edilebilir: Eger f € C. ise D birim diskinin 1 +

diizlemde kalan kisminin i¢cinde kaliyor demektir.

Acikca goriilebilecegi iizere; f € C, olmasi i¢in gerek ve yeter sart

KO
1+ 702 < ¢(z) =vV1+

olmasidir.
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Sekil 3.2. D birim diskinin ¢(z) = /1 + z doniisiimii altindaki resmi

Burada ¢(D) nin £ := {w € C : Re(w) > 0, |w? — 1] < 1} bolgesinde yer aldigina
dikkat cekmek oldukca dnemli olacaktir (Bakimiz Sekil 3.2).

S ve C, siniflan ile ilgili daha detayl bilgi icin [10, 11, 37, 38, 46, 48, 47, 53]
caligmalarina bagvurulabilir.

Simdi bir f € A fonksiyonunun lemniskat yildizillik ve lemniskat konvekslik yarigapi

kavramlarin1 verecegiz.

Tamim 3.5 Bir f € A fonksiyonu verilmis olsun.

() -

reel sayisina [ fonksiyonunun lemniskat yildizillik yaricapt denir.

<1, zeDr}

r7(f) :sup{r>0:

Bu tanima gore r(f) biciminde gésterdigimiz bu yaricap, % fonksiyonu altinda £ :=
{w e C: Re(w) > 0, |w? — 1| < 1} bolgesine resmedilen D, disklerinin r yarigaplari i¢in

bir iist sinirdir.

Tamim 3.6 Bir f € A fonksiyonu verilmis olsun.

(1+ ) -

< 1, ZGDT}

re(f) :sup{r>0:

reel sayisina | fonksiyonunun lemniskat konvekslik yaricapt denir.

Yukaridaki ¢ikarima benzer olarak, r¢(f) bi¢iminde gosterdigimiz bu yarigap, 1 + ZJ{;;S)

fonksiyonu altinda £ := {w € C : Re(w) > 0, |w? — 1] < 1} bolgesine resmedilen D, disk-

lerinin r yarigaplari icin bir tist sinirdir.
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3.3. Janowski Yildizil ve Janowski Konveks Fonksiyonlar

Su ana kadar ortaya konulan bilgiler 15181nda, yildizil ve konveks fonksiyonlar fikrini

genellestirmenin en kolay yollarindan birinin = 7 (()) fonksiyonunun goriintiisiinii sag yar1 dii-

zlemin belirli alt kiimeleriyle sinirlamak oldugu goriilmektedir.

Bilindigi tizere, —1 < B < A < 1ig¢in }igz birim diski reel eksene gore simetrik,

% ve }:[—g cap ug¢ noktalarina sahip olan sag yar diizlemde konveks bir bolgeye iiniva-
lent olarak resmeden bir doniisiimdiir. Bu doniisiim literatiirde Janowski fonksiyonu olarak
bilinmektedir. Simdi Janowski doniisiimiiniin bahsedilen bu geometrik 6zelliginden istifade

ederek yildizil ve konveks fonksiyonlarin iki onemli alt sinifim1 tanimlayacagiz.

Tamim 3.7 (Janowski Yildizil Fonksiyon) f € A fonksiyonu verilmis olsun. Bu durumda
f fonksiyonu —1 < B < A < 1 olmak iizere,

zf'(z) 1+ Az
f(z) 17 Bz

sartimi saglyorsa f fonksiyonuna Janowski yildizil fonksiyondur denir.

Janowski yildizil fonksiyonlarin sinifim S*[A, B] := §* (%) ile gosterecegiz. Yukaridaki
tanim geometrik olarak su sekilde ifade edilebilir: Eger f € S*[A, B] ise (()), —-1<B<
A < 1 olacak sekilde, ¢ap ug noktalart 1=%4 ve 1% olan birim diskin iginde yer aliyor

demektir.

Tamim 3.8 (Janowski Konveks Fonksiyon) [ € A fonksiyonu verilmis olsun. Bu durumda,

f fonksiyonu —1 < B < A < 1 olmak iizere,

z2f"(z) 1+ Az
i) 1+ B:

1+
sartin sagliyorsa f fonksiyonuna Janowski konveks fonksiyondur denir.

Janowski konveks fonksiyonlarin simifim C[A, B] := C (}igz) ile gosterecegiz. Yukaridaki

tanim geometrik olarak su sekilde ifade edilebilir: Eger f € C[A, B] ise 1 + = e <

f'(z)
B < A < 1 olacak sekilde, ¢ap ug noktalari {=% ve 1% olan diskin icinde yer aliyor

demektir.

Acikea goriilebilecegi tizere, Tanim 3.7 ve Tanim 3.8 de A = 1 ve B = —1 se¢gmek
suretiyle, sirasiyla, yildizil ve konveks fonksiyonlarin §* ve C siniflart elde edilirken A =
1—2ave B=—-1(0 < «a < 1)ahnmak suretiyle de, sirasiyla, o mertebeden yildizil ve

konveks fonksiyonlarin $*(«) ve C(«) siiflari elde edilir.
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Janowski y1ldizil ve Janowski konveks fonksiyon siniflari ile ilgili daha ayrintili bilgi
icin [15, 30, 31, 42] caligmalarindan istifade edilebilir.
Simdi bir f € A fonksiyonunun Janowski yildizillik ve Janowski konvekslik yaricapi

kavramlarini verecegiz.

Tamim 3.9 Bir f € A fonksiyonu verilmis olsun. Bu halde —1 < B < A < 1 olmak iizere,

(Zf (Z)> -1
" f(z)
TA’B(f) =supgr>0:

A—B(z

f’(Z))
i®)

reel sayisina | fonksiyonunun Janowski yildizillik yaricapt denir.

<1, zeD,

f'(z)

f( )
eksene gore simetrik, sag yari duzlemde T Ve }I—g cap u¢ noktalaria sahip diskin igine

Bu tanima gére 1} p(f) biciminde gosterdlglmlz bu yaricap fonksiyonu altinda reel

resmedilen D, disklerinin r yaricaplar i¢in bir iist sinirdir.

Tamim 3.10 Bir f € A fonksiyonu verilmis olsun. Bu halde —1 < B < A < 1 olmak iizere,
2f" ()
/(=)

A-B(1+45)

rap(f)=supqr>0: <1, zeD,

reel sayisina f fonksiyonunun Janowski konvekslik yaricapt denir.

Yukaridakine benzer bir ¢ikarimla, 7§ 5(f) bigiminde gosterdigimiz bu yarigap 1 + ((i)

fonksiyonu altinda reel eksene gore simetrik, sag yar1 diizlemde —A ve 14

—5 Ve 115 ¢ap ug¢ nokta-

larmna sahip diskin i¢ine resmedilen D, disklerinin r yarigaplari i¢in bir tist sinirdir.
3.4. Wright Fonksiyonu

Tanim 3.11 (Wright Fonksiyonu [28]) p > —1 ve z, 5 € C olmak iizere
ZTL

)=y 3.1
6. 5;2) ;M(np vy (3.1

ozel fonksiyonuna Wright fonksiyonu denir.

Bu fonksiyon, esasen, p > 0 i¢in Wright tarafindan boliintiilerin asimptotik teorisi ile ilgili
arastirmalariyla iligkili olarak tanimlanmistir [54]. Ayrica 6nemli bir not olarak, p > —1
icin Wright fonksiyonunun bir tam fonksiyon oldugunu vurgulayalim. Dolayisiyla tezimizin
baz1 kisimlarinda tam fonksiyonlar teorisindeki bazi 6zellikleri Wright fonksiyonuna uygu-

layacagiz.
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Asagidaki lemma Wright fonksiyonunun sonsuz carpim temsilini, Wright fonksiy-
onunun sifirlarinin verilen sartlar altinda reelligini, Wright fonksiyonu ve tiirevlerinin sifirlar
arasindaki iligkiyi gostermesi bakimindan oldukca onemlidir. Bu lemmada verilen sonuglar

tezimizin temel sonuglarinin elde edilmesinde olduk¢a onemli bir rol oynamaktadir.

Lemma 3.2 ([20]) (i) Eger p > Ove 8 > Oise z — X, 3(2) = ¢(p, B, —2*) fonksiyonu

tamamu reel olan sonsuz sayida sifira esittir.

(ii) Mo g O(p, B, —2%) fonksiyonunun n’inci sifirin gostermek iizere,

L(B)o(p, 8, =) = 1] (1 - A;Z )

n>1 p:B;n

Weierstrass ¢carpimi gecerli olup bu carpim kompleks diizlemin kompakt alt kiimelerinde

diizgiin yakinsaktir.

(iii) Ayrica, U, 5(2) = 2°X\, (%) olmak iizere, ¢, 5., ile W', 5 fonksiyonunun n’inci sifirin
gosterelim. Bu durumda, \11107 s fonksiyonunun ardisik iki pozitif sifirt arasinda A\, s
fonksiyonunun yalmz bir pozitif sifirt (ya da V, g fonksiyonunun pozitif reel sifiri)

vardir. Bir baska ifadeyle, bu fonksiyonlarin sifirlart arasinda

Cflo,ﬁ,l < )‘pﬁ,l < C;;,,BQ < )\p,ﬁ,z < -
esitsizlik zinciri gegerlidir.

Ispat (i) Fonksiyonun sifirlarimin reel oldugunu [16] calismasina benzer yaklasimlar kul-
lanarak gostermek miimkiindiir. ¢(p, 3, .) tam fonksiyonunun biiyiime mertebesi, (1 -+
—1

p)~ ! olup bu deger (0,1) araliginda oldugundan Wright fonksiyonu sonsuz sayida

sifira sahiptir.

(i1) Ayrica, Wright fonksiyonu tam fonksiyon oldugundan, Hadamard carpim teoremi geregince,

Lemma 3.2 deki gibi bir sonsuz carpim temsiline sahiptir.

(i11)) Bu sonsuz ¢arpim temsilini kullanarak,

05(2) _B N Nos(2) B Z 2z

(3.2)

bos(z) 2 Ap(z) 2 S BN,

elde edilir. (3.2) esitliginin her iki tarafinin diferansiyelini alirsak
d( ;ﬂ(z)> B 2N
— 2 ) = 9 — Z%)an
T\v) T TE T T,y o
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bulunur. p,3 > 0 ve reel z degerleri icin, yukaridaki esitligin sag tarafi negatif bir
reel say1 oldugundan (A, g, Apsn+1), n € N acik araligindaki reel degerler icin z
arttikca zi—zg orant 400 dan —oo a azalan bir fonksiyondur. Bu halde, Wp, 5 fonksiyonu
A, fonksiyonunun ardigik iki sifir1 arasinda sadece bir kez sifir degerini alir. Bdylece

ispat tamamlanmis olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, simdiye kadar verdigimiz tanim ve teoremler 1s181nda, normalize edilmis
Wright fonksiyonlarinin lemniskat yildizillik, lemniskat konvekslik, Janowski yildizillik ve

Janowski konvekslik yaricaplarini elde edecegiz.

4.1. Normalize Edilmis Wright Fonksiyonlari

(3.1) denkleminden, (iglemlerde kolaylik saglamasi bakimindan A\, 5(z) = ¢(p, 3, —2%)

alacagiz)
Mos(2) = 6(p, 8,=%) =) DT 4.1)
’ v n!l'(np + B)
1 22 2

I() T(p+p) A+

oldugu kolayca gdzlemlenebilir. (4.1) denkleminden de agikca goriildiigii iizere A, 3 fonksiy-
onu A simifina ait degildir. Ancak bu fonksiyonun geometrik 6zelliklerini incelemek icin
evvela fonksiyonun normalize edilmesi gerekmektedir. O halde, her biri ¢(p, 3, .) fonksiy-

onundan tiiretilmis olan

fo8(2) = (Z°T(B)o(p, B, —zz))% : 4.2)
9o8(2) = 2L(B)p(p, B, —2%), (4.3)
hos(2) = 2L(B)d(p, B, —2). (4.4)

fonksiyonlarini ele alalim. Ag¢ikc¢a bu fonksiyonlarin tamami A sinifina aittirler. Hig stiphe-
siz Wright fonksiyonunun yukarida verilenlerin disinda sonsuz ¢oklukta normalizasyonunun
yazilmast miimkiindiir. Ancak yukarida verilen normalizasyonlar1 ele almamizin temel ne-
deni literatiirde Bessel fonksiyonlar1 agisindan bu normalizasyonlarin 6zel durumlariyla sik-
likla kargilagilmasidir.

Simdi, sirasiyla, (4.2), (4.3) ve (4.4) deki gibi normalize edilmis f,3(2), g,(z) ve

h, 5(z) Wright fonksiyonlarinin bazi geometrik 6zelliklerini elde edecegiz.
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4.2. Normalize Edilmis Wright Fonksiyonlarinin Lemniskat Yildizilhk

ve Lemniskat Konvekslik Yaricaplari

Bu boliimde normalize edilmis Wright fonksiyonlarinin Bernoulli lemniskat: ile il-

iskili konvekslik yaricapini ve yildizillik yaricapini ele alacagiz.

Teorem 4.1 ([52]) p > 0 ve 8 > 0 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

a. f,p(2) fonksiyonunun lemniskat yildizillik yarigapt v5( f, ),
2
r2 (X, 5(r)" = 28X, 5(r) A s(r) — B2 (Ap5(r))* =0
denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.
b. g, () fonksiyonunun lemniskat yildizillik yarigapt r7.(g,.5),
2
r ()‘;),ﬁ(ﬂ) — 27”/\;,,8(7’))‘/176(7") - (Apvﬁ(r))z =0
denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.
c. h, p(z) fonksiyonunun lemniskat yildizillik yarigapr v (h, 3),
2 2
r ( ;5(\/7_“)) - 4\/F)\:;,5(\/F))‘p,6(\/7_“) - (Apvﬁ(\/;)) =0
denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.

Ispat Lemma 3.2 den

C(8)s(2) = [ (1 - )

n>1

oldugunu biliyoruz. Bu ifadenin logaritmik tiirevi alinarak

z)\;ﬁ(z) - Z 2,2
)‘p,ﬂ(z) N 2 — 22

n>1 /\pﬁ,n

4.5)

elde edilir. f, 5(2), g, 3(%) ve h, (=) normalizasyonlar ile birlikte (4.5) denklemi g6z oniine

alindiginda

zf, 5(2) B 1 (2)\;75(2)) 1 9,2
fos(z) "B Mop(2) ) o Z; A2 — 2

n>1 p,B.n
zg, 5(2) _ 1 ZN, 5(2) _q 222
s T T e — 2
gp,ﬁ(z> paﬁ(z) TlZl p,ﬁ,n <
le E(M):l_ZL.
a2\ (v 2z, =

30

(4.6)

4.7)

(4.8)



elde edilir. (4.6), (4.7), (4.8) denklemleri goz oniine alindiginda 2| < A, 51,0 > 0ve § >0

s\ |1 22 2
(545) 1= (Zv |z|)(zv —M?”B)

n>1 7'p,Bn n>1 "'p,Bn

icin

<|Z|f,§5 |2]) ) 4(|Z|f;g(| I))JFS,
fo(]2]) fo8(|2)
<zg'p,g < ( 2|z| ) <Z 2|z|2 +2>
2
gpﬁ n>1 p,Bn |Z| n>1 p,Bn | |
(lzlgpg |2]) ) _4(!Z|9p,/3(\2|)) L3
Yp,8 (|2]) gpﬁ(M)
0,8 < 2
<hpﬂ (g)‘iﬂn ;)‘iﬂn ’Z|

- (i) (G

esitsizlikleri elde edilir. Kolaylik olmasi agisindan f, 3, g, 3 ve h, 3. fonksiyonlarina karsilik

2 + ¢, 3 fonksiyonunu ele alalim.

denkleminin en kiigiik pozitif kokiiniin 7* oldugunu kabul edelim. Bu durumda |z| < 7* i¢in

() -

esitsizligine ulagilir. Bu halde, (4.6), (4.7) ve (4.8) denklemleri yardimui ile f, 3, g, 3 ve h,

<1

fonksiyonlart i¢in yukarida bahsedilen denklemin sifirlarinin

12 (X, 5()7 = 28X, 5(r) A 5(r) = 52 (A,(r)* = 0,
2 (X5 ()" = 200, 5(M) A (1) — (A 5(r))° = 0
ve
(X, (V) = AN, (VA (V) = (Aas(v) " =0

denklemlerinin sifirlari ile ¢akistig1 goriilir. Bu da, r}(f, ), 75(9,3) ve r7:(h, ) lemniskat
yildizillik yaricaplariin sirasiyla yukaridaki denklemlerin en kiiciik pozitif kokleri oldugu

anlamina gelir.
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Ispat1 sonlandirmak igin, yukaridaki her bir denklemin (0, Ap3,1) agik araliginda tek

bir koke sahip oldugunu gostermeliyiz.

4r )2

B
pﬂ B; )\?)Bn_r) ( BZ pﬁn_ ) 0,

47 \? n
La(r) =y ——L AERD IS ) 0,
n>1 (/\p,,B,n n>1 Pﬂ n
!/ )\2
Hp,g(r)=2z2— 1+ 55— ] >0
n>1 )‘p,g,n ) n>1 pﬁn

oldugundan, F, 3, G, 5, H,5: (0,\,51) = R
rf;,,ﬂ<r>>2 (rf,zﬁ(r))
F = —4 2
o(r) (fp,ﬂm Fonr) ) T
B 7”9;),[3(7’))2 (7”9;),5(7”))
G — i
po(r) (gp,w) o) ) T2

mate = (55557) =1 (e )+

fonksiyonlari (0, A, g,1) araliginda r nin artan fonksiyonlaridir. Ayrica,

lisn £ (1) = lim Gy () = limy H, (1) = 1 <.,

ve

lim F,s(r)= lim G,s(r)= lim H
i F s(7) A G 5(7) Am p.a(1) = 00

limitleri kolaylikla elde edilebilir. Buise, f, s, g, 3 ve h, g fonksiyonlarimn v} (f, 5), 77 (,.5)
ve 17 (h, ) ile gosterdigimiz lemniskat yildizillik yarigaplarinin sirasiyla F), g(r), G, g(r) ve

H, 5(r) fonksiyonlarmin (0, A, 51) araligindaki tek kokleri olduklari anlamina gelir.

Teorem 4.2 ([52]) p > 0 ve 8 > 0 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

a. f, g fonksiyonunun lemniskat konvekslik yarigapt r¢(f, 3)
2
M%LQM s M%LQM 10
‘Ij;;,ﬁ(z) B U,5(2) ‘I’;,ﬁ(2> p U,5(2)
denkleminin en kiigiik pozitif kokiidiir. Burada W, 5(z) = 2P\, 5(z) dur.

b. g, s fonksiyonunun lemniskat konvekslik yarigapi r¢(g, 3)

2
(m’,f,ﬁ(r) + zrxp,ﬁ(r)) . (T“Zﬁ(ﬂ + 27*2,5(”) 10

Ao () + 7’)\;),6(’/“) Ao p(r) + A, (1)

denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.
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c. h, p fonksiyonunun lemniskat konvekslik yarigcapi ¢ (h,, 3)

(3\/FA2,5<\/7“) — T)‘Z,B<\/7:>>2 Ly (3\/”@5(”_”) - MMW)) _1=0

4)‘07,8<\/F) + 2\/7_“)‘;,5(\/F) 4Ap,ﬁ(\/77) + 2\/7_")‘;,5(\/7_")

denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.

Ispat  a. U, 5(2) = 2%\, 5(2) olmak iizere, [20, Teorem 5] den

z ;’B(z) 1 Z\I/Zﬂ(z) (l B 1) Z\I/;ﬂ(z)
e W, B ) W)

oldugunu biliyoruz. Ayrica, (y s, Ve (), 5, sirastyla W, 5 ve W), 5 nin n’inci pozitif

1+

kokleri olmak iizere

25 22 , 2’6_1 22
U,5(2) = Wg (1 - %> » Uop(2) = Wg (1 - m)

denklemleri gegerlidir ([20]). Her iki tarafin logaritmik tiirevi aldiginda,
zfy s
oy (L)Y o
pﬁ ns1 opBin T F n>1 Cpﬂn_
elde edilir. £ —1 > Oi¢in 3 € (0, 1] oldugunu varsayalim. |z| < (51 < Cpp1, olmak

tizere, (4.9) denklemi ve iiggen esitsizligi kullanilarak

(1+ ;:5<z>>2 1<<Z () )
;B<> a n>1 ;,36,71_‘2’2 5 n>1 tgﬂ,n_yzﬁ
2|2 (1 ) 22|

+2 — 4+ (=1 —

(Z Zon— 1217\ 2. — |zf*

n>1 Sp,6,n n>1 >p,pn

sonucu elde edilir. (4.9) denkleminin yardimiyla yukaridaki esitsizlikten

2 2
z 1/ 1/ 2 1 2
G IO ACT AT W AT (T N
0 5(2) (e 5 s(l21)
elde edilir.
Ayrica, |z| <7 <a<bve () <\ < 1lig¢in[17, Lemma 2.1] deki

z z | 2|

— 4.11
I . 1D

a—z b—z
bagintis1 nedeniyle (4.10) denklemi 5 > 1 durumu i¢in de gegerlidir. Bu da (4.10)
esitsizliginin 5 > 0 ve |z| < ¢ ;7 5.1 1¢in de gegerli oldugu anlamina gelir. Bu nedenle,

|z| < ryi¢in f, 5(2) lemniskat konveks fonksiyonu olmak iizere, 7,

rflsm\" (s
( L,N)) 2< éﬁU) 1=0 (4.12)
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denkleminin en kiigiik pozitif kokiidiir.

Ispatin tamamlanmasi icin yukaridaki denklemin (0, C/’Lﬁ,l) araliginda tek bir koke

sahip oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in u, g : (O, ¢ ;)7 5,1) — R

(B ()
pﬂ( >—< Aﬁ(ﬂ) 2( ;I;,ﬁ(r)> 1

fonksiyonunu dikkate alalim. 5 > 0 i¢in,

2 2
C Bn
u/ ’B(T> > (87, < p7B7n _ PP, ))
’ ; (on =7 (Qon =13’

1 1
2
<2TZ</2 2 2 _T2>)>O
n>1 p,B,n p,B,n

oldugundan bu fonksiyon artandir. Burada, r < , /(, 8¢ ;7 5n Ve B > 0icin

2 2 2\2 2 2 2\ 2
Coom (Cosn = 7)< Gign (Copn = 7°)
oldugunu dolayl olarak kullandik. Ayrica,

l{%uﬂﬁ(r) =—-1<0ve fh;n u,5(r) = 00
T/ 50,80

limitleri kolayca elde edilir.

Yukaridaki tiim agiklamalarin sonucunda, f, 3(z) fonksiyonunun r%(f, 3) ile goster-
digimiz lemniskat konvekslik yaricapinin (4.12) denkleminin (O, ¢ ;7 571) araligindaki

tek kokii oldugu anlamina gelir.

. Simdi normalize edilmis g, 3(z) Wright fonksiyonunun lemniskat konvekslik yaricapini
bulmaya odaklanalim. [20, Theorem 5] den, ¥, 5., g, 5(2) nin n’inci pozitif sifirt ol-
mak iizere, g, 5(z) fonksiyonunun sonsuz ¢arpim temsili
52
g2 =1] (1 - 192—>
n>1
seklindedir. Her iki tarafin logaritmik tiirevi alindiginda
P g// P 222
1+ ,p—ﬁ() =1-) &5
gp,ﬁ(z) n>1 19p7ﬁ,n <

elde edilir.

Teorem 4.1 in ispatina benzer bir yaklagimla, |z| < ¥, 3, igin

2wais\" | (20 (2es2)
(”mz)) : S<g;,,ﬁ<z>> 2<g;,ﬁ<z>)
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olur. Dolayisiyla, 7% (g, ) lemniskat konvekslik yarigapinin (0,7, 1) araliginda

" 2 "
Tgp,ﬁ(r> _9 rgpﬁ(r> —1=0 4.13)
9;),5(7’) 9275(7”)

denkleminin tek pozitif kokii oldugu goriiliir.

Ispatin tamamlanmas1 i¢in yukaridaki denklemin (0, ¥, 5,1) araliginda tek bir koke

sahip oldugunu géstermeliyiz. Bunun i¢in, v, 5 : (0,9,51) = R

(s (ras))
ro(7) (g;,,ﬁm ) ? ( 7,(7) )

fonksiyonunu dikkate alalim.

/ 192,5;” 2r°
Upﬁ(?“) =8&r (Z m) (Z m + 1) >0

n>1 \Yp,Bn n>1 "~ PBm

oldugundan, fonksiyonun ayni aralikta kesin artan oldugu kolayca goriiliir. Ayrica,

li\r‘révpyg(r) =—-1<0 ve rfl}gmﬁ 1 v, 5(1r) =00
PP,

dir. Bu da, 7%(g, 3) lemniskat konvekslik yarigapinin (4.13) denkleminin (0,7, 1)

aralifindaki tek kokii oldugu anlamina gelir.

c. [20] gbz 6niine aldigimizda 7, 5., hj, 5 nin n’inci pozitif sifirt iken, 1), 5(2) fonksiy-

onun seri agilimi

=TT (1)

n>1 To.8m
seklindedir. () boliimiindeki adimlar benzer sekilde izlendiginde, 77 (h,, 3) lemniskat
konvekslik yarigapinin teoremin (c) kisminda verilen denklemin tek kokii oldugu cikarila-

bilir.

4.3. Normalize Edilmis Wright Fonksiyonlarinin Janowski Yildizillik

ve Janowski Konvekslik Yaricaplari

Bu béliimde normalize edilmis f, 5(2), g, (%) ve h,3(z) Wright fonksiyonlarinin

Janowski yildizillik ve Janowski konvekslik yarigaplarini inceleyecegiz.

Teorem 4.3 ([52]) p > 0 ve 8 > 0 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.
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a. f,(2) fonksiyonunun Janowski yildizillik yarigapt 7% p(f,.5),

T, 5(7) A-BY\
WIS +5<1+|B|) =0

denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.

b. g, 3(2) fonksiyonunun Janowski yildizillik yarigapt A 5(9,5),

rXp’ﬁ(r) N A-B
)‘p,ﬁ<7’) 1+ |B|

0
denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.

c. h, s(z) fonksiyonunun Janowski yildizillik yaricapt erB(hpﬁ),

VW) A= B
Ap(VD)THIB]

denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.

0

Ispat f»,3(2) normalizasyonunun Janowski yildizillik yaricapini bulabilmek igin,
2f, 5(2)
fo.8(2)

Py
A— B0

<1, |2|<r*

olacak sekilde pozitif bir 7* reel sayist bulmaliyiz. (4.6) denklemi ve iicgen esitsizligi

yardimi ile 5 > 0 ve z = |z| = r olacak sekilde

2f) 5(2) e
Too L Bzt Xpnlel
p I 750 < B _B 1 e , |Z| < )\p,ﬂ,l
— B fp,B(z) - - | | B gl Ai7ﬁ7n_‘z|2
esitsizligi kolayca elde edilebilir. Buradan,
2f5(2) 1— |21£, 5(121)
. z2f, 52 . z|f, 5(l2 .
A-BR T A= BB (e - )
esitsizligi acikca goriliir. 7*
rf,s(r) A-B
57) 1=0 (4.15)

fosr) T 1H1B]

denkleminin en kiigiik pozitif kokii olsun. Bu, (4.14) esitsizliginde f, 3(z) fonksiyonunun
|z| < r*i¢in Janowski y1ldizil oldugunu gosterir.

Ispatin tamamlanmasi igin yukaridaki denklemin (0, )\, 1) agik araliginda tek bir

koke sahip oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in u, s : (0, A\, 51) = R

o Tf/,ﬁ(r) A-B
uesr) = 5y T8
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fonksiyonunu dikkate alalim.

1 4r>\iﬂn
e B

Bn TQ)
oldugundan, u, s fonksiyonunun (0, A\, 1) araliginda kesin azalan oldugu goriiliir. Ayrica,

<0

>0

I () lim uy () = -5
11m u = —O Ve 11m u )=
v oy AT o P 1+ |B]

limitleri kolayca elde edilir. Dolayisiyla f, g fonksiyonunun 7% 5(f, ) Janowski yildizil-
lik yarigapinin, (0, A\, 1) acik araliginda (4.15) denkleminin bir tek kokii oldugu sonucuna
varthr. p > 0 ve f > 0 olmak iizere, g, 3(2) ve h,s(z) normalizasyonlar i¢in de ben-
zer sonuglarin elde edilebilecegi agiktir. Bu nedenle, 1% p(g,5) ve 7% p(h, ) Janowski
yildizillik yarigaplarinin, teoremin sirasiyla (b) ve (c) boliimlerindeki denklemlerin tek kok-

leri oldugu soylenebilir.

Teorem 4.4 ([52]) p > 0 ve 8 > 0 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

a. f,p(z) fonksiyonunun Janowski konvekslik yarigapt T, 5(fo5)s

rv7 o(r) N (l B 1) T () by A—-B b,
wslr)  \B Wpp(r)  1+|B|
denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.
b. g,3(2) fonksiyonunun Janowski konvekslik yaricapi 4 5(g,.),
PN 5(r) + 28X 5(r) N A-B _ 0
Ao p(r) + 7")\;75(7") 1+ |B]
denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.
c. hy 3(2) fonksiyonunun Janowski konvekslik yaricapt v g(h, ),
3V, s(Vr) —rA, 5(vT)  A—B _0

Dos(V0) + 207N, (Vi) T+ 8]

denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.

Ispat Janowski konveksliginin D, acik diski iizerindeki tanimini dikkate aldigimizda, |z| <

r olmak iizere f, 3 fonksiyonu igin,

Z/gﬂ(z)
IS 3 <1
_ zf) 5z
A-B(1+ 745



esitsizligini goriirliz. (4.9) denklemi kullamlarak, 0 < 8 < 1igin ve |z| < (] 5, ile 2 =

|z| = r olacak sekilde, f, 3(z) fonksiyonunun,

150 Y+ (3-1) T a2

0,5() | < n>1 n>1 P
. 2f, gz
A B<1+ fiﬁ(@) A — B+|B|<z </2 Z2+( —]_> ZC )
n>1 Phn

esitsizligini karsiladig1 kolaylikla goriilebilir. (4.11) esitsizligi yardimiyla, yukaridaki esitsi-

zligin 5 > 1 i¢gin de gegerlidir. (4.9) denkleminden dolay1, z nin yerine |z| yazilarak, p ve
£ > 0 olmak iizere,

115(2) B |z\f,;:ﬁ<|z\>
e A(ED

" o(z < z z
A_B<1+zlp,ﬁ()> e B+|B||\fp5|\>
el (E)

esitsizligi elde edilir. Bu nedenle, 7§ 5(f»,3) Janowski konvekslik yarigapinin,

rfos(r)  A—B

,/)75(7’) 15 1B] = (4.16)

denkleminin en kiiciik pozitif kokii oldugu sonucuna variriz.
Ispatin tamamlanmas igin, yukaridaki denklemin (0, C,’)’ 6,1) acik araliginda bir tek
kokii oldugunu gostermemiz gerekir. Bunun igin, w, 5 : (0,¢) 5,) = R

rf;’ﬁ(r) A—-B
Upp(T) = — +
Pﬁ( ) p,B(T) 1 + |B|

fonksiyonunu dikkate alirsak,

2 12
/ p7ﬁ7n p»ﬂJL
upﬁ(r)<47’z<( 5 —7‘2)2_ ( > —7“2)2) <0

n>1 p,Bm p,Bn

oldugundan, (O, ¢ l’)’ ﬁ,l) tizerinde siirekli ve (0, C;’ 571) de kesin azalan oldugu goriiliir.

Burada dolayl olarak, r < /CysnC) 4, ve 8 > 0igin (25, (¢, — r2)® <

2 (Con — r2)2 ozelligini kullandik. Ayrica,

A-B
limu,g(r) = >0 ve lim w,p(r)=—o0
\0 1+|B’ T/Cpb’l

oldugu goriiliir.

Sonug olarak, f] 5(z) fonksiyonunun 74 5(f, 3) Janowski konvekslik yarigapi, (0,¢ ’ 51)
acik araliginda (4.16) denkleminin tek pozitif kokiidiir. Boylelikle ispat tamamlanir.

Teoremin (b) ve (¢) kistmlariin ispati, (@) kismindaki adimlar benzer sekilde izlendiginde,
g, 5(2) ve b, 5(z) fonksiyonlarinin seri gosterimleri ile kolayca elde edilebileceginden, (b)

ve (c) ispatlarin athyoruz.
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5. SONUC

f0.8(2), 9p.8(%), h, 3(2) fonksiyonlar sirastyla, (4.2), (4.3) ve (4.4) deki gibi tanim-
lanmis normalize edilmis Wright fonksiyonlari olmak iizere, bu tezde elde ettigimiz sonuglar

asagidaki dort teoremde sunulmustur.
Teorem 5.1 ([52]) p > 0 ve 8 > 0 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.
a. f,p(2) fonksiyonunun lemniskat yildizillik yarigapt v5( f, ),
2 (X5(r))" = 26X, 5() A 5(r) = B (Mg (r))* = 0
denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.
b. g, () fonksiyonunun lemniskat yildizillik yaricapt v7.(g, 5),
2 (X,5()° = 2, 5(MA () = (A(r)* = 0
denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.
c. h, p(z) fonksiyonunun lemniskat yildizillik yarigapr v (h, ),
r (s (V) = 4VIN, s (VA s (V) = (Aps(v/T))” =0
denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.
Teorem 5.2 ([52]) p > 0 ve B > 0 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.
a. f, 3 fonksiyonunun lemniskat konvekslik yaricapi r¢.(f, 3),
(z\IJZ’B(z) N (l B 1) z\IJ;ﬁ(z)>2_2 (zklfgﬁ(z) N (l B 1) Z\D;B(Z’)> -
‘D;,g('z) B U,5(2) ‘I’;,g(z) B U,5(2)
denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.

b. g, p fonksiyonunun lemniskat konvekslik yarigapt r%(g, 3),

2
7“2/\%’5(7") + 2r/\’p’5(7") Ly 7‘2)\;;’5(7‘) + 27“)\;,5(7“) -0
Aps(r) + T)\/p,ﬁ(r) Aps(1) + 7‘)‘;,5(7")

denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.
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c. h, p fonksiyonunun lemniskat konvekslik yarigapi r¢(h, 3),

(3\/”‘;75(\/7“) - TAZ,ﬁ<\/F>>2 _9 (3\/77)‘;75(\/@ _ MZﬂ(ﬁ)) —1=0

AN s (VT) + 2T, 5(VT) AN s(VT) + 20T, 5(VT)

denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.

Teorem 5.3 ([52]) p > 0 ve B > 0 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

a. f,(2) fonksiyonunun Janowski yildizillik yarigapt 17 g(f,.5),

rAp5(7) A-BY\ _
Aa(r) TP (1+rB\) =0

denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.

b. g,3(2) fonksiyonunun Janowski yildizillik yarigapt 1% p(gp.8),

r/\’pﬁ(r) A—B

+ =0
Aop(r) — 1+B]

denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.

c. hy, 3(2) fonksiyonunun Janowski yildizillik yarigapt 17 p(h, 5),

VNP A-B
AaWr) | 1+1B]

denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.

0

Teorem 5.4 ([52]) p > O ve 8 > 0 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

a. f,p(2) fonksiyonunun Janowski konvekslik yaricapi 4 5(f,.5),

rW7 5(r) (1 ) ¥ s(r)  A-B

Z -1 —
Vos(r)  \B Vps(r) 148

denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.

0

b. g, 5(2) fonksiyonunun Janowski konvekslik yaricapi r 5(g,5),

rZAZWB(r) + 27’)\;”3(7’) N A—B _
Ao s (1) + 1N 5(r) 1+ |B]

denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.

c. h, p(z) fonksiyonunun Janowski konvekslik yaricapi T4, 5(h, ),

BNV =T (VP)  A-B
Dos(Vr) + 2N, () T+ 1B]

denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.
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