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ONUR SOZzZU

Doktora Tezi olarak sundugum "Normlu Quasilineer Uzaylar Teorisine Tligkin
Bazi Yeni Sonuglar" baglikli bu ¢calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diige-
cek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigim ve yararlandigim biitiin kay-
naklarin hem metin iginde hem de kaynakcada y&ntemine uygun bicimde gosterilen-

lerden olugtugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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Bes boliimden olusan bu ¢aligmanin birinci boliimiinde kisa bir literatiir 6zeti
sunuldu.

Ikinei boliimde, diger boliimlerde gecen temel tanim, teorem ve sonuclar verildi.

Uciincii boliimde, bir quasilineer uzayn regiiler ve singiiler boyutu ve proper
quasilineer uzay kavramlar1 tanitilip, bu kavramlarla ilgili bazi temel teorem ve
sonuglar elde edildi. Ayrica sonlu regiiler ve singiiler boyutlu normlu quasilineer
uzaylarin ve normlu proper quasilineer uzaylarin teorisi ile ilgili bir takim deger-
lendirmeler yapildi. Sonrasinda saglam zeminli quasilineer uzaylar olarak adlandirilan
Ozel proper quasilineer uzaylar tanitildi ve saglam zeminli quasilineer uzaylarin baz
ozellikleri incelendi.

Dordiincii boliimde, quasilineer uzaylar iizerine bir topoloji ingsaa etme ile il-
gili genel bir metot ile birlikte bu metot i¢in gerekli hazirliklara yer verildi. Bu
boliimde, normlu lineer uzaylarin 6nemli bir 6zelligi olan lokalizasyon prensibinin
normlu quasilineer uzaylarda saglanmadigi ispatlandi ve sonrasinda normlu quasili-
neer uzaylar icin lokalizasyon prensibinin sinirlar ¢izilmeye caligildi.

Beginci boliimde, normlu quasilineer uzaylarda bir dizinin alt ve iist yar1 yakin-
sakligr kavramlart tanitildi ve bu kavramlara iligkin bazi sonuglar verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Quasilineer uzaylar, Normlu quasilineer uzaylar, Haus-
dorff metrik, Regiiler ve singiiler boyut, Bir elemanin zemini, Proper quasilineer u-
zaylar, Saglam zeminli quasilineer uzaylar, Bir elemanin doldurulmasi, Lokalizasyon
prensibi, Alt ve {ist yar1 yakinsaklik.
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In the first chapter of this thesis consisting of five chapters, a brief overview of
the literature is presented.

In the second chapter, some fundamental definitions, theorems and results used
in the next chapters are given.

In the third chapter, after introducing the concepts of regular and singular di-
mension of a quasilinear space and proper quasilinear space, some basic theorems
and results about these concepts are obtained. Also, some evaluations about the
theories of finite regular and singular dimensional normed quasilinear spaces and
normed proper quasilinear spaces have been made. Next, special proper quasilinear
spaces which are called “solid floored quasilinear spaces” are defined and their some
properties are examined.

In the fourth chapter, one of the general methods to construct a topology on
any quasilinear space is presented and the necessary preparations for this method
are stated. In this chapter, it is proved that the important property of the normed
linear spaces namely “the localization principle” may not hold in normed quasilinear
spaces. Then, it has been tried to draw a border of the localization principle in the
normed quasilinear spaces.

In the fifth chapter, the concepts of lower and upper semi convergence of a
sequence in normed quasilinear spaces are introduced and some results related to
these concepts are obtained.

KEY WORDS: Quasilinear spaces, Normed quasilinear spaces, Hausdorff metric,
Regular and singular dimension, Floor of an element, Proper quasilinear spaces,
Solid floored quasilinear spaces, Stuff of an element, Localization principle, Lower
and upper semi convergence.
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SIMGELER DIZINI

Bu calisgmada kullanilan bazi simgeler, aciklamalar ile asagida sunulmustur.
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Fyi

Is-lim x,, (us-lim x,)

Negatif olmayan reel sayilar ciimlesi,

Sifira yakinsak olan dizilerin uzayi,

Bir £ normlu uzaymin tiim bostan farkh kapal ve
siirl alt ciimlelerinin ailesi,

Bir £ normlu uzayimnin tiim bostan farkh kapal, si-
nirli ve konveks alt ciimlelerinin ailesi,

[a, b] araliginda tanimli, reel degerli ve siirekli fonk-
siyonlarin uzayi,

[a,b] arahgindan Q¢ (E)’ye tanimlanan tiim siirekli
fonksiyonlarin uzayi,

0 merkezli, r yaricaph acik yuvar,

0 merkezli, r yaricaph kapah yuvar,

Infimum (Supremum),

"<" kismi siralama bagintisi iizerinden supremum,

X quasilineer uzaymin regiiler (singiiler) alt uzayu,
X quasilineer uzayimin simetrik alt uzayi,

X quasilineer uzaymin regiiler (singiiler) boyutu,
X quasilineer uzaymin boyutu,

Quasilineer uzaylarda bir x elemaninin capi,

A ciimlesinin ¢api,

2 elemanmin M’deki zemini,

x elemaninin zemini (X quasilineer uzayinin zemini),
M ciimlesinin X’deki zemini,

x elemaninin doldurulmasi,

A ctimlesinin doldurulmasi,

x elemaninin komguluklarinin ailesi,

(x,,) dizisinin alt yar1 limiti (iist yar1 limiti).
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BOLUM 1
GIRIS

Klasik analizde lineer uzay kavrami 6nemli bir yer tutmaktadir. Ozellikle, fonksi-
yonel analiz sahasinda yer alan normlu uzaylar, Banach uzaylar1 ve Hilbert uzaylari
temel olarak lineer uzay kavrami iizerine ingaa edilmigtir. Bu uzaylarin kendileri-
ne has bir takim oOzellikleri sayesinde fizik, mekanik, biyoloji, tip, miihendislik ve
ekonomi gibi bir ¢cok alanda kargilagilan problemlerin matematiksel olarak model-
lenmesinde diferensiyel denklemler kullanilmaktadir, [1, 2]. Ornegin ekonomide,
optimal kontrol teorisi 3, 4]; tipta, insan kalbindeki aort’un mitral kapaklar gibi
yapilarin modellenmesi [5]; mekanikte, viskoelastik malzemelerin yapisinin model-
lenmesi 6] gibi daha bir ¢ok problemin matematiksel modelinde diferensiyel ve integ-
ral denklemlerle karsilasilmaktadir. Diger taraftan, kalitatif fizik, biyomatematik,
matematiksel ekonomi, kontrol teorisi, oyun teorisi, sistem bilimleri, yapay zeka gibi
alanlarda kargilagilan bazi problemler, klasik diferensiyel denklemler ile modellene-
memektedir, [1]. Bu sorunu agmak icin yapilan aragtirmalar, kiime degerli fonksiyon-
larla elde edilen kiime diferensiyel denklemleri ortaya ¢ikarmigtir. [1] ve [2] numarali
caligmalarda, bu tip denklemlerin bazilar1 incelenmistir.

Klasik diferensiyel denklemlerin ¢6ziim kiimelerinin analizi ile denklemlerin model-
ledigi problemleri aciklamada 6nemli mesafeler kat edilmis olmasina ragmen, kiime
diferensiyel denklemler icin benzer analizleri yapmak oldukc¢a zordur ve kiime diferen-
siyel denklemler teorisi heniiz ciddi anlamda ilerletilememigtir. Bunun temel se-
bebi kiime diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin aragtirildigl uzaylarin lineer uzay
yapisina sahip olmayisi ve bu uzaylarda klasik teorideki analiz araclarinin muadil-
lerinin heniiz gelistirilememis olmasidir. Ornegin, bir F normlu uzaymim bos ol-
mayan tiim kapali, sinirli ve konveks alt ciimlelerinin ailesi olan Q¢ (FE) Minkowski
toplama ve skalerle carpma iglemleriyle bir lineer uzay tegkil etmez; fakat quasilineer
uzay yapisina sahiptir. Bu durum R’nin bir I = [a, b] kapalh araligindan Q¢ (E)’ye
tanimli ve siirekli fonksiyonlarim uzay1 C (1, Q¢ (F)) icin de gegerlidir. Bahsedilen bu



eksiklik, klasik analizdeki baz tekniklerin kiime diferensiyel denklemler icin kullanil-
masina engel olmaktadir. Boylece quasilineer uzaylarda bu gibi eksiklikleri giderme
istegi dogmaktadir. Bu baglamda son yillarda interval analizi ve kiime degerli analiz
alanindaki caligmalar 6nem kazanmistir, [1, 2, 7, 8|.

Doktora tezi olarak hazirlanan bu caligmada quasilineer uzay kavrami, S. M.
Aseev’in [9] 1986 yilinda yayinlanan ¢aligmasindan yararlanilarak ele alinacaktir.
Literatiirde quasilineer uzay tamm S. Markow [10, 11] tarafindan da verilmig ol-
masina ragmen, Aseev’in verdigi tanim, icinde ihtiva ettigi siralama bagintisinin
avantajlarindan dolay1 bazi 6zel durumlarda klasik teorideki analiz ile uyum sagla-
masi1 bakimindan Markow un yaklagimina gére daha elveriglidir.

Aseev bu caligmasinda lineer uzaylarin daha genel bir formu olan quasilineer
uzay kavramini tanimlamigtir. Aseev’in verdigi quasilineer uzay taniminin en dikkat
ceken yani, tanimda kullanilan kismi siralama bagintisidir. Aseev quasilineer uzay-
larda norm tanimini verirken kismi siralama bagintisimi da kullanmig ve bu sayede
klasik fonksiyonel analizin 6nemli bazi teoremlerinin tutarh karsiliklarini quasilineer
uzaylarda da verebilmigtir.

Yukarida bahsedilen lineer uzay tegkil etmeyen ciimlelerin en énemlilerinden ikisi
R™nin, bog olmayan, kapal ve sinirh alt ciimlelerinin ailesi olan Q(R™) ve R™'nin
bog olmayan, kapali, sinirli ve konveks alt ciimlelerinin ailesi olan Q¢(R™)dir. Bir
cok doga probleminin matematiksel modelini olugturan kiime diferensiyel denklem-
ler incelenirken C' (I, Q¢(R™)) uzay1 6nemli rol oynamaktadir. Bu nedenle, biiyiik
olgiide [2] numarah kaynaktan yararlamlan bu ¢alhismada Q(R") ve Q¢ (R™) aileleri
ve bu aileler tlizerindeki quasilineer yapi incelenecektir.

Quasilineer uzaylar teorisindeki temel bir eksiklik, lineer bagimlilik-bagimsizlik
ve baz kavramlarinin bu uzaylardaki kargiliklarinin tanimlanmamis olmasidir. Bu
durum quasilineer uzaylar teorisinin geligimi 6niindeki en biiyiik engellerden biridir.
Ayrica quasilineer uzaylarda, lineer uzaylardaki bazi mevcut sonuclarin benzerleri
dahi incelenmemigtir. Bu nedenle, quasilineer uzaylar teorisini irdelemek ve bu simifa
ait baz eksiklikleri gidermek adina son yillarda bazi ¢aligmalar yapilmigtir, [11-21].

Bes boliimden olugsan bu tezin ikinci boliimiinde daha sonraki boliimlerde kul-

lanilacak olan temel tanim ve teoremler sunulmustur.



Uciincii boliimde quasilineer uzaylarin genel teorisinde eksik olan quasilineer
bagimlilik-bagimsizlik ve baz kavramlarinin verilen yeni tanimlari gergevesinde caligil-
mis ve bu kavramlarla ilgili baz 6zellikler aragtirilarak, bu ozelliklere iligkin baz
teorem ve sonuclar lineer uzaylardaki sonuclarla tutarhlik icinde verilmigtir. Bu
kisimda oncelikle quasilineer uzaylarin regiiler ve singiiler boyutu tanimlanmig ve
normlu quasilineer uzaylarda normlu lineer uzaylar teorisindeki sonuclara benzer ve
farkli bazi sonuclar elde edilmigtir. Daha sonra, proper ve proper olmayan quasilineer
uzay kavrami tanitilmis ve quasilineer uzaylarin proper uzay olmalar: halinde sahip
oldugu bir takim 6zellikler verilmigtir. Bunlara ek olarak, bu kisimda proper quasi-
lineer uzaylarin 6nemli bir sinifi olan saglam zeminli quasilineer uzaylar tanitilmig
ve bu smif icin bazi degerlendirmeler yapilmigtir.

Bir quasilineer uzay iizerinde bir topoloji kurmanin genel yontemlerinden biri
ve bu yontem i¢in bazi hazirhiklarin verildigi dérdiincii béliimde, 6ncelikle, dengeli
climleler, yutan ciimleler, bir climle ailesinin toplamsallik 6zelligi, stizge¢ ve siizgeg
tabani gibi kavramlar tamimlanmistir. Ardindan bu kavramlar yardimiyla quasili-
neer uzaylar iizerinde bir topoloji olusturulmustur. Ayrica normlu lineer uzaylar
icin saglanan lokalizasyon prensibinin normlu quasilineer uzaylar i¢in saglanmadigi
gosterilmigtir. Son olarak normlu quasilineer uzaylar i¢in lokalizasyon prensibinin
sinirlar: ¢izilmeye caligilmigtir.

Beginci ve son béliimde ise normlu quasilineer uzaylarda, bir dizinin alt ve {ist
yart yakinsakhigi kavramlar: tanitilmis ve bu kavramlara iligkin bir takim 6rnekler
ve 6nemli bazi sonuclar verilmistir. Bu yeni tanimlar normlu quasilineer uzaylarda

yakinsak olmayan dizilerin yakinsakligina iligkin alternatif tanimlardir.



BOLUM 2
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1 Baz Cebir, Topoloji ve Fonksiyonel Analiz Kavramlari

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullamilan bazi temel kavramlar ve

teoremler verilecektir.

Tanim 2.1.1. X bos olmayan bir ciimle ve “X”, X tizerinde bir baginti olmak tizere,
her x,y,z € X i¢in

i)z <z,

il)zr 2yvey =2 zisex <Xz,

i) s Syveyzisex=y

sartlary saglaniyorsa, X bagintisina X tzerinde bir kismi siralama bagintisy, X
ctimlesine de = kismi siralama bagintise ile birlikte bir kismi swralv cimle denir. <

kismi swralama bagintise ile kismi svrale bir X cimlesi (X, X) seklinde gosterilir, [22].

Kolaylikla goriilebilecegi gibi bos olmayan her X ciimlesi
Ty =y
bagintisi ile kismi sirali bir ciimledir.

Tanimm 2.1.2. (X, X) kwsmi swrali bir cimle ve a € X olmak tzere, her x € X i¢in
r < a olacak sekilde bir a € X wvarsa, a elemanina X ’in maksimum elemany (X 'in
bir dst sinary) denir.

Benzer olarak her x € X icin b < x olacak sekilde bir b € X varsa, b elemanina

X "in minimum elemans (X ’in bir alt sinr) denir, [22].

Tanmm 2.1.3. (X, X) kismi swrals bir cimle olsun. a € X olmak izere, her x € X
wein a X x kosulunun saglanmast x = a olmaswni gerektiriyorsa a elemanina X ’in

bir maksimal elemant denir.



b € X olmak dizere, her x € X i¢in x = b kosulunun saglanmast x = b olmasiny

gerektiriyorsa b elemanmina X 'in bir minimal elemany denir, [22].

Tanim 2.1.4. (X, X) kismi swraly bir cimle ve A C X olmak tizere, her a € A ig¢in,

a =2z

ve

a 2y olan hery € X icin x Xy

kosullar saglanacak sekilde bir v € X wvarsa, v elemanina A ciimlesinin en kiigik
st swnary veya supremumu denir.

Eger her a € A ig¢in,

ve

y =X a olan herye X winy 2z

kosullar: saglanacak sekilde bir x € X wvarsa, x elemanina A ciimlesinin en biyik

alt sinury veya infimumu denir, [22].

Tanimm 2.1.5. (X, <) kismi siraly bir cimle olmak tizere, her x,y € X igin,
ryveyay X

onermest dogru ise = bagintisina X tzerinde bir tam siralama bagintisy, X ciimlesine

ise X tam swralama bagintisy ile birlikte tam swraly bir cimle denir, [23].

Tanim 2.1.6. Kwsmi swraly bir X climlesinin tam swraly her alt cimlesine X 'de bir

zincir denir, [23].

Lemma 2.1.1 (Zorn Lemmasi). X kismi suraly bir ciimle olmak tizere, X 'deki her

C' zincire bir ist sinwra sahip ise X cimlesi en az bir maksimal elemana sahiptir,

[22].



2.1.1 Topolojik Uzaylar

Tanim 2.1.7. X bos olmayan bir cimle ve 7 X in all ciimlelerinin bir ailesi olmak
uzere,
Tl) 0 et ve X €,
T2) Ay, Ag, oy Ap €T dgin AN AsN---NA, €T,
T3) I herhangi bir indis ciimlesi ve her o € I igin A, € T olmak tizere, UI A, €
ac
sartlary saglanwyorsa 7’ ya X dzerinde bir topoloji, (X, 1) ikilisine ise topolojik

uzay denir, [24].

Tanim 2.1.8. X ve Y ki topolojik uzay olmak tzere, birebir, orten, strekli ve tersi
de strekli olan f : X — Y donisimine homeomorfizm (topolojik es yapr dontisimii),
X ve Y wzaylarina da homeomorf topolojik uzaylar denar.

X ve 'Y topolojik uzaylar ve f : X — Y bir homeomorfizm olsun. Bu durumda

X dzerindeki topolojik ozellikler f donisimi altinda korunur, [25].

2.1.2 Metrik Uzaylar

Tanim 2.1.9. X bos olmayan bir ciimle olmak tizere, d : X x X — RT fonksiyonu,
her x,y,z € X i¢in

M1) d(z,y) =0< x =y,

M2) d(z,y) = d(y, ),

M3) d(x,y) <d(xz,z)+d(z,y)

sartlarine sagliyorsa d fonksiyonuna X dzerinde bir metrik, (X, d) ikilisine ise

bir metrik uzay denir, [22].
Ornek 2.1.1. R reel sayilar ciimlesi
d:RxR— R d(z,y) = |z —yl

fonksiyonu ile bir metrik uzaydir. Bu metrige R’nin alisilmis metrigi (mutlak deger

metrigi) denir.



Ornek 2.1.2. R? dizerinde = (x1,%3), y = (y1,y2) olmak tizere,

A(@,9) = /(@1 — 90) + (@2 — 1)

seklinde tamwml d fonksiyonu bir metriktir. Bu metrige R? nin alsilmas metrigi

denir.

Ornek 2.1.3. Kompleks terimli ve simrly biitin dizilerin ciimlesi olan
loo = {x: (xn) C C:sup|x,| < oo},

d(:lj,y) = Sup ‘xn - yn’

seklinde tanwymlanan d fonksiyonu ile bir metrik uzaydar.

Tanimm 2.1.10. (X, d) bir metrik uzay, vo € X ve r > 0 olmak tzere, X 'in
B (zg,r) ={x € X :d(x,z0) <71}

ve

S (xg,r) ={r € X :d(x,x0) <1}

seklinde tanwmly alt ciimlelerine siwrasiyla, xo merkezle v yaricaply agik yuvar ve xg

merkezli v yaricapli kapale yuvar denir, [22].

Tanimm 2.1.11. (X, d) bir metrik uzay, A C X vexg € A olmak tizere, B (xzg,r) C A
olacak sekilde bir r > 0 sayist mevcut ise A ciimlesine xo elemaninin bir komsulugu
denir. Her elemanimin komsulugu olan ciumleye acik ciimle, timleyeni acik olan

ctimleye ise kapaly ciimle denir, [22].

Teorem 2.1.1. Herhangi bir X metrik uzayinda her bir kapals yuvar bir kapals

ctimledir, [26].

Tanmm 2.1.12. (X, d) bir metrik uzay, xo € X ve A C X olmak izere, verilen her
e > 0 sayisina kargilik (B (zo,e) \ {zo}) N A # () ise xy elemanina A ciimlesinin bir

yrgilma noktasy denir. A’man bitin yigilma noktalariman ciimlesi A' ile gosterilir,
[26].

Tamim 2.1.13. (X, d) bir metrik uzay ve A C X olmak tzere, AU A" ciimlesine

A'man kapamst denir ve A ile gosterilir, [26].



Tanim 2.1.14. (X, d) bir metrik uzay ve A C X bos olmayan bir cimle olmak
uzere,
diam A = sup{d (x,y) : v,y € A}

degerine A ciimlesinin ¢apy denir, [22].

Tanmm 2.1.15. (X,d) bir metrik uzay ve A C X olmak dzere, her x,y € A i¢in

d(z,y) < K olacak sekilde bir K > 0 sayist mevcut ise A ciimlesine sinirlidr denir,
[27].

Tanmm 2.1.16. (X, d) bir metrik uzay ve (x,) X de bir dizi olsun. Her ¢ > 0 i¢in
m,n > N (¢) iken d(zp,,x,) < ¢ olacak sekilde bir N (¢) € N sayisi varsa (x,)

dizisine bir Cauchy dizisi denir, [22].

Tanimm 2.1.17. (X, d) bir metrik uzay, (x,,) X de bir dizi ve v € X olmak tzere, her
e > 0 saysina karsiik, n > N (€) olan her n € N i¢in d(x,,, ) < € olacak sekilde bir
N (¢) € N mevcut ise (x,) dizisi x noktasina yakinsaktir veya (x,,) dizisinin limiti

x’dir denir ve x, — x veya lim x, = x ile gdsterilir, [26].
n—0o0

Teorem 2.1.2. (X, d) bir metrik uzay, A C X vex € X olmak tizere, v € A olmass

igin gerek ve yeter kosul x, — x olacak gekilde A’da bir (x,,) dizisinin var olmasidar,

Teorem 2.1.3. (X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun. A’nin kapalv olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul A’daki her yakinsak dizinin limitinin A’nin bir elemans ol-

masudur, [22].

Tanimm 2.1.18. (X, d) bir metrik uzay olmak izere, X ’deki her (x,) Cauchy dizisi
X de yakinsak ise (X, d) ye bir tam metrik uzay denir, [22].

Ornek 2.1.4. (. dizi uzay
d(z,y) = sup [T, — yn|
metrigi ile bir tam metrik uzaydir.

Teorem 2.1.4. (X,d) bir tam metrik uzay ve A, X ’in bir alt uzayr olsun. A’nin

tam olmast i¢in gerek ve yeter kosul A’nin X ’de kapaly olmasidur, [22].



Tanim 2.1.19. X bir topolojik uzay, A C X ve I herhangi bir indis ctimlesi olmak
tzere, X in alt cimlelerinin bir G ={G,; : 1 € I} ailesi A C U G; kosulunu saghyor-
sa G ailesine A icin bir ortidir denir. G ailesinin sayzchbGZIlz’r olmast durumunda
G 'ye sayplabilir orti, sonlu olmasy durumunda sonlu orti ve G’'nin her elemaninin
acik olmasy halinde ise G’ye agik orti denir. Eger bir J C I icin A C U G, ise
{G; i € J} ailesine G ortistunin bir olt ortisi denir, [26]. <

Ornek 2.1.5. R alisilmas metrik ile disinildiginde G = {(—n,n) : n € N} ailesi R
icin bir orti (hatta agik orti) ve {(—=k, k) : k = 2n ve n € N} ailesi de G 'nin bir alt

ortisidir.

Tanmm 2.1.20. (X, d) bir metrik uzay ve A C X olmak tzere, A’nin her a¢ik

ortisindn sonlu bir alt értisi mevcut ise A cimlesine kompakttur denir, [26].

Tanmim 2.1.21. (X, d) bir metrik uzay ve A C X olmak tizere, A ciimlesinden alinan

her dizi yakinsak bir alt diziye sahip ise A cimlesine dizisel kompaktter denir, [26].

Tanim 2.1.22. (X, d) bir metrik uzay ve A C X olmak iizere, A’ mun her saylabilir
agik ortisintdn sonlu bir alt drtisi mevcut ise A ciimlesine sayilabilir kompakttir

denir, [26].

Metrik uzaylara iligkin yukarida verilen kompaktlik, dizisel kompaktlik ve sayila-
bilir kompaktlik kavramlari birbirine denktir, [26].

Kompakt bir uzayin herhangi bir alt uzay1 kompakt olmayabilir.
Teorem 2.1.5. Bir kompakt uzayin kapaly olt cimlesi kompakttir, [28].

Onerme 2.1.1. (X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun. A cimlesinin kompakt
olmasi icin gerek ve yeter kosul A’daki her dizinin yakinsak bir alt diziye sahip

olmasidur, [22].

Teorem 2.1.6 (Heine-Borel Teoremi). A C R™ cimlesinin kompakt olmasu i¢in

gerek ve yeter kogul kapaly ve sinirly olmasidur, [28].

Tanmm 2.1.23. (X,d), (Y,d') metrik uzaylar, f : A C X — Y bir fonksiyon ve

rg € A olsun. Her € > 0 saypsina karsiik, d(z,xo) < 0 olan her x € A i¢in



d'(f(x), f(zo)) < € olacak sekilde bir 6 = §(xo,e) > 0 sayst mevcut ise, f fonksiyonu
xo noktasinda streklidir denir. FEger f fonksiyonu A cimlesinin her noktasinda

strekli ise, bu durumda f fonksiyonu A dzerinde (veya A’da) sireklidir denir, [26].

Teorem 2.1.7. X ve Y metrik uzaylar veT : X — Y strekli bir donusim olsun. Bu

durumda X ’in kompakt bir A alt cimlesinin T altindaki gérintiisi de kompakttor,

[22].

Teorem 2.1.8. Bir X metrik uzayimn kompakt bir A alt ctiimlesini R’nin icine
doniistiiren stirekli bir T dondigtimai, A’nin bazr noktalarinda bir maksimuma ve bir

minimuma sahiptir, [22].

2.1.3 Lineer Uzaylar

Tanim 2.1.24. X bos olmayan bir cimle ve K reel veya kompleks cisim olsun. X
tizerinde,

+: X xX—=>X, (v,y) >z+y

ve

T KxX =X, (a,2) 5oz

wslemlert tammlansin., Her x,y,z € X ve her a, 8 € K i¢in,
Ll) z+y=y+u,
(r+y)+z=x+(y+2),
L3) x4+ 0 =0+ x = x olacak sekilde bir 0 € X wvardwr,
L4) z + (—x) = (—x) + z = 0 olacak sekilde bir —x € X wvardar,
L6) (a+p) - z=a -2+ x
L7) a-(8-2) = (af) -
L8) 1 -2 = x olacak sekilde bir 1 € K vardur

L2)
)
)
L5) a-(z4+y)=a-z+a-y,
)
) a

sartlary saglanwyor ise X'’e K cismi dzerinde lineer uzay (vektér uzayi), X '’in
elemanlarina ise vektor denir.
0 elemamina X 'in sifir, —x elemanina ise x’in tersi denir. X e, K =R alinmast

durumunda reel lineer uzay, K = C olmast durumunda ise kompleks lineer uzay
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denir. Hangi cismin s6z konusu oldugunun bilindigi durumlarda X ’e sadece lineer

uzay demek yeterlidir, [22].

Tanim 2.1.25. X, K cismi dizerinde toplama ve skalerle carpma islemleriyle bir
lineer uzay olsun. EgerY C X alt ciimlesi de ayni islemler ile ayni K cismi dzerinde

lineer uzay yapisina sahip ise Y 'ye X'’in bir alt lineer uzay: denir, [22].

Teorem 2.1.9. X, K cismi tzerinde bir lineer uzay ve Y C X olsun. Bu durumda
Y cimlesinin X 'in bir alt lineer uzayr olmast icin gerek ve yeter kosul her o, f € K

ve her yi1,ys €Y igin a-y1 + B -y €Y olmasidur, [22].

Tanim 2.1.26. X, K cismi tzerinde bir lineer uzay olsun. Bu durumda
[z,y={zeX:z=X-2+(1—-))-y, A€][0,1]}
ciimlesine x ile y noktalarin birlestiren dogru parcasi denir, [22].

Tanim 2.1.27. X, K cismi dzerinde bir lineer uzay ve A C X olmak tzere, her
z,y € Aigin [x,y] C A ise A’ya konveks ciimle denir.
Buna gore, A cimlesinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her v,y € A

ve her A € [0,1] igin A -z + (1 — \) -y € A olmasidr, [22].
Ornek 2.1.6. a < b olmak dizere R’de la, b] kapaly aralige konveks bir ciimledir.

Ornek 2.1.7.
S={(r,y) eR*: 2 +¢* < 1}

kapaly birim yuvar: R? 'nin konveks bir alt ciimlesidir.

Tanim 2.1.28. X, K cismz tizerinde bir lineer uzay olsun. xq,xs,x3,...,T, € X ve

C1,Co,C3,...,Cpn € K olmak tizere i cr - xp toplamina xq,x9, 3, ..., T, vektorlerinin
k=1

lineer kombinasyonu denir, [22].

Tanim 2.1.29. X, K cismi tzerinde bir lineer uzay ve ) # A C X olmak iizere,

A’nin elemanlarimin tim lineer kombinasyonlarinin cimlesine A’min gereni veya

A’nan gerdigi alt uzay denir ve SpA ile gdsterilir.

Ayrica SpA = X ise A ciimlesi X i geriyor denir, [22].
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Tanim 2.1.30. X, K cismi tizerinde bir lineer uzay ve
A={xy, 29,23, ...;0,} C X
olsun. cy,co,C3,...,c, € K olmak tzere,

ch-xkzo@ck:(),lgkgn
k=1

oluyorsa A ciimlesi lineer bagimsizdir, aksi durumda lineer bagimbidir denir, [22].

Tanim 2.1.31. X, K cismi tdzerinde bir lineer uzay olsun. X “in icerdigi maksimum
lineer bagimsiz vektor sayrsina X in boyutu denir ve boyX ile gosterilir.

boyX < oo ise X'’e sonlu boyutludur, aksi halde sonsuz boyutludur denir, [22].

Tanim 2.1.32. X, K cismi tizerinde bir lineer uzay olsun. X ’in lineer bagimsiz ve

X geren alt ciimlesine X igin bir baz (Hamel bazi) denir, [22].

Teorem 2.1.10. Her lineer uzay bir Hamel baza sahiptir, [22].

2.1.4 Kismi Sirali Lineer Uzaylar

Tanim 2.1.33. Bir kismi swraly lineer uzay, lineer uzay islemlers ile uyumlu olan bir
kismi siralama bagintisy ile donatilmas bir lineer uzaydir. Daha acik olarak, R cismi
tizerinde bir X lineer uzayr ve X dzerinde bir “=X7 kismi siralama bagintist verilsin.

Eger her x,y,z € X ve her X\ > 0 reel skaleri i¢in

r X yiser+z=y+z
r X yiseA-xr =3 A-y

aksiyomlary saglansyorsa (X, <) ikilisine kismi swraly lineer uzay adu verilir, [29].

Ornek 2.1.8. R, dzerinde tanvml alisilmis siralama olan “<” bagintisy ile bir kismi

siraly lineer uzaydur.

Ornek 2.1.9. R?, dzerinde asaqidaki i¢ farkl yontemden herhangi biri ile tanym-
lanacak olan """ kismi siralama bagintisy ile birlikte bir kismi siraly lineer uzaydir:
i) (a,b) = (¢,d) < a < c veya (a = c ve b < d) ile tanvmlanan baginty bir kismi

stralama bagintisidar.
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it) (a,b) = (¢,d) & a < c ve b < d ile tanimlanan baginty bir kismi siralama
bagintisidar.
i17) (a,b) < (¢,d) & (a < cve b < d) veya (a = c ve b = d) ile tanimlanan

bagints bir kwsmi siralama bagintisidar.

Ornek 2.1.10. R”, yukaridaki durumlara benzer sekilde tanvmlanan bagntilar ile
bir kismi suraly lineer uzaydur. Ornegin i1) 'de tanwmlanan bagintiya benzer baginty
R"™ tizerinde,

ry<s herl<i<nignazxz <y

seklinde tanwymlansr. Bu bagints ile R™ bir kismi siraly lineer uzaydar.

Ornek 2.1.11.
Cla, bl ={f1 f : ]a,b] — R siirekli}

olarak tanimlanan Cla,b] cimlesi, t € |a,b] ve A € R olmak dizere

(f+9) () = Ft) +9(t) ve (A-[) (1) = Af(t)

iglemleri ile bir reel lineer uzay yapisina sahip olup, bu uzay f,g € Cla,b] olmak
uzere,

f=2ge ft) <g(t)

bagintist ile kismi swraly bir lineer uzaydar.

2.1.5 Normlu Uzaylar

Tamim 2.1.34. X, K cismi uzerinde bir lineer uzay olmak izere, ||-]| : X — R
fonksiyonu her x, y € X ve her a € K i¢in

N1) ||z]| =0z =4,

N2) fla- o] = o] o],

N3) [z +yll < llzl[ + [yl

sartlarin saghyorsa ||-|| fonksiyonuna X dzerinde bir norm, (X, ||-||) ikilisine de

bir normlu uzay denir, [22].

Ornek 2.1.12. R ve C dizerinde |-| (mutlak deger) fonksiyonu bir norm tanimlar.

Bu norma alisilmis norm (mutlak deger normu) denir.
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Tanim 2.1.35. (X, ||||) bir normlu uzay olmak tzere,

d(z,y) = |z -y

olarak tanimlanan d : X x X — RT fonksiyonu X tzerinde bir metrikdir. d metrigine

normun turettigi metrik ya da norm metrigi denir, [22].
Sonug 2.1.1. Her normlu uzay norm metrigiyle bir metrik uzaydur, [22].

Tanim 2.1.36. (X, ||||) bir normlu uzay ve (x,) X’de bir dizi olmak tzere, her
e > 0 sayisina karsilik m,n > N (¢) olan her m,n € N i¢in ||z, — z,| < € olacak

sekilde bir N () € N mevcut ise (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir, [30].

Tamim 2.1.37. (X, ||-]|) bir normlu uzay, (x,) X'de bir dizi ve x € X olsun.
lim ||z, — z|| = 0 ise (x,) dizisi x noktasina yakinsaktir ya da (x,,) dizisinin limiti
n—oo
x’dir denir ve x, — x veya lim x,, = x ile gosterilir, [30].

n—o0
Tanmm 2.1.38. (X, ||-||) bir normlu uzay olsun. Eger X, ||| normunun trettigi
d(z,y) = ||z — y|| norm metrigi ile tam ise, yani X normlu uzayindan alinan her

Cauchy dizisi yakinsak ise (X, ||]|) ikilisine (veya kisaca X ’e) Banach uzayr denir,
[30].

Ornek 2.1.13. p > 1 olmak dzere,

Ep:{x:(:vn)CC:Z]xn|p<oo}

n=1

0o 1/p
||| = (Z !xnl”)

n=1

lineer uzay

normu e bir normlu uzaydir. Ayrica ¢,

00 1/1?
d(z,y) = llz —yl = (Z |0 — yn\p>
n=1

norm metrigi ile tam oldugundan bir Banach uzayidar.

" 1/2
2
)] = (ZW >
i=1

oklid normu ile birer Banach uzayidar.

Ornek 2.1.14. R" ve C",

14



Ornek 2.1.15. (. ve ¢y dizi uzaylar:
|z]| = sup [z,
normu e birer Banach uzayidar.

Ornek 2.1.16. f € Cla,b] olmak iizere C [a,b],

IfI} = max [f(2)]

t€[a,b]

normu tle bir Banach uzayidir.

Tanim 2.1.39. (X, ||-||) bir normlu uzay, vo € X ve r > 0 olmak dizere, X 'in
B (zg,r) ={r € X : |jxv — x| < r}

ve

S(xzo,r)={r € X : ||z —zol| <r}

seklinde tanwmly alt ciimlelerine swrasiyla, xo merkezle r yaricapl agik yuvar ve xg

merkezli r yarigapl kapals yuvar denir, [30].
Bu tezde, § merkezli ve r yaricaph kapal yuvar kisaca S (0, r) ile gosterilecektir.

Tanim 2.1.40. (X, ||-||) bir normlu uzay ve 0 # A C X olmak izere, her x € A igin

|z|| < K olacak sekilde bir K > 0 sayist meveut ise A ciimlesine sinurlidur denir,

/26].

Teorem 2.1.11. Normlu bir X wuzayinin sonlu boyutlu her Y alt uzayr X 'de ka-
paldr, [22].

Teorem 2.1.12. Bir metrik uzayin kompakt bir alt cimlesi kapal ve sinwrlidur, [22].

Bu teoremin karsiti genelde dogru degildir. Buna karsilik, sonlu boyutlu bir

normlu uzayda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.1.13. Sonlu boyutlu normlu bir X uzayinda herhangi bir A alt ciimlesinin

kompakt olmast i¢in gerek ve yeter kosul kapali ve sinarle olmasidur, [22].

15



Lemma 2.1.2 (F. Riesz Lemmasi). X normlu bir uzay, Y ve Z, X ’in alt uzaylar
ve Y, Z alt uzayinin kapaly bir 6zalt ctimlesi olmak tzere, her v € (0,1) sayisina
karsilik ||z|| = 1 olan ve her y € Y i¢in ||z — y|| > v esitsizligini saglayan bir z € Z
mevcuttur, [22].

Sonlu boyutlu normlu bir uzayin kapal birim yuvarinin kompakt oldugu Teo-
rem 2.1.13’den kolaylikla goriilebilir. Diger taraftan, Riesz Lemmas1 kullanmilarak

agagidaki onemli teorem verilebilir.

Teorem 2.1.14. Normlu bir X uzayinda, S(0,1) = {z : ||z|| < 1} kapalv birim yu-
vary kompakt ise, X sonlu boyutludur, [22].

2.2 Quasilineer Uzaylar

S. M. Aseev [9] 1986 yilinda klasik lineer uzaylarin bir genellegtirmesi olan
quasilineer uzay kavramini ortaya atmigtir. Aseev’in yaklagimi klasik lineer cebire
genig bir bakig acisi getirmis, boylelikle quasilineer cebir ve quasilineer fonksiyo-
nel analiz teorisi i¢in zemin olugturmustur. Markow [10], [11] lineer uzay yapisi
tagimayan siiflarin cebirsel ve topolojik incelemesinde yine quasilineer uzay adini
verdigi bir uzay cesidi ile ¢caligmigtir. Fakat Aseev’in yaklagimi, kullandigr siralama
bagintisinin da avantajlarindan dolayi, klasik teoridekine benzer ve onlarla tutarh
bir analiz takip etmek icin, diger yaklagimlara gore daha genel ve avantajhdir.

Aseev’in verdigi tanimda ozel olarak “=" kismi siralama bagintisinin alin-
masit durumunda séz konusu olan quasilineer uzay, lineer uzay olmaktadir. Ayrica
verilen norm tanimi da bilinen norm tanimi ile cakigmaktadir. Bu ise tek degerli
fonksiyonlarin analizinde, bilinen fonksiyonel analiz prensiplerinin bazilarinin ben-
zerlerinin, tutarh bir gekilde kiimelerin ve kiime degerli fonksiyonlarin quasilineer

uzaylari icin de verilebilecegi anlamina gelmektedir.

P2

Tanim 2.2.1. X bos olmayan bir cimle, “+7, ve “XR7 siraswyla X dizerindek:
cebirsel toplama islemi, reel skaler ile ¢arpma islemi ve kismi siralama bagintiss
olmak iizere, her x,y,z,v € X ve o, € R i¢in, asaqidaki kosullarin saglanmass

durumunda X cimlesine quasilineer uzay denir ve (X, +,-, X) seklinde veya sade
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olarak (X, =) seklinde gosterilir, [9].

r =, (2.2.1)

r=yvey S ziser =X 2, (2.2.2)
r=yvey T isex =1y, (2.2.3)
r+y=y+umx, (2.2.4)

T+ (y+z2)=(z+y)+ 2 (2.2.5)

x + 0 = x olacak sekilde bir 0 € X vardur, (2.2.6)
a-(B-x)=(af) =, (2.2.7)
a-(z4+y)=a-r+a-y, (2.2.8)
l-z=ux, (2.2.9)

0-2=0, (2.2.10)
(a+p)-z2a-z+ -, (2.2.11)
ryvezviser+2zy+uv, (2.2.12)
r=yisea-r=a-y. (2.2.13)

Burada 6 ile X in “47 iglemine gore birim elemans kastedilmektedir.

Ornek 2.2.1. Her lineer uzay

Ty =y

kismi siralama bagintise ile bir quasilineer uzaydar.

Ornek 2.2.2. R reel sayilar cimlesinin bos olmayan tim kapals, simrls ve konveks
alt ciimlelerinin olusturdugu Qc (R) ailesi “C7 kapsama bagintisy, her A, B € Q¢ (R)
1CIN

A+B={a+b:ac A be B}

seklinde tanimly cebirsel toplama islemi ve
ANA={N-a:a€ A NeR} (2.2.14)
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ile tamamlanan reel skaler ile carpma islems ile bir quasilineer uzay yapise teskil eder.
“C7 bagintisi, “47 ve “7 islemleri ile birlikte diger bir quasilineer uzay ornegi
olarak ise R nin bos olmayan tim kapal ve sinarle alt cimlelerinin ailesi olan € (R)

verilebilir.

Ornek 2.2.3. E herhangi bir normlu lineer uzay olsun. € (E), E’nin bos olmayan
tim kapaly ve stnarle alt cimlelerinin ailesi ve Q¢ (F) ise E’nin bog olmayan tim ka-
paly, sinirly ve konveks alt cimlelerinin ailesi olmak tzere, Q (E) ve Q¢ (E) tzerinde

“C” kapsama bagintisi, A, B € Q(E) olmak tizere

{a+b:a€ A, be B}, E sonsuz boyutlu ise
A+ B=
{a+b:a€ A, be B}, FE sonlu boyutlu ise

seklinde tanimly cebirsel toplama islemi ve (2.2.14) ile verilen reel skalerle ¢arpma
1slemi tanimlansin.
E sonsuz boyutlu kabul edilerek Q(E) ’nin bir quasilineer uzay oldugu asagidaksi

kwsimda ispatlanmastir. E sonlu boyutlu ise, ispat kolaylikla yapilabilir.

Oncelikle her A, B,C, D € Q(E) ve a, § € R igin,

ACA

Y

ACBuveBCC(Cise ACC,

ve

ACBuveBCAise A=B

ozellikleri saglandigindan “C” bagintisy Q(FE) tzerinde bir kismi siralama bagin-

tisadar.

A+B=DB+A,
A+ (B+C)=(A+B)+C

esitliklerinin saglandigr aciktir. Ayrica, E normlu lineer uzayinin “+” islemine gore

birim elemans O ve 0 = {0} olmak izere,

A+0 = {&+OEZGEA, OEEQ}
= {a:a€ A}
= A=A
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olur. Béylece 0, Q(E) 'nin birim (sifir) elemanadir. Diger taraftan,

a (f-4) = {a-(B-a):f-aeph A}
= {(af)-a:a€ A}
— (af) - A,

a-(A+B) = a-{a+b:ac A, be B}

= {a-(a+b):a€ A be B}

= {a-at+a-b:a€ A be B}

= {a-a:ac€ Ay +{a-b:be B}

= af{a:a€ A} +a{b:be B}
= a-A+a-B

= a-A+a-B,

1-A = {l:-a:a€ A}
= {a:a€ A}
= A

ve

0-A={0-a:a€ A} =0g

esitliklert saglanr.

A C B ve C C D olmak tzere,

A+C={a+c:a€ A ceC}

B+D={b+d:be B, de D}

ctimleleri goz oniine alinirsa herhangi bir v € A+C iginz € {a+c:a€ A, ce C}
veya x € {a+c:a € A, ce C} olur
Eger
re€f{at+c:a€ A ceC}
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ise, bu durumda v = ay + ¢; olacak sekilde en az bir a1 € A ve ¢y € C vardir. Bu

durumda hipotez geregi a; € B ve ¢; € D olur. Dolayisiyla
r=am+c e{b+d:be B, de D}
vex € B+ D elde edilir. Boylece
A+CCB+D

kapsamast saglanar.
Eger
ref{atc:ac A ceCy
1se, her € > 0 i¢in
{a+c:a€e A ceC}n(B(x,e)\{z})#0
olur. Buradan,
ye{at+c:ac A ceC}

olacak sekilde en az biry € (B(x,e) \ {z}) elemamnin oldugu gorilir. Bu durumda
hipotez geregince

ye{b+d:be B, de D}
dir. Bdylece her € > 0 icin
{b+d:be B, de D}nN(B(x,e)\{z})#0
elde edilir. Bu ise
re{b+d:be B, de DY

oldugu anlamana gelir. Dolayiswyla © € B + D ve x keyfi olarak segildiginden
A+CCB+D

elde edilir.

Diger taraftan A C B olmak tizere, herhangi bir x elemanina ve a € R sayisina
karsilik x = « - a olacak sekilde a € A vardwr. Hipotez geregince a € B oldugundan
r=a-a € a-B elde edilir. Sonu¢ olarak av- A C o - B dir.

(2.2.1) - (2.2.13) sartlars saglandigindan Q(FE) bir quasilineer uzaydar.

Benzer olarak Q¢ (E) nin de (2.2.1) - (2.2.13) sartlariny sagladige gosterilebilir.
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Q(E) ve Q¢ (E) ciimleleri lineer olmayan quasilineer uzay érneklerinin en énemli-

lerinden ikisidir. Agikar olarak Q¢ (E) C Q (F) dir.

Kiime degerli fonksiyonlarin 6nemli uygulama alanlarindan biri bu fonksiyonlarla
olusturulan kiime diferensiyel denklemlerdir. Kiime diferensiyel denklemleri iceren
bilimsel problemlerin ¢éziimiinde, R'nin bir I kapali araligindan R™'nin bog olmayan
tiim kapali, sinirli ve konveks alt ciimlelerinin ailesine taniml siirekli fonksiyonlarin
uzay1 ¢ok 6nemli yer tutmaktadir, [2]. Bundan dolayr R™’nin bog olmayan kapali,
sinirh ve konveks alt ciimlelerinden ve bu climleler ailesinin olugturdugu uzaylardan
bahsetmek yararli olacaktir.

R™nin bog olmayan tiim kapal ve sinirh alt ciimlelerinin ailesi 2 (R™) ile, bos
olmayan tiim kapali, sinirh ve konveks alt ciimlelerinin ailesi ise Q¢ (R") ile g6s-
terilecektir. Bazi1 kaynaklarda bu ailelerin elemanlar1 kompakt konveks ciimleler ya
da konveks body’ler olarak da nitelendirilmekte ve gosteriminde farkli semboller

kullanilmaktadair.

Ornek 2.2.4. Q¢ (R™) ve Q(R") ciimleleri, bir kismi swalama bagintist olan “C”
kapsama bagintiss,

A+B={a+b:ac A, be B}
ile tanwmly cebirsel toplama ve
ANA={N-a:a€ A}

seklindekr skalerle ¢carpma islemleri ile birlikte birer quasilineer uzaydir.

Q (R™) ve Q¢ (R™) aileleleri yukarida tanwmlanan iglemlere gore kapalidir. Ayrica

her A, B,C € Q¢ (R™) ve A\, € R igin asagqidaki ozellikler saglanar, [2]:
A+B=DB+A,

A+ (B+C)=(A+B)+C,
A+0=0+4+ A= A olacak sekilde 0 birim elemani vardar,
1-A=A,

0-A=0,
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A (- A) = (M) - A,

AN (A+B)=X-A+ )\ B,
A+p) - ACA-A4+p- A,
ACBuveCCDise A+C C B+ D,
ACBise \-AC\-B.

Uyari 2.2.1. Genel olarak Qc (R™) %in bir A elemany i¢in A+(—1)-A # 0 olmaktadar.

Bu durum asagidaki ornek ile aciklanabilir.

Ornek 2.2.5. n = 1 olmak dizere Q¢ (R) ciimlesi ve A = [—1,3] € Q¢ (R) elemans

goz ontine alinsin. Bu durumda
(1) - A=[-31]
olur. Buradan,
A+ (-1)-A=[-1,3]+[-3,1] = [-4,4]
elde edilir. Goruldugi gibi A+ (—1) - A = [—4,4] # 0 dur-.

Yukaridaki 6rnekden anlagilacagy iizere Q¢ (R") uzaymdaki bir elemanmn —1
katinin kendisiyle toplami birim eleman olan 6’y1 vermek zorunda degildir. Bu ise
Qc (R™) ve 2 (R™) ailelerinin lineer uzay yapisina sahip olamayacaklarmi gosterir.
Diger taraftan bu aileler, lineer uzay kavraminin kapsamli bir genellegtirmesi olan

quasilineer uzay yapisina uymaktadir.

2.2.1 Quasilineer Uzaylarda Bazi1 Temel Sonuclar

Lemma 2.2.1. Bir X quasilineer uzayinda 0 elemant minimaldir. Bir baska ifade
ile,

r=0=>2x=40
dur, [9].
ispat. z < 0 olsun. (—1)-z < (—1) - z siralamasi ve (2.2.12) géz 6niine ahnirsa,

z+(-1)-z =0+ (-1)-z=(-1)-x
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elde edilir. Bu sonug ile birlikte (2.2.10) ve (2.2.11) sartlar1 dikkate alinirsa,
0=0-z=(1+(-1)- 222+ (-1)-2=2(-1) -2

ve dolayisiyla

0<(-1)
oldugu goriiliir. Ayrica (2.2.13) sart1 da kullamlarak
(=D 0=(=1-((=1)-z) =2

elde edilir. Bunun yanisira,

oldugundan

elde edilir. Bu sonuc¢ hipotez ile birlestirilirse = 6 bulunur. Béylece 6 minimal

eleman olur.

Minimal eleman olma 6zelliginin sadece 6 elemanina has olmadigini, ayni za-

manda #’dan farkli bazi 6zel elemanlarin da minimal olabilecegi ilerleyen kisimlarda

gosterilecektir.

Tanim 2.2.2. Bir X quasilineer vzaymnda x + x' = 0 olacak gekilde bir x' € X

mevcut ise &' elemanina x’in tersi denir, [9].

Eger bir elemanin tersi mevcut ise bu eleman tektir. Gercekten de; x’in x+2' = 0

ve x + 2" = 6 olacak gekilde 2’ ve " gibi iki farkli tersinin oldugunu kabul edelim.

Bu durumda

r+a' =0
= (z4a2)+2"=0+2"
= o+ ('+2")=2"
= (x+2")+2 ="
= 0+ =2a"
= 2 =1"

elde edilir.
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Lemma 2.2.2. Bir X quasilineer uzayindaki her x elemaninin bir x’ tersi mevcut
olsun. Bu durumda X 'deki kismi siralama, esitlik ile belirlenir. Dagilma ozelliklers

saglanir ve sonug¢ olarak X lineer bir uzayder, [9].

ispat. X'in her elemaninin bir tersi mevcut ve x < y olsun. Diger taraftan 3/, y’nin
tersi olmak {izere, ¥ < ¢/ oldugundan (2.2.12)’den = + ¢ < y + ¢ yazihr. Buradan
x4+ 1y = 0 elde edilir. # minimal eleman oldugundan z + v = 6 ve ters eleman
tek oldugundan x = y olur. Boylece X’deki kismi siralama bagintisi esitlik bagintisi
halini alir. Bu durumda (2.2.11) sart1 dagilma ozelligi sartina doniigiir ve (2.2.12)
ile (2.2.13) sartlan saglanir. Dolayisiyla X lineer bir uzaydir. O

Sonug 2.2.1. Bir reel lineer uzayda “=" bagintisy (2.2.1)-(2.2.13) sartlarna sagla-
yacak sekildeki tek kismi swralama bagintisidur, [9].

Bundan sonraki kisimlarda, aksi belirtilmedik¢e —z ile (—1) - 2 kastedilecektir.

Tanim 2.2.3. Bir X quasilineer uzayinda tersi mevcut olan elemana regiler ele-
man, tersi mevcut olmayan elemana ise singiler eleman denir. X ’in tim regiler ve

singtiler elemanlarinan ciimlesi siraswyla X, ve X ile gosterilir, [12].

Tanim 2.2.4. X bir quasilineer uzay ve Y C X olmak tzere, Y ciimlesi X uza-
yindaki ayni islemler ve ayny kismi siralama bagintise ile bir quasilineer uzay teskil

ediyorsa Y 'ye X ’in bir alt quasilineer uzayr (kisaca alt uzayi) denir, [12].

Teorem 2.2.1. X bir quasilineer uzay ve Y C X olsun. Bu durumda Y nin X in bir
alt uzayr olmass icin gerek ve yeter kosul her v,y € Y vea,f € Ricina-x+p-y €Y
olmasidur, [12].

Lemma 2.2.3. X bir quasilineer uzay ve Y, X in bir alt uzayr olmak tzere, her
x €Y elemammn ' € Y tersi mevcut olsun. Bu durumda Lemma 2.2.2 geregince
Y deki kismi siralama bagintisy esithk ile belirlenir, dagilma sartlary saglanir ve Y,

X in bir lineer alt uzayr olur.

Ornek 2.2.6. E bir reel normlu lineer uzay olmak iizere Qc(E), Q(E) nin bir alt

uzayidar.
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Tanim 2.2.5. X bir quasilineer uzay ve x € X olmak tizere, —x = x ise x’e simetrik

eleman denir ve X ’in tim simetrik elemanlarinin cimlesi Xy ile gdsterilir, [12].
Teorem 2.2.2. X,, X, ve X, U {0} cimleleri X 'in alt uzaylardr, [12].

X,, X4 ve X, U {0} uzaylarma sirasiyla X'’in regiiler, simetrik ve singiiler alt

uzaylar:1 denir.

Uyar: 2.2.2. X, Xin lineer bir alt uzay: iken X, U {0}, X 'in lineer olmayan bir
alt wzayrdr, [12].

Ornek 2.2.7. X = Q¢ (R) ve Z = {[a,b] : a,b €R, a < b} U {{0}} olsun. Bu
durumda Z, X 'in singiiler alt wzaydir. Ote yandan, {{a} : a € R} tek nokta ciim-
lelerinin olusturdugu aile X, yi teskil eder ve X in lineer bir alt uzayidar.

Daha genel olarak, herhangi bir E normlu lineer uzayr icin her bir tek nokta
cimlesi, a € E olmak tzere {a} bi¢iminde yazilir. E’nin tek nokta cimlelerinin
olusturdugu aile Q (E) ve Q¢ (E) nin regiler alt uzayr olup, bu alt uzay E’nin bir

kopyasi olarak gorilebilir.
Onerme 2.2.1. Bir X quasilineer uzayinda her regiler eleman minimaldir, [12].

Ispat. = € X, keyfi bir eleman ve y < 2 olsun. Bu durumda
y+a' 2+ =90

ve # minimal eleman oldugundan y+ 2’ = 6 elde edilir. Ters eleman tek oldugundan

y = x olur. Boylece x € X, minimaldir. O]

Ornek 2.2.8. Ornek 2.2.7°deki Z alt uzayinin tek minimal elemans {0} dur. Z’de

bundan baska minimal eleman yoktur.

2.2.2 Quasilineer Uzaylarda Qusilineer Bagimlilik-Bagimsizlik

2.2.2 ve 2.2.3 alt baghklarinda verilen tanim, teorem ve 6rnekler [14], [17] ve

[21] numarali kaynaklardan alinmigtir.
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Tanmim 2.2.6. X bir quasilineer uzay, {xy}7_; C X ve {ax}7_; C R olmak iizere,

n
E QT =T
k=1

olacak sekildeki x elemanina {xy}}_, cimlesinin bir lineer kombinasyonu,

n
E Qp - Tp 3T
k=1

olacak sekildeki x elemanina ise {xy}}_, cimlesinin bir quasilineer kombinasyonu

(kisaca gl-kombinasyonu) denir.

Acik olarak, {oy}}_, skalerlerine kargilik gelen {z}7_, elemanlarinin lineer kom-

binasyonu bir tek iken, gl-kombinasyonlar1 tek degildir.

Tanimm 2.2.7. (X, <) bir quasilineer uzay ve A C X olmak tdzere, A’nin gereni

n
SpA = {Z Q- Tpy T1,To, .0y Ty € A ve ap, ..., € R} ,
k=1

A’min quasi gerent ise

n
QspA = {x e X: Zak c X XX, T1,T2,...,T, € A Ve ay,Qe, ..., Oy € ]R}
k=1

olarak tanimlanr.

QspA = X oldugunda A ciimlesi X i quasi geriyor denir.

SpA C QspA oldugu agiktar.
Ayrica lineer bir uzayda SpA = QQspA oldugundan QQspA kavrami, lineer olmayan

quasilineer uzaylarda daha anlamhdair.

Ornek 2.2.9. Q¢ (R) quasilineer uzayinda A = {[1,3]} ciimlesinin quasi geren,
Qsp{[1,3]} ={r € Qc(R) : A [1,3] Cz, A € R}

dir. Burada A = 1 i¢in \-[1, 3] C [1, 3] oldugundan [1,3] € QspA dur. Diger taraftan
A-[1,3] C [2, 3] olacak sekilde hicbir X reel sayist mevcut olmadigindan [2,3] ¢ QspA
dir. Boylece QspA # Qc(R) sonucuna vardabilir.

Diger taraftan, 2 - [1,3] C [2,7] oldugundan [2,7] € QspA, fakat X.[1,3] = [2,7]
olacak sekilde hicbir X\ reel sayist meveut olmadigindan [2,7) ¢ SpA dur.
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Ornek 2.2.10. Q¢(R) quasilineer wzaymda B = {{1}} ciimlesi verilsin. Her x €
Qc(R) igin A - {1} C x olacak sekilde bir A € R mevcut oldugundan B’nin quasi

gerent,
Qsp{{1}} ={x € Qc(R) : A- {1} C z, A € R} =Qc(R)

dar.
Sonug 2.2.2. a € R olmak tizere {{a}} ciimlesi Qc(R)yi quasi gerer.

Teorem 2.2.3. (X, X) bir quasilineer uzay ve A = {x1, 22, ...,x,} C X olmak iizere,

QspA, X ’in bir alt quasilineer uzayidar.

Ispat T,y € QspA ve A € R olsun. Bu durumda baz {a;} C R ve {by} C R i¢in

Zak T = T Ve Zbk -z =y dir. Ayrica quasilineer uzay aksiyomlarindan (2.2.11),
(2.2.12) ve (2.2.13) kullanilirsa,

n

Z(ak+bk)-a:ijak-xk+Zbk-mkjx—l—y

k=1 k=1 k=1
ve
Z)\ak~xk:)\2ak-mk <A-x
k=1 k=1
yazilir. Boylece x +y € QspA ve X -z € QQspA sonuclar elde edilir. O

Tamim 2.2.8. (X, <) bir quasilineer uzay, {xy}7_; C X ve {ax}i—; C R olmak
uzere

ij)\1~x1—|—/\2~:c2+~--+)\n-xn

siralamast ancak ve ancak A\ = Ay = -+ = X\, = 0 halinde ger¢ekleniyorsa {xy}7_,
ciimlesine quasilineer bagimsiz (ql-bagimsiz), aksi halde quasilineer bagimly (ql-bagimlz)
denir.

Sonsuz bir A C X cimlesinin sonlu her alt cimlesi quasilineer bagimsiz ise A

ctimlesine quasilineer bagimsizdir denir.

143

Uyari1 2.2.3. Her lineer uzayin “=" bagintisiyla bir quasilineer uzay oldugu dikkate
alinirsa, lineer uzaylarda quasilineer bagimlilik-bagimsizlvk kavramlarsy lineer bagimlilik-

bagimsizlik kavramlariyla cakisur.
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Ornek 2.2.11. Q¢ (R) quasilineer uzaymda {[1,2]} ciimlesi verilsin. Bu durumda
{0} Ca-[1,2]

kapsamasinin saglanmast icin gerek ve yeter kosul a = 0 olmasidir. Dolayisiyla
{[1,2]} ciimlesi gl-bagimsizdar.
Diger taraftan
{0y cp-[-1,2]
kapsamast tim € R sayilars icin saglandigindan {[—1,2]} cimlesi ql-bagimlidor.

Sonug 2.2.3. Q¢ (R) ’de 0% ihtiva eden bir kapali araligin olusturdugu tek nokta ciim-
lesi gl-bagimbidir. Bu durum lineer cebirde {0} tek nokta cimlesinin lineer bagimls

olmasina benzer.

Sonug 2.2.4. (X, X) quasilineer uzayinda 0x =< x olacak sekildeki x elemanins
barindiran bir A cimlesi gl-bagiml olmak zorundadir. Ornegin Qc(R) quasilineer
uzaymda {0} % kapsayan bir [a, b] araligine barindiran araliklarin cimlesi ql-bagimlidur.
Bu durum ise, lineer cebirde sifiri ihtiva eden bir ciimlenin lineer bagimli olmasina

benzer.
Ornek 2.2.12. Q¢ (R) quasilineer uzayinda {[1,2],[—2, —1]} ciimlesi verilsin.
AL =Xy =1 i¢in

{0} T A - [1,2] + A - [—2, 1]

[_171]

kapsamast saglanacagindan {[1,2],[—2, —1]} cimlesi Qc(R) quasilineer uzayinda ql-

bagimlidar.
Ornek 2.2.13. Q¢ (R?) quasilineer uzayinda,
v ={(z,y):2=0,-1<y <1}
ve ={(z,y) 1 y=0,—-1<z <1}
olmak tzere, {vi,v2} ciimlesi verilsin. Bu durumda Ay = Xy = 1 i¢in
{(0,0)} C Ay -vy + Ao - 1o
oldugundan {vy, vy} ciimlesi Qc(R?) quasilineer uzaymda gl-bagimibidar.

Teorem 2.2.4. Qc(R") quasilineer uzayinda n + 1 elemanle herhangi bir cimle

ql-bagimlidar.
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2.2.3 Quasilineer Uzaylarda Baz

Tanim 2.2.9. X bir quasilineer uzay ve A C X olmak tizere, A ciimlesi gl-bagimsiz

ve QspA = X ise A’ya X 'in bir bazr denir.

Ornek 2.2.14. Q¢(R) quasilineer uzaymda A = {{1}} ciimlesi verilsin. Bu du-

rumda
{0} CA-{1}

kapsamasinin saglanmast i¢in gerek ve yeter sart X = 0 olmasidir. Dolagsiyla A
ctimlest ql-bagimsizdar.

Ayrica, her x € Qc(R) igin

A{l} Cx

olacak sekilde bir X € R bulunabileceginden QspA = Qc(R) dir.

Baiylece A ciimlesi Qo (R) idgin bir bazdur. Ozel olarak A’ya Qc(R) nin standart

(kanonik) baz denir.
Sonug 2.2.5. a € R ve a # 0 olmak dzere {{a}} cimlesi Qc(R) igin bazdr.

Ornek 2.2.15. Q¢ (R?) quasilineer uzaymda B = {{(1,0)},{(0,1)}} ciimlesi veril-

sin. Bu durumda

{(O’ O)} Ca- {(170)} +ag - {(07 1)}
= {(o1, a2)}

kapsamasinin saglanmasi icin gerek ve yeter sart oy = ap = 0 olmasidir. Bu nedenle
B ciimlesi gl-bagimsizdar.

Ayrica her x € Qc(R?) i¢in
o7 - {(17 0)} +ag - {(07 1)} Cz

olacak sekilde oy, as € R mevcut oldugundan QspB = Qc(R?) dir.
Baylece B ciimlesi Qc(R?) igin bir bazdwr ve Qc(R?) 'nin standart (kanonik) baz

olarak adlandirilyr.
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Sonug 2.2.6. a,b € R ve a,b # 0 olmak dizere {{(a,0)},{(0,0)}} ciimlesi Qc(R?)
icin bir bazdir. Daha genel olarak, ay,as,by,by € R olmak tzere, {(ay,b1), (az,b2)}

ciimlesi R? igin baz ise, {{(a1,b1)},{(az,b2)}} ciimlesi de Qo (R?) igin bazdr.
Ornek 2.2.16. Q¢ (R) nin singiiler alt uzay: olan
Z ={[a,b] :a,b e R, a<b}U{{0}}

ctimlesinde ql-bagimsiz cimleler, 07 thtiva etmeyen bir araliktan olusan tek nokta
ctimleleridir. Ancak bu tip ciimleler Z’yi quasi geremez. Dolayisiyla Z ciimlesi bir

baza sahip olamaz.

2.3 Normlu Quasilineer Uzaylar

Tanim 2.3.1. X bir quasilineer uzay olmak dzere, ||| : X — R* fonksiyonu her
r,y € X i¢in,

x # 0 ise ||z|y >0, (2.3.1)

1z +yllx < llzllx +lylx, (2.3.2)

lov- 2l =l lllx (2.3.3)

x 2y ase [lollx <yl (2.3.4)

her e >0 igin x 2 y+x. ve ||z <€
olacak sekilde en az bir x. € X var ise v 2y olur (2.3.5)

sartlariny saghyorsa, bu fonksiyona X dzerinde bir norm, (X, ||-||y) ikilisine ise bir

normlu quasilineer uzay denir, [9].

Tanim 2.3.2. X bir normlu quasilineer uzay olmak “izere her x,y € X i¢in,

hx (Qf,y)

= inf{r>0:x<y+ad, y<zr+ajve |afl|y <r, i=1,2} (2.3.6)

fonksiyonu X dizerinde bir metrik tanimlar. Bu metrige Hausdorff metrik veya norm

metrigi adu veriir, [9].
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Herhangi z,y € X elemanlar i¢in
r=2y+(r—y) vey2a+(y— (2.3.7)

bagintilart dogru oldugundan, hx (z,y) degeri her zaman tanimlidir. Ayrica, her

x,y € X igin
hx (z,y) < |lv — ZJHX

egitsizligi dogrudur.

Notasyon 2.3.1. (2.3.6) egitliginde gecen a” gésterimi ile, X quasilineer uzayinin
r sayising karsilk bulunan ve ||a”|| <1 esitsizligini saglayan elemans kastedilmek-
tedir. Ayrica bu calismada soz konusu quasilineer uzaywn acikea belirtildigi durum-
larda, gdosterimde kisalik olmast amaciyla X quasilineer uzayr tzerindeki Hausdorff

metrigi belirtmek i¢in hx yazilime yerine yalnizea h yazilvme kullanilmastor.

Onerme 2.3.1. hx Hausdorff metrigi asagidaki zelliklere sahiptir, [9].

hx (o -z, a-y) = |a|hx (z,y) , a € R, (2.3.8)
hx (x+y,z+v) < hx(x,2) + hx (y,v), (2.3.9)
|z]| = hx (x,0). (2.3.10)

Ornek 2.3.1. X normlu lineer bir uzay olsun. Bu durumda X normlu quasilineer
uzaydir. Xt quasilineer uzay yaprsina kavusturan kismi siralama bagintisy esitlik
bagintisidir. Diger taraftan, ejer X bir normlu quasilineer uzay ve her x € X i¢in
x' € X ters elemani mevcut ise (her elemanin toplama islemine gére tersi varsa) bu
durumda X normlu lineer uzay olur ve kismi siralama bagintise esitlik bagintisina
dondstr. Ayrica

hx (a:,y) = Hx - ?JHX

esitlige saglanar.

Ornek 2.3.2. E bir normlu reel lineer uzay olmak iizere, [llmy fonksiyonu her
A€ Q(E) igin

[ Allacg) = sup [lall g (2.3.11)
a€A
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seklinde tanimlansin.

Her A € Q(E) i¢in A # 0 olsun. Bu durumda a # 0p olacak sekilde en az
bir a € A vardwr. E bir normlu uzay oldugundan, normun pozitiflik 6zelligi geregi
la|l > 0 olur. Bu ise

|4llagey = sup all > 0

demektir. Ayrica her A, B € Q(E) i¢in

A+ Bllgg = sup [la+bg
a+beA+B

sup ([lalz + [[bll )
a+beA+B

IN

< sup([|all 5) + sup([|b] )
a€A beB
= ||A||Q(E) + ||B”Q(E)

esitsizligi saglanur. Diger taraftan her A € Q(E) ve a € R igin

o AHQ(E) =sup [l - af g
acA
= |afsup|la]|
acA
= |a HAHQ(E)
elde edilir.
Ayrica A C B ve
HA“Q(E) =sup |la||p =k
acA
ve
1Bllgg) = sup [[bllg =1
beB
olmak tzere, hipotez geregi her a € A igin a € B olacagindan k <1, yani ||A| < || B||
dir.
Son olarak, herhangi A, B € Q(E) ve her € > 0 i¢in

AC B+ A, ve ||A€||Q(E) = sup |lal|; < ¢

acAg
olacak gekilde en az bir A. € Q(E) elemanwnin mevcut, fakat A € B oldugu kabul
edilirse, bu durumda a ¢ B olacak sekilde bir a € A vardir. B kapaly oldugundan a
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noktasinin B ctimlesine olan uzakligr
d(a, B) = f fla —bl|, # 0

dwr. Hipotez geregi

1¢in

AC B+ A, ve ||A8||Q(E) = sup |lafly <e

a€Ae

olacak sekilde bir A. € Q(E) mevcultur. a € A oldugundan a € B+ A, dur. Béylece

hern € N i¢cin b, € B ve a, € A, olmak iizere,

a= lim (b, + a,)

n—o0

olur. Diger taraftan her n € N i¢in

la = (bn + an)ll g = [lla = bullg = llanll gl

> |d(a, B) = ljan|| gl

> |d(a, B) — @
_ d(a, B)
2

olur. Bu durum a = lim (b, + a,) esitligi ile celigir. Dolayisiyla A C B dir.
n—o0

Bu, (2.3.11) egitligi ile tammlanan ||-||q gy fonksiyonunun normlu quasilineer uzay

aksiyomlarindan sonuncusunu da sagladigint gosterir.

Bdéylece Q(E) bir normlu quasilineer uzaydar.

Qc(F) ise Q(E)’nin bir alt uzay1 olup ayni normla bir normlu quasilineer uzay
tegkil eder. Bu durumda 6 merkezli r yarigaph kapali yuvar S(6,r) olmak iizere, bu

uzaylar i¢in Hausdorff metrik
ho(A,B) =inf{r >0: AC B+ S(0,r), BC A+ S(0,r)}

seklinde verilir.
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Uyari 2.3.1. Q¢ (R) 'nin x = [x1, 2] ve y = [y1, yo] gibi herhangi iki elemani arasin-
dakt uzaklhk
h(z,y) = max{|zy —yl, [z2 — 1!}

seklinde tanwmly h fonksiyonu ile de kolaylikla belirlenir, [8].

Onerme 2.3.2. (Q(R"), hq) ve (Qc (R™), ha,) uzaylar: tam ve ayrilabilir metrik
uzaylardur, [2].

Lemma 2.3.1. X bir normlu quasilineer uzay olsun. Cebirsel toplama ve reel
saylarla carpma islemlert Hausdorff metrige gore stureklidirler. Ayrica X deki norm

fonksiyonu Hausdorff metrige gore sireklidir, [9].
ispat. i = 1,2 olmak fizere, z,y,a;,,b;,, € X ve z, ile y,, ©, = = ve y, =y
olacak gekilde X’de birer dizi olsun. Buna gore her ¢ > 0 i¢in n > N iken agagidaki

sartlar saglayacak gekilde bir N dogal sayisi vardir:

E .
T, 2T +ai,, 3T, + a5, ve Haion < 3 i= 1,2,

Un 2Y+ b0 Y Sy + 05, ve |05, < % A
Boylece (2.2.12) sarti goz oniine alinirsa
Tnt g 2T Hy+al, + b,
ve
T Y =+ Y+, + b,
elde edilir. Ayrica
ot 5l < llasall e+ 05l < 5 +5 =<
ve
a5+ Bl < Nlasally + 1E5ally < 5 +5 =<

olur. Bu ise

Tp+Yn — T+ Y

demektir. Sonug olarak cebirsel toplama iglemi siireklidir. Reel sayilarla carpma
isleminin siirekliligi ve norm fonksiyonunun siirekliliginin ispat1 da benzer gekilde

yapilabilir. O]
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Lemma 2.3.2. X bir normlu quasilineer uzay olmak tzere,
a) x, — xo, Yn — Yo ve her n € N i¢in x,, <y, olsun. Bu durumda xy < yo dir.
b) x, — xy ve z, — xg olsun. Eger her n € N i¢in x, = y, = 2, ise Yy, — T
dar.

c) T, + Yy, — o ve y, — 0 olsun. Bu durumda x,, — xq¢ olur, [9].

ispat. a) x, — g ve Yy, — Yo oldugunda, her € > 0 sayisina kargilik n > N gartim

saglayan n dogal sayilar1 i¢in

g
%5%+%H@M§?
£
%j%+®ﬂﬁhé§

olacak gekilde en az bir NeN ve a;,b;, € X vardir. z, < y, kabulii de gz Oniine

n’-n

alimirsa n > N i¢in

xojyn—i_ai

ve

To = Yo + a;, + by,

olur. Ayrica,
€
lar, +bnllx < llaallx +lbnllx = 5 +5=¢

DO | ™

oldugundan (2.3.5) sart1 geregi o < yo dir.

b) z, — xo ve z, = x¢ oldugunda, her € > 0 sayisina karsilik n > N i¢in,

o 2z, + ay, ||a’fL||X <e,
2 Xxo 0L, (Uil <
olacak sekilde en az bir NeN ve af, b}, € X vardir. z,, <y, oldugundan
To R @+ ay, Jyn +a;, , lagllx <e
ve Yy, = z, oldugundan
Un 2 Jxo 0L, (Uh]lx <€

elde edilir. Bu iki bagintidan

To 2 yn +ay, |lagllx <€
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ve

Yn 2 w0 + b5, [Ib5]lx <€

yazilir. Bu ise y, — zo demektir.

¢) T, + yn — xo oldugunda, her £ > 0 sayisina kargiik n > N i¢in

T+ Yo S 20+ 05, To 2 T Y+ 55, ve [[B5,]] < 2, i=1,2

£
27
olacak sekilde en az bir NeEN ve 07, € X vardir.

Benzer olarak y,, — 6 ise her € > 0 i¢in n > N’ iken

yan—l—ain, ijnjta;,n ve Haan < 1=1,2

3
2 Y
olacak gekilde en az bir N'eN ve af, € X vardur.

Ayrica
no = max {N, N'}

denilirse, n > ng iken, y, = 6 + af,, = af,, oldugundan,

Zo j T + Un + b;n

j Tn + ain + bg,n
yazilabileceginden

To =2 Ty + a5, + b5, [Jal,] < g ve |65, < (2.3.12)

3
— 2

elde edilir. Ayrica,

0=y + a5 (a5l < 5
ve
Tp 2 Tp
oldugundan
€

Iy j T + Yn + a;,na }|a;7n|| S 5
yazilabilir.

T+ Yo 20+ b7, [[B1,] < g
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olup buradan

T X 20+ 05+ [la5,]] < 5 ve |65, < 5 (2.3.13)

1,n

elde edilir. Diger taraftan,

o 05, < N+ 05, < S 5 =
ve

e 85,01 < sl il < 5+ 5 =
dir. (2.3.12) ve (2.3.13), yukardaki iki esitsizlikle birlikte disiiniildigiinde x,, — xo
elde edilir. n
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BOLUM 3
QUASILINEER UZAYLARDA BAZI YENI
SONUCLAR VE PROPER QUASILINEER
UZAYLAR

Tezin bundan sonraki béliimlerinde ilk kez ortaya atilan kavramlar ve sonuclar
yer almaktadir.
Agagida, daha sonraki kisimlarda baz teoremlerin ispatinda kullanilacak olan

quasilineer uzaylar ile ilgili 6nemli birkac sonu¢ yer almaktadir.

Lemma 3.0.1. X bir normlu quasilineer uzay olmak tizere, X, lineer alt uzayr X 'de

kapalidar.

Ispat. X,’den alman bir (z,) dizisinin z € X noktasma yakmsak oldugu kabul
edilirse, cebirsel iglemlerin siirekliliginden —z, — —x ve x,, — x,, = * — x olur. Her
bir n indisi i¢in z,, € X, oldugundan x,, — x,, = € olup, buradan x — x = 6 bulunur.

Boylece z € X, 'dir. [

X, X'in lineer alt uzay1 oldugundan x € X, ve y € X, iken x +y € X, dir. Bu

onermenin kargit1 da dogrudur:

Lemma 3.0.2. X bir quasilineer uzay ve x,y € X olsun. x+y € X, 1se bu durumda

r e X, vey e X, dir.

ispat. 24y € X, ve z ¢ X, olsun. Bu durumda (z + ) + z = 6 olacak sekilde bir
z € X, mevcuttur. Quasilineer uzay aksiyomlarindan (2.2.5) geregince z+ (y + z) =
0 olacagindan z elemam bir y + 2 tersine sahiptir. = ¢ X, kabulii geregince z’in
x + 2’ = 0 olacak gekilde bir 2’ € X tersi mevcut degildir. Bu durum y + 2’nin 2’in
tersi olmasi ile ¢eligir. Bu nedenle kabul yanhg olup z € X, dir.

Benzer olarak y € X, oldugu da gosterilebilir. O]
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Lemma 3.0.1 ve Lemma 3.0.2 den asagidaki sonug elde edilebilir.

Sonuc¢ 3.0.1. X bir quasilineer uzay, x € X, ve y € X olsun. Bu durumda
r+y e Xs'dir.

Ispat. z € X, ve y € X iken x+y ¢ X, olsun. Bu durumda z+y elemani (z + y)+
z = 6 olacak gekilde z € X, tersine sahiptir. Quasilineer uzay aksiyomlarindan
(2.2.4) ve (2.2.5) geregince y + (z + z) = 0 olacak gekilde x + z elemani mevcut olup,
Lemma 3.0.1 geregince x + z € X, dir. Boylece x + z, y’nin tersidir. Bu ise y € X

hipotezi ile celisgmektedir. Dolayisiyla x € X, ve y € X ise x +y € X, dir. O

Onerme 3.0.1. X lineer uzay olmayan bir quasilineer uzay ise, X 'deki her regiiler

elemandan sonra en az bir singiiler eleman gelir.

Ispat. = € X, ve y € X, olsun. Quasilineer uzay aksiyomlarindan (2.2.1), (2.2.11)
ve (2.2.12) geregince, x = x ve § <y —y olup, x < = + (y — y) yazihr. x regiiler
ve y — y singiiler eleman oldugundan, Sonug 3.0.1 geregince, = + (y — y) singiiler
bir elemandir. Dolayisiyla, lineer olmayan bir X quasilineer uzayinda her regiiler

elemandan sonra singiiler bir eleman gelir. O

Buna gore, lineer uzay olmayan bir X quasilineer uzaymdaki her x € X, elemam
icin x < z olacak gekilde bir z € X mevcuttur. Bu dnermenin bir sonucu olarak

agagidaki onemli teorem verilebilir.

Teorem 3.0.1. X bir quasilineer uzay ve xy bu uzaydaki herhangi bir regiiler eleman

olmak tizere, xog elemanindan sonra singiiler bir eleman gelmiyorsa, X lineer uzaydur.

Ispat. z, € X, olmak iizere, z( elemanindan sonra hi¢bir singiiler eleman gelmesin.
z # xo ve z € X, olsun. z = y olacak sekilde en az bir y € X, elemaninin mevcut
oldugu kabul edilsin ve S, X, 'nin bir bazi olsun. Bu durumda her xq € X, elemamn,

S’den secilen ay, as, ..., a, elemanlar1 ve A\, Ao, ..., A\, skalerleri yardimiyla
To=A1-ar+Ay-ag+ -+ A ay

seklinde tek tiirli yazilir.
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Benzer gekilde, z € X, oldugundan, S’den secilen by, bs, ..., b,, elemanlar1 ve

B1, B2y ..., B skalerleri yardimiyla
z2=01-01+ By byt + B by

seklinde tek tiirli yazilir. (Burada aq, as, ..., a,, elemanlari ile by, by, ..., b, elemanlari
ayni olabilir, fakat bu durum ispat igin bir sorun tegkil etmez.)

Quasilineer uzay aksiyomlarindan (2.2.12) geregince

$0+zzz>\k'ak+25k'bk (301)
k=1 k=1

elde edilir. z < y oldugundan quasilineer uzay aksiyomlarmdan (2.2.13) geregince

—z =% —y olup, (3.0.1) gbz 6niine alinirsa
ﬂfof—y—l-Z)\k'ak—i-Zﬁk'bk (3.0.2)
k=1 k=1

yazilir. (3.0.2) bagintisindaki, >, A\g-ay ve Y, By - by elemanlari regiiler eleman-
lar olup, —y ise singiiler bir elemandir. Sonug 3.0.1 geregince, singiiler bir eleman

ile regiiler bir elemanin toplami singiiler bir eleman olacagindan,

—y+z>\k'ak+25k'bk
k=1 k=1

singiiler bir elemandir. Bu sonug ise, "zy elemanindan sonra hicbir singiiler ele-
man gelmesin" hipotezine aykiri oldugundan, xqg’dan farkli herhangi bir z regiiler
elemanindan sonra bir y singiiler elemaninin var oldugu kabulii yanhgtir. O halde
herhangi bir z regiiler elemanindan sonra singiiler bir elemanin gelmiyor oldugu
hipotezi, xy’dan farkli herhangi bir regiiler elemandan sonra da hicbir singiiler ele-
manin gelemeyecegi sonucunu dogurur.

Ayrica regiiler elemanlarin minimal oldugu da hatirlanirsa, herhangi regiiler ele-
mandan Once de bir singiiler eleman gelemeyecegi sonucu ¢ikar.

Onerme 3.0.1 ile birlikte bu sonuclar géz éniine alindiginda, bir regiiler eleman-
dan sonra singiiler bir eleman gelmiyorsa, uzayda hicbir singiiler eleman olmaya-
cagindan ve Lemma 2.2.2 geregince quasilineer uzay aksiyomlari lineer uzay aksiyom-

larina doniiseceginden uzay lineer uzay olur. O]
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3.1 Quasilineer Uzaylarda Regiiler ve Singiiler Boyut

Bu kisimda, yeni kavramlar olarak bir quasilineer uzayin regiiler ve singiiler
boyutu tanitilacak ve érnekler ile baz1 uzaylarin regiiler ve singiiler boyutuna ilis-
kin bilgiler sunulacaktir. Ilerleyen kisimlarda lineer olmayan bir quasilineer uza-
yin regiiler boyutunun singiiler boyutundan kiiciik veya ona esit oldugu, proper
quasilineer uzaylar tamtildiktan sonra da, lineer olmayan proper quasilineer uzay-
larda regiiler boyut ve singiiler boyutun birbirine egit oldugu ispatlanacak ve proper
quasilineer uzaylarda ayni olan "regiiler boyut" ve "singiiler boyut" séylemleri yerine

sadece "boyut" kullanilacaktir.

Tanim 3.1.1. Bir X quasilineer uzayinin singiler alt uzayinin barindirabilecegi ql-
bagimsiz elemanlarin maksimum sayisina X in singiler boyutu denir. Singtler boyut
kisaca s-boyut olarak yazilr ve s-boyX ile gosterilur.

X in regiiler alt uzaynin barmdirabilecegi lineer bagimsiz elemanlarin maksimum
sayisina ise X in reguler boyutu denir. Regiiler boyut kisaca r-boyut olarak yazilr
ve r-boyX ile gosterilir. Tanwmdan da acik olarak gérilebilecegi gibi X in regiiler

boyutu X ’in regiiler alt uzayr olan lineer uzaywn boyutudur.

Tanim 3.1.2. X bir quasilineer uzay olmak tzere,
s-boyX = r-boyX =n
ise n sayisina X uzayrmn boyutu denir.

Uyar:1 3.1.1. Quasilineer uzaylarda regiiler boyut ve singtiler boyut kavrama, lineer
uzaylardaki boyut kavramindaki distncenin genellestirmesidir. Quasilineer uzay
olarak bir X lineer uzayr géz oniine alinirsa X in singiler boyutunun 0 oldugu
gorilir. Ashnda lineer uzaylarda singiler boyut 0 oldugundan, soz konusu uzayin
boyutu, tanwme yukarida verilen regiiler boyuta karsilik gelmektedir. Boylece lineer

uzaylarda regiler boyut yerine sadece "boyut" ifadesi kullanilacaktar.

Sonucg 3.1.1. Bir X lineer uzay icin s-boyX = 0 dir. Buna gore s-boyX > 0 ise

X hineer olmayan bir quasilineer uzaydar.
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Uyar1 3.1.2. s-boyX = 0 olmasi, X ’in lineer uzay olmasine gerektirmez. Asagidaki

ornek bu durumu yansitmaktadir.

Ornek 3.1.1. (Qc(R)), = {[~a,a] : a € R}, Qc(R) nin simetrik alt uzayr olmak
tzere, r-boy (Qc(R)), = s-boy (Qc(R)), = 0 olmasina ragmen (Qc(R)), lineer ol-

mayan bir quasilineer uzaydir.

Ornek 3.1.2. R, Q¢(R), (Qc(R)), U {{0}} ve (Q(R)), quasilineer uzaylarimn

regiler ve singiler boyutlar sirasiyla su sekildedir:

r-boyR = 1 we s-boyR =0,
r-boyQc(R) = 1 wve s-boyQe(R) =1,

r-boy (Q(R)),U{{0}}) = 0 wve s-boy((2(R)),U{{0}}) =1,
r-boy (Q:(R)), = 1 we s-boy(Qc(R)), =0.

Ornek 3.1.3. Q¢ (R?) quasilineer uzayimmn
W = (Q(R?*), U{{(t,0)} : t € R}

alt uzayr ve Wy'nin

w; ={(0,s) : 1 <s<2}

ve

elemanlary verilsin. {(0,0)} C Mw; + Awsy kapsamasini saglayan 0°dan farkls A\
ve Ay skalerleri olmadigaindan {wy,wy} ciimlesi Wy'de ql-bagimsizdir. Buna gére
s-boyW > 2 olur. W, Qc(R?) nin alt quasilineer uzay oldugundan, Teorem 2.2.4

gozoniinde bulundurulursa s-boyW = 2 elde edilir. Ayrica
W, ={{(t,0)} : t e R}
olup, W nan regiiler alt uzayr R ciimlesine denktir. Boylece r-boyW = 1 dir.

Ornek 3.1.4. R% Q0(R?), (Qc(R?)), U {0} ve (Q:(R?)), quasilineer uzaylarimn
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regiiler ve singtiler boyutlar, sirasiyla su sekildedir:

r-boyR*> = 2 we s-boyR? =0,
r-boyQe(R?) = 2 we s-boyQe(R?) = 2,
r-boy (Qe(R*),U{0}) = 0 wve s-boy(Qc(R?),U{0}) =2,
r-boy (Q(R?)) = 2 wve s-boy (Q(R?)) =0.

Ornek 3.1.5. Sifira yakinsak tim dizilerin ciimlesi ¢ ve 0 = (0,0,0,...) € cg olmak

X1 = (Qc(a)), U {0}

quasilineer uzay i¢in r-boyX, = 0 ve s-boyX; = oo dur.

X4 in singiiler alt uzayr kendisi olup, bu uzayda sonsuz coklukta ql-bagimsiz ele-

k. terim

man vardwr. Gercekten de; e, = (0,0, ..,0, 1 ,0,0, ) olmak tzere

{{(t,0,0,..): 1<t <2}, {(0,,0,0,..):1<t<2},..}

= {[1,2]-e1,[1,2] - eq,...}

ctimlest X1 ’de ql-bagimsizdir. Bunu soyleyebilmek icin, bu cumlenin sonlu herhangi
bir alt ciimlesinin ql-bagimsiz oldugunu gostermek yeterlidir. Herhangi bir k € N

1¢IN,
0 =1{(0,0,..)} T A1 ([1,2] - en,) + A2 ([1,2] - €np) + -+ 4+ A~ ([1,2] - ey
olsun. Bu durumda

o = {(0,0,..)}
ni. terim na. terim
Alt-(0,0,...,O, 1 ,0,0,...)+/\2t- 0,0,...,0, 1 ,0,0,...)+---

g ng. terim
+)\kt-(0,0,...,0, 1 ,0,0,...>:1§t§2
ny. terim ns. terim ng. terim
- {(0,0,...,0, Mt ,0,0,...0, Mot ,0,0,....0, gt ,0,0,...):1§t§2}
S M=X=-=X=0
dar.

Diger taraftan (X,), = {0} oldugundan r-boyX, =0 dur.
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Ornek 3.1.6.
Xo = Qc(co)

quasilineer uzayr icin r-boyXy = 00 ve s-boyXy, = oo dur.
Ornek 3.1.7.

X3 = (Qe(lx)), U {{(0,0,...,0,%,0,0,...,0,1,0,0,...)} : k,l € R}
quasilineer uzayr i¢in r-boyXs = 2 ve s-boyXs = oo dur.

Ornek 3.1.8. Qc(R") quasilineer uzayimn regiiler alt uzayr R™ ve (Qc(R™)), U {6}
alt uzayinda en fazla n tane eleman ql-bagimsiz olacagindan r-boyQc (R™) = n wve

s-boyQe (R™) = n dir.

Onerme 3.1.1. X bir quasilineer uzay ve x; € X, olmak izere, Qsp{r1}, X'in

1-regiiler boyutlu bir alt uzayidir.

ispat. r1 € X, olsun. Bu durumda
Qsp{r1} ={r e X:\-zy 2z, A€ R}

olup, Qsp{x1}, X'in bir alt uzayidir.

Diger taraftan
r — boyQsp{x1} = boy (Qsp{x1}),

esitligi ve Sp{z:}'in boyutunun 1 oldugu goz éniine almirsa (Qsp{z1}), = Sp{x1}
oldugunu gostermek Qsp {x1}’in 1 regiiler boyutlu oldugunu kanitlamak icin yeterli
olacaktir.

Herhangi bir y € (Qsp{z1}), elemam verilsin. (Qsp{x1}), C Qsp{z1} oldugun-
dan y € Qsp{r,} dir. Buna gore A-x; < y olacak gekilde en az bir A € R mevcuttur.
Ayrica y regiiler elemani minimal oldugundan A - z; = y dir. Buise y € Sp{z1}
anlamina gelir. Béoylece (Qsp{x1}), C Sp{z} dir.

Simdi de herhangi bir z € Sp {x;} elemam verilsin. Bu durumda \-z; = z olacak
sekilde A € R mevcuttur. x; regiiler oldugundan, A - x; = z eleman1 da regiilerdir.
z = A-x; oldugundan z < A-z; ve A -2y X z dir. Boylece z € (Qsp{z1}), dir.
Buradan Sp {z1} C (@sp{z1}), oldugu soylenir.
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O halde (@sp{z1}), = Sp{z:} dir.

Sonug olarak, x; € X, olmak iizere, Sp {z:}, X’in 1 boyutlu alt uzay1, (Qsp{x1}),
= Sp{x1} ve Qsp{x1}’in regiiler boyutu (Qsp{x;}), nin boyutuna egit oldugundan,
r-boy (Qsp{x1}) = 1 elde edilir. O

3.2 Quasilineer Uzaylarda Bir Elemanin Zemini

Quasilineer uzaylarin 6zel bir sinifi olan proper quasilineer uzaylarin tanitildig
ve proper olan quasilineer uzaylar ile ilgili baz1 énemli sonuclarin verildigi 3.3 alt
boliimiine hazirlik niteligi tagiyan bu kisimda, quasilineer uzaylarda bir elemanin
ve bir ciimlenin zemini kavrami verilmis ve bu kavramla ilgili bazi degerlendirmeler

yapilmigtir.

Tanmm 3.2.1. (X, X) bir quasilineer uzay, M C X ve x € M olsun. "<" kismi
stralama bagintisina gore x elemanindan once gelen M ciimlesindeki tim regiler
elemanlarin cimlesine x elemaninin M deki zemini, x elemamindan dnce gelen X
ciimlesindeks tim regiiler elemanlarin cimlesine ise x elemanimin X 'deki zeming

denir ve siraswyla FM ve FX ile gésterilir. Buna gire,
FM={zeM,:z=x}

ve

FX={zeX,: 2=}
dar.

Notasyon 3.2.1. Bu calismada bir X quasilineer uzayindaki x elemaninin zemi-
ni, eger quasilineer uzaywn 6zel olarak bir alt ciimlesindeki zemini kastedilmiyor
wse F, biciminde sade halde yazlacak ve sadece "x elemaninin zemini” biciminde
soylenecektir. Eger x elemaninin, X quastlineer uzayimin bir M all cimlesindeki

zemininden bahsediliyorsa bu ayrica belirtilerek FM yazilima kullamilacaktor.

Uyari 3.2.1. Lineer uzaylarda her elemanin zemin: sadece kendisinden olusan ctim-

ledir. Bu nedenle zemin kavrama lineer olmayan quasilineer uzaylarda daha anlam-

ladar.
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Tanim 3.2.2. X bir quasilineer uzay ve M C X olsun. M ciimlesinin zemini, M
ctimlesindek: tim elemanlarin M ’deki zeminlerinin birlesiminden olusan cimledir
ve Fyr ile gosterilir. Buna gore,
Fu=JEY
zeM
dir.
M ciimlesinin X ’deki zemani, M cimlesindeki tim elemanlarin X 'deki zemin-
lerinin birlesiminden olusan ciimledir ve Fiy ile gésterilir. Buna gére,
Fa=UFE
xeM
dir.
Bir X quasilineer uzayinin zemini ise, X ’deki tiim elemanlarin zeminlerinin bir-
lesiminden olusan climledir ve Fx ile gosterilir. Buna gore,
Fx=JF
zeX

dir.

Bu tanimdan hareketle bir X quasilineer uzayinda Fx = X, oldugu kolaylikla
goriilebilir. Dolayisiyla bir quasilineer uzayin zemini onun lineer olan regiiler alt

uzayidir.
Lemma 3.2.1. (X, <) bir quasilineer uzay x,y € X olsun. x <y ise F, C F, dir.

Ispat. z < y olsun. Herhangi bir z € F, i¢cin 2z <X z ve z € X, dir. “=<", kismi
siralama bagintisi oldugundan gegismeli olup 2z < y yazilir. 2z < y ve z € X,
oldugundan z € F, elde edilir. 2z keyfi secildiginden < y olmasi durumunda

F, C F, elde edilir. O

Sonug 3.2.1. X bir quasilineer uzay, M C N C X ve x € M olmak iizere, FM C

FN C FX dir.

ispat. M C N C X olsun. Bu durumda M, C N, C X, kapsamalarinin saglandig

aciktir. Herhangi bir z € Faf” elemani icin z = x olup z € M, dir. M, C N,
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oldugundan z € N, elde edilir. Buradan z € FY oldugu sdylenir. z keyfi oldugundan
FM C FN elde edilir. Benzer gekilde F¥ C FX oldugu da kolaylikla gosterilebilir.
O

Sonucg 3.2.2. X bir quasilineer uzay ve M C X olsun. Fy C Fx dir.
Ispat. Sonuc 3.2.1 gbz oniinde bulundurulursa, ispat agikardir. O]

Uyari1 3.2.2. Bir X quasilineer uzayinda bir x elemaninin zemini olan F, ciimlesi
Xin bir alt uzays olmayabilir. Ornegin x = [2,3] € Qc(R) olmak iizere {2}, {3} €
Flog) dir; fakat {2} 4 {3} = {5} ¢ Fjag dir.

Lemma 3.2.2. X bir normlu quasilineer uzay ve x € X olmak tzere, F, ciimless

kapaly ve sinurlidar.

Ispat. (z,) F,’de bir dizi, (z,) = z ve z € X olsun. Bu durumda her n € N icin
zn 2w ve z, € X, dir. Diger taraftan, (z) X de sabit bir dizi olmak {izere, Lemma
2.3.2 kullanilirsa (2,) — z, () — x ve her n igin z, < z oldugundan z =< x elde
edilir.

Ayrica her n € N igin z, € X, ve (z,) — 2z oldugundan, Lemma 3.0.1 geregince
z € X, dir.

Boylece z € F, olup F,, X'de kapaldir.

Diger taraftan, her z € F} icin 2z =X z oldugundan, normlu quasilineer uzay
aksiyomlarindan (2.3.4) geregince, ||z|| < ||z|| olur. Boylece F, simirh bir ciimledir.

]

Teorem 3.2.1. s-boyX # 0 yani X lineer olmayan bir quasilineer uzay olsun. Bu
durumda,

r-boyX < s-boyX
olur.
Ispat. s-boyX # 0 olmak iizere, s-boyX < r-boyX oldugu kabul edilsin. r-boyX =
n olsun. Bu durumda {by, bs, ..., b, }, X, 'nin bir baz1 ve A, Ao, ..., A, skalerler olmak

iizere,

Aioby+ Ay b+ F N, by, s
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olacak sekilde bir s € X, elemaninin mevcut olmadigimi gostermek Teorem 3.0.1
geregince X'in lineer uzay olmasini gerektireceginden, hipotez ile ¢elisecegi icin ispati
tamamlayacaktir.
s-boyX = m olsun. s-boyX < r-boyX olmasi kabulii geregince m < n dir.
Simdi F ciimlesi goz 6niine almarak boyF3. < n oldugu gosterilip bu bilgi
kullanilacaktir.

Herhangi 21, xs, ..., z, € F elemanlar i¢in

olsun. Bu durumda, Onerme 3.0.1 geregince,
1 € F))f oldugundan x; < y; olacak sekilde en az bir y; € X,

Ty € F}f oldugundan x5 =< y, olacak sekilde en az bir y, € X,

T, € F ))f oldugundan z, < y, olacak gekilde en az bir y, € X mevcuttur.

Quasilineer uzay aksiyomlarindan (2.2.12) ve (2.2.13) geregince, sirasiyla

/\1'$1j/\1'y17 /\2'$2j/\2'92, ) )\nl'njAnyn

olup, buradan
M-Ti4Xo Tot M Tn=<A Y1+ Yot -+ Un (3.2.2)
yazilir. (3.2.1) esitligi (3.2.2) ile birlikte diigtintildiigiinde
0 <Xy yat e+ Ay (3.2.3)

elde edilir. y1,y2, ..., yn € X5 ve s-boyX = m < n oldugundan {yi, ya, ..., y, } ciimlesi
Xy 'de gl-bagimhdir. O halde (3.2.3) bagintisim saglayan Aj, Ao, ..., A, skalerlerinden
en az biri sifirdan farkhdir. Dolayisiyla (3.2.1) esitligini de saglayan Aj, Mg, ..., A,
skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olacagindan {zi,z,,...,x,} ciimlesi lineer
bagimhdir. Buna gére boyFy. < n olur.

F))(i c X,, F))fb X,’nin lineer bir alt uzay: ve boyF))(i < boy X, oldugundan v ¢ F))é
olacak gekilde bir v € X, vardir. Ayrica v regiiler elemani i¢in v < u olacak gekilde
bir u € X elemaninin varligi v € F ))(( olmasini gerektireceginden, v =< u olacak

sekilde bir © € X mevcut degildir.
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Béylece bir v regiiler elemanindan sonra singiiler bir eleman gelmeyecegi sonucu
elde edilir. Buna gore, Teorem 3.0.1 geregince X lineer bir uzaydir ve Sonug 3.1.1’den
s-boyX = 0 oldugu sOylenir. Bu ise hipotezle celisir. Boylece s-boyX # 0 yani X
lineer olmayan bir quasilineer uzay olmak iizere, "s-boyX < r-boyX olsun" kabulii
yanhigtir. O halde s-boyX # 0 yani X lineer olmayan bir quasilineer uzay olmak
tizere, r-boy X < s-boyX dir. O

Yukaridaki 6nermenin bir sonucu olarak agagidaki 6nemli yorum yapilabilir.
Sonug 3.2.3. s-boyX # 0 ve s-boyX < r-boyX ise X bir quasilineer uzay degildir.

Buna gore X lineer olmayan bir quasilineer uzay olmak iizere, sdzgelimi,

s-boyX =1, r-boyX = 2 olamaz.

3.3 Proper Quasilineer Uzaylar

Tanim 3.3.1. X bir quasilineer uzay, M C X ve x,y € M olmak tizere,

i) Vo € M igin FM £ (),

i) x #y iken F} # FM

ozellikleri saglaniyor ise M cimlesine X quasilineer uzayinda bir proper cimle
denir.

X bir quasilineer uzay olmak tizere, X bir proper ciimle ise X ’e proper quasilineer

uzay denir.

Bir quasilineer uzayin proper olmasi tanimi daha agik olarak su sekilde ifade
edilebilir:

X bir quasilineer uzay olmak iizere, X’deki her elemanin zemini bogtan farkh ve
X’deki farkh iki elemanin zeminleri de farkl ise X proper quasilineer uzaydir.

Bir M C X ciimlesi i¢in, Tanim 3.3.1’deki ¢i) sartinin saglanmasi, x # y olmak
izere, agagidaki ii¢ durumdan sadece birinin saglanmasi gerektigi anlamini tagimak-
tadir.

¢y <z ise, FyM C FM olacagindan, bu iki elemanin M’deki zeminlerinin farkh

olabilmesi igin en az bir z € FM \FyM regiiler elemaninin mevcut olmasi gerekir. Bu
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ise z < x ve z A y olacak sekilde en az bir z € M, elemaninin mevcut olmasin
gerektirir.

¢z =<yise, FM C F;” olacagindan, bu iki elemanm M’deki zeminlerinin farkl
olabilmesi i¢in en az bir m € F,"\ ;' regiiler elemanimn mevcut olmasi gerekir. Bu
ise m <y ve m A x olacak sekilde en az bir m € M, elemaninin mevcut olmasin
gerektirir.

¢ 2 ile y elemanlar karsilagtirilamiyor ise, x ile y’nin M’deki zeminlerinin farkl
olabilmesi i¢in FM & FM veya F)' ¢ F' olmasi gerekmektedir. Bu ise z < z ve
z 2 y olacak sekilde en az bir z € M, veya m <y ve m A x olacak gekilde en az bir

m € M, elemanimin mevcut olabilmesi ile miimkiindiir.

Ornek 3.3.1. Her lineer uzaymn "=" bagintisi ile bir proper quasilineeer uzay olduju

astkdardor.
Ornek 3.3.2. X = {0} asikar uzay: proper uzaydir.

Ornek 3.3.3. E normlu lineer bir uzay olmak dizere, Q(E) ve Q¢(E) birer proper
quasilineer uzaylardir:

i) A € Qc(E) elemani igin Fy # 0 dir.

it) A # B olacak sekildeki A, B € Qc(E) elemanlar: i¢in,

¢ B C A ise, bu durumda a ¢ B olacak sekilde en az bir a € A vardyr. Buradan
z={a} € (Qc(E)), olmak iizere z C A ve z € B dir.

¢ A C B ise, bu durumda b ¢ A olacak sekilde en az bir b € B vardwr. Buradan
m = {b} € (Qc(E)), olmak tizere m C B vem € A dur.

¢ A ile B karsilastirilamaz elemanlar ise a € A, a ¢ B veb e B, b¢ A olacak
sekilde a ve b elemanlary vardir. a € A ve a ¢ B iken z = {a} € (Qc(F)), olmak
izere 2 C A ve z ¢ B dir. Ayricab € B veb ¢ A iken m = {b} € (Qc(E)), olmak
tizere m C B vem SZ A dar.

Béylece Qe (E) proper quasilineer uzay aksiyomlaring saglar.

Q(E) nin proper quasilineer uzay oldugu da benzer sekilde gosterilebilir.

Ornek 3.3.4. Q¢ (R) nin singiiler alt uzay
(Qc(R)s U{{0}} ={]a,b] : a <bwvea,beR}U{{0}}
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verilsin. Bu uzaydan alinan herhangi farkly iki elemanin zemini ayni veya bu uzaya
ait baz elemanlarn zeminleri bos ciimle olabilmektedir. Ornegin, [a,b] # [c, d] olmak
tzere a,b > 0 (c,d > 0) veya a,b < 0 (c,d < 0) iken Flap = Fleqg = 0 olmaktadr.
Diger taraftan a < 0 < b ve c <0 < d olmak iizere, [a,b] # [c,d] iken Fiop) = Fieq =
{{0}} olmaktadwr. Dolaysiyla (Qc(R))s U {{0}} proper olmayan bir quasilineer

uzaydir.
Ornek 3.3.5. Q¢ (R) 'nin simetrik alt uzay
(Qc(R))g ={[—a,a] : a € R}

proper degildir. Cinkid bu uzaydan alinan herhangi farkl ki elemanin zemaini hep
aynadir ve {{0}} cimlesidir.

Aym sebepten, Qc(R) nin bir alt uzayr olan
A={[a,b] :a <0<bwvea,beR}
ctimlest de proper olmayan bir ciimledir.

Sonug 3.3.1. Asikdr olmayan bir X quasilineer uzayr i¢in X, = {0} ise X proper
olmayan bir uzaydwr. Dolaypsiyla herhangi bir X quasilineer uzayimin, singiler alt

uzayr proper degildir.
Uyari 3.3.1. Proper bir quasilineer uzayin proper olmayan alt uzaylar: mevcut ola-
bilir.
Ornek 3.3.6. X = Q¢ (R?) ve
V=X, U{{(z,0)}: 2 € R}
olmak iizere, V' X "in bir alt uzayidir, ayrica
Vi=X, ve V,={{(z,0)}: 2R}

dir.
v ={{(0,y)}: 1<y <2}

v ={{(0,y)} :3<y <4}
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V' 'nin birbirinden farkly iki elemans olmak dzere, FX = Fv‘g = ( dir. Boylece X

proper bir uzay olmasina ragmen, X in alt uzayr olan V' proper olmayan bir uzaydur.

Uyar1 3.3.2. Proper olmayan bir quasilineer uzaywn proper alt uzaylar, mevcut ola-
bilir.
Ornek 3.3.7. Ornek 3.8.6°da proper olmayan V 'nin V, = {{(z,0)} : z € R} alt

uzayr proper uzaydr.

Uyar1 3.3.3. Proper bir quasilineer uzaywn her elemanindan once regiler bir ele-
man gelir. Fakat, bir quasilineer uzayin her elemanindan dnce regiiler bir elemanin
geliyor olmast o uzayn proper olmasini gerektirmez. Asaqidaki 6rnek bu durumu

acrklamaktadur.

Ornek 3.3.8. Q¢ (R?) de
U={{(z,0)}:x € R}

olmak tizere,

V=X,UU
ciimlesi verilsin. Ayrica U ve V' yardima ile, W ciimlesi
W={zxeV:birzelU iginzCux}
seklinde tanimlansin. Bu durumda
wy = {{(x,0)}: 1 <z <2}

ve

wy={{(z,y)} 1<z <2, —1<y<0}

olmak tzere, birbirinden farkly wi,ws € W elemanlary i¢in
Fpi ={{(z,0)}: 1<z <2}

ve

olup FJX = FIZ dir. Béylece her elemanindan dnce regiiler bir elemanin geldigi W

uzayr proper bir uzay degildir.
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Teorem 3.3.1. Lineer olmayan proper bir X quasilineer uzayr i¢in
s —boyX =1r — boyX
dir.

Ispat. X bir proper quasilineer uzay, r-boyX = n (=boyX,) ve y1,Y2, s Yns Yni1
Xs'nin gl-bagimsiz vektorleri olsun. Bu durumda X, C X oldugundan yy,ys, ..., Yn,

Yn+1 € X ve X proper oldugundan

a; Xy, a2 X Yo, ey G S Yny Angl = Yt (3.3.1)

olacak sekilde ay, as,..., an,a,+1 € X, elemanlar1 mevcuttur. X,, n—boyutlu lineer

bir uzay oldugundan n + 1 tane eleman X,’de lineer bagimli olacaktir. Dolayisiyla

olacak gekilde v; (1 < k < n) skalerleri bulunabilir. Ayrica quasilineer uzay aksiyom-

larindan (2.2.12) ve (2.2.13) kullamilarak, (3.3.1)’den,

n n
(py1 = Z’Yk‘ak = Z’Yk‘yk
k=1 k=1

yazilir. a,,1 € X, oldugundan
0 < Z% “Yp — Apa1 (3.3.2)
k=1
elde edilir. Quasilineer uzay aksiyomlarindan (2.2.1), (2.2.12) ve (2.2.13) goz Oniine

alindiginda

n n
Z% Yk 2 Z% “Yk V€ — Opi1 2 —Yng1
k=1 k=1

olup, buradan

Z’Yk: “Yk — Qg1 Z’Yk "Yk — Ynt1 (3.3.3)
k=1 k=1

yazilir. (3.3.2) ve (3.3.3) bagntilar1 birlikte diisiiniildiigiinde

0= Z’Yk Yk — Ynt1 (3.3.4)

k=1
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elde edilir. y1, Y2, ..., Yn, Ynt1 Xs'nin ql-bagimsiz elemanlar olarak secildiginden 1 <
k < n + 1 olmak iizere, her k indisi i¢in 7 = 0 olmasi1 gerekirdi; fakat (3.3.4)
bagintisinin v,1; = —1 olmasi durumunda da saglandigr gortilmektedir. Buradan

{Y1,Y2, -+, Yn, Yns1} climlesinin gl-bagiml oldugu soylenir. Bu ise
s-boyX <n+1

yani

s-boyX < r-boyX (3.3.5)

olacagi anlamina gelir.
Diger taraftan, Teorem 3.2.1 geregince, lineer olmayan herhangi bir X quasilineer
uzayl icin
r-boyX < s-boyX (3.3.6)
esitsizligi saglanir.
Sonug olarak (3.3.5) ve (3.3.6)’dan, X lineer olmayan proper bir quasilineer uzay

ise s-boyX = r-boyX dir. ]

Uyar: 3.3.4. Teorem 3.3.17in karsits dogru olmayabilir. Yani lineer olmayan bir
quasilineer uzayda regiler ve singiler boyutlarin esit olmasi, uzaywn proper olmasing

gerektirmez. Asaqidaki iki ornek bu durumu ac¢iklar.

Ornek 3.3.9. (2:(R)), = {[~a,a] : a € R} ciimlesi Qc(R) nin simetrik alt uza-
yadur. r-boy (Qc(R)), = s-boy (Qc(R)), = 0 oldugu halde (2c(R)), proper olmayan

bir alt uzaydar.

Ornek 3.3.10.
X = (Qc(loo)), U{{(0,t1,t0,3,...)} : tx € R ve k € N}
quasilineer uzay icin r-boyX = s-boyX = oo dur; ancak X proper degildir.

Uyar1 3.3.5. Lineer olmayan bir X proper quasilineer uzayinin regiiler ve singiiler
boyutlary ayni oldugu i¢in ki ayry soylem kullanimadan X ’in boyutu seklinde ifade
edilir ve bu sayr boyX biciminde yazilir. EgGer X quasilineer uzayinin regiiler boyutu

ve singtler boyutu farkl ise, r-boyX ve s-boyX ifadeleri kullanilacaktor.
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Onerme 3.3.1. Qc(R) 'nin agikdr olmayan proper alt quasilineer uzay: 1 boyutludur.

ispat. Y, Qc¢(R) nin agikar olmayan bir proper alt quasilineer uzayr olsun. Bu
durumda boyQe(R) =1 ve Y C Q¢(R) oldugundan boyY <1 dir.
Ayrica Y proper oldugundan, x # y olacak gekildeki her x,y € Y elemanlari igin,
®y=<=xise, z Xz ve z ﬁ y olacak sekilde en az bir z € Y, elemani mevcuttur,
¢ 2 < yise, m <y vem £ x olacak sekilde en az bir m € Y, eleman mevcuttur,
¢ = ve y elemanlan kargilagtirilamiyor ise, z < z, z £ y olacak sekilde en az
bir z € Y, elemam veya m < y, m A x olacak sekilde en az bir m € Y, eleman
mevcuttur.
Boylece Y., z ve m regiiler elemanlarindan en az birini icerir. Genelligi bozmaya-

cagindan z € Y, secilirse, A - z regiiler eleman1 minimal olacagindan
6C Az

kapsamasi sadece A = 0 sayisi icin saglanir.

z ve m regiiler elemanlarinin ikisinin de mevcut olmasi veya birden fazla z (veya
m) regiiler elemaninin mevcut olmasi durumu s6z konusu ise de, Y,’de iki veya
daha fazla sayidaki eleman ql-bagimli olacagindan Y,’nin barindirabilecegi maksi-
mum sayidaki ql-bagimsiz (Y, lineer alt uzay oldugu i¢in, lineer bagimsiz) vektor
sayisi 1 dir. Boylece Y proper ve Y’nin boyutu, Y, 'nin barindirabilecegi maksimum

sayidaki gl-bagimsiz (lineer bagimsiz) vektor sayisina egit oldugundan,
boyY = s-boyY = r-boyY = boyY, =1
olur. 0

Uyar1 3.3.6. Q¢(R) 'nin proper olmayan alt uzaylarmin regiler veya singiler boyu-

tunun 1 olmasi gerekmez:

Ornek 3.3.11. Q¢ (R) nin proper olmayan (Qc(R)), U {{0}} singiiler alt uzaymn

regiler boyutu 0, singiler boyutu ise 1 dir.

Ornek 3.3.12. Q¢(R) 'nin proper olmayan (Qc(R)), = {[~a,d] : a € R} alt uzay
igin m-boy (Q2c(R)),; = s-boy (Lc(R)), = 0 dur.
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Teorem 3.3.2. X normlu proper bir quasilineer uzay olsun. Bu durumda, X in
kapaly birim yuvar:
S0,1) ={z e X :|z]| <1}

ctimlest proper bir ctimledir.

Ispat. X proper oldugundan her = € X icin F, # 0 ve = # y olacak sekildeki her
z,y € X elemanlar i¢in F), # F, dir. Buna gore, x # y olacak sekildeki her z,y € X
elemanlari igin,

®y=<=xise, 21 2z ve 2 ﬁ y olacak sekilde en az bir z; € X, mevcuttur,

¢ z < yise, m; <y ve my Az olacak sekilde en az bir m; € X, mevcuttur,

¢ z ile y elemanlan kargilagtinlamiyor ise, z; < x ve z; £ y olacak sekilde en
az bir z; € X, eleman veya m; =< y ve my ﬁ x olacak sekilde en az bir m; € X,
eleman1 mevcuttur.

Herhangi bir u € S(0,1) elemam i¢in ||jul| < 1 olup, S(#,1) C X oldugundan
u € X dir. X proper oldugundan F, # () dir. Buna gore z < u olacak gekilde en az
bir z € X, mevcuttur. Normlu quasilineer uzay aksiyomlarmdan (2.3.4) geregince
z < w iken ||z < |ju|l olup ||u| < 1 oldugundan ||z|| < 1 elde edilir. Béylece
z € S(0,1) ve z regiiler eleman oldugundan z € (S(#, 1)), dir. Sonug olarak herhangi
bir u € S(0,1) eleman i¢in z < u olacak gekilde en az bir z € (S(6,1)), mevcuttur.
u € 5(0,1) elemam keyfi oldugundan, her v € S(0,1) elemani i¢in FZOY £ ¢ dir.

Ayrica S(0,1)’in u # v olacak gekildeki herhangi iki u ve v elemani i¢in u,v € X

ve X normlu proper quasilineer uzay oldugundan, F, # F, dir. Boylece

¢ v < uise,
Zo XU Ve 2y ﬁ v olacak sekilde en az bir 2o € X, mevcuttur. (3.3.7)

¢ u < v ise,
Mo =< U Ve My ﬁ u olacak gekilde en az bir mo € X, mevcuttur. (3.3.8)

¢ u ile v elemanlan kargilagtirilamiyor ise,

Zo = U Ve Zy ﬁ v olacak sekilde en az bir z5 € X, elemam veya
me = U Ve Mo ﬁ u olacak sekilde en az bir ms € X, elemam

mevcuttur. (3.3.9)
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Buna gore, normlu quasilineer uzay aksiyomlarmdan (2.3.4) dikkate almarak,
zo 2 uve zp A v iken, u € S(6,1) oldugundan |jul| < 1 olup |[zs] < |lu| < 1,
yani zo € S(6,1) oldugu, my < v ve my £ u iken, v € S(6,1) oldugundan |jv|| < 1
olup ||me|| < |jv]] < 1, yani ms € S(0,1) oldugu ve son durum séz konusu ise
79 < u, 29 £ v olacak gekildeki z; elemanlari i¢in ||z5]] < 1 oldugundan 2, € S(6,1),
veya my = v, mg A u olacak gekildeki my elemanlar1 igin ||ms| < 1 oldugundan
my € S(6,1) sonucuna ulagilir.

Yukaridaki ifadelerden zy ve ms elemanlarinin regiiler ve zo, mo € S(6,1) oldugu
sOylenir. Boylece

29, Mo € (8(9, 1))r (3310)

sonucu elde edilmis olur.

(3.3.7), (3.3.8), (3.3.9) ve (3.3.10) gbz Oniine alimirsa, u # v olarak segilen her-
hangi iki w ve v elemanlar1 icin 7D # 7@ oldugu sdylenir.

Sonug olarak, X normlu proper quasilineer uzayinmm S(6,1) kapal birim yuvari

proper bir ciimledir. O

3.4 Kompaktlik ve Sonlu Boyut

Fonksiyonel analizde énemli bir yer tutan kompakt ciimleler, sonlu ciim-
lelerinkine benzeyen ve kompakt olmayan ciimlelerce paylagilmayan, bazi temel 6zel-
liklere sahiptir. Bu alt baglikta normlu quasilineer uzaylar ve bunlarin alt uzay-

larinda kompaktlik kavramina iligkin birkag temel 6zellik ele alinacaktir.

Tanim 3.4.1. X normlu bir quasilineer uzay olmak tizere, X 'deki her dizi yakinsak
bir alt diziye sahip ise X uzayr kompakttir denir. X in bir M alt cimlesi, X in bir
alt quasilineer uzayr olarak ele alindiginda kompakt oluyorsa, yant M deki her dizi,
limiti M ‘nin bir elemans olan yakinsak bir alt diziye sahip oluyorsa, M "ye kompaktisr

denir.

Uyar1 3.4.1. Burada tanwmlanan kompakthk, dizisel kompakthk olarak da bilinir.
Bu taniman disinda baska tki onemli kompakthk tiuri varsa da, metrik uzaylarda

bu ti¢ kavram birbirine denktir. Her normlu quasilineer uzay, dnceki kisimlarda
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tanimlanan Hausdorff metrik ile bir metrik uzay oldugundan normlu bir X quasi-
lineer uzayinin veya X in bir alt cimlesinin kompakthgr tanimlanirken kompaktlik
tanmimlarindan kullanishilhiga nazaran deha elverisli olan dizisel kompakthk tanima

kullanilmastor.

Lemma 3.4.1. Normlu bir quasilineer uzayin kompakt M alt cimlest kapali ve

swnarlidar.

ispat. Her normlu quasilineer uzay, énceki kisimlarda tanimlanan Hausdorff metrik
ile bir metrik uzay oldugundan, bu lemma metrik uzaylarin kompakt alt ciimlelerinin

kapali ve sinirli olmasinin direkt sonucudur. O]
Uyari 3.4.2. Bu lemmanin karsite dogru olmayabilir.

Ornek 3.4.1. Q¢ (cy) normlu quasilineer uzayinin kapaly birim yuvars, 6, Qc(co)

birim elemant olmak tzere

S(6,1) = {x € Qelco) : 12l < 1}

ve bu yuvarda e; = (1,0,0,0,0...), ea = (0,1,0,0,0...), e3 = (0,0,1,0,0...) ,... olmak

tzere, ({ex}) dizisi verilsin. Her k € N i¢in,

{erHlopey = sup ekl = sup suple| =1
felo) ey P eelierd) ieN‘ |

oldugundan, ({ex}) dizisi S(0,1) yuvarimn yizeyindedir. Ayrica ({ex}) dizisinin
herhangi bir ({ex, }) alt dizisi icin, {ek, } ve {ek,, } terimleri regiler elemanlar oldugun-
dan haog(co) ({€r, } - {ekn }) = [[{er, } — {ek., }|| olup, genelligi bozmayacagindan k,, >

k, olmak tizere,

th(Co) ({ekn} ) {ekm})

= IHert = {ern oo )

kn. terim km. terim

= {(0,0,...,0, 1 ,0,0,...)}—{(0,0,...,0,0, 1 ,0,0,...)}
k.. terim km. terim

= {(o,o,...,o, 1 ,0,..,0, —1 ,o,o,...)}

kn. terim km. terim
- (0,0,...,0, 1 .,0,..,0, —1 ,0,0,...)

=1

Qc(co)

Qc(co)

&)
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elde edilir. O halde ({ey,}) alt dizisine ait herhangi iki eleman arasindaki uzaklk
daima 1 dir. Dolayswyla ({ex, }) alt dizisi Cauchy dizisi degildir. Bu nedenle ({eg,})
dizisi asla yakinsak olamaz. ({e,}) alt dizisi keyfi secildiginden ({ex}) dizisinin
yakinsak bir alt diziye sahip olamadigr sonucuna ulagilir. Boylece Qc(co) in birim

yuvary olan S (0,1) cimlesi, kapaly ve sinirly oldugu halde kompakt degildir.

Buna kargilik, normlu bir quasilineer uzaymn regiiler alt uzayi sonlu boyutlu ise

yani bir quasilineer uzay sonlu regiiler boyutlu ise asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.4.1. Sonlu regiiler boyutlu olan normlu bir X quasilineer uzayinda her-
hangi bir M C X, alt cimlesinin kompakt olmasi icin gerek ve yeter kosul M ’nin

kapaly ve sinirly olmasidar.

ispat. X, regiiler alt uzay1 X’in lineer alt uzay1 oldugundan teoremin ispat1 klasik-

tekinin benzeridir. O

Uyari 3.4.3. Sonsuz regiiler boyutlu olan quasilineer uzaylarda kapalilik ve sinarlilik
kompaktligr gerektirmeyebilir. Dolayisiyla Teorem 3.4.1°de quasilineer uzayin sonlu

regiler boyutlu olmast onemlidir. Asagrdaki drnek bu durumu yansitmaktadur.

Ornek 3.4.2. “C” kismi siralama bagintise ile Qc(eo) normlu quasilineer uzay. ver-

ilsin. Bu uzay sonsuz regiler boyutlu olan bir uzaydir.

c{(L00.)} cocto

olmak tzere, S(z,1) kapaly yuvary géz onine alimirsa, bu yuvarin sl oldugu
acrktur.

Ayrica Teorem 2.1.1 geregince herhangi bir metrik uzayda bir kapaly yuvar kapals
bir ciimle oldugundan S (z,1) kapalr yuvar: kapaly bir cimledir.

Diger taraftan e, = (O, 0,...,0, " tfﬂm, 0,0, ) olmak tizere, Qc(co) 'da genel ter-
ma

1
Zn:Z—i_Z{en}
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olan (z,) dizisi verilsin. Bu dizinin terimleri sirasiyla

— ey ={ (24100
21—2461— 5 4 )

Z9 = Z+—{€2}:

{
z3 = Z+Z—l{€3}:{

seklindedur.
Oncelikle her n € N igin h(z,,2) < 1 oldugundan bu dizi Qc(co)m S (2, 1)

yuvarmdadir. Gercekten de, Onerme 2.3.1 - (2.3.9) geregince,

1 1
hoe(eo) (Z +7 {en}, Z) < hao(eo) (2, 2) + hag(eo) (Z {en}, 9)
1
Qc(co)
= sup |al,
act{en}
= sup supld|
acl{e,} bea
1
= -<1
4

olmaktadur.

Terimleri S (z,1) yuvarindan alinan bu dizinin herhangi bir alt dizisinin Cauchy
dizisi olmadigina gostermek, S (z,1)’in kompakt olmadigini soylemek icin yeterlidir.
(z+ 3 {ex,}) dizisi, (z+ 1{en}) dizisinin herhangi bir alt dizisi ve genelligi boz-

mayacagindan k,, > k, kabul edilmek iizere,

1 1
hQC(CO) (Z + 1 {ekn} ’ Z + Z {6km})

r>0: Z+i{€kn} §z+}l{ekm}+5(0,r),
z+i{ekm} C z—l—}l{ekn}—i—S(@,r)

= inf
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.
r>0:

) kn.gerim
570707'”70707 1 70707'”

km. terim
g{<%70707”'70707 411 70707"'>}+S(07T)7

. km. {erim
570707“'70707 1 70707‘“

kn. terim
(%a0)07”'a0707 %1 70707)}+S(97T)
/

= inf

g {
\
olup
kn. terim
L 0,0 0,0 L 0,0
57 Y ) ) Y ) 4 ) ) Y
km. terim
- {(—,0,0, 0,0, < ,0707...>}+S(9,r) (3.4.1)
ve
km. terim
- 0,0 0,0 L 0,0
57 Y ) ) ) ) 4 ) ) )
1 kn. ierim
C £.0.0,-,0,0, ,0,0,---)}+S(9,r) (3.4.2)

kapsamalarindan (3.4.1)%in saglanmasi i¢in yani

kn. terim km. terim
1 1 1
_70707 70707 Z 70707"' € _70707"'70707 Z 70707"' +S(97T>
olabilmesi i¢in S(6,r) nin
kn. terim km. terim
"=10,0,0,---,0,0 - 0,0,---,0,0, —= ,0,0,---
z » Uy Uy » Uy Uy 4 y Uy U,y » Uy U,y 4 '

seklindeki bir elemans i¢ermesi ve benzer olarak (3.4.2)’nin saglanmast icin yani

kn. terim

km. terim
1 1
...’()’07 — ?0’0’... —f—S(Q,T’)
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olabilmesi i¢in S(6,r) nin

kn. terim km. terim
2" =10,0,0 0,0 L 0,0 0,0 L 0,0
- ) ) ) ) ) ) 4 ) ) ) ) ) ) 4 ) ) )

seklindeki bir elemany icermesi gerekmektedir. Buna gire S(0,r) nin 2" ve 2" ele-

manlarine icerebilmesi icin

hQC(CO) (Z/, 9) <r

ve

Roc(eo) (27,0) <1

olmalidwr. Buradan,

1
hQC(co) (2/79) = HZ/HCO =7

4
ve
" " 1
hQC(Co) (Z 79) = ”Z ”Co = 4_1
oldugundan
S 1
r —
— 4
olmalidar.

O halde v > 1 olacak sekildeki S(0,7) yuvarlart i¢in ancak (5.4.1) ve (3.4.2)

kapsamalarinin tkisi birden saglanir. Boéylece

1 1 1
hQC(CO) (Z + Z {6kn} Y < + Z {ekm}) - Z

olarak elde edilir.

Bu sonug (2’4’}1{619”}) alt dizisinin herhangi ki terimi arasindaki uzakligin
daima 1/4 oldugunu soyler. Boylece bu alt dizi Cauchy dizisi olamaz. Bu durumda
(z + % {ekn}) alt dizisi yakinsak degildir. Bu ise, S (z,1) kapalr yuvarmdan alinan
(zn) dizisinin yakinsak bir alt dizisinin olamayacage demektir ki; bu durum S (z,1)
yuvarimn kompakt olmadigr anlamina gelir.

Sonug olarak, sonsuz regiler boyutlu olan Qc(co) normlu quasilineer uzayinda,

S (z,1) kapalr yuvar: kapaly ve sinurlidur; fakat kompakt degildir.
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Uyar:1 3.4.4. Teorem 3.4.1°de sonlu regiiler boyutlu olan X quasilineer uzayinda
bir M C X cumlesinin kapali ve simirly olmast kompakt olmasini gerektirmeye-
bilir. Asagidaki drnek bu durumu yansitmaktadur. Ornekteki kapali ve sinrl oldudu
halde kompakt olmadigu ispatlanacak olan ciimle, Qc(co) in singiiler alt uzayr olan

(Qc(co)), U {0} dan segilmistir.

Ornek 3.4.3. “C” kismi siralama bagintis ile Qc(co) normlu quasilineer uzayinin

0 regiler boyutlu olan (Qc(co)), U {8} singiler alt uzay: ve
z2={(t,0,0,...): 0 <t <1} € (Qe(co)), U {6}

olmak tizere, S (z, Z—i) kapaly yuvary verilsin.

S (z, %‘) yuvarinda hichir regiler elemanin olmadigine gostermek, bu yuvarin
(Qc(co)), U {0} in bir alt cimlesi oldugunu séylemek icin yeterlidir. Ayrica Qe (co)
uzaymdaki regiiler elemanlar sadece tek nokta ciimlelerinden olustugundan
u = (u,us,...) € ¢o olmak izere, {u} keyfi elemans icin {u} ¢ S (z,1) oldugunu
gdstermek S (z,1) C (Qc(co)), U {0} olmasi igin yeterli olacaktur.

S(0,7), (Qc(cp)), U{0} ' 0 merkezli v yaricapl yuvare olmak dzere,

h({u},z) = inf{r>0:{u} Cz+9500,r), 2C {u}+S5(0,r)}
r>0:
)} C{(t,0,0,...): 0<t <1} +S5(0,r),
{(t,0,0,...) : 0 <t <1} C {(ug,uz,...)} +S(0,r)

= inf {(ul,UQ,..

dir. Diger taraftan
{(uy,ug,...)} C{(¢,0,0,...) : 0 <t <1} +S5(0,r) (3.4.3)

ve

{(¢,0,0,...) : 0 <t <1} C{(uy,u,..)} + S(0,7) (3.4.4)

kapsamalarinin saglanmase icin gerek ve yeter sart, swraswyla, S(0,r) yuvarimn bir
t' € [0,1] sabiti igin w = (u; — ', ug,us,...) elemaniny ve her t € [0,1] igin w; =
(t — uy, —ug, —us, ...) elemanlarin icermesidir. Bunun i¢in ise bir t' € [0, 1] sabiti
1¢in

h(w,0) = llwl, <r

co —
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ve hert € [0, 1] i¢in

yant

h(we, 0) = [well,, <7

r > maX{HwHCO , sup HthCO}

t€[0,1]

olmalidir. Ayrica

ve

|wl],, = max {|u1 —t'|,sup ]un]}
n>2

harl, = max{|t — ] sup |—un|}
n>2

oldugu goz oniine alinirsa,

>

>

h({u},z)
inf{r >0:{u} Cz+S5(0,r)), 2z C{u}+5(0,r)}

inf {r >0:r> max{HchG ,ts%pu {HthCO}}}
€lo,

max { lu; — t| , su U
inf<r>0:r>max {’1 K pn22‘n|};

SUPye(o,1] {max {|t — u1|,sup, >, |[—un|} }

inf<r>0:r>max< |uy — ], sup |t —u|
t€[0,1]

1
2

elde edilir. Sonu¢ olarak

h({u},z) =

(NSRS

olur. 1/2 > 1/4 oldugundan

{u} ¢ S (z i)

sonucuna ulasilir. Dolayisiyla S (z, %1) yuvarinda hicbir regiler eleman olmadigindan

S (2,3 kapals ywvarmin (Qc(co)), U {0} wn bir alt cimlesi oldugu ispatlanmas olur.

Ayrica S (z, %) kapaly yuvariman swmarl oldugu agiktir ve Teorem 2.1.1 geregince

herhangi bir metrik uzayda her kapali yuvar kapaly bir cimle oldugundan S (z, }L)

kapaly yuvary kapaly bir cimledir.
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n. terim

Diger taraftan e,, = (O, 0,...,0,0, ,0,0, ) olmak dzere, (Qc(cy)),U{0} da

genel terims

1
Zn:Z‘Fz{@n}

olan (z,) dizisi verilsin.

Bu dizinin terimleri sirasiyla

1 1
21 = Z+—{€1}:{(t+1,0,0,"') Ogtgl},

(o) v
( N

Z9 = zZ 4+ - {62}—

m —
N———
o
IN
~
IN
—_
~——

Zn = Z4+ - {en}—

{
C ]
{

seklindedir.
Onerme 2.3.1 - (2.3.9) gerejince,

h(z+i{en},z) < h(se)+ ( fe}, 9)
= O+H_{€”}

= sup |laf,,
acs {en}

Qc(co)

= sup suplb|
acl{e,} bea

1

4
oldugundan (z,) dizisi S (z, 1) yuvarindader. (z + 1 {ey,}) dizisi (z + 1 {e,}) dizisinin
herhangi bir alt dizisi ve genelligi bozmayacagindan k,, > k, kabul edilmek tzere,
h (z + E {ex, },2z+ E {ekm}>
4 4

r>0: Z+i{€kn} Qz—l—%{ekm}—i—S(@,T),
z+i{ekm} C Z+}L{€kn}+8<9,7“)

= inf
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km. terim
g{(uaa~-ﬂﬁ, : mu»~>:0§t§1}+sw¢)w
= inf )
km. terim
{(u&o,~,ao, : ,QQ-~>:O§t§1}
0

kn. terim
g{(aa&~~ﬂﬁ, 3 ﬂﬁ,~>: §t§1}+5w¢)
Vs

olur.

kn.tlerim
t,0,0,---,0,0, - ,0,0,---
(7 s YUy y Uy Uy 4 y Uy Uy

km. terim
(t,0,0,---,0,0, 1 ’0’07...):0<t<1}+5(6,r) (3.4.5)

k. terim
1
(uaau~m¢x 7 0.0 fi0<t<]
kn. tlerim
’ £,0,0,--,0,0, = 0,0, | :0<t< 15 +5(60,7) (3.46)

|
A
|
|

kapsamalarinin saglanmast icin gerek ve yeter kosul S(6,r) yuvarimin

kn. terim k. tirim
2 =10,00---,00, - .,0,0,---,0,0, —= 0,0, (3.4.7)
4 4
ve
kn. tfirim k. :if_erim
2= 10,0,0,-,0,0, =7 ,0,0,---,0,0, — 0,0, (3.4.8)

elemanlarini icermesidir. Bunun i¢in ise

h(z',0)<r

ve
h(z",0) <,

buradan,
1
R0 =170, = ¢
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ve

1
R 0) = 112"),, =

oldugundan

r>

o |

olmalidvr. O halde r > 1/4 olacak sekildeki S(0,r) cimleleri i¢in ancak (3.4.5) ve
(8.4.6) kapsamalarinin ikisi birden saglanir. Boylece

h <z+i{ekn},z+i{ekm}) —i
elde edilir.

Bu sonug (z—i—%{ekn}) alt dizisinin herhangi ki terimi arasindaki uzakligin
daima 1/4 oldugunu soyler. Boylece bu alt dizi Cauchy dizisi olamaz. Bu durumda
(z—l—%{ekn}) alt dizisi yakinsak degildir. Bu ise, S (z, %) kapaly yuvarindan ali-
nan (z,) dizisinin yakinsak bir alt dizisinin olamayacagr demektir ki; bu S (z, }L)
yuvarinin kompakt olmadigr anlamana gelir.

Sonug olarak sonlu regiler boyutlu (Qc(co)), U {0} normlu quasilineer uzayinin

S (z, %) alt ciimlesi kapalv ve sinwrlidir; fakat kompakt degildir.

Sonug 3.4.1. E sonlu boyutlu normlu lineer bir uzay olsun. Qc(E) quasilineer
uzayinda herhangi bir M C (Qc(F)), alt cimlesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul M 'nin kapals ve simrly olmasidir. Ozel olarak E = R alinirsa Qc(R)
normlu quasilineer uzayinda herhangi bir M C (Qc(R)), alt cimlesinin kompakt

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M 'nin kapali ve sinirly olmasidar.

Teorem 3.4.2. E normlu lineer bir uzay olsun. E’nin kapaly birim yuvary kompakt

ise Qc(E) sonlu boyutludur.

ispat. S(0,1) = {z € E: |z <1}, F normlu lineer uzaymm kapali birim yuvari
olmak tizere, S(0,1) kompakt olsun. Bu durumda, Teorem 2.1.14 geregince E sonlu

boyutludur. Q¢ (FE) proper quasilineer uzayi i¢in
boyQe(E) = r-boyQe(E) = boy (e (E)), = boyE

oldugundan Q¢ (E) sonlu boyutludur. O
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3.5 Saglam Zeminli Quasilineer Uzaylar

Agagidaki kisimda bir quasilineer uzayin, Tanim 3.5.1°de verilen 6zelligi sagla-
mas1 halinde, "saglam zeminli quasilineer uzay" tabiri kullanilacak olan 6zel proper

uzaylar oldugu ifade edilmigtir.

Notasyon 3.5.1. (X, %) bir quasilineer uzay olmak tzere, X ’in "<" bagintisina
gore tstten sinirl olan ve regiiler elemanlardan olusan bir alt ciimlesi tizerinden bu
bagintiya gore supremum alindiginy daha da vurgulamak amaciyla bundan sonrak:

kistmda sup gosterimi kullanilacaktar.
(&)

Tanim 3.5.1. (X, <) bir quasilineer uzay olmak Gzere, hery € X igin supF, mevcut
(&)
ve

sup F, =y (3.5.1)
)
ozelligi saglaniyor ise X quasilineer uzayina saglam zemanli quasilineer uzay denir.

Uyar: 3.5.1. supF, degeri mevcut ise tektir. Gergekten de, F, = {x € X, : x < y}
()
ciimlesinin "X bagintisina gore tim st swmarlarman cimlesi A, ile gdsterilmek
tizere, supF, = minA, oldugu géz dnine alinwr ve minA, = y; ve minA, = yo
(<) &) () (=)
olarak kabul edilirse,

Y1 € Ay oldugundan yo <y

ve

Y2 € Ay oldugundan y1 =y

elde edilir. Buradan y, = y oldugu soylenir. Bu ise supF, degerinin bir tek oldugu
&)
SONUCUNY VETIT.

Onerme 3.5.1. Saglam zeminli bir quasilineer uzay proper bir quasilineer uzaydur.

Ispat. X saglam zeminli bir quasilineer uzay olsun. Bu durumda her y € X icin
supFy = y dir. supF), degerinin mevcut olmas1 F, ciimlesinin bostan farkli olacag:
&i_rjliamma geldigiiljd)en X’deki her y elemanindan 6nce en az bir regiiler eleman gelir.
Diger taraftan saglam zeminli olan X’in y # 2z olacak sekildeki herhangi iki
elemani i¢in,
sup F, # sup F;,
() ()
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olacagindan F, # F, elde edilir. Ciinkii, aksi yani F,, = F), olsaydi, bu durumda
supF, = supF, olurdu ki, X saglam zeminli oldugundan, bu y = 2 anlamina gelirdi.
(<) (=)

Béylece saglam zeminli bir quasilineer uzay olan X, ayni zamanda proper bir quasi-

lineer uzaydir. 0
Ornek 3.5.1. Her lineer uzayin saglam zeminli oldugu tansmdan agiktor.

Ornek 3.5.2. E normiu lineer bir uzay olmak iizere, Q(E) ve Qo (E) saglam zeminli
quasilineer uvzaylardur:

Qc(E) proper oldugundan her B € Qc(E) ig¢in Fg = {A € (Qc(E)), : AC B}
ctimlesi bos degildir. Ayrica her A € Fg i¢cin A C B oldugundan Fg ciimlesi “C”
bagintisina gore B ile tstten sinwrlidir.

Fg ciimlesinin “C” bagintisina gore tim st sinarlariman ciimlesi Ap ile géste-
rilsin. Bu durumda C' # B olan herhangi bir C € Ap i¢in;

i) C C Bise, AC B ve A& C olacak sekilde bir A € Fg mevcut olacagindan,
bu durum C' € Ap olmast ile celigir.

i1) C ile B karsilagtirilamaz ise, A C C, A G Buve A’ C B, A’ & C olacak sekilde
A, A" € Fg elemanlar: bulunabileceginden, bu durum C € Ap olmasi ile celigir.

Dolayisiyla C # B olan her C € Ag i¢in B C C dir. Boylece Ag ciimlesinin “C”
bagintisina gore minimumu, yani Fg cimlesinin “C” bagintisina gore tist sinwrlarinin
en kiicigi B elemani olup, S(ICII)) {A € (Q(F)), : AC B} anlambdur ve

Sup {Ae(Qc(E),:ACB} =B
elde edilir. Diger taraftan supFg degeri bir tektir. Bdylece Qo (E) saglam zeminli
bir quasilineer uzaydar. )

Q(E) quasilineer uzayimin saglam zeminli oldugu da benzer sekilde gosterilebilir.

Ornek 3.5.3. Qc(R) ‘nin singiiler alt uzayr olan (Q(R)), U {{0}} uzayiman saglam
zeminli olmadign agiktir. Orneging; y = [-2,3] € (Q:(R)), U {{0}} elemans igin

x C y olacak sekildeki x regiiler elemant sadece x = {0} olup,

sup {z : 2 € (A (R)),U{{0}}),, z Sy} ={0} #y

dir. Diger taraftan y = [2,3] € (Qc(R)), U {{0}} elemans i¢in F,, = O dir.
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Agagidaki ornekler bir quasilineer uzaym (3.5.1) esitligini saglamasi durumunu

aciklayici niteliktedir.

Ornek 3.5.4. u = (uy,us) € R? olmak tizere, R? lineer uzaymmin ancak “x < y <
x = y” seklinde tanimlanan bagints ile quasilineer uzay oldugu ve her elemaninin
regiiler oldugu hatwrlanirsa, u = (u1,us) € R? elemans i¢in x < (uy,us) ozelligini

saglayan x € (R?), = R? elemans bir tanedir ve v = (uy,ug) dir. Biylece

s(ug) {z eR?*: 2= (u,u)}
= S?i%) {u1(1,0) 4+ u2(0,1)}
= (u1,up)
dir.
Ornek 3.5.5. Qc(R?) quasilineer uzay verilsin. v > 0 olmak iizere,

A={z=(21,20) : 2% +25 <7}

ctimlesi R? 'nin bos olmayan kapali, sinirl ve konveks bir alt ciimlesidir ve dolayisiyla
A€ Qc(RZ) dir.
(Qc(R?)), 'nin standart baz olan {{(1,0)},{(0,1)}} yardumyla A cimlesindeki

bir x elemans i¢in {z} = {(z1,22)} € X, eleman

{z} =21 -{(1,0)} + 22 - {(0,1)} (3.5.2)

seklinde tek tirli bir gosterime sahiptir. Ayrica {x} € (Qc(R?)), ve {z} = {(z1,22)}

C A oldugundan x3 + 22 < r dir. Diger taraftan A ile iistten suurl olan
Fa={{z} € (Q(R?), : {2} € A}
ctiimlesinde “C7 kismi siralama bagintisy tizerinden supremum alinirsa,
sup {{z} = {(z1,22)} € (W(R?)), : {z} C A}
=sup {{z (L)} + 22 {0, D} = + a3 <)

=A

elde edilir.
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Asagida Q¢ (R) saglam zeminli normlu quasilineer uzaymin bir y elemani ve-
rildiginde, normu, y elemaninin normuna egit olacak sekilde, y’nin zemininden bir

elemanin daima bulunabilecegi anlamini tagiyan énemli bir sonug verilecektir.

Onerme 3.5.2. Herhangi bir y € Qo (R) eleman igin

s {z € ((R)), : 2 Cy}

= sup{|la : v € (), = Cy}

[yl (3.5.3)

dir.

Ispat. v, Q¢ (R)’'nin herhangi bir elemani olmak iizere, x C y olan her z € (Q2¢(R)),

dir. Boylece x C y olan en az bir € (Q¢(R)), icin, ||z|| = ||y|| oldugunu gostermek

icin ||z]| < ||y|| olacagindan
sup {[[z]| : z € (Q(R)),, Sy} < |y

S {z € (Q(R)), : = Cy}

sup {[|z| : @ € (Qo(R)),, = Sy} = |yl

egitliginin saglandigini séylemek icin yeterli olacaktir.

y € Qc(R) oldugundan y = [y, y2| seklinde olup,

ly|l = max {|y1], [ya]}

dir.

ly1| = |ya2| ise, x = {y1} veya x = {y} alinwrsa, x C y ve ||z|| = ||y|| olur.

ly1| > |ya| ise, x = {y1} alinirsa, x C y ve ||z|| = ||y|| olur.

ly1| < |y2| olmast durumunda ise, x = {yo} almirsa, x C y ve ||z|| = ||y|| elde
edilir.

Boylece her y € Qc(R) icin ||z]| = ||y|| olacak sekilde bir z € (2¢(R)), mevcut-

tur. Buradan

sup {[|z] : # € ((R)),, 2 Sy} = |y

S {z € (2c(R)), 1z Cy}

sonucu elde edilir. O
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Uyar1 3.5.2. Q¢ (R) 'nin saglam zeminli olmayan herhangi bir Y alt uzayindaki bir

y elemant i¢in

sup{z € X, : x C y}
(S)

sup {[|z : z € X;, = C y}

Iyl =

esitligi saglanmayabileceginden Onerme 3.5.2°de siz konusu uzayin saglam zeminli
olmasi onemlidir. Ornegin; y = [-2,3] € (Q(R)), U {{0}} elemans icin |y| = 3

diir. Fakat, © C y olacak sekildeki x regiiler elemany sadece x = {0} olup,

sup {||z[| - @ € ((2(R)), U{{0}}),, 2 Sy} =0

dir. Buna gore

sup {[lz] : z € ((R)), U {{0}}),, = Sy}

sup {z € (Q®)),V{{0}}), :z Sy}

(C

£

olmaktadar.
Diger taraftan, z = [1,3] € (Qc(R)), U{{0}} elemans icin x C z olacak sekilde

hichir x regiiler elemani mevcut degildir.

Onerme 3.5.3. Qc(R™) saglam zeminli normlu quasilineer uzayinin herhangi bir y

elemanina karsilik

[[zoll = [yl

olacak sekilde bir xo € F, mevcuttur.

Ispat. Lemma 3.2.2 geregince y € Qc(R™) olmak iizere, F,,, R™de kapal ve siir-
hdir. Ayrica, Q¢(R™) saglam zeminli quasilineer uzayi proper olup, sonlu boyutlu
(n— boyutlu) oldugundan Teorem 3.4.1 geregince F}, kompakttir. Norm fonksiyonu
F, kompakt ctimlesini R'nin i¢ine doniistiiren siirekli bir déniisiim oldugundan, Teo-
rem 2.1.8 geregince bu doniisiim F},'nin baz1 noktalarinda bir maksimuma sahiptir.

Buna gore max {||z|| : € F,} mevcuttur.

max {||z|| 1z € F,} ==
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olsun. Bu durumda bir zq € F), i¢in ||zg|| = z dir. Buradan y € Q¢(R") olmak

izere,
[yl = sup{lz[lg. : @ C y}
= sup{|[z|g. : @ € Fy}
— max{lally @ € F,)
= z
= |0l
elde edilir. O

Teorem 3.5.1. y € Qc(R™) olmak dzere,

[yl = sup{[|z| : = € (Q2c(R")),, z Cy}
olur.

Ispat. Saglam zeminli olan Q¢ (R™)’deki her y elemam icin

y=sup {z € (2(R")), :x Cy}

egitliginin saglandigi hatirlamirsa, normlu quasilineer uzay aksiyomlarimdan (2.3.4)

geregince  C y olan her x eleman i¢in ||z|| < ||y|| oldugundan

sup{[|z| : @ € (Qc(R")),, = Sy} < |yl

elde edilir.
Onerme 3.5.3 geregince, 7o C y ve ||y|| = |lzo|| olacak sekilde bir zy € (Qc(R™)),,

elemani1 mevcuttur. Buna gore,

sup{[|z : * € (Qc(R")),, = Cy} =[]y
elde edilir. O

Teorem 3.5.2. Qc(R") normlu quasilineer uzayr tamdur, [2].
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Uyar1 3.5.3. Qc(R) tam normlu quasilineer uzayinin regiler alt uzayr, R lineer
uzayr olup, regiler alt uzayinin tam oldugu a¢iktyr. Diger taraftan Qc(R) ‘nin singtiler
alt uzayr tam degildir:

Qc(R) nin singiiler alt uzayr (Qe(R)), U {{0}} 'da genel terimi
1 1
[t
n n

olan (u,) dizisi verilsin. Bu durumda

1 1 1 1
Up — Uy, = [1=—— 14— —|1=——1+—
n n m m
{ 1 11 1}
= ————7——|——
n o mn m
olup her € > 0 sayisina karsiik m,n > N i¢in
1 1 m—+n
[tn = Uml|| = |=— — —| = <€
m n mn

olacak sekilde bir N = N(e) € N bulunabilir. h(u,,uy,) < ||u, — up|| oldugundan
h (Un, U,) < € dur. Boylece (u,), (Qc(R)), U{{0}}’da bir Cauchy dizisidir.

Ornek 3.5.6. Diger taraftan her ¢ > 0 sayisina karsik n > N i¢in h(un,u) < e
olacak sekilde bir N sayisinin bulunabilmesi ancak v = {1} olmast ile mimkindir;
fakat {1} ¢ (Qc(R)), U {{0}} oldugundan (u,) dizisi (Qc(R)), U {{0}} uzayinda
yakinsak degildir. Boylece Qc(R) nin singtler alt uzay: (Qc(R)) U{{0}} tam degildir.

Asagidaki kisimda, saglam zeminli normlu bir quasilineer uzaym S(6,1) kapal
birim yuvarinin kompakt olmasi icin gerek ve yeter kosulun, uzayin sonlu boyutlu
oldugunu sdyleyen onemli bir teorem verilecektir. Teoremin 6ncesinde, ispatinda
kullanilacak olan ve klasik fonksiyonel analizde Riesz lemmasi olarak bilinen sonucun

quasilineer uzaylardaki kargiligi verilecektir.

Lemma 3.5.1. X normlu bir quasilineer uzay, Y ve Z, X ’in iki alt uzayr ve Y, Z
alt uzayinin kapaly bir 6zalt cimlesi olmak tzere, her v € (0,1) sayisina karsilik, her

y €Y igin ||z|| > 1 ve ||z — y|| > v olacak gekilde bir z € Z mevcuttur.
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Ispat. Herhangi bir v € Z\Y elemani verilsin. v elemanimin Y’ye olan uzaklig:

a = inf {h(v.y)}

olsun. Y kapali oldugundan a > 0 dir. Herhangi bir v € (0, 1) sabiti i¢in, infimum

tanimi geregince

a < h(v,yp) < % (3.5.4)
olacak sekilde bir yy € Y vardir. Ayrica
1
‘= h(v, o)
olmak iizere,
z=c-(v—1yo)

olsun. Bu durumda quasilineer uzaylarda h(v, yo) < ||v — yol| esitsizliginin saglandig

dikkate alinirsa,

Izl = lle- (v = wo)l
= el lv = woll
o
h(’U, yO) ’
> 1
elde edilir. Diger taraftan

1
Y=Y+t -y

c

olmak iizere, y; € Y olur ve quasilineer uzay aksiyomlarindan (2.2.8) dikkate alinirsa

Iz =yl =lle- (v —y) —yll = ¢

1
vy~ -yl =cllo—ul (3.5.5)
yazilabilir. Ayrica y; € Y oldugundan, a’nin tanimi geregince
h(U, yl) Z a

dir. ||v —y1|| > h(v,y1) oldugu goz ontine alimirsa, |[v — y1]| > a dir. ¢’nin degeri
(3.5.5)’de yerine yazilip, (3.5.4) kullanilarak

1
h(v7y0)

|z —yll =cllv =l > ca= a>

elde edilir. y € Y keyfi oldugundan, ispat tamamlanmig olur. O]
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Yukaridaki lemma, herhangi regiiler ve singiiler boyutlu bir X normlu quasilineer
uzayinin saglam zeminli olan Y alt uzayi i¢in daha iyi sonug verecek sekilde agagidaki

gibi olugturulmustur.

Lemma 3.5.2. X normlu bir quasilineer uzay, Y ve Z, X in all uzaylari ve Y, Z
alt uzayinin saglam zeminli ve kapaly bir 6zalt ciimlesi olmak tzere, her v € (0,1)
sayisina karsilik, her u € Y igin ||z|| = 1 ve ||z —u|| > v olacak sekilde bir z € Z

mevcuttur.

Ispat. Klasik fonksiyonel analizdeki Riesz lemmasi geregince, her v € (0, 1) sayisina
kargilik, her y € Y, icin
Iz =yl =y ve [z =1 (3.5.6)

olacak gekilde bir z € Z, C Z mevcuttur. Y saglam zeminli normlu bir quasilineer

uzay oldugundan, her v € Y elemani icin

u=sup{t €Y, :t <u}
()

olur. Bu durumda, (3.5.6)’dan ¢ < u olacak sekildeki her ¢ € Y, i¢in de,

|z —t]| >~ ve ||z]| =1 (3.5.7)

olacak gekilde z € Z mevcuttur. Quasilineer uzay aksiyomlarindan, (2.2.1), (2.2.12)
ve (2.2.13) kullanilirsa, z < z ve —t < —u olup, z—t =< z—u oldugu soylenir. Ayrica

normlu quasilineer uzay aksiyomlarindan (2.3.4) kullanilirsa,
Iz =t < llz = wll
yazilabilir. Buna gore, (3.5.7)’den,
Iz —ull = [z =t =~

ve

2] = 1

olacak sekilde z € Z elemaninin mevcut oldugu soylenir. Boylece ispat tamamlanmig

olur. O
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Teorem 3.5.3. X saglam zeminli normlu bir quasilineer uzay olsun. X ’in S(6,1)

kapaly birim yuvary kompakt ise X sonlu boyutludur.

Ispat. S(0,1) kompakt ve boyX = oo olsun. Bu durumda X saglam zeminli

oldugundan, proper olup
r—boyX (= boyX,) = s —boyX = ¢

olacaktir.

Diger taraftan X proper oldugundan Teorem 3.3.2 geregince S(6, 1) proper olup,
S(0,1)den segilen ve normu 1 olan birbirinden farkh x; ve y; elemanlar igin,

¢ y1 <z ise, z; =z ve z; £ y; olacak gekilde en az bir z; € (S(6, 1)), elemam
mevcuttur,

¢ 2 <y ise, my X y; ve my £ zy olacak sekilde en az bir m; € (S(0,1)),
elemani mevcuttur,

¢ 1, ve y; elemanlart karsilagtirilamaz elemanlar ise, z; < 1, 2 ﬁ y1 olacak
sekilde en az bir z; € (5(6,1)), elemani veya my < y;, my 2 a3 olacak sekilde en az
bir my € (5(6,1)), eleman: mevcuttur.

Bu durumda en az birinin varligi kesin olan z; ve m; regiiler elemanlarindan
herhangi biri secilsin (burada genelligi bozmayacagindan z; elemani segilecektir).
Boylece bir tek regiiler elemandan olugan {z;} ciimlesi X,’nin boyutu 1 olan X
alt uzayim gerer. X, regiiler alt uzayinin normlu lineer uzay oldugu hatirlanirsa,
Teorem 2.1.11°den dolay1 X; kapali ve boy X, = oo oldugundan Xy, X, nin bir 6zalt
climlesidir.

Lemma 3.5.2 geregince,
1
lzoll = 1 ve lzz — 21| 27 =5

olacak gekilde x5 € X, elemani vardir. X, C X oldugundan x5 € X olur. Ayrica
|ze|| = 1 ve 9 € X oldugundan z, € S(6,1) dir.

S(0,1) proper oldugundan S(#,1)’in xs # x;1 olacak sekildeki x; ve x5 elemanlar
i¢in,

¢ 11 < 29 ise, 29 < Ty ve 25 A 77 olacak sekilde en az bir 2, € (S(6,1)), eleman

mevcuttur,
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¢ 1 <y ise, my <X x1 ve mo A xo olacak gekilde en az bir my € (S(6,1)),
elemani mevcuttur,
¢ 1 ve x5 elemanlarinin karsilagtirilamaz olmasi durumu sézkonusu ise, zo < o,

zy 2 xp olacak gekilde en az bir z € (5(0,1))

. elemam veya my < 21, ma A a9
olacak sekilde en az bir my € (5(6,1)), eleman1 mevcuttur.

Béylece yukarida oldugu gibi genelligi bozmayacagindan 2, regiiler elemani secile-
rek olugturulan {z, 25} climlesi X, ’nin boyutu 2 olan X, alt uzaymm gerer. X,
regiiler alt uzayi normlu lineer uzay oldugundan Teorem 2.1.11 geregince X, kapal

ve boy X, = oo oldugundan X,, X, 'nin bir 6zalt climlesidir.

Yine Lemma 3.5.2 geregince, her x € X, igin,
1
lzsll =1 ve [lzg =2l 2 v =3

olacak sekilde bir x5 € X, elemam vardir. Ozel olarak,

|23 — 21]| >

ve

|23 — 22| >

DO | —

dir. Bu sekilde devam edilir ve m > 3 i¢in k£ = 1,2, ..., m — 1 olmak iizere, x,, = z,,
secilirse

Jom — 2l >
olacak gekilde S(6,1)’de bir (z) dizisi elde edilir. Agik¢a goriildiigii gibi (zj) dizisi
yakinsak bir alt diziye sahip olamaz. Bu ise S(6,1)’in kompakthg ile celigir. O
halde boyX = oo (= r-boyX = boyX, = s-boyX) kabulii yanlis olup boyX < oo elde
edilir. n

Agagidaki ispat Teorem 3.5.3 i¢in alternatif bir ispat olarak diigiiniilebilir:

fspat. X'in kapali birim yuvar (S(0, 1)) ile, X, nin kapali birim yuvart ise (S(6), D)y,
ile gosterilsin. Bu durumda acik olarak (S(0,1)) C (S(0,1)) dir.

X’in kapali birim yuvari olan (S(f, 1)), kompakt olsun.

Teorem 2.1.1 geregince (S(0,1))y , X,’de kapahdir.
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(S(0,1))x, 'den alinan bir () dizisinin z € (S(6, 1)) x noktasna yakinsak oldugu
kabul edilirse cebirsel islemlerin siirekliliginden —z,, - —z ve x,, — x,, = © — z olur.
Her bir n indisi i¢in z, € X, oldugundan x,, — x,, = 0 olup, buradan z — z = ¢
oldugu soylenir. Boylece x € X, dir.

(8(0,1)),, X,'de kapal oldugundan z € (S(0, 1)) elde edilir.

Béylece (S(0,1)) ., (S(0,1)) i 'de kapahdir.

Teorem 2.1.5, (S(0, 1))y € (S(6,1)) x kapsamasi ve (S(0, 1))y nin (S(0, 1)) i'de
kapali oldugu géz 6niine almirsa, (S(0,1))x kompakt oldugunda (S(0, 1))y, nin de
kompakt olacagi sonucuna ulagilir. X, lineer uzayinin kapali birim yuvari olan
(8(0,1))x, kompakt oldugundan, Teorem 2.1.14 geregince X, sonlu boyutludur.

Béylece X saglam zeminli bir quasilineer uzay olmak iizere,
boyX = r-boyX = s-boyX

ve

r-boyX = boyX,

oldugundan X’in sonlu boyutlu oldugu sonucuna ulagilir. O
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BOLUM 4
NORMLU QUASILINEER UZAYLARIN
TOPOLOJISINE ILISKIN BAZI SONUCLAR

Bir quasilineer uzay iizerinde bir topoloji kurmanin genel yéntemlerinden biri ve
bu yéntem ic¢in bazi hazirliklarin verildigi tezin bu boliimiinde, 6ncelikle, dengeli, yu-
tan ciimleler, bir ciimle ailesinin toplamsallik 6zelligi, stizge¢ ve siizgec tabani gibi
kavramlar topolojik yapidan bagimsiz olarak ve detaylarina girilmeden tanimlan-
migtir. Ardindan bu kavramlar yardimiyla bir quasilineer uzay iizerindeki topolojik
yapi olugturulmustur. Ayrica normlu lineer uzaylar icin saglanan lokalizasyon prensi-
binin normlu quasilineer uzaylar i¢in saglanmadigi gosterilmigtir. Sonrasinda normlu

quasilineer uzaylar i¢in lokalizasyon prensibinin sinirlar gizilmeye ¢aligilmigtir.

4.1 Quasilineer Uzaylarda Bir Elemanin Doldurulmasi

Tanim 4.1.1. (X, <) bir quasilineer uzay ve x € X olmak tzere,
{ye X:y=a}

ciimlesine = elemaninin doldurulmasy denir ve T ile gosterilir.
Buna gére bir (X, =) quasilineer uzayindaki bir elemanin doldurulmasy “<” bagin-
hisina gore, o elemandan dnce gelen tum elemanlarin cumlesidir.

A C X olmak tizere,
A=

T€EA

ctimlesine ise A ciimlesinin doldurulmasy denir ve A ile gésterilir.

%
Tanimdan da anlagilacag1 gibi T c Xve AC X dir. Ayrica bir elemanin

doldurulusu, o elemanin zeminini de ihtiva etmektedir. Yani F, C & dir.
Sonug 4.1.1. (X, <) bir quasilineer uzay ve x € X, olsun. Bu durumda

T = {x}
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dir.
Ispat. z € X, oldugundan x minimal elemandir. Béylece, y < = olmast igin gerek

ve yeter sart y = z olup & = {z} elde edilir. ]

<_
Sonug 4.1.2. (X, X) bir quasilineer uzay ve A C X, olsun. Bu durumda A = A
dar.

(X, X) bir quasilineer uzay, a,b € X ve C C X olsun. Bu durumda Tanim
4.1.1’den hareketle,

— —
T+ b = {u+v:u€<5,v€ b}
= {u+tv:u=<a, v<0b},

a+b={z:2=2a+b}

ve

%
a+C={z:2=<a+¢c, ceC}
seklinde olacaktir.

Uyari1 4.1.1. X bir lineer uzay ve x € X olmak tzere T = {z} oldugundan, bir ele-

manwn doldurulmast kavrams lineer olmayan quasilineer uzaylarda daha anlamivdar.

4.2 Normlu Quasilineer Uzaylarda Bir Elemanin Capi

Tanim 4.2.1. (X, <) bir normlu quasilineer uzay ve x € X olsun. hx, X tzerindeki
normdan tireyen Hausdorff metrik olmak tizere, hx(x — x,0) sayisina x elemaninin

capr denir ve diam(x) ile gosterilir.
Ayrica bir U C X igin, bilindigi iizere,

6(U) = sup hx(z,y)
z,yelU

degerine U ciimlesinin ¢ap1 denir. Burada tanimi verilen bir elemanin capi, o ele-

manin olusturdugu tek nokta climlesinin ¢apr demek degildir.

Sonug 4.2.1. X normlu bir quasilineer uzay ve x € X, olsun. DBu durumda her

regiler x elemam i¢in x — x = 6 olacagindan diam(z) = 0 olur.
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Uyar1 4.2.1. X normlu lineer bir uzay ve x € X olmak dzere, diam(x) = 0 olur.
Béylece bir elemanin ¢apr kavrama lineer olmayan quasilineer uzaylarda daha an-
lamlidir. Ornegin; Qc(R)’de [—1, 3] elemana igin,

= [[[-4.4]]

— s df

a€[—4,4]
= 4

elde edilir.
Diger taraftan Qc(R) nin tek elemanl U = {[—1, 3]} alt ciimlesi i¢in §(U) = 0
dar.

4.3 Quasilineer Uzaylarda Dengeli ve Yutan Ciimleler

Tanmm 4.3.1. (X, X) bir quasilineer uzay ve U C X olmak tizere, |t| < 1 olan her

teRigint-U C U kapsamase saglanyor ise Uya dengeli ciimle adu verilir, [23].

Ornek 4.3.1. Q¢(R)’de S({0},1) birim yuvar, verilsin. |t| < 1 olmak dzere, her-
hangi biry € t-S({0},1) i¢iny = t-z olacak sekilde bir = € S({0},1) vardir. Ayrica
z € S({0},1) oldugunda h(z,{0}) < 1 dir. Bu ise z C [—1,1] olmasin gerektirir.
It| <1 oldugundan

y=t-zCt-[-1,1] =[-t,t] C[-1,]1]
olup y € S({0},1) elde edilir. Biylece S({0},1) yuvary dengeli bir cimledir.

Benzer olarak, r > 0 olmak iizere Qc(R)’de {0} merkezli r yaricaph yuvarlarin

dengeli olacag: goriilebilir.

Ornek 4.3.2.
A={z€QcR): = C[-2,3]}

olmak tdzere t = —1 ve x = [=2,3] € Adgint -z = [-3,2] ¢ A dwr. Dolayisiyla
Qc(R)’de, A ciimlesi dengeli ciimle degildir.
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Ornek 4.3.3. Qc(R)’de S ({2},3), S({2},3) ve S([~2,3],4) yuvarlarr dengeli
degildir.

Ornek 4.3.4. Qc(R)'de S ([-1,1],1) yuvar verilsin. t = 1/2 ve x = [—1,1] €
S([-1,1],1) olmak dzere,

h({—%%] ,[-1,1]) —max{—%+1,%—1} _
- [ges(on

dir. Béylece S ([—1, 1], i) yuvary dengeli degildir.

N | —
TA
A~ =

oldugundan

Aynr merkezli yuvar, bu kez r = 0.99 yaricapr ile disindldiginde, t = 0 ve her
r € S([—1,1],0.99) elemans i¢in, t - = [0,0] ¢ S([-1,1],0.99) olup bu durum
S ([—1,1],0.99) yuvarimwn dengeli olmadigr anlamina gelir.

Ay merkezli yuvar, simdi de r = 1 yaricapr ile disindildiginde S ([—1,1],1)
yuvarinn dengeli bir cimle haline geldigi asagida gosterilmastir.

Herhangi bir [a,b] € S ([—1,1],1) eleman verilsin. Bu durumda
h ([a’b] ) [_17 1]) = maX{|a + 1| ) |b - 1|} <1
olup, buradan
la+1] <1we [b—1] <1,

yant

—2<a<0ve0<b<2
elde edilir.
i) —1 <t <0 olan t elemanlars igin, t - [a,b] = [tb, ta] olup

—1<t<0ve0d<b<2

oldugundan

—2<thb<0Qwe —1<tb+1<1

dir. Ayrica

—1<t<0we —2<a<0
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oldugundan

0<ta<2ve—1<ta—1<1

elde edilir. Bu ise sirasiyla, [th+ 1| < 1 ve |ta — 1| < 1 olacagr anlamina gelir.
Boylece
max {[tb+ 1|, |ta — 1|} <1

dir. Dolayisiyla
h([tb,ta],[—1,1]) = max{|tb+ 1|, |ta — 1]} < 1
oldugu goz oniine alinirsa,
t-[a,b] = [th,ta] € S ([-1,1],1)

sonucuna ulagilr.

i1) 0 <t <1 olan t elemanlar i¢in ise, t - [a,b] = [ta,tb] olup

0<t<lowed<b<<2

oldugundan
0<th<2ve —1<th—1<1
dir. Ayrica
0<t<lwe —2<a<0
oldugundan

—2<ta<Quve —1<ta+1<1

elde edilir. Bu ise sirasiyla, [tb—1| < 1 wve |ta+ 1| < 1 olacagr anlamina gelir.
Buradan

max {|ta + 1|, |tb— 1|} <1

elde edilir. Boylece
h([ta,tb],[—1,1]) = max {|ta + 1|, |[tb — 1]} < 1
oldugu dikkate alinirsa,
t-[a,b] = [ta,tb] € S([-1,1],1)
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olur.

Sonug olarak |t| < 1 olan her t igin, t-S([—1,1],1) C S([-1,1],1) kapsamas:
saglandigindan, S ([—1,1],1) yuvary dengelidir.

Benzer disiince ile [—1,1] simetrik eleman merkezli ve r > 1 yaricapls her yu-

varin dengeli olacagr da gosterilebilir.

Ornek 4.3.4, simetrik eleman merkezli bir yuvarin dengeli olup olmayacaginin
yuvarin yaricapina gore degisebildigini gostermektedir. Buna gore asagidaki sonug

verilebilir.

Sonug 4.3.1. Q¢(R)’de S ([—a,al,r) yuvarr verilsin. Bu durumda S ([—a,al,r)

dzam([ al) diam([—a,a])

= a i¢in dengeli olmasina ragmen, r < 5

yuvary r > = a i¢cin

dengeli degildir.
Ispat. r > a ise, herhangi bir [z,y] € S ([—a, a] ,r) eleman1 icin
h(lz,y],[=a,a]) = max{|z +al, [y —al} <7
olup, buradan
lt+al <rve|ly—al<r

yani

—-r—a<zr<r—ave —r+a<y<r-+a
olacag soylenir.
i) —1 <t <0 olan t elemanlar i¢in, ¢ - [z,y] = [ty, tz] olup
—1r4+a<y<r4+ave —1<t<0
oldugundan
—r—a<ty<r—ave —r<tyt+a<r

elde edilir. Ayrica

—r—a<zgz<r—ave —1<t<0

oldugundan

—r4+a<tr<r4+ave —r<tr—a<r
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elde edilir. Bu ise sirasiyla, |ty +a| < r ve |tz —a| < r olacag anlamima gelir.
Buradan

max {|ty +a|, [tz —a|} <7
oldugu soylenir. Boylece
h([ty,tx],[—a,a]) = max{|ty + a|, [tz —a|} <r
oldugu goz Oniine alinirsa
t-lx,y| = [ty tx] € S([—a,al],r)

sonucuna ulagilir.

i1) 0 <t <1 olan t elemanlar i¢in ise, t - [z,y] = [tx, ty] olup
—1r+a<y<r4+ave0<t<1

oldugundan

—1r+a<lty<r+ave —r<ty—a<r

elde edilir. Ayrica

—r—ag<z<r—ave<t<l1

oldugundan

—r—a<tr<r—ave —r<tr+a<r

elde edilir. Bu ise sirasiyla, |ty —a| < r ve |tz +a| < r olacagl anlamina gelir.
Buradan

max {|tx + a|, |ty —al} <r

yazilir. Boylece
h([tx,ty],[—a,a]) = max {|tx + a|, [ty — a|} <
oldugu dikkate alinirsa
t-[x,y] = [te, ty] € S ([—a,a],r)

olur.
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Sonug olarak r > a olmas1 durumunda, |¢| < 1 olan her ¢ i¢in, ¢- S ([—a, a],r) C
S ([—a,a],r) kapsamasi gerceklenmektedir. Dolayisiyla r > a i¢in S ([—a,al,r)
yuvarl dengelidir.

r < a olmasi durumunda ise, herhangi bir [z,y] € S ([—a,a],r) elemanm ve t =0
icin, ¢ - [z,y] = [0,0] ve h([0,0],[—a,a]) = a > r oldugundan [0,0] ¢ S ([—a,a],r)
olup, bu; S ([—a, a],r) yuvarinin dengeli olmadig anlamina gelir.

Béylece ispat tamamlanmig olur. O]

Tanmm 4.3.2. (X, <) bir quasilineer uzay ve U C X olmak izere, her v € X
elemanina karsilik |t| < e olan her t i¢in t - x € U olacak sekilde bir ¢ > 0 var ise

U ’ya yutan cimle ady verilir, [235].

Ornek 4.3.5. Qc(R) de dengeli bir ciimle olan S({0} , 1) birim yuvar: ayn zamanda
yutan bir cimledir:

r € S({0},1) ise, ¢ = 1 olmak dizere, |t| < & = 1 sartins saglayan her t igin
t-ze SH0},1) dir

xz ¢ S({0},1) fakat x € Qc(R) ise bu durumda

h(t -2, {0}) = ||t - =[] = [¢] [}

oldugundan € = 1/ ||z|| olmak tzere, |t| < e = 1/ ||z|| sartine saglayan her t i¢in
h(t - z,{0}) < 1 elde edilir. Buradan t -z € S({0},1) oldugu siylenir. Boylece
S({0},1) yutan bir cimledir.

Benzer olarak, r > 0 olmak iizere Qc(R)’de {0} merkezli r yarigaph yuvarlarin

yutan climleler oldugu goriilebilir.

Ornek 4.3.6.
v=5(10).5) ui-2.2.1-3.3)

seklinde tanimly U ciimlesi dengeli olmayan bir yutan cimle drnegidir.

t=1/4 ve x =[—2,2] € U olmak tzere,

t-x= {—1 1} ¢ U

22
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oldugundan bu ciimle dengeli degildir.

1
5|l

Ayrica herhangi bir x € Qc(R) elemamina karsilik € = olmak tzere, |t| < e

sartine saglayan her t i¢in

1 1
hit-2,10}) = [t - all = [t lloll < £ < 3

W

olup, bu; t-x € S({0}, 1) olacagi anlamna gelir. S({0}, %) C U oldugundan t-x € U

olur. Béylece U ciimlesi yutan bir ciimledir.

Tanim 4.3.3. X bir quasilineer uzay ve F, X in alt ctimlelerinin bir ailesi olmak
tizere, her U € F icin V +V C U olacak sekilde bir V € F wvar ise F ailesine
toplamsaldur denir, [23].

Tanim 4.3.4. S, herhangi bir X cilimlesinin alt cimlelerinin bir ailesi olsun. Eger
S ailest,

S1)0¢S,

S2) A, BeSise ANBES,

S3) AcSicin ACBise BES

kosullariny gercekliyor ise S ailesine X 1izerinde bir sizge¢ denir, [28].

Tanim 4.3.5. S, X cimlesi tzerinde bir siizge¢ ve B C S bir alt ailesi olsun. Eger
herhangi A € S i¢in B C A olacak sekilde B € B varsa, B ailesine S stizgecinin bir
tabany denir, [28].

Teorem 4.3.1. X bir quasilineer uzay ve B, X ’in dengeli ve yutan alt ciimlelerinin
toplamsal bir siizge¢ tabani olsun. Bu durumda, X i¢in tek tirli belirlenen bir
topoloji iretilebilir. Ustelik B ailesi (bu topolojiye gore) 0’ in komsuluklarinan bir

lokal bazidar.

ispat. X'’in alt ciimlelerinin bir ailesi
T={GCX:Vx €Gicin IU C Bvardir >z +U C G}

olmak iizere, herhangi G, Gy € 7 climlelerine kargilik, her z € Gy NG, i¢in € G4
oldugundan x+U; C G, ve x € G5 oldugundan x+U; C G5 olacak gekilde Uy, Uy € B
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ciimleleri vardir. U € B ciimlesi U C U; N U, olacak sekilde alinirsa, bu durumda
x+ U C Gy NG olacagindan G N Gy € T olur.

I herhangi bir indis climlesi ve her ¢ € [ i¢in G; € 7 olsun. G = U G; olmak
izere herhangi bir x € G elemanina karsilik baz ¢ € J C [ indisleri lie(;lin x € G,
dir. Bu durumda her ¢ € J i¢in x + U; C G, olacak gekilde U; € B ciimleleri vardir.
U = | U; olarak tanimlanirsa

icJ

r+UCG

olur. Boylece her i € I i¢in G; € 7 iken G = |J G; € 7 olur.

Ayrica () € 7 oldugu agiktir. “

Son olarak her x € X ve her U € B igin x + U C X oldugundan X € 7 olur.

Boylece 7 ailesi X iizerinde bir topolojidir.

Geriye, X’in dengeli ve yutan alt ciimlelerinin toplamsal bir siizge¢ tabani olan
B’nin, 0 1m komguluklarinin bir lokal bazi oldugunu gdstermek kalir. Bunun igin,
oncelikle 6’1n her komgulugu tarafindan ihtiva edilen B’nin bir U elemaninin mevcut
oldugu gosterilecektir.

H, 0’in bir komsgulugu olsun. Komguluk tanimindan, 6’in her komsgulugu, 6’1

barindiran bir G acik ciimlesini icerir. Buna gére G C H olacak sekilde 6’1 ihtiva

eden bir G acik climlesi vardir. Boylece G, 6’1 ihtiva ettiginden ve G acik oldugundan
0+U=UcGveUCGCH

olacak sekilde bir U € B vardir.
Bunun yanisira, B’nin elemanlarinin herbirinin 6’in bir komgulugu oldugunun da
yvani B C N oldugunun da gosterilmesi gerekir. Bunun icin herhangi bir U € B

verilsin.

A={z:2+V CUveV e B}

olmak fizere,
i) 0 +U C U olup, A'nin tanimi geregi, 0 € A dir.
i1) Herhangi bir x € A eleman verilsin. Bu durumda, x + V' C U olacak gekilde

V € B vardir. Ayrica V' yutan bir ciimle oldugundan 6 € V' dir. Boylece
r=z+0cx+V CU
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olur. Buradan A C U sonucuna ulagilir.

i11) A'min tanimi geregi herhangi bir z € A eleman igin
r+V CU (4.3.1)
olacak gekilde bir V' € B vardir. Diger taraftan B toplamsal ve V' € B oldugundan
W+WcV (4.3.2)
olacak gekilde W & B ciimlesi segilsin. Acik ciimle tanimi geregince
r+WCA (4.3.3)

oldugu ispatlanirsa, A'nin acik oldugu gosterilmis olur. Bunun icin = + W’nin her-
hangi bir ¢ elemani verilsin. Bu durumda ¢t = x +w olacak gekilde bir w € W vardir.

W yutan bir ciimle oldugundan # € W olup
t=t+l0=actwt+b0cost+tw+WcCcax+W+WcCax+VCU (4.3.4)

yazilir. Sonug olarak ¢t + W C U saglanir. Boylece t € A ve dolayisiyla z + W C A
dir. O halde A € 7 olup A agiktir.

i), i) ve iii) geregince B ailesinin her elemani 6'1in bir komsulugudur.

Sonug¢ olarak X'’in dengeli ve yutan alt climlelerinin toplamsal bir siizgeg¢ ta-
bani olan B’nin, X i¢in bir topoloji iirettigi ve B ailesinin (bu topolojiye gore) 0’

komsuluklarinin bir lokal baz1 oldugu ispatlanmig olur. O

4.4 Normlu Quasilineer Uzaylarda Lokalizasyon Prensibi

Bundan sonraki kissmda N, ile, z € X’in tiim komguluklarinm ciimlesi kaste-
dilecektir.

Normlu lineer uzaylarda saglanan oldukga 6nemli 6zelliklerden biri olan lokalizas-
yon prensibi agagidaki gibidir:

X normlu bir lineer uzay, U C X ve x € X olmak iizere, U’'nun 6’1n bir komsu-

lugu olmasi icin gerek ve yeter sart x + U’'nun z’in bir komsulugu olmasidir.
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Bu kisimda normlu quasilineer uzaylarin, normlu lineer uzaylarin sagladig: lokali-
zasyon prensibini saglamayabilecegi gosterilmigtir. Daha sonra normlu quasilineer
uzaylar ic¢in lokalizasyon prensibinin sinirlari gizilmeye ¢aligilmigtir.

Agagidaki teorem normlu lineer uzaylarindaki lokalizasyon prensibinin, normlu

quasilineer uzaylarda saglanan yarisidir:

Teorem 4.4.1. X normlu bir quasilineer uzay, x € X ve 0 € U C X olmak tizere

x4+ U €N, ise Ue Ny dur.

Teoremin ispati normlu lineer uzaylar icin verilenin aynisi oldugundan tekrar
verilmeyecektir.

Bu teoremin kargit1 normlu lineer uzaylarda dogru olmasina ragmen lineer ol-
mayan normlu quasilineer uzaylarda dogru olmayabilir. Yani X normlu quasilineer
uzay ve U € N olsun. Bu durumda x + U, z’in komsulugu olmayabilir. Asagidaki

ornek bu durumu yansitmaktadir.

Ornek 4.4.1. Q¢(R) normlu quasilineer uzaynda S({0},1) kapal birim yuvary
verilsin. S({0},1), {0} i bir komsulugudur; ancak [2,3] + S({0},1) ciimlesi [2, 3]
elemanimin bir komsulugu degildir.

Aksi kabul edilerek bu durum ispatlanabilir.

12,3] + S({0},1) ciimlesi, [2,3] elemaninin bir komsulugu olsun. Bu durumda
2,3] + S({0},1) cimlesi [2,3] merkezli r yarigapl bir B([2,3],7) agik yuvaring
wcerir. Buna gore

B([2,3],r) C [2,3] +(5{0},1)

yazilur.

Oncelikle [2,3] elemaninin cape

diam ([273]) = h ([273] - [2’ 3] ) {0}>
= h([-1,1].{0})

=1

olup, burada [2,3] + S({0},1) cimlesinin, ¢apr [2,3]’in capindan ki¢ik elemanlar

icermediginin belirtilmesi gerekir. Bunun i¢in herhangi bir [a,b] € S({0},1) elemans
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verilsin. Bu durumda
h(la,b],{0}) = max {|a|, [b]} <1

olur. Buradan
—1<a<love —1<b<1
elde edilir. S({0},1)’in herhangi bir [a,b] elemans icin [2,3] 4+ S({0},1) cimlesinin
elemanlary [2 + a, 3 + b] seklinde olup bu elemanlarin ¢aps
diam ([24+a,3+0b]) = h(2+a3+b —[24+a,3+10],{0})
= h(la—b—1,b—a+1],{0})

= max{la—b—1],[b—a+1|}
dir. =1 <a<1wve—-1<b<1 oldugundan
3<a-b—-1<1

ve

—1<b-—a+1<3

bagintilary saglanwr. Ayrica [a,b] bir aralik oldugundan a <b olup

a—b—-—1< -1
ve
1<b—a+1
olacagindan
diam ([2+a,3+b]) > 1
olacaktur.
Buna gore [2,3] + S({0},1) cimlesi, ¢apr [2,3]%in capindan kigik elemanlar
icermez. -+ (%)
Halbuki; [2,3] merkezli B([2,3],r) yuvary, r > dmmT([Z’gD = £ ise baz tek nokta
ctimlelerini, r < diamT(p’?’]) = 1 oldugunda ise 0 < 1" < r olmak izere [2+ 1,3 — 1]

seklindeki araliklar, ve bazi tek nokta ciimlelerini mutlaka ihtiva eder. Gercekten de,

h([2+7,3—7",[2,3]) =0 <r
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olup 2+ r',3 —r'] € B([2,3],r) dir.

0 <7r" < r olmak tzere 24 1',3 — 1’| elemanlarimin ve bir tek nokta cimlesinin
caprnan [2,3]’in ¢apindan ki¢ik olduguna dikkat edilirse, B([2,3],7) a¢ik yuvars,
capr [2,3]’in ¢apindan kicik bir eleman mutloka bulundurmaktadur. - - - (%)

Buna gore [2,3] + S({0},1) cimlesi, [2,3] elemaninin bir komsulugu olsayds,
yani B([2,3],7) gibi bir acik yuvar: i¢erseydi, (xx)’dan [2,3]+S({0},1) cimlesi de,
capr [2, 3] "in ¢apindan kig¢ik elemanlary ihtiva etmesi gerekirdi. Oysa (%) geregince,
2,3] + S({0},1) ciimlesi boyle elemanlar (¢capr [2,3]%in capindan kigik eleman-
lar) icermez. Buna gdre, [2,3] + S({0},1) cimlesi, [2,3] elemaninn bir komsulugu

degildir.

Béylece normlu bir quasilineer uzay olan Q¢(R)’deki singiiler elemanlar ile {0} '1n
komsgulugu olan bir ciimlenin 6telenmesi durumunda lokalizasyon prensibi saglan-
mayabilir.

Buna gore X normlu bir quasilineer uzay ve U, #'in bir komgulugu olmak {izere,
x + U, ’in komgulugu olmayabilir, fakat = elemanimi igcermektedir. Diger taraftan,

normlu quasilineer uzaylarda asagidaki sonug verilebilir.

Teorem 4.4.2. X normlu bir quasilineer uzay ve v € X, olsun. Bu durumda

U € Ny olmasu igin gerek ve yeter sart x + U € N, olmasidar.

Ispat. Herhangi bir z € X, icin f, : X — X siirekli 6teleme doniigiimii f,(v) = v+a
seklinde tanimlansim. Bu déniigiim birebirdir ve f;1 = f_, ile gosterilen f_,(v) =
v — x seklindeki tersi mevcuttur. Ayrica f_, de siirekli bir doniigiimdiir. Bu nedenle

fz bir homeomorfizmadir ve komguluklar: korur. O]

Qc(R) normlu quasilineer uzayinda [2, 3]+ S({0} , 1) ciimlesinin, [2, 3] elemaninin
bir komgulugu olmadigi yukaridaki kisimda gosterilmigti. Diger taraftan

Vi

[2,3] + S({0},1)

olmak iizere

2a+s{y.y=- | ¢

2€[2,31+5({0},1)
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ciimlesi, [2,3] merkezli 1 yarigaph B([2,3],1) agk yuvarim igerir. Gergekten de;
herhangi s = [s1, so] € B([2,3],1) eleman1 alindiginda

h([s1, s2],[2,3]) = max{|s; — 2|, |se — 3|} < 1
olup, buradan
|s1 — 2| < 1ve |sy —3| <1,

yani

l<sy<3ve2<sy <4

olacag soylenir. Ayrica [—1,1] € S({0},1) oldugundan, z = [2,3] + [—1, 1] olarak
alimirsa

z=|z1,29] = [1,4] € [2,3] + S({0},1)

olur. Burada

l=z1<s51<s59<2p=4

olup [s1,$2] C [z1,22) dir. Buna gore s = [s1,s0] € [2,3] + 5({0},1) ve s €
B([2,3],1) keyfi secildiginden B([2,3],1) C [2,3] + S({0}, 1) olur.

Vi

Sonug olarak [2,3] + S({0}, 1) ciimlesi, [2,3]’iin bir komgulugudur.

Bu 6rnek, quasilineer uzaylarda bir ciimlenin doldurulusu kavraminin ortaya atil-

masinin gerekgesini izah etmektedir.

Normlu bir quasilineer uzayda lokalizasyon prensibi, bir ciimlenin doldurulmasi

kavrami ile su sekilde sunulabilir.

Teorem 4.4.3. (X, =) normlu bir quasilineer uzay, v € X ve D(0,r1), X'’in 0

merkezli, 1 yaricapl acik veya kapalr yuvary olsun. Bu durumda
%
ZIZ'—FD(Q,T’l) G./\/;C

dir.

Ispat. =+ D(0,r1) climlesinin x elemaninin bir komsulugu oldugunu gostermek

icin, B(z,m),  merkezli r; yaricaph acik yuvar olmak iizere,
%
B(xz,r1) Cxz+ D(0,1)
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kapsamasinin saglandigini géstermek gerekir. Herhangi bir z € B(x,r;) elemani
i¢in,
hz,z) = inf{r>0:z2<az+aj, v z+ajve |af|| <r i=12}
< n (4.4.1)
yazilabilir. Gosterimde kisalik olmasi amaciyla
A={r>0:z=23z+aj, 3 z+ayve |af|| <r, i=1,2}
denilirse, infimum tanimindan, her £ > 0 i¢in
r<infA+e (4.4.2)
olacak gekilde » € A bulunabilir. Bu durumda
0<e<r,—infA
olacak gekilde sabit bir € sayisi i¢in de (4.4.2) bagintist gecerlidir. Buna gore
r<infA+e<infA+r  —infA=nr

olacak gekilde r € A bulunabilir. h(z,z) = inf A oldugundan, infimum tanimi
geregince her r € A icin, inf A < r dir. Boylece
h(z,z) <r<mr

olacak sekilde bir r vardir. Buna gore h(z,z) < r < 7 ve Hausdorff metrigin
tanimindan,

laill <7 <

olmak {izere,

z 2 x+aj

%
olacak gekilde bir af vardir. Boylece a] € D(0,ry) olup z € x+ D(0,ry) yazihr.

z € B(x,r1) elemam keyfi secildiginden
%
B(z,m) Cx+ D(6,r1)

dir. Buradan
%
x+ D(0,r) €N,

sonucu elde edilir. O
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Agagidaki teorem quasilineer uzaylar icin, Teorem 4.4.3’{in, bir ciimlenin doldu-

rulmasi kavrami kullanilarak sunulabilecek farkh bir formudur.

Teorem 4.4.4. X bir quasilineer uzay ve B, X ’in dengeli ve yutan alt ctimlelerinin

toplamsal bir stizge¢ tabany olsun. Ayrica a € X ve U € B olsun. Bu durumda,
%
UeBisea+UE€eN, (4.4.3)

dar.

ispat. Teorem 4.3.1°de
T={GCX:VxeGigin U C Bvardir 52+ U C G}

climlesinin, X quasilineer uzay1 i¢in bir topoloji oldugu ispat edilmisti.

B’nin, U € B ciimlesi ve a elemanina kargilik GG, ciimlesi
c={reX:z+V Ca+UveV e B}

seklinde tanimlansin. Bu durumda

(1) a+ U C a+ U oldugundan, a € G, dir.

(7) Herhangi bir z € G, i¢in z + V' C a + U olacak sekilde bir V' € B vardur.

V € B oldugundan V' yutan bir ciimle olup, 6’1 icerir. Buna gore her z € G,
igin,

z2=z40€z2+V Ca+U

oldugundan z € a + U dur. Ayrica a +U C c<z+—U oldugundan, her z € G, icin
z € c<H——U olur. Boylece z, G, 'nin keyfi bir eleman1 olarak secildiginden G, C 6<H——U
elde edilir.

(737) Son olarak GG, ciimlesinin acik oldugu gosterilirse C<L+—U ciimlesinin a’nin bir
komsgulugu oldugu ispatlanmig olacaktir. Bunun i¢in herhangi bir z € G, elemam

verilsin. G,’nin tamimindan

24V Ca+U (4.4.4)

olacak gekilde bir V' € B vardir. Diger taraftan B toplamsal ve V' € B oldugundan,
W+WcVv
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olacak sekilde W € B ciimlesi secilsin.

T topolojisine gore, acik ciimle tanimi geregince z € G, keyfi secilimi i¢in z4+W C
G, oldugu ispatlanirsa, G, 'nin acik oldugu gosterilmis olur. Bunun icin z + W’nin
herhangi bir ¢ elemani verilsin. Bu durumda ¢ = z + w olacak gekilde bir w € W
vardir. Buradan

t+WCz4+4W+WCz4+V Ca+U

olup, sonug olarak ¢t + W C a + U elde edilmis olur. Bu ise t € GG, demektir.

t € 2+ W keyfi secildiginden z + W C G, oldugu sonucuna ulagilir. Bdoylece
her z € G, icin z + W C G, olacak sekilde bir W € B mevcut olup, bu durum G,
climlesinin acik oldugu anlamina gelir.

Sonug olarak U € B iken, a + U ciimlesinin a’nin bir komgulugu oldugu ispat-

lanmig olur. O
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BOLUM 5
NORMLU QUASILINEER UZAYLARDA ALT VE
UST YARI YAKINSAKLIK

Onceki kisimlarda, X bir normlu quasilineer uzay olmak iizere her z,y € X icin
hx (x,y) =inf{r>0:2 y+aj, y2x+ayve |a||y <7 a € X, i=1,2}

fonksiyonunun Hausdorff metrik olarak adlandirilan X iizerinde bir metrik tanim-
ladig1 ve
hx (z,y) <z -yl x

egitsizliginin saglandig ifade edilmigti. Klasik normlu uzaylar teorisinde oldugu gibi,
normdan tiireyen metrik (norm metrigi) olarak bilinen d(z,y) = ||z — y|| esitligi
saglanmadigindan, normlu bir quasilineer uzayda, yakinsama ve Cauchy dizisi olma
gibi topolojik ozellikleri, norma gore degil de normun tiirettigi Hausdorff metrige
gore incelemek daha dogru olacaktir.

Yukaridaki aciklamalardan hareketle, bu boliimde normlu quasilineer uzaylarda
bir dizinin alt ve {ist yar1 yakinsakligi kavramlar: tanitilmis ve bu kavramlara iligkin
bir takim ornekler verilerek bazi sonuclar elde edilmigtir. Bu yeni tanimlar normlu
quasilineer uzaylarda yakinsak olmayan diziler icin yakinsama ile ilgili alternatif
tanimlardir.

Normlu quasilineer uzaylarda, bir dizinin alt ve iist yar1 yakinsaklhigi kavram-
larina duyulan ihtiyac asagidaki 6nermeden sonra aciklanacaktir. Bu kavramlar:

tanimlarken kullanilan temel fikir bu énermenin yorumlanmasina dayanmaktadir.

Onerme 5.0.1. (X, =) bir normlu quasilineer uzay, © € X ve hx, X tizerindeki
normdan tireyen Hausdorff metrik olsun. X ’deki bir (x,) dizisinin x elemanina

yakinsamasiyla ilgili asaqidaki ¢ift gerektirmelerin sag taraflary denktir:

e =z, s “Ve>0igin, n > N oldugunda hx (z,, ) < e olacak sekilde en
az bir N=N(g)eN vardur.”
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e T, ~>x & “Ve>0i¢gn n> N oldujunda v, X x+aj,, * X T, + a5,
ve ||a5,|| < e (i = 1,2) olacak sekilde (a5,) C X dizileri ve bir N=N(c)eN

i,n

sayist vardr.”
Ispat. Her ¢ > 0 icinn > N oldugunda,
hx (xp, @) =inf {r>0:2, Kz +al,, v 2a,+ay, ve ||a,|[<r, i=1,2} <e
olacak gekilde en az bir N dogal sayisi mevcut olsun. Bu durumda
Ty 2T+ Ay, T 3T, +ay, ve ||aZnH <r i=12

ozelliklerini saglayan tiim r degerlerinin infimumu ¢ degerinden kiicgiik esit oldugun-
dan,

€
i,n

Ty 2T+ a7, T3 Tyt a;, ve ||a ‘Sa, i=1,2

saglanir.

Diger taraftan, her ¢ > 0 i¢in n > N oldugunda

Tp 2T +0aj,, T3 Ty +ay, Ve ||a? ‘Ss, 1=1,2

@M

olacak gekilde en az bir N=N(¢g) dogal sayisinin mevcut oldugu kabul edilirse, infi-

mum tanimi geregince
inf{r >0:x, jx%—aim T = xn+a§7n ve Ha:nH <r 1= 1,2} <eg

olur. Bu ise n > N oldugunda, hx (z,,x) < ¢ olmas1 demektir. O

olmak iizere, lim z,, = x olmasimin, "Her ¢ > 0 igin n > N oldugunda z, = +af,,
r =Xz, +aj, vei=1,2i¢n HainH < ¢ olacak gekilde (ain) C X dizileri ve bir
N=N(e)eN sayisi vardir" anlamina geldigini ifade etmektedir.

Dikkat edilirse, 7 = 1,2 i¢in Haan < ¢ olmak iizere, z,, < x+af, ve x X x,+aj5,
siralamalarinin her ikisi ayn1 anda saglanmayabilir. Boyle bir durumun olmasindan
yola c¢ikilarak, bu boéliimde dizilerin yakinsakhigi ile ilgili yeni bir tanim verilecektir.

Bu yeni tanimlar normlu quasilineer uzaylarda dizilerin yakinsaligi kavramina bir

alternatif olusturmaktadir.
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Tanim 5.0.1. (X, =X) normlu bir quasilineer uzay, (x,), X de bir dizi ve v € X

olsun. Bu durumda her € > 0 icin n > N oldugunda
T2yt ol <e

olacak sekilde bir (a5) C X dizisi ve N=N(e)EN sayist mevcut ise (x,) dizisi x’e
alt yary yakinsaktir denir ve bu durum ls-lim x, = x ile gosterilir. x elemanina da
() 'nin alt yary limiti denir.

Her e > 0 i¢cin n > N oldugunda
Tn 2y by, (I <€

olacak sekilde bir (b)) C X dizisi ve N=N(g)eN sayist mevcut ise (x,) dizisi, y’ye
st yary yakinsaktir denir ve bu durum us-lim x,, = y ile gosterilir. y elemanina da

() 'nin dst yary limiti denir.

Uyar1 5.0.1. (X, <) normlu quasilineer uzayinda bir (x,) dizisinin alt yary limiti
ve st yar limiti (eger meveut ise) tek olmayabilir. Fakat bir dizinin butin alt (ist)

yary limitlers birbirleriyle karsilastirilabilirdir. Yans,
[s-limz,, = x1 ve ls-limx, = x5 1S T1 X Ty veya xo = x1 dir

ve

us-lim x, =y, ve us-lim x, = ys is€ y; =X Yo veya Yo =X Yy dir.

Onerme 5.0.2. (X, <) bir normiu quasilineer uzay, (x,) X 'de bir dizi ve z,y € X
olmak tzere,
i) ls-lim z, = x ve y =X x ise bu durumda ls-lim x,, =y dir,

i1) us-lim x, = x ve x X y ise bu durumda us-lim x, =y dir.

ispat. i) ls-lim z, = x ve y = z olsun. Bu durumda her ¢ > 0 igin n > N
oldugunda

r 2z, +a;, ve |laj]| <e

olacak gekilde bir (a5) C X dizisi ve N = N (¢) dogal sayis1 vardir. y < = oldugun-
dan, n > N iken,

y =z, +a;, ve ||la]| <e
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olur. Bu ise ls-lim x,, = y demektir.

i1) us-lim x, = x ve x =< y olsun. Bu durumda Ve > 0 igin n > N iken,
T, I x+a;, ve |laj] <e

olacak sekilde bir (af) C X dizisi ve N = N (¢) dogal sayis1 vardir. <y oldugun-
dan, n > N iken,
Tn 2y +ay ve [lapfl < e

olur. Béylece us-lim x,, = y olur. ]

Teorem 5.0.1. (X, <) bir normlu quasilineer uzay, (x,) X 'de bir dizi ve v,y € X

olmak tzere ls-lim x, = x ve us-lim x, =y ise v 2y dir.

ispat. ls-lim x, = x ve us-lim x, = y olsun. Bu durumda her ¢ > 0 igin n > N
oldugunda

r 2 an+a,, o] <

DO |

ve n > N’ oldugunda

€
T 2y + b, 0L <5

olacak gekilde sirasiyla (a5), (b5) C X dizileri ve N = N (¢), N’ = N’'(g) dogal

sayilart mevcuttur. N* = max {N, N’} olarak secilir ve a5 < af ve z, < y + b3

oldugu goz 6niine alimirsa, n > N* oldugunda
Tt <y + a4
elde edilir. “=” kismi siralama bagintis1 ge¢igmeli oldugundan
r2y+a,+b,
yazilir. Ayrica

£ g
o, + 850 < Nl + ) < S+ 5 =

olup, normlu quasilineer uzay aksiyomlarindan (2.3.5) geregince = < y elde edilir.

Béylece herhangi bir (z,,) dizisi i¢in ls-lim x,, < us-lim x,, dir. O

Uyar1 5.0.2. Normlu bir quasilineer uzayda bir dizi tstten a elemamina alttan b
elemanina yakinsayabilir. Yani bir dizi ist yar yakinsak ve alt yary yakinsak olabilir;

ancak bu durum dizinin yakinsak olacage anlamina gelmez.
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Onerme 5.0.3. (X, <) normlu bir quasilineer uzay, (z,) X 'de bir dizi ve x € X
olsun. Bu durumda (x,) dizisi x elemanina hem alt yart yakinsak hem de st yars

yakinsak ise (x,,) dizisi x’e yakinsaktur.

ispat. (z,) dizisi z elemanina hem alt yari yakisak hem de iist yar1 yakinsak olsun.

[s-lim x, = x oldugundan, verilen bir ¢ > 0 i¢in, n > N iken
r 2z, +a; ve |lag] <e

olacak gekilde bir (a5) C X dizisi ve N = N(g) dogal sayis1 vardir.

Diger taraftan us-lim xz, = x oldugundan her € > 0 igin, n > N’ iken
Ty x40 ve |6 < e

olacak gekilde bir (b5) C X dizisi ve N’ = N'(e) dogal sayist mevcuttur. Bu
durumda

N* = max {N, N'}
olarak secilirse, her € > 0 i¢in, n > N* oldugunda
v 2 antay, ol <e

ve

T, 2z +b, b)) <e

olacak gekilde (a), (b5) C X dizileri vardir. Bu ise lim x,, = x anlamina gelir.

Dolayisiyla, ls-lim x,, = x ve us-lim x, = x ise lim x, = x dir. O

Ornek 5.0.1. Q¢ (R) normlu quasilineer uzayinda, genel terimi x, = [—%, 1+ ﬂ

olmak tizere, (x,) dizisi verilsin. Bu durumda herhangi bir € > 0 sayisina karsilik,
N =1 vea;, ={0} € Q¢ (R)
olarak secilirse, her n > N i¢in
1 1 . .
0,17 |1t 1] i ve gl = 10} =0 <

saglamr. Béylece ls-lim x, = [0, 1] olur.
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Diger taraftan, verilen herhangi bir € > 0 i¢in,

1 11
N(e) = {—J +1eNuwelb;, = {——,—} € Q¢ (R)
€ n'n
olarak segilirse, n > EJ + 1 oldugunda
. 11 1 1 1
an”: Ty = =< 1 <T:€
n’'n no i +1 2
ve
1 1 11 1 1
[——,1+ —} Cc[0,1] + [——,—} = [——,1 + —}
n n nn n n
saglanwr. Boylece us-lim xz, = [0,1] olur. Burada EJ ile % sayisinan tam degeri
kastedilmektedir.

Sonug olarak (x,) dizisi Qc (R)’de [0,1] elemanina hem alt yary yakinsak hem

de st yari yakinsak oldugundan, (x,) dizisi [0,1]’e yakinsaktor.

Normlu bir quasilineer uzayda bir dizi alt yar1 yakinsak olmadigi halde {ist yar
yakinsak veya iist yar1 yakinsak olmadigi halde alt yar1 yakinsak olabilir. Asagidaki

ornekler bu durumu yansitmaktadir.
Ornek 5.0.2. Ornek 5.0.17deki (x,) dizisi géz dniine almrsa, y = [0,3] € Qc (R)
olmak iizere, (x,) dizisinin y’ye alt yary yakinsak oldugu agiktur.

1] oldugu kabul edilirse ¢ = 1/100 igin,

Diger taraftan us-lim x, = y = [0,5

n = N 4+ 1000 olmak tizere,

Loy L L ol e e ) <e= —
—— —|=1|- - ve £=—
7 n N £1000° " Nr1000) = |2) 7O el === 15

olacak sekilde (b5) C Q¢ (R) dizisi ve bir N(g) sayist bulunabilmelidir. Ayrica

165 || < &5 oldugunda b, C |

00 olmak zorundadwr. Fakat bu durumda

L L}
100 100

Lo, c o], L 1
N+1000"" " N+1000] — |2 100" 100
11 1
= == 0.1
{ 100’2+1oo} (5.0.1)

olur.

1 1
I [ R
2+100_ +N+1000
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oldugundan, (5.0.1) kapsamasimn saglanmase mimkin degildir. Béylece us-lim
Ty =Y = [O, %] oldugu kabuli yanhstar.
Dolaysiyla (xy,) dizisi y elemanina alt yary yakinsaktor; fakat ist yare yakinsak

degildir.
Ornek 5.0.3. Ornek 5.0.17deki (x,,) dizisi z = [0,2] € Q¢ (R) elemanina alt yare

yakinsak olmamasina ragmen st yar, yakinsaktr.

Ornek 5.0.4. Q¢ (R) quasilineer uzaynda z,, = [—n,n] seklinde tanumlanan (z,)
dizisi x C [—1,1] € Q¢ (R) olacak sekildeki tiim = elemanlarina alt yary yakinsaktor.
Fakat (x,,) dizisi Q¢ (R) de dst yary yakinsak bir dizi degildir:

Herhangi bir € > 0 sayisina karsihk, N = 1 ve o5 = {0} € Q¢ (R) olarak

secilirse, her n > N i¢in
z C[=1L1] € [-n,n]+a;, ve |lag|| = [{0}| =0 <&

saglamr. Boylece x C [—1,1] € Q¢ (R) olacak sekildeki tiim x elemanlary igin ls-lim
T, = 2 olur.

Diger taraftan, n € N keyfi oldugundan, herhangi sabit bir ¢ > 0 icin
[=n.n] Sy +b;, ve [[b]| <€

olacak sekilde bir y € Q¢ (R) yoktur. Boylece (x,,) dizisi Q¢ (R)’de herhangi bir

elemana st yary yakinsak degildir.
Ornek 5.0.5. Q¢ (R) quasilineer uzayimda

[1—-L1+1]  ntekise
T, =
[—1—%,—1—1—%} . o¢ift ise

olarak tanymlanan (x,) dizisi [—2,2] elemanina st yare yakinsakter; fakat bu dizi

Q¢ (R)’de herhangi bir elemana alt yar yakinsak degildir.

Agagidaki kisimda, normlu quasilineer uzaylarda dizilerin yakinsaklig: ile ilgili

Tanim 5.0.1’in bir sonucu olarak baz 6zellikler verilmigtir.
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Teorem 5.0.2. (X, <) normlu bir quasilineer uzay, (x,) ve (y,) X ’de iki dizi ve
x,y € X olsun. Bu durumda,
i) ls-lim z, = x ve her n € N i¢in x,, <y, ise ls-lim y, = x dir,

i1) us-lim x, =y ve her n € N i¢in y,, < z, ise us-lim y, =y dir.

Ispat. i) ls-lim x, = x ve her n € N i¢in x,, < y, oldugu kabul edilirse, her € > 0
icin n > N oldugunda
r 2z, +a;, ve |laj] <e

&€
n

olacak gekilde bir (a%) C X dizisi ve N = N (¢) dogal sayis1 vardir. z, = y,
oldugundan, n > N icin x = y,, + a;, yazilir. Buradan, [s-lim vy, = x elde edilir.
i1), 1)’'nin ispatina benzer diigiince ile yapilabileceginden, ispatin bu kismi veril-

meyecektir. O]

Teorem 5.0.3. (X, =) normlu bir quasilineer uzay, (z,) ve (y,) X de iki dizi ve
x,y € X olsun. Bu durumda ls-lim x, = x, us-lim y, = y ve her n € N 1i¢in

Tn 2 Yp tse x 2y olur.

ispat. ls-lim x, = z, us-lim y, =y ve her n € N i¢in x,, < ¥, olsun. Bu durumda

her € > 0 igin, n > N oldugunda
r Rz, +a;, ve |a] <e/2

ve n > N’ oldugunda
Yn 2y + by ve |5 ] <e/2

olacak gekilde (a), (b5) C X dizileri ve N = N (¢) ve N’ = N’ (¢) dogal sayilari
mevcuttur.
N* = max {N, N'} olarak aliir ve z,, < y, olduguna dikkat edilirse, n > N*

oldugunda x < y + a;, + b5, yazilabilir. Ayrica

g £ €
laz, + ol < flanll +litnll < 5 +5 =«

€
2
oldugundan normlu quasilineer uzay aksiyomlarindan (2.3.5) geregince x < y elde

edilir. [l
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Simdi dizilerin yakinsamasi ile ilgili Sikigtima Teoremi (Sandwich Teoremi) olarak
bilinen meshur teoremin bir benzeri normlu quasilineer uzaylardaki diziler i¢in veri-

lecektir.

Teorem 5.0.4. (z,), (yn) ve (2,), (X, ) normlu quasilineer uzayinda diziler ve
x € X olsun. Bu durumda ls-lim x, = x, us-lim z, = x ve her n € N i¢in,

Tn S Yn X 2, 18 lim y,, = x dir.

Ispat. (x,),(yn) ve (z,) dizileri teoremin hipotezinde ifade edildigi gibi olsun. Bu

durumda her £ > 0 i¢in, n > N oldugunda
r 2 antay, [la| <e

ve n > N’ oldugunda

Zn 340, U] <e

olacak gekilde (a5), (b5,) C X dizileri ve N = N () ve N' = N’ () dogal sayilar
vardir.

N* = max {N, N'} olarak alinirsa, x,, < y, ve y, = 2z, oldugundan, n > N* i¢in
T Xy, +a ve y, =< x+ b5 yazihir. Ayrica ||as|| < e ve ||b5]| < € olup, buradan lim

yn = x elde edilir. O]

Teorem 5.0.5. (X, =) normlu bir quasilineer uzay, (z,) ve (y,) X 'de iki dizi ve
x,y € X olsun. Bu durumda her o, 3 € R i¢in,
i) ls-lim x, = x ve ls-lim y, =y ise ls-lim (« -z, + B -y,) = a-x+ [y dir,
it) us-lim x, = x ve us-lim y, = y ise us-lim (a- -z, + 0 -y,) =a-x+ -y

dir.

Ispat. i) ls-lim z, = x ve ls-lim y, = y oldugundan, her ¢ > 0 igin n > N
oldugunda
€
< £ &€ < -
T 2Ty +an7 ||an|| -9 ’Oé|
ve n > N’ oldugunda

g
y=3yp+b, |I] < —
I < 575
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olacak sekilde (a$)), (b5) C X dizileri ve N = N (¢) ve N’ = N’ (¢) dogal sayilar

mevcuttur. (2.2.8), (2.2.12), (2.2.13), (2.3.2) ve (2.3.3) aksiyomlar dikkate alinirsa,

N* =max {N, N’} olmak iizere, n > N* i¢in
a-rz+0-ya-x,+0 -y, +a-a,+p-b

ve

lov- ag + 8- Bll < lo llag | + 181 185 < e

olur. Buna gore ls-lim (o -z, + - y,) = -z + [ -y dir.

Benzer diigiince ile ii) de ispatlanabilir. O

Agagidaki ifade Teorem 5.0.5’un bir sonucudur.

Sonug 5.0.1. (z,), (X, X) normlu quasilineer uzayinda bir dizi, x,y € X ve a € R
olsun. Bu durumda,
i) ls-lim x, = x ise ls-lim (o -z, +y) = a-x +y olur,

it) us-lim x, = x ise us-lim (- x, +y) = a-x+y olur.
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