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Metin Kutusu


TESEKKUR VE ONSOZ

Bu tez ¢calismamda konu belirlenmesi ve yiiriitiilmesinin her asamasinda yardim, oneri,
bilgi, tecriibe ve desteklerini esirgemeden beni her konuda yonlendiren bilgi, deneyim ve
tavsiyelerinden istifade ettifim danisman hocam Sayin Prof. Dr. Bilal ALTAY a, calis-
malarimda hayatim boyunca oldugu gibi bu calisma siirecinde de benden her tiirlii destegini
esirgemeyen aileme, lizerimde emegi olan tiim hocalarima minnet ve giikranlarimi sunar

tesekkiir ederim.



ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum "Normlu Uzaylarda Sartsiz Yakinsak Seriler Uzerine"
baglikli bu ¢alismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri diisecek bir yardima bagvurmak-
s1izin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin icinde hem de
kaynakc¢ada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla

dogrularim.

Senol BALTACI
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIiZiNi

X uzaymin kapali birim yuvari,

Kompleks terimli yakinsak dizilerin uzayi,
Kompleks terimli sifira yakinsak dizilerin uzayz,
Sonlu sayida terimi hari¢ geriye kalan biitiin terimleri sifir olan dizilerin uzayi,
Yakinsak seri teskil eden dizilerin uzayi,

M kiimesinin tiimleyeni,

Kompleks sayilar kiimesi,

X uzayinin boyutu

T operatoriiniin tanim kiimesi,

T operatoriiniin grafigi,

J kiimesinin kardinalitesi

p. kuvvetleri mutlak yakinsak seri tegkil eden dizilerin uzayz,
Kompleks terimli sinirh dizilerin uzayz,

M ve N kiimelerinin toplami,

M ve N kiimelerinin direkt toplamu,

M kiimesinin kapanisi,

T operatoriiniin ¢ekirdegi,

Dogal sayilar kiimesi,

T operatoriiniin deger kiimesi,

Reel sayilar kiimesi,

Pozitif reel sayilar kiimesi,

z kompleks sayisinin isaret fonksiyonu

X uzayinin birim yuvart,

X uzayinin birim kiiresi,

X {tizerinde tanimli olan bir 7" operatoriiniin goriintiisii,
T operatoriiniin £ kiimesine kisitlanigi,

T operatoriiniin adjoint operatorii,

T operatoriiniin tersi,

(x,,) dizisinin gerdigi kapali lineer uzay,

X ile Y kiimelerinin kartezyen carpimu,

X uzaymnin siirekli duali,

X uzayinin 2-inci duali,

Kompleks terimli biitiin dizilerin uzayi,

A matrisinin A uzayindaki matris etki alani,

v
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Bes boliimden olusan ¢aligmanin ilk boliimii, konunun tarihsel gelisimine ve konuya
ait literatiire ayrilmstir.

Ikinci boliimde, sonraki boliimler icin gerekli fonksiyonel analizin temel kavramlart
ve teoremleri ele alinmustir.

Uciincii boliimde, bu calismanin alt yapisimi olusturan seriler, bazlar, temel diziler konu
edilmistir. ¢y uzayimin kopyasini ve tamamlayici kopyasini iceren Banach uzaylarinin karak-
terizasyonu verilmistir.

Tezin orjinal boliimleri, dordiincii ve besinci boliimlerdir.

Dordiincii boliimde, C'esg dizi uzay1 insa edilerek bazi 6zellikleri incelenmistir.

Besinci boliimde, C'esy uzayinin bazi(temeli) bir sartsiz yakinsak seri teskil ettigi gos-
terilmistir. Daha sonra, Cesy uzay1 iizerinde tanimli lineer doniisiimlerin bazi 6zellikleri

sartsiz Cauchy ve sartsiz yakinsak serileri yardimiyla karakterize edilmistir.
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The first part of the study, which consists of five chapters, is devoted to the historical
development of the subject and the literature on the subject.

In the second chapter, the basic concepts and theorems of functional analysis required
for the next chapters are discussed.

In the third chapter, the series, bases and fundamental sequences, which form the basis
of this study, are discussed. Characterization of Banach spaces containing copy and comple-
mentary copy of the sequence space cg is given.

The original chapters of the thesis are the fourth and fifth chapters.

In the fourth chapter, the sequence space C'es is introduced and some of its properties
are examined.

In the fifth chapter, it is shown that the basis of the space C'es, forms an unconditionally
convergent series. Then, some properties of certain linear transformations defined on Cesg
are characterized with the help of unconditionally Cauchy and unconditionally convergent

series.
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1. GIRIS

Seriler, matematigin bir cok alaninda kullamlir. Ornek olarak, analitik fonksiyonlara
kuvvet serileri ile yaklasim, fonksiyonlar1 daha anlagilir kilmakta, trigonometrik fonksiyon-
larin serileri yardimiyla periyodik fonksiyonlarin fourier serilerinin elde edilmesi, matem-
atiksel fizik problemlerin ¢6ziimiinde 6zel fonksiyonlarin seri ile temsili verilebilir. Sonlu
toplamdan sonsuz toplama yakinsaklik kavramiyla gecis yapildigindan, vektor uzay iizerinde
bir topolojinin bulunmasi durumunda serilerden bahsedebiliriz. Normlu uzaylar birer topolo-
jik vektor uzaylar oldugundan, bu uzaylarda serilerden s6z edebiliriz. Ozellikle Banach
uzaylarda bazi problemlerin ¢oziimiinde(baz kavrami, temel diziler vb.), seriler ara¢ olarak
kullanilir.

Banach uzayi teorisi, Banach’in 1932°de yayinladig [1] kitabindaki Banach uzaylarina
ait baz1 problemlemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi ¢abalarinin sonucunda hizla geligsmistir.
Teori, 0zellikle 1950 li yillarda gelismis ve bu alanda 1977 ve 1979 yillarinda yazilan Lin-
denstrauss ve Tzafriri’nin kitaplar [2, 3] dikkate degerdir. Hala bir ¢ok arastirmaci aktif
sekilde Banach uzaylarin1 ¢calismaktadir. Banach uzaylari teorisine 6nemli katkilar1 olanlar
arasinda olan Fredholm, Hilbert, F. Riesz gibi arastirmacilar, lineer cebir ile analiz metod-
larin1 kullanarak lineer differansiyel ve integral denklemler ile ilgilenmislerdir.Fonksiyonel
analizin, diizgiin sinirlilik, acik doniisiin ve kapali grafik teoremleri, Hahn Banach Teoremi
gibi ilk sonuglari, analizde onemli birer ara¢ olarak kullanilmigtir. Daha sonra, Banach uzay-
larin izomorfik teorisi onem kazanmig ve verilen iki Banach uzayin izorf olup olmadigi veya
birinin digerinin tamamlayic1 alt uzayina izomorf olup olmadig1 arastirilmistir. Izomorfik
teoride uzaylarin bazlar1 veya temel dizileri 6nemli rol oynar.

Banach’in [1] deki problemlerden biri, "Her ayrilabilir uzay bir baza sahip midir?"
seklindedir. Bu baz problemi {izerinde ¢ok calisilmis ve problem yaklagim(approximation)
problemine doniismiistiir. Bu problem, yaklasim 6zelligine sahip olmayan bir ayrilabilir Ba-
nach uzay 6rnegi vererek, 1972 yilinda [4] Per Enflo tarafindan, hayir cevabiyla, ¢coziilmiigtiir.
Diger taraftan, baz gibi davranan temel diziler icin, "Her ayrilabilir Banach uzayi bir temel
diziye sahip midir?" problemi olumlu (evet) cevaplanmgtr.

Banach uzaylar arasinda dizi uzaylari 6nemli bir yere sahiptir. Bir Banach uzayi bir
Schauder bazina sahipse, uzayin her eleman bazdaki elemanlar cinsinde tek tiirlii yazila-
bilir. Uzayin her elemani, baz cinsinden yazildiginda, tek tiirlii olarak baz koordinatlarina
sahiptir. Uzayin biitiin elemanlar1 baz kiimesine gore koordinatlara sahip oldugundan, ele-
manlart bu koordinatlarla temsil edebilecegimizden, uzayin elemanlar1 dizilerle tanimlaya-
biliriz. Dolayisiyla, bir Schauder bazina sahip Banach uzayim bir dizi uzay: olarak gorebil-
iriz. Ayrilabilir Banach uzaylarinda temel dizileri kullanarak, temel dizinin gerdigi kapali

altuzayim bir dizi uzayina izomorf yaparak, uzayin bazi ozellikleri bu dizi uzay1 yardimiyla



incelenebilir.

Normlu uzaylarda serilerin cesitli tipten yakinsaklig1 ve karakterizasyonu ve serilerin
sahip oldugu ozellikler uzayin bazi 6zelliklerini belirlemeye imkan vermektedir. Mesela bir
normlu uzayda mutlak yakinsak her serinin yakinsak seri olmasi uzayin tamligim1 (Banach
uzay olma) gerektirmektedir. Dvoretzky ve Roger [5] de "Bir Banach uzayinda serilerin
mutlak yakinsakliginin sartsiz yakinsakliga denk olmasi icin gerek ve yeter sart uzayin sonlu
boyutlu olmasidir" teoremini ispatladi. Bessage ve Pelczynski [6], zayif sartsiz Cauchy ser-
ileri ve temel dizileri yardimiyla, ¢y uzayini iceren Banach uzaylarinin temel karekterizasy-
onunu vermistir.

Ronglu ve Qingying [7], ¢y uzayimin kopyasini icermeyen tam yerel konveks bir X uza-
yindaki her zayif sartsiz Cauchy serisinin sartsiz yakinsak oldugunu ve cy’dan X uzayina olan
her siirekli ve lineer doniisiimiin kompakt oldugunu gostermistir. Ronglu ve Cho [8], yerel
konveks uzaylarda zayif sartsiz Cauchy serilerinin karakterizasyonunu yapmistir. Junde ve
Ronglu [9] yerel konveks uzaylarda sartsiz yakinsak serilerin bir karakterizasyonunu vermis
ve bir X barel uzayinin ¢y’1in kopyasimi icermemesi durumunda denk oldugu sartlar1 elde
etmistir.

Bu ve Wu [10] calismasinda sinirli ¢arpimsal yakinsak seri uzaylar1 yardimiyla Ba-
nach uzaylar arasindaki lineer operatorlerin sartsiz yakinsak serilerini incelemistir. Aizpuru
ve Fernandez [11], /., ¢y gibi klasik dizi uzaylar1 ve gbozoniine alinan uzayda bir seriden
yaralanarak, bazi uzaylar tanimlayarak, Banach uzaylarin cy’in kopyasini icermesi duru-
munda sarth yakinsak ve zayif sartsiz Cauchy serilerinin yeni bir karakterizasyonunu elde
etmigtir. Aizpuru ve Ferndndez [12, 13], bu yeni dizi uzaylarinin yardimiyla bir normlu uza-
yin tamligin1 ve barrelledligini karakterize etmistir. Aizpuru ve arkadaslar [14, 15], Cesaro
ve hemen-hemen yakinsaklik yardimiyla sartsiz yakinsak ve zayif sartsiz Cauchy seriler i¢in
farkli bir karakterizasyon vermistir.

Cesaro ortalamas1 yardimiyla cesitli dizi uzaylari ingsa edilmistir [16, 17, 18]. Cesaro
dizi uzaylarinin ozellikleri ve bu uzaylar iizerinde tanimli lineer operatorler bir ¢ok yazar
tarafindan incelenmistir [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27].

Bu doktora tezinde, Cesy uzayi insa edilerek, uzayin bazi 6zellikleri incelenecek ve
C'esg uzayindan bir X Banach uzayina tanimli bazi lineer dontigiimlerin bazi 6zellikleri sart-

s1z yakinsak Cauchy ve sartsiz yakinsak seriler yardimiyla verilecektir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliim, tezin ileriki boliimlerde kullanilacak analizin temel kavramlar ve teorem-
lerine ayrilmigtir. Calismamizda K cisminin reel veya kompleks sayilar cismi oldugu ve
tanimlarina yer verilmeyen (vektor uzayi, topolojik uzay, metrik uzay, normlu uzay vb....)

temel kavramlarin bilindigi varsayilmistir.

2.1 Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1. [28] (x,,), (X, d) bir metrik uzayinda bir dizi, z € X olmak iizere, her ¢ > 0
ve n > ng olan biitiin n € N sayilar i¢in d(z,,x) < € olacak sekilde bir ng = ny(e) € N
sayisi varsa, (z,) dizisine bir yakinsak dizi, her ¢ > 0 ve m,n > ng olan biitin n,m € N
sayilart igin d(x,,, x,,) < € olacak sekilde bir ny = ng(e) € N sayis1 varsa, (x,,) dizisine bir

Cauchy dizisi denir.

Her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.
Tam normlu uzaya Banach uzay denir.
Bx ={z € X : ||z|| < 1} ve Sx = {x € X : ||z|]| = 1} kiimelerine X normlu
uzayinin sirastyla kapali birim yuvari ve birim kiiresi denir.
Ayni K cismi iizerinde iki normlu uzay X ve Y, T : X — Y doniisiimi, her x1, 25 €
X ve her a € Kigin
T(axy + x9) = o1 (z1) + T(x2)

kosulunu sagliyorsa bir lineer doniisiim(operatér) denir. X uzayindan Y uzayina lineer
doniigiimlerin kiimesi L(X,Y) ile gosterilir. T € L(X,K) doniisiimiine X uzayinda lineer
fonksiyonel denir. L(X, K) ailesine X uzaymn cebirsel duali denir ve X# ile gosterilir.
T e L(X,Y) icin
NT)={zxe X : Tz =0}

kiimesine 7' doniigiimiiniin sifir uzay: veya ¢ekirdegi denir.
T € L(X,Y) i¢in her x € X bakimindan

[Tzlly < eflzllx

olacak sekilde sabit bir ¢ > 0 say1s1 mevcut ise 1" doniisiimiine sinirli-lineer doniisiim denir.
X uzayindan Y uzayma sinirli-lineer doniisiimlerin kiimesi B(X,Y") gosterili. X = Y
olmasi durumunda B(X, X) yerine B(X) gosterimini kullanacagiz. B(X,K) uzayma X
uzayinin siirekli duali denir ve X* ile gosterilir. X = X** = (X*)* (izomorfik anlaminda)

ise X uzayina yansimalidir denir.
T € B(X,Y) i¢in

IT|| = inf{c > 0:Vzx € X, ||Tz||y < c|z|x}

3



esitsizligini saglayan en kiiciik ¢ > 0 sayisina 7" doniisiimiiniin normu denir.

Tanim 2.1.2. [29] Goriintii uzaylar1 sonlu boyutlu olan lineer doniisiime sonlu boyutlu ya da

sonlu ranklidir denir.

X bir Banach uzay1 olmak iizere,

XxX — X

(r,y) — xy
islemi, her z,y, z € X, a € Ki¢in,
() z(yz) = (zxy)z
(i) 2(ay) = (ax)y = a(zy)
(i) z(y+2)=zy+zzve (r+y)z =xz+yz
(iv) [Jzyll < [lz]l[lyl
sartlarini saglarsa, X uzayina bir Banach cebiri denir.

Teorem 2.1.3. [30] X Banach uzay:, T' € B(X) olmak iizere,

ve

T| < lise (I—T)" mevcut

7]

1
NS el = =T)7 <
1T

esitsizlikleri saglanr.

Tamim 2.1.4. [29] X bir Banach uzayi, 7' € B(X) olmak iizere her f € X* ve z € X i¢in
T : X" = X*, (T f)(x) = f(Tx)

biciminde tanimli 7* dontigiimiine 7" doniisiimiiniin adjointi denir ve 7" € B(X™).

Tamm 2.1.5. [29] Bir (X, d) metrik uzaymin M altkiimesinden alman her dizinin limiti
M kiimesinde olacak sekilde yakinsak bir altdizisi varsa M altkiimesine (dizisel)kompakttir

denir.
Kapanig1 kompakt olan kiimeye 6n kompakt kiime adi verilir.

Tamm 2.1.6. [30] X, Y Banach uzaylar arasindaki 7" : X — Y lineer doniisiimii, sinirli
her kiimeyi 6n kompakt kiimeye tasiyorsa, 7' doniisiimiine kompakt (veya tamamen siirekli)
lineer doniigiim denir. X uzayindan Y uzayina kompakt lineer doniisiimlerin ailesi K (X, Y")

ile gosterilir.



Onerme 2.1.7. [30] X, Y Banach uzaylarive T' € L(X,Y) olmak iizere:
i) T kompakttir.
ii) T(Bx), on kompakttir.
iv) X uzaywdaki smirly dizilerin T altinda goriintiilerinin yakinsak alt dizileri vardir.
onermeleri denktir.

Teorem 2.1.8. [29] Normlu bir uzaywin kapalt birim yuvarinin kompakt olmasi icin gerek ve

yeter sart uzayin sonlu boyutlu bulunmasidtr.

Tanim 2.1.9. [30] X, Y Banach uzaylari 7" € L(X,Y") olmak iizere, sinirh kiimelerin goriin-

tiisi Y uzayinin bir zayif 6n kompakt kiimesi ise, 7' doniisiimiine zayif kompakttir denir.

Onerme 2.1.10. [30] Banach uzaylar: arasindaki her kompakt lineer doniisiim zayif kom-

pakttir.

Tanmmm 2.1.11. [31] Normlu uzaylar arasindaki bire bir, orten, kendisi ve tersi siirekli olan

lineer doniisiimlere izomorfizm (izomorfizma) denir.

Tanmm 2.1.12. [32] X ve Y Banach uzaylar, ' € L(X,Y) dontisimii, £ < X (F, X
uzayinin alt uzay1) sonsuz boyutlu her altuzayiigin T’ € L(E,T(FE)) izomorfizm olmuyorsa,

T dontisiimiine kesin singiiler doniisiim denir.

Tanim 2.1.13. [29] Topolojik uzaylar arasinda tanimli, acik kiimeleri agik kiimelere tasiyan

doniistime ac¢ik doniisiim denir.

Teorem 2.1.14. [29, Hahn-Banach Teoremi] Reel X vektor uzayindan R ye p fonksiyonu,
her z,y € X ve o € RT icin

(i) p(z +y) < p(x) +p(y),
(ii) p(azx) = ap(z)

sartlarina sahip, M < X ve her m € M icin f(m) < p(m) esitsizligini saglayan f : M —
R bir lineer fonksiyonel olsun. f nin, her v € X icin F(z) < p(z) esitsizligi ve her m € M

icin F(m) = f(m) esitsizligini gercekleyen bir F lineer geniglemesi vardur.
Hahn-Banach Teoreminin bazi sonug¢larini verelim.

Sonucg 2.1.15. [29] X bir normlu uzay ve 0 # xo € X olsun. Bu durumda

f(xo) = ||woll ve [ fI| =1
olacak sekilde X iizerinde bir f siirekli lineer fonksiyoneli mevcuttur.

5



Sonu¢ 2.1.16. [33] X bir normlu uzay ve Y, X uzaywmn kapalt bir alt uzayr olsun. Bu
durumda, her bir vo € X \'Y icin

f(zg)=1veY C N(f)

olacak sekilde X iizerinde bir f siirekli lineer fonksiyoneli mevcuttur.

Sonuc¢ 2.1.17. [33] X bir normlu uzay ve Y, X uzayinin bir alt uzayi olmak iizere, Y uzayr X
uzaymda yogun olmasu icin gerek ve yeter sart Y iizerinde sifir olan doniisiimlerin kiimesinin
sadece f = 0 fonksiyonelinden ibaret ( yani ¥V f(Y C N(f)) = f = 0) bulunmasudur.

Teorem 2.1.18. [29, Diizgiin Sumirlilik Prensibi] X bir Banach, Y bir normlu uzay ve T;, €
B(X,Y) dizisi ve her x € X icin, ¢, bir reel sayt olmak iizere,

| Thz|| < ¢ n=12...
esitsizligi saglanvyorsa, (||T,||) normlar dizisi sinirldur.

Teorem 2.1.19. [29, Acik Doniisiim Teoremi, Ters Sinirliik Teoremi] X ve Y Banach uzay-
lar, T € B(X,Y) doniisiimii érten ise T bir acik doniisiimdiir. Ustelik T bire-bir ise T~

doniistimii de stireklidir.

Tanmim 2.1.20. [34] X ve Y normlu uzaylar olmak iizere
X XY =A{(z,y):z € X,y Y}

kartezyen ¢carpimi koordinatsal toplama ve skalarla carpma islemleriyle bir vektor uzay yapisina

sahip ve

Gz, 9)llxxy = llzllx + lylly

normuyla bir normlu uzaydir. X X Y normlu uzaymda (z,,y,) dizisinin (x,y) noktasina
yakinsamast i¢in gerek ve yeter sart X uzayinda (x,,) dizisinin x noktasina ve Y uzayinda
(yn) dizisinin y noktasina yakinsamasidir. X ve Y Banach uzaylar ise X x Y uzay1 da
Banach uzay olur.

X ve Y normlu uzaylar ve T € L(X,Y) olmak iizere,
G(T)={(z,Tx): z € X}
kiimesine 7" nin grafigi denir. Bir lineer doniisiimiin grafigi X x Y uzayinin bir altuzayidir.

Tanim 2.1.21. [34] T € L(X,Y) doniigiimiiniin grafigi X x Y carpim uzayinda kapali ise

T' ye kapali lineer bir doniisiim denir.

Teorem 2.1.22. [34, Kapali Grafik Teoremi] X, Y Banach uzaylar ve T' € L(X,Y') olmak
iizere, T € B(X,Y') olmasi icin gerek ve yeter sart G(T') kiimesinin kapali bulunmasidur.

6



Teorem 2.1.23. [30] X, Y normlu uzaylarve T' € L(X,Y) olsun.
(i) T’ nin bir izomorfizm olmasi icin gerek ve yeter sart
allzll < |T2] < bl
olacak ekilde a ve b pozitif reel sayilarin mevcut bulunmasidr.
(ii) T bir uzakligr koruyan doniisiim(izometri) ise 'I' bir izomorfizmadir.
(iii) X Banach uzay ve T izomorfizm ise T(X) Banach uzaydur.

Tanim 2.1.24. [29] (x,,), X normlu uzayindaki dizi, her * € X* i¢in

lim (xn) = 2™ ()

olacak sekilde bir zy € X varsa, (x,,) dizisi x( a zayif yakinsaktir denir.

Tanim 2.1.25. [30] X normlu bir uzay ve M C X olsun. Her z* € X* fonksiyoneli i¢in
{z*(x) 1z € M}
kiimesi sinirli ise M kiimesine zayif sinirh kiime denir.

Teorem 2.1.26. [30] X bir normlu uzay ve M C X olsun. M kiimesinin sinirli olmasi icin

gerek ve yeter sart zayif sinirlt olmasidur.

Tanim 2.1.27. [32] X bir normlu uzay ve (z,,) C X olsun. Her z* € X* fonksiyoneli i¢in

(z*(zn))
bir Cauchy dizisi ise (x,,) dizisine X uzayinda zayif Cauchy denir.

Tanmm 2.1.28. [35] (z7), X* normlu uzayindaki sinirli lineer fonksiyonellerin bir dizisi ol-
sun. Her z € X icin

lim 2(2) = 2* ()

olacak sekilde bir z* € X* fonksiyoneli varsa, (z7) dizisi * fonksiyoneline zayif* yakinsar

denir.

Tanmm 2.1.29. [36] X ve Y topolojik vektor uzaylart ve X uzaymndan Y uzayina lineer
doniigiimlerin bir kiimesi S olsun. Y uzayinda sifirin her V' komsulugu i¢in .S kiimesindeki
her f dontigiimii bakimindan f(U) C V olacak sekilde X uzayinda sifirin bir U komsulugu

varsa S doniisiim kiimesine es siireklidir denir.



2.2 Dizi Uzaylan

Tanmmm 2.2.1. [33] K reel veya kompleks sayilarin cismini gostermek iizere, terimleri K

cisminden alinan dizilerin kiimesi
w={z=(z(k)): Yk € N, z(k) € K}
seklinde ifade edilir. w kiimesi iizerinde tanimlanan,

+: wxw — wW o Kxw — w
((z(k)), (y(k))) — (x(k)+y(k)) (A (z(k))) = (Az(k))

islemleriyle, w, K cismi iizerinde bir vektor uzay teskil eder. w’nin herhangi bir alt vektor

uzayina bir dizi uzay1 denir.

Tanim 2.2.2. [37] X vektor topolojisine sahip bir dizi uzay1 olsun. Her ¢ € N i¢in X
tizerinde p;(z) = x(i) seklinde tanimlanan p; : X — C koordinat dontistimii siirekli ise X

dizi uzayina bir K-uzay1 denir.

Bazi dizi uzay ornekleri;
x = (z(k)) reel terimli bir dizi olsun. Her & € N i¢in |z(k)| < M olacak sekilde
M > 0 sayist mevcut ise x dizisine sinirli dizi denir. Reel terimli sinirli dizilerin ciimlesi £,

ile gosterilir. Buna gore,
m=lo = {x = (z(k)) € w: ||z]|oo = sup |z(k)| < oo}
keN

seklindedir. Sinirli olmayan bir diziye sinirsiz dizi denir.
Her ¢ > 0 i¢in n > ng oldugunda |z(n) — a| < ¢ olacak sekilde bir ny(e) € N ve

a € R mevcut ise (z(n)) dizisi a noktasina yakinsaktir denir ve
Jim «() =
seklinde gosterilir. Yakinsak dizilerin ciimlesi c ile gosterilir ve
c= {:B = (z(k)) € w: li}crn x(k) mevcut }
seklindedir. Sifira yakinsak dizilerin ciimlesi de ¢ ile gosterilir ve

co = {:L‘ = (z(k)) e w: liinm(k) = O}

yazilir. 1 < p < oo olmak iizere;
> lz(k)P < oo
k=1
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olan diziye p mutlak yakinsak seri olusturan dizi denir. p mutlak yakinsak seri olusturan

dizilerin ciimlesi /,, ile gosterilir ve

0 = {x = (k) ew: Y |z(B)P < oo}

k

seklindedir. p = 1 haline karsilik gelen ve mutlak yakinsak dizilerin uzay1 olarak ad-

landirilan ciimle,

0= {:p — (2(k)) €w : gkj (k)| < oo}

ile gosterilir. Bunlarin disinda ¢ok kullanilan dizi uzay1 6rnekleri, kismi toplamlar dizisi

-]

bv = {x = (z(k)) € w: |z(0)] + g: lz(k) —x(k+1)| < oo}

sinirh seri olusturan dizilerin uzayi,

S (k)

bs = {m = (z(k)) € w: sup
olk=1

sinirli-salinimli dizilerin uzayi,

ve yakinsak seri olusturan dizilerin uzayz,

cs = {x = (z(k) e w: ) _ x(k) yakmsak}

k

seklindedir. Ayrica,
mo — {x — (2(k)) € w | {x(k) : k € N} sonlu bir cﬁmle},
bvg = bv N ¢y
ve sonlu adette terimi disindaki terimleri sifir olan dizilerin uzay1
@z{x:@wﬂEw:%%éNNkZ%@mﬂ@:O}

ile gosterilir.
ex, k. terimi 1 ve diger terimleri sifir olan dizileri gostersin. ¢ uzayi, {e; : k € N}

kiimesinin gerdigi uzaydir, yani
v ={ex |k eN})
esitligi gecerlidir. Yukarida tanimlanan dizi uzaylari arasinda,
Wl CesCcepCcCle Cw
ve
CCbvy Cbv=bvyd <e>Cc
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kapsamalar1 gecerlidir.

ls, C Ve cyuzaylari,
H$Ha>=zsgp|x(kﬂ7

(,(1 < p < 00) uzayl,

b, = (X (i)™

bs ve cs uzaylari,

idw,

[]lps = sup
no k=1

bv ve bvy uzaylari da,

2llb0 = 2 (] + >_ o (k) — 2(k + 1)]
k=1
normu ile birer Banach K-uzaylaridir(BK uzay1).
Tanim 2.2.3. [33] X ve Y dizi uzaylar, A = (a(n,k)) (n, k € N) reel ya da kompleks
terimli sonsuz matris olsun. Bir X uzayindaki bir x = (x(k)) elemani igin

mmzmwngamm%>

serileri n € N sayilart igin yakinsak ise Az = ((Az)(n)) doniigiim dizisi (z’in A—doniigiim
dizisi) tamimlidir denir. Eger, her z € X i¢in ((Az)(n)) donlisiimii mevcut ve Y uzaymin
elemani oluyorsa A matrisine X uzayindan Y uzayina bir doniisiim tanimlar denir. X uza-
yindan Y uzayma matris doniisiimlerin sinifi (X, Y) ile gosterilir.

Bir A = (a(n, k)) matrisinde her n € N igin k£ > n iken a(n, k) = 0 ve a(n,n) # 0

oluyorsa, A matrisine bir iicgen matris denir.

Tanim 2.2.4. [37] X bir dizi uzay, A bir matris olmak iizere, A nin X uzayinda etki alani
Xa={r=(z(k) ew: Az € X}

olarak tanimlanir.

Teorem 2.2.5. [38] X bir Banach K-(BK-) uzay ve A = (a(n, k)) bir iicgen matris olmak
iizere X 5 bir BK- uzay olup, f € X’ olmasi icin gerek ve yeter sart her x € X 4 icin g € X*
olmak iizere f(x) = g(Ax) seklinde olmasidur.

Tanim 2.2.6. [37] Her n, k € Nicin

L 1<k<
c(n,k):{ (T)l’ k;n_n’

seklinde tanimlanan C'; = (c(n, k)) matrisine Cesdro ortalamasi denir.
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Tamm 2.2.7. [33] ¢ C X bir BK-uzay olmak iizere,
2 =3 a(j)e
j=1

elemanina, © = (z(k)) € X elemanin n.kismi denir.
X BK uzayindaki bir z = (x(k)) elemaminin n.kisimlari ile olusturulan (z™) dizisi
i¢in,
2" — 2 (yani 1im |z — zI"|| = 0)
oluyorsa ise x = (z(k)) eleman1 AK 6zelligine,

{a:[”] ‘n e N}

kiimesi sinirli ise AB ve z € P ise AD 0zelligine sahiptir denir. X uzayinda, AK, AB ve AD
ozelligine sahip elemanlarin kiimesi sirastyla X s, X 45 ve X 4p ile gosterecegiz.

Xag = X olmasi durumunda X uzayima AK-uzay(veya AK o6zellikli), benzer sekilde
X uzayma X 45 = X ise AB-uzay ve ¢ = X ise AD-uzay denir.

Bir 2 € ¢ elemani icin 2™ — x sifir dizisi olacagindan,
¢ C Xak
icermesi, yakinsak diziler sinirlt olacagindan,
Xak C Xap
olur.

Teorem 2.2.8. [38] ¢ C X BK-uzaymmin AK-uzay olmasi icin gerek ve yeter sart uzayin AB-

ve AD- uzay bulunmsaidir.

Tanim 2.2.9. [33] X bir dizi uzay1 olmak iizere
{u=(uk) ew: 3z = (x(k) € X,Vk e N |u(k)| < |z(k)|} C X
kapsamas1 gecerli ise X uzayina solid uzay denir.

Tanmim 2.2.10. [38, 39] X ve Y iki dizi uzay1 olmak iizere
XY =A{zy = (z(k)y(k)) : = = (z(k)) € X,y = (y(k)) € Y}
kiimesine X ile Y uzayinin ¢arpimsal kiimesi denir.
XY ={a=(a(k)) € w:Vr = (2(k)) € X,ax = (a(k)x(k)) € Y}

kiimesine X uzayimnin Y-duali denir. Ozel olarak Y = cs, bs alinmasiyla elde edilen X ve

X" uzaylarma sirastyla X uzaymin 3- ve ~y-duali ad1 verilir.
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Teorem 2.2.11. [40]. X, ¢ uzaywm iceren bir BK dizi uzayinin AB o6zelligine sahip olmasi
icin gerek ve yeter sart
onX cX

bulunmasidir
Tamm 2.2.12. [38] X, ¢ uzayin1 iceren bir dizi uzay1 olmak iizere

X' ={a=(a(k) €w:Vk € N,a(k) = f(e), f € X*}
kiimesine X uzayimin f-duali denir.

Teorem 2.2.13. [38] X, ¢ uzaywmni iceren bir BK dizi uzayt olsun. Bu durumda,

(i) X% c X7 c X/.

(ii) X AK ozelligine sahip ise XP = X/.

(iii) X AD ozelligine sahip ise X” = X7.

(iv) X AD ozelligine sahip olmast icin gerek ve yeter sart X' = X* (izomorfizm
olarak) bulunmasidtr.

onermeleri gecerlidir.
Teorem 2.2.14 ([41]). A = (a(n,k)) € ({, L) olmast icin gerek ve yeter sart
sup »_|a(n, k)| < oo (2.1)
"
bulunmasdr.
Teorem 2.2.15 ([41]). A = (a(n,k)) € (¢, ¢) olmasi igin gerek ve yeter sart (2.1),
liTan a(n, k) (Vk € N) icin mevcut 2.2)
ve
liqgn Z a(n, k) mevcut (2.3)
k
saglanmasidir.
Teorem 2.2.16 ([41]). A = (a(n, k)) € (co, ¢) olmast icin gerek ve yeter sart (2.1) ve
h,{n a(n,k) =0 (Vk € N) 2.4)
saglanmasidir.

Teorem 2.2.17. [42] X ve Y birer BK dizi uzay, U = (u(n, k)) iicgen bir matris, V.= U},
a = (a(n)) € Y vehern,k € Nigin

(. k) — z_% a(j)u(n, ) (j, k)

olmak iizere BY. = (b(n, k)) olsun. Bu durumda, Y Xy C Xy olmast icin gerek ve yeter sart
her a € Y igin BY € (X, X) bulunmasidur.
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Teorem 2.2.11 ve Teorem 2.2.17’nin bir uygulamast olarak, X € {l,c¢, ¢} i¢in

B € (X, X) oldugundan;

bug

Sonuc¢ 2.2.18. X, uzay: AB ozelligine sahiptir.

Hahn [43], calismasinda
h:{x— )Ew: Zk\x ) —x(k+ )]<oo,veh£nx(k)20}
dizi uzayini insa ederek,
s = sup (k)] + Zm —a(k+1)]

normu ile bir BK uzay oldugunu gostermistir. Hahn dizi uzayi olarak literatiire gecen h ve
genellestirilmis hy uzaylariin ozellikleri [44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52] calismalarda

incelenmistir.

Teorem 2.2.19. [50] h uzay: AK ozellikli olup h uzayinin siirekli duali

Cesoe = (Uso)cy

= {z = (a(k) < i )eew}
Z (k)

= {x=(z(k) ew: sup < oo}

1
k
uzaywma izomorftur.

2.3 Tamamlayia1 Altuzaylar

Bu kisimda, [31, 30, 53] kaynaklarindan normlu uzaylarda tamamlayici altuzaylar ve

izdiistim doniisiimler arasindaki iligki verilecektir.

Tanim 2.3.1. X bir lineer uzay1 ve M ve N, X uzayinin birer altuzaylar1 olsun. X uzayin-
daki her bir z elemani i¢in z = y+ 2z seklinde tek tiirlii yazibilen y € M ve z € N elemanlari

varsa X uzayma M ve N uzaylarinin direkt toplami denir ve X = M & N ile gosterilir.
Tanim 2.3.2. X bir vektor uzay, P : X — X lineer doniisiimii
PoP=P* =P

esitligini sagliyorsa P ye izdiigiim doniisiimii denir. Bir z € X elemanii¢iny = Pz € R(P)

olsun. P bir izdiislim doniisiimii ise
Py = P(Px) =P’x =Pz =y
bulunur. Yani P|ppy = I|rp) olur.
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Teorem 2.3.3. X vektor uzayimin M ve N altuzaylarinin toplamiY = M + N olsun. M N
N = {0} ise Y bu altuzaylarin direkt toplamidir.

Teorem 2.3.4. X lineer uzayinda P : X — X bir izdiisiim doniigiim ise X = R(P)® N(P)

esitligi saglantr.

Izdiisiim doniisiimii bir uzayin her vektoriinii tek sekilde iki bilesene ayirir. Bu bilesen-
lerden biri vektoriin P altindaki goriintiisiidiir ve vektoriin R(P) altuzayina izdiisiimii olarak
adlandirilir. Oteki bilesenin izdiistimii sifirdir. Bir X vektor uzayinda P : X — X izdiisiim

doniisiimii asagidaki 6zellikleri saglar:
(1) I — P : X — X doniigiimii de bir izdiisiim doniisiimiidiir.
(i) M = {x € X : Px = z} altuzaym tanimlayalim. Bu durumda M = R(P) olur.
(iii) R(P) = N(I — P) bagintis1 gegerlidir.

Teorem 2.3.5. Bir X vektor uzayt M ve N altuzaylarimin direkt toplanu olarak yazilabiliy-
orsa M = R(P)ve N = N(P) = R(I — P) olacak sekilde bir tek P : X — X izdiisiimii

vardir.

Teorem 2.3.6. X bir normlu vektor uzay ve P : X — X kapali bir izdiigiim doniigtimii ise
R(P) deger bolgesi kapalidur.

Teorem 2.3.7. X bir normlu vektor uzay ve P : X — X siirekli bir izdiisiim doniigiimii ise
R(P) deger bilgesi ve N(P) sifir uzayt kapalidur.

Teorem 2.3.8. X bir normlu vektor uzay ve P : X — X bir izdiigiim doniigiimii olsun. R(P)
ve N(P) kapali ise P kapal bir doniisiimdiir.

X bir Banach uzay1 oldugunda, R(P) ve N(P) kiimeleri kapalt olan P : X — X

izdiisiim doniisiimii i¢in kapali grafik teoremi kullanilirsa,

Teorem 2.3.9. X bir Banach uzayi ve P : X — X bir izdiisiim doniisiimii olsun. R(P) ve
N(P) kapali ise P siirekli bir doniisiimdiir.

X bir Banach uzay1 ve M kapali bir altuzay ise M = R(P) olacak sekilde bir P
izdiisiim doniislimii daima vardir. Ancak bu doniisiim her zaman siirekli olmayabilir. P’nin

stirekli olmast i¢cin X = M @ N bagintisini saglayan NV kapali altuzay1 bulunmalidir.

Tanim 2.3.10. X normlu uzayimin kapali olan bir M altuzay1 verildiginde,

X=M&NveMnN = {0}
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olacak sekilde diger bir kapali /V altuzay1 bulunabilirse M’ye X uzayinda tamamlayic alt-
uzay denir. Bu tanima denk olarak, M, X uzayindaki siirekli ve lineer olan bir P izdiislim
doniisiimiiniin goriintii kiimesi ise M altuzay1 X uzayinda tamamlayicidir. Ciinkd, P : X —
X siirekli lineer bir izdiigiim doniigiimii ise Teorem 2.3.7°den R(P) ve N(P) kapali olur.
Diger taraftan, P : X — X izdiisiim doniisiimii oldugundan X = R(P) ® N(P) =M & N
yazilabilir. Boylece M altuzay1 X uzayinda tamamlayici olur. M altuzayina N altuzayinin

tamamlayicis1 denir.

Teorem 2.3.11. Herhangi bir X Banach uzaywmin bir altuzaymin tamamlayici olmast igin
gerek ve yeter sart bu altuzayin X uzayi iizerinde tanimli sinirli lineer bir izdiisiim doniisiimiiniin

goriintii kiimesi olmasidur.
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3. NORMLU UZAYLARDA SERILER

Bu boliimde, normlu uzaylarda seriler konusu ele alinacaktir.

3.1 Serilerin Yakinsakhg

Bu kisimda, niimerik ve vektor degerli serilerin yakinsakligi hakkinda genel bilgiler

[55] numaral referanstan faydalanarak verilecektir.

Tanmmm 3.1.1. X bir normlu uzay olmak {iizere, z; genel terimli > ;7 x) serisinin sonlu
toplamlariyla elde edilen S,, = >_;'_; x) elemanina, } 77, x) serisinin n-inci kismi toplami
denir.

Kismi toplamlar dizisi yakinsak olan seriye yakinsak seri denir. Kismi toplamlar
dizisinin limiti lim,, S,, = S sayisina serinin toplami olarak adlandirilir. Ayrica (S,,) dizisi
X uzayinda zayif yakinsak ise bu seriye zayif yakinsak seri denir.

> ioq T serisinin R, ile gosterilen kalan kismi, x,, 11 + 42 + Tpq3 + - - - ile verilir.
Yakinsak bir seride n biiylidiik¢e kalan kisim sifira yaklasir.

Bir serinin pargasi (segmenti) ardigik terimlerinin sonlu sayidaki bir toplamidir; yani

n _
Zk:m_H T = Sn 3 Sm

Tanmim 3.1.2. Reel terimli serilere niimerik seriler denir.

Her k dogal sayisi igin (k) reel say1 olmak tizere >0 ; |z(n)| serisi bir reel sayiya
yakinsiyorsa, > o2, x(n) serisine mutlak yakinsaktir denir.

Mutlak yakinsak olmayan Y °° , x(n) serisi bir reel sayiya yakinsiyorsa, seriye sartli

yakinsak seri denir.

Tamim 3.1.3. Bos olmayan bir X kiimesinden kendi iizerine birebir ve orten doniisiimlere X

in bir permiitasyonu denir.

Teorem 3.1.4. Pozitif terimli Y52, x(k) serisi bir « sayisina yakinsak ise, dogal sayilar

kiimesinin her m permiitasyonu i¢cin > ;- | x(w(k)) serisi yakinsaktir ve toplami yine o sayisidur.

Teorem 3.1.5. >°7° | x(k) serisi mutlak yakinsak ise dogal sayilarin her m permiitasyonu i¢in

S0, x(m(k)) serileri yakinsaktir, ayrica Y 3o (k) = Y52, x(mw(k)) esitligi gecerlidir.

Sarth yakinsak serilerin 6nemli bir karakterizasyonunun elde edildigi Riemann Teo-

remini ispatsiz verecegiz.

Teorem 3.1.6 (Riemann Teoremi). Reel terimli 72, x(k) serisi sartl yakinsak ise
(i) Her bir a € Rigin Y32, x(m.(k)) = a olacak sekilde bir 7, permiitasyonu vardur.
(ii) >0, x(moo(k)) = 00 olan bir w, permiitasyonu vardur.
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onermeleri gecerlidir.

Teorem 3.1.7 (Cauchy Yakinsaklik Kriteri). Bir Banach uzayinda Y ;, xj. serisinin yakinsak

olmasu icin gerek ve yeter sart serinin segmentleri dizisinin sifira yakinsak olmasidir, yani

n

>, o

k=m+1

lim =0
m,n— 00

dir.

Tamim 3.1.8. Bir normlu uzayda, > 32, ||zx|| < oo ise 3, xy serisine mutlak yakinsak seri

denir.
Teorem 3.1.9. Banach uzaylarinda mutlak yakinsak her seri yakinsaktir.

Ispat. ¥, xy serisi mutlak yakinsak olsun. >°%°, ||zx|| < oo oldugundan Cauchy kriterini

kullanirsak,

Jim >l =0
k=m-+1

elde edilir. Uggen esitsizliginden,

n

> @

k=m+1

n
< >0 Nl

k=m-+1

olacagindan lim,,, ,,_, szzm 41 ka = 0 ve boylece Cauchy kriterinden, >";, xj, serisi yakin-
sak olur. []

Tamm 3.1.10. Bir Banach uzayinda »_7° | ,, serisi i¢in terimlerinin herhangi dizilimi ile
elde edilen seriler yakinsak oluyorsa sartsiz yakinsak seri olarak adlandirilir. Yani, dogal
sayilarin her 7 permiitasyonu igin >°)° | xr(,) serisi yakinsak ise » 7° | x,, serisine sartsiz

yakinsak seri denir.

Niimerik serilerde sartsiz yakinsaklik ve mutlak yakinsaklik birbirine denktir. Genel
durumda, bir Banach uzayindaki bir seri mutlak yakinsak iken sartsiz yakinsaktir; fakat tersi
dogru degildir. Her sonsuz boyutlu Banach uzayinda sartsiz yakinsak olan fakat mutlak
yakinsak olmayan serilerin mevcut oldugunu Dvoretzky ve Rogers [54] calismasinda ispat-
lamistir. Ornegin;

{5 uzayinda k-inc1 koordinati % olan dizi

-1
2 = (0,0,...,0,k71,0,...)

1
k
olup, >y |lzklle, = X 1 serisi wraksaktr. Fakat Y°2°; x), serisi, terimlerinin herhangi bir

11 1
s=(1hlo 1)
23 n

17

elemanlarinin olusturdugu > 7°, x serisini gozoniine alalm. Her £ € N i¢in ||z, =

dizilimi icin



elemanina yakinsar.
Sonsuz boyutlu normlu uzaylarda mutlak ve sartsiz yakinsaklik kavramlar1 denk ol-

madigindan, sartl yakinsak seri tanimi sonlu boyutlu uzaylardaki tanimindan farklhidir.

Tammm 3.1.11. >, x; serisi yakinsak fakat sartsiz yakinsak degilse >, x; serisine sartl
yakinsak seri denir.
Yani >, ;. serisi sarth yakinsak ise, en az bir 7y permiitasyonu igin >y T, (k) Serisi

wraksaktir.

Teorem 3.1.12. X Banach uzaywndaki ), xy, serisi sartsiz yakinsak ise dogal sayilarin her

T permiitasyonu igin 3 . Ty serisi yakinsak ve
DTy = D T(h)
k k

esitligi gecerlidir.

Ispat. X Banach uzayinda Y", x, serisi sartsiz yakinsak fakat z # y olmak iizere, 3, 71, =
ve bir 7 permiitasyonu igin > ; 2y = y oldugunu kabul edelim. Hahn-Banach teore-
minden, f(z) # f(y) olacak sekilde bir f € X* fonksiyoneli bulunabilir. };, f(x}) nimerik
serisinin toplami 7 permiitasyonuna gore degistiginden bu seri mutlak yakinsak olamaz.
Boylece >, f(xy) serisi sartli yakinsak bir seri olur ve buradan Riemann Teoremi (Teo-
rem 3.1.6) kullanilirsa, > f (a:(,(k)) serisinin 1raksak oldugu bir ¢ permiitasyonu bulunur.
Bu durumda f siirekli olduundan 3~ ) serisi de iraksak olur. Bu ise °, x;, serisinin

sarts1z yakinsak olmasi ile celisir. [

Teorem 3.1.13. /32, 2] Bir Banach uzaywndaki Y, x, serisi icin asagidakiler denktir:

(i) > xy serisi sartsiz yakinsaktir,

>k Tn, Serisi yakinsaktir,
(iii) o € {—1,1} (k € N) olmak iizere her o = (ay,) igin Y-, axy, serisi yakinsakr,

(iv) F, {n+1,n+ 2, ...} kiimesinin herhangi bir sonlu alt kiimesi olsun. Her ¢ > 0 icin

<e€

>

jEF

olacak sekilde bir n € N vardir.

Teorem 3.1.14. /32, Orlicz-Pettis Teoremi] Bir Banach uzaywnda her alt serisi zayif yakinsak

olan seri yakinsaktir.
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Teorem 3.1.15. [56] Bir Banach uzaywinda ", xy, serisinin sartsiz yakinsak olmasu icin gerek

ve yeter sart her t = (t(k)) € ls icin Y-, t(k)xy serisinin yakinsak olmasidur.
Tanim 3.1.16. [6] X bir Banach uzay1 ve >, xx, X uzayinda bir seri olsun. Her z* € X*
icin
S ot (z)| < o0
k=1
ise >, xy serisine zayif sartsiz Cauchy seri denir.
Zayif sartsiz Cauchy serilerinin temel 6zelliklerini veren teoremi ifade edelim.
Lemma 3.1.17. [32, 35] Asagidaki sartlar denktir:

(i) >y serisi zayif sartsiz Cauchy seridir,

(ii) Herhangi birt = (t(k)) € l dizisi igcin

Z t(k‘)xk

k=1
olacak sekilde C' > 0 sabiti vardr,

sup
n

< C.sup [t(n)]

(iii) Herhangi birt = (t(k)) € co dizisi i¢cin Y32, t(k)xy, serisi yakinsaktir,

(iv) Dogal sayilarin herhangi bir sonlu F' alt kiimesi ve terimleri 1 olan herhangi bir
t = (t(k)) dizisi icin

<C

Z t(k)l‘k

keF

olacak sekilde C' > 0 sabiti vardur.
Teorem 3.1.18. [32] Bir Banach uzayinda, bir seri sartsiz yakinsak ise zayif sartsiz Cauchy
serisidir.
Ispat. Bir X Banach uzayinda Y, x;, serisi sartsiz yakinsak olsun. Bu durumda, dogal
sayilarin her 7 permiitasyonu igin >, Tr(x) serisi yakinsak olup, herhangi bir z* € X™ i¢in
>k T (Tray) serisi yakinsaktir. Y-; #* (@) serisi niimerik bir seri olup, niimerik serilerde

sarts1iz ve mutlak yakinsakligin denkliginden
k
olarak elde edilir. Burdan )", x}, serisinin zayif sartsiz Cauchy seri oldugu goriiliir. [

Zayif sartsiz Cauchy serileri sartsiz yakinsak olmayabilir. Ornegin, (e,,), ¢y uzaymin
standart bazi olmak iizere, >, e, serisini g6zoniine alahm. Her x* € ¢* = ¢; i¢in 2*(e;,) =

a(k) olmak iizere a = (a(k) € ¢; olup,
Y12 (en)] =D la(k)]
k k
serisi yakinsak olacagindan )", e,, serisi zayif sartsiz Cauchy seridir; fakat sartsiz yakinsak
degildir.
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3.2 Bazlar ve Temel Diziler

Bu kisimda, baz ve temel dizi kavramlar1 verilecek ve bu kavramlar ile ilgili 6nemli

teoremler yer alacaktir.

Tamm 3.2.1. [57] X bir vektor uzay1 ve S C X olsun. X uzayinin her vektorii S kiimesinin
elemanlarinin sonlu lineer kombinasyonu seklinde yazilabiliyorsa S kiimesine X uzayinin

bir gereni denir.

Tanmmm 3.2.2. [57] X, K cismi lizerinde tanimli bir vektor uzayt ve A C X olsun. A
kiimesinin farkli elemanlarinin her sonlu {z1, xo, ..., x,, } alt kiimesi ve her {a(1), «(2), ..., a(n)} C
K dizisi i¢in

a(l)z; + a(2)xze + ... + a(n)z, =0

esitligi ancak ve ancak

olmasi halinde saglaniyorsa A kiimesi lineer bagimsizdir denir.

Tanmm 3.2.3. [57] X, K cismi iizerinde taniml1 bir vektor uzay, ) # A C X lineer bagimsiz
bir kiime olsun. A C E C X olan her E kiimesi lineer bagimli ise A kiimesine X uzay1 i¢in
bir Hamel bazi denir. Yani uzaydaki maksimal lineer bagimsiz her kiimeye uzayin bir Hamel

baz1 denir.
Teorem 3.2.4. [57] {0} disindaki her vektor uzayr bir Hamel bazina sahiptir.

Teorem 3.2.5. [57] X, K cismi iizerinde tanumli bir vektor uzayr ve A kiimesi X icin bir

Hamel bazi olsun. Her bir x € X i¢in sonlu tane o € A disinda sifir degerini alan ve

z=>Y fla).«

a€A

esitligini saglayan bir tek f : A — K fonksiyonu vardir. Yani x, A’min elemanlarimin sonlu

lineer bir kombinasyonu olarak yazilabilir.

Tanim 3.2.6. [32] X bir Banach uzayindaki bir (x,,) dizisinin kapali lineer gereni olan [x,,]
alt uzayi, X uzaymnin tamamlayici bir altuzay: ise bu diziye X uzayinda tamamlayicidir

denir.

Tanim 3.2.7. [56] X bir Banach uzay1 olsun. (x,,) C X ve (z) C X* olmak iizere,
1, 1=y .
xi(x;) = ,j=1,2,...
() { 0 . it ( )

oluyorsa bu iki dizi biortogonaldir denir.
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Tanim 3.2.8. [32] (x,), X Banach uzayinda bir dizi olmak iizere
(i) (z,)ile (z}) dizileri biortogonal,
(ii) Herbirz € X icinx = Y02 | ok (z)z,

olacak sekilde (z}) C X* dizisi varsa (z,,) dizisine X uzayinin Schauder bazi(kisaca baz)

denir.

Onerme 3.2.9. [58] X bir Banach uzayt ve (,,) C X olsun. (x,,) dizisinin X uzaymn bazi

olmasu icin gerek ve yeter sart
(i) Hern € Nicin x,, # 0,
(ii) Her (a(n)) C R sonlu dizi ve n < m olmak iizere, her n, m pozitif tam sayilart icin

ia(i)xi <K i_n;a(z):z:Z

olacak sekilde K > 0 sabiti mevcuttur,
(iii) X=[r,,n € N]
kosullarinin saglanmasidur.

Tanmm 3.2.10. [32] (z,,), X Banach uzayinda bir baz olsun. Her bir x = Y72, a(k)xy ve
n € Nigin

S, (i a(k)xk> - kz a(k)zy,

k=1 =1
seklinde tanimlanan S,, : X — X doniisiimlerine () bazina iligkin kismi toplam doniisiim-

leri denir. Bu doniistimler birer projeksiyondur.

Teorem 3.2.11. [32] (x,,), X Banach uzayinda bir baz ve baza iligkin kismi toplam doniisiim-
leri S,, ise

sup [|:S, ]| < oo
n

olur.

Tanmm 3.2.12. [58] (z,), (Sn)nen projeksiyonlarin dizisi ile iligkili olan bir X Banach

uzayinin bazi olsun. Bu takdirde
(i) K = supy ||Sn|| sayisi, (z,) bazinin baz sabiti,
(ii) (=, ) dizisinin baz sabiti 1 ise (z,,) monoton baz,

(iii) Her n € Nigin ||z, || = 1 ise (z,) normalize edilmig baz,
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(iv) Her n € Ni¢in 0 < inf,, ||z, || < sup,, [|z.]| < oo ise (x,,) yari normalize edilmis baz
olarak tanimlanirlar.

Tanmm 3.2.13. [2] (z,,), X Banach uzayindaki herhangi bir dizi olsun. (z,) dizisi kendi

kapali lineer gereni [x,,] i¢in bir Schauder baz1 ise (z,,) dizisine temel dizi denir.

Teorem 3.2.14. [35, Grunblum Kriteri] (z,), X Banach uzayinda sifirdan farkli vektorlerin
bir dizisi olsun. (x,,) dizisinin temel dizi olmast icin gerek ve yeter sart (a(n)) skalerlerinin

herhangi secimi ve herhangi m < n pozitif tamsayari icin

ia(i)xi z:a(z):cl

esitsizligini saglayan K > 0 sabitinin bulunmasidir.

<K

Tanmm 3.2.15. [2] (z,,) ve (y,) dizileri sirasiyla X ve Y Banach uzaylarinda birer baz(temel
dizi) olsun. "}°°, a(n)x,, serisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart > °° | a(n)ys,
serisinin yakinsak olmasidir" 6nermesi saglamyorsa, (x,) ve (y,) bazlari (temel dizileri)

denktir denir.

Teorem 3.2.16. [32] (z,,) ve (y,) bazlarimin (temel dizilerinin) denk olmasi igin gerek ve
yeter sart her bir n € N icin Tx,, = y, olacak sekilde T' : [x,| — [y,] bir izomorfizmanin

mevcut olmasidur.

Ispat. X = [z,] ve Y = [y,] olarak alalim. Her bir n € N i¢in T'z,, = y,, olacak sekilde
T : X — Y bir izomorfizma oldugunu kabul edelim. 7" bir izomorfizma oldugundan biitiin

(a(n)) C R sonlu dizileri i¢in

ila(n)yn i a(n)z,

olacak sekilde C' > 0 sabiti vardir. Bu ise (z,,) ile (y,) dizilerinin denk olmas1 demektir.

< <C

1 0o

Tersine, (z,,) ve (y,) dizileri denk olsun. Bu durumda 7" : X — Y doniisiimii
T (Z a(n)xn> = a(n)y,
n=1 n=1
olacak sekilde tanimlanirsa 7" doniisiimii bire-bir ve orten olur. (u;) C X olmak iizere
X uvzayinda u; — u ve Y uzaymda T'u; — v oldugunu kabul edelim. Buradan u; =
Yooty (ug)z, ve u = Y00 xk (u)z, olarak yazilirsa (x,) ve (y,) ile iliskili biortogonal

fonksiyonlarin siirekliliginden, her n € N i¢in
o (ug) = 7, (u) ve yp (Tuy) = w3, (uj) = yp(v)

olarak elde edilir. Limitin tekliginden, her n i¢in z (u) = y(v) olur. Buradan T'u = v elde

edilir ve boylece Teorem 2.1.22 kapali grafik teoreminden, 7" doniisiimii siirekli olur. [
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Onerme 3.2.17. [58] (x,,) ve (y,) bir Banach uzaymnda iki temel dizi olsun. Asagidaki

onermeler denktir:
(i) (x,) ve (y,) dizileri denktir,

(ii) Biitiin (a(i)) C R sonlu dizileri igin

>~ aliyw

olacak sekilde C' > 0 sabiti vardir,

S i)y

=1

< <C

1
C

(iii) [z,,n € N] ve [y,,n € N] izomorfiktirler.

Tanmm 3.2.18. [2] (x,,), X Banach uzayinin bir bazi olsun. ry = 0, (7,,) tam sayilarin kesin

artan bir dizisi ve (a(n)) skalerler olmak iizere,

Tk
z= >, a(j)z;, keN
J=rk—1+1

seklinde tanimli X uzayindaki sifirdan farkli (z,,) vektorlerinin dizisine (x,,) bazinin bir blok

temel dizisi denir.

Lemma 3.2.19. [32] (z,), X Banach uzay: icin K baz sabitine sahip bir baz ve (zy), (x,)
bazimin bir blok temel dizisi olsun. Bu takdirde (z,) dizisi K’ya denk ya da K ’dan daha

kiiciik bir baz sabiti ile bir temel dizi olur.

Ispat. k € N olmak iizere z, = 3%, . a(j)x;, (x,) bazinm bir blok temel dizisi olsun.

Bu durumda herhangi (b(n)) skalerleri ve herhangi m < n tamsayilar i¢in

m

Tk
k=1

IA
=

olarak elde edilir. Yani (z) dizisi Grunblum kriterini saglar ve boylece (zy), en fazla K baz

sabitli bir temel dizi olur. ]
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Tanim 3.2.20. [32] X ve Y Banach uzaylari olsun. (z,) C X ve (y,) C Y olmak iizere,
her n € N i¢in T'z,, = y, olacak sekilde 7' : X — Y terslenebilir doniisiimii varsa bu iki
diziye (X,Y)’ye gore kongruenttirler denir. (z,) ve (y,) dizileri X = Y 6zel durumunda

yukaridaki 6zellikleri saglarsa bu iki dizi kongruenttir denir.

Teorem 3.2.21. [32, 2, Kiiciik Karmagiklik Prensibi] (z,,), X Banach uzayinda K baz sabi-
tine sahip bir temel dizi olsun. (yn) C X dizisi icin

esitsizligi saglanwrsa (x,,) ve (yn) dizileri kongruenttir. Ayrica
(i) (x,) baz ise (y,,) de bazdir.
(ii) (yn) bir temel dizidir.

(iii) [z, tamamlayicy ise [y, de tamamlayicidir.

*
n

Ispat. (z3) C [z,]*, (x,) dizisinin biortogonal fonksiyonelleri olmak iizere her n > 2 ve
herhangi z € [z, i¢in

_Zx
k=1

S

k=1

ifadesine sahibiz. Buaradn
|z (@)znll = [|Sn(z) = Sp1(2)]|

< 2K

ve boylece ||z ||||z,|| < 2K olur. n = 1 i¢in ||zf||[|z1]] < K oldugu kolayca goriiliir.
x, fonksiyonellerinin yerine Hahn-Banach genislemesi olan ﬁ fonksiyonelleri alinsa bile,

yukarida elde edilen esitsizlikler saglanir. Simdi, her bir x € X icin

@:$+iﬁwmwﬁﬁ

doniigiimiinii tanimlayalim. Bu durumda

T R DEACHI

= YUn

Ve
1Al < 1+Z|lﬁlll|yn—xn|l

n=1 H n“
= 144
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oldugundan A : X — X, A(z,) = vy, ile sinirlt bir dontigiimdiir. Buradan

lA=1l < 3 llailllyn — zall =0
n=1
< 1
olarak bulunur. Teorem 2.1.3’dan, I — (I — A) = A doniisiimiiniin tersi vardir ve

v
L—A=1|
= (1-46)7"

A7 <

olur. Sonug olarak, A(z,) = y, olacak sekilde A : X — X terslenebilir doniisiimii elde
edilir. Boylece Tanim 3.2.20’den, (z,,) ve (y,) dizileri kongruenttir. O

Teorem 3.2.22. [32, Bessaga-Pelczynski Se¢cme Prensibi] (x,), X Banach uzaymin K baz
sabitine sahip bir bazi ve (x})) C X* olsun. (y,) C X dizisi

(i) inf, ||(ya)]l > 0,
(ii) Her k € Nigin lim,,_,o 2} (yn) =0

sartlari saglasin. Bu takdirde (x,) bazimin bir (z) blok temel dizisine kongruent olan
(Yn,.) C (yn) dizisi vardir. Aymi sonug, (y,,) dizisinin sifira zayif yakinsak; fakat norm yakin-

sak olmadig1 durumda da elde edilir.

Ispat. o =inf, ||(y,)]| > 0ve 0 < v < § oldugunu kabul edelim. (z,,) baz oldugundan

m m-+n
Y alk)z|| < K| alk)xy
k=1 k=1

esitsizligi ve (y,,) C (y,) dizisi i¢in
Yr = D T (Y, )T
k=1

geniglemesi saglanir. ny = 1 ve p = 0 olarak segilsin. Buradan S,,, (x,) bazinin m-inci

kismi toplami olmak iizere

[e.e]

Z ZL"Z (ym )xk
k=r1+1
(e

2K

Hym - Sﬁym H =

<
olacak sekilde r; € N vardir. (i¢)’den, her k£ € N igin lim,,_,o 2} (y,) = 0 oldugundan

=0

lim S,,y, = lim
n—oo n—oo

r1
Z xZ(yn)xk
k=1
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ve bu yiizden

1Skl =

r1
Z xZ(yn2)xk
k=1

UZOé

2K

<

esitsizligini saglayan ny > ny vardir. Aym sekilde, (x,,) dizisi X i¢in bir baz oldugundan

(Yn,) dizisi

Yny = Z IZ(Z/m)Q?k
k=1

geniglemesini saglar. Bu yiizden

[e.e]

> Ti(Yna)

k=r2+1

||yn2 - Srzym” =

v2a

< JEE—
2K

olacak sekilde 5 > r; secilebilir ve lim,, o, S;,¥, = 0 oldugundan

T2
Z :L‘;; (yng)xk
k=1

’USOé

2K

||ST2yn3H —

esitsizligini saglayan nz > n, vardir. Boyle devam ederek,

Tk—1

Z xZ(ynk)xk
k=1

Uk(l/

2K

1Src s Y|

veE

o)
Z x]:(ynk>$k
k:T'k—l-l

UkOé

2K

Hynk - SrkynkH =

<
olacak sekilde ry = 0, tam sayilarin bir () dizisi ve (y,,,) C X elde edelir. Her bir £ € N
icin
Zk = Y — Sre 1 Yny

Tk

k=rp_1+1
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olarak tamimlayalim. (zj), (z,) bazinmn bir blok temel dizisidir. Boylece Lemma 3.2.19’dan

(zr), K’dan daha kiigiik bir baz sabiti ile temel dizi olur. Diger taraftan,

a=llynl = (rkZIJF Z T Z )xk%k

k=1 k= =Tk — 1+1 k= ’I’k+1

Tk—1 [e’e)
< ( + > )m}i(ynk)xk + [lz
k=1 k=ri+1
< Yo v
— 4+ — z
= 9K " or I
ve boylece
UkOé
lznll > o = —=
v
. 3.1)
> a(l—v)

olur. Ayrica,

||Zk - ynk” < ||ynk - STkynk” + ”STk—lynkH
2K

olarak bulunur. Buradan (3.1) ve (3.2) esitsizlikleri kullanilirsa

Pt szH
= 2(1—-v) lv 1
1—w
= 2v(l—v)?
o8
9
ifadesi elde edilir. Teorem 3.2.21°den, (ys,, ) dizisi (z;) dizisine kongruent bir temel dizi olur.

v istenildigi kadar kiiciik alinabileceginden, (v, ) dizisinin baz sabitini /’ya yakin olarak
alabiliriz. Ayni zamanda, (z;) dizisi X uzayinda tamamlayici bir dizi ise (y,, ) dizisi de

tamamlayicidir. [

3.3 ¢, Uzaymm Iceren Banach Uzaylari

Bu kisimda, ¢y uzayinin kopyasini ya da tamamlayici kopyasini iceren Banach uzay-
larmin karakterizasyonu verilecektir. Burada, ¢y uzayinin standart bazina denk olan temel

diziler cy-dizisi olarak adlandirilacaktir.

Tanmim 3.3.1. [59] X ve Y Banach uzaylar i¢in, X uzay1 Y uzayina izomorfik bir alt uzaya

sahipse X, Y nin bir kopyasini igerir denir.
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X uzaymin Y uzayina izomorfik tamamlayici bir altuzay1 varsa X uzay1 Y uzayinin

tamamlayici bir kopyasini igerir denir.

Sifira yakinsak ¢ dizilerin uzayimnin sinirh dizilerin /., uzayinin tamamlayici altuzay1

olmadigini gosterecegiz.

Lemma 3.3.2. [32] Her sayilabilir sonsuz S kiimesi, herhangi iki elemani sonlu kesisime

sahip olan sonsuz alt kiimelerin sayilamaz bir { A;};c ailesini icerir.

Ispat. S kiimesini [0, 1] aralifindaki rasyonel sayilar kiimesi alalim ve S’ = [0, 1] \ S olsun.
Heri € S’ ve n € Nigin

gn — 1%, N — 00

olacak sekilde (¢,,) C S dizisi vardir. A; = {(¢,) : g, — i} seklindeki kiimeler tanimlanirsa,
¢ irrasyonel say1 oldugu i¢in sayllamaz-sonsuz elemanl ve ¢ # j iken A; N A; sonlu kesisimli

olacagindan, lemmanin sartlarini saglar. [

A, dogal sayilarin bir alt kiimesi olmak iizere,
loo(A) = {x = (2(k)) € los : k & Aise x(k) =0}
kiimesini tanimlayalim. ¢, (A), {,, uzaymn bir altuzayidir.

Teorem 3.3.3. [32] T : (o, — lo doniisiimii her x € cq icin Tx = 0 olacak sekilde sinirli
bir doniigiim olsun. Bu durumda, her © € ((A) icin Tx = 0 olacak sekilde dogal sayilarin

sonsuz elemanli bir A alt kiimesi vardir.

Teorem 3.3.4. [32, 60, Phillips-Sobczyk Teoremi] { ., uzaymndan cy uzayina sinirl bir izdiisiim

doniistimii yoktur.

Ispat. P : (., — cy sinirli bir izdiisiim doniisiimii olsun. 7' = I — P doniisiimiinii g6z oniine

alalim. P : (o, — ¢q sinirh bir izdiigiim oldugundan her x € ¢ igin
Pr=xveTr=(I—P)(z)=0
olur. Bu yiizden 7' = [ — P doniigiimiine Teorem 3.3.3”ii uygularsak her = € £, (A) igin
Tex=(I—-P)(z)=0
olacak sekilde dogal sayilarin sonsuz bir A alt kiimesi elde ederiz. Buradan her x € (., (A)
icin
Pr=xz

oldugu agiktir. Bu ise bir celigkidir. [
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Simdi de, ¢y uzayinin kopyasini igceren Banach uzayinin karakterizasyonunu verelim.

Teorem 3.3.5. [35] (x,,) yart normalize edilmis bir dizi ve Yo" | x,, zayif sartsiz yakinsak
bir seri olsun. Bu durumda (x,,) temel dizisi ¢y uzaymin birim vektor bazina denktir. Yani

[x,] uzayr co uzaymna izomorfiktir.

Teorem 3.3.6. [6, 61, Bessaga-Pelczynski Teoremi] X bir Banach uzay: olmak iizere asagi-

daki sartlar denktir:

(i) X uzaywnda sartsiz yakinsak olamayan bir zayif sartsiz Cauchy seri vardur,
(ii) inf, ||z, || > 0 olacak sekilde X uzayinda bir zayif sartsiz Cauchy ¥, ,, serisi vardur,

(iii) X uzayt cy uzaywmna izomorfik olan bir altuzayr icerir.

Son olarak, ¢y uzayinin tamamlayici kopyasini iceren Banach uzaylarinin karakterizas-
yonunu verelim. Oncelikle Sobczyk teoreminde (Teorem 3.3.9) kullanilacak olan asagidaki

sonuca ihtiyag¢ vardir.

Onerme 3.3.7. [62] Bir X Banach uzaymdan cy uzaywma olan sinirli-lineer doniisiimler,
X* uzayinda sifira zayif* yakinsak olan dizilere karsilik gelir. Yani T : X — c¢q siirekli
ve lineer bir doniisiim olmast icin gerek ve yeter sart her x € X icin T(x) = (x(z)) ve

x) — 0 zayif* yakinsak olacak sekilde (z})) C X* dizisinin bulunmasidur.
Lemma 3.3.8. [32] X bir Banach uzayt olsun.
(i) X ayrilabilir ise By« zayif topolojiye gére metriklenebilirdir.
(ii) (z}) C X*, X icin aywran bir dizi olsun, yani her n € Nigin x}(x) = 0 iken x = 0’dwr.

Bu takdirde X uzaywun her zayif kompakt alt kiimesi zayif topolojiye gore metrik-

lenebilirdir.

Teorem 3.3.9. [32, 60, Sobczyk Teoremi] X ayrilabilir bir Banach uzay: olsun. E uzayi
Xin kapali bir altuzay ve T : E — ¢ sunurli bir déniisiim ise T|p = T ve | T|| < 2||T|

olacak gekilde T:X = ¢ doniisiimii vardir.

Sonug 3.3.10. /32] E, X ayrilabilir Banach uzaymn kapali lineer bir altuzay: olsun. Bu
takdirde I uzayt cy uzayina izomorfik ise X uzayindan I uzayina bir P izdiigiim doniisiimii

vardir.

Ispat. T : E — ¢ birizomorfizma olsun. Sobczyk teoreminden (Teorem 3.3.9), 1" doniisiimiiniin
Tlp =T ve |T| < 2|7
olacak sekilde bir T:X = ¢ geniglemesi vardir. Buradan
P=T"'oT

doniigiimiiniin X uzayindan F uzayna bir izdiisiim ve || P|| < 2 oldugu kolayca goriiliir. [

29



Onerme 3.3.11. [59] (xy,) dizisi X uzayinda bir cy-dizisi olsun. (x,,) dizisinin tamamlayict
dizi olmasi icin gerek ve yeter

x5 (L) = 6(n,m)
sartint saglayan bir (x),) C X* zayif* sifir dizisinin bulunmasudur.

Tamamlayici ¢y dizilerini bulmak i¢in kullanilacak temel kriter asagidaki teorem ola-

caktir.

Teorem 3.3.12. [59] >°° | x,,, X Banach uzayinda zayif sartsiz yakinsak bir seri olsun. (x,,)

dizisinin tamamlay:ci bir cy-alt dizisine (temel diziye) sahip olmasi icin gerek ve yeter sart

v () 0
sartimi saglayan bir (x))) C X* zayif* sifir dizisinin bulunmasidur.

Ispat. 3°°°, x,, X Banach uzayinda zay1f sarts1z yakinsak bir seri ve (z) C X*
o (2n) 7+ 0

olacak sekilde bir zayif* sifir dizi olsun. n € N i¢in
|25 (2n)] > 0

olacak sekilde § > 0 mevcut oldugunu kabul edelim. Buradan 7" doniisiimiinii, Onerme
3.3.7°deki gibi (z7) ile iliskili sinirli-lineer bir doniisiim olarak alalm. Bu durumda T

n

doniistimii her x € X icin
T:X —=c, T(z)=(z:(2))

seklinde tanimlanabilir.

Simdi, >0° , @, ve >0, T'(x,,) serilerinin Teorem 3.3.5’in sartlarini sagladigini gostere-
cegiz. IIk olarak, (x,,) dizisini g6z Oniine alalim. Teoremin ifadesinden, Y ° ; x,, serisinin
zayif sartsiz Cauchy oldugu goriiliir. Diger taraftan, 7" dontigiimiiniin simirlhihigindan, || 7z|| <

C'||z|| olacak sekilde bir C' > 0 say1s1 vardir. Kabulden,
0<0<||Tz,| < Clzy|
oldugundan her n € N i¢in

0< 2= 5 <l

olarak elde edilir. Bu ise (x,) dizisinin yar1 normalize edilmis olmasi demektir. Simdi

de, T'(z,) dizisini goz oniine alirsak, |z (z,)| = |T'(z,)| > ¢ oldugundan T'(x,,) dizisi
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yar1 normalize edilmis olur. Buradan > °°, x,, zayif sartsiz Cauchy seri oldugundan her

y* € ¢; =1y i¢in

i_ojlw*(Txnn - iw*y*(w
- i 2 (@)
< o

olarak elde edilir. Boylece (z,,) ve T'(x,,) dizilerinin her ikisinin de ¢(-dizisi oldugunu kabul
edebiliriz. T'(z,) = (y») olarak alahm. F, (z,,) dizisinin kapali-lineer gereni ve G de, (y,)

dizisinin kapali-lineer gereni ise

seklinde tanimli doniisiim bir izomorfizma olur. Sonug 3.3.10’dan, (y,,) dizilerinin kapalt
lineer spani olan GG uzayi ¢, uzayinda tamamlayici olur. P : ¢y — G bir izdiigiim olsun. Bu
durumda

(T|p) toPoT:X - F

seklinde tanimli dontigiim bir izdiisimdiir. Sonug olarak (z,,) dizisi, X Banach uzayinda cy
uzayinin birim vektor bazina denk olan tamamlayici bir dizi olur. Boylece ispat tamamlanir.
O]
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4. Cesy UZAYI VE BAZI OZELLIKLERI

Bu boliimde, Ces, uzayi inga edilecek ve bazi 6zellikleri incelenecektir. Bir Banach

uzayinin C'es uzayimnin kopyasini igermesinin gerek ve yeter sart1 verilecektir.

4.1 Cesy uzay

Cesaro ortalamasi sifira yakinsak olan dizilerin kiimesini

n

Cesy = {x = (x(k)) e w: (1 > x(k’)) dizisi sifira yaklnsak}

=1
ile temsil edelim.
Teorem 4.1.1. Ces kiimesi dizilerde koordinatsal toplama ve skalerle carpma islemleriyle
bir vektor uzayr tegkil edip,
1 n
el =sup 1 3~ (1)

normu ile bir Banach uzayudir.

Ispat. Cesy’nin vektor uzay1 oldugunu gostermek icin " Her z = (z(4)),y = (y(i)) € Cesy
ve a, € Kigin ax 4 Sy € Cesi oldugunu gosterelim.
x = (x(i)),y = (y(i)) € Cesp oldugu dikkate alinirsa,
Ny . .
Jim -~ (]Zl(wf(J) + By(J))) = [lim ~ " Z ax(j) + lim ~ " Z By(J
: 1 -
= a,}:f%on; o) +4 lgalo] > 40
=0
bulundugundan ax + Sy € Cesq olur, bu ise Ces, kiimesinin w uzayinin bir alt dizisi
oldugunu gosterir.
I|-||ceso : Ceso — R fonksiyonun bir norm oldugunu gosterelim.

x = (x(i)) € Cesg alahm. Bu durumda, verilen € > 0 sayisina baglh n > n,. iken
1 n
=Y z(j)| <e
n =

esitsizligini saglayacak bicimde n. € N vardir.

m = maks{le(V)], 5(1x(1) + 2()), 2 (12(1) +2(2) + 2B)]), .~

3

alinirsa, n € N igin

Sa

j=1

olur ki, bu ||z]|ces, = sup,, ‘% > x(j)‘ < 00, yani sinirl olur.
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(i) ||z]|ces, = 0 olsun. Her n € N i¢in % 251 7(j) = 0 olur. Oyle ise her n € N i¢in

o) = n(iiuﬁ)—(n—n (ni x<j>)
-0

—_
<. 3
M7
Ll —

olacagindan z = 0 bulunur.

|0|lces, = 0 oldugu agiktir.

(i1)) a € K olmak iizere

Z()é!l?

loax|lces, = SUP

3" 5(5)

J=1

1
n

= |afsup
n
= |a|l|lz]lces,
olur.

(iii)) =z = (2(7)),y = (y(i)) € Cesp olmak tizere

1 & : :
12+ yllces, = sup|=> (2(j) +y(7))
1 n
< sup—Zx —|—Sup Zy
n nj:l TL

= [|7]lces, + 1yllceso

olarak elde edilir.
(i)-(iii) sartlar1 saglandigindan, (Ceso, ||.||ces, ) bir normlu uzaydir.

(Ceso, ||-||ceso) uzaymin tamhigin gostermek icin (Cesy, ||.||ces,) uzayinda bir (x,,)
Cauchy dizisi gbzoniine alalim. Bu durumda, verilen ¢ > 0 i¢in n,m > n. oldugunda
|z — Tmllces, < € olacak sekilde bir n. € N vardir. (z;) noktasinin k-nci bilegenini

(z1(k)) ile gosterelim. € > 0 ve n, m > n. oldugunda

oK) = (] = B ) — 7)) — (6 = DG X 0) = )

S 2“1’” - CUm“C’eso

< 2

esitsizligin saglayan bir n. € N sayist vardir. Buradan, herhangi bir £ € N i¢gin (z,(k))
skalerler dizisi bir Cauchy dizisidir. K tam oldugundan her k& € N i¢in x,, (k) — x(k) olacak
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bicimde z(k) sayilart vardir. n, m > n. igin

LS (nG) = )

=1

sup
i

<e€

oldugundan, n, m > n. ve herhangi bir © € N i¢in

LS () — 2m(5)

] j=

<€

olarak elde edilir. Burada, n — oo i¢in limite gecilirse, € > 0, m > n. ve her ¢ € N i¢in

LS @) - )

Lo

<e

olacak sekilde bir n. € N vardir. Su halde, z,,, — x olur. Diger taraftan,

H@mw%ozamigx

7

< sup 72 ) — Zm(J —|—Sup

Z INONU_ 2,0(j )‘

ve
L1 . |1 1
lim|= ) z(j)| = lim 72 ) — ()| + 1im | = Y 20 (4)
O K i i I K
= 0
oldugundan x € Ces, ve boylece (Cesy, ||.||ces,) uzay1 tamdir. O

4.2 Cesy Uzaymn Bazi Ozellikleri

Teorem 4.2.1. Cesy uzayi ¢y uzayina izomorftur.

Ispat. T : Cesy — co, Tx = (% Zzzox(k)) doniigiimii g6z6niine alinirsa, 7' doniisiimi

birebir, 6rten ve sinirli oldugu hemen goriiliir. Acik doniisiim teoreminden 7'~! mevcut ve

Tx|ey = ||%]|ces, 0ldugundan, Cesy uzayt ile ¢ uzay izometrik izomorftur.
0

stirekli olup,

Teorem 4.2.2. Cesg uzayimn f-duali h uzayidir.

Ispat. Cesy uzayi ile cq uzay: izometrik izomorf ve Cesy = (co)c, oldugundan, Teorem

2.2.5’den her f € Ces fonsiyoneli i¢in

f(z) = g(Ciz)
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esitligini saglayan bir g € ¢}, = ¢; fonksiyoneli mevcuttur. Buradan,

flex) = g(Cier)
= S La(i) (a = (ak) € 1)

i—k U

esitlig elde edilir. u(k) = f(ex) alinirsa

u(l) = flel)
1 1 1

1)+ 5@(2) + ga(?)) + Za(ll) + -

I
e
—~~ T

[
no
~—

a(2) + ;a(B) + ia(él) + éa(5) 4.

—~
D
w
~

a(3) + lea(él) + ;)CL(E)) + éa(G) 4o

—~
®
N
~—

1 1 1
a(4) + za(5) + za(6) + Za(7) + -

=S W R N~

esitliklerinden

1
2
3
4

a

Q

Q

(1)
(2)
(3)
a(4)
elde edilir. a = (a(k)) € ¢; oldugundan

lim u(n) —OveZk|u )—u(k+1)] < oo

elde edilir. Buna gore, C'esg uzaymin f duali,

Ces) = {u:(u<k)):u(k):f(e>feces;;}
= = (u(k)) Zk|u —u(k +1)] <oove limu(n) = 0}

I
>

bulunur.

Teorem 4.2.3. Cesg uzayi cy uzayint icerir.
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Ispat. v = (z(k)) € ¢y alalm. Bu durumda verilen ¢ > 0 igin bir n. € N bulunabilir ki

n > n. oldugunda |z(n)| < € olur. n > n. olmak tizere

1 n 1 no 1 n
Zx(k)\ < Zx<k>]+ LSt
n3 n [y m—
1 Mo 1 n
< Zx(k)|+ > e
k=1 " k=no+1

olup, n — oo i¢in limit alinirsa,

bulunur ki bu = (x(k)) elemanin Ces, uzayinda bulundugunu gosterir. ¢, uzaymdaki her

eleman bakimindan yukaridaki tartisma gecerli olacagindan
co C Cesg

kapsamasi gecerlidir.
Diger taraftan, z = ((—1)") dizisi C'esy uzayinda bulundugu halde ¢, uzayinda bulun-

madigindan ¢y C Cesy kapsamasi kesindir. [
Teorem 4.2.4. Cesy uzayr ile (., uzaylart birbirini kapsamazlar.
Ispat. Bunun igin Cesg \ £o # 0 ve lo \ Cesy # 0 oldugunu gosterelim.

a = (a(k)) dizisini

4.1)

Vi, E=t3t=1,2,34,..
a(k) = .
0 , diger durumlarda

seklinde tanimlayalim.

LS hath) = 13
" p=1 =1
tt+1) 4 3
= "<n<(t+1
SV e cn<ir
oldugundan
1 n
lim = a(k) =0
Ry

bulunur. Buradan a € Cesy oldugu anlagilir. Diger taraftan,

sup |a(k)| = oo
k
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oldugundan a ¢ ¢, olup, a € Cesg \ ¢~ dolayisiyla
Cesg \ loo # 0

bulunur.
e=(1,1,1,...) € { dizisini g6zoniine alalim. Her n € N i¢in

n

D e(k)=1

bl
—_

oldugundan

bulunur. Bu e ¢ Cesy oldugunu gosterir. Su halde
lso \ Cesg # ()

oldugu goriiliir.

Teorem 4.2.5. Cesg uzayit AD ozelligine sahiptir.

Ispat. ¢; = (0,0,0,...,0,1,0,...) € ¢ elemant igin (= i_iei(j) = (0,0,0,..0,1/n,1/(n+
1),1/(n+2),...) olup,

> ei(j) =0

J=1

lim
n

bulunur. Bu ise e; € Cesy oldugunu gosterir. Her ¢ € N igin e; € Cesy ve Cesq bir
vektor uzay1 oldugundan span{e; : i € N} = ¢ C Ces, elde edilir. Cesy uzaymn siirekli
dualindeki her f fonksiyoneli, g € ¢ olmak iizere f(z) = g(Cix) seklindedir [38]. ¢ uzay1

¢, uzayina izomorf oldugundan, g fonksiyoneline karsilik gelen vektor a = (a(k)) € ¢; ise
fle) = g(Ciei)
= Z a(k:)(CleZ)k

k

= Cja

olur. Burada C*, Cesaro matrisinin transpozudur. Cta = 0 esitliginden,

a(1)+;a(2)+;a(3)+ia(4)+--- _ 0
Ja(2) + 3a(3) + gald) +- = 0

1 1
La(3) + qa@) 4 = 0
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denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢éziimiinden a = 0 bulunur. Buradan,
f € Ces} igin f(¢) = 0 olmast f fonksiyonelinin sifir olmasini gerektirdiginden, Hahn-
Banach Teoremi sonuglarindan Sonug 2.1.17 geregi, ¢, C'esg uzayinda yogundur. Buna gore

Cesg uzay1 AD ozelligine sahiptir. 0
Cesg uzay1 AD ozelligine sahip oldugundan, Teorem 2.2.13’dan,

Teorem 4.2.6. Cesg uzayinin siirekli duali h uzaymna izomorftur.

Teorem 4.2.7. Cesy uzay: yansumalr degildir.

Ispat. Teorem 4.2.6’den Ces}; = h ve Teorem 2.2.19°den h* = Ces,, oludugundan, Ces}* #

Cesg olur. Yansimali uzay tanimi dikkate alinirsa, C'es, uzayinin yansimali olmadigi goriiliir.
O

Teorem 4.2.8. Cesy uzayi,

- Cesyg x Cesy — Clesg
(,y) — xy=(x(k)y(k))
seklinde tanmimli (dizilerin koordinatsal) ¢carpim ile bir Banach cebiri teskil etmez.

Ispat. Bununigin x = (z(k)),y = (y(k)) € Cesg igin 2y = (z(k)y(k)) & Ces oldugunu
gosteren x, y elemanlarin varligini gosterelim.

= (2(k)) = ((-1)*) ve y = (y(k)) = ((—1)**1) seklinde alirsak, z,y € Ces olup,
zy = (—1,—-1,—1,...) € Cesq bulunur. O

Teorem 4.2.9. Cesy uzay: solid uzay degildir.
Ispat. Bunun igin
A= {2 = (2(k)) : B = (b(k)) € Ceso, ¥k € N, |2(k)| < [b(k)]}

dizi kiimesinin C'es, uzayinin bir alt kiimesi olmadigin1 gosterelim.

z = (1,1,1,1,...) dizisi i¢in b = ((—1)*) € Cesy elemanim gdzdniine alalim. Her
k € Nigin |z(k)| = |b(k)| esitligi gegerli oldugundan z = (z(k)) € A olur. Hern € N
icin £ °7_, z(k) = 1 oldugundan z elemani Ces, uzayinin elemani degildir.Buna gore A ¢

C'esg bulunacagindan, C'es, uzayi solid uzay degildir. ]

Clesg uzayi ¢ dizi uzayina izomorf ve ¢y uzayinin bir bazi bulundugundan, C'es, uzayi
da baz ctimlesine sahiptir. C'es ile ¢y uzayini izomorf yapan 7" doniisiimiinden ve ¢y uzayinin
bazindan faydalanarak, C'esy uzayinin bir baz ciimlesini bulabiriz. ¢y uzaymin {eg, k € N}
standart baz kiimesinin 7" doniisiimiine gore ters goriintiisii olan {71 (e;) : k € N} kiimesi

C'esy uzayi1 i¢in baz olacagindan;
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Teorem 4.2.10.

n , k=n
bo(k) =% —n , k=n+1 (nmk=1,2,...)
0 ., digerleri

olmak iizere, {b,} C Cesy kiimesi C'esq uzayt icin bir Schauder bazidur.
Teorem 4.2.11. Cesg uzayt bir AB uzaydur.

Ispat. Sonug 2.2.18 den X = ¢y alinirsa, (c¢p)c, = Cesy bulunacagindan, Cesy uzayr AB

ozelligine sahiptir. [
Teorem 4.2.12. Ces, uzayt bir AK uzaydir.

Ispat. AK uzay olma ile ilgili Teorem 2.2.8, C'esy uzaymin AD oldugunu gosteren Teorem
4.2.5 ve AB oldugunu ifade eden Teorem 4.2.11 dikkate alinirsa, C'esy uzaymin AK uzay

oldugu goriiliir. [
Teorem 4.2.13. Cesg uzaymmin (3- ve y-duali h uzayidir.

Ispat. Cesy uzay1 ¢ uzaymi igeren bir BK dizi uzay1 oldugundan, Teorem 2.2.13 (i)’den
Cesy C Ces) C Ces})

kapsamasi gegerlidir. Teorem 4.2.12 dan, C'esg uzay1r AK 6zelligine sahip oldugundan, Teo-
rem 2.2.13 (ii)’den
C esg = C’esg

esitligine ulagilir. Teorem 4.2.2’den
Ces{; =h

bulundugundan
Cesy = Ces) = h

elde edilir. ]
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5. Cesy UZAYI VE SARTSIZ YAKINSAK SERILER

Bu kisimda, C'es( uzay1 iizerinde tanimlanmig sinirli lineer doniisiim ve kompakt doniigiim-
lerin karakterizasyonunu zayif sartsiz Cauchy ve sartsiz yakinsak serilerle verilecektir. Daha
sonra, C'esq 1n sonsuz boyutlu bir altuzayinin kendisine izomorfik ve C'es, uzayinda tamam-
layic1 oldugu gosterilecektir.

5.1 Cesy Uzaymin Baz Ciimlesi ve Bazi1 Operatorler

Teorem 5.1.1. b, Cesg uzayinda sartsiz yakinsak olmayan fakat zayif sartsiz bir Cauchy

seridir.
Ispat. 3", b, serisi genel terimi olan b,, igin,
”anCeSO =1

oldugundan, serinin genel terimi sifira yakinsamaz. Dolayisiyla, Y, b,, serisi yakinsak degildir

ve boylece sartsiz yakinsak olamaz. Diger taraftan, her * € Ces; icin
z*(z) = y*(C1z)
esitligini saglayan en az bir y* € ¢ var oldugundan,
1)l = > Iy (Ciby)
J J
< Yl
J

ve 3_; e; serisi ¢y uzayinda zayif sartsiz Cauchy seri oldugundan yukaridaki toplam sonlu

olur. Bu yiizden }_,, b,, zayif sartsiz Cauchy seridir. [

Teorem 5.1.2. X Banach uzayt ve T : Cesqy — X lineer bir doniisiim ve her n € N icin
Tb, = x,, olsun. T" doniisiimiiniin stnirli olmast icin gerek ve yeter sart y_,, ©,, serisinin zayif

sartsiz Cauchy bulunmasidur.

Ispat. T € B(Cesy, X) olsun. Her z* € X* fonksiyoneli igin
Dol (@)l = Y [ (Thy)]
n=1 n=1

= > [T"2"(by)]
n=1

esitligi elde edilir. Burada 7™, T" doniisiimiiniin adjoint doniisiimii olup, 7*z* € Cles; ve

(by,) dizisi C'esy uzayinda bir zayif sartsiz Cauchy seri teskil ettiginden
> [ ()] < o
n=1
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bulunur. Her z* € X* i¢in >0°, |z*(x,)| < oo oldugundan, Y, z, serisi zayif sartsiz
Cauchy serisidir.
Tersine, ), x,, serisi zayif sartsiz Cauchy olsun.
¢ = span{ey, : k € N} kiimesi iizerinde tanimli
. . x [1F
T:¢p— X, Ta:kz_:l (k;oz(z)> Tp
doniisiimiinii gozoniine alalim. Her o = («(i)) € ¢ i¢in ( Sk ali )) € ¢o Ve Y, T, serisi
zayif sartsiz Cauchy oldugundan Y 72, (% >k a(i)) ), € X olup, bu ise T’ doniisiimiiniin

iyi tanimli oldugunu gosterir.

S={§3<;ia<z’>>xkex a=al) €6, ol <1

k=1 \M =1
kiimesini tanimlayalim. Her * € X™ icin

(S

00
>
= =1

IA
K

olur. Buradan ), ,, serisi zay1f sartsiz Cauchy serisi oldugundan
z* (Z (k > a(i)) a:k> < M.sup | (k > a(i)) |
‘ k i=1

k=1 i=1
esitsizligini saglayan M > 0 sayist vardir. Buradan S kiimesinin zayif sinirlt oldugu ve

Teorem 2.1.26 geregi norm sinirlt oldugu goriiliir. Teorem 4.2.5’den dolay1 C'esy uzayr AD

ozellikli oldugundan 7" doniisiimii
T:Cesyg — X

sinirl lineer doniisiimiine genisletilebilir. Diger taraftan, her bir j € N icin

= i (}{ZJ@(@)) T = T;

olur. ]

Teorem 5.1.3. >, v, X Banach uzayinda bir zayif sartsiz Cauchy serisi olsun. Y, xy
serisinin gartsiz yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart her n € N icin Tb,, = z,, olmak

iizere, T' : Cesy — X doniigtimiiniin kompakt olmasidir.

Ispat. ¥, x, sartsiz yakinsak bir seri ve S,,, by, bazi ile iligkili kismi toplam izdiisiimii olsun.

T' doniigtimiiniin kompakt olmasi icin
lim [T —T8,| =0 (5.1)
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oldugunu gostermemiz yeterlidir. € > 0 verildiginde, sartsiz yakinsak serilerin 6zelliginden

(Teorem 3.1.13), K; {n + 1,n + 2, ...} kiimesinin sonlu bir altkiimesi olmak iizere

olacak sekilde n = n. sayisini bulabiliriz. Simdi, 2* € By« igin Rex*(x) kismini goz

Oniine alalim. n > m > n. olacak sekilde secelim ve ayn1 zamanda
Kt={m<k<n:z"(x) >0}
ve

K- ={m<k<n:az"(x) <0}

()

kiimelerini olugturalim. Buradan ||z*|| < 1 i¢in

+

keK

< sup |z¥ Zxk + sup |z” Zxk
z*EB x* keK+ z*EB x* keK—

= Z Tkl + Z Tk
keK+ keK

< €+8
— — =¢

-2 2

esitsizligi elde edilir. Buradan o = («(n)) € B, ise her z* € X* ve n > m i¢in

(S £0)-)

k=1 =1

|z (Ta — TSp(a)| =

VAN
w
>~ e
e}

< ¢

T —TS,|| = sup |[2°(T—T8S,))

< ¢

olarak elde edilir. Boylece (5.1)’deki ifade saglanir.

T doniisiimiin kompakt oldugunu kabul edelim. Buradan
T : Cesy" = X C X™*
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doniistimiinii goz oniine alalm. 7™ doniigimiiniin Bees;- kiimesine kisitlanigt zayif*-norm
siireklidir. Bu ylizden her 7 permiitasyonu icin > | by (,) serisi Cesg* = Cesy, uzayinda
zayif* yakinsak oldugundan her 7 permiitasyonu igin >-° | 7 () serisi X uzayinda yakinsak

olur. Buise }>,° ; =, serisinin X uzayinda sartsiz yakinsak olmasi demektir. 0

Teorem 5.1.4. Cesy uzayinda normallegstirilmis bir (z;) blok temel dizisi, (b;) bazi ile

izomorfiktir ve [z uzayt Cesy uzaymn tamamlayict bir altuzayidur.

Ispat. (z) blok dizisini

Tk
ze= >, a(jb;, keN
J=Tk—1+1
seklinde tamimlayalim. Ayrica 0 = ry < r; < 13 < ... pozitif tam sayilar ve (a(j)) (j € N)
skalerler olmak iizere,

2kllcess =  sup fa())] =1
re_1+1<i<rg

olsun. Ilk olarak (z) ile (by) dizilerinin izomorfik oldugunu gosterelim. Herhangi bir
c(1),¢(2),...,c(m) (m € N) skalerleri i¢in

m m Tk
3 e(k)z = ISek) Y ali)h
k=1 Ceso k=1 i=rg_1+1 Ceso

= sup |e(k)|  sup  fe(i)]
1<k<m re—1+1<i<rg

= sup [c(k)]
1<k<m

k=1

Cesg

esitsizligi saglanir. Boylece (zi) ile (bg) dizileri izomorfik olur. Simdi [z;] min ¢s uza-
yinda tamamlayict oldugunu gostermek icin P : Cesy — [z;] doniisiimiinii insa edelim

ve sinirli-lineer bir izdiigiim doniigsiimii oldugunu gosterelim. (by) dizisine biortogonal olan

fonksiyonelleri,
b= (2], (e
=\ = €|, ?
" mi=
oldugundan,
b,t(bm>={ T em=12,0)
, n#EmM
olur. Simdi,
Tk Tk
Yo le@l=1 ve > c(a(i) =1
J=rg—1+1 J=rg—1+1



olacak sekilde (c(j)) (rg_1 + 1 < j < 1) skalerlerini segelim. Buradan

Tk

J=Tk—1+1
olarak alirsak
Tk
2kl = > g
J=rg_1+1
Tk
= > el
Jj=rp_1+1
= 1
ve
Tm Tk

mlz) = 3 X c@)alh)bi(b)

t=rm-1+1j=rg_1+1
y 1, m=k
0, m#k
ifadelerini elde ederiz. Bu yiizden (z;}) ile (z) dizileri biortogonal olur. Bdylece P izdiisiim

doniisiimiinii,
Pla) =" z(a)z
k=1

seklinde tanimlayabiliriz. P doniisiimiiniin lineerligi aciktir. Diger taraftan her bir o =
(a(n)) € ¢igin

[e.9]

Z zr(a)zg

k=1

1P(e)lces

Cesg
o)

Z 25 () by,

k=1

= sup [z(a)
1<k<n

— s | > (i)

1<k<n |;_

= s | 3 i) Yal)

1<k<n

Cesg

< sup Y. c(4)] sup

lgkgnj:,rk_l_;'_l 1<k<n

= ||a||0350

olacagindan P doniisiimii sinirl olur ve bdylece ispat tamamlanir. 0
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Teorem 5.1.5. Y, Cesy uzayinin herhangi sonsuz boyutlu kapali bir altuzayt olmak iizere,
Cesg uzayina izomorfik ve Cesy uzayinda tamamlayict olan Y 'nin kapalt bir Yy altuzay:

vardur.
Ispat. Y uzay1 sonsuz boyutlu oldugundan her n € N igin ||y, || = 1 olmak lizere 1 < k < n
icin

by (yn) =0

olacak sekilde (y,) C Y dizisi vardir. Eger bu ifade saglanmazsa, baz1 k& < n indisleri i¢in
bi:(yn) # 0 olur. Buradan

Sy :Cesg =Y, Sy (i a(n)bn> = f: a(n)b,

n=1 n=1
kismi toplam izdiisiimiinii tanimlayalim. Bu doniisiim lineer ve siireklidir. Buradan y # 0

olacak sekilde y € Y dizisini alirsak bazi k£ < n indisleri i¢in

bi.(Yn) # 0

oldugundan en az bir M € N i¢in Sy(y) # 0 olur. Bu yiizden S); doniigiimii 1 — 1
ve boylece acik doniisiim teoreminden izomorfizma olur. Fakat, Y uzay1 sonsuz boyutlu
oldugundan bu imkansizdir. Bessaga-Pelczynski segme prensibinden, (b,,) bazinin (z;) blok
temel dizisine izomorfik olan (y,,) C (y,) altdizisi vardir. Teorem 5.1.4’den, (z) ile (b,)
izomorfik ve [z;], C'esqy uzayinda tamamlayict oldugundan Kiigiik Karmagiklik Prensibi goz
oniine aliirsa, (yy,, ) bir temel dizi, (y,, ) ile (b,) izomorfik ve Z = [y,, ], C'esy uzaymm

tamamlayici altuzayi olur. [
Teorem 5.1.6. 7' : C'esy — X simurli lineer bir doniisiim ise asagidaki sartlar denktir:
(i) T kompakttir,
(ii) T zayif kompakttir,
(iii) T kesin singiilerdir.

Ispat. (i) = (ii). Agik bir sekilde goriiliir.
(13) = (¢i7). T"nin kesin singiiler bir doniisiim olmadigini kabul edelim. Bu durumda

Ces( uzayinin
T:Y =-T(Y)

orten bir izomorfizma olacak sekilde sonsuz boyutlu kapali bir Y altuzayi vardir. Buradan T’

zayif kompakt ve T~! sinirli oldugundan
TT =1
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birim doniisiimii zay1f kompakt olur. By zayif kompakt ve boylece Y uzay1 yansimali (re-
fleksif) olur. Fakat Y, C'es, nin kapali bir altuzayi ve Teorem 4.2.7°den C'es, yansimali uzay
olmadigindan, Teorem 5.1.5 kullanilirsa bu bir ¢eligkidir.

(731) = (i). T kompakt olmasin. Teorem 5.1.3’den, Y, Tb,, serisi sartsiz yakinsak

olmaz ve boylece Teorem 3.1.13’den, her n € N i¢in

S Th,

keF’n

> €

olacak sekilde £ > 0 ve tam sayilarin ayrik sonlu altkiimelerinin bir F}, dizisi vardir. z,, =
> rer, 1'by olarak alalim ve (z,,) ile (b,,) dizilerinin izomorfik oldugunu gosterelim. >_.c . by,
Cesy uzayinda sifira zayif yakinsak oldugundan (z,,) dizisi de X uzayinda sifira zayif yakin-
sak olur. Boylece

|xn|| > e vex, — 0

zayif yakinsak oldugundan Bessaga-Pelczynski segme prensibinin sartlari saglanir. (x,,)

dizisinin K baz sabitine sahip bir temel dizi oldugunu farzedelim. Buradan o = (a(n)) € ¢

icin
> a(n)z,|| = a(n) > Tby
n=1 n=1 keF,
< | Tlsup ()] |30 > b
neN n=1keFn | Cesy
= |IT11]|>_ e(n)bn
n=1
ve diger taraftan,
< 2K

i a(n)by, i a(n)z,

esitsizlikleri elde edilir. Bu yiizden (x,,) dizisi C'esy uzayinin (b,) bazina denk ve boylece
(Xrer, br) ile denk olur. Yani 7" doniisiimii kesin singiiler olamaz. Bu ise ispati tamamlar.
O

Simdi, yukarida elde ettigimiz sonug¢lardan faydalanarak bu boliimiin temel teoremini

verecegiz.

Teorem 5.1.7. X Banach uzaywndaki her zayif sartsiz Cauchy serinin sartsiz yakinsak olmast

icin gerek ve yeter sart X’in Cesy uzayimin kopyasini icermemesidir.

Ispat. X uzay1 Cesq uzayinin kopyasini icermesin ve 3, x,,, X uzayinda zayif sartsiz Cauchy

seri olsun. Teorem 5.1.2°den, her n € N i¢in T'h,, = z,, olmak {izere,
T:Cesyg — X
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sinirli lineer bir doniisiim vardir. Diger taraftan, X in C'esy uzaymin kopyasini igermemesi
demek, X uzayimnin Cesy uzayina izomorfik hi¢ bir altuzaymin olmamasi demektir. Teo-
rem 5.1.5 goz Oniine alinirsa, C'esy uzayinin her sonsuz boyutlu altuzay1 Ces, uzayinin bir
kopyasini igerdiginden, 7' kesin singiiler bir doniisiim olmalidir. Buradan Teorem 5.1.6’1 kul-
lanirsak, 7" doniistimii kompakt olur ve boylece Teorem 5.1.3’den, ), =, sartsiz yakinsak bir
seri olur.

> by serisi C'esg uzayinda zayif sartsiz Cauchy; fakat sartsiz yakinsak olmadigindan

teoremin tersi kolayca elde edilir. 0
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