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OZET
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Danigman: Prof. Dr. Aydin GEZER

Bu tezin amaci, 4-boyutlu Walker manifoldlar tizerindeki hemen hemen kompleks
yapilar ile Hermit metriklere ¢alismaktir. Walker 4-manifoldlar tizerinde Hermit metrik
oldugunu gosteren metotlar uygulanip anlatilmigtir. Ayrica, Walker 4-manifoldlar

tizerinde hemen hemen Hermit ve hemen hemen Kéhler yapilar i¢in 6rnekler verilmistir.

2017, 34 sayfa
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ABSTRACT

Master Thesis
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The aim of the present paper is to study Hermitian metrics for given almost complex
structure on 4-dimensional Walker manifolds. As an illustration, by applying the
method show explicitly Hermitian metrics on Walker 4-manifolds. Also, give examples

for almost Hermitian manifolds and almost Kahler structures on Walker 4—manifolds.

2017, 34 pages

Keywords: Walker manifold, Kahler structure, Hermitian metric, Complex structure.



TESEKKUR

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum bu calisma Atatiirk Universitesi Fen Fakiiltesi

Matematik Boliimiinde yapilmistir.

Bu tez konusunu ¢alismamu saglayan, her adimda bilgilerini esirgemeyen, ¢ok degerli

danismanim Sayin Prof. Dr. Aydin GEZER’e en igten dileklerimle saygilarimi sunarim.

Ayrica, c¢aligmalarim esnasinda kendilerinden gormiis oldugum destek ve sonsuz

giivenden dolay1 aileme ve arkadaslarima tesekkiir ederim.

Aysenur OGE
Mart - 2017



ICINDEKILER

OZET oA i
ABSTRACT ...ttt sttt st et e e e e be et et e s e e be st et e neeteneenennenes i
TESEKKUR .....coviviviiiteteeesetee ettt ettt ettt et ettt ettt sttt sttt sttt sttt nt sttt s s snsasans iii
SIMGELER DIZINT......coiiiiiiiiiiiiice et v
SEKILLER DIZINI.....cooiiiieiiiiiceceee ettt vi
| R ) 0 21 1T 1
2. KURAMSAL TEMELLER ......coi ittt 3
2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar.............ccocoiiiiniii 3
N N s Tt a1 1 o S 5
2.3. Diferensiyellenebilir Manifold Uzerinde Afin Konneksiyon............ccevvvvevrirnans 7
3. MATERYAL ve YONTEM .......coooiiiiniiiiiineincieisinsisei s 13
3.1. Pseudo-Riemann Manifoldu...........cccooiiiiiiiiiiiieee e 13
3.2. Paralel NUH-Dagilimi ..........ccooiiiiiiiiiiiiieseeeeeee e 13
3.3 8 WaLKET MEITIGT ..ttt 13
3.4. Hemen Hemen Hermit ve Hemen Hemen Kahler Manifoldlar........................... 14
4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA ........coooiiiiiiiieee e 17
4.1. 4-Boyutlu Notral Manifoldlar ............coceoiiiiiiiiiiiie 17
4.2. Hermit MetriKlerin OIUSUMU.........cciiviiiiiieiiiieiiie e 19
4.3. Hemen Hemen Hermit Walker Yapilar..........cccooeveiiiininisincec e 23
4.4. Hemen Hemen Kahler-Walker Yapilar.........ccccooiiiiiineec 27
5. SONUC ..ottt ettt e e ee et ee e e e ere 30
KAYNAKLAR L.ttt sttt sa e bt seenesneneas 33
[0Y/€) 2161\ 1 1IN OO 35



SIMGELER DiZIiNi

D Null Dagilimi

I Birim Afinor Alani

g Riemann Metrigi

Vx X Vektor Alanina Gore Kovaryant Tiirev
[ i’; Afin Konneksiyonunun Katsayilari

T,(M,) p € M,, Noktasindaki Tanjant Uzay
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1. GIRIS

Manifoldlar iizerindeki yapilar teorisi modern diferensiyel geometrinin Onemli
konularindandir. Bu konulardan birisi de kompleks yapilardir. Boyle yapilara sahip

manifoldlarin diferensiyel geometrik yonleri, Riemann geometri i¢in genis bir alandir.

Walker manifoldu (M, g, D) seklindeki tigliidir. Burada, M n-boyutlu bir manifoldu, g
belirsiz (indefinite) bir metrigi, D ise null dagilimi ifade eder. Boyle metriklerin
kanonik formlar1 Walker (1950) tarafindan elde edilmistir. Burada (x4, x5, x3,Xx4)
seklindeki uygun koordinatlarin var oldugu gosterilmis ve metrigin koordinatlari

izerinde bazi a, b ve ¢ fonksiyonlarina bagli olan

0 0 1 0
g(x1, X3, X3,%4) = ¢ Y, 1
1 0 a c
0 1 ¢ b

sekildeki gibi elde edilmistir.

Walker manifoldu iizerindeki en yogun c¢alismalar 2004 yilindan sonra baslamistir.
Matsushita (2004) Walker 4-manifoldlar i¢in uygun hemen hemen kompleks yapilar
olugturmustur. Chaichi (2005) 4-boyutlu Walker metriklerinin egrilik &zelliklerini
incelemistir. Davidov (2007) hemen hemen Kéahler-Walker 4-manifoldlart ve (2008)

Hermit-Walker 4-manifoldlar1 aragtirmistir.

Sunulan bu tezde 4-boyutlu manifoldlar tizerinde hemen hemen Hermit ve hemen
hemen Kihler yapilar {izerinde ¢alisilmistir. Calismanin daha iyi anlagilmasi igin
konunun smirlanmasi amaciyla ikinci boliimde ilgili 6zellikler ve tanimlar, kuramsal

temeller ad1 altinda verilmistir.



Ucgiincii béliimde ise pseudo-riemann manifoldu, paralel null dagilimi, g Walker metrigi
ile hemen hemen Hermit ve hemen hemen Kéhler manifoldlar hakkinda genel bilgiler

verilmistir.

Dérdiincii boliimde ise 4-boyutlu nétral manifoldlar iizerinde hemen hemen kompleks
ve zit hemen hemen kompleks yapi olusturmak igin gerekli sartlar ve bu yapilar
tizerindeki Kéhler formun olusumu incelenmistir. Olusturulan bu kompleks yapi ciftleri
ile Hermit metrik olusturma sartlari ve Hermit metriklere 6rnekler verilmistir. Son
olarak da hemen hemen Hermit Walker yapilar ve hemen hemen Kahler Walker yapilar

tizerinde ¢alisilmistir (Iscan 2016).



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tamm 2.1.1: f, R"™ uzaymin bir U agik kiimesi lizerinde tanimli reel degerli bir
fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonunun r. mertebeden kismi tiirevleri var ve siirekli ise
f fonksiyona r. mertebeden diferensiyellenebilirdir denir ve f € C" (U, R) ile gosterilir
(Sahin 2013).

Tammm 2.1.2: M bir Hausdorff uzay olsun. Eger her p € M igin, R™ deki bir acik
kiimeye homeomorfik olacak sekilde p noktasinin bir agik komsulugu U varsa M
Hausdorff uzayma bir topolojik manifold veya kisaca manifold denir. Bu durumda
boy(R™) = n oldugundan, manifoldun boyutu da n dir ve M,, ile gosterilir (Sahin
2013).

Tanim 2.1.2°de verilen homeomorfizma ¢:U — @(U) c R" ise, (U, ¢) ikilisine bir
harita denir. M,, manifoldunun biitiin noktalarinin en az bir haritada yer almasi i¢in bu
acik kiimelerin arakesitinin bostan farkli olmasi gerekir. ¢ bir homeomorfizma
oldugundan, p € U noktasinin koordinatlart x = @(p) € R™ noktasinin koordinatlart
olarak tanimlanabilir. Boylece ¢ homeomorfizmasi M,, manifoldunun bir p noktasina
(x1(p), ..., xp(p)) n-lisini karsilik getirir. (x;(p), ..., x,(p)) sayilarina p noktasinin ¢
altindaki yerel koordinatlari denir. Bu nedenle manifold, herhangi bir noktasinin
komsulugunda n tane bagimsiz koordinatla verilen bir kiime olarak da diisiiniilebilir

(Sahin 2013).

UNV # ¢ olmak tizere (U,p) ve (V,) iki harita olsun. UNV kiimesinde bir
noktamin ¢ altindaki koordinatlart (xq,..,%,) olsun. ¢ doniisiimiiniin ¢~ tersi
oldugundan, U NV de bir tek p noktasi vardir. Simdi p noktasinin 1 altindaki

koordinatlar1 da (yy, ..., ¥,) olsun. Bu durumda bu koordinatlar arasinda,



Vi =%y, 0 xn) = (Yoo t(xg, ---,xn))i,
X =g' 01 ¥n) = @Y Wy e, Y))

bagmtis1 elde edilir, burada (xq,..,x,) € @(UNV), (¥1,..., ) EYPUNV), i =
1, ..., seklindedir. 1 o ¢! ve ¢ o 1~ homeomorfizmalar1 birbirinin tersi oldugundan,
ft ve g* fonksiyonlar siireklidir. U NV # ¢ durumunda £ (xy, ..., ) V€ g* (Y1, ve) Vi)
fonksiyonlart r. mertebeden diferensiyellenebiliyorsa (¢,U) ve (3,V) haritalari 7.

mertebeden uyumludur denir. Eger U NV = ¢ ise uyumlu kabul edilir (Sahin 2013).

Tamm 2.1.3: M,, n-boyutlu manifold olsun. Eger M,, lizerindeki haritalarin bir ailesi
olan A = {(U, ), (V,y),(W,&),...} kiimesi i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa A
kiimesine M, iizerinde r. mertebeden diferensiyellenebilir yap1 (veya atlas) denir (Sahin

2013).

1) {U,V,W, ...} agik kiimeleri M,, manifoldunun bir agik ortiistidiir,

2) A daki herhangi iki harita r. mertebeden uyumludur,

3) A maksimaldir, yani eger bir (U, ) haritas1 A daki biitiin koordinat haritalar1 ile
uyumlu ise bu durumda (U, @) € A dur.
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Sekil 2.1. Diferensiyellenebilir Atlas

Tamm 2.1.4: M,, n-boyutlu manifold olarak verilsin. Eger M,, manifoldu iizerinde r.
mertebeden diferensiyellenebilir bir atlas varsa M, manifolduna r. mertebeden
diferensiyellenebilir manifold adi verilir. Diferensiyellenebilir yapinin her bir haritasina
M, manifoldunun uyumlu haritas1 denir. Eger atlas her mertebeden
diferensiyellenebiliyorsa M,, manifolduna C*-manifold (veya diferensiyellenebilir

manifold) ad1 verilir (Kobayashi and Nomizu 1963).

2.2. Tensor Alanlar

Tamm 2.2.1: M,, C® sinifindan bir manifold ve T,(M,), her p € M,, noktasindaki
tanjant uzay1 olarak verilsin. M,, manifoldunun her p € M,, noktasina T,,(M,,) uzayindan

bir X, vektorii karsiik getiren X vektdr degerli fonksiyonuna vektdr alani denir

(Kobayashi and Nomizu 1963).



Tamm 2.2.2: Her p € M,, noktasina bir ve yalmz bir w, € T, (T, p € M,, noktasindaki
kovektor uzayidir) kovektortinii karsilik getiren w:p — w, doniisiimiine M,, lizerinde

kovektor alani adi verilir.

C* smifindan bir manifold M,, olmak iizere her m € M,, noktasindaki her bir (p, q) tipli

tensOr igin uygun bir qu (m) tensor uzayi bulunur.

Tamim 2.2.3: M,, C* sinifindan bir manifold ve Tf (m), her m € M,, noktasindaki
(p, q) tipli tensor uzay1 olsun. M,, manifoldunun her m € M,, noktasina Tf (m) tensor

uzayindan bir tg (m) tensort karsilik getiren T fonksiyonuna (p, q) tipli tensor alani

denir (Bishop and Goldberg 1968).

Eger p =1, q = 0 ise vektor alan1 bulunur. Yani, (1,0) tipli tensor alan1 bir vektor

alanidir.

Eger p =0, q = 1 olursa kovektor alan1 bulunur. Eger p = 0 = q ise her m € M,,
noktasina bir skaler deger karsilik gelir. Dolayisiyla (0,0) tipli tensor alani reel degerli

bir fonksiyondur.

U c M, bélgesinde f fonksiyonu C* smifindan ise her x € U igin df|, € T (x) olur.
Bu yiizden f fonksiyonunun diferensiyeli olan df operatorii (0,1) tipli bir tensor

alanidir.

Herhangi bir m noktasindaki T, tensorii simetrik tensor ise T tensor alanina simetrik
tensor alan1 adi verilir. Eger herhangi bir m noktasindaki T;,, tensor antisimetrik tensor

ise T tensor alanina antisimetrik tensor alani adi verilir.

T, (p, q) tipli tensor alani olsun. Kovektor alanlar1 64, ..., 6, ve vektor alanlan X3, ..., Xq

olmak tlizere



T(01, .., 0p, X1, ., Xg) (M) = Ty (6,(m), ..., 0,(m), X1 (M), ..., Xz (m))

ifadesi reel degerli fonksiyon tamimlar. Ozellikle x* koordinatlarma gére T tensor
alaninin bilesenleri
i

ity _ T(dx", .., dx", 8y, ..., djq)

]1,...,]q
biciminde reel degerli fonksiyonlardir (Bishop and Goldberg 1968).

T tensor alaninin bilesenleri C* sinifindan fonksiyonlar ise T tensor alanina C%
smifindandir denir. C* smifindan olan (0,1) tipli tensor alanina 1-form (Pfaffian form)

ad1 verilir.

(p,q) tipli T tensor alanmnin C* smifindan olmasi igin gerek ve yeter sart her C*
sinifindan 6y, ..., 6, kovektor alanlar1 ve her C* smifindan X3, ..., X q vektor alanlari igin

T(01, .., 0p, X1, s Xg) fonksiyonunun C* smifindan olmasidir.
2.3. Diferensiyellenebilir Manifold Uzerinde Afin Konneksiyon

M,, diferensiyellenebilir manifoldunun y: u' = u'(t) egrisi boyunca konneksiyon dahil
edilmesi egrinin noktalarina eslestirilmis vektorler arasinda uygunluk olusturma
kuralidir. y egrisinin herhangi bir noktasindaki v* vektorii t parametresine bagl olarak
degistikge verilen konneksiyona gore baslangigtaki ile uygun kalirsa, bu durumda bu
vektor verilmis konneksiyona gore y egrisi boyunca paralel kaydirilmis olur. Eger
konneksiyon diferensiyellenebilirse, paralel kaydirmay:r ifade eden v’ = vi(t)
fonksiyonlar1 da diferensiyellenebilirdir. Eger vektorlerin paralel kaydirilmas: halinde

lineer bagimlilik korunursa verilen konneksiyona afin veya lineer konneksiyon denir.

Afin konneksiyonun invaryant tanimi asagidaki gibi verilmektedir.



Tamm 2.3.1: M,, manifoldu iizerinde vektdr alanlarinm modiilii 35 (M,,) olmak iizere

VxY = V(X,¥): 35 (Mp) X J5(Mn) = J5(My)

doniistimi

1) fo_+_gyZ = fVXZ + gVyZ,

2)V,(fX+gY) =X+ fV, X+ (Zg)Y + gV, X
sartlarin1 sagliyorsa V ya afin konneksiyon denir. Burada
VX:S(I)(Mn) - 3(1)(Mn)

dontisiimiine de X vektor alan1 boyunca kovaryant diferensiyellenme denir (Bishop and
Goldberg 1968). Lokal koordinatlarda xeU c M, olmak iizere ¢@(x) = (x1,...,x™)

olsun.

Vx=V_a = V; olmak tizere

oxt
k 4 k.1 n

yazilabilir. Diger taraftan xeU’ olacak sekilde W(x) = (xll,...,x”’) koordinat

komsulugu alinsin. Burada;

_ 0\ x O
V%— vi" Vil (W) = Filjl W (22)
yazilir. % = Ag, % oldugundan ve kovaryant tiirevin 6zelliklerinden dolay1



7y () = A7) @

olur. Ayrica

(6)_ j 0 _axf 0

Oxt i"0x)  9xJ’ dxJ

oldugundan bu (2.3) denkleminde yazilirsa,

dxt ox) 0 oxt  9%x/ axt 9 dx’ 0
-V, _ )= —— ——— —— + —TF )

axt "\axJ' oxJ axt' “axJ axt axt dxI  axi Y axk
azxj k' a

dxt axt' "7 9xk’

=( + Ay Al THAR

U7k k!

bulunur. (2.3) denkleminden

0%x/

PSS 2.4
dxJ 0xt (24)

! ! ; i !
Ojj = A Ap LTS + Af

bulunur. Bu kurala gore déniisen n3 sayidaki Fi’j sayilarina afin konneksiyon katsayilar

ad1 verilir. Bazen afin konneksiyon yerine bu katsayilar kullanilabilir.

VyY = foai(yjaj) = x'V;(y’9))
= x'0;y%0) + x'yI TS0y

= x'(0,y* + Filjyi)ak
seklinde lokal koordinatlarla yazilabilir. Buradan

Viyk = 0,y + TSy (2.5)
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bulunur. (2.5) denklemi du' ile garpilirsa
Viykdu' = dy* + Tkduly’ (2.6)

bulunur. Buradan §y* = V;y*. du’ ve o/ = Iidu’ ile gdsterilirse,

Sy* = dy* + wfy/ (2.7)

olur. (2.7) denklemine du yoniinde kovaryant tiirev adi verilir. (2.7) kovaryant tiirev

vektor alanmi dteler. Eger 5y* = 0 ise vektor alanina paralel vektor alani adi verilir.

f = W,y* fonksiyonunu goz éniine alinsin. Eger df = 0 ise W}, vektor alan1 paralel

olur.
Bu bilgiyi kullanarak f nin tiirevi alinirsa

df = Skak + WkSyk
0 = SWiy* + Wi (dy® + wfy’)
= SWiey* + (—dWiy* + Wew/[y7)

olur. Buradan

SW, = dW, + Wjw]

olarak bulunur. Boylece

VW = 0;Wy, — T W, (2.8)

olarak yazilir. (2.5) ve (2.8) esitlikleri yardimiyla tensorlerin kovaryant tiirevi
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il,...,ip _ il,...,ip P il i1,...,m,...,ip m il,...,ip
Viet; jo = aktjl,...,jq + X1 Liemt;, . o > Lej G m, o (2.9)
denklemi ile verilir (Kobayashi and Nomizu 1963).

2.4. Riemann Manifoldu

Tamm 2.4.1: M,,, C® sinifindan bir manifold ve 33(M,,) bu manifold iizerinde vektor

alanlar1 olmak tizere,
9: 36 (My) X J5(Mp,) — C*(Mp, R)

ile tanimlanan g bilineer formu (yada (0,2) tipli tensor) simetrik ve pozitif tanimli ise,

yani her X,Y € 33(M,,) igin,

D g Y) =g, X),
2)g(X,X)=0veherXiging(X,X) =0 X =0,

sartlarin1 sagliyorsa g bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor adi verilir.

(M, g) ikilisi Riemann manifoldu olarak adlandirilir.

Yukarida pozitif tanimlilik sart1 yerine bu sarttan daha zayif olan, “ Her Y € J3(My,)
icin g(X,Y) =0 olmasit X = 0 olmasi gerektirir.” seklinde tanimlanan g bilineer
formunun regiilerlik (yada non-dejenere) sarti konulursa, bu durumda (M,,, g) ikilisine

yari-Riemann (pseudo-Riemann) manifoldu denir (Kiihnel 2005).

Regiilerlik sartim koordinatlarla ifade etmek gerekirse X = X'9; ve Y = Y/9; i¢in,

g(X,Y) = g(0;,0;)X'Y) = g;; X'V =0
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olur. Son esitlik her Y/ icin saglandigindan gini = 0 olur. Bu denklem sisteminin

X' = 0 ¢oziimiine sahip olmas1 igin,
Det(gij) *0

olmasr sarttir. Burada (g;;), g;; tensoriine karsilik gelen matristir.

Tanim 2.4.2: (M, g) Riemann manifoldu olmak iizere bu manifold {izerinde taniml1 V
afin konneksiyon i¢in eger Vg = 0 ise bu konneksiyona g ye gore metrik konneksiyon
ad1 verilir (Kobayashi and Nomizu 1963).

Teorem 2.4.1: (M,,, g) Riemann manifoldu olmak {izere bu manifold iizerinde taniml

burulmasiz bir tek metrik konneksiyon bulunur (Kobayashi and Nomizu 1963).

Yukarida Teorem 2.4.1 de bahsi gegcen metrik konneksiyona Levi-Civita veya Riemann

konneksiyonu adi verilir.

Teorem 2.4.2: (M,,g) Riemann manifoldu ve V ise bu manifoldun Riemann

konneksiyonu olsun. Her X,Y, Z € I3(M,,) i¢in asagidaki esitlik gegerlidir.

29(VxY,Z) =Xg(Y,Z2) +Yg(Z, X)) —Zg(X,Y)

Yukaridaki (2.10) esitligine Kozsul formiilii adi verilir ve X = 9;, Y = 0; ve Z = 0i

dogal koordinatlar1 i¢in,
n_ 1 onk
Lij = 29 (aigjk + 0,9k — akgij) (2.11)

elde edilir. Burada ki F[} fonksiyonlarina, V Levi-Civita konneksiyonunun katsayilari

ad1 verilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Pseudo-Riemann Manifoldu

(M,,, g) pseudo-Riemann manifoldu g simetrik, iki bilesenine gore liner ve regiilerlik
sartin1 saglarsa M, Riemann manifoldudur. Buradaki g metrik tensoriiniin pozitif
tanmiml1 olmas1 gerekmez. Boyle metriklere pseudo-Riemann metrik denir (Kobayashi
and Nomizu 1963).

3.2. Paralel Null-Dagilim

M, (p,q) isaretli pseudo-Riemann manifold olsun. T(M) tanjat demetinin T(M) =
V; @ V, seklindeki pargalanis1 verilmis olsun. Burada V; ve V, diferensiyellenebilir alt

demetlerine dagilimlar (tamamlayici dagilimlar) adi verilir.

m =TMy,) >V,

T, =T(My) =V,

tamamlayic1 izdlisim operatorleri tanimlanmis olur. Eger Vmy = 0 ise V; e paralel
dagilim adi verilir. (Buna denk olarak X;, V; degerini alan herhangi bir

diferensiyellenebilir vektor alani ise Vr; de V; de degerini alir.)

v, paralel ve V; e kisitlanmis metrik sifira esit ise V; e paralel null dagilimi denir
(Kobayashi and Nomizu 1963).

3.3. g Walker Metrigi

M, manifoldunda g metrigine gére paralel olan 2-boyutlu bir D null dagilimi var ise 4

boyutlu M, manifoldu {izerindeki g nd6tral metrigine Walker metrigi adi verilir.
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Walker’in (Walker 1950) teoreminden, a, b ve c; (x,y,zt) koordinatlarinin

fonksiyonlar1 olmak tizere, lokal koordinat sistemine gére Walker metrigi

00 1 0
000 1

9=()={] o 4 - (3.1)
01 c¢c b

ile gosterilir. Paralel D null 2 manifoldu lokal olarak {d,, d,} ifadesi ile ortiiliir. Burada

Oy = aa_x’ d, = aa—y ile gosterilecektir. Matsushita (2005) da, g ye gore uygun bir / hemen
hemen kompleks yapisi J0, = 0, Ve Jd,, = —0, olmak lizere;

1
/ 0 -1 - =(a- b)\

2
g | 1 |

J=Up=|1 o >(@=b) c | (3.2)
0 O 0 =1 /
0 0 1 0
seklinde tek tiirlii tanimlanir.

Buradaki uygun J hemen hemen kompleks yapisinin integrallenebilmesi igin gerek ve

yeter sart

ay —by—2¢,=0, a,—b,—2¢,=0 (3.3)
kismi diferensiyel denklemlerin saglanmasidir.
3.4. Hemen Hemen Hermit ve Hemen Hemen Kihler Manifoldlar

M,,, diferensiyellenebilir bir manifold olarak verilsin. M,,, {izerinde (1,1) tipli ¢ tensor

alan1 igin @2 = —1 olan tensér alanma hemen hemen kompleks yapi1 adi verilir.
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(M, @) ise hemen hemen kompleks manifold denir. M,, tizerindeki Hermit metrik,

M,,, iizerindeki her X, Y vektor alanlar1 i¢in

g(pX,Y) = —g(X, ¢Y) (3.4)

esitligini saglayan g Riemann metrigidir. Bazen (3.4) sartin1 saglayan g metrigini
hibrid metrik olarak da adlandirilabilir.

Hermit metrige sahip hemen hemen kompleks manifolda hemen hemen Hermit

manifold, Hermit metrige sahip kompleks manifolda ise Hermit manifold adi verilir.

Teorem 3.4.1: M,,, ¢ hemen hemen kompleks yapisina sahip hemen hemen kompleks
manifold olarak verilsin. M,, nin kompleks manifold olmasi igin gerek ve yeter sart
Vo = 0 ve S = 0 olacak sekilde V afin konneksiyonunun var olmasidir. Burada bulunan

S, V nin burulma tensoriidiir (Kobayashi and Nomizu 1963).

M,,, @ hemen hemen kompleks yapisina ve g Hermit metrige sahip hemen hemen

Hermit manifold olarak verilsin. M,,, tizerindeki € esas 2-formu

QX Y) = gX, 9Y) = (g° @)X, Y) (3.5)

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.4.2: M,,, ¢ hemen hemen kompleks yapisina ve g Hermit metrige sahip
hemen hemen kompleks manifold olarak verilsin. V ise g ile tanimlanan Riemann

konneksiyonunun kovaryant tiirevlemesi olsun. Bu durumda asagidaki sartlar denk olur:

1)V =0
2) @ hemen hemen kompleks yapisinin Nijenhuis tensoriiniin sifir olmast ve Q esas 2-

formunun kapali olmasi, yani N, = 0 ve dQ = 0 (Kobayashi and Nomizu 1963).
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M,,, hemen hemen kompleks manifoldu tizerindeki g Hermit metrigi i¢in () esas 2-
formu kapali ise g ye Kédhler metrik ad1 verilir. Kéhler metrige sahip M,,, hemen hemen
kompleks manifolduna hemen hemen Kéahler manifold ad1 verilir. Kdhler metrige sahip
M,,, kompleks manifolduna da Kéhler manifold adi verillir. Teorem 2.4.1 den, M,,
Hermit manifoldunun Kahler manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vo =0

olmasidir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliim de elde edilen bulgular (Iscan 2016) makalesinde yayimlanmastir.
4.1. 4-Boyutlu Notral Manifoldlar

Bu bolimde 4-boyutlu Hermit ve Kéhler yapilar igerisinde bulunan (4+ + — —) notral

4-boyutlu pseudo-Riemann manifoldlar tizerinde galisilmustir.

(2,2) seklinde isaretlenmis (M,, g) 4-boyutlu manifoldu alinsin. Eger g, ¢ ve ¢
tarafindan degismez ve ¢ ile ¢’ asagidaki dzellikleri her X,Y € J§(M,) igin saglarsa

pr=¢%=-1, @p'=¢'0, @=*t¢, (4.1)
g(eX,0Y) =gX,Y), gl@'X,¢'Y)=g(X,Y) (4.2)

¢ ye hemen hemen kompleks yapi ve ¢’ ne zit hemen hemen kompleks yap1 denir.

Bu sartlar1 saglayan g nétral metrigi ve ortonormal ¢atidaki {e;} (i = 1,2,3,4) vektorleri

ile {ej } (G = 1,2,3,4) kovektorleri, (¢, ") cifti ile ele alindiginda g metrigi

9= (g(ei, ej)) =(gi)) =e' Qe +e’®e? —e’*®e’® — e*®e*

10 0 O
o1 0 o0
o 0o -1 o (4.3)
0 0 0 -1

bulunur.
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@ hemen hemen kompleks yapisi ve ¢ zit hemen hemen kompleks yapisi, (4.3) de
1 2

belirtilen {e;} ortonormal catisina gore verilen g metrigiyle beraber (4.1) ve (4.2)

sartlarini saglar. Boylece asagidaki esitlikler yazilir.

¢ =p(e,e') = (‘P]i') = —e,®e! +e,Qe? — e,Qe3 + e;Qe*
1 1 1

0 1 0 0
10 0 0
“lo 0o o 1 (4.4)
0 0 —1 0
Y= ‘P(ej»ei) = (<p}3) = —e,Re! + e,®e? + e,Qe3 — e;Qe*
2 2 2
0 1.0 0
100 0
“lo o0 0 -1 (4.5)
0 01 0

Buradaki g ler ¢ ve ¢ ile iliskilidir ve 4-manifoldlarda Kéhler formun iki ¢esidi
1 2

asagidaki gibi olur.
(i)(X,Y) =g(g10X,Y>, %)(X,Y) = g((sz, Y) (4.6)
(4.6) daki denklemin matrislerle gosterimi
w = ?Tg, w = Z)Tg (4.7)
seklindedir. Burada ¢ T matrisi ¢ matrisinin transpozudur.

(4.3), (4.4), (4.5) ve (4.7) den
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0 -1 0 0
_ 1 0 0 o0
Y= ={o o o 1 (4.8)
0 0 -1 0
0 -1 0 0
_ 1 0 0 o0
=% = lo 0o o -1 (4.9)
0 0 1 0

esitlikleri yazilir.

Lokal ortonormal bazlarm terimleri {e/} (j = 1,2,3,4) 1-formdur ve Kihler formu

asagidaki gibi olur.

(i)=z%)ijei/\ej=—el/\ez+ ed net (4.10)
i<j

(é)=z%)ijei/\ej=—el/\ez—e3Ae4 (4.11)
i<j

4.2. Hermit Metriklerin Olusumu

Bu bélimde hemen hemen kompleks yapi ciftlerine gére Hermit metrik olusumu
gosterilmistir. (¢, ") hemen hemen kompleks yapi1 giftine gore (2,2) seklinde

isaretlenen (M,, g) pseudo-Riemann 4-manifold olsun.

Herhangi bir g metrigi M, de (2,2) seklinde isaretlensin. Hermit metrik olmasi i¢in

9(@X,Y) = —g(X,9Y) (4.12)

sartin1 saglamasi gerekir ve matris gésterimi

oTg=—-g¢ (4.13)
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seklinde olur. Burada T matrisi ¢ matrisinin transpozudur.

g matrisinin zit Hermit metrik olmasi igin

9(@'X,Y) = —g(X,9'Y) (4.14)

sartin1 saglamasi gerekir ve matris gésterimi

oTg=—-g¢' (4.15)

seklinde olur. Burada ¢'T matrisi ¢’ matrisinin transpozudur.

Ayrica, g metrigi Hermit ve zit Hermit metriklerinin her ikisinin 6zelliklerini sagliyorsa

g Ye cift katli Hermit metrik denir.

(4.4) ve (4.5) de verilen (¢', @) ciftine gore g Hermit metrigini bulmak i¢in asagidaki
1 2

teorem yazilir.

Teorem 4.2.1: M, de (2,2) olarak isaretlenmis g* metrigi (4.4) deki hemen hemen
kompleks yapiya gére Hermit metrik olmasi igin gerek ve yeter sart ortonormal bazdaki

{e;} lere gbre metrigin asagidaki gibi olmasidir.

a 0 y &
0 a -6 vy
+ — +
g = Y -5 ’8 ol’ detg =0 (416)
5 v 0 B

a, B,y ve s, M, de fonksiyonlardir.

Ispat: {e;} i = (1,2,3,4) ortonormal ¢atisina gore g+ matrisi asagidaki gibidir.
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[971 912 91z 9i4]

+ + + +
() 1921 Y22 Y23 Y24

=(gt) = 4.17

g (gU) 9;1 gérz g§r3 9;4 ( )
Lgil gIz 913 gLLJ

(4.4) ve (4.17); (4.13) de yazildiginda asagidaki kosullar bulunur.
911 = 932(= @), gia = gi1 = —933 = —g32(= 6),
913 = 951 = 95 = 92 (= V), 933 = gia(= B).
Dolayisiyla g* tarafindan belirtilen (4.16), (4.4) de verilen ¢ e gore Hermit metriktir.
1
Teorem 4.2.2: M, de (2,2) seklinde isaretlenmis g~ metrigi (4.5) deki zit hemen

hemen kompleks yapiya gore zit Hermit metrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

ortonormal bazdaki {e;} lere gére metrigin asagidaki gibi olmasidir.

a 0 y 6
_ |0 «a -y -
g = vy 5 B 0 ,detg” # 0 (4.18)
5§ -y 0 B

a, B,y ved, M, de fonksiyonlardir.

Ispat: Teorem 4.2.1 nin ispatinda oldugu gibi, gi; z1it Hermit metrigi i¢in (4.5) ve
(4.17); (4.15) de yazildiginda asagidaki kosullar bulunur.

g = 922(= a), g1a = a = g23 = 932(= 9),
913 = 931 = ~92a = ~gn2(= 7)), 933 = gas(= B).
Dolayisiyla g~ tarafindan belirtilen (4.18), (4.5) de verilen ¢ ye gore zit Hermit
2

metriktir.
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Teorem 4.2.1 de goriildiigii gibi g11 , g22 » 933 VE Jas bilesenleri gt ve g~ de aymidir.
Hermit ve zit Hermit metriginin birlikte bulundugu ¢ift katli Hermit metrigi tanimlamak

icin agagidaki sonug verilir.

Sonu¢ 4.2.1: M, de (2,2) olarak isaretlenmis metrik (4.4) ve (4.5) de verilen (¢', ¢")
1 2

ikilisine gore cift kathh Hermit metrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart {e;} ortonormal

catisina gore metrigin asagidaki gibi olmasidir.

a 0 0 O
0 a 0 O

9=1o o g 0 ,detg # 0. (4.19)
0 0 0 p

Hermit metrikler igin 6rnekler asagidaki gibidir.

0O 0 1 0
0 0 0 1
gt = 100 0 (4.20)
0 1 0 O
ve
0 O 0 1
0O 0 -1 0
g+ = 0 -1 0 0 (4.21)
1 0 0 O

(4.20)de gz = g7, =1vegi, = g;3=0

(421)de gy = —gs3=1ve gz =g, =0

durumlar karsilik gelir.

Zit Hermit metrikler i¢in 6rnekler asagidaki gibidir.
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0O 0 1 o
__10 0 0 -1
g = 1 0 0 0 (4.22)
0 -1 0 O
ve
0 0 0 1
__10 01 0
g = 01 0 0 (4.23)
1 0 0 O

(4.22)de g13=—gza=1Ve gy = g3 =0

(4.23)de g14 = g3 =1Vve g3 =gz =0

durumlar karsilik gelir.

4.3. Hemen Hemen Hermit Walker Yapilar

Bu boélimde Walker 4-manifoldlar {izerindeki Hermit metriklere ¢alisilmistir.
(M,, g, D) tglisit Walker 4-manifolttur. Buradaki D; g metrigi iizerinde paralel dagitim
ve 2 boyutlu null diizlemdir. Walker’in teoremine gore (Walker 1950) uygun

(x1, x?%, x3, x*) koordinatlariyla g metrigi asagidaki gibidir.

g=gij= (424)

O R OO
_ o oo
a Q O r
St a =k o

a, b ve ¢, (x1,x%, x3,x*) koordinatlarinda fonksiyonlardir (Matsushita 2005; Devidov
2007; Devidov 2008; Salimov 2010; Iscan 2010, 2012, 2014; Ozkan 2014).

(4.24) deki Walker g metrigi ile (M,, g) Walker 4-manifolttur. Eger {e;} (i = 1,2,3,4)
yi ortonormal ¢ati, {0;} (j = 1,2,3,4) yi dogal ¢at1 ve A = (A]‘:) matris seklinde yazilirsa

asagidaki esitlik saglanir.
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(4.25)

g' metrigi {0} dogal catisina gore verilen metrik, AT matrisi A matrisinin transpozudur

(detA = £1).

(4.3) ve (4.24) alt basliklar1 (4.25) de yazilirsa; A matrisi asagidaki gibi olur.

1
0 -30-a 0
N1 1
A=(4)=120-b c —5 1 +b)
0 4 0
1 0 1

Ayrica afinor alanlar i¢in A = (A]l:) matrisi koordinatlarla asagidaki esitligi saglar.

o =A"19'A,

1 1 ]
5( +a)

c

(4.26)

(4.27)

Burada ¢’, {6]-} dogal catisinda (1,1) tipli tensor alanidir; A~ matrisi ise (4.26) da

verilen A matrisinin ters matrisidir.

[0 1 c
1
|0 e
0 -1 —C
1 0 —c(1-a)

~(1+b)]
0

;- b)
0

(4.28)

(4.4), (4.26) ve (4.28) alt basliklarinda verilen A matrisi (4.27) de yazildiginda ¢’
1

hemen hemen kompleks yapisi 9; (i = 1,2,3,4) dogal ¢atisina gore asagidaki gibi elde

edilir.
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0 1 c —~(a—b)
1
p'=|"1 0 —-(a—b) —c (4.29)
! 0 0 0 1
0 0 ~1 0

Matsushita (2005)’ya gore hemen hemen kompleks yapisinin —1 ile garpilmasiyla ¢’
1

Ortiistr.

Benzer olarak (4.5), (4.26) ve (4.28) alt basliklarinin (4.27) de yazilmasiyla ¢’ zit
2

hemen hemen kompleks yapis1 9; (i = 1,2,3,4) dogal catisina gore asagidaki gibi elde

edilir.

l[ 0 -a —ac — (a— b)]I
1
o' =|b 0 -—2e2-2(1-ab)  —bc | (4.30)
2 ll 0 2 2c b Jl
-2 0 —a 0

Matsushita (2005)’ya gére hemen hemen kompleks yapisinin —2 ile ¢arpilmasiyla ¢’
2

ortisur.

Onerme 4.3.1: (4.26) daki A matrisi ile birlikte Walker 4-manifoldlarda (4.20) ve

(4.21) ornekleri alimirsa {0;} (i = 1,2,3,4) dogal catisina gore asagidaki esitlikler

yazilir.

(4.31)
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0 0 0 1
0 0 ~1 0

g7 =0 -1  -2c s(a-b) (4.32)
1 0 2(a—b) 0

Boylece (My, @', g4) tglisiine; (4.31) deki g} Hermit metrigi ve (4.29) daki ¢’
1 1

hemen hemen kompleks yapisi, (4.32) deki g} Hermit metrigi ve (4.29) daki ¢’ hemen
1

hemen kompleks yapisi ile beraber hemen hemen Hermit Walker 4-manifold denir.

Onerme 4.3.2: (4.26) daki A matrisiyle; Walker 4 -manifold iizerindeki (4.22) ve
(4.23) tipik zit Hermit metrik 6rnekleri {9;} (i = 1,2,3,4) dogal ¢atisina gore alinirsa
asagidaki esitlikler bulunur.

2 0 a 0
|[0 —2 —2c —b ]|
g-=la —2¢ -2c2 —%(1 — a)? —bc | (4.33)
lo —b —bc ~(1- b)ZJ
0 2 2c b
[2 0 a 0 ]
g =|2¢ a 2ac —%(1 — ab) (4.34)
b 0 —(1—ab) 0

Boylece (M,, ', gL) tgliisiine; (4.33) deki g_ zit Hermit metrigi ve (4.30) daki zit ¢’
2 2
hemen hemen kompleks yapisi, (4.34) deki g_ zit Hermit metrigi ve (4.30) daki ¢’ zit
2

hemen hemen kompleks yapisiyla beraber zit hemen hemen Hermit Walker 4-manifold
denir.
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4.4. Hemen Hemen Kiihler-Walker Yapilar
Bu boliimde Walker 4-manifold iizerindeki Kéhler yapilarda ¢alisilmistir.

(M,, g), (4.24) deki g Walker metrigi ile Walker 4-manifolttur. (0,2) tipindeki tensor
alanlart w, A = (A]"-) matrisi olarak verilirse (4.26) daki esitlik

w=ATw'A (4.35)

seklinde olur. Burada w', {9;} dogal ¢atismin (0,2) tipli tensdr alanlar1 ve AT matrisi A

matrisinin transpoz matrisidir.

(4.8) ve (4.26) alt basliklar1 (4.35) de yazilirsa (4.8) deki Kéhler formu asagidaki gibi
olur.

0 0 0 1
/0 0 1 0 \
o'=(w)=]0 -1 0 —~(a+b) (4.36)
1 0 =(a+b) 0

(4.36) daki Kéhler formu koordinatlarla asagidaki gibi yazilir.

(fl = Yi<j (i){f dx' A dx’

= —dx! Adx* +dx? Adx® =2 (a+b)dx® Adx*  (437)

(4.9) ve (4.26) alt basliklar1 (4.35) de yazilirsa, (4.9) daki Kahler formu asagidaki gibi

olur.
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0 -2 -2 —b
2 0 a 0

o' =(0y)=|2c -a 0 —~(1+ab) (4.38)
b 0 —(1+ab) 0

(4.38) deki Kahler formu koordinatlarla asagidaki gibi yazilir.

o' = z wi;dx' Adx!
2 (e 2
i<j
= —2dxY Adx? — 2cdx* Adx3 — bdx* Adx* + adx? A dx3

1
—_ = a xX° ANdx .
> (1+ ab)dx® A dx* (4.39)

Ayrica, simplektik yapiyla ilgili asagidaki teorem yazilir.

Teorem 4.4.1: (4.37) deki Kéhler form bir simplektik form (d(i)’) =0 ise kismi

diferensiyel denklemi asagidaki gibi olur.
a1 + bl = 0, az + bz = O (440)
Boylece (4.40) daki denklem Walker 4-manifold tizerinde saglanir.

(9%, @', ‘1)’); (4.31) deki g’ Hermit metrigi ve (4.29) daki ¢’ hemen hemen kompleks
1 1
yapist, (4.32) deki g} Hermit metrigi ve (4.29) daki ¢’ hemen hemen kompleks yapisi
1

ile beraber hemen hemen Kahler yapidir denir.

(4.39) dan asagidaki teorem yazilir.
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Teorem 4.4.2: (4.39) da ki Kéhler form simplektik form (d%)’) =0 ise kismi

diferensiyel denklemi asagidaki gibidir.

2¢;+a; =0,
b, =0,
4cy + by — (ab); =0,
2a, — (ab), = 0. (4.41)

Boylece (4.41) deki denklem Walker 4-manifold tizerinde saglanir.
(g’_,go’,cé)’) tigliisiine; (4.33) deki g_ zit Hermit metrigi ve (4.30) daki ¢’ zit hemen
2 2

hemen kompleks yapisi, (4.34) deki g_ zit Hermit metrigi ve (4.30) daki ¢’ zit hemen
2

hemen kompleks yapistyla beraber zit hemen hemen Kéhler yapidir denir.
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5. SONUC

Bu tez (Iscan 2016) adli makalenin derlemesi niteligindedir. Bu tezde asagidaki

sonuclar sunulmustur.

[k olarak (M,, @', g%) ii¢liisiiniin hemen hemen Hermit Walker 4-manifold olmas igin
1

r—2 0 —a 0
0 -2 —-2c —b
1
gt =|-a —-2c¢c -2c*+ 5(1 —a)? —bc
1
0 —b —bec >(1— by

Hermit metrigi ve

1
0 1 c —E(a—b)
' =[-1 o0 1 b
1 - _E(a_) —¢
0 0 0 1
0 0 -1 0

0 O 0 1
0 O -1 0
1
gt =10 -1 —2c E(a—b)
1
1 0 (-b 0

Hermit metrigi ile
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1 —_
0 1 c —E(a—b)
' =1-1 0 1 b
1 B _E(a_) —¢
0 0 0 1
0 0 -1 0

hemen hemen kompleks yapisinin beraber ele alinmasi gerektigi sunulmustur.

Son olarak (g%, ¢’, (i),) tigliistiniin hemen hemen Kahler yap1 olmasi igin
1

[—2 0 —a 0
0 -2 —2c —b
1
gt =|l—-a —-2c -2c*+ > (1—a)? —bc
1
0 -b —bc 5 (1 —b)?
Hermit metrigi ve
1
0 1 c —3 (a—D>b)
o' =|-1 0 —~(a-b) —c
! 0 0 0 1
0 O -1 0

hemen hemen kompleks yapisi ile

0 O 0 1
0 O -1 0
+r __ 1
g =|0 -1 —2c E(a—b)
1 0 2(a—b) 0

Hermit metrigi ve
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_ 1 -
0 1 c —E(a—b)
' =[-1 0 ! b
1 B _E(a_) —¢
0 0 0 1
0 0 -1 0

hemen hemen kompleks yapisinin beraber ele alinmasi gerektigi sunulmustur.
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