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In this thesis, neutrosophic triplet m-metric spaces are studied. Some definitions and
examples are given for the neutrosophic triplet m-metric space. Based on these
definitions, new theorems were given and proved. It has also been shown that the
neutrosophic m-metric space is different from the neutrosophic triplet metric space.
Also, neutrosophic triplet m-normed spaces are obtained. Then, some definitions and
examples are given for neutrosophic triplet m-normed space. Based on these
definitions, new theorems are given and proved. In addition, it is shown that
neutrosophic triplet m-normed spaces are different from the neutrosophic triplet

normed spaces.
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Bu tezde, nétrosofik ti¢lii m-metrik uzaylar ¢alisildi. Notrosofik tiglit m—metrik uzay
icin bazi tanimlar ve 6rnekler verildi. Bu tanimlara bagli olarak yeni teoremler verildi
ve ispatlandi. Ayrica, notrosofik m-metrik uzayin, klasik m—metrik uzaydan ve
notrosofik {iglii metrik uzaydan farkli oldugu gosterildi. Ayrica, nétrosofik ii¢li m-
normlu uzaylar calisildi. Notrosofik iicli m—normlu uzay i¢in bazi tanimlar ve
ornekler verildi. Bu tanimlara bagli olarak yeni teoremler verildi ve ispatlandi.
Ayrica, notrosofik licli m—normlu uzayin, notrosofik liclii normlu uzaydan farkh

oldugu gosterildi.
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SEKILLER LISTESI

Sekil 1.1  Bulanik kiime ve klasik kiime gdsterimi



SEMBOLLER LiSTESI

Mg (x) x ’in K kiimesine ait olma derecesi

Ik (%) x ’in K kiimesine ait olmama derecesi
Tk (x) x ’in K kiimesindeki dogruluk derecesi
Ix(x) x ’in K kiimesindeki kararsizlik derecesi
Fx(x) x ’in K kiimesindeki yanlislik derecesi
etkisiz(x) x ’in kiimedeki etkisizi

ters(x) X ’in kiimedeki tersi

N Bulanik kiimelerde kesisim islemi

U Bulanik kiimelerde birlesim islemi

+ Bulanik kiimelerde toplama iglemi

Bulanik kiimelerde ¢arpma islemi

= Bulanik kiimelerde esittir islemi

c Bulanik kiimelerde alt kiime
Ke Bulanik kiimelerde tiimleyen
n’' Sezgisel bulanik kiimelerde kesisim islemi
v’ Sezgisel bulanik kiimelerde birlesim iglemi
+' Sezgisel bulanik kiimelerde toplama iglemi

Sezgisel bulanik kiimelerde ¢arpma islemi

xi



=’ Sezgisel bulanik kiimelerde esittir iglemi

c’ Sezgisel bulanik kiimelerde alt kiime

Sezgisel bulanik kiimelerde tiimleyen

Lc

n Notrosofik kiimelerde kesisim islemi
0] Notrosofik kiimelerde birlesim islemi
F Notrosofik kiimelerde toplama islemi
B Notrosofik kiimelerde carpma islemi
= Notrosofik kiimelerde esittir islemi

c Notrosofik kiimelerde alt kiime

At Notrosofik kiimelerde tlimleyen

\ Fark islemi

X Kartezyen ¢arpim

< Kismi siralama bagintisi

s(A) A kiimesinin eleman sayist

P(T) T’in biitiin alt kiimelerinin ailesi
(W,x) Notrosofik ticlii kiime

dy Notrosofik ticlii metrik

d, Notrosofik ticlii kismi metrik
(F,A,m) Notrosofik tiglii cisim

(V,A,m) (F, A , m) notrosofik tiglii cisim tizerine bir notrosofik

icli vektor uzayi
((W,%),dy) Notrosofik ti¢lii metrik uzay
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(W, p)

(W, m)

(W, =), p)

(W, ), m)

((V, Ay, myp), LI

((V’ AZ’ u; )’ ” ” m)

Kismi metrik uzay1

m-metrik uzayi

Notrosofik ticli kismi metrik uzay
Notrosofik ti¢lii m-metrik uzay
Notrosofik tiglii normlu uzay

Notrosofik ii¢lii m-normlu uzay
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BOLUM I
GIRIS

Glinliik yasantimizda belirsizlik iceren problemler her zaman vardir. Cogu zaman bu
belirsizlikleri agiklamada klasik mantik yetersiz kalmaktadir. Cilinkii her zaman bir
duruma kesin dogru ya da kesin yanlis diyemeyiz. Mesela; ka¢ km hizla giden bir
arabaya hizli deriz (veya yavas deriz), kac yasindan sonraki insanlara yasl denir, bir
bina neye gore yiiksektir, bir insan kag¢ kilodan sonra sismandir ya da zayiftir denir.
Ayrica her zaman hava durumuna kesin soguk ya da kesin sicak diyemeyiz. Kimine
gore soguk kimine goére daha serindir gibi sorular kisiden kisiye degisen sorulardir.
Bunun iizerine giinliik yagsantimizdaki belirsizlik igeren sorunlarla bas edebilmek i¢in
ortaya atilan ¢ogu teori zamanla yetersiz oldugundan yerine farkli teorilere
birakmistir. Bu teorilerin bazilari; olasilik teorisi, bulanik kiimeler teorisi, yaklagimli
kiimeler teorisi, esnek kiimeler teorisidir. Bu teoriler arasinda en giincel ve en genis
uygulama alanma sahip olan Zadeh [1] tarafindan gelistirilen bulanik kiimeler
teorisidir. 1965 yilinda Zadeh [1], bulanik kiimeler teorisini tanitarak giinliikk
yasantimizda karsilastigimiz problemleri modelleme isine yeni bir bakis agisini
gostermistir. 1961 yilinda bu diisiincesinden dolay1 yayinladigi bir makalesinde
tanimlanamayan bulanik ya da belirsiz nicelikler i¢in farkli bir matematige ihtiyag
oldugu tezini ortaya atti. Amerika da ve birgok iilkede Zadeh’ in bu fikri bilim
cevreleri tarafindan yadirgandi. Hatta kendisi, maddi kaynaklar1 bosa tiiketmekle
suclandi. Ancak bir¢ok arastirmaci 70’lerden sonra Zadeh’ in bu fikri daha ¢ok
arastirilip calismaya basladi. Ozellikle Japon bilim insanlarmin dikkatini cekerek
daha ¢ok bu konu {izerine diistinlilmiistiir. Glinlimiizde ise bir¢ok teknolojik cihazin
temelinde Zadeh’ in kurdugu bu bulanik mantik yer almaktadir. Metrolar, yapay
zeka, son teknoloji ¢amasir makineleri, kontrol sistemleri ve c¢esitli alanlardaki
algoritmalar hep Zadeh’ in temellerini attig1 bu fikir {izerine gelistirilmistir. Zadeh

elestirileri géz Oniine alarak bir¢ok alanda kendini gelistirmistir.



Oyle ki Zadeh; bulanik kiime teorisinde, T evrensel kiime olmak iizere T in her bir
elemant icin [0,1] aralifinda tanimli bir {iyelik fonksiyonundan bahsetmistir. Bu
yoOniiyle daha ilk bastan klasik kiime mantigim1 da kapsayan daha esnek, daha
gercekei daha islevsel bir durum ortaya koymustur. Mesela bir elma kirmizi degilse
bulanik mantiga gore kirmizi olmayan elmay1 eger tam olarak yesilde degilse, belli
bir yiizde ile kirmiz1 olarak kabul edebiliriz. Bu durumda tam kirmizi elmanin degeri
1 ise tam kirmizi olmayan (yesil elmanin) degeri 0 olacaktir. Diger biitiin elmalar
kizariklik derecelerine gore, mesela %40, %60, %90, ... oraninda kirmizidir; gibi

degerlerle nitelemek miimkiin olacaktir.

Klasik kime  Bulanik kiime

0 02 4 5 03 1

Sekil 1.1Bulanik kiime ve klasik kiime gosterimi

Ancak yine de bu teoride gercek hayat problemlerini modellemede yetersiz kaldigi
durumlar olmustur. Bu durumu takip eden Atanassov [2] 1986 da bulanik kiime

teorisinin genisletilmis hali olan sezgisel bulanik kiime teorisini ortaya atmistir.

Atanassov, bulanik kiime yapisina tliyelik olmama fonksiyonunu ekleyerek sezgisel
bulanik kiime teorisini tanitmigtir. Yani sezgisel bulanik kiime teorisinde T evrensel
kiimesinde her bir eleman i¢in verilen liyelik olma fonksiyonuna ilave olarak yine
her bir eleman icin [0,1] araliginda tanimh iiyelik olmama fonksiyonu verilmistir.
Buna gore tiyelik olma ve iiyelik olmama fonksiyonu degeri toplami [0,1] araliginda
kalacaktir. Fakat boyle bir kisitlamanin olmasi ve giinliik hayat problemlerinin sahip
oldugu belirsizlikler bu teorinin de tam anlamiyla yeterli olmadigini ortaya

koymustur.

Notrosofik [3] ilk olarak 1998 yilinda Smarandache tarafindan tanitilmistir.
Notrosofik kiimeler, bulanik kiimeler [1] ve sezgisel bulanik kiimelerin [2]
genellestirilmis halidir. Ciinkii; nétrosofik de bulanik ve sezgisel bulanik kiimelerden

farkli olarak dogruluk degeri (T), yanlishk degeri (F) ve belirsizlik degeri (I)
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tamamen birbirinden bagimsizdir. Bundan dolay1 belirsizliklerle basa ¢ikmada
oldukca kullanishh olan bu alanda bir¢cok arastirmaci calismalarda bulunmustur.
Notrosofik tiglii kiimeler ve notrosofik tiglii gruplar [4] da 2016 yilinda Smarandache
ve Ali tarafindan ele alindi. Bir kiimenin nétrosofik ti¢lii kiime olabilmesi i¢in bu
kiimedeki her bir “a” elemaninin bir etkisiz eleman1 ve bir ters eleman1 olmalidir.
Buradaki etkisiz eleman klasik gruptaki gibi biitiin elemanlar i¢in sadece bir tane
olmak zorunda degildir. Yani her bir elemanin kendine ait bir etkisiz elemani
olabilir. Ayrica, bir nétrosofik t¢lii a elemami <a, etkisiz(a), ters(a)> seklide
gosterilir. Bundan dolay1r notrosofik deki bu yeni yapr klasik kiime ve klasik
yapilardan farklidir. Ayrica, bir¢ok arastirmaci notrosofik tiglii yapilarla ilgili
arastirma yapmistir. Bunlardan bazilari; Sahin ve Kargin [5] notrosofik tiglii metrik
uzayr tanitmistir, Smarandache ve ark. [11] notrosofik tiglii G-modiilii tanitmistir,
Sahin ve ark.[12] ndtrosofik tiglii topolojiyi tanitmistir, Sahin ve Kargin [13]
noétrosofik ticli metrik topolojiyi tanitmistir, Sahin ve Kargin [14] ndtrosofik tiglii v-
genellestirilmis metrik uzay1 tanitmistir, Sahin ve Kargin [15] nétrosofik ti¢li kismi
v-genellestirilmis metrik uzayr tanmitmistir, Sahin ve Kargin [16] ndtrosofik iicli
normlu halka uzay1 tanitmistir, Sahin ve ark. [17] notrosofik iiclii ¢ift kutuplu metrik
uzay1 tanitmistir, Sahin ve ark. [18] notrosofik {iclii kismi ¢ift kutuplu metrik uzay1
tanitmistir, Sahin ve ark. [19] ndtrosofik {iglii kismi g-metrik uzay1 tanitmistir, Sahin
ve Kargin [20] nétrosofik tiglii b-metrik uzay1 tamtmistir, Bal ve ark. [21] n6trosofik
tcli kosetler ve bolim gruplart tanmitmistir, Celik ve ark. [22] noétrosofik
genellestirilmis {U¢lii gruplar i¢in temel homomorfizma teoremlerini tanitmustir,
Shalla ve Olgun [23] genellestirilmis notrosofik ti¢lii grubunun direkt ve yar1 direkt
carpimini tanitmistir. Sahin ve Kargin [24] notrosofik ii¢lii kismi i¢ ¢arpim uzayini
tanitmistir. Sahin ve Kargin [25] kiime degerli notrosofik dortlii sayilara dayali

notrosofik tiglii uzay tanitmistir.

1994 yilinda Matthews [6] kismi metrigini tanitmistir. 2014 yilinda Asadi ve Ark [7]

kismi metrigin uzantisi olan m-metrik uzayini tanitmistir.

Bu yiiksek lisans tezinin 2. boliimiinde noétrosofik tglii kiime [4], notrosofik {iglii
metrik uzay [5] kismi metrik uzay [6], m-metrik uzay [7], m-yakinsak [7] ve m-
Cauchy dizisi [7], notrosofik tiglii normlu uzay [5], notrosofik ti¢lii normlu uzayda
yakinsak dizi [5], Cauchy dizisi [5] ve notrosofik {iglii Banach uzayi [5] tanimlarina

yer verildi. 3. béliimde nétrosofik {iglii m-metrik uzay1 incelendi. Notrosofik tiglii m-
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metrigi; nétrosofik ti¢lii metrik uzaydan [5], m-metrik uzaydan [7] ve kismi metrik
uzaydan [6] farkli oldugu verildi. Ayrica ndtrosofik tiglit m-metrik ile ilgili yeni
teoremler verildi. Bu tanitilan yapinin daha anlasilir olmasi igin 6rnekler verildi. 4.
boliimde ise notrosofik tiglii m-normlu uzay ele alindi. Ayrica nétrosofik tigli m-
normlu uzaylarin, notrosofik {iglii normlu uzaylardan farkli oldugu gosterildi. Son

olarak 5. bolimde tezde elde edilen sonuglara ve onerilere yer verildi.



BOLUM 11
GENEL BIiLGILER

2.1. Bulanik Kiimeler

Tamm 2.1.1:[1] E bos olmayan sonlu bir kiime olsun. VxeE igin, 0<pg(x)<1

olmak tizere

ug: E— [0,1] fonksiyonu ile bir bulanik kiime K={{ X, pug(x)) : xeE} kiimesi ile
verilir.
Burada pyk (X), Xe E nin K kiimesine ait olma derecesidir.
Tanmm 2.1.2:[1] E evrensel kiimesi iizerinde K; ve K, bulanik kiimelerinin tiyelik
fonksiyonlari sirasiyla g, ve pg, olsun.
Vxe E i¢in K; ile K, nin K; € K, ile gosterilen kapsama islemi ve K; = K, ile
gosterilen esitligi

K1 € K; & pg, (X) < pg, (X)

K; =K,oK; €K, veK, €K,
seklinde tanimlanir.
Tanmm 2.1.3:[1] E evrensel kiimesi iizerinde K; ve K, bulanik kiimelerinin tiyelik

fonksiyonlari sirastyla pg, ve py, olsun.
VxeE i¢in py, yk, (X)= max {ug, (X) , pk, (X) } olmak iizere K; ile K, nin
K; U K, ile gosterilen birlesimi
Ky UK, ={{X, pg,uk, X)) : xeE}
seklinde tanimlanir.

Tamm 2.1.4:[1] E evrensel kiimesi iizerinde K; ve K, bulanik kiimelerinin iiyelik

fonksiyonlari sirastyla pg, Ve pg, olsun.V xeE i¢in



K, nk, (X)=min{ pg, (X) , pg,(X) } olmak iizere K, ile K, nin K; N K, ile gosterilen
kesigimi
Ky N K={{ X, ug,nk, (X)) : XeE}
seklinde tanimlanir.
Tammm 2.1.5:[1] E evrensel kiimesi lizerinde K bulanik kiimelerinin tiyelik
fonksiyonu pg olsun.
¥ xeE i¢gin pge(X)=1—p (X) olmak iizere K nin K€ ile gosterilen tiimleyeni
KE={(X, pge(x)) : xeE}
seklinde tanimlanir.
Tanmm 2.1.6:[1] E evrensel kiimesi iizerinde K; ve K, bulanik kiimelerinin tyelik
fonksiyonlar sirastyla pg, ve py, olsun.
VxeE i¢in MK, +K, (X)= Hg, (X)+ 1k, (X)—uk, (X). pg, (X) olmak iizere Ky ile K, nin
K; + K, ile gosterilen toplama islemi
Ky + Ko={{X, ug,+x,(X)) : XeE }
seklinde tanimlanir.
Tanmm 2.1.7:[1] E evrensel kiimesi iizerinde K; ve K, bulanik kiimelerinin tyelik
fonksiyonlar1 sirasiyla pg, Ve py, olsun.
VxeE i¢in Mk, x,(X)= bk, (X). g, (X) olmak iizere K; ile K, nin K;.K, ile gdsterilen
carpma islemi
Ky Ko={{X, ug, k, (X)) : XxeE}

seklinde tanimlanir.

2.2 Sezgisel Bulanik Kiimeler

Tamm 2.2.1:[2]E bos olmayan sonlu bir kiime olsun.V x € E i¢in
0<p, (X)+ v, (X)<1 olmak iizere

u.:E—[0,1] ve v, :E—[0,1] fonksiyonlar ile bir sezgisel bulanik kiime

L={<{X, up(x), vi(x)) : xeE }

kiimesi ile verilir. Burada y; (X) ve v;(x) sirasiyla xe E nin iiyelik olma ve iiyelik

olmama derecesidir. Ayrica r;:E—[0,1] ile gosterilen belirsizlik derecesi

1y, (X)=1-u;, (X)-v,(X) seklinde tanimlanir.
6



Tanm 2.2.2:[2] L;={{X, pr,(X), v, (X)) : XeE } ve
Ly={{X, up,(X), v, (X) ) : XeE } kiimeleri E {izerinde sezgisel bulanik kiime ve

A>0 olsun.

L,’nin L;’1 kapsamasi L; € L, ile gosterilir ve VXeE i¢in L; € L, ise

tr, (X) < py, (X) ve v, (X) = v, seklinde tanimlanr.

Tanim 2.2.3:[2] Ly ={ (X, p,,(X), v, (X) > : XxeE } ve

Lo={{ X, up,(X), v, (X) ) : XeE } kiimeleri E iizerinde sezgisel bulanik kiime ve
A>0 olsun.

L, ile Ly nin L; =" L, ile gosterilen esitligi

VxeEicinL; =' L, ise pr, (X)= pp, (X) ve v, (X)= v, seklinde tanimlanir.

Tanmim 2.2.4:[2] L ={<{ X, u.(X), v,(X)) : XeE }kiimesi E iizerinde sezgisel bulanik

kiime ve 4>0 olsun.
L'nin L ile gosterilen tiimleyeni
“={Ox (0, () 1 xeE }
seklinde tanimlanir.
Tamm 2.2.5:[2] L ={{ X, u;,,(X), v, (X)) : XeE } ve
Lo={{ X, up,(X), v, (X) > : X E } kiimeleri E iizerinde sezgisel bulanik kiime ve
A>0 olsun.
Ly ile Ly nin kesisimi L; N’ L; ile gosterilir ve uy, oy, (X) =min{uy, (X), up, (X)}
vy, 0L, (X) =max{v,, (x), v, (X)} olmak iizere

Ly 0" Ly={<{ X, piy, a1, (%) s i, (X)) 1 X€E }



seklinde tanimlanir.
Tanim 2.2.6:[2] Ly={{ X, u;,(X), v, (X)) : XeE } ve
Ly={{ X, up,(X), v, (X) ) : Xe E } kiimeleri E iizerinde sezgisel bulanik kiime ve
A>0 olsun.
Ly ile L, nin birlesimi Ly U’ Ly ile gosterilir ve py, ry,, (X) =max{u,, (X), 1, (X)}
vy, 0L, (X) =min{v, (X), v, (X)} olmak tizere
Ly U Lp={<X, pp, 0, (X) , v, (X)) 1 XeE }
seklinde tanimlanir.
Tanim 2.2.7:[2] Ly={ (X, p,,(X), v, (X) > : XxeE } ve
Ly={{X, up,(X), v, (X) ) : XeE } kiimeleri E iizerinde sezgisel bulanik kiime ve
A>0 olsun.
L, ile Ly nin toplamasi L;+'L, ile gosterilir ve
Ly Ly={{ X, pp, )+ pag, (X)- g, (X) par, (X), vp, (X). v, (X)) - XeE }
seklinde tanimlanir.
Tanim 2.2.8:[2] Ly ={ (X, 1, (X), v, (X)) : XeE } ve
Lo ={{ X, pp,(X), v, (X)) - XeE } kiimeleri E {izerinde sezgisel bulanik kiime ve
A>0 olsun.
L, ile Ly nin garpimi L;." L, ile gosterilir ve
Ly Lo={ (%, pp, (X)- 1, (X), v, (X) +vp, (X)- v, (X). v, (X)) : XeE }

seklinde tanimlanir.



Tamm 2.2.9:[2] L ={{ X, u.(X), v, (X)) : XeE } kiimesi E lizerinde sezgisel bulanik

kiime ve 4>0 olsun.

Lile A gibi skalerle carpimi AL ile gosterilir ve
AL X 1=(1 =, GO (v, ()t ) 1 xeE}

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.2.10:[2] L ={{ X, u(X), v, (X)) : Xxe E } kiimesi E iizerinde sezgisel bulanik

kiime ve 4>0 olsun.

L'nin A kuvveti L? ile gosterilir ve

LA={(x (000 1=(1 = v, (0)*) - xeE}
seklinde tanimlanir.

2.3 Notrosofik Kiimeler

Tanim 2.3.1:[3] E evrensel bir kiime olsun.
VXEE, 0 <Tya(X)+I4(x) + Fo(x) < 3*olmak iizere,

To:E—>]70,17[,[,:E—>]70,1%[ ve Fo:E —» ] 70, 1*[ fonksiyonlar ile E iizerinde

bir A notrosofik kiime

A ={{x Ta(x),1a(x), Fa(x)):x € E}

ile tanimlanir. Burada Ta (%), [(X)Ve Fa(X) sirasiyla x € E nin dogruluk, kararsizlik

ve yanliglik derecesidir. Ayrica "0 = 0 + e ve 17 = 1 + ¢ olarak alinmigtir. Burada
Ta(x),x € E’nin dogruluk

[4(x),x € E’nin kararsizlik

Fo(x),x € E’nin yanhslik derecesidir.

Tamm 2.3.2:[26] E evrensel bir kiime ve A; € E, A, € E olup A, ve A, tek degerli

notrosofik kiimeler i¢in



A = {(X; TAl(X); IA1 (x), FA1 X):x € E} ve
A, = {(X, Ta, (%), 15, (%), Fa,(x)):x € E} olsun.
Her x € E igin A, nin A; y1 kapsamasi A; € A, ile gésterilir ve iiyelik dereceleri

Ta, (%) < Ty, (%)

o, (%) <1y, ()

Fa,(x) 2 Fp, (%)
seklinde tanimlanir.

Tamm 2.3.3:[26] E evrensel kiime ve A tek degerli notrosofik kiime igin
A = {(x, Ty (x),14(x), Fo(x)): x € E} olsun.
Her x € Eigin Tye(x) = Fpe(x), [,e(®) = 1 —15(x) ve F,e(x) = Ta(x) olmak
iizere A’nin A ile gosterilen tiimleyeni
At = {(X, Tye (%), [,e(®),Fpe(x)),x € E}

seklinde tanimlanir.
Anin Altiimleyeni

TAG(X) = FA(X) IAE(X) =1- IA(X)FAE(X) = TA(X)

Tamm 2.3.4:[26] E evrensel bir kiime ve A; € E, A, € E olup A;ve A, tek degerli

notrosofik kiimeler i¢in

A = {(x, Ta, (), 15, (%), Fp, (x)):x € E} ve

A, = {(X, Ta, (%), 15, (%), Fp,(x)):x € E} olsun.
Ajile A, nin esitligi A; = A, ile gosterilir ve

vx € Ei¢inA; £ A, ise, A; EA,veA, EA,
seklinde tanimlanir.
Tamm 2.3.5:[26] E evrensel bir kiime ve A; € E, A, € Eolup A; ve A, tek degerli

notrosofik kiimeler i¢in
Ay = {(x, Ta, (%), 1a, (%), Fa, ()): x € E} ve

A, = {(X, Ta, (%), 15, (%), Fp,(x)):x € E} olsun.
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Her x € E i¢in T, ga,(x) = maX{TA1 (x), Ta, (x)},

Ia,08,) = min{IA1 (x),14, (X)}, Fa,0a,(®) = min{FA1 (x),Fa, (X)} olmak tizere
Ajile A, nin A; U A, ile gosterilen birlesimi

A; OA; = {(x,Ta,04,(®), 14,04, (%), Fa,0a,(®)): x € E}

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.3.6:[26] E evrensel bir kiime ve A; € E, A, € Eolup A,ve A, tek degerli

notrosofik kiimeler i¢in

A = {(x, Ta, (), 15, (%), Fa,(X)):x € E} ve

A, = {(x, Ta, (%), 14, (%), Fa,(x)):x € E} olsun.
Her x € E i¢in Ty aa,(X) = min{TA1 (x), Ta, (X)},

I, Aa,(X) = maX{IA1 (%), 14, ®} Fa,pa,(x) = maX{FA1 (x),Fa, (X)} olmak tizere
A ile A, nin A; A A, ile gosterilen kesisimi

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.3.7:[26] E evrensel bir kiime ve A; € E, A, € Eolup A;ve A, tek degerli

notrosofik kiimeler igin

A = {(x, Ta, (), 15, (%), Fa, (X)):x € E} ve

A, = {(x, Ta, (), 14, (%), Fa,(x)):x € E} olsun.

Her x € Eigin Tp, 34,(%) = Ty, (%) + Tp, (%) — Ta, (%). Ta, (%),

Ia,34,(%) =14, (x).15,(%X), Fa 34,(x) = Fa,(x).Fa, (%) olmak iizere A; ile A,’nin

A FA, e

gosterilen toplama islemi
A1 FA; = {(x,Ta, 24,3, 14,54, (%), Fa, 5a,(®)): x € E}

seklinde tanimlanir.
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Tamm 2.3.8:[26] E evrensel bir kiime ve A; € E, A, € Eolup A,ve A, tek degerli

notrosofik kiimeler i¢in

Ay ={(x, Ta, (%), 15, (%), Fa, (X)):x € E}ve

A, = {(x, Ta,(x),1a,(x),Fa,(x)):x € E} olsun.

Her x € Eigin Tp s, (%) = Ta, (%). Ty, (%),

Iaa,(¥) =1a, () +15,(%) — 14, (%).14,(x),

Fasa,(x) = Fa, (%) + Fy,(x) — Fa, (x). Fa, (%) olmak lizere A, ile A, nin
A A, ile gosterilen carpma iglemi

APA; = {(x, Ty a, (), 1a 0, (%), Fa s, (%)): x € E}

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.3.9:[26] E evrensel bir kiime ve A € E olupA tek degerli nétrosofik kiime
ve A= {(x, Ta(x),[p(x),Fa(x)):x € E} olsun. A nin A gibi bir skalerle AA ile

gosterilen ¢arpimi, A > 0 i¢in

A =(1—-(1-Ty* AN FY

seklinde tanimlanir.

Tanmm 2.3.10:[26] E evrensel bir kiime ve A € E olup A tek degerli notrosofik kiime

ve A = {(x, TA(%), 15 (%), Fo(x)): x € E} olsun. A’nin A kuvveti A ile gosterilir ve
A > 0igin

A= ((THMN1 -1 —-IDN 1= (1 =F)"

seklinde tanimlanir.

2.4 Notrosofik Uclii Kiimeler

Tamm 2.4.1:[4] W herhangi bir kiime ve * bir ikili islem olsun. Eger W kiimesi

asagidaki sartlar1 sagliyorsa (W, *) kiimesine bir nétrosofik ti¢lii kiime denir.
1) Her t € W igin,

txetkisiz(t)= etkisiz(t) * t=t olacak sekilde bir etkisiz(t) eleman1 vardir.
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2) Hert € W igin,
txters(t)= ters(t) *t=etkisiz(t) olacak sekilde bir ters(t) elemani vardir.
Ayrica bir t € W notrosofik tigliisii (t, etkisiz(t), ters(t)) seklinde gosterilir.

Tamm 2.4.2:[4] (W,*) bir notrosofik ti¢lii kiime olsun. (W,*) kiimesi asagidaki

sartlar1 saglarsa (W, *)’ ye nétrosofik tli¢lii grup denir.
1) Her t, n € W igin t+n € W, (kapalilik 6zelligi)
2) Her t, n, m € W igin (t*x n) *m = tx (n*m), (birlesme 6zelligi)

Tamim 2.4.3:[4] (F, A, m) kiimesi * ve # islemlerine gore bir nétrosofik ti¢lii kiime
olsun. (F, A, m) kiimesi asagidaki sartlar1 saglarsa (F, A, m )’ye bir notrosofik ti¢li

cisim denir.

1. (F, A) bir degismeli n6trosofik tiglii gruptur.

2. (F, m ) bir nétrosofik Giglii gruptur.

3.Hert,n, m € F i¢in

tm(n Am)=(tmn) A(tmm)ve (NAm)m t=(nmt) A(m m t).

Tamim 2.4.4:[4] (F,A;,m;) bir notrosofik tgli cisim ve (V,A,,m,), A, ve m,
islemlerine gore bir notrosofik ti¢li kiime olsun. (V,A,,m,) kiimesi asagidaki sartlari
saglarsa (V,A,,m,)’ye (F,A;,m;) notrosofik {iglii cisim iizerine bir notrosofik tiglii

vektor uzay1 denir.

1)Heru,veVveherke FiginuA,veVveum,keV;

2) Her u, v, t € Vigin (u A,V)A,t=u A, (V Ayt);

3)Heru,v € Viginu A,v =V A,u;

4)Herk e Fveu,v e Vigin (vAu)m,K = (v m,K)A,(u m,k);
5) Herk,t € Fveu € Vigin (kA;t) myu= (km,v)A; (U m,V);
6) Herk,te Fveu € Vigin (km; t) m,u=k m, (t m,u);

7) Her bir u € V i¢in um,, etkisiz(k) = etkisiz(k)m, u = u olacak sekilde en az bir
13



k € F vardir.
Ayrica 1), 2) ve 3) sartlar1 (V,A,)’ nin bir degismeli Ti¢lii grup oldugunu gosterir.

2.5 Metrik Uzaylar

Tamm 2.5.1:[6] W bos kiimeden farkli bir kiime olsun. Eger p: W x W — R* U {0}
t, n, z € T fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa p fonksiyonuna bir kismi metrik

denir.

(p1) P(t, ) =p(n, n) =p(t, n) == t=n,

(b2) p(t, ) < p(t, n)

(p3) p(t, ) = p(n, 1),

(p4) p(t, 2) < p(t, n) + p(n, 2) —p(n, n)

Ayrica (W, p) ise kismi metrik uzayidir.

Tamm 2.5.2:[7]

W bos kiimeden farkli bir kiime olsun. Eger m: W x W — R* U {0}
(i) mg, = min{m(t, t), m(n, )} = m(t, t) v m(n, n),
(i)My, = max{m(t, t), m(n, n)} = m(t, t) A m(n, n).
Tanmm 2.5.3:[7] W bos kiimeden farkl1 bir kiime olsun.

Egerm : W x W — R* U {0} t,y, z€ W fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa m

fonksiyonuna bir m-metrik denir.

(my) m(t, t) =m(n, n) =m(t, n) = t=n,

(mz) Mgy < m(t, n),

(m3) m(t, n) =m(n, 1),

(m,) (M(t, 2) — m,) < (M(t, 0) — Mey)+(M(N, 2) - My,).

Ayrica (W, m) ise m-metrik uzayidir.
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Tanmm 2.5.4:[7] (W, m) bir m-metrik uzay ve {xy} bu uzayda bir dizi olsun. Her

€>0 i¢in k >k, oldugunda
m(xy,t)—my, <€
olacak sekilde bir t € W mevcutsa {x,} m-yakinsaktir t’ e denir ve

llim Xi=tya da xy— tile gosterilir.

Tamm 2.5.5:[7] (W, m) bir m-metrik uzay ve {xi} bu uzayda bir dizi olsun. Her
&€>0 i¢in k, 1 >k, oldugunda

m(Xk’Xl)_ka,X1<€
olacak sekilde bir k,eN mevcutsa {x,} dizisine bir m-Cauchy dizisi denir.

2.6 Baz1 Nétrosofik Uclii Metrik Uzaylar

Tamm 2.6.1:[5] (W, *) bir notrosofik ti¢lii kiime olsun. Eger dyy:W x W— RTu{0}
fonksiyonu ve (W, *) kiimesi asagidaki sartlar1 saglarsa dyy, fonksiyonu bir notrosofik

ticlii metriktir.

a) Her t, n € W igin txn € W,

b) dw(t, n) > 0;

c) t=nise dy(t, n) =0;

d) dw(t, n) = dw(n, t);

e) Eger her bir t, z €W eleman ¢ifti i¢in

dw(t, z) < dw(t, zxetkisiz(n)) olacak sekilde en az bir n € W elemani varsa,
dyw (t, zxetkisiz(n)) <dw(t, n) + dw(n, z)’dir.

Ayrica (W, %), dy) bir notrosofik tiglii metrik uzaydir.

Sonug 2.6.2:[5] Tanim 2.6.1°deki a) ve e) sartlarindan dolay1 nétrosofik {iglii metrik
uzaylar klasik metrik uzaylardan farklidir. Ciinkii, Klasik metrikte herhangi bir x
islemi yoktur. Ayrica klasik metrikteki ticgen esitsizligi ile Tanim 2.6.1°deki liggen
esitsizligi birbirinden farklidir.
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Ornek 2.6.3:[5] T = {0, 2, 3} bir kiime ve P(T) T kiimesinin kuvvet kiimesi ve s(H),

H kiimesinin eleman sayis1 olsun.

HUH = HUH= H oldugundan etkisiz(H)= H ve ters(H) = H alabiliriz. Béylece (P(T),

V) bir notrosofik {i¢lii kiimedir.

Simdi dy: P(T) x P(T)— R*u {0} fonksiyonunu dy(H,K)= |s(H)-s(K)| olacak
sekilde tanimlayalim. dy; fonksiyonunun bir nétrosofik {i¢li metrik oldugunu

gosterelim:

a) Her H, BEP(T) i¢in HUB €P(T) oldugu agiktir.

b) s(H), H kiimesinin eleman sayis1 oldugundan dyy,(H,K)= [s(H)-s(K)|= 0 olur.

¢) H =B ise dy(H, K) =|s(H)-s(K)| = |s(H)-s(H)| = 0 olur.

d) H, K, L €P(T) i¢in Lc K olsun.dyw(H, K) < dw(H, KUL) oldugu agiktir. Ayrica
dw(H, KuL)= [s(H)-s(KUL)| <|s(H)-s(L)|+ |s(L)-s(K)| olur. Boylece

dw(H, KUL)< dw/(H, L)+ dw(L, K) olur.

Ayrica((P(T), U), dy) bir nétrosofik ti¢li metrik uzaydir.

Tamim 2.6.4:[5] (W, *), dw) bir ndtrosofik ti¢lii metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir

dizi olsun. Her >0 i¢in n >n, oldugunda
dW(Xv {Xn}) <&
olacak sekilde bir x € N mevcutsa {x, } yakinsaktir x* e denir ve

lim x,= X ya da x,— x ile gosterilir.
(00}

n—

Tamim 2.6.5:[5] ((W, *), dw) bir ndtrosofik ti¢lii metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir

dizi olsun. Her £>0 i¢in n, m >n, oldugunda

dW ({Xm}v {Xn } )< €

olacak sekilde bir nyeN mevcutsa {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir.
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Teorem 2.6.6:[5] ((W, *), dw) bir ndtrosofik tiglii metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir
dizi  olsun. Eger {x,} bir yakinsak dizi ve dw({Xp}.{xm})<
dyw ({xn}{xm}*etkisiz(x)) sart1 saglanirsa {x,} bir Cauchy dizisidir.

Ispat: {x,} dizisi yakinsak oldugundan her n >n, i¢in dy (X, {X,}) < €/2 ya da her
n >nyicin dyy (X, {X,}) < €/2 alabiliriz. Her n, m > n, igin

dw({xp}{xm}) < dw({xn }{xm}*etkisiz(x)) oldugundan ve Tanim 2.6.1°deki tiggen

esitsizliginden
dw({xn}{xm}) < dw({xn}{xm}etkisiz(x)) <dw(X, {xn})+ dw(X, {xm}) =
/2 + /2 = ¢ olur. Boylece Tanim 2.6.1° den dolay1 {x,} bir Cauchy dizisidir.

Tanmm 2.6.7:[5] ((W, *), dw) bir noétrosofik tglii metrik uzay olsun. Eger bu

uzaydaki her {x, } Cauchy dizisi yakinsak ise (W, *), dyy) uzayina tam uzay denir.

Tamim 2.6.8:[8] (W, *) bir nétrosofik ti¢lii kiime olsun. Eger p:W x W— R*uU{0}
fonksiyonu ve (W, ) kiimesi asagidaki sartlar1 saglarsa m fonksiyona bir notrosofik

ticlii kismi metriktir denir.

a) Her t, n € W igin txn € N;

b) p(t, t) =p(n,n) =p(t,n) =0ise t=n;

¢) p(t, t) < p(t, n);

d) p(t, n) = p(t, n);

e) Eger her bir t, z €W eleman ¢ifti i¢in

p(t, z) < p(t, zxetkisiz(n)) olacak sekilde en az bir n € W elemani varsa,
p(t, zxetkisiz(n)) < p(t, n) + p(n, z) — p(n, n)

Ayrica (W, *), p) bir notrosofik ti¢lii kismi metrik uzaydir.
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2.7 Nétrosofik Uclii Normlu Uzay

Tamm 2.7.1:[5] (V,A,, m,), (F,A;, m;) nétrosofik ti¢lii cisim tizerinde bir nétrosofik
ticlii vektdr uzayi olsun. Eger ||.|| : V — RTuU{0} fonksiyonu asagidaki kosullari

saglarsa I.I fonksiyonu bir nétrosofik ti¢lii normdur.
Burada f: FTV — R* U {0} olacak sekilde
f(a, t) = f(a, ters(t)) ve t= etkisiz(t) ise f(a, t) = 0 sartlarin1 saglayan fonksiyon olsun.

a) Ith>0

b) Eger t = etkisiz(t) ise Itl =0

c) lo m, tl=1f(a, t).Itl

d) lters(t)l= Itl

e) Eger her bir t, n € V igin ItA, nl < ItA, nA,etkisiz(k)l olacak sekilde en az
bir k € V elemani varsa,

ItA,nA,etkisiz(k)l < Itl+Inl” dir.
Ayrica, (V,A,, m5), I.1) uzay1 bir nétrosofik ti¢lii normlu uzay olarak adlandirilir.

Sonug¢ 2.7.2: [5] Tanim 2.7.1° deki c¢) ve e) sartlarindan dolay1 nétrosofik tglii
normlu uzaylar klasik normlu uzaylardan farklidir. Ciinkii, klasik normda herhangi
bir Aiglemi ve f fonksiyonu yoktur. Ayrica klasik normdaki tiggen esitsizligi ile

Tanim 2.7.1° deki tiggen esitsizligi birbirinden farklidir.

Ornek 2.7.3:[5] T = {e, s} bir kiime ve P(T) = {@, {e!, {s}, {e, s}}, T kiimesinin
kuvvet kiimesi olsun. Bilinen kesisim islemine gore A, B € P(T) olmak tizere
B\4, s(A)<s(B) ABoANMNA'=B
A\B, s(A)>s(B)AADBAB'=A
A*B= (A\B)', s(4)>s(B) NADBAB'#A
(B\A4)'!, s(A)<s(B) ABDANA'#B

X, s(A)=s(B) NA+B
@, A=B

olacak sekilde * islemine gore (P(T), *, N) bir notrosofik tiglii vektor uzay ve ayni

zamanda bir notrosofik {iclii cisimdir.

Burada;
etkisiz(@) = @, ters(@) = 0, etkisiz({e}) = {e, s}, ters({e}) = {s},

etkisiz({s}) = {e, s}, ters({s}) = {e}, etkisiz({e, s}) = 0, ters({e, s}) = {e, s}’ dir.
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Ayrica; s(A), A kiimesinin eleman say1s1 olmak tizere

f: P(T) X P(T) — R* U {0} onksiyonunu

A y :
f(A, B) = {S( NB))/s(B), eger B> 0 ise seklinde tanimlayalim.

0, eger B = 0 ise

Bunun yam sira LI:P(T) — R*TU{0} olmak iizere IAl = s(A) fonksiyonunun bir

notrosofik ti¢lii norm oldugunu gosterelim.

a) IAl=s(A) >0

b) @ = etkisiz(@) oldugundan I3l =s(@) =0

c) Eger B # @ ise IANn Bl =s(ANn B) = s(B). s(An B)/s(B) = (A, B).IBI olur.
Eger B = @ ise IAN Bl =0 ve IBI = 0 oldugundan IAN Bl = (A, B).IBI olur.

d) ters(@) = @, ters({e}) = {s}, ters({s}) = {e}, ters({e, s}) = {e, s} oldugundan

Iters(A)I= Al olur.

e) e P(T) icin 10 * @l < 1@ = @ etkisiz({e, s})I olacak sekilde {e, s} € P(T)
elemant oldugundan, 1@ * @ xetkisiz({a, b})l =10 * @ x @l = 19l = 0< 1QI+I@I = 0

olur.

{a}e P(T) icin I{e}* {s}I < I{e} = {s} *etkisiz({s})| olacak sekilde {s} € P(T)
elemani oldugundan, I{e} * {e} xetkisiz({s})I=I{s}I= 1 <I{e}I+I{s}I =2 olur.

{b}e P(T) igin I{s} * {s}I <I{s} = {s} xetkisiz({s})l olacak sekilde {s} € P(T) elemani
oldugundan, I{s} * {s} *etkisiz({s})I = I{e}l = 1 <I{s}I+I{s}I =2 olur.

{a,b}e P(T) igin I{e, s} * {e, s}l < I{e, s} = {e, s} =etkisiz(@)l olacak sekilde @e P(T)
elemani oldugundan, I{e, s} * {e, s} *etkisiz(@)l = 10l = 0 <I{e, s}I+I{e, s}| = 4 olur.

Benzer sekilde diger A, B € P(T) elemanlart i¢in de bu sartin sagladig1 gosterilebilir.

Simdi hangi sartlar saglandiginda bir klasik normlu uzaylarin nétrosofik ticli

normlu uzay sartlarini sagladigini gosteren teoremi verelim.

Teorem 2.7.4:[5] (R, +, .), I.I), bir R cismi tizerinde bir klasik normlu uzay olsun.
Eger Tanim 2.7.1° deki f fonksiyonunu f: R X F -R* U {0}, f(0, t) = |o| olarak
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alirsak ((R, +, .), I.I) uzay1 Tanim 2.7.1° deki notrosofik tiglii normlu uzay sartlarini

saglar.
Ispat: ((R, +,.), ||.|) bir klasik normlu uzay oldugundan, t € R i¢in
etkisiz(t) = 0 ve ters(t) = -t olur. 1)

(1)’ den dolayy, f(o, t) = |a| = |-a] = f(ters(a), ters(t)) sartini saglar. (Buradaki

ters(t) elemani + islemine gore elde edilmektedir.)

a) ((R, +,.), [|-]D bir klasik normlu uzay oldugundan ||t|| = 0’ dir.
b) Eger t = etkisiz(t) = 0 ise Itl =10l = 0 olur.

¢) la. t = |alltl = f(a, t).ItI olur.

d) lters(t)l = I-tl = Itl olur.

e) birt, n eR i¢in It + nl < It + n+ etkisiz(k)l olacak sekilde k = 0 €R elemani vardir.

Bundan dolay1 ve I.I klasik norm oldugundan It + n + etkisiz(k)l < Itl+Inl olur.
Boylece ((R, +, .), I.I), notrosofik ti¢lii normlu uzay sartlarini saglad.

Teorem 2.7.5:[5] ((V, A,, my), L), (F,A;, m,) notrosofik ti¢lii cismi {izerinde bir

notrosofik tiglii normlu uzay olsun.

dw: V x Vo>R*Y U {0}, dw(t, n)= ItA, ters(n)l seklinde tanimlanan fonksiyon

notrosofik liglii metrik uzay sartlarini saglar.
Ispat: t, n, z €V olsun. Notrosofik ii¢lii norm tanimindan,
1) dw(t, n) = [t Ayters(n)|[)=0;

2) t =n olsun. Buna géredy(t, n) = ||tA,ters(n)||= ||nA,ters(n)|| = ||etkisiz(n)|| = 0

olur.

3) |lters(t)||= |ltl] oldugundan dw(t, n) =|tA,ters(n)|| = [|ters(tA,ters(n))||

yazabiliriz. Notrosofik tiglii kiime 6zelliginden;
dw(t, y)=|lters(tA,ters(y))||= ||ters(t)A,ters(ters(y))|| = [|ters(t)A,y]|| olur. (2)
V, A, islemine gore degismeli oldugundan (2)’ de
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dw(t, n)=||ters(t)A,n|| = ||InA,ters(t)|| = dyw(n, t) olur.

4)Eger her bir t, z € V igin dy(t, z) = ItA, ters(z)l < ItA,ters(z)A,etkisiz(k)l olacak
sekilde en az bir ke V elemaninin oldugunu kabul edelim. Bundan dolay1 ve

kA, ters(k) = etkisiz(k) oldugundan

dw(t, z) = ItA, ters(z)l < ItA,ters(z)A,etkisiz(k)l =||tA, ters(z)A kA ters(K)||
yazabiliriz. Ayrica (V, A,)islemine gore bir degismeli grup oldugu igin

|[tA,ters(z)A, kA ters(Kk)||=
| (tA,ters(k))A, (ters(z)A,K)||<

|[tA,ters(K)|[+]|kA,ters(z))|| oldugunu elde ederiz. Boylece eger her bir t, z eW

eleman cifti i¢in
dw(t, z) < dw(t, zxetkisiz(n)) olacak sekilde en az bir ne W elemani varsa,
dw (t, zxetkisiz(y)) <dw(t, n) + dw(n, z) olur.

Tamm 2.7.6:[5] ((V, A,, m,), L.I), (F, A;, m,) nétrosofik ti¢lii cismi iizerinde bir

notrosofik ti¢lii normlu uzay ve
dy: Vx Vo> R* U {0}, dy,(t, n)= lt*, ters(n)l

seklinde tanimlanan nétrosofik tiglii metrige ((V, A,, m,), I.I) nétrosofik ti¢lii normlu

uzay tarafindan indirgenmis notrosofik tiglii metrik denir.

Simdi nétrosofik ticlii normlu uzay tarafindan indirgenmis metrik tanimini kullanarak
notrosofik {iclii normlu uzayda yakinsak diziyi, Cauchy dizisini ve nétrosofik tiglii

Banach uzayini tanimlayalim.

Tamm 2.7.7:[5] ((V, A,, m,), LI), (F, A;, m,) noétrosofik ti¢lii cismi iizerinde bir
notrosofik {iglii normlu uzay; {ty} bu uzayda bir dizi ve d,, ((V, A,, m;), ||.|])
tarafindan indirgenmis notrosofik ti¢lii metrik uzay olsun. Her €>0 i¢in k >k,

oldugunda

dw (t, {ti}) = lltAzters({ti})lI<e

olacak sekilde bir t € N mevcutsa {t,} yakinsaktir t’ e denir ve
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llim tx=tyadaty— tile gosterilir.
— 00

Tamm 2.7.8:[5] ((V, A,, m,), LI), (F, A;, m,) nétrosofik ti¢lii cismi iizerinde bir
notrosofik Uiglii normlu uzay; {t;} bu uzayda bir dizi ve d,,, ((V, 4,, m,), |.]])
tarafindan indirgenmis notrosofik tiglii metrik uzay olsun. Her >0 icin k, 1 >k,

oldugunda

dw({ti}, {t1}) = llteAzters({tiPll<e
olacak sekilde bir k,eN mevcutsa {t;} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.7.9:[5] ((V, A,, m,), LI), (F, A;, m,),) nétrosofik ti¢lii cismi {izerinde bir
noétrosofik {iglii normlu uzay; {t,} bu uzayda bir dizi ve d,,, ((V, A,, m,), ||.]])
tarafindan indirgenmis notrosofik {iglii metrik uzay olsun. Eger her {t,} Cauchy
dizisi ((V, A,, m3), ||. |]) tarafindan indirgenmis d,,nétrosofik {iglii metrik uzaya goére
yakinsak ise ((V, A, m5), ||. ||) n6trosofik {iglii normlu uzaya nétrosofik tiglii Banach

uzay1 denir.

Teorem 2.7.10:[5] (W, *) bir notrosofik ii¢lii grup olsun. t € W igin
eger t = etkisiz(t) ise etkisiz(t) = ters(t) =t olacak sekilde en az bir ters(t)€ W vardir.

Teorem 2.7.11:[5] (W, *) bir notrosofik ti¢lii grup olsun. t € W igin

i) etkisiz(etkisiz(t)) = etkisiz(t)
i) ters(etkisiz(t)) = etkisiz(t)
i) ters(ters(t)) =t

iv) etkisiz(ters(t)) = etkisiz(t)

sartlar1 saglanir.
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BOLUM 111

3.1. NOTROSOFIK UCLU m-METRIKUZAYLAR

Tamm 3.1.1:[9] (W, *) bir nétrosofik ti¢lii kiime olsun. Eger m:W x W— R*Tu{0}
fonksiyonu ve (W, ) kiimesi asagidaki sartlar1 saglarsa m fonksiyonu bir nétrosofik

ticlii m-metrik denir.

a)Her t, n € Wigin txn € W,

b) Eger m(t, t) = m(n, n) =m(t, n)=0ise t = n;

C)mg, <m(t, n)

d) m(t, n) = m(n, t);

e) Eger her bir t, z €W eleman c¢ifti i¢in

m(t, z) < m(t, zxetkisiz(n)) olacak sekilde en az bir n € W elemani varsa,

(m(t, zxetkisiz(n))) — m,) < (m(t, n) — my,)+(m(n, z) — m,,) dir.

Ayrica ((W, %), m) bir nétrosofik tiglii m-metrik uzaydir.

Not 3.1.2:[9] Tanim 3.1.1° deki m;,, Tanmim 2.5.2’ deki m,,, fonksiyonuna esittir.

Sonug¢ 3.1.3:[9] Tanim 3.1.1’deki nétrosofik {iglii m-metrik uzayr Tanim 2.5.3’deki
m-metrik uzaydan farklidir. Ciinkii; Tanim 2.5.3’deki m-metrik uzayinda herhangi
bir * iglemi yoktur. Ayrica Tanim 2.5.3’deki m-metrik uzayinda ki tiggen esitsizligi
ile Tanim 3.1.1°deki nétrosofik tiglii m-metrik uzaymnda ki liggen esitsizligi

birbirinden farklidir.

Sonug¢ 3.1.4:[9] Tanim 3.1.1°deki nétrosofik tiglii m-metrik uzayr Tanim 2.6.1°deki
notrosofik liclii metrik uzaydan farklidir. Ciinkii; Tanim 2.6.1°deki notrosofik {iglii

metrik uzayindaki iiggen esitsizliginde dyy(t,t)=0 dir.
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Sonu¢ 3.1.5:[9] Tanim 3.1.1°deki nétrosofik tiglii m-metrik uzayr Tanim 2.6.8’deki
notrosofik tiglii kismi metrik uzaydan farklidir. Ciinkii; Tanim 2.6.8’deki notrosofik

ticlii metrik uzayinda ki tiggen esitsizliginde my, yer almamaktadir.

Ornek 3.1.6:[9] W={0, 2, 4} bir kiime olsun. (W, - ), Z¢ da nétrosofik i¢lii kiime

oldugunu gosterelim.

0 i¢in etkisiz(0)=0  ve ters(0)=0

2 igin etkisiz(2)=4  ve ters(2)=2

4 i¢in etkisiz(4)=4 ve ters(4)=4
Boylece (W, - ), Z¢ da nétrosofik tgliiler;
0,0,0),(2,4,2),(4,4,4) dir.

Simdi m:W x W— RTU{0} icin m(t, n)=[3%-3"| olsun.Oyle ki m nin ndtrosofik

ticlii m-metrik oldugunu gosterelim.

a) Hert,ne€ W igin t-n € W oldugu agiktir.
0.0=0 ew 22=4eW
0.2=0 eW 24=8=2 € W
0.4=0 eW 44=16=4€ W
b) Eger
m(t, t) =|3¢-3¢| =0
m(n, n) =|3™-3"| =0
m(t, n) =[3t-3" =0 ise t=n.
C) myg, :=min{m(t, t), m(n, n)}=0
My, := min{|3t-3Y, [37-3"| }=0
m(t, n) =|3%-3" >0 olup
0= m¢, <m(t, n) dir.
d) m(t, n) = m(n, t) olur. Ciinkd;
m(t, n) = |3t-3"| = |3"-3% =m(n, t);
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e) + m(0, 0) = 0 < m(0, Oxetkisiz(2)) = m(0, 0) = 0 igin

(M(0, 0+ etkisiz(2))) ~ mo,) = [3°-3%] - [3°-3° = 0 = (m(0, 2) ~ mo)+(M(2, 0)-
m3,0=(3°-3% - m [30-3°)) + (132-3°] - [3°-3%)) = 18,

* m(0, 2) = 8 <m(0, 2*etkisiz(4)) = 8 igin

(M(0, 2+ etkisiz(4))) — mg2) = [3°-3%| - 0 = 9 < (m(0, 4) — Mg 4)+(M(4, 2) — my,) =
(13°-3% - [3°-3%]) + (|3%-3%] - [3%-3%]) = 153.

- m(0, 4) = 80 < m(0, 4*etkisiz(2)) =80 icin

(M(0, 4 *etkisiz(2))) — mg4) = 3°-32| - 0= 9 < (M(0, 2) — mg)+H(M(2, 4) — M, 4) =
(13°-3%] - [3°-3%)) + (13%-3%| - [32-3%|) = 81.
. m(2, 0) = 8 <m(2, O+etkisiz(4)) =8 igin

(M(2, 0+ etkisiz(4))) — my) = [32-3°] - 0 = 8 < (M(2, 4) — My 4)+(M(0, 4) — my,)
= (3234 - 3%-32)) + (13°-3% - [3°-37)) =153
« m(2,4)="72 <m(2, 4 etkisiz(2)) = 72 i¢in

(M(2, 4+ etkisiz(2))) — My 4) = |32-34)- 0 =72 < (m(2, 2) — My ,)+HM(2, 4) — M, 4)
= (I32-3%| - 32-3%]) + (|3*-3%| - |3*-3*) = 72.

e m(2,2)=0<m(2, 2+ etkisiz(4)) = 0 igin
(M(2, 2 etkisiz(4))) — my ;) = [32-3%|- 0= 0 < (m(2, 4) — my 4)+(M(4, 2) —my ;) =
(132-3% - |32-32|) + (|3*-3?%| - |32-32%|) = 72.
« m(4, 0) = 80 < m(4, Ox etkisiz(2)) = 80 i¢in
(M(4, 0xetkisiz(2))) — my ) =13*-3° - 0 =80 < (m(4, 2) — my ,)+(M(4, 2) —m,,) =
(132-34| - |32-32]) + (|3*-32| - |32-32|) = 144.
e m(4, 2) =72 <m(4, 2« etkisiz(0)) = 80 igin
(Mm(4, 2+ etkisiz(0))) — my o) =|3*-3°] - 0 = 80 < (m(4, 2) — my ,)+(M(4, 2) —m,,) =

(33 - [3°-3°)) + (13°-3% - |3°-3°)) = 88,
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Boylece, m bir notrosofik tigli m-metrik uzaydir.

Ornek 3.1.7:[9] T = {0, 2, 3} bir kiime ve P(T), T kiimesinin kuvvet kiimesi ve s(H),
H kiimesinin eleman sayisi olsun. (P(T)\T, U) notrosofik ti¢li kiime oldugunu

gosterelim.

HUH=HUH=H oldugu agiktir. Boylece her HeP(T)\T i¢in etkisiz(H=H ve
ters(H)=H olur.

Simdi m: P(T)\T x P(T\T— R*u{0} fonksiyonunu m(H,V)= |s(H)-s(V)| olacak

sekilde tanimlayalim. m fonksiyonu bir notrosofik tigliit m-metrik degildir. Ciinkii;
b) s(H), H kiimesinin eleman sayisi oldugundan

m(H,H)=m(V,V)=m(H,V)=0=H=V sartim1 saglamiyor ¢iinkii H={0,2} ve V={0,3}

olsun.

m(H, H) = |s(H)-s(H)| = |2-2| =0

m(V, V) =1[s(V)-s(V)|=12-2| =0

m(H, V) =|s(H)-s(V)| = |2-2| =0

iken H={0,2} ve V={0,3} oldugundan H#V dir.

b) sartin1 saglamadigindan m fonksiyonu bir nétrosofik ti¢lii m-metrik degildir.

Teorem 3.1.8:[9] ((W, =), p) bir nétrosofik tiglii kismi metrik uzay olsun. Asagidaki

kosul saglanirsa (W, ), p) bir nétrosofik {i¢lii m-metrik uzaydir.

i)Her bir t, z EW i¢in p(t, z) < p(t, z+etkisiz(n)) olacak sekilde en az bir n EW varsa,

p(t, t) < p(n, n) ve p(z, z) <p(n, n) dir.

Ispat: (W, *) bir nétrosofik iiclii uzay ve (W, *), p) bir nétrosofik iiclii kismi metrik

uzay oldugunu varsayalim.
a) ((W, %), p) bir notrosofik tiglii kismi metrik uzay oldugundan dolay1
her t, n € W igin t *n € W oldugu agiktir.

b) Tanim 2.6.8’den eger p(t, t) = p(n, n) =p(t,n)=0ise t =n.
c) Tamm 2.6.8°den p(t,t) <p(t, n) ve p(n,n) <p(t, n).
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Boylece my, = {p(t,t), p(n,n)} <p(t, n).
d) Tanim 2.6.8’den dolayi p(t, n) = p(n, t);

e) Tanim 2.6.8’den eger her bir t, z € W eleman ¢ifti i¢in

p(t, z) < p(t, zxetkisiz(n)) olacak sekilde en az bir n € W eleman1 varsa

p(t, zxetkisiz(n)) < p(t, n) + p(n, z) - p(n, n)

(i) kosulundan yararlanarak p(t, t) < p(z, z) ve p(z, z) < p(n, n) dur.
p(t, t) < p(z, z)< p(n, n) oldugunu varsayalim. Boylece

mg = p(tt), my =p(tt)ve my, =p(zz) dir.

Oyleyse (1)’den dolay1 p(t, z+etkisiz(n)) — m., < p(t, n) — my,

yazilabilir.
p(z, z) < p(t, )< p(n, n) oldugunu varsayalim. Boylece
my, =p(z,z), my =p(tt) ve my, =p(z,z) dir.

Oyleyse (1)’den dolay1 p(t, z+etkisiz(n)) — my, < p(t, n) — my,

yazilabilir.
p(z, z) < p(n, n)< p(t, t) oldugunu varsayalim. Boylece
my =p(z,z), my =p(n,n)ve my, =p(z,z) dir.

Oyleyse (1)’den dolay1 p(t, z+etkisiz(n)) — my, < p(t, n) — my,

yazilabilir.
p(t, t) < p(n, n)< p(z, z) oldugunu varsayalim. Boylece
my, =p(tt), my=p(ttY)ve my, =p(yy) dir

Oyleyse (1) den dolay1 p(t, z+etkisiz(n)) — my, < p(t, n) — my,

yazilabilir.

+ p(n,

+ p(n,

+ p(n,

+ p(n,

O halde, Tanim 3.1.1°den ((W, x), p) bir nétrosofik ti¢lii m-metrik uzaydir.

1)
()

Z) — My,

Z) — My,

Z) — My,

Z) — My,

Teorem 3.1.9:[9] (W, %), m) bir ndtrosofik ii¢lii m-metrik uzay olsun. Asagidaki

kosul saglanirsa ((W, %), m) bir notrosofik ti¢lii kismi metrik uzaydir.
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ii)Her bir t, zEW i¢in m(t, z) < m(t, zxetkisiz(n)) olacak sekilde en az bir n EW

varsa, my, = m(n,n) ve my,, < mg, dir.

Ispat: (W, ) bir nétrosofik iiglii uzay ve (W, *), m) bir nétrosofik iiglii m-metrik

uzay oldugunu varsayalim.

a) ((W, ), m) bir nétrosofik ii¢lii m-metrik uzay oldugundan dolay1 her t, n € W
icin t *n € W oldugu agiktir.

b) Tanim 3.1.1°den eger m(t, t) = m(n, n) = m(t, n)= 0 ise t = n;

c) Tamim 3.1.1°den my, = {m(t,t), m(n,n)} < m(t, n). Boylece,
m(t,t) <m(t,n) ve m(n,n) <m(t, n).

d) Tanim 3.1.1°den dolay1 m(t, n) = m(n, t);

e) Tanim 3.1.1°den eger her bir t, z € W eleman ¢ifti i¢in
m(t, z) < m(t, z+etkisiz(n)) olacak sekilde en az bir n € W elemani varsa,
(m(t, zxetkisiz(n))) — my,) < (m(t, n) — my,)+(M(N, z) — my,) (3)
(ii) Kosulundan yararlanarak m, < m(n,n) ve m,, < my, 4)
(3) ve (4) den m(t, zxetkisiz(n)) < (m(t, n) + m(n, z) — m(n, n) dir.
Oyleyse Tanim 2.6.8°den ((W, %), m) bir ndtrosofik {i¢lii kismi metrik uzaydir.

Teorem 3.1.10:[9] ((W, ), m) bir ndtrosofik ti¢lii m-metrik uzay olsun. Eger her bir
t EW i¢in m(t, t) = 0 ise ((W, ), m) bir notrosofik tiglii metrik uzaydir.

Ispat: (W, ) bir nétrosofik iiglii uzay ve (W, ), m) bir nétrosofik ii¢lii m-metrik

uzay oldugunu varsayalim.

a) ((W, %), m) bir notrosofik ti¢liit m-metrik uzay oldugundan dolayi her t, n € W
icin t *n € W oldugu agiktir.

b) Herte W i¢in m(t, t) = 0 ise t =n i¢in m(t, n) = 0.

c) Tamim 3.1.1°den my, = {m(t,t), m(n,n)} < m(t, n). Boylece,
my, = 0 <m(t, n).

d) Tanim 3.1.1°den dolay1 m(t, n) = m(n, t);

e) Tanim 3.1.1°den eger her bir t, z € W eleman ¢ifti i¢in

m(t, z) < m(t, zxetkisiz(n)) olacak sekilde en az bir n € W elemani varsa,

28



(m(t, z=etkisiz(n))) — my,) < (m(t, n) — mey)+HM(N, 2) — my,) (5)
Burada m, = m, = m,, = 0. Burada (5) den dolay1
m(t, zxetkisiz(n)) <m(t, n) + m(n, z) yazilabilir.

Tamm 3.1.11:[9] ((W, ), m) bir nétrosofik ti¢lii m-metrik uzay ve {x} bu uzayda

bir dizi olsun. Her €>0 i¢in k >k, oldugunda
m(xy,t)—my, <€
olacak sekilde bir t € W mevcutsa {x, } noétrosofik ii¢lii m- yakinsaktir t” e denir ve

llim Xi= tya da x— t ile gosterilir.

Tamm 3.1.12:[9] ((W, ), m) bir nétrosofik ti¢lii m-metrik uzay ve {x,} bu uzayda

bir dizi olsun. Her €>0 igin k, 1 >n,, oldugunda
m(Xk’Xl)_ka,X1<€

olacak sekilde bir nyeN mevcutsa {x,} dizisine bir nétrosofik tiglii m-Cauchy dizisi

denir.

Tammm 3.1.13:[9] ((W, %), m) bir nétrosofik tigli m-metrik uzay olsun. Eger bu
uzayda her {x;} notrosofik tigli m-Cauchy dizisi nétrosofik {iglii m-yakinsak ise

((W, %), m) uzayina nétrosofik ti¢lii m-tam uzay denir.

Teorem 3.1.14:[9] ((W, ), m) bir nétrosofik tiglii m-metrik uzay ve {x,} bu uzayda

bir dizi olsun. Eger {x,} bir ntrosofik ti¢lii m-yakinsak dizi ve

m(X,,Xm) < m(Xp,Xy, *etkisiz(t)) sart1 saglanirsa {x,} bir nétrosofik iglii m-Cauchy

dizisidir.
Ispat: {x,} dizisi nétrosofik iiclii m- yakinsak oldugundan her k >k, icin

m(t, xi) < &2 alalm. Her k, 1 >k, iginm(xj,X;)—my, o, < m(xy,x; *etkisiz(t))
oldugundan ve Tanim 3.1.1°deki notrosofik tigli m-metrik uzayindaki tiggen

esitsizliginden
m(Xy, X)) —My, x, < mM(Xy, X *etkisiz(t))
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m(xy,x; *€tkisiz(t))—my, < m(t,xy) + m(t,x)
m(xy,x) *etkisiz(t))—my, . <&/2+¢/2=¢olur.

Boylece {x,} bir nétrosofik ti¢lii m-Cauchy dizisidir.
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BOLUM IV

4.1.NOTROSOFIK UCLU m-NORMLU UZAYLAR.

Tamim 4.1.1:[10] W bir nétrosofik iiglii kiime ve m: W x W — R* U {0} olsun.
(me, = min{|letkisiz(t) || m, l|etkisiz(n) [|m}
(iDM,, = max{||etkisiz(t)||m,|letkisiz(n) ||}

Tammm 4.1.2:[10] (V,A,, m,), (F,A;, m,;) notrosofik t¢lii cisim {izerinde bir
notrosofik tiglii vektdr uzayi olsun. Eger ||.||n: V— R*U {0} fonksiyonu asagidaki

kosullar1 saglarsa, ||. ||, fonksiyonu bir nétrosofik ti¢lii m-normdur.
a) 0 < |letkisiz(D) || < (It
b) ||t A, etkisiz(n)|| = ||etkisiz(t)|| = ||etkisiz(n)|| = 0 =t =n.

c)Burada f: F x V — R* U {0} olacak sekilde f(o, t) = f(a, ters(t)) fonksiyon
oldugundan, ||a m, t|| = f(a,t). ||t]] dir.

d) [[ters(1l = [Itll

e) Eger her bir t, z € Vigin ||t A, n|| <||tA, z A, etkisiz(n)|| olacak sekilde en az

bir n € V elemani varsa,
ltA; z A, etkisiz(n)|| — mg, < [|t|| + [|z|| — my — my,)’° dir,

Ayrica, ((V,A,,m3), ||.|lm) uzayr bir noétrosofik ti¢lii m-normlu uzay olarak

adlandirilir.
Sonug 4.1.3:[10] Tanim 4.1.2°den a)my, < ||t||,, Ve m, < ||In]||,, elde ederiz.

Cinkii 0 < ||etkisiz(t)|] < ||t ve O < |letkisiz(n)|| < [In|ly
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Sonu¢ 4.1.4:[10] Tanim 4.1.2°deki nétrosofik {iglii m-normlu uzayr Tanim 2.7.1°
deki nétrosofik ti¢lii normlu uzayindan farklidir. Ciinkii; Tanim 2.7.1’deki nétrosofik
ticlii normlu uzayindaki licgen esitsizligi ile Tanim 4.1.2°deki nétrosofik tligli m-

normlu uzayindaki tiggen esitsizligi birbirinden farklidir.

Ornek 4.1.5:[10] P(T) = {@, {t}, {f}, {t, }} bir kiime ve = iKili islem olsun. Oyle ki

N\K, s(K) <S(N) ise

«n-) K\N,  s(K) > S(N) ise
K*N= .

M ,s(K)=S(N)AK+#N ise

K , K=N ise

Buradan (P(T)\@,*) bir nétrosofikiiglii kiime agiktir. Ayrica,

etkisiz({t})={t}, ters({t})={t}; etkisiz({f})={f}, ters({f})={f}; etkisiz({t,f})={t,f},
ters({t,f})={t,f} dir.

Sonra, Tanim 2.4.3’den (P(T)\@, *,U) bir ndtrosofik ti¢lii cisimdir. Ayrica, Tanim’
2.4.4 den (P(T)\@, *,U) bir ndtrosofik Giglii vektor uzaydir.

Simdi

250 K= {tf} .
¢ f}I’]In

. LR 4
IKllm: POAB—R*U {0}, [Kllmm {2500-1 K= {t0

Zs(KuN)—1

2 KUN = (. |
f: P(T)\ @x P(T)\ 0—R*U{0}, f(A,B) = JSKUN) olacak sekilde bir
EXORE KUN # {t, f}

notrosofik tiglii m-norm oldugunu gosterelim.

Burada s(K), K kiimesinin eleman sayisidir.

ters({t})={t}, ters({f})={f}, ters({t,f})={t,f} oldugundan dolay1 K,N € (P(T)\@, ,U)
i¢cin f(K,N)=f(K, ters(N)) dir..

(a) etkisiz({t})={t}, etkisiz({f})={f}, etkisiz({t,f} )={t,f} oldugundan
K,N € P(M\@ igin 0 < |letkisiz({t})||,, < [Itll 0ldugu agiktir.
(b)IK * etkisiz(N)||,=]| etkisiz(K)||, =] etkisiz(N) ||, = 0 i¢in K.N € P(T)\@

yoktur.
() K UN = {t, f} oldugunu varsayalim. Boylece K,N € P(T)\@ i¢in
s(KUN)-1
KU NIy = 250001 = S 2509 = £(K,N). INIl olur.

K UN # {t, f} oldugunu varsayalim. Béylece K,N€ P(T)\@ i¢gin
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ZS(KUN)

IKUN||,, = 25N = s 25N = £(K, N). ||N||,,olur.

(d) ters({th)={f}, ters({f})={f}, ters({t})={t}, ters({t, f})={t, f} oldugundan
dolay1 K,N € P(T)\@ i¢in ||ters(t)||m = |t €lde ederiz.

(e) {t}eP(MV\Q i¢in||{t} * {t}|m=<II({t} * {t} * etkisiz({f})I|, elde ederiz.
Boylece
[{t} * {t} * etkisiz({fD|lm < [[{}Im + [{tHIm + mpy g — M8 — Mpg,()
dir.

{f}eP(M\D igin||{f} * {B}m<II({f} * {f} » etkisiz({f}) ||, elde ederiz.
Boylece

1{f} * {f} x etkisiz({tD |l < [[{f}Hlm + [[{T}lm + mep 5 — M5 — Mg 5)
dir.

{t, f}eP(M\@ i¢in||{t, f} * {t, }|| o <II({t, f} *{t, f} * etkisiz({f})||,, elde ederiz.
Boylece

[I{t, £} * {t, f} * etkisiz{fD|lm < [I{t Blm + [{t, Bllm + mpepen —

My g1 — My g¢r) dir.
(8, (BEP(T\0 iginll (1) » (Bl </ ({8} * (£} » etkisiz({t, ) elde ederiz.
Boylece

lI{t} = {£} * etkisiz({t, DIy, < {Bm + I{Tm + mggn — M —
m{tlf},{t}) dir.

{t}, {feP(M\Q i¢in||{t} * {FHIm<II({t} * {f} * etkisiz({t, {}) ||, elde ederiz.
Boylece

I{6} = {t} * etkisiz({t, DIy, < [{Bllm + I{SIm + mggn — M, —
m{tlf},{t}) dir.

{f}, {t. eP(M\@ i¢in||[{f} * {t, Fllm<II({f} * {t, f} » etkisiz({t})|In elde ederiz.
Boylece

{6} = {t, f} * etkisiz({tD ||, < [{Bllm + I{t Flm + mggen — M0 —
m{f},{t}) dir.

{t, £}, {f}eP(M\@ icin||{t, £} * {F} <N ({t, £} * {f} * etkisiz({t}) |, elde ederiz.
Boylece

I{t, £}  {f} * etkisiz{tDllm < [I{t, BHIm + {BHIm + myen — meg -
m{t'f},{t})dlr.
{t}, {t, FFEP(T\ igin||{t} * {t, }Im<II({t} * {t, f} * etkisiz({f}) ||, elde ederiz.
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Boylece

I{t} = {t, f} * etkisiz({fDllm < [{tHIm + [{t BHIm + M0 — mpen e —
mgp (y) dir.

{t, £}, {t}eP(M\@ i¢in||{t, f} * {t}|| <[ ({t. £} * {t} * etkisiz({f})|l,, elde ederiz.
Boylece

[I{t, £} * {f} » etkisiz{fDlm < I{t Bl + {llm + mpn e — menm -
Mgy ¢ry) dir.

Dolayistyla her bir K,N€ P(T)\@ eleman ¢ifti i¢in en az bir T€ P(T)\@ varsa
oyle ki || K* N||,, <||K* N * etkisiz(T)||, oldugundan

IK * N * etkisiz(T) ||, — mgn < K|l + lIN||, — mgt — mpy dir.

Ayrica, ||K||,, bir ntrosofik ti¢lii m-normlu uzaydir.

Teorem 4.1.6:[10] (V,A,, m,),||. ||, ) bir n6trosofik tiglii m-normlu uzay olsun.

m: Vx V-R* U {0} , m(t,f)=It A,ters(f)l seklinde tanimlanan fonksiyon notrosofik

ticli m-metrik uzaydir.

ispat: t, f, z € V olsun. Tanim 4.1.2°den

a)

b)

(V, A,, m,) bir noétrosofik ii¢lii vektoér uzayr oldugundan her t,f € V igin
tA,f € V elde ederiz.

Eger m(t,f) = ||t A, ters(f)|| = ||t A, ters(t)|| = [letkisiz(t)|| =

|If A, ters(f)|| = || etkisiz(f)|| = 0 = t = fdir.

ms = min{m(t, t), m(f, )} = min{||etkisiz(t) ||, |letkisiz(f) ||} <

m(t, f) = ||[tA,ters(f)||, oldugunu gosterelim.

ItAters(D)||m < |[tAters(f)A,etkisiz(z) ||, oldugunu varsayalim.

Tanim 4.1.2°den

m(6 D) = tdgters(Dllm < [t + llters(llm + Meerscy — My —
Myers(f)z)dir. Ayrica,||ters(f) ||, = [Ifll, ve Teorem 2.7.4’den dolay1
m(t,H=lltAzters(Dllym < lltlm + [Ifllm + mys — me; — mg,) (1)
elde ederiz.

Iki durumda inceleyelim:

1)|letkisiz(t) ||, < |letkisiz(f)]|,, olsun.

|letkisiz(t) ||, < m(t,f) < ||tlly + |Ifll + Mg — m — mg, oldugunu

gosterelim.
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i) |letkisiz(t) ||, < |letkisiz(f)||, < lletkisiz(z)||,, olsun. Bodylece
(1)’den dolay1
|letkisiz(t) ||, < m(t, ) < ||t|lm + [Ifllm + letkisiz(t) ||, —
|letkisiz(t) ||, — lletkisiz(f) ||, dir.
Buradan
m; = min{m(t, t), m(f, f)} = min{||etkisiz(t)||, ||letkisiz(H)||,} =
||etkisiz(t) ||, < m(t, f)olur.
ii) |letkisiz(t)||y, < |letkisiz(z)||, < |letkisiz(f)||,, olsun. Bdylece
(1)’den dolay1
|letkisiz(t) ||, < m(t, ) < ||t|lm + [Ifllm + lletkisiz(t) ||, —
|letkisiz(t) ||, — |letkisiz(z)||, dir.
Buradan
m; = min{m(t, t), m(f, f)} = min{||etkisiz(t)||,, ||etkisiz(f)||,} =
||etkisiz(t) ||, < m(t, f)olur.
iii) ||etkisiz(z)|l, < |letkisiz(t)||, < |letkisiz(f)||,, olsun. Boylece
(1)’den dolay1
letkisiz(t) ||, < m(t, ) < ||Itllm + [|fllm + |letkisiz(z) ||, —
||etkisiz(t) ||, — ||letkisiz(z)||, dir.
Buradan
m; = min{m(t, t), m(f, )} = min{||etkisiz(t)||,, ||etkisiz(f)||,} =
||letkisiz(t) ||, < m(t, f)olur.

2)|letkisiz(f)||, < lletkisiz(t) ||, olsun.

|letkisiz(f) ||, < m(t, f) < ||tllm + Ifllm + Mg — My, — mg, oldugunu

gosterelim.

i) |letkisiz(f) ||, < |letkisiz(t)||, < ||etkisiz(z)]|,, olsun.

Boylece; (1)’den dolay1

lletkisiz(D) [l < m(t§) < [[tlly + [fllm + lletkisiz(Oln —
||etkisiz(f) ||, — |letkisiz(t)]|,, dir.

Buradan
m¢ = min{m(t, t), m(f, f)} = min{||etkisiz(t) ||y, l[etkisiz(D) ||} =
|letkisiz(f) ||, < m(t,f)olur.
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ii) ||etkisiz(f) ||, < |letkisiz(z)]||,, < ||etkisiz(t)]|, olsun.

Boylece (1)’den dolay1

|letkisiz(D) ||, < m(t,f) < ||tllm + Ifllm + [letkisiz(D) ||, —
|letkisiz(f)]|,, — ||letkisiz(z) ||, dir.

Buradan

m; = min{m(t, t), m(f, f)} = min{||etkisiz(t)||,, ||etkisiz(H)||,} =
|letkisiz(f) ||, < m(t, f)olur.

iii) |letkisiz(z) ||, < |letkisiz(f)||,, < ||etkisiz(t)]|,, olsun.

Boylece (1)’den dolay1

|letkisiz(f) ||, < m(t,f) < ||tllm + Ifllm + [letkisiz(D) ||, —
||etkisiz(z) ||, — ||letkisiz(z)||,, dir.

Buradan

m; = min{m(t, t), m(f, f)} = min{||etkisiz(t)||,, ||etkisiz(f)||,} =
|letkisiz(f) ||, < m(t,f) olur.

d) Herhangi f € V icin m(t, z) = It Ayters(z)l < ItA, ters(z) A,etkisiz(f)l
varsayalim. Sonra m(t, z) = ItA, ters(z)l < ItA, ters(z) A,etkisiz(f)l =
It A, ters(z)A, fA,ters(f)|| olur.
Ayrica V bir ndtrosofik ti¢lii degismeli grup oldugundan
|t Ajters(z) A, fA, ters(f)|| = ||[(t A,ters(f)) A, (ters(z) A,f ||

< [lt A, ters(D)||+]| f A, ters(2)|| + my, — mye — myg,
= m(t, f) + m(f, z) + my, — m — mg, elde ederiz.
Boylece, eger
m(t, z) < m(t, z A,etkisiz(f)) ise
(m(t, z A, etkisiz(f))) — my,) < (m(t, f) — my)+(M(F, ) — mg,) dir.

Sonu¢ 4.1.7:[10] Her nétrosofik ti¢lii m-normlu uzay ayni zamanda bir nétrosofik

ticlii m-metrik uzaydir. Ancak bunun tersi her zaman dogru degildir.

36



Tamim 4.1.8:[10] (V,A,, m,), ||. ||,) bir nétrosofik tiglii m-normlu uzay olsun.
m: Vx V- R* U {0}, m(t, y) = [|tA, ters(Y)|| m

seklinde tanimlanan nétrosofik ti¢lit m-metrik, (V,A,, m5),||. || ) notrosofik tiglii m-

normlu uzay tarafindan indirgenmis nétrosofik ti¢lii m-metrik denir.

Tanim 4.1.9:[10] ((V,A,, m,), ||. ||n)bir nétrosofik ti¢lic m-normlu uzay olsun. {t,}
bu uzayda bir dizi ve m, ((V,A,, m,),||.|l,) tarafindan indirgenmis nétrosofik tiglii

m-metrik uzay olsun. Her £>0 i¢in n >n, oldugunda
m (t, {tn}) —m¢, = |[t Azters({tn} )llm—my <&

olacak sekilde bir t €V mevcutsa {t,, } notrosofik ti¢lii m-normlu yakinsaktir t’e denir

ve

lim t,=tyadat,— tile gosterilir.
n—->oo

Tanim 4.1.10:[10] ((V,A,, m;), ||.|ln) bir nétrosofik tiglit m-normlu uzay olsun.
{t,} bu uzayda bir dizi ve m, ((V,A,, m,),||.||;n) tarafindan indirgenmis nétrosofik

ticlii m-metrik uzay olsun. Her £>0 i¢in n, m >n, oldugunda
M ({tm}, {tn}) —m¢_¢ = ltmAs ters{ty D llm — me_ ¢ <€

olacak sekilde bir nyeN mevcutsa {t,} dizisine bir notrosofik {iglit m-normlu

Cauchy dizisi denir.

Tanim 4.1.11:[10] ((V,A,, m,), ||. ||m)bir notrosofik ti¢lit m-normlu uzay olsun. {t,}
bu uzayda bir dizi ve m, ((V,A;, ®5;), ||.||;n) tarafindan indirgenmis nétrosofik tiglii
m-metrik uzay olsun. Eger her {t,} nétrosofik ii¢lii m-normlu Cauchy dizisi

((V,A,, my), ||.|l,) tarafindan indirgenmis mnétrosofik tiglii m-metrik uzaya gore
notrosofik tiglii m-normlu yakinsak ise ((V,A,, ®5), ||. ||n) notrosofik {iglii m-normlu

uzaya notrosofik ticlii m-Banach uzayi denir.

Sonug¢ 4.1.12:[10] (Tanim 4.1.11) noétrosofik tliglit m-Banach uzayr Tanim 2.7.9’deki

notrosofik tiglii Banach uzayindan farklidir.
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Teorem 4.1.13:[10] (V,A,, m), |l.|lm), notrosofik tiglii normlu uzay ve her t e V

icin etkisiz(t)=t olsun. n € R¥i¢in;

Iitllm = lItll + n
bir nétrosofik ti¢li m-normdur.
ispat:

a) etkisiz(t)=t oldugundan 0 < ||etkisiz(t)|| + n < [|t|| + n oldugu
aciktir. Boylece 0 < ||etkisiz(t)||, < ||t|l,, dir.
b) Oylet, neV yoktur ki
||t A,etkisiz(n)||,=IIt Ayetkisiz(n)|| + n 5| etkisiz(t)||,, =
|letkisiz(t)|| + n = 3| etkisiz(n) ||, = |[etkisiz(n)|| + n =0 dir.

c) (V,A,, my), ||. |l m), notrosofik tiglii normlu uzay oldugundan
|| km,al[=f(k, t).]|t]| tanimlayabiliriz.
Ayrica, ||k m, t|| ,=f(k,t).|It]|, ve
fn(k t) = (f(k, ). [ItID\It]] + n)oldugunu varsayalim.
Boylece ||km, t]|+n =||k m, t|| ,=f(k,a).||t|[+n=f, (k, t).]|t||, elde ederiz.
d) (V,A;, m3), || |lm), notrosofik tiglii normlu uzay oldugundal|ters(t)| =
||t]| elde ederiz.
Boylece,||[ters(t)|| + n = [[ters(t) ||, = |Itll + n=[|t||0lur.
e) neV oldugunu varsayalim. Oyle Ki It Azl < It A, zA,etkisiz(n)l dir. (2)
Ayrica, It Ay,zHn < It A, zA,etkisiz(n)l+n elde ederiz.
(V,A,, m), ||.lly), notrosofik tigli normlu uzay ve (2) den dolayi
ItA,z A,etkisiz(n)l < Itl+lzl olur. 3)
(3) den dolay1 ItA,z A,etkisiz(n)l+n < Itl+n+lzl+n elde ederiz. Boylece
[tA,zA,etkisiz(n) |, < lItllm + 1Z]lm + n — nelde ederiz. 4)
Ayrica, etkisiz(t)=t ve ||etkisiz(t)||, = 0 oldugundan
m, = my, = m,, = nolur. Bdylece, (4) den dolay1,
It A, z Az etkisiz(n) |, —me, < [tllm + [|Z]lm — My — My,
Sonu¢ 4.1.14:[10] Eger t=etkisiz(t) ise notrosofik {iglii m-normlu uzaydan bir

notrosofik Giglii normlu uzay elde edilebilir.
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Teorem 4.1.15: [10] (V,A,, m5), ||. |l,), nétrosofik ti¢lii m-normlu uzay ve hert e V
igin etkisiz(t)=t olsun.||. ||,,, asagidaki sartlar1 saglarsa ||.||,bir nétrosofik {iglii

normdur.

) etkisiz(t)=t ise ||.||,=0 dir.
i) etkisiz(t)=t ise f(k,1)=0 dur.

Ispat:

(V, Ay, m3), |. [lm), notrosofik ti¢lii m-normlu uzay oldugundan f(k,t)=f(k,ters(t))dir.
Ayrica, (ii) sartindan f(k,t)=f(k,ters(t)) dur.

a) (V,A;, m,), |l.|lm), noétrosofik tiglii m-normlu uzay oldugundan ||t||,,, =0
oldugu aciktir.

b) (i) sartindan agiktir.

c) (V, A, my,), ||.|ln), nétrosofik ti¢lii m-normlu oldugundan uzay
kALt = f(k, t). ||t]], elde ederiz.

d) (V,A;,m,), |l |l;m), notrosofik tiglii m-normlu uzay oldugundan ||ters(t)||,, =
||t]] ,elde ederiz.

e) (i) sartindan dolay1 eger etkisiz(t)=t ise ||t||,=0 dir.
Her t € V igin etkisiz(t)=t oldugundan [|etkKisiz(t)||,, = O elde ederiz. Boylece
her t € V i¢in m,,=0 elde edilir. (5)
Ayrica, (V, Ay, my), ||. || m), notrosofik ti¢lii m-normlu oldugundan
hert,z e Vigin en az birt € V varsa dyle ki
[tA,z|l, < |[tA,zA,etkisiz(n)]|,ise
[tA,zA,etkisiz(n) ||, — My < ||t + 12l — M — myolur.
Boylece (5)’den dolay1
[tA,zA,etkisiz(n) ||, < |ty + lz]|mo0lur.
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BOLUM V

SONUC VE ONERILER

Bes boliimden meydana gelen bu yiiksek lisans tezinde; birinci bolimde bulanik
kiime, sezgisel bulanik kiime, nétrosofik kiime, notrosofik ii¢li kiime, notrosofik
tiglii metrik uzay, kismi metrik uzay, nétrosofik ti¢lii kismi metrik uzay, m-metrik
uzay, notrosofik ti¢lii m-metrik uzay, noétrosofik {i¢lii normlu uzay ve nétrosofik tiglii
m-normlu uzayin tarihgesinden bahsedilmistir. Ikinci béliimde ise bulanik kiime [1],
sezgisel bulanik kiime [2], notrosofik kiime [3] ve [26], notrosofik icli kiime [4],
Cauchy dizisi [5], yakinsak [5], tam uzay [5], kismi metrik uzay [6], n6trosofik tiglii
kismi metrik uzay [8], notrosofik tiglii metrik uzay [5], m-metrik uzay [7], m-
yakinsak [7], m-Cauchy dizisi [7], notrosofik tiglii normlu uzay [5], nétrosofik tiglii
Banach uzay [5], ndtrosofik ticlii m-metrik [9] ve ndtrosofik ticli m-normlu uzay
[10] yapilar1 tamitilmistir. Uciincii boliimde ise nétrosofik iiclii m-metrik uzay
yapilar ile ilgili tanim, teorem ve Orneklere yer verilmistir. Ayrica ndtrosofik {iglii
m-metrik uzayin, klasik metrik uzay ve notrosofik tiglii metrik uzaydan daha genel
oldugu gosterilmistir. Ayni zamanda ndétrosofik {iglii m-metrik uzaym, m-metrik
uzaydan, notrosofik ti¢lii metrik uzaydan ve notrosofik ti¢lii kismi metrik uzaydan
farkli oldugu gosterilmistir. Dordiincii boliimde ise nétrosofik ii¢lit m-normlu uzay
yapilar ile ilgili tamim, teorem ve Orneklere yer verilmistir. Ayrica notrosofik tiglii
m-normlu uzayin, nétrosofik ti¢lii normlu uzaydan daha genel oldugu gosterilmistir.
Ayn1 zamanda nétrosofik ticlii m-normlu uzayin, nétrosofik iiclii normlu uzaydan
farkli oldugu ve nétrosofik {i¢lii m-Banach uzayin nétrosofik {i¢lii Banach uzaydan
farkli oldugu gosterilmistir. BOylece notrosofik ii¢lii metrik ve noétrosofik {iglii
normlu yapilara yeni bir yapi ekledik. Notrosofik iiclii m-metrik ve notrosofik {iglii
m-normlu uzayin ortaya konmus olan temel bilgiler bu tezde toplanarak bu alanda

yapilacak ¢aligmalarda bilgiye ulagsmada kolaylik sunmas1 amaglanmustir.
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Arastirmacilar ndtrosofik {liglii m-metrik ve notrosofik ti¢lii m-normlu uzay yapilarini

gelistirilerek ve farkli alanlara tastyarak yeni ¢alismalar elde edebilirler.
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