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ONUR SOZU
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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
NULL CARTAN EGRILERIN GEOMETRISI VE UYGULAMALARI
Eda YUCEL
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Matematik Anabilim Dali

67+iv sayfa
2015

Damigman: Prof.Dr. Rifat GUNES

Bu tez bes boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, temel tanimlar verilmisgtir.

Ikinci boliimde, null egriler ve bir egri boyunca quasi-ortonormal baz
tanimlanmigtir.

Uciincii boliimde, (M2, g) ile verilen bir Lorentzian manifoldun bir null
egri boyunca Frenet catis1 ve Frenet denklemleri sunulmustur. M3, M, M de
null egrilerin geometrisi verilmistir ve bazi 6érnekler sunulmusgtur.

Dordiincti boliimde, Lorentzian manifoldda bir null egri igin distinguish
parametre ile verilen Cartan c¢atist sunulmustur ve 3,4,5 boyutlu uzay formlarinda
null helislerin siniflandirilmasi verilmigtir.

Son boliimde ise, null egrilerin uygulamalar1 sunulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Frenet Cat1, Frenet Denklemler, Null , Betchov-Da

Rios Denklemler.
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674iv pages
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Supervisor: Prof.Dr. Rifat GUNES

This thesis consist of five chapters.

The first chapter, some basic definitions have been presented.

In the second chapter, we have been defined null curves and quasi orthonormal
basis along a curve.

The third chapter, we have been defined the Frenet equations and their Frenet
frames along a smooth null curve of Lorentzian manifold (M, g) denoted by
(M2, g). We have been given the geometry of null curves in M;, M}, M} and
we have been presented some examples.

The fourth chapter we have been presented Cartan Frenet frame with respect
to a distinguished parameter for null curve of Lorentzian manifolds and we have
been given classification of null helices in 3,4,5 dimensional Lorentzian space
forms.

In the last chapter we have been presented applications of null curves.

KEY WORDS: Frenet Frame, Frenet Equations, Null Helice, Betchov-Da

Rios Equations
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1. GIRIS

Egrilerin ve yiizeylerin diferansiyel geometrisinin iki ytlizi vardir. Klasik
diferansiyel geometri olarak adlandirilabilecek olan yiizii, diferansiyel ve integral
hesabin baglangiciyla birlikte ortaya ¢cikmigtir. Kabaca soylemek gerekirse, klasik
diferansiyel geometri egrilerin ve yiizeylerin yerel(lokal) 6zelliklerini arastirir. Diger
bir yiizii global diferansiyel geometri olarak adlandirilir. Burada yerel 6zelliklerin,
egrinin veya ylizeyin timiiniin davranigi tizerindeki etkileri aragtirilir.

Geometrideki problemleri ¢ozmenin en etkili yontemlerinden biri probleme
uyarlanmig bir koordinat sistemi bulmaktir. Bir egrinin s noktasinin
komgulugundaki lokal ozelliklerini incelerken bir dogal koordinat sistemi olan s
noktasidaki Frenet ¢atis1 (koordinat sistemi)ni bulmaya ¢ahgiriz. Bu Frenet gatist
egrinin tanimlandigl uzaya(metrige) gore degisir. Oklid geometride, Riemann
geometride ve Semi-Riemann geometride tanimlanan egrilerin bir nokta
komgulugundaki Frenet catilar1 metrige gore degisiklik gosterir.

Semi-Riemann geometride uzayin indekside, egrinin Frenet sisteminde
degisiklik gosterir. Semi-Riemann geometride indeks 1 ise uzaya Lorentz Uzayi
denir. M{""? Lorentz manifoldunda null egrileri ele alarak bu egriler boyunca
Frenet catilarii olusturacagiz. Ayrica bu Frenet catilarinin invaryantlar: tizerinde
duracagiz. M3, My, ve M7 da null Cartan egrilerine ait Frenet gatilari ve bu
egrilere ait ozellikleri inceledik.

Bu galismada (M, g) Semi-Riemann manifoldunun bir null egrisi boyunca
tanimlanan Frenet sistemlerini calisacagiz. Oncelikle M2 Lorentz uzaynda
alinan bir null egrisinin ortonormal bazimi olugturacagiz. Daha sonra 2 indeksli
M3 uzaymda bir null egrisini géz éniine alacagz.

Indeksi 1’den biiyiik olan Semi-Riemann manifoldlarinin null egrileri i¢cin Frenet

catilarin insasinda, egri lizerine bazi sinirlama sartlari getirilebilir. Bu nedenle



Duggal ve Jin 2 indeksli Semi-Riemann manifoldlarinin bir null egrisi i¢gin iki gesit
Frenet denklemi inga ettiler. Type I ve Type II genel Frenet denklemlerini elde
ettiler. M3 ve MY Semi-Riemann geometride null egrilerini ele alarak bunlarin
geometrisini olugturarak bunlara ait ozellikleri incelediler.

M Semi-Riemann manifoldda bir egri diisiiniildiigiinde bu egrilerin causal
karakterlerine bagh (yani spacelike, timelike, lightlike yada null egriler) egri aileleri
vardir. Spacelike iizerinde caligmalar timelike egri ile benzerlik gosterir. Fakat null
egrilerin tizerinde bulunan metrigin dejenere olmasi daha komplike ¢aligmalara yol
agmistir ve bu non dejenere durumlardan farkli olmustur.Geometride null egrilerin
yay uzunlugunun kaybolmasi gibi sorunlar ortaya ¢ikmistir. Bilinen yollarla tanjant
vektoriini normallestirmek miimkiin olmazdi. Bunu gidermek icin yay uzunlugu
parametresiyle ayni gorevi goren distinguish parametre diye adlandirilan yeni bir
parametre bulunmustur. Bdylece Lorentzian uzay formlarinda egrilik
fonksiyonlariyla Frenet catilar1 olusturuldu.

Daha sonra Lorentzian uzayda null helisler yani sabit egriliklere sahip egriler
tizerinde calisildi. Diisiik boyutlu Lorentzian uzay formlarindaki helisler igin bir
simiflandirilma yapildi. RS Lorentz-Minkowski uzayda helislerin 3 farkh ailesini,
St De-Sitter uzayda sadece 1 tip, H{ anti De-sitter uzayda helisleri 9 tip olarak
siniflandirdik.

Genel olarak, null Cartan egrilerin geometrisini olugturduk ve bu egrilerin
uygulamalar1 iizerinde durduk. Bu uygulamalar matematikde oldugu kadar
fiziktede 6nemli bir yer tutar. Lokalize indiksiyon yaklagimi (LIA) olarak bilinen
Betchov-Da Rios denklemleri g0z ontine alindi. Yani
(s, t) egrisi igin 2 AV 2 % = % soliton denklemler iizerinde durduk. s — (s, t)
oldugunda yay uzunlugu parametrelendirilmesiyle vortex filament denklemi olarak

adlandirilan %Z = kW denklemi elde edildi ve {£, W, B} ¢atisi olugturuldu. Daha

sonra yeniden parametrelendirme yapilarak egrilik ve torsiyon bulundu.



Bu caligma bir derleme caligmasi olacaktir. Bu alanda yapilan caligmalar:
bir araya getirerek bu konuda caligmak isteyen matematikciler i¢in bir kaynak

olugturmak hedefimiz olacaktir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1 Semi Oklidyen Uzaylar

Tanim 2.1.1. V| m—boyutlu reel vektor uzayr olsun.
g: VxV =R
donisimiu ¥V x,y,z € V veV a,b € R i¢in
L gz, y) =gy, x)
2. glax +by,z) =ag(z,z)+ bg(y, z)
9(z, ay + bz) = ag(z,y) + by(x, 2)

ozelliklerine sahip ise g donusiumine V' reel vektor uzays iizerinde simetrik bilineer

form denir.[1]

Tanim 2.1.2. V reel vektor uzay tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun. Bu

durumda ;
i) g(xi,z;) =0 LF ]
i.) gz, x;) = —1 1<i<gq
iii.) gz, z;) = +1 g+1<i<p+gq
iv.) g(z;x;)=0 ptqg+1<i<p4+qg+r=m
olacak gekilde V' nin bir B = {x1,...,2,} ortonormal baz vardwr. Burada

p+q+r=m olup (p,q,r) tclisine de g formunun tipi denir.[1].

Tanim 2.1.3. V, reel vektor uzayr tzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.
0 # e € V olmak tizere Yo € V igin g(e,v) = 0 ise g'ye V tuzerinde dejeneredir
denir. Aksi durumda g’ye mon dejeneredir denir. Bu tanwma gore, g’nin non

dejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vv € V' i¢in
g(u,v) =0 iken u=0

4



olmasidir[2].

Tanim 2.1.4. V reel vektor uzayr uzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.
V 'nin

RadV ={c €V |g(e,v) =0, veV'}

seklinde taniml alt uzayina g ye gore V- uzayinin radikal(veya null) uzayr denir.
RadV 'nin boyutuna g’nin nulllik derecesi denir ve nullV ile gosterilir. Eger

nullV > 0 ise g dejeneredir,eger nullV = 0 ise g non dejeneredir[2].

Tanim 2.1.5. V' reel vektor uzay tuzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

i.) Yv eV wvev#0 igin g(v,v) > 0 ise g ye pozitif taniml
ii.) Yv eV vev #0 igin g(v,v) <0 ise g'ye negatif taniml

iii.)  g(v,v) >0 ve g(u,u) < 0 olacak sekilde u,v € V mevcut ise g’ye definit
denir[2].
Sonug 2.1.1. Her yar pozitif ya da yar: negatif tanimly metrik dejeneredir.

Tanim 2.1.6. V' reel vektor uzay tuzerinde simetrik bilineer form g olsun.
g |WI WxW — R

negatif taniml  olacak  sekilde en  buyik boyutlu, W alt wuzayimn

boyutuna g’nin indeksi denir[2].
Onerme 2.1.1. Her g simetrik bilineer formuna

h:V >R

v — h(v) = g(v,v)

seklinde tanwmly bir quadratik form karsihik gelir. Burada h ile g arasinda
Vo,weV igin

(v, w) = S{h(v -+ w) — h(v) ~ h(w))



bagintisy vardir. V- nin E = {ey, ..., e} bazina gére h kuadratik formu , A\; € R

ve (v%) , i € {1,...,m} , v'nin koordinat bilesenleri olmak tizere

h(v) = g(v,v) = ZA (v')” (2.1.1)

kanonical formuna sahiptir. (3.0.1) de p, q,r swraswyla \; € R lerin pozitif , negatif
ve sifir olanlarman sayisidir. (2.1.1) deki h’nan kanonical formu tek degildir , V

nin bazina gore degigir[2).

Onerme 2.1.2. h V' dizerinde (p,q,r) tipindeki g nin kuadratik formu olarak
tanimlansin.

1. g, r>0 1isedejeneredir veyar =0 ise non dejeneredir.

2. g, p=m 1ise pozitif tanimlidir veya ¢ = m ise negatif tanimlidar.

3. g, gq=0,p>0,r>0 iseyar pozitif tanvml ya da p =0,q > 0,r >0

ise yary negatif tanimbdur(1].

Tanim 2.1.7. V nin keyfi baze U = {uq, ..., un} olsun. V dzerinde g , simetrik
bilineer formu

gij = g(us, uy) 1<i,j<m

olmak tzere G = [g;5] simetrik matrisi ile ifade edilebilir. Bu G' matrisine ,

mxXm

g nin U bazina karsilk gelen matrisi denir(1].

Tanim 2.1.8. Bir V reel vektor uzayr uzerinde non dejenere simetrik bilineer g
formuna , V' reel vektor uzays tzerinde bir skaler ¢arpvm(yary 6klid metrigi) ve

(V,g) ikilisine de skaler ¢arpvm uzayi(yar: 6klid uzayi) denir(1].

Tanim 2.1.9. V' yar: oklid uzay uzerinde tanimly bir g skaler carpyma icin;

i.) g pozitif tanamly ise g ye Oklid metrigi , (V,g) Oklid uzays,

i1.) g nin indeksi ¢ = 1 ise g ye Lorentz (minkowski) metrigi , (V,g) ye
Lorentz(minkowski) uzaiy,

i1i.) g dejenere ise (V, g) ye lightlike(dejenere) vektor uzayidenir[2].



Tanim 2.1.10. V yar: oklid uzay tizerinde tanimiy bir g skaler ¢carpima ic¢in,
i.) g(v,v) > 0 veya v =0 ise v ye spacelike,
it.) v # 0 igin g(v,v) ise v ye timelike,
i1i.) v # 0 iken g(v,v) =0 ise v ye lightlike(null veya isotropik)

vektor denir. v € V' vektdriniin bu ¢ tipine v nin causal karakteri denir[5].

V' yar oklid uzay1 tizerinde bir g skaler ¢arpimi igin
v =] g(v,0) [2 (2.1.2)

sayisina v vektoriiniin uzunlugu (boyu) denir. Uzunlugu bir birim olan (yani
g(v,v) = £1 ) vektore , birim vektér denir. u,v € V ig¢in g(u,v) = 0 ise bu
iki vektore ortogonaldir denir. 6) vektori tiim vektorlere ortogonaldir. Eger g
indefinit ise herhangi bir null vektor kendisine ortogonaldir. V' deki lineer bagimsiz
vektorlerin sayisina V' nin boyutu adi verilir. Bu vektorlerin kiimesi V' igin bir
taban olusturur. Sonlu boyutlu her vektor uzayi i¢in bir taban mevcuttur ve bu

taban ortonormal hale getirilebilir[2].

Ornek 2.1.1. R™ standard vektor uzayr ve kanonical baz
= {61 = (1, O, ceey O), €y = (O, 1, 0, ceey O), ey €y = (0, 0, ey 1)}
olarak alinsin. O zaman R™ tzerinde 0 < g < m proper semi oklidyen metrik

q m
g(x,y) = —inyi + Z Yy Vx,y € R™ (2.1.3)
=1 a=q+1
tanamlanabilir. R ile m boyutlu q indeksli proper semi oklidyen uzay: tanimlansin.
Ozel olarak R Lorentz(minkowski) vektor uzayudir. RT nin null konisi
q m
A7 ={w e (R {0} | =) (@) + Y (%) =0}
i=1 a=q+1

seklinde R nin hiperyiizeyini verir/1].



2.2 Semi éklidyen Uzaylarin Alt Uzaylari

(W, g) reel n boyutlu lightlikevektor uzayr ve RadW onun radikali (null uzayi)
olsun. O zaman W nin bir alt uzay1 dejenere olmayabilir. Bu iddiay1 desteklemek

i¢in agagidaki onerme verilir.

Onerme 2.2.1. (W,g), n boyutlu lightlike vektor wuzayr olsun. Oyleki
nullW = r < n olsun. O zaman RadW ye komplemant her alt uzay non

dejeneredir(2].

Onerme 2.2.2. (V, g) bir m boyutlu semi klidyen uzay ve W,V nin bir alt uzay:

olsun. Bu takdirde

1.)  boyW +boyW= =m (2.2.1)
2.) (WHtr=w (2.2.2)
3.)  RadW = RadW+=W+nWw (2.2.3)

olur.

Sonug 2.2.1. V., bir semi oklidyen uzay ve W, V' nin bir alt uzay: olsun. Bu taktirde
asagqidaki ifadeler denktir.

a.) W bir non dejenere alt uzaydur

b.) W+ bir non dejenere alt uzaydar.

c.) W ve WLV nin ortogonal komplemantlaridar.

d.) W ve W nin ortogonal direkt toplama V- dir ve V=W 1L W+ ifadesinden

birv € V wvektori v = w, + w olmak izere

h(v) = g(v,v) = g(w, + W, w, +w")

= g(wr, w;) + g(w, w)

oldugundan

indV = indW + indW =+

elde edilir.



W, non dejenere ise bu durumda da nullWW = 0 yani RadW = { } olup
buradan da

RadW = RadW+ =WnW ={ }

olacagindan RadW = { } olup W+ de non dejenere uzay ve W-nW = { }

oldugundan dolay1 V =W & W+ dir[2].

Onerme 2.2.3. g, q indeksli m boyutlu V' vektor uzayinda bir proper semi oklidyen
metrik olsun. Bu taktirde V' nin min{q, m — q} boyutu gecmeyen boyutlu bir W

alt uzayr vardur, oyleki g | w =0 dur[2].



3. NULL EGRILER

M , (m 4 2) boyutlu proper semi Riemann manifoldu ve M nin indeksi
g > 1 olsun. Bu manifoldu (M = M, 5’”2, g) ile gosterelim. Bu manifold iizerinde
diferensiyellenebilir immersed bir egri C' olsun. C' nin lokal koordinat komsgulugu

U ve parametresi ¢t olmak tizere

zi: I CR—U
t— x;(t) i€{0,...,m+1}
egrisi i¢in
dxt = dtZ rank(dz?, ... de"t) = 1,Vt € 1
olsun. U tizerinde verilen
% = (da?, ..., dz]")

tanjant vektor alam sifirdan farkhidir. Ozel olarak % # 0 ise C ye regiler

ac 4o
dt > dt

egri denir. Bir non-null C' egrisi i¢gin  g( ) = 1 oldugu yerde C yay
parametresiyle parametrelendirilebilir. Diger taraftan null vektorler sifir uzunluga
sahip olduklarindan null bir egri i¢in yay uzunlugu ile parametrelendirme yapmak
miimkiin degildir.
(R, 9)
m—+1
gz, y) = =2’ + ) 'y’
i=1

Minkowski metrigi ile birlikte Minkowski uzay olsun. R7 nin tiim null

vektorlerinin kiimesi

(z0)? = Z(acz)2 , 2V #£0

i=1
dir. Bu vektorlerin kiimesine null koni denir[1].
Ornek 3.0.1. R3 te non-null egri olarak

(w0)? = (21)* + 1 , a*=0  (hiperbol)

10



bir spacelike egridir. Ctinki burada

dc dC

— —) =41
dt’dt)

C(t) = (cosht,sinht,0) = ¢(
dir. C' non-null bir egri olup yay parametresiyle parametrelendirirlebilir.

Kabul edilsin ki C' ; M tizerinde non-null bir egri ve T'C' de C' nin 2 boyutlu

bir tanjant demeti olsun. Bu taktirde C' nin normal demeti

d
TC+H={Xec(TM) | g(X,V)=0} , V= o (3.0.1)

seklinde tanimlanir. (“)yleki
T™M =TCLTC+ | TCNTCH={} (3.0.2)

olmak iizere TCt, T M nin non-null 2(m + 1) boyutlu bir alt uzay demetidir.
Eger C' egrisi boyunca VyY = 0 ise Y vektor alanina C egrisi boyunca

paraleldir denir.

dx’ ,
ViV =0—= v:d—i&- veY =Y70;
den
dy’* dxt
— 4 TkyiZZ _ 3.0.3
dt T dt ( )

elde edilir. Eger V, C boyunca paralel ise (tanjant vektorii C' boyunca paralel ise )
C' ye geodezik egri denir. Ote yandan f, C' boyunca diferensiyellenebilir fonksiyon
bulmak miimkiindir [3].
C boyunca f =0 ise ViV = 0 olacagindan (z’) lokal koordinat sisteminde
geodezik egri
d?zy, dxt da?
VvV=0= —F+Tf——=0 3.0.4
v ds? Ty ds ds ( )
bulunur. Eger V konneksiyonu diferensiyellenebilir ise diferensiyel denklem
teorisinden, M nin bir  noktasi ve X, tanjant vektorii verildiginde
dx’

C0)=x ve =

‘s=0: X;:

11



olacak gekide, C'(s) maksimal geodezik egrisi vardir.

C' nin normal demeti (3.0.1) deki gibi

TC+H={X eI(TM) | g(X, %) =0}  boy(TCH),=m+1 (3.0.5)

seklinde tanimlanabilir. Bununla beraber null egriler, non-null egrilerden agagida
belirtildigi gibi farklh sekilde davranir; C' null bir egri oldugu zaman
(1) TC* , TM nin null alt uzayidir.
(2) TCNTCH=TC=TCOTC++TM
dir. Burada non-null egrilerdeki durumun tersine normal demet T’C+ , C nin
tanjant demetini i¢ine alir.Null egrilerde 7, M nin bir vektorii , C' nin dik bileseni

ve tanjant bilegeni igine tek bir sekilde ayrigtirilamaz|2].

3.1 Screen ve Null Transversal Demetler

Null egrilerin geometrisini incelemek i¢in non-null egriler icin verilen
T™M =TCL1TC+ | TCNTCH={}

denkleminden farkli diigtintilmesi gerekir.
TM tanjant demetinin ortogonal olmayan, kesigimleri bogtan fakli , tanjant
demetlerinin komplemantlar ii¢ duruma ayrilabilir. Bu diisiince ile TC* icinde

TC ye komplemant S(T'Ct) vektor demeti goz oniine alinsin. Bunun anlami
TC+H=TC @ S(TCH)

dir. S(TC*) e M de C nin screen vektor demeti denir ve S(T'C*) non-dejeneredir.
Bir screen vektor demetinin oldugu manifold, parakompakt olarak kabul edilir.
Béylece C' boyunca, TM |c de , S(TC*) in ortogonal komplemant1 S(T'C*+)+
olarak alinirsa

TM |c= S(TC*) @ orthS(TCH)* (3.1.1)
ayrigimina sahip olur. S(T’C+)* in ranki 2 dir ve TC yi igerir. Acikca non-null
durumun tersine , (3.1.1) denklemi tek olmayan screen vektoér demetinin se¢imine

bagl olarak tek degildir.

12



Diger taraftan null bir egri igin , ranki 1 olan tek bir S(7°C*) null vektor
demeti vardir ki bu non-null egrilerin normal vektor demetine benzer bir rol oynar
ve T'M yi arakesitleri bogtan farkl olan ii¢ alt demete ayirir. Bunun icin agagidaki

teorem verilebilir[2].
Teorem 3.1.1. C, (M, g) proper semi Riemann manifoldunun bir null egrisi ve
m:ntr(C) — M
olmak iizere C' min screen vektor demeti S(TCY)* nin bir alt demeti olsun. Oyleki
S(TCH* =TC @ ntr(C)

dir ve 'V € T°(U,ntr(C)) U C M agik kiimesi tzerinde taniml, lokal olarak

hicbir yerde sifir olmayacak sekilde tanmimlansin. Bu durumda,

M) a5 V)#0 UM

(ii)  Eger Ny € T®(U,S(TCH)*)  olarak verilirse (3.1.2)
1 V.V) d
9(7 V) 29(3, V) dt

dir. Bu durumda ntr(C) ranki 1 olan, C iizerinde tek bir vektor demetidir. Oyleki;

VYU C C dzerinde bir tek N € I'(ntr(T'C) |v) vektor kisitlamas: vardur ve

d
g(Nv,Ny) =0 wve Q(E,NV) =1 (3.1.3)

tur.

(1it)  TM tanjant demeti asaqidaki gibi ¢ demet uzayina ayrilabilir(4)].

TM |c=TC @ ntr(C) @ orthS(TC*+) = TC @ tr(TC) (3.1.4)

3.2 Bir Null Egri Boyunca Quasi Ortonormal Baz

Bu bolimde bir proper semi Riemann manifoldunun dogal bazindan
faydalanarak, onun bir C' null egrisi boyunca null vektorleri ihtiva eden bir bagka

bazini bulmaya c¢aligacagiz.
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Ve € M de g , q indeksli p+ g = m + 2 ve p.g # 0 olan (0,p, q) tipindeki
T, M semi oklidyen uzayimda bir quadratik form olsun.

{e1,..yemia} , ToM nin dia(—,...—, 4+, ...4) toplami tizerinde kurulan bir
ortonormal bazi olsun. Oyleki {ey, ..., e,} ve {€g41, ..., €p1q} sirasiyla birim timelike
ve birim spacelike vektorler olsunlar. Null vektorlerin ingasi i¢in agagidaki durumlar

g6z oniinde bulundurulur.

Not 3.2.1. : Dogal tabandaki birim timelike vektor sayisi, birim spacelike vektor
sayrsindan kucgik olsun. Yani g < p olsun. Bu durumda null vektorlerin ingas
1¢In

g(fi, ;) = g(f5 1) =0 ve g(fi, f7) = 055 4,5 €{1,...,q} (3.2.1)
olacak sekilde

fi= elepmted  fi=slem—e) i€ {Lg)

i = ~=1Cq+i T € i = ~=16q+i — Ciy 5, 1 LR
V2 9+ /2 at q

alinsin. Boylece
{fh ceey fq,fika XS] f(jv 62q+17 ceey ep+q}

p—q tane spacelike ve 2q tane nul vektorlerden olusan T, M nin bir tabaniy bulunur.

fi ve fF lar birer null vektorledir.

Not 3.2.2. :Dogal tabandaki birim timelike vektor sayisi, birtm spacelike vektor

sayrsindan buyik olsun. Yani ¢ > p olsun. Bu durumda null vektorlerin insast

fi= %{eqﬂ- +ei} = %{eqﬂ- —e} , 1€{1,...,p}
dir. Boylece 2p tane null vektor ve g — p tane timelike vektorden olusan
Uy oo for 1o os £y s €pi1s o €0}
tabanu elde edilir.

Not 3.2.3. :Dogal tabandaki timelike vektor sayisi ile spacelike vektor sayisi

birbirine olsun. Yani pP=4q ise bu durumda null vektorlerin in§a52
- ! { } f* - ! { } J {1 }
fi e i+€i i €g+i — €; 5 1€ g eeey
\/—2 g+ \/5 q+ q
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olup 2p ya da 2q tane null vekotorden olusan

{fb "'7fq7f1*7 7f;}

tabany elde edilir. Yukaridaki ¢ cesit insa gosterir ki genel olarak Yx € M de

T, M proper semi oklidyen uzayimin

B={fi,o frs [T, s [T uns e}
seklinde bir bazy vardir. f;, fI lar null vektor olduklarindan
9(ug,ug) = €abap 1,7 €{1,...,r} vea,f € {1,...,t}

dir. Yukarida agiklanan B bazina T,M nin quasi ortonormal baz denir. Ozel
olarak C , M{"™** Lorentzian uzayimin bir null egrisi olsun. O zaman C boyunca

T, M nin bir quasi ortonormal baz
B={f " u,...,un}
dir, oyleki T,C = Sp{f} dir.
TM |o=TC @ ntr(C) ® orthS(TC+) = TC & tr(TC)
ayrisimayla
T, (ntr(C)) = Sp{f*} veT,(S(TCH)) = Sp{uy, ..., um}
elde edilir[2].

Onerme 3.2.1. W, m + 2 boyutlu proper semi oklidyen uzayr V- nin n—boyutlu

dejenere alt uzayr olsun. W boyunca V' nin quasi ortonormal bazi vardir[2].

Ispat. Ilk olarak nulllW = r < min{n,m + 2 — n} oldugu farz edilsin. O zaman

W = RadW L RadW'

W+ = RadW 1 RadW"
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diir. Burada W' ve W" screen alt uzaylardir. Bu takdirde V' nin ayrigimi
V=W L W)t (3.2.2)

seklinde olur. (W')* in non-dejenere alt uzayr W" olarak almirsa (W")+, (W')+

icinde W" alt uzayma komplemant oldugu yerde
(WYt =w" L (W")* (3.2.3)

olur. Burada RadW nin (W")* in alt uzay oldugu kolayca goriiliir. (W")* icinde
RadW yi tamamlayan bir alt uzay U olsun. (W")* de RadW ve U nun {fy, ..., f»}

v, } bazlar olarak diisiiniilebilir. Burada (W")* in boyutu 2r olur. Simdi

7777

(3.2.1) in ilk uzanmmuyla iligkili ¢aligilarak ve
fi = Alf; + Blu, (3.2.4)
ile {f,..., f7} bulmaya c¢ahgilir. Direkt olarak hesaplanir ki
9(fi, fz) = i <= Brg(fi,v;) = 6 (3.2.5)

dir. det[g(fi,v;)] # 0 ise (aksi halde (W")* dejenere olur. ), (3.2.5) sistemi B}

nin tek ¢oziimiidiir. (3.2.4) ve (3.2.5) i kullanilarak
V=W 1L WwH*
den Ag nin varhigimin kanitlanmasiyla
Al + AL+ B'Blg(vn,vr) =0 <= g(f7, /1) =0

dir. Sonugta V. =W' L (W'")* ve (W)t =W" L (W")! den iistteki yapinin goz

oniine alinmasiyla agagidaki ayrgim yazilabilir.
V=W 1LW"L(RadW & {f],...., [r})

dir. Bundan dolayr W' ve W" niin bazlarn swasiyla {uy,..,u,_.} ve

{wy, ...; Wm12_n_r} oldugu yerde

{fl; caey fr, ff, ey f:, Uty eory Up—py W1y ..., wm+2_n_7«}
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W boyunca V nin quasi ortonormal bazidir. Bu durumda

W= Sp{f1> s fraub "'aunfr}
dir. [l

Not 3.2.4. * n=r <m+2—n durumunda RadW =W C W+ olup W" |

W in keyfi bir alt uzay oldugu yerde
Wh=w LW

olur. V igin (W"): | V nin W" alt uzaymn ortogonal komplemantr oldugu yerde
V=w"L (W)t

ayrisima goz ondinde bulundurulsun. Bununla beraber (W)X, W yi icerir ve boyutu

on dir. Ilk duruma benzer bir sekilde V nin W boyunca quasi ortonormal bazini

W = Sp{f1, 7fn}

ve W" nin ortonormal bazi {wy, ..., W19 2, } oldugu yerde

{fh "'7fn7 ff) ceey f;:wh "'7wm+2—2n}

olarak bulunur. * r=m+2—n < n olmas: durumunda RadW = W+ c W

tken W' W nain screen alt uzay oldugu yerde
V=W+1Ww

elde edilir. Boylece , V de (W')LX, W' niin ortogonal komplemant alt uzay oldugu
yerde

V=W 1 WH*
olarak ayrisir. Bu gosterir ki (W')*,2(m + 2 —n) boyutludur ve W+ i icine alur.
Buradan

{Ul, teey u?n—m—2}
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W' nun bir ortonormal bazi oldugu yerde W boyunca V' nin quasi ortonormal baz

{fla -'-?fm+27n>f1*7 ceey f;H-Q—naul? '-'7u2n7m72}

olarak elde edilir. Bu durum da

W = Sp{fb ceey fm+27n7 Uy, .-y /U/QTLfme}

dir. Son olarak * r=n= mT” ise RadW =W = W+ olarak alimar ve ayrisima

V=WaSp{fi,..[i}

olur. O zaman {fi, ..., fn}, W nin bir bazi oldugu yerde

{fla --->fnv fikv 7f;}

W boyunca V' nin quast ortonormal bazi olur.
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4. M2 LORENTZ MANiFOLDUNDA NULL

EGRILER

4.1 Null Egriler Boyunca Frenet Catilari

(M™% g) reel m + 2 boyutlu Lorentz manifold ve C, M{""? de {izerindeki U

koordinat komgulugu i¢in
vt =2'(t), telIcR i€{0,1,..,m+1}

ile verilen bir diferensiyellenebilir null egri olsun. M"*? Lorentz manifold icin
S(TC)* screen vektor demetinin bir Riemannian vektor demeti oldugu agiktir
ve rankS(TC)*t = m dir. 'V, M{"* iizerinde Levi civita metrik konneksiyon

olsun. O zaman VX,Y, Z € I'(T'M) i¢in
(Vxg)(Y, 2) = Xg(Y, Z) — g(VxY, Z) = g(Y,Vx Z) (4.1.1)
dir. Buradan
TM |o=TC @ ntr(C) ® orthS(TC+) = TC & tr(TC)

boyunca

d d
g(Ny,Ny) =0, Q(E,Nv)—l ve E—f

da kullamlir.

9(€,§) =0ve g(§,N) =1

den h , U da diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere

9§, N)=1=E&g({,N)=0
= g(Ve&, N) +g(§, VeN) = 0

= g(Vel, N) = —g(§, VeN) = h
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olur. Tiim bunlardan S(T'C)* Riemannian vektér demetinde
k= [[Veg]]
egrilik fonksiyonu ve Wy, C' boyunca birim spacelike vektoér olmak iizere
Ve§ = hé + kWi
dir. Gercekten

Vel =& =al +bN +cW, + ... + KW,

denirse a, b, c € R olup bu denklem sirasiyla &, N, Wy, ..., W,, ile carpilirsa

9(€,€) = ag(&,€) + bg(N, &) + cg(W1, &) + ... + kg(Win, §)
b=0
g(&,N)=ag(§, N) +bg(N,N) + cg(Wy,N) + ... + kg(W,,, N)
h=a
g(&,Wh) = ag(§, Wh) + bg(N, W1) + cg(Wy, Wh) + ... + kg(W,,, W1)

k’lzC

olup, W, W, lerin katsayilar1 ayni yolla sifir bulunup

.....

§ = he+ kW

elde edilir.

oldugunu biliyoruz. ke egrimizin ikinci egrilik fonksiyonu olmak iizere

g(N,N) =0= £g(N,N) =0
:>g<VEN7N)+g(N7V§N) =0

:>g(V5N,N) =0
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bulunur.

9N, W) =0 = &g(N,W1) =0
= g(VeN, W) + g(N, VW) =0
= g(VeN, Wh) = —g(N, VeWh) = ko

= g(VeN,Wh) = ky
ye sahip olunur.
VeN =N =a{+b N +ceiWy + ...+ kW,
esitligin her iki tarafini sirasiyla &, N, Wy, ..., W, ile carparsak

g(Nlag) = (IlQ(f,&) + blg(Na 5) + Clg(ng) + .t klg(ang)

g(N',§) = —h =1
g(N',N) = a19(&, &) + big(N, &) + crg(W1,6) + ... + kig(Win,, §)
g(IN,N)=0=a,
g(NI, Wl) = Cllg(f, Wl) + blg<N, Wl) + clg(Wl, Wl) 4+ ...+ klg(Wm, Wl)
gIN', W) =ky =4
dir. T1; &, N, W1, ..., W,, e dik spacelike bir vektor olmak iizere
N' = —hN + kW, + T}
saglanir.
ks = || Th]|

olacak gekilde ticlincii bir egrilik fonksiyonu tanimlanirsa , buradan

Ty Ty
W = —— = —
T ks
birim spacelike bir vektor olup
T1 = k'3W2
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gelir ve
N'= —hN + kWi + k3Ws
olup
ks = g(N', W) = —g(N, VW)

olur. Bu gekilde I'(S(T'Ct)) in {W7, ...W,, } ortonormal bazinin tiim birim vektorleri

i¢in yukaridaki yontem tekrarlanirsa agagidaki durumlari elde ederiz:

Vel = h§ + kW

VeN = —hN + kWi + ksWs

VWi = =k — ky N + kyWo + ks W3

VeWy = —ks& — kyWi + kW5 + kW) (4.1.2)

VW = —ksWh — keWo + ksWy + koW

VW2 = —kom—sWi—a — kom—aWi—3 + koo Wi1 + ko i Wi,

VW1 = —kom—3Wi—3 — kom—oWi_o + ko, Wi,

vfwm = _k2m—1Wm—2 - k?me—l
hve {ki,...,kam},m > 5, U fizerinde diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. m > 0
i¢in

F=H{ d =& N, W Wi}t
- dt — & y 1y -0 m

ye C boyunca M de Frenet gatisi denir. (4.1.2) denklemlerine C' egrisinin genel

Frenet denklemleri denir.

Ornek 4.1.1. R:f te

t3 3

t
C(t):(§+t,t2,§—t) teR

ile verilen C' null egrisi i¢in egrilik fonksiyonlarini ve Frenet ¢atising bulalim;
E=C'(t)=(t*+1,2t,1* = 1)
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olup V = (0, 2%,0) secilirse
g&V)=1 wve g(V.V)=1

olur. Boylece

1 g(V,V) d
= 4 {v - d E}
den
—1
N=—(t*+1-2tt* -1
gzt +L =28 1)
elde edilir.
g(Ve&, N) =h

1
h= ve b= |Veg] =2

bulunur. O zaman

1
ng = zg + 2W1

dir ve buradan

1
W, =—(t*—1,0,t*+1
1 2t< s Yy +)

elde edilir.Daha sonra

-1 1
N=—N-—
Ve t el
ve
VW, = 1 2N
STLT 4
bulunur.

Riemannian durumunun tersine , yukarida verilen Frenet catisi ve Frenet
denklemleri tek degildir; screen vektor demetine ve C' tizerindeki parametreye
baghdir.

(4.1.2) denklemlerinden farkli olarak bir 6zel durumla null egriler i¢in Cartan
denklemlerini iceren bir diger Frenet catisi elde edilebilir. Ik olarak agagidaki

sonuca ihtiya¢ duyulur.
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Sonug 4.1.1. (t,S(TCH),U) ve (t,S(TCH),U) ya gire iki farkl Frenet catisy
siraswyla
d d — —

F= {%’Na Wl)"me} ve F: {E,N, Wl, 7W_m}

olsun. UNU # @ dizerinde F ve F nin elemanlariman birbiri cinsinden degjeri;
ca ve B [ UNU # @ fizerinde diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve [B?]mxm

matrisi Yo € U NU igin O(m) ortogonal grubun bir elemans olmak tizere,

d_dtd
dt  didt
N 7 d dt i
N=—= J)2— + —N W, 4.1.3
zﬁwﬁ)ﬁ+ﬁ +;¥ (4.1.3)
L dt d
L, = E Bf — ep—
W P a(Wﬂ dtcﬁdt)

ile verilir. Bu (4.1.3) denklemlerine C' nin screen vektér demetinin dontisim

denklemleri denir[5].

Teorem 4.1.1. (M[""2 g) Lorentz manifoldunun bir null egrisi C ve C nin
S(TC)*: screen vektor demetine gore Frenet catisi F ve burada ky # 0 olsun.
Bu durumda U NU izerinde

ki =ks =0
olacak sekilde U iizerinde bir baska Frenet catisimn olsugu S(TC)* screen vektor

demeti vardir[5].
ispat.
Vgg = h_f + k?l Wi
denkleminde (4.1.3) denklemleri kullanihirsa ve kargilikli Frenet vektorlerinin

onlerindeki katsayilar egitlenirse, W; T = 1,..,m terimlerinin

ontindeki katsayilarin egitliginden

(5)2/61 = k1B]

kBW,=0=kB*=0 , ac{2..,m}
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elde edilir. U N T iizerinde k; # 0 oldugu icin ,
Bi=..=B"=0
elde edilir. Ayrica [B?(x)] ortogonal oldugundan
Bi=B =+1 ve By=..=B! =0

dir. Bununla beraber (4.1.2) nin tiglincii denkleminden

_ _ dt. dt

]{34B22 + ]{?5B§ = B%(k@ + klc2£>£

_ _ dt. dt

k4B§ + k’5B§ = Bll(/{i5 + klcsﬁ)ﬁ

_ _ dt

k4B§ + k5B§ = Bllklca(ﬁ)Q , € {4, ,m}
elde edilir. Son denklemlerde

2T kdt 7T kit
alinirsa
ky=k; =0

elde edilir.

Uyar1 4.1.1. Yukandaki teoremde t =t alimarsa

olur ve

k‘lca =0

dan ki # 0 oldugu i¢in ¢, = 0, € {4,...,m} elde edilir. Buradan

o
N:%l(k‘%;%kg)ng—%wl—:—ng
WQ_W2+:—‘1‘%

W3:W3+Z—i%

W;=W; i€{l,4,..,m}
elde edilir.
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Smdi N =N, W, = W, , Wy = Wy , k =k i € {1,2,3} ve
S(TC)* = S(TC)* olarak kabul edilirse ve (4.1.2) de ilk dort denklem agagidaki

gibi alinirsa

Vb = hé + kW)
VeN = —hN + kWi + kW
Vé‘Wl == —k2£ - k'lN

VEWQ = —/{35 + R?)

olur. Ry, & N, Wy, W, ye dik T'(S(T'C+)) de bir vektor alamdir. Yeni dérdiincii

egrilik k4 = || Rs|| olarak tammlansin ve

Rs
3 pu—
| R3]l

denirse, bu durumda W3 ayni zamanda C' tizerinde birim spacelike vektor alanidir.
Bu durumda

V§W2 = —kgg + kZ4W3

elde ederiz. I'(S(T'Ct)) in {W/, ..., W,,,} ortonormal bazinin m tane birim vektorii
icin yukaridaki iglemler tekrarlanirsa ve basitlegtirilirse agagidaki teorem elde

edilir.

Teorem 4.1.2. C,(M{""2 g) Lorentz manifoldunun bir null egrisi olsun. Bu

taktirde
d

F= {2 NWi, o W)
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L(S(TC* |i7)) man bir ortonormal baz oldugu yerde

Vel = hé + kW)
VeN = —hN + koW + ksWy
VW) = —kof — ki N
VeWs = —ksé + kg Wy

VeWs = —kaWa + ks W, (4.1.4)

VWi = —kipaiWioi + kipoWin 1€ {3,...,m+1}

V§Wm = _km-l—le—l

olur. (4.1.2) denklemlerinin karsiliklar: ve S(TCL) screen vektér demetinin
verilmesine  gore C boyunca  M"™*  boyunca teorem  3.1.2  deki
F = {%, N, Wi, ... Wi} catisina dogal Frenet ¢atisy diye adlandiririz. {k1, ..., ki1 }

egrilik fonksiyonlaryla (4.1.4) e dogal Frenet denklemleri denir[5].

Ornek 4.1.2. R? de bir C(t) = (v/2sinht,v/2cosht,cost,sint,t) null egrisi

alinsin. Asagqrdaki gibi bir dogal Frenet catisy secilsin.

£E= (\/§cosht, V2sinht, —sint, cost, 1)

1
N = —1—8(15\/§C03ht, 15v/2sinh ¢, —7sint, 7cost, —1)

1
Wi = —(\/isinht, V2 cosht, — cost, —sint, 0)
V3
1
W, = —(sinht, cosht, V2 cost, v2sint, 0)
V3
1
W3 = g(cosht,sinht, sint, — cost, 2v/2)

O zaman (4.1.4) dogal Frenet denklemleri asagidaki gibi bulunur.

Vel = (\/5 sinht, V2 cosh t, — cost, — sin t, 0) = V3W, olup,
Ve€ = hé + kyWy = V3Wy den

h:006k1:\/§
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bulunur.

Vg‘N = —hN + k2W1 + k3W2

ifadesinden
VeN = kWi + ksWo
olup
ky = g(VeN,Wh) ve ks = g(VeN, Wa)
den

37 4:/2

ky=———=ve k3= ——=
TsvE T 9B
gelir. Buradan
37 42

VN = — W, — 4w
¢ 18V3 1 93 °

elde edilir.
Vng - —]{725 - k‘lN

denkleminden ky ve ko degerleri yerlerine yazilirsa

37
VW, = ————¢— V3N

ifadesi bulunur.
(1+v2)

ks = g(VWo, W3) = RV

olup

VeWs = —ksé + kg Wy

4\/§ (1 + \/5)
= - W
9\/§ 3\/§
elde edilir. Son olarak da
(1++2)
VWs = —k,Wo + kW) = —n—F——2W
eWs 4Wo 5 Wy 33 2

elde edilir.
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4.2 Frenet Catilarinin invaryantlarl

Bu boliimde Frenet catilarinin iligkileri , C' nin screen vektor demeti ve koordinat
komgulugu dontigiimlerinin ikisi ile (4.1.2) ve (4.1.4) Frenet denklemlerinin neyi
ima ettigi iizerinde durulacaktir.

Ik olarak , S(TC*) screen vektér demeti olugturulur ve U N U* # @ iken
sirasiyla U ve U* boyunca F' ve F* Frenet catilari goz ontinde bulundurulursa ;
Be{l,..m}ve A3, UNU* da diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve Vo € U N U*

i¢in [A%],,xm , O(m) ortogonal grubun bir elemani olmak {izere,

4 _dtd
dt*  di* dt
dt*
N*= "N 421
7 ( )

W= i APW;
B=1

dir.(4.2.1) e C nin koordinat komsguluklarinin déniigtim denklemleri denir[5].
Yukaridaki verilenleri kullanarak F' ve F* ¢atilari i¢in (4.1.2) ile (4.1.4) Frenet

denklemlerinin ilk denklemlerinden

d*t " dt dt

2 1%
dt
kAN =k 2 4.2.3
A= k() (4.23)
kAT = .. = k[ AT =0 (4.2.4)

elde edilir. Gercekten
V§£ = hg + ]{?1W1 ve Vg*g* = h*é* + k’ikWI*
dan

g(Ve&, V&) = g(hé + bWy, b + kKTWY)

dt .

(dt*)2k% = k?llﬁAfg(Wl, W/ﬁ)
. dt

k1Ai = lf?l(%)2
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olup
ot i
o dtr dt

5*
den

d?t d  dt d

Vel = omatwVia
& + /{31W1 = ngL (dt*)2V5€

denklemlerinde kargilikli esleme yapilirsa
dt  d*  dt
=—+ (_
dt*  dt* dt*
EiA?2 =KfAY = .. =k[AT" =0

h*

)*h

elde edilir.

(4.1.4) dogal Frenet denklemlerinin kullanilmasiyla agagidaki énerme verilebilir:

Onerme 4.2.1. MT"*? Lorentz manifoldunun bir null egrisi C' olsun. Bir S(TC™)
screen vektor demeti alinsin. F' ve F* suwraswyla {ky, ..., kypi1} ve {kT, .. k5 1}

egrilik fonksiyonlariyla U ve U* dizerinde iki dogal Frenet ¢atisy olsun. UNU* # &

m+1
ve burada sz # 0 kabul edilsin. UNU* wn her noktasinda ve A; = £1 secilirse
i=1
dt
k= kA (—)?
1 1 1(dt*>
ky = koA
k; == ]{33142
dt
k; = kaAafl% , o€ {4, .., m -+ 1}

dir. Boylece C tizerinde parametre donustimiine gore ko ve ks fonksiyonlary bir

isarete kadar invaryanttir/5].

ispat . Ik olarak

dt
kTAl =k 2
PAL= k()
den A; = £1 oldugundan
dt
k¥ = k1A (=)
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yazilabilir. Hipotezden dolay1
kY #0
olup yukaridaki onermeden
EiAZ=KAY= . =kiA=0=A]=A}= .. = A" =0
olur. [A?] ortogonal matris oldugundan dolay1

Al=A=Flve Aj=A)=...=A. =0

m

dir. Bu durumda F ve F* a gore (4.1.4) denklemlerinin ikinci denkleminden

dolay1 hipotezimiz goz oniinde bulundurulursa
g(Ve-N*, Wh) = g(VeN, Wh) = ky = k3 Af
olup
ks = koAl

gelir. Ayn1 yontemle
g(Ve-N*\Wy) = g(VeN, Wa) = ks = k3 A

bulunur.Bu gekilde devam edilirse 6nermedeki diger denklemlerde bulunur. Ayrica

(4.1.4) in denklemleri devam ettirilirse ,

Al =As=Flve A=A} =.. = A2 =0

m

elde edilir. Burada (4.1.4) denklemlerinin geri kalanlar1 kullanilarak benzer sekilde
dewam edilerek
dt

k= kaAa—I% aed{4,..m+1}

ispat tamamlanmig olur. O

Onerme 4.2.2. C, M2 Lorentz manifoldunun bir null egrisi olsun. F ve F

siraswyla S(TCL) ve S(TCL) iki screen vektér demetiyle U ve U dizerinde iki
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Frenet ¢atisy olsun. O zaman bir komsuluk tzerinde ki ilk egriligi, C' tzerindeki
parametre donustumlerine ve screen vektor demeti donusimlerine baglh olarak yok
edilir. Bununla beraber C' tizerinde, C, M ninnull geodezigi olacak sekilde bir

parametre bulmak mimkindiir/5].

Ispat. F ve F icin (4.1.2) ve (4.1.4) te ilk denklemler kullamlarak

— dt
=
d*t . dt
\Y4 —V
ifadesi diizenlenirse,
d? dt dt —dt

t&‘i‘h( ) f—Fkl( ) W1 = h f—l—k‘lWl k’l—le

dt
olup karsilikli bilesenlerin katsayilar: egitlenirse

d2t dt dt dt
h— +k
7 dt ThE Tt 1cl(dt

D‘I

)2 (4.2.5)

elde edilir.
— dt
]{Zl - le%(£>2
oldugundan ve By = 1 den dolay1

dt

k1B] = kl(dt

)2 (4.2.6)
gelir. Wy, W3, ..., W,,, li terimlerin esitliginden
kB =..=kB"=0 (4.2.7)
dir. Eger C iizerinde k; = 0 ise B} = £1 oldugundan k; = 0 dir. Diger bir deyisle
Bf = 0 elde edilir ki bu da B} = B = B} = ... = B" = 0 olmas1 demektir, bu
da [B?(x)] € O(m) olmasiyla celisir.
k1 = 0 olmas1 durumun da ilk Frenet denklemi;

Ve§ = hé

olur. C' tzerinde h = 0 olacak sekilde 6zel bir parametre bulunabilir,boylece

V& = 0 olup C, M nin null geodezigi olur. Buradan ispat tamamlanir. O
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Tanmim 4.2.1. (4.2.5) denkleminde h = 0 alinarsa elde edilen diferensiyel denklemin
cozuminde bulunan p parametresine distinguished parametre denir. Bu distinguished

(pseudo-yay) parametre non-null egrilerdeki yay paremetresine benzer rol oynar([5].

Teorem 4.2.1. C dizerinde p, pseudo yay paremetresi olsun. (M{"*?, g) Lorentz
manifoldunun non geodezik null egrisi C(p) ile verilsin. O zaman asagidaki

denklemlerle verilen {&, N, W1, ..., Wy,,} dogal Frenet ¢atisy vardir[5].

Vel = by W)

VeN = kWi + ksWa
VW) = —kyf — ky N
VeWa = —ksé + kyWs

v,gWg - —kf4W2 + kﬁ5W4 (428)

vﬁm/i = _ki+1m/z'_1 -+ ki+2m+1 o€ {3, ..m o — 1}

V§Wm = _karl Wmfl

Ornek 4.2.1. C(p) = (30° +2p,p%, 5p°,2p) p € R ile R} te null bir egri alinsin.
p nin distinguished parametresi oldugunu gosterip Frenet denklemlerini bulalim.

d

— =&=(p*+2,2p,p°,2
i §=(p"+2,2p,p%,2)

olup, V = (0,0,0,1) alinwrsa g( dip, V)=1wveg(V,V)=1 bulunur. Boylece

1 g(V.V) d

N = (V-2
g(2,V) 2g9(L,V)dt

1
= §<p2 + 27 2p7p27 _2)
elde edilir.
Vfg = 2(pa 17p7 0)

olup

h=g(Ve§, N) =0 ve k= |V =2
oldugundan p,distinguished paremetredir.
V& = h§ + kW
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den

Wl = (p7 17p7 0)
bulunur ve
ng — 2W1
olur.
1
ko = g(VeN, W) =
olup

1 1
VeN = koW + ksWy = _é_l(p’ 1,p,0) = _Z(pa 1,p,0) + ksWs

= k3 =0
1
— N=—W;
4
bulunur.
1
WQ - 5(1927 2p7p2 - 2’0)
segilirse
V£WI = (1707 170) = _k2§ - klN + k4W2
ifedesinden

kg =1

elde edilir ve

1
V§W1 - Z§—2N—Wg

olur.
VeWs = (p,1,p,0) =W,
olup
VW, =W,
bulunur.
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4.3 M3}, M}, M} de Null Egriler

M2 nin bir null egrisi géz éniine almsin. Pseudo yay parametresi p ye gére C
boyunca Frenet gatist F' olsun. (C(p), F') ¢iftini null egri gatisi olarak isimlendiririz.
Onceki boliimde goriildiigii iizere (C(p), F) genelde tek degildir, hem S(T'C*Y)
screen vektor demetine hem de p ye bagh olarak degigir. Bu tek olmama
probleminin tistesinden gelmek icin , Lorentz doniigimler altinda invaryant kalan
egrilik fonksiyonlarinin minimum sayiyla Cartan Frenet catilar1 bulundu.

Simdi F = {¢ = £, N, W} ile birlikte M , 3— boyutlu Lorentz manifoldunun

(C(p), F) null egri catisinin durumuyla baglayalim. Bunun Frenet denklemleri ;

Vel = kW
VeN = kW (4.3.1)

VW = —k§ — k1N
dir.

Teorem 4.3.1. p,C dizerinde pseudo yay parametresi oldugunda ,C(p), (M3, g)
Lorentz manifoldunun non-geodezik null egrisi olsun. Vp icin Tc(p)]\/[l3 un
E = {C,C",C®} ban géz ondiinde bulundurulsun. Oyleki  burada
g(C",C") = lolsun. O zaman F ve E aym yiénlendirmeye sahip oldugunda

(C(p), F) i¢in F = {&, N,W} sadece bir tek Frenet ¢atisi oldugunda ,(C(p), F')
VeE =W
VeN =W (4.3.2)
VW = —7¢6— N

Frenet denklemleriyle bir tek Frenet catisidir. Bununla birlikte T torsiyon fonksiyonu

Lorentz donisimi altinda bir isarete kadar invaryanttir[5].

Ornek 4.3.1. R3 4in null egrisi, p distinguished parametresi olmak tizere , (t,z,y)

lokal koordinatlara gore

1 1 1
t=opVP +1+5In|p +Vp+1| , w=gpy=p

35



ile tanimlansin.
{=(Vr+1p1)
olup
g(&, N)=1ve g(N,N) =0

sartlarine saglayacak sekilde

1 1 1
N:(—§ p2+17§p,§)

ve

g(&, W) =0 ve g(N,W)=0

sartlarine saglayacak sekilde

W= (—L— 1,0
VP +1
segilirse F'= {&, N, W} frenet catisinda (4.3.2) Frenet denklemleri kullanilarak
V& =W
olup k1 =1 ve
1
VW = ,0,0
E (@”+UVﬁ+1 )
oldugundan
VgW = —Tf —N
denkleminden
__1
T
bulunur.

Simdi (C(p), F), M} 4—boyutlu Lorentz manifoldunun bir Frenet atisi olsun.
p, pseudo yay paremetresi oldugu yerde Frenet denklmeleri
V& = kW,
VgN - kng + kBWQ
Vng = —k’gf — klN + k’4W2 (433)

VeWy = —ks& + kW
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olsun.

Onerme 4.3.1. F = {¢ = L N, Wy, Wy}, S(TCY) ile U C C iizerinde bir

de?

Frenet catist ve p, C fdizerinde bir Frenet catist ve p,C dizerinde pseudo yay
paremetresi oldugu yerde C(p), (M, g) Lorentz manifoldunun non-geodezik null
egrisi olsun. Ozaman bir S(TC*) screen vektor demeti vardar., dyleki U tizerinde,

F={4 N W;,Wa} ¢catisinda ky =0 dur[5].

Uyar1 4.3.1. Onerme (4.8.1) de genel t parametresiyle M} herhangi bir egrisi ele
aliabilir. Sonug olarak M3 teki durum gibi, C(p) non geodezigi icin eger & = C"

ve ky = 1 oldugu farzedilirse o zaman
‘g(cﬂ\7 CH) — 1

olur. W = C" secilir, ky = 1g(C®,C®) oldugu yerde gorilir ki, tek null
transversal demet

N =-CO — k0

ile verilir. Boylece ko yerine ki ve ks yerine ky alinir. Boylece asagidaki teorem

kanitlanmas olur.

Teorem 4.3.2. C tzerinde p, pseudo yay paremetresi olsun ve (M, g) Lorentz
manifoldunun non-geodezik null egrisi C(p) ile verilsin. Vp i¢in Tog) My in
E={C",C",C® CY} baz giz oniine almsin. Oyleki burada g(C",C") = 1 olsun.

O zaman
Ve =W
VeN = kg Wy + koW,
VWi = ki = N (4.3.4)
V§W2 - —k’gg

elde edilir. Bu Cartan Frenet denklemleriyle (C(p), F') null Cartan egrisi i¢in

sadece bir tane F = {& N, W1, Wy} Frenet c¢atist vardir. Burada F ve E ayni
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pozitif yondedir. Bununla beraber ki veky egrilik fonksiyonlar, Lorentz dontstimler

altinda bir isarete kadar invaryant kalur[5].

Ornek 4.3.2. C(p) = \/Lﬁ(sinhp, coshp,sinp,cosp),p € R ile verilen null egrinin

Frenet catisiny bulalim,

elde edilir.

1
C' = —(cosh p,sinh p, cosp,sinp) = &

V2

1
C"= (sinh p, cosh p, — sin p, — cos p) = W,

V2

k= [Vl =1

B = L (cosh p, sinh p, — cos p, sin p)

V2

1
ky = 59(0(3)’ 0(3))

N=-C® — k(' = — cosh p, — sinh p, cos p, — sin p)

1
7!

Wy = (sinh p, cosh p, sin p, cos p)

1
E

olarak alinirsa

bulunur.

V&f =W
VN = —TW;
VW, = —N
VeWsy =¢

M? te null egrilerin gat1 durumlar igin;distinguished paremetresiyle ve k; = 1

ile benzer argiimanlar kullanilarak k; = k5 = 0 oldugu gosterilebilir. O zaman &y

yerine ky , k3 yerine ko , kg yerine ks alinabilecegi agagidaki teoremle verilebilir.

Teorem 4.3.3. C(p), M} Lorentz manifoldunun bir non-geodezik null egrisi olsun.

Vp igin TopyM? in E = {C',C",C®,CW COY} baxn géz dniine almsin. Oyleki
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bu bazda g(C",C") =1 olsun. O zaman asagida verilen Frenet denklemleriyle bu
non-geodezik null egrinin yalniz bir tane F = {§, N, Wy, Wy, W3} Frenet catisi
vardur;
Vel =W,
VeN = Wy + k. Ws
VWi = -ki§ =N (4.3.5)
VeWy = —ko& + ksWs
VeWs = —ksWs
Burada F wve E aymi pozitif yondedir. Bununla beraber {ki,ks,ks}egrilik

fonksiyonlar: Lorentz déniisimler altinda bir isarete kadar invaryant kalir[5].

Ornek 4.3.3. C,C(p) = ﬁ(%pzs + 2p,p?, 5p%, 2 cosp, 2sinp),p € R ile verilen

R} te null bir egri olsun. Bu egrinin Frenet ¢atilarima bulalim.

L, 2 -
=—=(p°+2,,2p,p°, —2sinp, 2 cos
3 2\/5(19 p.p p p)
1
C"=——=(2p,2,2p, —2cos p, —2sin
2\/5( P, 2,2p p p)
1
N = ———(p*+10,2p, p* + 8, 6sinp, —6 cos
8\/5(29 p,p p p)
1
B = —(1,0,1,sinp, — cosp)

V2

olup

1
k1= V g(Cu’On) =1 ve ky = 59(0(3)70(3)) =

|

oldugundan ko yerine ky , ks yerine ko alinirsa
N =—-CO — [,

saglanir ve

1
Wy =C"= —(p,1,p,— cosp, —sin
| \/ﬁ(p p p p)

elde edilir.

1
Wy = ———(p, 1, p, cos p, sin
) \/i(p p. cos p, sinp)

1
W3 = Z(p2 - 272p7p2 - 4728111])7 _2COSp)
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alimarsa (4.3.5) denklemleri

bulunur.

V&fzwl
VN—1W+1W
13 1 1 5 2
1
1

1 1
VW, = —5(1,0, 1, —sinp,cosp) = —§§+ ﬁw?)

1 : 1
VW, = §(p, 1,p,cosp,sinp) = _EWZ
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5. NULL CARTAN EGRILERIN

GEOMETRISI

5.1 Lorentzian Manifoldlarda Null Cartan Egriler

Bu boliimde ilk olarak M{"** de bir null egri i¢in bazi sonuclardan ve daha
sonra 3,4, 5 boyutlu Lorentz uzay formlarinda null helislerden bahsedecegiz.

Amacimiz; Lorentzian dontisiimler altinda invaryant olan egrilik
fonksiyonlarimin en kiigiik sayiyla bir Frenet catisi bulmaktir. Burada boliim 2

de verilen dogal Frenet denklemlerini ve dogal Frenet catisini kullanacagiz.

Teorem 5.1.1. C, distinguished parametresi ile parametrelendirilmis,

yonlendirilmis (M2, g) Lorentzian manifoldunda bir null egri olsun oyleki,
A= {Cﬂ(p)’ Cu(p)v ey C(m+2)(p)}

her p i¢in Towy M nin bir bazidor.

Bu durumda;
V&f =W
VgN = 0'1W1 + UQWQ
Vng = —015 - N

VgWQ = —0'25 + 0'3W3 (5.1.1)

ngi = —o;W;_1 +0i:aWinq 1€ {3, e, M — 1}

V§Wm = —Ume_l

denklemlerle bir Frenet ¢atiss F' = {& N, Wy, ..., Wy, }dir ve asagqidaki iki sarta

karsilik gelir.
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(@) {C'(p),C"(p),...,C*2(p)} ve {&, N, Wy, ..., W;} 2<i<m—1
ayny yonlendirmeye sahiptir.

(13) {&, N, Wy, ..., Wy} pozitif yonlendirilmistir ve o; > 0, Vi > 2 dir.

Ispat. Genelligi bozmaksizin boltim 2 deki notasyonlar: kullanarak , kabul edelim
ki p 6zel parametresi tarafindan parametrelendirilmis, (M{"*?, g) nin bir C null
egrisi olsun, oyleki g(C",C") =1 ve h =0 dir.

Simdi, £ =C"ve W; = (" segelim bu durumda k; = 1 olur.
N =-CO — k0

dir. Burada
1
by = g(VeN, W) = Sg(C, C)
tarafindan uretilen null transversal demet N elde edilir.
(4.1.4) in 2. denkleminde yani, VeN = —hN + koW + ksW, de, N, ks

kullanilirsa ve V¢ N hesaplanarak

ks = :i:\/g(C(‘l)’ C@) —g(C®, C®)2

1
Wy = £-(CW + g(CP, " + g(CV, CH)C)
3

elde edilir.
o1 =ky o0y =ky 03 = k4 alinarak yeniden adlandirihrsa (5.1.1) deki

denklemler elde edilir. O

Onerme 5.1.1. C, M2 de bir null Cartan egri olsun. Bu durumda

1 D;D;
o = 59(C%,CY) i = =Dy ol = =5
2 Di

olmak 1tizere,
{o1,.cyom}

Cartan egriliklerdir.
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Ustelik o9 < 0, 0; > 0 heri € {3,...,m — 1} ve o,, < 0 A ya gore pozitif ya

da negatif yonlendirilmistir. Burada

9(C',CY)  g(C,CM) g(C',CW)

I [ el I (%)
p_| 9CC) ) ) 510

g(C®.Cy gD, Cv)  g(CD,CW)
dir.

Sonug 5.1.1. M{"*? de bir C egrisinin Cartan egrilikleri Lorentzian doniisimler

altinda invaryanttur.

Fiziksel sebeplerle , distinguished p parametresine gore bir Cartan {&, N, Wy, W}
catisiyla 4—boyutlu (M}, g) spacetime manifoldunda bir null Cartan C egri

diisiindiigiimiizde , Cartan denklemleri

E=Vel=W, (5.1.3)
N = VN = oWy + 0o, (5.1.4)
Wy =VWy = —016 — N (5.1.5)
Wy = VW, = —026 (5.1.6)

dir. Bilindigi iizere R?® de regiiler egri i¢in , bir {7, N, B} Frenet catis1 vardir.
Aymi diiglince ile ,o00 # 0 almirsa £ nin kovaryant tiirevleri ve ¢ ye dayanan
{&, N, W1, Ws} yi simdi ifade edilebilir.

(5.1.3) denkleminden

Wy =¢ (5.1.7)

dir. Daha sonra (5.1.7) denkleminin £ ye gore kovaryant tiirevi alimarak ve (5.1.5)

denklemiyle kargilagtirsa

N=—0f—¢ (5.1.8)
elde edilir. Burada & = V¢ V¢ dir.
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Son olarak , £ ye gore (5.1.8) denkleminin kovaryant tiirevi alinarak ve (5.1.4)

denklemiyle karsilagtirihirsa da
1 S
W2 = —0_—{01€+201£+ 5} (519)
2

elde edilir. Burada 5 =V VeV dir.

**Semi-Riemann manifoldda bir space form tamamen sabit egrilige baghdir.

Teorem 5.1.2.

01,092, ..., 0 : [—878] — R

heryerde tirevlenebilen fonksiyonlar olsun. oo < 0 veo; >0 heri € {3,...,m—1}
icin x, R de bir nokta ve RT nin pozitif yonlendirilmis bir quasi ortonormal
bazina {€°) NO, WY, ..., WO diisiinelim. Bu durumda R}*** de C(0) = x ile bir tek

C null Cartan egrsi vardwr ve

€0)=¢" ) NO0) =N W;(0)=w ie{l,...m}

{&, N, W1, ..., Wy, } ile Cartan ¢atisy verilebilir..

Teorem 5.1.3. C ve C iki null Cartan egrisi {0, ...,0m} ayna Cartan egriliklere
sahip olsun. Burada o; : [—€,e] — R diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Bu

durumda R} de C den C ye bir Lorentzian doniisiim vardar.

Lorentzian space form, pozitif skaler egriligin space time dir. De Sitter space
time diye adlandirihir ve SJ"*? ile ifade edilir. Bu da R' x S™*! topolojisidir ve
RT3 de bir hiper yiizey olarak canlandirilabilir. Burada S™*!, (m+1)— kiiredir.

Ozellikle, 4 boyutlu De Sitter spacetime fiziksel olarak énemli bir uzaydur.

5—boyutlu R} Minkowski uzayimda
ds* = —dt* + du® + dx® + dy? + dz*
metrigiyle
o = 4wt Fa? 4yt 422
hiperboloidi olarak goriilebilir[6].
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p Ozel parametresine gore C(p), ST C R[™*® De Sitter uzaymda bir null
egri olsun. S7"*? de C boyunca kovaryant tiirev Dp ile verilsin. Bu durumda C

boyunca her X vektor alani ;
DpX = X'+ g(X,C")C (5.1.10)
elde ederiz. Burada g, R7""® de kanonik metriktir.
Bir null Cartan egri i¢in (5.1.10) kullanilarak
Vel =W
VeN = —C + oWy + 02 Ws
VWi = -0 = N

VgWQ = —0'2§ + O'3W3 (5111)

VW, = —oWiigy+0iaWipn ie€{3,...,m—1}
VW, = =0 Wit
Frenet denklemleri ve F' = {&, N, Wy, ..., W,,} catis1 elde edilir.
Teorem 5.1.4.
Oly ey O |—6,6] — R
her wyerde tirevlenebilen fonksiyonlar olsun. oo < 0 we o; > 0  her
i € {3,...m — 1} i¢in x, S"? de bir nokta olsun ve T,S"** nin bir pozitif

yonlendirilmis {£° N, WO, .., W2y quasi ortonormal baziny diisiinelim. Bu

durumda ST de C(0) = x ile birlikte bir tek C null Cartan egrisi vardir ve

€0)=¢" , NO0)=N°  W;(0)=wW iec{l,...m}

{& N, Wy, ..., Wy} ile Cartan ¢atisy verilir.

Teorem 5.1.5. S7"*? de C ve C iki null Cartan egrisi ,{o1,...,0m} aym Cartan
egriliklere  sahip olsun.Burada o; : [—e,6] — R diferensiyellenebilir
fonksiyonlardir. Bu durumda S7"t* nin C den C ye bir Lorentzian doniisiim

vardr.
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Son olarak, sabit negatif egriligin bir Lorentzian space formu ; H™*? anti
De Sitter spacetime olarak bilinir ve bu topolojik olarak bir hiper ytizey ile
iliskilendirilerek Ry'*? = R2 x R™*! dir.

Ozellikle 4—boyutlu anti De-Sitter spacetime
ds* = —du® — dv® + da? + dy* + d2*

metrigiyle
5—boyutlu Rj semi ¢klidyen uzayda

a2:—u2—v2+x2+y2+22

hiperboloidi olarak goriilebilir ve buda fiziksel olarak 6nemli bir uzaydir[6].
C(p) p, 6zel parametresine gore H™* ¢ RY*™ anti De Sitter uzayimda bir null
egri olsun. H{"*? de C boyunca kovaryant tiirev Dp olsun. De Sitter uzaymdaki

islemler H{"*? de bir null Cartan egri icin , (5.1.10) denklemi
DpX = X'—g(X,C"HC
alacaktir burada g, Ry de kanonik metriktir.
Teorem 5.1.6.
Oly ey Om : |—€,6] — R

her yerde tirevlenebilen bir fonksiyon olsun. oo < 0 veo; > 0 heri € {3,...,m—1}
icin x, H™? de bir nokta olsun ve T,H"** nin bir pozitif yonlendirilmis
{&9 NO WO, .., W2 quasi ortonormal bazima disinelim. Bu taktirde H"™? de

C(0) = x ile birlikte bir tek C' null Cartan egrisi vardur ve

€0)=¢ , NO)=N"  Wi(0)=W? ie{l, ., m}

1

{&, N, Wy, ..., W, } ile Cartan ¢atisy verilir.

Teorem 5.1.7. H{"*? de C ve C iki null Cartan egri ise aym {04, ..., 0} Cartan
egriliklere sahiptir ki burada o; : [—¢,¢] — R diferensiyellenebilir fonksiyonlardur.

Bu taktirde C' den C ye H""? de bir Lorentzian bir déniisimii vardr.
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Tanim 5.1.1. Cartan egrilikleri sabit olan egriye helis denir.

C egrisi bir helisse bu durumda asagidaki diferensiyel denklemler verilir.

CmH3) = 4, C" + ayC® + ..+ a, 0D m 42 = 2s (5.1.12)

C(m+3) — alcll 4 G2C(4) + .+ asC(m+1)’ m4+2=2s+1 (5113)
burada katsayilar

_ 2 2 2 2 2 - -
a; = 0, 5 005 . — 201 E OO s Jr = Jr—1 2 2,Vr

4<j1<.<js—j—1=m 3<j1<. . <Js—1<m
m
2 2 2 2 . .
Qs—1 = 0y — 2O-l E kj - E O-jlo-jg y J2— 1 Z 2
Jj=3 3<j<gi<ge<m

m
ag = —20'1 — E k]2
Jj=3

ile verilir.

5.2 Null Cartan Helisler

Bu boliimde simdiye kadar null Cartan helisler tizerinde yapilan galigmalar:
sunacagiz. Kisaca , sabit egrilikli kiiciik boyutlu Lorentzian uzaylarda helisleri
tamimlayacagiz. Helislerin fiziksel 6nemi tizerinde ilerki caligmalara kaynaklar

saglayacagiz ve R} de null helisler i¢in teoremleri nitelendirecegiz.

Onerme 5.2.1. Bir oklidyen 3—uzayinda yay uzunlugu parametresi ile
parametrelendirilmis bir C' egrisi Bertrand egridir gerek ve yeter sart C' dizlemsel

bir egridir ya da K egrilik T torsiyon olmak tzere ak+br =1 Ja,b € R dir[7].

Boliim 2 nin 3. kismina donersek bir C' egrisi , distinguished p parametresine

gore F' = {&, N, W} Frenet catisiyla birlikte, null egri ¢atisi olarak adlandirilir.

Tamim 5.2.1. (O, C), R? de siraswyla p ve p distinguished parametresiyle null egri
catr ¢ifti olsun. Bu c¢iftin asli normal egriligi lineer bagimi ise Bertrand egri ¢ifti

olarak adlandirilyr.
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Bu C egrisi C' nin Bertrand esi olarak adlandirihir. Yukaridaki tanima gére
(C, C) null Bertrand egri cifti icin p = p(p) iligkisi vardir 6yleki W (p(p)) = eW (p),
¢ = +1 yani normal dogrular kendi noktalariyla ¢akigiktir. Null Bertrand egrilerin,
null helisleri tanimlamada kullanildigin1 géstermek i¢in ; kabul edelim ki her null

egri catisi agagidaki Cartan denklemleriyle bir null Cartan egridir:

Vel =W
VeN =W (5.2.1)

VgW = —Tf - N
ve F'={{, N,W} Frenet ¢atisina sahiptir ve tek bir Cartan egrilik 7 dur.

Teorem 5.2.1. C(p), p dzel parametresiyle verilmis R} de bir null Cartan egri
olsun. O zaman C,C nin Bertrand esi olmasy icin gerek ve yeter sart C ve C

sufirdan farkl ayne sabit egrilige sahiptir. Ustelik C, C' ye kongruenttir/8].

Ispat. Kabul edelim ki C, p ozel parametresiyle verilmis C(p) nin Bertrand esi
olsun. {&, N, W} ve {¢, N, W} sirasiyla C ve C nin Cartan catilar1 olsun. Normal
dogrular ¢akigik oldugundan

C=C+aW (5.2.2)

yazabiliriz, her fonksiyon igin a(p) # 0 dir. (5.2.2) denkleminin p ye gore

diferensiyeli almarak ve (5.2.1) Cartan denklemleri kullanilarak
dp—
d—pg = (1-ar) —aN +a'W (5.2.3)
D

elde edilir.

Null Bertrand egriler icin g(&, W) = 0 (5.2.3) de kullanihrsa
a' =0
olur ve béylece « sabittir. Bu & null egrisiyle birlikte
a(l—ar)=0
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anlamina gelir boylece

T = sabit

«

elde edilir. Bu deger (5.2.3) de kullanilarak

E=uN , p=—a—#0 (5.2.4)

bulunur.
(5.2.4) denkleminin p ye gore diferensiyeli alinir ve (5.2.1) Cartan denklemleri
kullanilarak

dp—
PYW — N + purW
dp

elde edilir.
W = 4+W oldugundan Z—; = 41 ve = +a =sabit tir. Bylece C' nin Frenet
catisi

{£aN,+a ¢, -W}

dir. Boylece C aym1 egrilige sahip 7 = é dur.

Tersine C, 7 = i 2 0 sabit egriligiyle bir null Cartan egri olsun. O zaman
C=C+aW
p Ozel parametresiyle ve
E=—aN , N=—a'¢ , W=-W

Frenet catisiyla verilen bir null egridir.
Béylece, (C,C) bir Bertrand egri ciftidir ve C, 7 = é ayni sabit Cartan

egrilige sahiptir. O

Ornek 5.2.1.  C(p) = (p, cos p,sinp)
F ={C",N = 1(—1,sinp, —cosp), W = (0, — cosp, —sinp)}
Frenet catiswyla bir null helis olsun:

T = % oldugunu gostermek kolaydir.t = % oldugundan o = 2 dir.
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P = p parametresiyle C = C + 2W tanvmlansin. Bu durumda

C = (p,cosp,sin p) + 2(0, — cos p, — sin p)

Ql

= (p, — cosp, —sinp)
bulunur. Boylece C orijinal C egrisine kongruenttir.

Simdi genel binormal yonlendirmeye sahip olan null Cartan egri ciftleri

lizerinde bazi sonuclar verecegiz.

Onerme 5.2.2. C(s), R? de s yay uwzunlugu parametresiyle verilen bir null egri

olsun. Binormalleri cakisik ve yay wzunlugu ile verilen bir diger egri C' olsun.Bu

durumda C, C ile cakusiktur(9].

C(p) ve C(p), p ve p Ozel parametresiyle verilmis iki null Cartan egri ve

sirastyla Frenet catilar1 {£, N, W} ve {&, N, W} olsun. Kabul edelim ki,
C =C+ué +oN +wW

her u, v, w icin olsun.Bu taktirde C' ye {u, v, w} koordinatlariyla C' nin null Cartan
egrisiyle iligkilidir denir. C' nin diferensiyeli ile

Z_]]_;Z =(1+u —7w)é+ @ —w)N+ (w +u+10)W (5.2.5)
olur.

&, bir null egri oldugundan
(W' +u+70)? +2(1+u —7w)(v' —w) =0 (5.2.6)

elde ederiz.

Teorem 5.2.2. (1) C(p), R? de p dzel parametresiyle verilmis bir null Cartan
egri olsun. Kabul edelim ki, p ozel parametresi tarafindan parametrelendirilmis
bir null Cartan C(p) egrisi vardir dyleki C' nin binormal yonlendirmesi C' ninki
ile cakisiktir. Bu taktirde karsilik gelen noktalarda Cartan egrilikler de ¢akisiktor.

(2) C(p), R? de p ozel parametresiyle verilmis bir null Cartan egri olsun. Bu
durumda p 6zel parametresiyle parametrelendirilmis bir null Cartan C(p) egrisi

vardur dyleki, binormal yénlendirme ve C, C egrilikleri ¢akisiktur[10].
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Ispat. (1) Kabul edelim ki , (C(p),C(p)) p ve p Ozel parametresiyle
parametrelendirilmis bir null Cartan egri ¢ifti olsun 6yleki binormal vektorleri

cakigiktir. Bu durumda C,

C(m(p)) = C(p) +v(p)N(p) (5.2.7)

olarak parametrelendirilmistir, her v(p) # 0 ve p = p(p)icin . Dolayisiyla C,
(0,v,0) referans koordinatlariyla C' ye baghdir. Genelligi bozmaksizin kabul edelim
ki

Y

N =aN (5.2.8)

her a(p) # 0 igin . Bu taktirde (5.2.5) kullanilarak
dp—
%5 =&+ 0N+ 70W (5.2.9)

elde edilir. Ayni zamanda (5.2.6) ve g(¢, N) = 1 den

05
W+ (wr)2=0 ve a= d_i (5.2.10)
bulunur. Dolayisiyla (5.2.10) den v fonksiyonu tamamen
1 1 9
=3 (7(p))°dp + ¢ her c€ R
tarafindan belirlenir.
W x N = —N kullanilarak C niin asli normali
W=E6xN=W —vrN (5.2.11)

ifade edilebilir.

(5.2.8) denkleminp parametresine gore diferensiyeli ve (5.2.11) kullamlarak

at(W —vrN) = Z—QN +atW
D

elde edilir.Esitligin her iki tarafi kargilagtirilarak

da

T=1 , d—p:—av7'2:>oz:oz0v2,aOER+

o1



(5.2.11) in diferensiyeli alinarak a? = v7' elde edilir. Boylece cartan egrilikler
karsilik geldikleri noktalarda gakigiktir.

(2) Her null Cartan C(p) egrisi igin
— 1 9
C=C+uvN , =— [ (7(p))“dp + ¢ herce R
tarafindanyeni bir C'(p) egrisi tanimlansin.

P = Oéo/vzdp ag # 0 sabit

fonksiyonu tanimlansin. O zaman C|

Ao NPnw_exm

{€= p= o

catist tarafindan p 6zel parametresiyle bir null Cartan egridir.
Acikca C, C ortak binormal yénlendirmeye sahiptir. Boylece ispat tamamlanmis

olur. O

Sonug 5.2.1. (C(p),C(p)), p ve p 6zel parametresiyle verilmis bir null Cartan
egri ¢ifti olsun. Kabul edelim ki egrilerin binormal yonlendirmesi esit olsun ve

g(C — C, &) bir sabit olsun. Bu durumda C bir null kibiktir.

5.3 R} Minkowski Uzayda Null Helisler

C(p), bir null egri ve p distinguished parametresiyle Frenet ¢atis1 {&, N, Wy, Wy}
diisiinelim. Her null egri catist bir null Cartan egridir ve o1, 09 cartan egrilikleriyle

Cartan denlemleri

Ve =W,
V§N = 0'1W1 + O'QWQ
V§W1 = —O'lf — N (531)

VgWQ = —O'Qf
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dir. Sabit o1, o5 egriliklerine sahip null Cartan egriler null helis olarak adlandirilir

ve denklemleri ;

1 1 . 1 1. 1
o2 #0;  C(p) =4/ aQ——i—bQ(a sinh ap, - cosh ap, 5 Sin bp, 5 cos bp)

a= [(Uf 4+ 03)1\2 _ 01]1\2 h— [(U% + 05)1\2 + 01]1\2
gy =0, 00>0 C(p) = b_z(bp, sin bp, 0, cos bp), b = /20,
1
0y =0, 01 <0 C(p) = —(sinhap,coshbp,0,ap),a =/ —0,
a
dir.
Simdi, R} de null helislerin karakterizasyonu igin teoremler verilip

ispatlanacaktir.

Tanmim 5.3.1. (C,C), p ve p distinguished parametresiyle bir null egri ¢atv ¢ifti
olsun.Eger asli normal vektor alani lineer bagimly ise bu ¢ifte bir Bertrand egri

cifti denir.

C egrisi C nin Bertrand esi olarak adlandirihr. yukaridaki tanima gore (C, C')
bir null Bertrand egri ¢ifti icin p = p(p) fonksiyonel iligkisi vardir Oyleki

W(p(p)) = eW(p), e = £1 ,yani normal dogrular cakigiktir.

Lemma 5.3.1. Bertrand null egri ve Bertrand esine karsilik gelen noktalar

arasindaki mesafe sabittir.

Ispat. (C(p),C(p)) bir null Bertrand egri cifti ve Frenet catilar sirasiyla
{&, N, Wy, W} ve {&, N,W;, W3} olsun. O zaman normal dogrular cakigtigindan
dolay1

C=C+aW

her a(p) # 0 icin yazabiliriz. p ye gore diferensiyel alirsak
dp—
—¢=(1—-ar)f—aN +a'W;
dp

elde edilir.
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Null Bertrand egriler icin g(€, W;) = 0 oldugunu biliyoruz ve bunu kullanarak
a' = 0 boylece a sabit bulunur.Dolayisiyla || C — C' || sabit elde edilir ve lemma

ispatlanmig olur. O]

Teorem 5.3.1. R} de bir null Cartan egri , null Bertrand egridir gerek ve yeter

sart o1 # 0 sabit ve o9 = 0 dar.

Ispat. Kabul edelim ki, (C(p), C(p)) bir null Bertrand egri cifti olsun. O zaman,
yukaridaki lemmadan

C=C+aW (5.3.2)

yazabiliriz , burada « iki egri arasindaki sabit mesafedir.

(5.3.2) p ye gore diferensiyeli alinarak
dp—
d—ig = (1—ar)é—aN (5.3.3)
elde edilir. Burada ¢ nin null olmasi a(1 — ar) = 0 anlamima gelir. Bu durumda
1 .
(1—ar)=0 ve 7=o0;=— =sabit
o'

dir. Bu deger (5.3.3) de yerine yazilirsa

- dp,_,1
5__(d_p) 10'_1N (5.3.4)

olur. (5.3.4) in p ye gore diferensiyeli alinir ve (5.3.1) Cartan gat1 denklemlerinde
kullanilirsa

dp— dp. dp, ,d*p 1 dp, 09
—W =—(—)""W —) *—=—N — (—) " —W.
dp @) M) N TG
elde edilir.
W = £W oldugundan ﬁ? =0 ve oy =0 dir.
p

Tersine; C, o1 ve 05 ile bir null cartan egri olsun. Bu durumda , C' yi koordinat

fonksiyonuyla

_ 1
C=C+—W (5.3.5)
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diistinebiliriz. p ye gore diferensiyel alirsak
U = — (O’ 1)_1N

bulunur. Bu da gosterir ki C' bir null egridir. Ustelik C ,(C)" = W; den dolay
bir Cartan egridir. Dolayisiyla C' ve C niin 6zel parametresi aynidir ve C' normal

vektorii, C' normal vektdriiyle ayni parametre degerine esittir. O]
Uyar1 5.3.1. R} de sadece Bertrand null egriler oo = 0 ile null helislerdir.

Onerme 5.3.1. R} de bir null Cartan C egrisi 3—boyutlu bir null helistir gerek

ve yeter sart bir V' sabit yonlendirmesi vardur. oyleks
g V)=a g(N,V)=b (5.3.6)

dir. Burada a # 0,b # 0 sabitlerdir ve {&, N, Wy, Wy, W3} C(p) nin Cartan

catilaridar.

Ispat. Kabul edelim ki , V (5.3.6) ile sabit bir yonlendirme olsun. p ye gore
(5.3.6) nin tiirevi alimarak

o1 =——veoy =10
a

elde edilir.

Tersine , kabul edelim ki C' bir null helis ve o5 = 0 olsun. Bu durumda eger,
V= 0'15' — N

varsa V' nin sabit bir yonlendirme oldugunu ve (5.3.6) nin iki denklemi arasindaki

iligki elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. O]

5.4 R} de Null Helisler

m = 3 igin (5.1.1) ve (5.1.13) Cartan denklemleri kullanilarak RS de bir C(p)

null helis denklemi

O + (201 + 2O — (03 — 20,03 =
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dir. Burada o1, 09 ve o3 Cartan egriliklerdir.

<A<y
72 o1 = 1[0? +a2(1 - b2e?)]
Problem1 C(a,b,c) (p) = (cp, Asinap, A cos ap, A= % Cb2b7_21
; 5 02 = —a?b?(a?c? —1)(b3c? - 1)
(Typel) B'sin bp, B cos bp) B = % lb;i:? . ,
b0 03 = (abc)
a,b,c
0<a?c?<1 e L
o1 = 3[b* —a?*(1 4+ b%c?)]
Problem2 Cla,b,c)(P) = (Asinh ap, A cos hap, A=1 1.5,;2522 2
,0, t; 1a +2b2 a%:7a2b2(a20271)(b202+1)
(Type2) Bsin bp, B cos bp, cp) B=1 a_ziz?z : ]
be0 o3 = (abc)
a,b,c
= (3(i=2” 1p2 3 b2 2 _ 1 201 o2
Problem3 Clany ) = Gz )P+ 507 9% 507 0<2b? <1 o1 = za°(1—-2b%)
_9op2 5
3 (=2 )p, — g+ p°, 02 = 2a%b%(1 — 2b2)
(Type3) Nl (ab) Vo202 a,b#0
(¥—=5—)sinap, (¥—5—) cosap) 02 = 2a2b?

Bu durumda yukaridaki tabloda verilen oy, 0y, 03 Cartan egrilikleriyle C(p)

egrisi bir helistir.
Teorem 5.4.1. ([11]): C(p), R} de immersed bir ejri olsun. Bu durumda C bir

helistir gerek ve yeter sart C Typel, Type2, TypeS3 tin bir helisine kongruenttir.

Ispat. Kabul edelim ki o, 05 # 0 ve o3 # 0 C nin sabit egrilikleri olsun Asagidaki

ii¢ durumu diigtinelim:

Durum 5.4.1. Kabul edelimkia > 3 o =20,+0% , = 1/(201 — 02)2 + 403

Yani, 201 + 02 > /(201 — 03)2 + 403 dir.

Clapey  Typel in helisi alinirsa
5 1 5 1 2
@=3a-B)  P=ja+h)  F=u

ve i < <L e Clap,e) min Cartan egrirlikleri oy, oo ve o3 tir.
Durum 5.4.2. Kabul edelim ki , « < wve C de Type 2 nin bir helisi olsun.
o1, 21 2 _
a—2(ﬁ @) b—2(a+ﬂ) cC=w

ve 0< a’c® <1 durumunda , C nin Cartan egrilikleri o,, 0o ve o5 tiir.
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Durum 5.4.3. Son olarak eger , o = [ ise bu durumda C helisi

2 4 4
9 05+ 03 2 O3
a = 2 b* = 2 2
03 2(05 +03)

ve 0 < 2b®> <1 durumunda C nin Cartan egrilikleri o1, 09 ve o3 tir.

Boylece ispat tamamlanar.

5.5 S} C R} De-Sitter Uzayda Null Helisler

(5.1.11) Cartan denklemlerinde m = 3 alnarak S} de C(p) nin bir null helis
denklemi,

C® +20,0® — (1402)C" =0
dir ve genel ¢oziimii
Clap) (p) = A1 sinhap + Ay coshap + Assinbp + Ay cosbp + As

dir.Burada A, Ay, A3, Ay ve A5 R} de sabit vektorlerdir. oy ve oy egrilikler a ve

b sifirdan farkl sabitlerdir.

b2 _q2

Clap)(P) = 4/ ﬁ(% sinh ap, é cosh ap, % sin bp, a?b? > 1 o1 =75

%cosbp, %—l—%) a,b#0 o2 =a%? -1

Problem4

01,09 Cartan egrilikleriyle C(p) egrisi bir helistir.

Teorem 5.5.1. ([11]) C(p) , St te immersed bir null egri olsun. Bu durumda

C, problem j te tanimlanan helislerden birine kongruenttir.

Ispat. a = \/01 ++/oi4+oi+1veb= \/—01 + /0?4 03 + 1 sabitlerini

diigiinelim. Bu durumda (5.1.11) den C egrisinin problem 4 teki o, ve o egriliklerine

sahiptir. Yani C egrisinden problem 4 te bulunan helislerden birine kongruent

Lorentzian dontigiim vardir. O]
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5.6 H{ C R} anti De-Sitter Uzayda Null Helisler

Benzer gekilde m = 3 igin (5.1.11) Cartan denklemleri kullanmilarak ve C yerine

—C almarak H} de null helis denklemi

C® 420,C% + (1 -02)C' =0
Problem5 Ca(p) = (& coshap, -5 L (coshap — % smh ap), 0 2 o1 = —a?,
1 vl at sas 2 _ 4
(TypeAt1) > (sinh ap — 7apc05h ap), 5= sinh ap, ) of=1-a
Problem6 Cy(p) = (55 (sinbp — —bp cos bp), = (cos bp + % sin bp), o1 = b?,
(») = (=( 4)b2( 3 ) 0<b? <1
(TypeAs) —% cosb, 2 33 Sin bp, 7b ) o2=1- bt
Problem7 Colp) = (1— p aip) pt a(@®—p) ﬁ) W1 o1 =0,
alp 24 2v/3 24’ 2v3 ' 2 5
(TypeAs) o5 =1
— 0<a?<b?
Problem8 Cla,py () = ’/W( sin ap, cos ap, b sin bp, 22 <1 o1 = %(a2 +v?)
a
1 2 1 _ 42p2
(TypeB1) 3 cosbp, c) . Tt LA 05 =1—a%b
— a2 b2
0<b?<a?,
Problem9 Cla,py(P) = 4/ ﬁ(é sinh ap, % cosh bp, % sinh bp, 22 - 1 o1 = 7%((12 +0?)
a
1 2 1 _ 42p2
(TypeB2) 3 coshap, d) - /T Tiat 05 =1—a°b
— b2 a
Problem10 2 2 2
Ca(p) = 2420 +a’p ,E, , =% sin ap, = cos ap a#0 o1 =% ,02=1
gy | O P = o iR b s aksinan g cosen) 773
Problem11 2 2 2
Cb(P):(vaz sinh bp, 7z coshbp,i,b) b#0 01:—b2,<7§:1
(TypeB4) 2b24/1+4b4 24/1+b%
Problem12 Clap)(P) = 4/ ﬁ(c sinhap, 2 L coshap, b sin bp, ab # 0, o1 = +(b% —a?)
(TypeBs) %cos bp, c) c= 1Jg§4 + 1?72174 02 =1+ a?p?
Cla,py(P) = ﬁ (2ab cosh absin bp + dsinh ap cos ap, ) )
a®+b° <1
Problem13 —2ap cosh ap cos bp + d sinh ap sin bp, o1 = b% —a?,
c=a?+b?
(TypeD) csinh ap cos bp, csinh ap sin bp, p 2 U% =1-—(a?+b?)
= a° —

2abV'1 — c?)

o1, 09 Cartan egrilikleriyle C(p) egrisi bir helistir.

Teorem 5.6.1. ([11]) C(p), H{ de immersed bir null egri olsun. Bu durumda C

bir helistir gerek ve yeter sart 5—13 problemlerinin i¢indeki bir helise kongruenttir.

Ispat. Onceki durumlar g0z oniine alinarak ispat yapilir. Yani 9 ihtimal diigiiniiliirse

o8




TypeA, 0%4-0%:1 o1 <0 70<0§<1 Ja’ = —oy

TypeAy |02 +05=1 0,>0 0<oi<1 ,b*=0y

TypeAs | o1 =0 , o2=1

TypeB; | 0?2 4+02>1 0,>0 0<o0i<1 ,a®=0,—¢, ¥»=01+c¢C

TypeBy | 0?2 4+02>1 0,<0 0<o0i<1 ,a>°=—-0,—¢, b>’=—0,—c

TypeBs | 0?2 +03>1 0,>0 ,02=1, b =20,

TypeBy | 02 4+02>1 0,<0 ,02=1, a®> =20,

TypeBs | 02 >1 ,a*>=—0,+c VW =0,+c

TypeD | o7 +03 <1 ,a* = 3(—01++/1—03) b* = 3(01++/1—03)

dir. Burada c¢=+/0f+o03—1 dir. O
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6. NULL CARTAN EGRILERIN

UYGULAMALARI

6.1 3-boyutlu Lorentzian Uzay Formlarda Soliton Coziimler

Ik olarak s bir yay uzunlugu parametresi ve v(s) C R® spacelike egri ile
baglayacagiz. v boyunca Frenet catis1 {7 = T, N, B, k,7} ile v(s) nin degigimi
v(s,t) olsun. Burada k ve T sirasiyla egrilik ve burulmadir.

7 ile verilen hiz vektori
Yy=v=vrT +vyN +vgB

olsun. Burada 7 , t ye ve s ye gore kismi tiirevlerdir. Bu esas denklem vy , & ve
7 ye gore verilmigtir.

Bu spacelike egrinin degigimi , akigkanlar mekaniginde vortex filamentler gibi
fiziksel sistemlerin caligmalarinda anahtar role sahiptir. Bu caligmalar soliton
teorisinin, matematik ve fizik iizerinde 6nemli etkileri olmustur.

~ vortex hatti ile ince filamenti tanimlamak icin , 6z etkilesimden arinmis ve
pliriizsiiz v nin ug noktalarinda hiz; lokalize indiiksiyon yaklagimi (LIA) olarak

bilinen , v binormal vektori boyunca
vp=vy=0 ve vg=k ise v=kB

denklemleri kullanilarak Da-Rios tarafindan elde edilir.Boylece yapisal denklem

(LIA altinda)
vN=0 Fk=—rT —2k'7 T=(K'/k—T) + KK

dir.
Bir ince vortexin hareketi (LIA altinda)

NNy, 0

ot Vaar T os (6.1.1)
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denklemi tarafindan yonetilir ve bu denklem Betchov-Da Rios denklemi olarak
adlandirilir. Burada V, Levi-Civita konneksiyondur.

Betchov-Da Rios denklemlerinin acik klasik ¢oziimleri R de regle yiizeylere
yerlestirilmistir ve H} anti De-Sitter uzaymda Betchov-Da Rios denklemlerinin
regle ytlizeylerine oturtulmus ¢oziimleri bulunmustur.

Ik uygulamamizin amaci, bir null egri icin Betchov-Da Rios denklemlerinin
soliton ¢oziimleri lizerinde bazi galigmalar: sunmaktir.

C(p), Lorentzian space formda (M = M3(c),g) bir null egri olsun. ¢ sabit
egrilik p 6zel parametre olmak {izere Frenet ¢atisim {{ = C', N, W} diisiinelim.

Fiziksel uygulamadaki notasyonlarin tutarlh olmasi i¢cin —N = B alinir. Yani

9(&B)=-1 gW,W)=1

ve diger i¢ carpimlar sifir olmak tizere Frenet denklemeleri

ng’ =rW

VgB =7W

VW =716+ kB
dir. k = k(p) #0 Kk, C boyunca egrilik fonksiyondur ve 7 bir sabittir.

Eger B transversal vektor alan1i ' boyunca hareket ettirilirse
I x R parametrelendirmesi tarafindan regle ytizeyleri verir. Burada,
fiIxR—-M

(p,t) = f(p,t) = C(p) +tB(p) = Expoy) (tB(p))

tarafindan tanimlanir.
Bu regle yiizey, C'(s) null egri iizerinde B nin kaydirilmasiyla olugtugu bilinir

ve bu ilk olarak Graves tarafindan tamtilir ve S, ile gosterilir. Bu durumda

fo = (d(Expc))s(§ + t7W)

ft = (d(Ezpc))i B
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dir.

Her sabit p igin , 7,(t) egrisi

t—p(t) = f(p,t)

tarafindan tamimlanir ve bu egri ,(0) = C(p) baslangic sartiyla belirlenen M
nin bir geodezigidir ve 7,(0) = B(p) dir. Ciinkii f(p), v,(t) boyunca bir Jacobi

alandir ve M bir space formdur. Boylece

fo = &p(t) +tTW,(t)

yazabiliriz, burada &,(t) , 7,(t) boyunca &(p) nin paralel déniigtimidiir.

n= f, N\ fr , S de birim normal vektor alani olsun. Bu durumda

Vi fp=1tf+ T fi+ (k+ )0
prft = Vftfp = —thft +Tn
elde edilir.

(6.1.1) Betchov-Da Rios denklemlerinin ¢6ziimii olan f nin yeniden

parametrelendirilmesi i¢in
he F(R?) ve h(u,v) = (p(u,v),t(u,v))

olsun.
Bu durumda f = foh (6.1.1) denklemlerinin bir ¢oziimiidiir gerek ve yeter

sart

fu/\v?ufuzfv

ve g(f,, f.) = e = %1 dir.

fu :pufp +tuft

71; = pvfp + 1t fi
kullanilarak
vfufu = puufp + tuuft + 2putuvfpft +p12Lprfp
= (Puu + thpi)fp 4 (tyu + 27%puty + THDP2) i + (27Duty + (5 + 73220
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elde edilir.
foAn=f,+722f; ve fiAn=—f; den,f Betchov-Da Rios denklemlerinin

bir ¢oztimiudiir gerek ve yeter sart

tu tru v tu t'U
(———)= Dy + 2t

ty ty
3 K, — = 5 <_)u - Tthu_
Du Do by Pu Do Po Do

kismi diferensiyel denklem sisteminin elde edilmesidir.
Simdi C' genellegtirilmig bir null kiibik olsun ki bu durumda biliyoruz ki 7 = 0

dir. Bu durumda yukaridaki denklemler tekrar diizenlenirse

by = _'%pi
0= pvtu - putv
tv - _ﬁpitu

olur.
Bazi b = b(v) fonksiyonlar igin t, = bp, dur ki u—egrisinin egim 6lgiimiidiir.
Diger taraftan , g(fu, fu) = —2put. = € oldugundan 2bp? = —e elde ederiz. Bu

yiizden, p, sadece v ye bagldir boylece,
p(u,v) = hy(v)u + he(v)

dir. Burda hy ve hy diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Ozel olarak Puu = tuu =0
alinirsa
Vif = wpin
dir.
Yukaridaki durumlar ve p,y = tyu Ve tyw = o, iki sart kullanilirsa p, = a ve
ty = abolur. aveb 2ba®> = —e ile iligkili baz1 sabitlerdir. Ustelik,x ayn zamanda
sabittir ve u—egrileri B-scroll S, de geodeziklerdir ve M deki egrilikler p = ra?

dir. Diger taraftan , (1/p)f, vektor alan1 u—egrisinin binormalidir.
1
0= —bg(Vym.of) = co

ile verilen ise M de u—egrisinin torsiyonudur.
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Teorem 6.1.1. ([12]):C(p), 3—boyutlu M Lorentzian space formda genellestirilmis
bir null kibik olsun. S. , f(p,t) tarafindan parametrelendirilmis B-scroll olsun

Her h € F(R?) icin f = foh: R* — S, disiinelim. Bu durumda f ,M de
Betchov-Da Rios denklemlerinin bir ¢ozimidiur gerek ve yeter sart

(1) C boyunca k egrilik fonksiyonu sabittir.
(2)  h(u,v) = (p(u,v),t(u,v))
p(u,v) = au+ ka*v +e; ,  t(u,v) = abu — kba*v + ¢y

tarafindan verilir. Burada 2ba®? = —e = +1 u-egrisinin causal karakteridir. a ve

b sifirdan farkly sabitlerdir ve (cy,c2) sabit ¢iftlerdir. Ustelik, bu u- ejrisi

p=ra® wve 0=ceka

egrilik ve torsiyon ile M de helistir.

Ornek 6.1.1.  C(p)=r(Z — 2,2 2 4 2) | x#0
ile verilen R? de bir null egridir.
C nin

1 1 2
2__7p7p2+_> B

§=k(p 1 1 (1,0,1) W =(2p,1,2p)

Tk
ile verilen {&, B,W} Cartan ¢atist ve k sabit egrilikle , genellestirilmis bir null
ktibiktar.

B-scroll S,., C ile iliskilidir ve

3 2 3
F.0) = (el =By + 2 e By 2

R3 iin B-scroll S. de Betchov-Da Rios denklemlerinin soliton ¢ozimleri,

f(uv U) = (fl(uav)v f2<u7v)7f3(uav))

ile verilir. Burada

3 (a3(u +a’kv)?®  alu+ a2m))3) e(u — a*kv)?
=K — —
! 3 4 ak
7 - a’k(u + a*kv)?
2 2
- a(u+ a*kv)®  alu+a?kv)?,  e(u— a*kv)?
f3 = #( ) —
3 4 aK
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ve a sifirdan farkh sabitlerdir. u-egrisi RS de € = 41 causal karakter p = ka®

egriligi ve 0 = exa® torsiyon ile bir helistir.
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