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Bu çalışmada null eğiler üzerinde çalışılmıştır. 

Özellikle distinguished ( özel seçilmiş) bir 𝑡 parametresi ile oluşturulan distinguished Frenet çatısı ve 

bir 𝑠 pseude-yay parametreli null eğrinin Frenet çatısı tanımları verildi.  

Daha sonra distinguished Frenet çatısı ve 𝑠 pseude-yay parametreli Frenet çatısının (k,m)-tipinden 

helis olması için önemli karakterizasyonlar verildi. 

 

Anahtar Kelimeler:  distinguished Frenet çatısı,  pseude-yay parametreli Frenet çatısı, (k,m)-tipinden helis   
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In the working, null Curves are studied. 
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1.  GİRİŞ 

Diferansiyel geometri temelde eğriler ve manifoldlar teorisinin çalışıldığı bir alandır. 

Özellikle eğriler teorisi birçok bilim dalında uygulama alanı bulduğu için gerek matematikçiler 

gerekse biyolog, fizik ve hatta mühendis ve tıpın bazı alanlarında çalışılan önemli bir alana 

dönüşmüştür. Her geçen gün üzerinde gerek uygulama ve gerekse yeni teoriler inşa edilmektedir. 

Geometriciler genellikle teorik kısmıyla ilgilenip Bertrand eğriler, involüt-evolüt eğriler, 

helisler ve çeşitli karakterizasyonlarını inşa etmekle çalışmalarına devam etmektedirler. Bu ve 

benzeri konuları çeşitli uzaylarda, örneğin Öklid uzayında Lorentz-Minkowski uzayında, Semi-

Öklidyen uzayda ifade ve ispat etmeye çalışmaktadırlar. Özellikle Lorentz-Minkowski ve Semi-

Öklidyen uzayında eğriler teorisi,  eğrilerin spacelike, timelike ve null şeklinde sınıflandırılmasında 

kaynaklanan ayrımın getirdiği farklılıklar çok ilginç sonuçları doğurmuştur. 

Lorentz-Minkowski ve Semi-Öklidyen uzayda Spacelike ve timelike eğrilerinin Frenet 

vektörlerinin inşası sonrası Bertrand eğri, involüt-evolüt eğri Bishop çatı vb. konular üzerine [  4, 

10, 14, 16, 18, 20 ] çalışmaları oldukça dikkat çekici sonuçlar vermiştir. 

Oysa time-like ve spacelike eğrilerden daha farklı olan ve yapılan çalışmalarda bazı 

zorluklarıda üzerinde barındıran null eğrilerinin üzerinde inşa edilen geometrik yapılar ve Frenet 

vektörlerinin inşası tamamıyla farklı kapıları açarak çok geniş bir platformda çalışmalara imkân 

tanımıştır. Elbette null eğrilerinin Frenet çatısında sonra bu uzayda da null helisler   [ 2, 3, 6, 9, 11, 

15 ] Bertrand eğriler, involüt-evolüt eğriler kavramları ifade ve ispat edilmiştir. Yine en ilginç ve 

en çok farklı null eğrileri bulunduran 4-boyutlu Minkowski Uzayında çok önemli teoriler 

ispatlanmıştır. [ 1, 8, 13, 19 ] Çünkü 4-boyutlu Minkowski Uzayında Cartan null çatı, Pseudo null 

çatı ve Partially null çatılar ifade edilmiş bunlarda herbiri kendine has geometrik yapıları 

içerdiğinden geniş bir perspektifde olayların incelenmesine imkân tanımıştır. 

Bu tez çalışmamızda yukarıda bahsettiğimiz null eğrilerinin çeşitlerinden olan distinguished 

null eğriler ve Pseudo yay parametresi ile ifade edilen null eğrilerin (𝑘, 𝑚)-tipinde helislerinin 

yapılarını inceleyeceğiz. 

 



2. TEMEL KAVRAMLAR 

Temel kavramlara ayrılan bu bölümde çalışmamıza esas olacak kavramlar verilecektir. 

2.1.  Yarı-Öklid Uzaylar 

Tanım 2.1.1. (Simetrik Bilineer Form).  V bir reel vektör uzayı olsun. 

 

〈 , 〉 ∶  𝑉 ×  𝑉 →  𝑅 

dönüşümü ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  ve ∀ 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 için  

i.) 〈𝑢, 𝑣〉 = 〈𝑣, 𝑢〉 

ii.) 〈𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 + 𝑤〉 = 𝑎〈𝑢, 𝑤〉 + 𝑏〈𝑣, 𝑤〉 

〈𝑢, 𝑎𝑣 + 𝑏𝑤〉 = 𝑎〈𝑢, 𝑣〉 + 𝑏〈𝑢, 𝑤〉 

özelliklerine sahip ise 〈, 〉 dönüşümüne V reel vektör uzayı üzerinde simetrik bilineer form denir 

[17]. 

 

Tanım 2.1.2 V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form 〈, 〉 olsun. 

i.) ∀ 𝑣 ∈V ve 𝑢 ≠ 0 için 〈𝑢, 𝑣〉 > 0 ise 〈, 〉’ a pozitif tanımlı, 

ii.) ∀ 𝑣 ∈V ve 𝑢 ≠ 0 için 〈𝑢, 𝑣〉 < 0 ise 〈, 〉’ a negatif tanımlı, 

iii.) 〈𝑣, 𝑣〉 > 0 ve 〈𝑤, 𝑤〉 < 0 olacak şekilde 𝑢, 𝑤 ∈V mevcut ise 〈, 〉 indefinit denir [17]. 

 

Tanım 2.1.3. V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form 〈, 〉 olsun. 

0 ≠ 𝜉 ∈ 𝑉olmak üzere ∀𝑣 ∈V için 

〈𝜉, 𝑣〉 = 0 

ise 〈, 〉’a V üzerinde dejeneredir denir. Aksi durumda 〈, 〉’a non-dejeneredir denir. 

Bu tanıma göre 〈, 〉’a non-dejenere olması için gerek ve yeter şart ∀𝑣 ∈V için  

〈𝑢, 𝑣〉 = 0 iken 𝑢 = 0 

olmasıdır [17]. 

 

Tanım 2.1.4. 𝑉 reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form 〈, 〉 olsun. 𝑉’nin  

𝑅𝑎𝑑𝑉 = {𝜉 ∈ 𝑉: 〈𝜉, 𝑣〉 = 0, ∀𝑣 ∈ 𝑉} 

şeklinde tanımlı alt uzayına 〈, 〉’a göre 𝑉 uzayının radikal (veya null) uzayı denir. 𝑅𝑎𝑑V’ nin 

boyutuna 〈, 〉’ nın nulluk derecesi denir ve null𝑉 ile gösterilir.  
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     Eğer null𝑉 > 0 ise 〈, 〉 dejeneredir, eğer Eğer null𝑉 = 0 ise 〈, 〉 non-dejeneredir [17]. 

 

Tanım 2.1.5. (indeks) V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form 〈, 〉 olsun.  

W ⊂V olmak üzere 

〈, 〉⃒𝑤: 𝑊 × 𝑊 → 𝑅 

 

negatif tanımlı olacak şekilde en büyük boyutlu W alt uzayının boyutuna 〈, 〉’nın indeksi denir ve 𝑞 

ile gösterilir [17]. 

 

Teorem 2.1.1 𝑉 reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form 〈, 〉 olsun. Bu durumda, 

i) 〈𝛼𝑖, 𝛼𝑗〉 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗 

ii) 〈𝛼𝑖, 𝛼𝑗〉 = 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝛾 

iii) 〈𝛼𝑖, 𝛼𝑗〉 = −1, 𝛾 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝛾 + 𝑞 

iv) 〈𝛼𝑖, 𝛼𝑗〉 = 0, 𝛾 + 𝑞 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝛾 + 𝑞 + 𝜇 = 𝑛 

olacak şekilde 𝑉’nin bir {𝛼1, … , 𝛼𝑛}  bazı vardır [12,21]. 

 

Tanım 2.1.6 Bir 𝑉 reel vektör uzayı üzerinde non-dejenere simetrik bilineer〈, 〉 formuna, V reel 

vektör uzayı üzerinde bir skaler çarpım (yarı Öklid metriği ) ve (𝑉, 〈, 〉) ikilisine de skaler çarpım 

uzayı (yarı-Öklid uzayı ) denir [12,17,21]. 

 

Tanım 2.1.7. V yarı-Öklid uzayı üzerinde tanımlı bir 〈, 〉 skalar çarpımı için,  

i) 〈, 〉 pozitif tanımlı ise 〈, 〉’a Öklid metriği, (𝑉, 〈, 〉)’a da Öklid uzayı, 

ii) 〈, 〉’nın indeksi 𝑞 = 1 ise 〈, 〉’a Lorentz (Minkowski) metriği, (𝑉, 〈, 〉)’da Lorentz 

(Minkowski) uzayı, 

iii) 〈, 〉 dejeere ise V vektör uzayına 〈, 〉’a göre lightlike (dejenere) vektör uzayı denir [17]. 

 

Tanım 2.1.8. V yarı-Öklid uzayı üzerinde tanımlı bir 〈, 〉 skalar çarpımı için, 

i) 〈𝑣, 𝑣〉 > 0 veya 𝑣 = 0 ise 𝑣’ye spacelike, 

ii) 𝑣 ≠ 0 iken 〈𝑣, 𝑣〉 < 0 ise 𝑣’ye timelike, 

iii) 𝑣 ≠ 0 iken 〈𝑣, 𝑣〉 = 0 ise 𝑣’ye de lighlike (null veya isotropik ) vektör denir.   

        𝑣 ∈ 𝑉 vektörünün bu üç tipine 𝑣’nin causal karakteri denir [17]. 
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Tanım 2.1.9. Bir V reel vektör uzayı ve 𝑊 ⊂ 𝑉  de bir alt uzayı olsun. Bu durumda 〈, 〉⃒𝑤, 

dejenere ise 𝑊’ye lightlike (dejenere) alt uzayı denir. 

Genel olarak 𝑊’nin diki 

𝑊⊥ = {𝑣 ∈ 𝑉⃒〈𝑣, 𝑤〉 = 0, ∀𝑤 ∈ 𝑊} 

olmak üzere,  

𝑊 ∩ 𝑊⊥ ≠ {0} 

dır [17]. 

 

Tanım 2.1.10. V yarı-Öklid uzayının; 

 

〈𝑓𝑖, 𝑓𝑗〉 = 〈𝑓𝑖
∗, 𝑓𝑗

∗〉 = 0,〈𝑓𝑖, 𝑓𝑗
∗〉 = 𝛿𝑖𝑗,                        𝑖, 𝑗 ∈ {1, … , 𝜇} 

〈𝑢𝛼 , 𝑓𝑗〉 = 〈𝑢𝛼 , 𝑓𝑖
∗〉 = 0, 〈𝑢𝛼 , 𝑢𝛽〉 = 𝜖𝛿𝛼𝛽 , 𝛼, 𝛽 ∈ {1, … , 𝑡}, 𝜖 = ±1 

 

olacak şekildeki 

{𝑓1, … , 𝑓𝜇 , 𝑓1
∗, … , 𝑓𝜇

∗, 𝑢1 … , 𝑢𝑡} 

bazına 𝑉’nin quasi-ortonormal bazı denir [7, 12, 21]. 

 

Teorem 2.1.2. V yarı-Öklid uzayı ve W da bu uzayın bir lightlike alt uzayı olsun. Bu durumda, 

W boyunca V uzayının bir quasi-ortonormal bazı vardır [7, 12, 21]. 

 

Tanım 2.1.11. q indeksli ve 𝑚 = 𝑝 + 𝑞 boyutluV yarı-Öklid uzayının {𝑒1, … , 𝑒𝑞} birim timelike 

ve {𝑒𝑞+1, … , 𝑒𝑞+𝑝} birim spacelike vektörlerinden oluşan {𝑒1, 𝑒2, … 𝑒𝑚} birortonormal bazı ile; 

𝑞 < 𝑝 ⟹ 𝑖 ∈ {1, … , 𝑞} ve 𝑝 < 𝑞 ⟹ 𝑖 ∈ {1, … , 𝑝} 

 

için 

〈𝑓𝑖, 𝑓𝑗〉 = 〈𝑓𝑖
∗, 𝑓𝑗

∗〉 = 0, 〈𝑓𝑖, 𝑓𝑗
∗〉 = 𝛿𝑖𝑗 

yi sağlayacak şekilde oluşturulan  

𝑓𝑖 =
1

√2
{𝑒𝑞+𝑖 + 𝑒𝑖};          𝑓𝑖

∗ =
1

√2
{𝑒𝑞+𝑖 − 𝑒𝑖} 

vektörleri yardımıyla light like vektörleri kapsayan V yarı-Öklid uzayının aşağıdaki bazları 

mevcuttur.  

i) 𝑞 < 𝑝 ise 2𝑞 tane lightlike vektör ve (𝑝 − 𝑞)  tane spacelike vektörlerden oluşan  

{𝑓1, … , 𝑓𝑞 , 𝑓1
∗, … , 𝑓𝑞

∗, 𝑒𝑞+1 … , 𝑒𝑝} 

kümesi, 

ii) 𝑝 < 𝑞  ise 2𝑝 tane lightlike vektör ve (𝑞 − 𝑝)  tane timelike vektörlerden oluşan 
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{𝑓1, … , 𝑓𝑞 , 𝑓1
∗, … , 𝑓𝑝

∗, 𝑒𝑝+1 … , 𝑒𝑞} 

kümesi, 

 

iii) 𝑝 = 𝑞 ise 2𝑝 = 2𝑞 adet lightlike vektörlerden oluşan 

{𝑓1, … , 𝑓𝑞 , 𝑓1
∗, … , 𝑓𝑝

∗} 

kümesi V’nin bir bazıdır [7,12,21]. 

 

Tanım 2.1.12 (Yarı-Öklid uzay). ℝ𝑛, ℝ üzerinde 𝑛-boyutlu standart vektör uzayı olsun. ℝ𝑛 

üzerinde 0 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛 olmak üzere 𝑞 tam sayısı için  

 

〈𝑥, 𝑦〉 = − ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑞
𝑖=1 + ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑞
𝑖=𝑞+1 ,  ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 

 

ile verilen metrik tensör göz önüne alınarak elde edilen uzaya 𝑞 indeksli 𝑛-boyutlu yarı-Öklid uzayı 

denir ve ℝ𝑞
𝑛 ile gösterilir [7]. 

 

Tanım 2.1.13. ℝ𝑞
𝑛 uzayının 〈, 〉 yarı-Riemann metriğinin 𝑊 ⊂ ℝ𝑞

𝑛   altmanifoldu üzerine 

indirgenen 〈, 〉 yarı-Riemann metriği; 

i) Bir Riemann metrik ise 𝑀’ ye spacelike altmanifold, 

ii) Bir dejenere quadratik form ise 𝑀’ ye dejenere altmanifold denir [17]. 

 

Tanım 2.1.14. 𝑐 ∈ ℝ𝑞
𝑛 sabit bir nokta ve 𝑟 > 0 sabiti için; 

𝑆𝑞
𝑛(𝑐, 𝑟) = {𝑥 ∈ ℝ𝑞

𝑛+1: 〈𝑥 − 𝑐, 𝑥 − 𝑐〉 = 𝑟2} 

kümesine yarı-Riemann küre, 

𝐻𝑞
𝑛(𝑐, 𝑟) = {𝑥 ∈ ℝ𝑞+1

𝑛+1: 〈𝑥 − 𝑐, 𝑥 − 𝑐〉 = −𝑟2} 

kümesine yarı-Riemann hiperbolik uzayı, 

𝑄𝑞
𝑛(𝑐, 𝑟) = {𝑥 ∈ ℝ𝑞

𝑛+1: 〈𝑥 − 𝑐, 𝑥 − 𝑐〉 = 0} 

kümesine de yarı-Riemann lightlike koni ( veya null koni) denir [17]. 

      

Tanım 2.1.15. 𝑛-boyutlu ℝ𝑞
𝑛 yarı-Öklid uzayına; 

i) 𝑞 = 0 ise Öklid uzayı denir ve ℝ𝑛 ile, 

ii) 𝑞 = 1, 𝑛 ≥ 2 ise Minkowski 𝑛-uzay denir ve ℝ1
𝑛 ile, 

iii) 𝑞 = 1, 𝑛 = 4 ise Minkowski Spacetime denir ve ℝ1
4 ile gösterilir [17]. 

 

Tanım 2.1.12’den Minkowski Spacetime için 〈, 〉 indefinit metriği  
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〈𝑥, 𝑦〉 = −𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦3 + 𝑥4𝑦4;     ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ4 

şeklindedir. 

 

Lemma  2.1.1. ℝ1
4’de timelike vektöre ortogonal olan causal vektörler yoktur ve iki null vektörün 

ortogonal olması için gerek ve yeter şart bu vektörlerin lineer bağımlı olmasıdır [17]. 

2.2.  Null Eğrileri 

Tanım 2.2.1. 𝑀 bir 𝐶∞ Lorentz manifold olsun. 𝑀 üzerindeki bir 〈, 〉 indefinit metriğe göre 𝑘 =

1,2, … için 𝐶𝑘 sınıfından bir 𝐶: 𝐼 → 𝑀 eğrisine ∀𝑡 ∈ 𝐼 için 𝐶′′(𝑡) teğet vektörü, 

 

i) Spacelike ise spacelike eğri, 

ii)  Timelike ise timelike eğri, 

iii) Null ise null (lightlike veya isotropik ) eğri denir [17]. 

 

(𝑀, 〈, 〉), boyutu 𝑛 = (𝑚 + 2) ve 0 < 𝑞 < 𝑛 olmak üzere indeksi 𝑞 olan ( yanimetriği indefinit 

olan), bir yarı-Riemann manifold olsun. Bir 𝐶: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝑀 null eğrisi için 𝐶’nin tanjant demeti 𝑇𝐶 

ile gösterilir ve non-dejenere durumda olduğu gibi 𝑇𝐶⊥ vektör demeti 𝑇𝐶⊥ = ⋃ 𝑇𝑃𝐶⊥
𝑃∈𝐶  ;  

 

𝑇𝑃𝐶⊥ = {𝜉𝑃 ∈ 𝑇𝑃𝑀 ∣ 𝑔(𝜉𝑃 , 𝑉𝑃) = 0, ∀𝑉𝑃 ∈ 𝑇𝑃𝐶} 

 

olarak tanımlanır. Buna göre 𝑇𝐶⊥’nin rankı (𝑚 + 1)’dir. 𝑉𝑃 bir null vektör olduğundan, 𝑇𝐶’nin 

𝑇𝐶⊥’nin rankı 1 olan bir alt vektör demeti olduğu görülür. Bu durumda 𝑇𝐶⊥’de 𝑇𝐶’nin  

 

𝑇𝐶⊥ = 𝑇𝐶 ⊥ 𝑆(𝑇𝐶⊥) 

 

biçiminde bir ortogonal tümleyeni vardır. Burada 𝑆(𝑇𝐶⊥) alt uzayı, 𝐶’nin ekran vektör demeti 

(screen vektor bundle) olarak bilinir ve rankı 𝑚 olan bir non-dejenere alt uzaydır. Böylece,  

 

𝑇𝑀 ∣𝐶= 𝑆(𝑇𝐶⊥) ⊥ 𝑆(𝑇𝐶⊥)⊥ 

 

olarak yazılabilir [7,12,21]. 

 

Teorem 2.2.1. 𝐶, bir (𝑀, 〈, 〉) yarı-Riemann manifold üzerinde bir null eğrisi olsun. Bu durumda 

𝐶 üzerinde , ∀ 𝑈 ⊂ 𝐶 koordinat komşuluğunda 𝑇 =
𝑑𝐶

𝑑𝑡
 olmak üzere,  
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〈𝑇, 𝑁〉 = 1 

 

ve ∀𝑋 ∈ Г(𝑆(𝑇𝐶⊥) ∣𝑈)  için 

 

〈𝑁, 𝑁〉 = 〈𝑁, 𝑋〉 = 0 

 

şartlarını sağlayan bir tek 𝑁 ∈ Г(𝐸 ∣𝑈) kesitine sahip bir ve yalnız bir 𝐸 vektör demeti vardır ve 

rankı 1’dir. Buradaki 𝐸 vektör demeti, 𝐶’nin 𝑆(𝑇𝐶⊥)’e göre null transversal vektör demeti olarak 

adlandırılır ve 𝑛𝑡𝑟(𝐶) ile gösterilir. 𝑁 vektör alanı da 𝐶’nin 𝑇’ye göre null transversal vektör 

alanıdır. Ayrıca 𝐶’nin transversal vektör demeti 𝑡𝑟(𝐶), 

 

𝑡𝑟(𝐶) = 𝑛𝑡𝑟(𝐶) ⊥ 𝑆(𝑇𝐶⊥) 

 

olarak tanımlanır. Dolayısıyla,  

 

                            𝑇𝑀∣𝐶 = 𝑇𝐶 ⊕ 𝑡𝑟(𝐶) = (𝑇𝐶 ⊕ 𝑛𝑡𝑟(𝐶)) ⊥ 𝑆(𝑇𝐶⊥)                                  (2.1) 

 

dir [7]. 

 

Lemma  2.2.1. C, 𝑞 indeksli ve 𝑛 boyutlu bir (𝑀, 〈, 〉) yarı-Riemann manifoldunun bir null eğrisi 

olsun. O zaman 𝐶’nin her bir ekran vektör demeti bir yarı-Riemann vektör demetidir ve indeksi 

𝑞 − 1’dir. Böylece, eğer 𝑀 bir Lorentz manifold ise her bir ekran vektör demeti bir Riemann vektör 

demeti olur [7]. 

       𝐶, 𝑛 = (𝑚 + 2) boyutlu (𝑀, 〈, 〉) Lorentz manifoldu üzerinde bir null eğrisi olsun. 𝐷, 𝑀’nin 

Levi-Civita konneksiyonununu ve 𝑇 =
𝑑𝐶

𝑑𝑡
’yi göstersin. ℎ ve {𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘2𝑚} 𝑈 ⊂ 𝐶 koordinat 

komşuluğu üzerinde smooth fonksiyonlar ve {𝑊1, 𝑊2, … , 𝑊𝑚}, Г(𝑆(𝑇𝐶⊥) ∣𝑈)′ nin bir ortonormal 

bazı olmak üzere; 

𝐷𝑇𝑇                    = ℎ𝑇 + 𝑘1𝑊1 

𝐷𝑇𝑁   = −ℎ𝑁 + 𝑘2𝑊1 + 𝑘3𝑊2 

𝐷𝑇𝑊1 = −𝑘2𝑇 − 𝑘1𝑁 + 𝑘4𝑊2 + 𝑘5𝑊3 

𝐷𝑇𝑊2 = −𝑘3𝑇 − 𝑘4𝑊1 + 𝑘6𝑊3 + 𝑘7𝑊4 

                                               … ..                     … … … … … … … … ..                                        (2.2) 

𝐷𝑇𝑊𝑚−2 = −𝑘2𝑚−5𝑊𝑚−4 − 𝑘2𝑚−4𝑊𝑚−3 + 𝑘2𝑚−2𝑊𝑚−1 + 𝑘2𝑚−1𝑊𝑚 

𝐷𝑇𝑊𝑚−1 = −𝑘2𝑚−3𝑊𝑚−3 − 𝑘2𝑚−2𝑊𝑚−2 + 𝑘2𝑚𝑊𝑚 

𝐷𝑇𝑊𝑚 = −𝑘2𝑚−1𝑊𝑚−2 − 𝑘2𝑚𝑊𝑚−1 
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denkleri mevcuttur. Burada; 

𝐹 = {
𝑑𝐶

𝑑𝑡
= 𝑇, 𝑁, 𝑊1, … , 𝑊𝑚} 

kümesine 𝐶 boyunca 𝑀 üzerinde 𝐶’nin 𝑆(𝑇𝐶⊥) ekran vektör demetine göre genel Frenet çatısı, 

(2.2) denklemlerin de 𝐹’ye göre genel Frenet denklemleri ve 𝑘𝑖 fonksiyonlarınada 𝐶’nin eğrilik 

fonksiyonları denir [7]. 

 

  

 

 



3.  MİNKOWSKİ SPACETİME’DA NULL EĞRİLERİ 

Bu bölümde eğrinin distinguished ( özel seçilmiş) bir 𝑡 parametresi ile verilmesi durumunda 

distinguished Frenet çatısı ve bir 𝑠 pseude-yay uzunluk parametresi ile oluşturulan null eğrinin 

Frenet çatısı tanımları verilecektir. 

Minkowski Spacetime’da 𝐶 bir null eğri ve 𝐷 Levi-Civita konneksiyonu olsun. ℎ ve 

{𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4} bir 𝑈 ⊂ 𝐶 koordinat komşuluğu üzerinde tanımlı smooth fonksiyonlar ve {𝑊1, 𝑊2} 

de Г(𝑆(𝑇𝐶⊥) ∣𝑈)’nin belirlenmiş bir bazı olmak üzere 𝑛 = 4 için, 

      𝐷𝑇𝑇  = ℎ𝑇 + 𝑘1𝑊1 

      𝐷𝑇𝑁   = −ℎ𝑁 + 𝑘2𝑊1 + 𝑘3𝑊2                              (3.1) 

      𝐷𝑇𝑊1 = −𝑘2𝑇 − 𝑘1𝑁 + 𝑘4𝑊2 

         𝐷𝑇𝑊2 = −𝑘3𝑇 − 𝑘4𝑊1 

 

denklemleri mevcuttur. Burada 𝑇 ile 𝑁 null ve 𝑊1 ve  𝑊2 spacelike vektörler olmak üzere 

{𝑇, 𝑁, 𝑊1, 𝑊2} , 𝐶 eğrisi boyunca bazdır. 𝐹 = {𝑇, 𝑁, 𝑊1, 𝑊2} ‘ye ℝ1
4’de 𝐶 eğrisi boyunca 𝑆(𝑇𝐶⊥) 

ekran vektör demetine göre Frenet çatı, {𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4} fonksiyonlarına 𝐹’ye göre 𝐶’nin eğrilik 

fonksiyonları ve (3.1) denklemlerinede  𝐹’ye göre Frenet denklemleri denir [7]. 

 

Böylece aşağıdaki uyarı verilebilir 

 

Uyarı  3.1.1. Minkowski Spacetime’da bir  𝐶 null eğrisi için daima bir 𝑆(𝑇𝐶⊥) ekran vektör 

demeti ve 𝑈 ⊂ 𝐶 koordinat komşuluğunda 𝑆(𝑇𝐶⊥)’den elde edilen 𝐹 Frenet çatısı vardır. 

Gerçekten,  𝐶  boyunca 𝑇𝐶⊥ vektör demeti üzerinde bir 〈, 〉 Riemann metrik vardır. Böylece 

𝑆(𝑇𝐶⊥), 〈, 〉’a göre 𝑇𝐶⊥’de 𝑇𝐶’ye tamamlayıcı ortogonal vektör demeti olarak alınır [5]. 

              (3.1) Frenet denklemlerinde ℎ = 〈𝐷𝑇𝑇, 𝑁〉 = 0 olacak şekilde seçilen 𝑡 parametresine 

distinguished  parametre denir. Bu durumda (3.1) Frenet denklemleri, 

 

𝐷𝑇𝑇  = 𝑘1𝑊1 

                                                               𝐷𝑇𝑁   = 𝑘2𝑊1 + 𝑘3𝑊2                                           (3.2) 

                                         𝐷𝑇𝑊1 = −𝑘2𝑇 − 𝑘1𝑁 + 𝑘4𝑊2 

                          𝐷𝑇𝑊2 = −𝑘3𝑇 − 𝑘4𝑊1 

halini alır [7].  
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Böylece aşağıdaki sonuçlar verilebilir. 

 

Sonuç  3.1.1. Eğer  ℝ1
4’de bir  𝐶 null eğrisi 𝑡 distinguished parametresi ile verilirse, 𝐷𝑇𝑇  bir 

spacelike vektör alanıdır ve 𝑊1, 𝐷𝑇𝑇  ‘ye paralel bir birim spacelike vektör alanı olarak seçilebilir. 

[5]. 

Sonuç  3.1.2. Eğer  ℝ1
4’de 𝑡 distinguished parametresi ile verilen bir 𝐶 null eğrisinin birinci eğrilik 

fonksiyonu 𝑘1 = 0 ise 𝐷𝑇𝑇 = 0  olacagından 𝐶, ℝ1
4’de bir null geodeziktir [5]. 

Sonuç  3.1.3. 𝐶 ⊂ ℝ1
4, ’ 𝑡 distinguished parametresi ile verilen bir null eğrisi olsun. 𝐶 null eğrisinin 

ℝ1
4’de bir null geodezik olması için gerek ve yeter şart birinci eğrilik fonksiyonun özdeş olarak sıfır 

olmasıdır. 

               ℝ1
4’de 𝑡 distinguished parametresi ile verilen bir 𝐶 null eğrisinin son eğrilik fonksiyonu 

𝑘4  sıfır ise   {𝑇, 𝑁, 𝑊1, 𝑊2} Frenet çatısına distinguished Frenet çatısı denir [5]. 

               𝑡 distinguished parametresi ile verilen bir null eğri için kullanılan {𝑇, 𝑁, 𝑊1, 𝑊2} çatısı 

distinguished Frenet çatı olması durumunda (3.2) Frenet denklemleri  

 

𝐷𝑇𝑇  = 𝑘1𝑊1 

                                                                   𝐷𝑇𝑁   = 𝑘2𝑊1 + 𝑘3𝑊2                                       (3.3) 

                   𝐷𝑇𝑊1 = −𝑘2𝑇 − 𝑘1𝑁 

                                                                  𝐷𝑇𝑊2 = −𝑘3𝑇 

şeklinde elde edilir [7]. 

 

Örnek 3.1.1. 𝛾: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ1
4 eğrisi 

𝛾(𝑡) == 𝑡, 0, 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑠𝑖𝑛𝑡) 

İle tanımlansın. 𝛾 eğrisinin teğet vektörü, 

𝑇 =
𝑑𝛾

𝑑𝑡
= (1,0, −𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑐𝑜𝑠𝑡) 

olup, 〈𝑇, 𝑇〉 = 0 olduğundan 𝛾 eğrisi bir null eğrisidir. ℝ1
4’de bir 𝑋 = (0,1,0,0) sabit vektörü için, 

〈𝑇, 𝑋〉 = −1 dir. 

             Şimdi 𝛾 eğrisi boyunca, 

𝑇 = (1,0, −𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑐𝑜𝑠𝑡)                 𝑁 =
1

2
(−1,0 − 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑐𝑜𝑠𝑡) 

𝑊1 = (0,0, −𝑐𝑜𝑠𝑡, −𝑠𝑖𝑛𝑡)                          𝑊2 = (0,1,0,0) 

İle verilen {T,N,𝑊1, 𝑊2} Frenet çatısı için (3.1) denklemleri gözönüne alındığında,  

𝐷𝑇𝑇 = (0,0, −𝑐𝑜𝑠𝑡, −𝑠𝑖𝑛𝑡) olup ℎ = 〈𝐷𝑇𝑇, 𝑁〉 = 0 olduğundan 𝑡 bir distinguished parametredir. 

𝐷𝑇𝑊1 = (0,0, 𝑠𝑖𝑛𝑡, −𝑐𝑜𝑠𝑡) olup, 𝑘4 = 〈𝐷𝑇𝑊1, 𝑊2〉 = 0 olduğundan {T,N,𝑊1, 𝑊2} Frenet çatısı 

distinguished Frenet çatıdır. O halde (3.3)’den, 
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𝐷𝑇𝑇 = 𝑊1 ⟹ 𝑘1 = 1 

𝐷𝑇𝑁 =
1

2
𝑊1 ⟹ 𝑘2 =

1

2
 𝑣𝑒 𝑘3 = 0 

elde edilir. Ayrıca; 

〈𝑇, 𝑋〉 = −1, 〈𝑊1, 𝑋〉 = 0, 〈𝑁, 𝑋〉 =
1

2
 ,        〈𝑊2, 𝑋〉 = 0 

olur.  

 

Tanım 3.1.1. 𝛼(𝑠), ℝ1
4’de bir null eğrisi olsun.  𝑠 = ∫ (〈(𝛼′′(𝑡), 𝛼′′(𝑡))〉)

1

4
𝑡

0
𝑑𝑡 olmak üzere, 

 

〈𝛼′′(𝑠), 𝛼′′(𝑠)〉 = 1 

ise 𝛼(𝑠) null eğrisine 𝑠 pseudo-yay fonksiyonu ile parametrize edilmiştir denir [7]. 

     

       Pseudo-yay parametresi ile verilen null eğrilere birim hızlı null eğri tabirini kullanacağız.  

       Minkowski Spacetime’da 𝑠 pseudo-yay uzunluk fonksiyonu ile parametrize edilmiş 𝛼 null 

eğrisi için Frenet formülleri Walrave tarafından verilmiştir. Buna göre; Minkowski Spacetime’da 

𝛼 eğrisi boyunca verilen ve sırasıyla tanjant, asli normal, birinci binormal ve ikinci binormal vektör 

alanları ile oluşturulan {T,N,𝐵1, 𝐵2} hareketli frenet çatısı için 𝛼 null eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki 

Frenet formülleri  

                                         [

𝑇′
𝑁′

𝐵′
1

𝐵′2

] = [

0
𝑘2

0
−𝑘3

𝑘1

0
−𝑘2

0

0
−𝑘1

0
0

0
0

𝑘3

0

] [

𝑇
𝑁
𝐵1

𝐵2

]                                            (3.4) 

 

ile verilir. Burada 𝑘1 = 𝑘1(𝑠), 𝑘2 = 𝑘2(𝑠), 𝑘3 = 𝑘3(𝑠); 𝛼(𝑠) noktasındaki eğrilik fonksiyonlarını 

göstermektedir. Ayrıca 𝑇, 𝑁, 𝐵1, 𝐵2 

〈𝑇, 𝑇〉 = 〈𝐵1, 𝐵1〉 = 0, 

                                                    〈𝑁, 𝑁〉 = 〈𝐵2, 𝐵2〉 = 〈𝑇, 𝐵1〉 = 1                                        (3.5) 

〈𝑇, 𝑁〉 = 〈𝑇, 𝐵2〉 = 〈𝑁, 𝐵1〉 = 〈𝑁, 𝐵2〉 = 〈𝐵1, 𝐵2〉 = 0 

denklemlerini sağlar. 

 

Minkowski Spacetime’da 𝛼(𝑠) null eğrisinin 𝑘1 birinci eğrilik fonksiyonu sadece iki değer alabilir. 

Bunlar 𝑘1 = 0 veya 𝑘1 = 1’dir. 𝛼 bir null doğru ise 𝑘1 = 0 ve 𝛼’nın diğer tüm durumları için 𝑘1 =

1’dir [1]. 
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Tanım 3.1.1. 𝐶 ⊂ ℝ1
4, ’ 𝑡 distinguished parametresi ile verilen ( veya 𝑠 pseudo-yay fonksiyonu ile 

parametrize edilmiş ) bir null eğri olsun. 𝐶 null eğrisinin distinguished Frenet çatısı (veya Pseudo-

yay parametresi ile verilen Frenet çatısı) {𝑇, 𝑁, 𝑊1, 𝑊2} olsun. 

 Eğer 

< T, U > = sabit 

ise 𝐶 ⊂ ℝ1
4 eğrisine bir helis denir. 

 

Tanım 3.1.2. 𝐶 ⊂ ℝ1
4, ’ 𝑡 distinguished parametresi ile verilen ( veya 𝑠 pseudo-yay fonksiyonu ile 

parametrize edilmiş ) bir null eğri olsun. 𝐶 null eğrisinin distinguished Frenet çatısı (veya Pseudo-

yay parametresiile verilen Frenet çatısı)      {𝑇, 𝑁, 𝑊1, 𝑊2} olsun. 

 

Eğer  < T, U > = 𝑐1 = sabit ve  < N, U > = 𝑐2 = sabit ise 𝐶 eğrisine (1,2)-tipinden helis, 

Eğer  < T, U > = 𝑐1 = sabit ve < 𝑊1, 𝑈 > = 𝑐3 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ise 𝐶 eğrisine (1,3)-tipinden helis, 

Eğer  < T, U > = 𝑐1 = sabit ve < 𝑊2, 𝑈 > = 𝑐4 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ise 𝐶 eğrisine (1,4)-tipinden helis, 

Eğer  < N, U > = 𝑐2 = sabit ve < 𝑊1, 𝑈 > = 𝑐3 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ise 𝐶 eğrisine (2,3)-tipinden helis, 

Eğer  < N, U > = 𝑐2 = sabit ve < 𝑊2, 𝑈 > = 𝑐4 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ise 𝐶 eğrisine (2,4)-tipinden helis, 

Eğer  < 𝑊1, 𝑈 > = 𝑐3 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡ve < 𝑊2, 𝑈 > = 𝑐4 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ise 𝐶 eğrisine (3,4)-tipinden helis  

 

olarak adlandırılır [5]. 
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4.  𝒕 PARAMETRELİ NULL EĞRİLERİ İÇİN(𝒌, 𝒎)–TİPİNDEN 

HELİSLER 

Bu bölümde eğrinin distinguished ( özel seçilmiş) bir 𝑡 parametresi ile verilen distinguished 

Frenet çatısı için (k,m)-tipinden helisler için karakterizasyonlar verilecektir. 

Teorem 4.1.1. ℝ1
4’de 𝑡 distinguished parametresi ile verilen bir 𝐶 null eğrisinin distinguished 

Frenet çatısı {T,N,𝑊1, 𝑊2} olsun. Eğer 𝐶 (1;2) tipinde slant helis ise aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

1.Durum: 𝑘1 = 0 ve  〈𝑊1, 𝑢〉 ≠ 0 ise  

 𝑘2

𝑘3
= −

〈𝑊2, 𝑢〉

〈𝑊1, 𝑢〉
 

dır. 

2.Durum:     𝑘1 ≠ 0 ve   〈𝑊1, 𝑢〉 = 0 ise    

a)  𝑘3 = 0 ve   〈𝑊2, 𝑢〉 ≠ 0 

b) 𝑘3 ≠ 0 ve  〈𝑊2, 𝑢〉 = 0 

c) 𝑘3 = 0 ve    〈𝑊2, 𝑢〉 = 0 

 3.Durum:   𝑘1 = 0 ve 〈𝑊1, 𝑢〉 = 0 ise  

a)  𝑘3 = 0,  〈𝑊2, 𝑢〉 ≠ 0  

   b) 𝑘3 ≠ 0 ise 〈𝑊2, 𝑢〉 = 0 

      c) 𝑘3 = 0 ve    〈𝑊2, 𝑢〉 = 0 

 

İspat: Kabul edelim ki distinguished Frenet çatılı 𝐶 null eğrisi (1;2) tipinde slant helis olsun. O 

zaman  

                                                           〈𝑇, 𝑢〉 = 𝑐1                                                                 (4.1) 

ve  

                                                            〈𝑁, 𝑢〉 = 𝑐2                                                                  (4.2)  

olacak şekilde sıfırdan farklı 𝑐1 ve 𝑐2 reel sabitleri vardır. (4.1) ve (4.2)’nin her iki tarafının t  

parametresine göre türevi alınır ve distinguished Frenet çatısı kullanılırsa, sırasıyla  

                                                                     𝑘1〈𝑊1, 𝑢〉 = 0                                                     (4.3)  

ve 

                                                        𝑘2〈𝑊1, 𝑢〉 + 𝑘3〈𝑊2, 𝑢〉 = 0                                             (4.4)  

elde edilir. Böylece (4.3)’den  

1.Durum:   𝑘1 = 0, 〈𝑊1, 𝑢〉 ≠ 0, 

2.Durum:   𝑘1 ≠ 0, 〈𝑊1, 𝑢〉 = 0, 

3.Durum:   𝑘1 = 0, 〈𝑊1, 𝑢〉 = 0 

elde edilir. 
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           1. Durumda   𝑘1 = 0 ve  〈𝑊1, 𝑢〉 ≠ 0 ise  (4.4) eşitliğinden  

 𝑘2

𝑘3
= −

〈𝑊2, 𝑢〉

〈𝑊1, 𝑢〉
 

elde edilir. 

          2. Durumda  𝑘1 ≠ 0 ve  〈𝑊1, 𝑢〉 = 0 ise (4.4)’den  𝑘3 〈𝑤2, 𝑢〉 = 0 elde edilir ki bu durumda 

𝑎) 𝑘3 = 0, 〈𝑊2, 𝑢〉 ≠ 0, 

        𝑏) 𝑘3 ≠ 0, 〈𝑊2, 𝑢〉 = 0 veya 

c) 𝑘3 = 0, 〈𝑊2, 𝑢〉 = 0, 

bulunur. 

          3. Durumda  𝑘1 = 0 ve  〈𝑊1, 𝑢〉 = 0 ise (4.4)’den  𝑘3 〈𝑤2, 𝑢〉 = 0 elde edilir ki bu durumda 

da 

𝑎) 𝑘3 = 0, 〈𝑊2, 𝑢〉 ≠ 0, 

         𝑏) 𝑘3 ≠ 0, 〈𝑊2, 𝑢〉 = 0 veya 

c) 𝑘3 = 0, 〈𝑊2, 𝑢〉 = 0, 

bulunur. 

Teorem 4.1.2. ℝ1
4’de 𝑡 distinguished parametresi ile verilen bir 𝐶 null eğrisinin distinguished 

Frenet çatısı {T,N,𝑊1, 𝑊2} olsun. Eğer 𝐶 (1; 3) tipinde slant helis ise aşağıdaki ifadeler 

doğrudur. 

𝑘1 = 0 ve  𝑘2 = 0 

dır. 

İspat : Kabul edelim ki 𝐶 null eğrisi distinguished Frenet çatısı ile verilen eğri (1;3) tipinde slant 

helis olsun. Bu durumda  

                                                              〈𝑇, 𝑢〉 = 𝑐1                                                    (4.5) 

ve  

                                                             〈𝑊1, 𝑢〉 = 𝑐3                                                   (4.6) 

olacak şekilde sıfırdan farklı reel  𝑐1 ve 𝑐3 sabitleri vardır. (4.5) ve (4.6)’nın t parametresine göre 

türevleri alınır ve distinguished Frenet çatısı kullanılırsa, sırasıyla, 

                                                          𝑘1〈𝑊1, 𝑢〉 = 0                                                (4.7) 

ve  

                                                             −𝑘2〈𝑇, 𝑢〉 = 0                                                     (4.8) 

bulunur. 〈𝑊1, 𝑢〉 = 𝑐3 olduğundan (4.7)’den 𝑘1 = 0 ve 〈𝑇, 𝑢〉 = 𝑐1 olduğundan (4.8)’den 𝑘2 = 0 

elde edilir. 

Teorem 4.1.3. ℝ1
4’de 𝑡 distinguished parametresi ile verilen bir 𝐶 null eğrisinin distinguished 

Frenet çatısı {T,N,𝑊1, 𝑊2} olsun. Eğer 𝐶, (1;4) tipinde slant helis ise 𝑘3 = 0 olmak üzere aşağıdaki 

ifadeler doğrudur. 
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           1.Durum  𝑘1 = 0 ve  〈𝑊1, 𝑢〉 ≠ 0, 

           2. Durum 𝑘1 ≠ 0 ve  〈𝑊1, 𝑢〉 = 0,  

           3. Durum 𝑘1 = 0 ve 〈𝑊1, 𝑢〉 = 0 ise  𝑘2 = 0  

dır.  

İspat : Kabul edelim ki distinguished Frenet çatısı ile verilen 𝐶 null eğrisi eğri (1;4) tipinde slant 

helis olsun. Bu takdirde;  

                                                       〈𝑇, 𝑢〉 = 𝑐1                                  (4.9) 

ve 

                                                            〈𝑊2, 𝑢〉 = 𝑐4                      (4.10) 

olacak şekilde sıfırdan farklı reel  𝑐1ve 𝑐4 sabitleri vardır. (4.9) ve (4.10)’nun t parametresine göre 

türevleri alınır ve distinguished Frenet çatısı kullanılırsa, sırasıyla, 

                                                          𝑘1〈𝑊1, 𝑢〉 = 0                             (4.11) 

ve 

 

                                                              𝑘3〈𝑇, 𝑢〉 = 0                                         (4.12) 

elde edilir. (4.12)’den 〈𝑇, 𝑢〉 = 𝑐1 ise 𝑘3 = 0 olur.  Böylece (4.11)’den 

𝑘1 = 0   ve  〈𝑊1, 𝑢〉 ≠ 0, 

𝑘1 ≠ 0 ve  〈𝑊1, 𝑢〉 = 0 

veya 

𝑘1 = 0 ve 〈𝑊1, 𝑢〉 = 0 

bulunur. Ayrıca  𝑘1 = 0 ve 〈𝑊1, 𝑢〉 = 0 olduğu gözönüne alınarak  〈𝑊1, 𝑢〉 = 0 ifadesinin bir kez 

daha t distinguished parametresine göre türevi alınır ve Frenet çatısı kullanılırsa  𝑘2 = 0 da bulunur. 

Teorem 4.1.4. ℝ1
4’de 𝑡 distinguished parametresi ile verilen bir 𝐶 null eğrisinin distinguished 

Frenet çatısı {T, N, 𝑊1, 𝑊2} olsun. Eğer 𝐶, (2; 3) tipinde slant helis ise aşağıdaki ifadeler doğrudur. 
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                                                      〈𝑇, 𝑢〉 =
𝑘2

𝑘1
𝑐2                                       (4.14) 

ve 

                                               〈𝑊2, 𝑢〉 =
 𝑘2

𝑘3
𝑐3                                                             (4.15) 

elde edilir. Burada 𝑐2 ve 𝑐3 sıfırdan farklı birer reel sabitlerdir. 

İspat: Distinguished Frenet çatısı ile verilen 𝐶 null eğrisi eğri (2; 3) tipinde slant helis olsun. Bu 

takdirde;  

                                                         〈𝑁, 𝑢〉 = 𝑐2                                             (4.16) 

 

ve  

 

                                                          〈𝑊1, 𝑢〉 = 𝑐3                                                           (4.17) 

 

 

olacak şekilde 𝑐2 ve 𝑐3 sıfırdan farklı birer reel sabitleri vardır. (4.16) ve (4.17)’nin distinguished t 

parametresine göre  türevleri alınırsa, sırasıyla, 

 

                                               −𝑘2〈 𝑊1, 𝑢 〉 + 𝑘3〈 𝑊2, 𝑢 〉 = 0                       (4.18) 

 

ve  

 

                                                      −𝑘2〈 𝑇, 𝑢 〉 + 𝑘3〈 𝑁, 𝑢 〉 = 0                                  (4.19) 

 

elde edilir. (4.18) ve (4.19)’da (4.16) ve (4.17)’ de yazılıp düzenlenirse (4.14) ve (4.15) bulunur. 

Bu da ispatı tamamlar. 

  

Teorem 4.1.5. ℝ1
4’de 𝑡 distinguished parametresi ile verilen bir 𝐶 null eğrisinin distinguished 

Frenet çatısı {T,N,𝑊1, 𝑊2} olsun. Eğer 𝐶, (2; 4) tipinde slant helis ise aşağıdaki ifadeler 

doğrudur. 

𝟏. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦  k3 = 0 ve 〈T, u〉 ≠ 0 ise  

 

i) k2 = 0, 〈W1, u〉 ≠ 0, 

ii) k2 ≠ 0, 〈W1, u〉 = 0, 

iii) k2 = 〈W1, u〉 = 0        

 

ifadeleri vardır. 
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𝟐. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦  k3 ≠ 0 ve 〈T, u〉 = 0 ise  

 

i) k1 = 0,  〈W1, u〉 ≠ 0, 

ii) k1 ≠ 0, 〈W1, u〉 = 0, 

iii) k1 = 〈W1, u〉 = 0       

 

ifadeleri vardır. 

 

𝟑. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦    k3 = 0 ve 〈T, u〉 = 0 ise  

 

i) k1 = 0, 〈W1, u〉 ≠ 0, 

ii) k1 ≠ 0, 〈W1, u〉 = 0, 

iii) k1 = 〈W1, u〉 = 0       

 

ifadeleri vardır. 

 

 İspat: Kabul edelim ki distinguished Frenet çatısı ile verilen 𝐶 null eğrisi eğri (2; 4) tipinde slant 

helis olsun. Bu takdirde; 

 

                                                  〈N, u〉 = c2                                                        (4.20) 

 

ve 

 

                                                        〈W2, u〉 = c4                                                      (4.21) 

 

olacak şekilde sıfırdan faklı reel 𝑐2 ve 𝑐4 sabitleri vardır. (4.20) ve (4.21)’nin t distinguished  

parametresine göre türevleri alınır ve distinguished Frenet çatısı kullanılırsa sırasıyla 

 

 

                                                       k2〈W1, u〉 + k3〈W2, u〉 = 0                                             (4.22) 

 

ve  

                                                                       −k3〈T, u〉 = 0                                                  (4.23) 

  

bulunur. (4.23)’den  

 

     𝟏. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦  k3 = 0 ve 〈T, u〉 ≠ 0, 

     𝟐. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦   k3 ≠ 0 ve 〈T, u〉 = 0 veya 

     𝟑. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦    k3 = 0 ve 〈T, u〉 = 0 

  

elde edilir. Bu durumlar detaylıca incelenirse: 

 

𝟏. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦𝐝𝐚  k3 = 0 ve 〈T, u〉 ≠ 0 ise  

i)    k2 = 0, 〈W1, u〉 ≠ 0, 

ii)      k2 ≠ 0, 〈W1, u〉 = 0, 

iii)       k2 = 〈W1, u〉 = 0      
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ifadeleri  

 

𝟐. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦𝐝𝐚  k3 ≠ 0 ve 〈T, u〉 = 0 ise  

 

i)     k1 = 0,  〈W1, u〉 ≠ 0, 

ii)    k1 ≠ 0, 〈W1, u〉 = 0, 

iii)      k1 = 〈W1, u〉 = 0       

 

ifadeleri  

 

𝟑. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦𝐝𝐚    k3 = 0 ve 〈T, u〉 = 0 ise  

 

i)     k1 = 0,  〈W1, u〉 ≠ 0, 

ii)      k1 ≠ 0, 〈W1, u〉 = 0, 

iii)       k1 = 〈W1, u〉 = 0       

 

ifadeleri bulunur. 

 

Teorem 4.1.6. ℝ1
4’de 𝑡 distinguished parametresi ile verilen bir 𝐶 null eğrisinin distinguished 

Frenet çatısı {T, N, 𝑊1, 𝑊2} olsun. Eğer 𝐶, (3;4) tipinde slant helis ise aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

      1.Durum: k3 = 0 ve 〈T, u〉 ≠ 0 ise k1 ≠ 0 olmak üzere 

 
k2

k1
= −

〈N, u〉

〈T, u〉
 

dir. 

      2.Durum:  k3 ≠ 0 ve 〈T, u〉 = 0 ise k1 = 0 dır.  

 

      𝟑. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦: k3 =  〈T, u〉 = 0 ise k1 = 0’dır. 

 

İspat: Kabul edelim ki distinguished Frenet çatısı ile verilen 𝐶, null eğrisi eğri (3;4) tipinde slant 

helis olsun. Bu takdirde; 

 

                                                        〈W1, u〉 = c3                                                                (4.24) 

 

ve  

 

 

                                                             〈W2, u〉 = c4                                                               (4.25) 

  

olacak şekilde sıfırdan farklı reel 𝑐3 ve 𝑐4 sabitleri vardır. (4.24) ve  (4.25)’in t distinguished 

parametresine göre türevleri alınıp, distinguished Frenet çatısı kullanılırsa, sırasıyla, 

 

                                                        −k2〈T, u〉 − k1〈N, u〉 = 0                                               (4.26) 
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ve 

                                                                           𝑘3〈𝑇, 𝑢〉 = 0                                                 (4.27) 

bulunur. (4.27)’den aşağıdaki 

      1.Durum: k3 = 0 ve 〈T, u〉 ≠ 0, 

      2.Durum:  k3 ≠ 0 ve 〈T, u〉 = 0 veya 

      𝟑. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦: k3 =  〈T, u〉 = 0 

 

durumları mevcuttur. 

      1.Durumda  k3 = 0 ve 〈T, u〉 ≠ 0 ise k1 ≠ 0 olmak üzere (4.26)’dan  

 

 
k2

k1
= −

〈N, u〉

〈T, u〉
 

bulunur. 

k2

k1
= −

〈N, u〉

〈T, u〉
 

 

      2.Durumda  k3 ≠ 0 ve  〈T, u〉 = 0 ise 〈T, u〉 = 0 ifadesinin tekrar distinguished parametresine 

göre türevleri alınıp, distinguished Frenet çatısı kullanılırsa k1 = 0 bulunur. 

      𝟑. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦𝐝𝐚 k3 =  〈T, u〉 = 0 ise benzer yöntemle k1 = 0 bulunur. 
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5. 𝒔 PARAMETRELİ NULL EĞRİLERİ İÇİN(𝒌, 𝒎)– 𝐓𝐢𝐩𝐢𝐧𝐝𝐞𝐧 

HELİSLER 

Bu bölümde 𝑠 pseude-yay uzunluk parametresi ile oluşturulan null eğrinin Frenet çatısı için 

(k,m)-tipinden helisler için karakterizasyonlar verilecektir. 

Teorem 5.1.1. ℝ1
4’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir 𝛼 null eğrisinin Frenet çatısı {T, N1, 

B1, B2} olsun. Eğer 𝛼, (1; 2) tipinde slant helis ise k1 = 0 ve k2 = 0  dır. 

İspat: Kabul edelim ki ℝ1
4’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir 𝛼 null eğrisi (1;2) tipinde 

slant helis olsun. Bu takdirde; 

 

                                                                〈T, u〉 = c1                                                               (5.1) 

 

ve  

                                                                〈N, u〉 = c2                                                               (5.2) 

 

olacak şekilde sıfırdan farklı reel 𝑐1 ve 𝑐2 sabitleri vardır. (5.1) ve (5.2)’nin türevleri alınır ve Frenet 

çatısı kullanılırsa, sırasıyla; 

 

                                                                 k1〈N, u〉 = 0                                                  (5.3) 

 

ve 

                                                        k2〈T, u〉 − k1〈B1, u〉 = 0                                      (5.4) 

 

bulunur. (5.2)  ifadesi (5.3) de yazılırsa  k1 = 0 bulunur. Ayrıca  k1 = 0 ve  (5.1) ifadesi  

 (5.4) de göz önüne alınırsa k2 = 0 elde edilir. Buda teoremin ispatını tamamlar. 

 

Sonuç 5.1.1 ℝ1
4’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir k1=1 eğrilikli  𝛼 null eğrisi için bu teorem 

ifade edilemez. 

 

Teorem 5.1.2. ℝ1
4’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir 𝛼 null eğrisinin Frenet çatısı 

{T,N1,B1, B2} olsun. Eğer 𝛼 (1; 3) tipinde slant helis ise aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

 

       𝟏. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦: k1 = 0  ve 〈N, u〉 ≠ 0 ise k2 ≠ 0  olmak üzere 

                            
𝑘2

k3
=

〈 B2,u 〉

  〈 N,u 〉
      

dir. 

     𝟐. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦: k1 ≠ 0 ve 〈N, u〉 = 0 ise 

 

i) k3 = 0 ve  〈B2, u〉 ≠ 0, 

ii) k3 ≠ 0 ve  〈B2, u〉 = 0, 

iii) k3 = 〈B2, u〉 = 0  
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dir. 

                                                                                                                                                     

      𝟑. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦 ∶  k1 = 〈N, u〉 = 0 

i) k3 = 0 ve 〈B2, u〉 ≠ 0 

ii) k3 ≠ 0 ve 〈B2, u〉 = 0 

iii) k3 = 〈B2, u〉 = 0 

dır.  

İspat : Kabul edelim ki ℝ1
4’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir 𝛼 null eğrisi (1;3) tipinde 

slant helis olsun. Bu takdirde; 

 

                                                                〈T, u〉 = c1                                                               (5.5) 

 

ve  

 

                                                                〈B1, u〉 = c3                                                              (5.6) 

 

olacak şekilde sıfırdan farklı reel 𝑐1 ve 𝑐3 sabitleri vardır. (5.5) ve (5.6)’nın türevleri alınır ve Frenet 

çatısı kullanılırsa, sırasıyla; 

 

                                                                 k1〈N, u〉 = 0                                                           (5.7) 

 

ve 

 

                                                        −k2〈N, u〉 + k3〈B2, u〉 = 0                                            (5.8) 

 

bulunur. (5.7)’den üç faklı durum ortaya çıkar. Bunlar 

 

      𝟏. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦:  k1 = 0 ve 〈N, u〉 ≠ 0 

 

      𝟐. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦:  k1 ≠ 0, ve 〈N, u〉 = 0 

 

      𝟑. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦:  k1 = 〈N, u〉 = 0 

 

şeklinde ifade edilebilir. 

 

      𝟏. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦𝐝𝐚:  k1 = 0 ve  〈N, u〉 ≠ 0 olması durumda (5.8)’den 

   

                            
𝑘2

k3
=

〈 B2,u 〉

  〈 N,u 〉
      

elde edilir. 

 

      𝟐. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦𝐝𝐚: k1 ≠ 0,  〈N, u〉 = 0 ise (5.8)’den 

 

i) k3 = 0 ve 〈B2, u〉 ≠ 0 
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ii) k3 ≠ 0 ve  〈B2, u〉 = 0 

iii) k3 = 〈B2, u〉 = 0 

bulunur. Nihayet 

 

      𝟑. 𝐃𝐮𝐫𝐮𝐦𝐝𝐚: k1 = 〈N, u〉 = 0 ise (5.8)’den 

i) k3 = 0 ve 〈B2, u〉 ≠ 0 

ii) k3 ≠ 0 ve 〈B2, u〉 = 0 

iii) k3 = 〈B2, u〉 = 0 

bulunur. 

 

Teorem 5.1.3. ℝ1
4’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir 𝛼 null eğrisinin Frenet çatısı 

{T, N1,B1, B2} olsun. Eğer 𝛼 (1; 4) tipinde slant helis ise aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

 

1) k1 = 0, 〈N, u〉 ≠ 0 ve k3 = 0, 

2) k1 ≠ 0, 〈N, u〉 = 0 ve k3 = 0, 

3) k1 = k3 = 〈N, u〉 = 0. 

 

İspat : Kabul edelim ki ℝ1
4’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir 𝛼 null eğrisi (1;4)tipinde 

slant helis olsun. Bu takdirde; 

 

                                                               〈T, u〉 = c1                                                                (5.9) 

 

ve  

 

                                                              〈B2, u〉 = c4                                                               (5.10) 

 

olacak şekilde sıfırdan faklı reel  𝑐1 ve 𝑐4 sabitleri vardır. (5.9) ve (5.10)’nın türevleri alınır ve 

Frenet çatısı kullanılırsa, sırasıyla; 

 

                                                              k1〈N, u〉 = 0                                                              (5.11) 

 

ve 

 

                                                               k3〈T, u〉 = 0                                                             (5.12) 

 

bulunur. (5.12) ve (5.9)’dan 𝑘3 = 0 bulunur. Ayrıca (5.11)’den  

 

i) k1 = 0 ve 〈N, u〉 ≠ 0 

ii) k1 ≠ 0 ve 〈N, u〉 = 0 

iii) k1 = 〈N, u〉 = 0 

 

bulunur. O halde  
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1) k1 = 0, 〈N, u〉 ≠ 0ve k3 = 0 

2) k1 ≠ 0, 〈N, u〉 = 0 ve k3 = 0 

3) k1 = k3 = 〈N, u〉 = 0. 

olur. 

Teorem 5.1.3. ℝ1
4’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir 𝛼 null eğrisinin Frenet çatısı 

{T,N1,B1, B2} olsun. Eğer 𝛼 (2;3) tipinde slant helis ise aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

 

                                                               〈T, u〉 =
k1

k2
c3                                                            (5.13) 

 

ve  

 

                                                             〈B2, u〉 =
k2

k3
c2                                                            (5.14) 

 

dır. 

İspat: Kabul edelim ki ℝ1
4’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir 𝛼 null eğrisi (2;3) tipinde 

slant helis olsun. Bu takdirde; 

 

                                                               〈N, u〉 = c2                                                                (5.15) 

ve  

 

                                                             〈B1, u〉 = c3                                                                (5.16) 

 

 

olacak şekilde sıfırdan farklı reel  𝑐2 ve 𝑐3 sabitleri vardır. (5.15) ve (5.16)’nın türevleri alınır ve 

Frenet çatısı kullanılırsa, sırasıyla; 

 

                                                        k2〈T, u〉 − k1〈B1, u〉 = 0                                                 (5.17) 

 

ve 

 

                                                     −k2〈N, u〉 + k3〈B2, u〉 = 0                                                (5.18) 

 

elde edilir. (5.17) de (5.16) kullanılırsa (5.13), benzer şekilde (5.18) de (5.15) kullanılırsa (5.14) 

elde edilir. 

 

Teorem 5.1.4. ℝ1
4’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir 𝛼 null eğrisinin Frenet çatısı 

{T,N1,B1, B2} olsun. Eğer 𝛼 (2;4) tipinde slant helis ise aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

 

1)  k3 = 0 ve  〈T, u〉 ≠ 0 ise  
k2

k1
=

〈B1,u〉

〈T,u〉
  dir. 
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2) k3 ≠ 0 ve 〈T, u〉 = 0 ise  

 

 

i) k1 = 0 ve 〈B1, u〉 ≠ 0 

ii) k1 ≠ 0 ve 〈B1, u〉 = 0 

iii) k1 = 〈B1, u〉 = 0 

 

3) k3 =  〈T, u〉 = 0 ise 

 

i) k1 = 0 ve 〈B1, u〉 ≠ 0 

ii) k1 ≠ 0 ve 〈B1, u〉 = 0 

iii) k1 = 〈B1, u〉 = 0 

dır. 

İspat : Kabul edelim ki ℝ1
4’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir 𝛼 null eğrisi (2;4) tipinde 

slant helis olsun. Bu takdirde; 

 

                                                                 〈N, u〉 = c2                                                             (5.19) 

 

ve  

 

                                                                〈B2, u〉 = c4                                                             (5.20) 

 

olacak şekilde sıfırdan farklı reel 𝑐2 ve 𝑐4 sabitleri vardır. (5.19) ve (5.20)’nın türevleri alınır ve 

Frenet çatısı kullanılırsa, sırasıyla; 

 

                                           k2〈T, u〉 − k1〈B1, u〉 = 0                                                (5.21) 

ve 

                                                               k3〈T, u〉 = 0                                                             

 (5.22) 

elde edilir. (5.22) den 

 

i) k3 = 0 ve 〈T, u〉 ≠ 0, 

ii)  k3 ≠ 0 ve 〈T, u〉 = 0, 

iii)  k3 = 〈T, u〉 = 0 

bulunur. Böylece  

1) k3 = 0 ve 〈T, u〉 ≠ 0 ise   
k2

k1
=

〈B1,u〉

〈T,u〉
   bulunur. 

 

2) k3 ≠ 0 ve 〈T, u〉 = 0 ise  

 

i) k1 = 0 ve 〈B1, u〉 ≠ 0 

ii) k1 ≠ 0 ve 〈B1, u〉 = 0 

iii) k1 = 〈B1, u〉 = 0 
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3) k3 = 〈T, u〉 = 0 ise 

 

i)  k1 = 0 ve 〈B1, u〉 ≠ 0 

ii)          k1 ≠ 0 ve 〈B1, u〉 = 0 

        iii)          k1 = 〈B1, u〉 = 0 

 

 

Teorem 5.1.5. ℝ1
4’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir 𝛼 null eğrisinin Frenet çatısı 

{T,N1,B1, B2} olsun. Eğer 𝛼 (3; 4) tipinde slant helis ise aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

1) k3 = 0 ve 〈T, u〉 ≠ 0 ise  

 

i) k2 = 0 ve 〈N, u〉 ≠ 0 

ii) k2 ≠ 0 ve 〈N, u〉 = 0 

iii) k2 = 〈N, u〉 = 0 

 

2) k3 ≠ 0 ve 〈T, u〉 = 0 ise  

        〈N, u〉 =
k3

k2
c4  

dır. 

3) k3 = 〈T, u〉 = 0  ise  

i) k2 = 0 ve 〈N, u〉 ≠ 0 

ii) k2 ≠ 0 ve 〈N, u〉 = 0 

iii) k2 = 〈N, u〉 = 0 

 

İspat : Kabul edelim ki ℝ1
4’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir 𝛼 null eğrisi (3;4) tipinde 

slant helis olsun. Bu takdirde;  

                                                              〈B1, u〉 = c3                                                               (5.23) 

ve  

                                                             〈B2, u〉 = c4                                                                (5.24) 

  

olacak şekilde sıfırdan farklı reel 𝑐3 ve 𝑐4 sabitleri vardır. (5.23) ve (5.24)’ün türevleri alınır ve 

Frenet çatısı kullanılırsa, sırasıyla; 

 

                                                        −k2〈N, u〉 + 〈B2, u〉 = 0                                                 (5.25) 

ve 

                                                                 k3〈T, u〉 = 0                                                           (5.26) 

bulunur. (5.26)’dan   

 

i) k3 = 0 ve 〈T, u〉 ≠ 0 

ii) k3 ≠ 0 ve 〈T, u〉 = 0  
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iii) k3 = 〈T, u〉 = 0  

elde edilir ki böylece aşağıdaki durumlar söz konusudur. 

1) k3 = 0 ve 〈T, u〉 ≠ 0 ise (5.25)’den  

i) k2 = 0 ve 〈N, u〉 ≠ 0 

ii) k2 ≠ 0 ve 〈N, u〉 = 0 

iii) k2 = 〈N, u〉 = 0 

2) k3 ≠ 0, 〈T, u〉 = 0 ise 

            〈N, u〉 =
k3

k2
c4 

dır. 

3) k3 = 〈T, u〉 = 0 ise 

i) k2 = 0 ve 〈N, u〉 ≠ 0 

ii) k2 ≠ 0 ve 〈N, u〉 = 0 

iii) k2 = 〈N, u〉 = 0. 
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