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OzET

Null Egrileri i¢in Yeni Tip Helisler
Yusuf KACAR

Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal1

Mayis 2021, Sayfa: vii+27

Bu calismada null egiler iizerinde ¢aligilmustir.

Ozellikle distinguished ( 6zel segilmis) bir ¢t parametresi ile olusturulan distinguished Frenet catis1 ve
bir s pseude-yay parametreli null egrinin Frenet ¢atis1 tanimlar1 verildi.

Daha sonra distinguished Frenet ¢atisi ve s pseude-yay parametreli Frenet ¢atisimin (k,m)-tipinden

helis olmasi i¢cin 6nemli karakterizasyonlar verildi.

Anahtar Kelimeler: distinguished Frenet gatisi, pseude-yay parametreli Frenet catisi, (K,m)-tipinden helis
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ABSTRACT

New Type of Helixes for Null Curves
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In the working, null Curves are studied.
In particular, the definitions of the distinguished Frenet frame created with a distinguished parameter and the

Frenet frame of a null curve with a pseudo-arc parameter are granted.
Subsequently, important characterizations are given for the distinguished Frenet frame and the frenet frame

with pseudo-arc parameters to be helical from (k, m) - type.

Keywords: distinguished Frenet frame, pseudo-arc parameter Frenet frame, (k, m) - type helical
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1. GIRiS

Diferansiyel geometri temelde egriler ve manifoldlar teorisinin ¢alisildigi bir alandir.
Ozellikle egriler teorisi birgok bilim dalinda uygulama alan buldugu icin gerek matematikgiler
gerekse biyolog, fizik ve hatta miihendis ve tipin bazi alanlarinda ¢alisilan 6nemli bir alana
doniismiistiir. Her gecen giin tizerinde gerek uygulama ve gerekse yeni teoriler insa edilmektedir.

Geometriciler genellikle teorik kismiyla ilgilenip Bertrand egriler, involiit-evoliit egriler,
helisler ve cesitli karakterizasyonlarini inga etmekle c¢alismalarina devam etmektedirler. Bu ve
benzeri konular1 gesitli uzaylarda, drnegin Oklid uzayinda Lorentz-Minkowski uzayinda, Semi-
Oklidyen uzayda ifade ve ispat etmeye ¢alismaktadirlar. Ozellikle Lorentz-Minkowski ve Semi-
Oklidyen uzayinda egriler teorisi, egrilerin spacelike, timelike ve null seklinde smiflandiriimasinda
kaynaklanan ayrimin getirdigi farkliliklar ¢ok ilging sonuglari dogurmustur.

Lorentz-Minkowski ve Semi-Oklidyen uzayda Spacelike ve timelike egrilerinin Frenet
vektorlerinin ingasi sonras1 Bertrand egri, involiit-evoliit egri Bishop ¢at1 vb. konular iizerine [ 4,
10, 14, 16, 18, 20 ] calismalar1 oldukga dikkat ¢ekici sonuglar vermistir.

Oysa time-like ve spacelike egrilerden daha farkli olan ve yapilan ¢alismalarda bazi
zorluklarida {izerinde barindiran null egrilerinin iizerinde insa edilen geometrik yapilar ve Frenet
vektorlerinin insas1 tamamiyla farkli kapilar1 agarak ¢ok genis bir platformda ¢aligmalara imkéan
tanimistir. Elbette null egrilerinin Frenet ¢atisinda sonra bu uzayda da null helisler [ 2, 3, 6, 9, 11,
15 ] Bertrand egriler, involiit-evoliit egriler kavramlari ifade ve ispat edilmistir. Yine en ilging ve
en ¢ok farkli null egrileri bulunduran 4-boyutlu Minkowski Uzayinda ¢ok onemli teoriler
ispatlanmigtir. [ 1, 8, 13, 19 ] Ciinkii 4-boyutlu Minkowski Uzayinda Cartan null ¢ati, Pseudo null
catt ve Partially null gatilar ifade edilmis bunlarda herbiri kendine has geometrik yapilari
icerdiginden genis bir perspektifde olaylarin incelenmesine imkén tanimaistir.

Bu tez ¢alismamizda yukarida bahsettigimiz null egrilerinin ¢esitlerinden olan distinguished
null egriler ve Pseudo yay parametresi ile ifade edilen null egrilerin (k, m)-tipinde helislerinin

yapilarini inceleyecegiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Temel kavramlara ayrilan bu boliimde ¢alismamiza esas olacak kavramlar verilecektir.

2.1. Yan-Oklid Uzaylar

Tanim 2.1.1. (Simetrik Bilineer Form). V bir reel vektor uzay1 olsun.

(,): VXV ->R
doniisimii Va,b € R veVu,v,w €V igin

i.){(u,v) =(v,u)
ii.) (au + bv +w) = a{u,w) + b{v,w)
(u, av + bw) = alu,v) + b{u, w)

ozelliklerine sahip ise (, ) dontisiimiine V reel vektor uzay tizerinde simetrik bilineer form denir
[17].

Tanmim 2.1.2 V reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form {, ) olsun.
i.) VveVveu # 0igin(u,v) > 0ise () apozitif tanimli,
ii.) Vv eVveu # 0i¢in (u,v) < 0ise (,)’ a negatif tanmimli,
iii.) (v, v) > 0 ve (w,w) < 0 olacak sekilde u, w €V mevcut ise {, ) indefinit denir [17].

Tanmm 2.1.3. V reel vektor uzay: tizerinde bir simetrik bilineer form (, ) olsun.
0 # & € Volmak lizere Vv €V igin
$v)=0
ise (,)’a V tlizerinde dejeneredir denir. Aksi durumda (, )’a non-dejeneredir denir.
Bu tanima gore (, )’a non-dejenere olmasi igin gerek ve yeter sart Vv €V igin
(u,v) =0ikenu =0
olmasidir [17].

Tanmim 2.1.4. V reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form (, ) olsun. V’nin
RadV ={¢ e V:(¢&,v)=0,Vv eV}
seklinde tanimli alt uzayma (,)’a gore V uzayimnn radikal (veya null) uzay1 denir. RadV’ nin

boyutuna {, )’ nin nulluk derecesi denir ve nullV ile gosterilir.



Eger nullV > 0 ise (, ) dejeneredir, eger Eger nullV = 0 ise (, ) non-dejeneredir [17].

Tamm 2.1.5. (indeks) V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form (, ) olsun.

W cV olmak lizere

(,)|W:W><W—>R

negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna (, )’nin indeksi denir ve g
ile gosterilir [17].

Teorem 2.1.1 V reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form (, ) olsun. Bu durumda,
) (a,a)=0,i#j
i) (a;,a)=11<i<y
i) (apa)=-1,y+1<i<y+gq
V) {a,a)=0y+q+1<i<y+q+tu=n
olacak sekilde V’nin bir {ay, ..., @, } bazi vardir [12,21].

Tanim 2.1.6 Bir V reel vektor uzay: lizerinde non-dejenere simetrik bilineer(, ) formuna, V reel

vektdr uzayi iizerinde bir skaler carpim (yar1 Oklid metrigi ) ve (V,(,)) ikilisine de skaler ¢arpim

uzay (yar1-Oklid uzay1 ) denir [12,17,21].

Tanim 2.1.7. V yar1-Oklid uzayi iizerinde taniml1 bir {, ) skalar ¢arpimu igin,
i) () pozitif taniml1 ise (, )’a Oklid metrigi, (V, {, ))’a da Oklid uzay1,
i) (,)'nin indeksi ¢ =1 ise (,)’a Lorentz (Minkowski) metrigi, (V,(,))’da Lorentz
(Minkowski) uzay1,

iii) (,) dejeere ise V vektor uzayina (, )’a gore lightlike (dejenere) vektor uzay1 denir [17].

Tanim 2.1.8. V yar1-Oklid uzayi iizerinde taniml1 bir {, ) skalar ¢arpimu igin,
i) (v,v)>0veyav = 0 ise v’ye spacelike,
ii) v+ 0iken(v,v) < 0ise v’ye timelike,
iii) v # 0iken(v,v) = 0ise v’ye de lighlike (null veya isotropik ) vektor denir.

v € V vektoriiniin bu {ig tipine v’nin causal karakteri denir [17].



Tanmm 2.1.9. Bir V reel vektor uzayr1 ve W ¢V de bir alt uzay1 olsun. Bu durumda (, ) |W,
dejenere ise W ’ye lightlike (dejenere) alt uzay1 denir.
Genel olarak W’nin diki

Wlt={vev |(v,W) =0,Yw € W}

olmak iizere,
W nwt = {0
dir [17].
Tanim 2.1.10. V yari-Oklid uzaymin;
o f) = FiF1) = Ofu £ = 83 i€, 1}

(U, fj) = (Uq, i) = 0,(uq, ug) = €64p,a, 6 €{1,...,t} e = £1

olacak sekildeki
s fu f1 ooos [ Ua e U}

bazina V’nin quasi-ortonormal bazi denir [7, 12, 21].

Teorem 2.1.2. V yan-Oklid uzay1 ve W da bu uzayin bir lightlike alt uzay1 olsun. Bu durumda,

W boyunca V uzayinin bir quasi-ortonormal bazi vardir [7, 12, 21].

Tamim 2.1.11. q indeksli ve m = p + q boyutluV yar1-Oklid uzayinin {ey, ..., e,} birim timelike
Ve {eq+1, -, €q+p} birim spacelike vektorlerinden olusan {e;, ey, ... e, } birortonormal baz ile;

g<p=1i€{l,..,.q}vep<qg=i€{l,..,p}

i¢in
(i f) = F 1) = Ofu f7) = 8
yi saglayacak sekilde olusturulan
fi= \/ii{eq+i +e); fi= \/ii{eq+i — e}
vektorleri yardimyla light like vektdrleri kapsayan V yari-Oklid uzaymin asagidaki bazlari
mevcuttur.

i) q < p ise 2q tane lightlike vektor ve (p — q) tane spacelike vektorlerden olusan

oo fgp f1s i [ €q41 - €p)
kiimesi,

i) p < q ise 2p tane lightlike vektor ve (¢ — p) tane timelike vektorlerden olusan

4



s oo o fils s [ €t oer €0}

kiimesi,

iii) p = q ise 2p = 2q adet lightlike vektorlerden olusan

oo fp i o}
kiimesi V’nin bir bazidir [7,12,21].

Tamm 2.1.12 (Yar1-Oklid uzay). R, R iizerinde n-boyutlu standart vektdr uzayi olsun. R"

tizerinde 0 < q < n olmak iizere q tam sayisi i¢in
(,y) = =Xl xyi + X1 xivi VX, y ER™

ile verilen metrik tensdr gdz Oniine alinarak elde edilen uzaya g indeksli n-boyutlu yar1-Oklid uzay:

denir ve R ile gdsterilir [7].

Tamm 2.1.13. Rf uzaymnn () yari-Riemann metriginin W c Ry altmanifoldu iizerine
indirgenen (, ) yari-Riemann metrigi;
i)  Bir Riemann metrik ise M’ ye spacelike altmanifold,

i) Bir dejenere quadratik form ise M’ ye dejenere altmanifold denir [17].

Tamim 2.1.14. c € R sabit bir nokta ve r > 0 sabiti igin;
Ste,r)={xeR:(x—c,x —c)=71?}
kiimesine yari-Riemann kiire,
HZ(c,r) = {x € RpT1: (x —c,x —c) = =17}
kiimesine yari-Riemann hiperbolik uzayi,
Qi(e,r)={x e RI*: (x —c,x —c) = 0}

kiimesine de yari-Riemann lightlike koni ( veya null koni) denir [17].

Tamim 2.1.15. n-boyutlu R} yar1-Oklid uzayina;
i) g = 0 ise Oklid uzay1 denir ve R" ile,
ii) q =1, n > 2 ise Minkowski n-uzay denir ve RY ile,

iii) q =1, n = 4 ise Minkowski Spacetime denir ve R ile gosterilir [17].

Tanmim 2.1.12°den Minkowski Spacetime i¢in , ) indefinit metrigi



(x,y) = =x1y1 + %Y, + X3Y3 + X4¥s;  Vx,y €R?
seklindedir.

Lemma 2.1.1. R}’de timelike vektdre ortogonal olan causal vektdrler yoktur ve iki null vektdriin

ortogonal olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu vektorlerin lineer bagimli olmasidir [17].

2.2. Null Egrileri

Tamm 2.2.1. M bir C* Lorentz manifold olsun. M tizerindeki bir (, ) indefinit metrige gore k =

1,2, ... i¢in C* simfindan bir C: 1 — M egrisine Vt € I igin C"'(t) teget vektorii,
i) Spacelike ise spacelike egri,
ii) Timelike ise timelike egri,
iii) Null ise null (lightlike veya isotropik ) egri denir [17].
(M, {,)), boyutu n = (m+ 2) ve 0 < q < n olmak iizere indeksi q olan ( yanimetrigi indefinit

olan), bir yari-Riemann manifold olsun. Bir C: I ¢ R — M null egrisi igin C nin tanjant demeti TC

ile gosterilir ve non-dejenere durumda oldugu gibi TC* vektdr demeti TCt = Upee TpC?
TPCJ_ = {Ep € TPM | g(fp, Vp) = O,VVP € TPC}

olarak tamimlanir. Buna gére TC+’nin ranki (m + 1)’dir. Vp bir null vektér oldugundan, TC’nin

TC+’nin rank1 1 olan bir alt vektor demeti oldugu gériiliir. Bu durumda TC1’de TC’nin
TCt=TC L S(TCY)

biciminde bir ortogonal tiimleyeni vardir. Burada S(TC1) alt uzayi, C’nin ekran vektdr demeti

(screen vektor bundle) olarak bilinir ve ranki m olan bir non-dejenere alt uzaydir. Boylece,
T™ |o= S(TCY) L S(TCH)L
olarak yazilabilir [7,12,21].

Teorem 2.2.1. C, bir (M, (,)) yari-Riemann manifold iizerinde bir null egrisi olsun. Bu durumda

C iizerinde , V U c C koordinat komsulugunda T = % olmak iizere,



(T,N) =1
ve VX € T(S(TCY) Iy) igin
(N,N)=(N,X)=0

sartlarin1 saglayan bir tek N € I'(E |) kesitine sahip bir ve yalniz bir E vektér demeti vardir ve
rank1 1°dir. Buradaki E vektor demeti, C’nin S(T'C*)’e gore null transversal vektor demeti olarak
adlandirilir ve ntr(C) ile gosterilir. N vektor alan1 da C’nin T’ye gore null transversal vektor

alanmidir. Ayrica C’nin transversal vektér demeti tr(C),
tr(C) = ntr(C) L S(TCY)
olarak tanimlanir. Dolayistyla,
TM,c = TC @ tr(C) = (TC @ ntr(C)) L S(TCY) (2.1)
dir [7].

Lemma 2.2.1. C, q indeksli ve n boyutlu bir (M, (,)) yari-Riemann manifoldunun bir null egrisi
olsun. O zaman C’nin her bir ekran vektor demeti bir yari-Riemann vektor demetidir ve indeksi
q — 1’dir. Boylece, eger M bir Lorentz manifold ise her bir ekran vektor demeti bir Riemann vektor
demeti olur [7].

C,n = (m+ 2) boyutlu (M, (,)) Lorentz manifoldu tizerinde bir null egrisi olsun. D, M nin
Levi-Civita konneksiyonununu ve T = %’yi gostersin. h ve {kq, ks, ..., kym} U € C koordinat

komsulugu iizerinde smooth fonksiyonlar ve {W;, W,, ..., W,,.}, T(S(TC?) I,)' nin bir ortonormal
baz1 olmak iizere;
D;T =hT + Kk,
DyN = —hN + k,W; + k3W,
DiW, = —k,T — kyN + k Wy + ksWs
DiW, = —k3T — k,W, + kgWs + kW,
..... et e e e e e e (2.2)
DrWin-2 = —kom-sWm-1 = kam-aWm-3 + kom—2Wi—1 + kom—1Wi,
DyWim-1 = —kom-3Win—3 — kam—2Win—2 + k2mWn
DrWin = —kam-1Win—2 — kamWm-1



denkleri mevcuttur. Burada;

dc
F={o=T,N,W, ..., W)

kiimesine C boyunca M iizerinde C’nin S(TC*) ekran vektdr demetine gore genel Frenet ¢atisi,
(2.2) denklemlerin de F’ye gore genel Frenet denklemleri ve k; fonksiyonlarmada C’nin egrilik

fonksiyonlar1 denir [7].



3. MINKOWSKIi SPACETIME’DA NULL EGRILERI

Bu boliimde egrinin distinguished ( 6zel se¢ilmis) bir t parametresi ile verilmesi durumunda
distinguished Frenet gatis1 ve bir s pseude-yay uzunluk parametresi ile olusturulan null egrinin

Frenet catisi tanimlari verilecektir.

Minkowski Spacetime’da C bir null egri ve D Levi-Civita konneksiyonu olsun. h ve
{kq, k5, k3, k,} bir U c C koordinat komsulugu iizerinde tanimli smooth fonksiyonlar ve {W;, W,}

de I'(S(TC?) 1) nin belirlenmis bir baz olmak iizere n = 4 igin,
DTT = hT + k1W1

DTN = —hN + k2W1 + k3W2 (31)
DTW]_ = —kZT - klN + k4,W2
DTW2 = _k3T - k4W1

denklemleri mevcuttur. Burada T ile N null ve W; ve W, spacelike vektorler olmak tizere
{T,N,W;,W,}, C egrisi boyunca bazdir. F = {T, N, W;, W,} ‘ye R} de C egrisi boyunca S(TC%)
ekran vektor demetine gore Frenet cati, {kq, k,, k3, k4} fonksiyonlarina F’ye gore C’nin egrilik

fonksiyonlari ve (3.1) denklemlerinede F’ye gore Frenet denklemleri denir [7].

Boylece asagidaki uyari verilebilir

demeti ve U c C koordinat komsulugunda S(TC1)’den elde edilen F Frenet catis1 vardir.
Gergekten, C boyunca TC* vektdr demeti iizerinde bir (,) Riemann metrik vardir. Bdylece
S(TCY), (,ya gore TCL de TC’ye tamamlayici ortogonal vektdr demeti olarak almir [5].

(3.1) Frenet denklemlerinde h = (D;T,N) = 0 olacak sekilde secilen t parametresine

distinguished parametre denir. Bu durumda (3.1) Frenet denklemleri,

D;T =kW,
DrN = k,W; + k3W, (3.2)
DyW, = —k,T — k4N + kW,
DWy = —ksT — kW,
halini alir [7].



Boylece asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonu¢ 3.1.1. Eger RP’de bir C null egrisi t distinguished parametresi ile verilirse, D;T bir
spacelike vektor alanidir ve Wy, DT ‘ye paralel bir birim spacelike vektor alan1 olarak segilebilir.
[5].
Sonuc¢ 3.1.2. Eger R} de t distinguished parametresi ile verilen bir € null egrisinin birinci egrilik
fonksiyonu k; = 0 ise DT = 0 olacagindan C, R}’de bir null geodeziktir [5].
Sonu¢ 3.1.3. C c R}, t distinguished parametresi ile verilen bir null egrisi olsun. € null egrisinin
R?’de bir null geodezik olmast igin gerek ve yeter sart birinci egrilik fonksiyonun dzdes olarak sifir
olmasidir.

R?’de t distinguished parametresi ile verilen bir C null egrisinin son egrilik fonksiyonu
k, sifirise {T,N,W;, W,} Frenet catisina distinguished Frenet ¢atis1 denir [5].

t distinguished parametresi ile verilen bir null egri i¢in kullamilan {T, N, W;, W,} catist

distinguished Frenet ¢at1 olmast durumunda (3.2) Frenet denklemleri

D;T = kW,
DN = k,W; + kW, (3.3)
DWWy = —k,T — kyN

D;W, = —ksT

seklinde elde edilir [7].

Ornek 3.1.1. y: I c R — R? egrisi
y(t) ==t,0, cost, sint)
[le tanimlansin. y egrisinin teget vektorii,

T—dy— 1,0 int t
_dt_(" sint, cost)

olup, (T, T) = 0 oldugundan y egrisi bir null egrisidir. R} de bir X = (0,1,0,0) sabit vektorii igin,
(T,X) = —1dir.

Simdi y egrisi boyunca,
T = (1,0, —sint, cost) N = %(—1,0 — sint, cost)
W; = (0,0, —cost, —sint) w, = (0,1,0,0)

Ile verilen {T,N,W;, W,} Frenet ¢atis1 i¢in (3.1) denklemleri gdzdniine alindiginda,

DT = (0,0, —cost, —sint) olup h = (DT, N) = 0 oldugundan t bir distinguished parametredir.
Dy W, = (0,0, sint, —cost) olup, k, = (DrW;,W,) = 0 oldugundan {T,N,W,;,W,} Frenet gatisi
distinguished Frenet ¢atidir. O halde (3.3)’den,
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DT =W, =k, =1
1 1
DTN:_W1:>k2 :_Uek:; =0
2 2
elde edilir. Ayrica;
1
(T, X)=-1, (W, X) =0, (N,X)zz, (W, X)=0

olur.
1
Tanim 3.1.1. a(s), R} de bir null egrisi olsun. s = fot(((a”(t), a”(t))))Z dt olmak tizere,

(a”(s),a"(s)) =1

ise a(s) null egrisine s pseudo-yay fonksiyonu ile parametrize edilmistir denir [7].

Pseudo-yay parametresi ile verilen null egrilere birim hizli null egri tabirini kullanacagiz.

Minkowski Spacetime’da s pseudo-yay uzunluk fonksiyonu ile parametrize edilmis a null
egrisi i¢in Frenet formiilleri Walrave tarafindan verilmistir. Buna gore; Minkowski Spacetime’da
« egrisi boyunca verilen ve sirasiyla tanjant, asli normal, birinci binormal ve ikinci binormal vektor
alanlari ile olusturulan {T,N,B;, B,} hareketli frenet ¢atisi i¢in @ null egrisinin a(s) noktasindaki

Frenet formiilleri

T' 0 k;, 0 O[T
N’ _ k2 0 —k10 N
BI1 - 0 —k2 O k3 Bl (34)
B,2 _k3 O O 0 BZ

ile verilir. Burada k; = k4 (s), k, = k,(s), k3 = k3(s); a(s) noktasindaki egrilik fonksiyonlarint
gostermektedir. Ayrica T, N, By, B,
(T,T) = (B1,B1) = 0,
(N,N) =(B;,B;) =(T,B;) =1 (3.5)
(T,N) =(T,Bz) =(N,B1) =(N,B;) =(B1,B3) = 0

denklemlerini saglar.
Minkowski Spacetime’da a(s) null egrisinin k, birinci egrilik fonksiyonu sadece iki deger alabilir.

Bunlar k; = 0 veya k; = 1’dir. a bir null dogru ise k; = 0 ve a’min diger tiim durumlari igin k; =
1 dir [1].
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Tamm 3.1.1. C c R}, ’ t distinguished parametresi ile verilen ( veya s pseudo-yay fonksiyonu ile
parametrize edilmis ) bir null egri olsun. C null egrisinin distinguished Frenet catis1 (veya Pseudo-
yay parametresi ile verilen Frenet gatisi) {T, N, Wy, W,} olsun.
Eger
< T,U > = sabit

ise C © R egrisine bir helis denir.

Tamm 3.1.2. C c R}, ’ t distinguished parametresi ile verilen ( veya s pseudo-yay fonksiyonu ile
parametrize edilmis ) bir null egri olsun. C null egrisinin distinguished Frenet catisi (veya Pseudo-

yay parametresiile verilen Frenet ¢atis1)  {T, N, Wy, W,} olsun.

Eger < T,U > = ¢; = sabitve < N,U > = ¢, = sabit ise C egrisine (1,2)-tipinden helis,
Eger < T,U > = ¢; = sabitve < W;,U > = c3 = sabit ise C egrisine (1,3)-tipinden helis,
Eger < T,U > = ¢; = sabitve < W,,U > = ¢, = sabit ise C egrisine (1,4)-tipinden helis,
Eger < N,U > = ¢, = sabitve < W;,U > = c; = sabit ise C egrisine (2,3)-tipinden helis,
Eger < N,U > = ¢, = sabitve < W,,U > = ¢, = sabit ise C egrisine (2,4)-tipinden helis,
Eger < W;,U > = ¢3 = sabitve < W,,U > = ¢, = sabit ise C egrisine (3,4)-tipinden helis

olarak adlandirilir [5].
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4. t PARAMETRELi NULL EGRIiLERi ICiN(k, m)-TiPiINDEN
HELISLER

Bu boliimde egrinin distinguished ( 6zel se¢ilmis) bir t parametresi ile verilen distinguished
Frenet catisi i¢in (k,m)-tipinden helisler i¢in karakterizasyonlar verilecektir.
Teorem 4.1.1. RY’de t distinguished parametresi ile verilen bir € null egrisinin distinguished
Frenet catist {T,N,W;, W,} olsun. Eger C (1;2) tipinde slant helis ise asagidaki ifadeler dogrudur.
1.Durum: k; = 0ve (W;,u) # 0ise

ﬁ - _ (WZ! u)
ks (Wi, u)

dir.
2.Durum: ky #0ve (W;,u)=0Iise
a) ks=0ve (W,,u) #0
b) k; #0ve (W, u) =0
C)k;=0ve (W,,u)=0
3.Durum: k; = 0ve (W;,u) = 0ise
a) ks =0, (Wyu) #0
b) ks + 0 ise (W,,u) =0
C)kz;=0ve (Wpu)=0

ispat: Kabul edelim ki distinguished Frenet catili C null egrisi (1;2) tipinde slant helis olsun. O
Zzaman
(T,u) =c; (4.1)
Ve
(N,u) = c; (4.2)
olacak sekilde sifirdan farkli ¢; ve c, reel sabitleri vardir. (4.1) ve (4.2)’nin her iki tarafinin t
parametresine gore tiirevi alinir ve distinguished Frenet catisi kullanilirsa, sirasiyla
ki(Wy,u) =0 4.3)
Ve
ko (Wi, u) + k3(Wo,u) =0 (4.4)
elde edilir. Boylece (4.3)’den
1.Durum: ky; =0, (W;,u) # 0,
2.Durum: k; #0,(W,,u) =0,
3.Durum: k; =0,(W,,u) =0

elde edilir.
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1.Durumda k; = 0ve (W, u) # 0ise (4.4) esitliginden
E - _ <W2Ju>
k3 (Wllu)

elde edilir.
2.Durumda k; # 0ve (W;,u) = 0ise (4.4)’den k3 (w,,u) = 0 elde edilir ki bu durumda
a) ks =0, (W,,u) #0,
b) k3 # 0, (W,,u) = 0 veya
) k3 =0, (W,,u) =0,
bulunur.
3.Durumda k; = 0ve (W;,u) = 0ise (4.4)’den k3 (w,,u) = 0 elde edilir ki bu durumda

da
a) ks =0, (W,,u) #0,
b) ks # 0, (W,,u) = 0 veya
C) ks = 0, (Wy,u) =0,
bulunur.

Teorem 4.1.2. R}’de t distinguished parametresi ile verilen bir C null egrisinin distinguished
Frenet gatis1 {T,N,W;, W,} olsun. Eger C (1; 3) tipinde slant helis ise asagidaki ifadeler
dogrudur.

kiy=0ve k, =0

dir.

ispat : Kabul edelim ki C null egrisi distinguished Frenet ¢atis1 ile verilen egri (1;3) tipinde slant

helis olsun. Bu durumda

(Tyu) =¢; (4.5)
ve

(W, u) = c3 (4.6)
olacak sekilde sifirdan farkli reel c; ve c5 sabitleri vardir. (4.5) ve (4.6)’nin t parametresine gore
tiirevleri alinir ve distinguished Frenet ¢atisi kullanilirsa, sirasiyla,

ki(Wy,u)=0 (4.7)

ve

—k(T,u)=0 (4.8)

bulunur. (W;,u) = c3 oldugundan (4.7)’den k; = 0 ve (T, u) = c¢; oldugundan (4.8)’den k, = 0

elde edilir.

Teorem 4.1.3. R}’de t distinguished parametresi ile verilen bir C null egrisinin distinguished

Frenet gatis1 {T,N,W;, W,} olsun. Eger C, (1;4) tipinde slant helis ise k; = 0 olmak iizere asagidaki

ifadeler dogrudur.
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1.Durum k; =0ve (W, u) #0,

2. Durum k; # 0 ve (W3, u) =0,

3.Durum k; = 0ve (W, u) =0ise k, =0
dir.

ispat : Kabul edelim ki distinguished Frenet ¢atisi ile verilen C null egrisi egri (1;4) tipinde slant
helis olsun. Bu takdirde;

(T,u) =c (4.9
ve
(W, u) = ¢4 (4.10)

olacak sekilde sifirdan farkli reel c;ve c, sabitleri vardir. (4.9) ve (4.10)’nun t parametresine gore
tiirevleri alinir ve distinguished Frenet ¢atisi kullanilirsa, sirasiyla,

ve

k(T u) =0 (4.12)

elde edilir. (4.12)’den (T, u) = c; ise k3 = 0 olur. Boylece (4.11)’den

ki =0 ve (Wi, u) #0,

kl #* 0ve (Wl,u> =0

veya

kl =0ve (Wl,u) =0

bulunur. Ayrica k; = 0 ve (W;,u) = 0 oldugu gozoniine alinarak (W;,u) = 0 ifadesinin bir kez
daha t distinguished parametresine gore tiirevi alinir ve Frenet ¢atisi kullanilirsa k, = 0 da bulunur.

Teorem 4.1.4. R}’de t distinguished parametresi ile verilen bir C null egrisinin distinguished
Frenet catis1 {T, N, W;, W,} olsun. Eger C, (2; 3) tipinde slant helis ise asagidaki ifadeler dogrudur.

15



(T,uy=2c, (4.14)
1
Ve
k
(Wa,u) = 32 c5 (4.15)

elde edilir. Burada c; ve c3 sifirdan farkli birer reel sabitlerdir.

ispat: Distinguished Frenet gatis1 ile verilen C null egrisi egri (2; 3) tipinde slant helis olsun. Bu
takdirde;
(N,u) = c, (4.16)
ve
(W, u) = c3 (4.17)
olacak sekilde c, ve c3 sifirdan farkli birer reel sabitleri vardir. (4.16) ve (4.17) nin distinguished t
parametresine gore tlirevleri alinirsa, sirasiyla,
k(W u)+ks(Wou)=0 (4.18)
Ve
—k(T,u)+ k3(N,u)=0 (4.19)

elde edilir. (4.18) ve (4.19)’da (4.16) ve (4.17)’ de yazilip diizenlenirse (4.14) ve (4.15) bulunur.
Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.5. R}’de t distinguished parametresi ile verilen bir C null egrisinin distinguished
Frenet catis1 {T,N,W;, W5} olsun. Eger C, (2; 4) tipinde slant helis ise asagidaki ifadeler
dogrudur.

1.Durum k; = 0 ve (T,u) # 0 ise

|) k2 = 0, (Wl,u> * 0,
i) ky# 0, (W,u) =0,
i)k, = (W, u) =0

ifadeleri vardir.
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2.Durum k; # 0 ve (T,u) = 0 ise
i) k; =0, (W, u) # 0,
“) k]_ * O, (W].' u) = 0,
iii) k;y =(W;,u)=0

ifadeleri vardir.

3.Durum ks =0ve(T,u) =0 ise
I) kl = O! <W1Ju> + 01
“) kl * 01 <W1; u) = 0;
iii) ki =(W,u)=0

ifadeleri vardir.

Ispat: Kabul edelim ki distinguished Frenet catist ile verilen C null egrisi egri (2; 4) tipinde slant
helis olsun. Bu takdirde;

(Nu) =c, (4.20)
ve
(W,,u) =c, (4.21)
olacak sekilde sifirdan fakli reel c, ve c, sabitleri vardir. (4.20) ve (4.21)’nin t distinguished
parametresine gore tiirevleri alinir ve distinguished Frenet ¢atisi kullanilirsa sirasiyla
k, (W3, u) + k3(W,,u) =0 (4.22)

ve
—ks(T,u) = 0 (4.23)

bulunur. (4.23)’den
1.Durum k; = 0 ve (T,u) # 0,
2.Durum k3 # 0ve (T,u) = 0 veya
3.Durum k; =0ve(T,u)=0
elde edilir. Bu durumlar detaylica incelenirse:
1.Durumda k; = 0 ve (T,u) # 0 ise
I) kZ = 0! <W11u> * 01
i) k, #0,(W;,u) =0,
iii) k,=(W,u)=0
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ifadeleri
2.Durumda k3 # 0 ve (T,u) = 0 ise

|) kl = 0, (Wl,u) * 0,
“) k1 * 0, (Wl' u) = 0,
i)k, = (W, u) =0

ifadeleri

3.Durumda k; = 0ve(T,u) = 0ise
|) k]_ = O, (W].’ u) * O,
i) k;#0,(W;,u)=0,
iii) ky=W,u =0

ifadeleri bulunur.

Teorem 4.1.6. Rf’de ¢t distinguished parametresi ile verilen bir C null egrisinin distinguished
Frenet ¢atis1 {T, N, W;, W,} olsun. Eger C, (3;4) tipinde slant helis ise asagidaki ifadeler dogrudur.

1.Durum: k3 = 0 ve (T,u) # 0 ise k; # 0 olmak tizere

k,  (N,u)
kK,  (Tu)

dir.

2.Durum: ks # 0ve (T,u) = 0isek; = 0 dir.

3.Durum:k; = (T,u) = 0 ise k; = 0°dur.

Ispat: Kabul edelim ki distinguished Frenet catis1 ile verilen C, null egrisi egri (3;4) tipinde slant
helis olsun. Bu takdirde;

(Wi, u) = c3 (4.24)

Ve

(W,,u) =cy (4.25)

olacak sekilde sifirdan farkli reel c3 ve c, sabitleri vardir. (4.24) ve (4.25)’in t distinguished
parametresine gore tiirevleri alinip, distinguished Frenet ¢atisi kullanilirsa, sirasiyla,

—ky(T,u) — ky(N,u) = 0 (4.26)
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ve
ks(T,u) =0 (4.27)
bulunur. (4.27)’den asagidaki
1.Durum: k3 = 0 ve (T,u) # 0,
2.Durum: ks # 0 ve (T,u) = 0 veya
3.Durum:k; = (T,u) =0

durumlar1 mevcuttur.

1.Durumda k3 = 0 ve (T,u) # 0 ise k; # 0 olmak iizere (4.26)’dan

k;  (N,u)
k;  (Tu)

bulunur.

k;  (N,u)
k;  (Tu)

2.Durumda k3 # 0 ve (T,u) = 0ise (T,u) = 0 ifadesinin tekrar distinguished parametresine
gore tiirevleri alinip, distinguished Frenet ¢atis1 kullanilirsa k; = 0 bulunur.

3.Durumda k; = (T,u) = 0 ise benzer yontemle k; = 0 bulunur.
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5. s PARAMETRELI NULL EGRIiLERi ICiN(k,m)- Tipinden
HELISLER

Bu boliimde s pseude-yay uzunluk parametresi ile olusturulan null egrinin Frenet ¢atisi igin

(k,m)-tipinden helisler i¢in karakterizasyonlar verilecektir.

Teorem 5.1.1. RY’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir a null egrisinin Frenet catis1 {T, N,
B, B,} olsun. Eger «, (1; 2) tipinde slant helisise k; = 0 ve k, = 0 dur.
Ispat: Kabul edelim ki R¥’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir a null egrisi (1;2) tipinde

slant helis olsun. Bu takdirde;

(T,u) =c; (5.1)

ve
(N,u) =c, (5.2)

olacak sekilde sifirdan farkli reel c; Ve c, sabitleri vardir. (5.1) ve (5.2)’nin tiirevleri alinir ve Frenet
catist kullanilirsa, sirastyla;

ky(N,u) = 0 (5.3)

ve
ko (T,u) — ky(By,u) = 0 (5.4)

bulunur. (5.2) ifadesi (5.3) de yazilirsa k; = 0 bulunur. Ayrica k; = 0 ve (5.1) ifadesi
(5.4) de gbz Oniine alinirsa k, = 0 elde edilir. Buda teoremin ispatini tamamlar.

Sonug 5.1.1 R}’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir k,=1 egrilikli a null egrisi icin bu teorem

ifade edilemez.

Teorem 5.1.2. R}’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir a null egrisinin Frenet catist
{T,N;,B1,B,} olsun. Eger a (1; 3) tipinde slant helis ise asagidaki ifadeler dogrudur.

1.Durum: k; =0 ve (N,u) # 0 ise k, # 0 olmak {izere

ﬁ — (B21u>
k3 (Nu)

dir.
2.Durum: k; # 0 ve (N,u) = 0 ise

|) k3 =0ve (Bz,u> * 0,
i) k; # 0ve (B,,u) =0,
“i) k3 = (Bz, u) =0
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dir.

3.Durum: k; =(N,u) =0
|) k3=0Ve (Bz,ll);to

“) k3 iOVE (Bz,l.l):o
“i) k3 = <B2,u> =0
dir.
Ispat : Kabul edelim ki R%’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir a null egrisi (1;3) tipinde
slant helis olsun. Bu takdirde;
(T,u) =c; (5.5)
ve

(By,u) =c3 (5.6)

olacak sekilde sifirdan farkli reel c; Ve c3 sabitleri vardir. (5.5) ve (5.6)’nin tiirevleri alinir ve Frenet
catist kullanilirsa, sirasiyla;

ki(N,u) =0 (5.7)
ve
—k,(N,u) + k3(B,,u) =0 (5.8)
bulunur. (5.7)’den ti¢ fakli durum ortaya ¢ikar. Bunlar
1.Durum: k; = 0ve (N,u) #0
2.Durum: k; #0,ve (N,u) =0
3.Durum: k; =(N,u) =0
seklinde ifade edilebilir.

1.Durumda: k; = 0ve (N,u) # 0 olmasi durumda (5.8)’den

E_ (By,u)

k3 (N,u)

elde edilir.
2.Durumda: k; # 0, (N,u) = 0 ise (5.8)’den
i) k; =0ve (B,,u) #0
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“) k3 * 0ve (Bz,u>=0
i)  ky3=(Byu)=0
bulunur. Nihayet

3.Durumda: k; = (N,u) = 0 ise (5.8)’den
i) k; =0ve(By,u) #0
i) ks # 0ve (By,u) =0
iii) ks = (B,,u) =0

bulunur.

Teorem 5.1.3. R}’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir anull egrisinin Frenet catist
{T,Ny,B4, B;} olsun. Eger a (1; 4) tipinde slant helis ise asagidaki ifadeler dogrudur.

1) k1:0,<N,u)7‘:0Vek3:0,
2) ki #0,(Nuy=0vek; =0,
3) kl = k3 = (N,u) = 0.

Ispat : Kabul edelim ki R%#’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir a null egrisi (1;4)tipinde
slant helis olsun. Bu takdirde;

(T,u) = ¢, (5.9)
ve

(Bz,u) = ¢y (5.10)

olacak sekilde sifirdan fakli reel c¢; ve c, sabitleri vardir. (5.9) ve (5.10)’nin tlirevleri alinir ve
Frenet catis1 kullanilirsa, sirasiyla;

k{(N,u) =0 (5.11)
ve
k3(T,u) =0 (5.12)
bulunur. (5.12) ve (5.9)’dan k3 = 0 bulunur. Ayrica (5.11)’den
i) k;y =0ve(N,u) #0
i) ky #0ve(N,u)=0
iii) ki =(N,u)=0

bulunur. O halde
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1) k;=0,(N,u) # Oveks = 0
2) ki #0,(Nuy=0vek; =0
3) k; =ks = (N,u) =0.
olur.
Teorem 5.1.3. R}’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir anull egrisinin Frenet catist

{T,N1,B1, B,} olsun. Eger a (2;3) tipinde slant helis ise asagidaki ifadeler dogrudur.
ky
(T,u) = —=c5 (5.13)
kz
ve
ky
(Bz, u) = k_ Cy (514)
3

dir.
Ispat: Kabul edelim ki R%’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir a null egrisi (2;3) tipinde

slant helis olsun. Bu takdirde;

(N,u) =c; (5.15)
ve

(By,u) =c3 (5.16)
olacak sekilde sifirdan farkli reel c, ve c3 sabitleri vardir. (5.15) ve (5.16)’nin tlirevleri alinir ve
Frenet catis1 kullanilirsa, sirasiyla;

k,(T,u) —k{(B;,u) =0 (5.17)
Ve
—k,(N,u) + k3(B,,u) =0 (5.18)

elde edilir. (5.17) de (5.16) kullanilirsa (5.13), benzer sekilde (5.18) de (5.15) kullanilirsa (5.14)
elde edilir.

Teorem 5.1.4. R}’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir a null egrisinin Frenet catisi
{T,N;,B1, B} olsun. Eger a (2;4) tipinde slant helis ise asagidaki ifadeler dogrudur.

_ : k_z _ (Bpu) .
1) k;=0ve (T,u) #0ise = T dir.
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2) ky #0ve(T,u) =0ise

)k, =0ve(B,u)#0
“) kl * 0ve (Bl,u)ZO
i)  k, = (B,u)=0

3) k= (T,u)=0ise

i) ky =0ve(B;,u) #0
i) ky #0ve(B;,u) =0
i)  ky=(B,u)=0
dir.
Ispat : Kabul edelim ki R%’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir o null egrisi (2;4) tipinde

slant helis olsun. Bu takdirde;

(N,u) =, (5.19)
ve

(Bz,u) = ¢4 (5.20)

olacak sekilde sifirdan farkli reel ¢, ve c, sabitleri vardir. (5.19) ve (5.20)’nin tiirevleri alinir ve
Frenet gatisi kullanilirsa, sirasiyla;

K,(T,u) — k{(By,u) =0 (5.21)
ve
k3(T,u) =0
(5.22)
elde edilir. (5.22) den

i) k; =0ve(T,u) # 0,

i) ks # 0ve (T,u) =0,

iii) k; =(T,u)=0
bulunur. Béylece

kz _ (Byw)

= T bulunur.

1) k; =0ve(T,u) # 0ise
2) k3 #0ve(T,u) =0ise
|) k1=0Ve<B1,u):pt0
Il)kli()ve(Bl,u)=0

i)  k,=(B,u)=0
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3) k3 =(T,u)=0ise

) Kk, =0ve(B,u) %0
“) kl iOVG (Bl,u>:0
i) Kk =(BLu)=0

Teorem 5.1.5. R}’de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir anull egrisinin Frenet catist
{T,N;,B1, B} olsun. Eger a (3; 4) tipinde slant helis ise asagidaki ifadeler dogrudur.
1)k; = 0ve(T,u) # 0 ise

i) k, =0ve(N,u) #0
i) k, #0ve (N,u) =0
iii) k, =(N,u) =0

2)k; = 0ve(T,u) =0 ise
k
(N'u> = k_zc4

dir.
3)k; =(T,u) =0 ise
i) k, =0ve(N,u) #0

i) k, #0ve(N,u)=0
iii) k, =(N,u)=0

Ispat : Kabul edelim ki R%°de Pseudo-yay parametresi ile verilen bir a null egrisi (3;4) tipinde
slant helis olsun. Bu takdirde;

(By,u) =c3 (5.23)
Ve
(By,u) = c,4 (5.24)

olacak sekilde sifirdan farkli reel c3 ve c, sabitleri vardir. (5.23) ve (5.24)’lin tiirevleri alinir ve
Frenet catis1 kullanilirsa, sirasiyla;

—ky(N,u) + (B, u) =0 (5.25)
ve
k3(T,u) =0 (5.26)
bulunur. (5.26)’dan

i) ks = 0 ve (T,u) # 0
i)  ks#O0ve(T,u)=0
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iii) k; =(T,u) =0
elde edilir ki boylece asagidaki durumlar s6z konusudur.

1)ks; = 0 ve (T,u) # 0 ise (5.25)’den
i) k, =0ve(N,u) # 0
i) k, #0ve(N,u) =0
iii) k, =(N,u) =0
2)k; # 0,(T,u) = 0ise

(N,u) = E%
K,
dir.
3)k; = (T,u) = 0 ise
i) k, =0ve(N,u) # 0

i) k, #0ve(N,u) =0
iii) k, = (N,u) = 0.
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