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ONSOZ

Regle Yiizeyler, 6zellikle 3-boyutlu Oklid ve Minkowski uzaymda c¢ok iyi bilinen
yiizeylerdir. Bu anlamda bu yiizeylerin bogaz noktasi, bogaz c¢izgisi, dagilma
parametresi, acilabilir olmalarma dair 6zellikler ve buna bagli teoremler dnem arz

etmektedir.

Oklidyen geometride, bir egri boyunca hareket eden, X dogrultmani regle yiizeyler
yiizeyler teorisi i¢inde ilging ve bir o kadar da dikkat cekici bir arastirma konusu

olmustur.

Regle yiizeyler, ilk olarak tiim regle yiizeyler i¢in kismi diferensiyel denklemlerini
elde eden G. Monge tarafindan kesfedilmistir. Daha sonra regle ylizeyler bir-
parametreli dogrularin kiimesi tarafindan olusturulmus ve V.Hlavati ve J. Hoschek
tarafindan arastirllmistir. Regle yiizey teorisi kinematige uygulanabilir, bir konudur.
Ozellikle bir-parametreli kapali hareketlerin calisilmas1 kinematikte J. Steiner ve A.

Holditch in ¢aligmalardan sonra ilgi ¢ekici bir konu haline gelmistir.
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OZET
NULL EGRILI REGLE YUZEYLER

Bu tez bes bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde regle yiizeyin tarihi gelisimi
incelenmistir. Ikinci Béliimde ise tezde kullanilacak olan ilgili temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Uciincii boliimiin birinci kisminda Null dogrultmanli
Timelike Regle Yiizeyler, ikinci kisminda null egrili ve anadagrulari null olan
dogrultmanli, null dogrultmanli Darboux ¢atili ve son olarak null egrili ve null
dogrultmanli Cartan ve Darboux c¢atili Regle Ylizeyler incelenmistir. Ayrica bu
yiizeylerin Gauss egrilikleri, dagilma parametreleri, agilabilir olmalari, striksiyon
egrileri, ortogonal yoriingeleri incelenmis ve orneklerle desteklenmistir, Dordiintici
bolimde ise orneklerle yer verilmis olup, son bdliimde ise sonu¢ ve unerilerle

deslekermistir.

Anahtar Kelimeler: Null Egri, Regle Yiizeyler, Egrilikler, Darboux catis1
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ABSTRACT
ON THE RULED SURFACES WITH NULL RULING

This thesis consists of five chapters. At the first chapter historical development of
ruled surfaces are given. The second chapter some fundamental definition and
theorems that we used in this thesis are given. In the third chapter, first section time
like ruled surface, which is null curve, in the second section, timelike ruled surface
with darboux frame, in the last section, b-scroll surface are given. In the fourth chapter
some examples are given. Final chapter conclusion is given. More ever we give
distribution of parameter, gauss curvature, striction of curve, orthogonal trajectory of

ruled surface.

Keywords: Null Curve, Ruled Surfaces, Curvatures, Darboux frame.
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SIMGELER DiZiNi

B : Binormal vektor alani

D : Riemann manifoldu tlizerindeki koneksiyon
D : Riemann koneksiyonu

E" :n-boyutlu Oklid uzayl

K : Egrilik

K; : i-inci egrilik

N : Asli normal vektor alant

Py : Regle ylizeyin dagilma parametresi

R$ : Minkowski 3-uzay1

R : Riemann egrilik tensori

S :Sekil operatorii

T : Teget vektor alani

Ty(P) :p € M noktasindaki tanjant uzay

T : Torsiyon

v : Indeks

x(M) : M nin vektor alanlar1 uzayi

X : Dogrutman vektor

H : M manifoldun birim normal vektor alant

\Y : Yari-Riemann manifoldu iizerindeki koneksiyon
o(t, v) : Regle yiizey
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1. GIRIS

Regle yiizeyler teorisi hem ylizey teorisi hem de E-Study doniistimii yardimiyla bir
parametreli regle ylizeylerin geometrisi incelenerek gelistirilmis vebir parametreli
kapali hareketler teorisi ilging bir hale gelmistir. Daha sonra, regle ylizeyler geometrisi
kinematik ve uzaysal mekanik ¢alismalarinda kullamilmaya baslanmistir. Ozellikle,

Alman matematik¢i H.R. Miiller bu konuda pek ¢ok ¢alisma yapmastir.

Regle yiizeyler, ozellikle agilabilir regle ylizeyler; arabalar, gemiler, {irii nimalati, kat1
cisim ve 0rnek temelli nesne tanima sisteminin hareket analizi ve simiilasyon gibi bir

¢ok alanlarda tasarlama islemlerinde kullanilmaktadir.

Bu calismalar1 takiben, son zamanlarda Lorentz metrigi kullanilarak, daha once
oklidyen geometride verilen bir ¢ok tanim ve teoremler tekrardan 3-boyutlu
Minkowski uzayinda ele alinmistir. Ornek olarak, 3-boyutlu Minkowski uzayinda A.
Turgut ve H. H. Hacisalihoglu tarafindan spacelike ve timelike regle ylizeyler icin

dagilma parametresi ve bogaz noktasi incelenmistir.

Minkowski uzay1 adini, uzayin ii¢ boyutlu zamanin boyutunu birlestiren dort boyutlu
bir uzay zamani olabildigini 1907.11 yillarda 6zel izafiyet teorisininde yardimiyla fark
eden linlii Alman matematik¢i Hermann Minkowski’den almistir. Aslinda ilk olarak bu

calismalar izafiyet teorisi ile bilinen Albert Einstein ele almistir.

Lorentz metrigi ile verilen ve 6zel fi uzayr olarak da bilinen Oklidyen uzayma
Minkowski uzay zamani denir. Ayrica, bir Lorentz uzayr Minkowski uzay zamaninin

bir hiperyiizeyidir. Bu konu ile ilgili pek ¢ok calisma yapilmistir.

Bu calismada, 3-boyutlu Minkowski uzayindaki spacelike ve timelike regle
yiizeylerden farkli olarak null egrili regle ylizeyler konusunu ele alacagiz. Bu konuda
daha Once yapilmis ¢aligmalari kullanarak, null egrili regle yiizeyler ve o6zellikleri
incelenmistir. Genel anlamda null egrili, null dogrultmanli ve null ¢atili ¢alismalar
temel alinmistir. Ayrica Darboux catis1 ile iliskileri, egrilikler ile incelemeler

yapilmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu tezde kullanilacak olan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Kavramlar

(H.H.H., 1983 ve O'Neill, 1983) den alinmustir.

2.1 Lorentz Uzay1

Tanim 2.1.1 V bir reel vektor uzay1 olmak iizere. V iizerinde tanimli
G:VXV->R

dontisiimii bilineer, simetrik ve non-dejenere ise g ye V iizerinde bir skalar ¢arpim, V

vektor uzayina ise bir skalar carpim uzayi denir.

Tamm 2.1.2 V ve W sirastyla bir skalar carpim uzay1 ve lizerindeki skalar ¢arpim
negatif tanimli olacak sekilde V' nin en biiyiik boyutlu alt uzayi olsunlar. Burada g

skalar carpimin indeksi diye V nin boyutuna denir.

g skalar carpim indeksi v ise 0 < v < boyV dir. Skalar carpim indeksi ise, lizerinde

taniml1 g skalar carpiminin indeksi olarak tanimlanir.

Tanmm 2.1.3 Bir skalar ¢arpim uzaymna V diyelim. v, V nin indeksi olsun v =1 ve

boyV > 2 ise V skalar carpim uzayina bir lorentz uzay1 denir.

Tanmim 2.1.4 V bir Lorentz uzay1 olsun. v € V i¢in

g(v,v) > 0 veya v = 0 ise v ye spacelike vektor,

g(v,v) < 0 ise v ye timelike vektor,

g(v,v) = 0 ve v # 0 ise v ye null (lightlike) vektor

ve ||v]| = |g(v, v)|'/? reel sayisina v vektor uzaymnimn normu denir.

V' Lorentz uzayinda tiim timelike vektorlerin climlesi I" olsun. u € I igin
C(u)={vell g(v,v)<O0}\

u vektoriinii kapsayan V' Lorentz uzayinin timekonisi denir.



Teorem 2.1.5V bir Lorentz uzay1 ve v,w de bu uzayda timelike vektorler olsun. Bu

durumda
i) gw,w) = vl - lIwll
esitsizligi vardir. Esitlik saglanir ancak ve ancak v ve w vektorleri lineer bagimlidir.
i) v, w timelike vektorleri ayni timekonide ise
gv,w) = —|lvll - llwll cosh &

olacak sekilde birtek 8 > 0 sayist vardir. Bu 6 sayist v vew timelike vektorleri

arasindaki hiperbolik a¢idir.
Bu spacelike vektorler i¢in
g, w) < [[vll - [Iwll

esitsizligi vardir.
Teorem 2.1.6 V bir Lorentz uzayi, W de V nin bir altuzayr olsun. hoyW >2 ise bu
halde asagidaki 6nermeler denktirler.

1) W timelike uzay1 ise W bir Lorentz vektdr uzayidir.

i1) W uzay1 iki adet dogrusal bagimsiz olan null vektor igerir.

iii) W uzay1 bir adet timelike vektor igerir.
2.2 Yari-Riemann Manifoldlar:

Tanmm 2.2.1 Diferensiyellenebilir bir manifold M olsun. Bir metrik tensor diye M

tizerinde simetrik, non-dejenere ve (0,2)-tipinden sabit indeksli g tensor alanina denir.

Tamim 2.2.2 R™, n — boyutlu standart reel vektdr uzayini alalim. R™ iizerinde her

p € R"ve v,,w, e T,R" olmak lizere
n—1 n
<vp,wp> = Zviw,. - Zviwi
i=1 i=n—v+1

esitligi ile verilen v-indeksli metrik tensérle birlikte elde edilen uzaya yari-Oklidyen

uzay denir. R ile gosterilir. Burada 1<i <n olmasi sartiyla, sirasiyla v, ve w, ler v,

ve w, tanjant vektorlerin bilesenidir.

Tamm 2.2.3 R? yari-Oklidyen uzay1 olsun. v =1 ve n > 2 ise R} yar1 dklidyen

uzayma Minkowski n-uzay denir.



Tammm 2.2.4 M ve g sirastyla diferensiyellenebilir manifold ve M {izerinde sabit

indeksli metrik tensor olsun. (M, g) ikilisine yari-Riemann manifoldu denir.
Bundan boyle (M, g) yari-Riemann manifoldu sadece M ile gosterilecektir.

Tanim 2.2.5 M yari-Riemann manifoldu olsun. g nin sabit indeksine M yari-Riemann

manifoldunun indeksi denir.

Tamm 2.2.6 M yari-Riemann manifoldu olsun. boyM > 2 ve M nin indeksi 1 ise M

ye bir Lorentz manifoldu denir.

Tanim 2.2.7 Lorentz manifoldu M olsun ve bir egria:l Cc R—- M olsun. T, «

egrisinin teget vektor alan1 olmak tlizere
g(T,T)>0 ise a egrisine spacelike egri,
g(T,T)=0 ise a egrisine timelike egri,
g(T,T)=0 ve T #0ise a egrisine null egri denir

Tamm 2.2.8 M ve M sirasiyla yari-Riemann manifold ve M nin bir altmanifoldu

olmak iizere. j: M — M inclusion doniisiimii i¢in her p e M igin
(J(2)(r)=2(i(p))

bigiminde tanimlanan j( g)d(iniisﬁmﬁ eger M iizerinde bir metrik tensorse M ye M

nin bir yari- Riemann alt manifoldu denir.

Tanmim 2.2.9 M nin bir yari-Riemann altmanifoldu M ve ayrica M tzerindeki Levi-
Civita konneksiyonu D olsun. M yari-Riemann altmanifoldu iizerine indirgenmis

konneksiyon diye
indirgenmis fonksiyona denir. Burada ;((]\_4 ) ile M nin her bir P noktasma T, M de

bir tanjant vektor karsilik getiren vektor alanlarinin & (M)—modﬁlﬁ gosterilmektedir.



Teorem 2.2.10 M nin yar1 -Riemann altmanifoldu M ,ve D de M fizerindeki Levi-

Civita koneksiyonu olsun. V ¥, W e y(M)igin
D, W =tanD,W

sekinde tanimlanan D fonksiyonu M iizerinde bir Levi-Civita koneksiyonudur.
Tamim 2.2.11 V, M nin bir yar1 -Riemann altmanifoldu olsun.
IT: g (M)x 2 (M) —> z(M)
(V, W) - H(V, W) = norD,W
seklinde tanimli 3(1\_/[ )-bilineer ve simetrik fonksiyonuna M nin sekil tensorii (veya

ikinci temel form tensorii) denir.

Tamim 2.2.12 M nin yari-Riemann hiperyiizeyi diye n-boyutlu bir M yari-Riemann

manifoldunun (n — 1) —boyutlu bir M yari-Riemann alt manifolduna denir.

Tamim 2.2.13 M nin yari-Riemann hiperyiizeyi M olsun ve N de M nin birim normal

vektor alan1 olmak iizere. V V', W e y(M)igin

g(s().w)=g(t(r.w).N)
seklindeki (1,1) tipinden S tensdr alanina M nin N den elde edilen sekil operatrii
denir.

2.3 R3 Minkowski Uzay1 Uzerinde Vektérel Carpim
R?, n —boyutlu, v —indeksli bir yari-Oklidyen uzaym, boyutu 3 ve indeksi 1 olsun. O

halde R3 iizerinde her p € R3 ve vp, wp € TpR3 igin
(Vs Wp) = VW, + v, W, — vy

esitligiyle verilen ve indeksi 1 olan (+ + —) metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya

3-boyutlu Minkowski uzay1 denir ve IR’ ile gosterilir.
Tamm 2.3.1 R3, Minkowski uzayinda iki vektor v ve w olsun. v=(v,v,13) Ve
w = (wy, W, w3) olmak lizere

(V3W2 — VaW3, U1W3 — U3Wq, V1W3 — VaW1)

vektoriine v ve w nin vektorel ¢arpimi (veya dis ¢carpimi) denir ve v X w veya v Aw

seklinde gosterilir. (Akutagawa ve Nishikawa, 1990)



Li=j..ise
S5 = ve e, =(5,,8,,5,
4 {O,i:ﬁj..z‘se} =(01:02655)

olmak lizere

e, e, e
vAaw=—detl v, v, v,

W W, W

veya
—é —€& &
vaw=detl v, v, v,
W W, W,
olarak hesaplanabilir. Burada e;Ae; =e3,e;Ae; = —eq,e3ANe; = —e, olarak

alimmistir. Ayrica saat yoniiniin tersi pozitif yon olarak ele alinmistir. Bu durumda

seklindedir.

Teorem 2.3.2

R3, 3-boyutlu Minkowski uzaymnda ii¢ vektor u = (uy, Uz, us), v = (v, V5, v3) Ve

w = (W1, Wz, W3) olsun. Bu durumda Tamamla.

i) (uav, w)=—det(u,v,w) (2.3)
i) (uav)aw=—u,w)yv+{(v,w)u (2.4)
i) (uav, uy=0ve({uav, v)=0 (2.5)
iv) (uav,unv)=—wu)v,v)+ (u,v))? (2.6)
dir.
Ispat :
1) 2.1)den uAv = (UzVy — Uy V3, U V3 — UgVq , U Uy — UyVy)
der.

(UAV,W) = UV, Wy — Uy UsWy + U U3Wy — UV Wy — U VW5 + U0 W (2.7)

elde edilir.



€, € €3
—det(u,v,w) =—|V1 V2 V3
Wy Wz W3
- det(u, v, W) = UU,W3 + Uv3wWy + U V1 W3 — U V3W1 — U3V W, + U3V, Wq

(2.8)

Bulunur. (2.7) ve (2.8) den

(unv, w) = —det(u, v, w)
dir.
€1 €z €3
ii) (uAv)Aw = — [UzV2 — UV3 U V3 — U3V1  UgVp — Uy
Wy W W3

= (—uyvzws + U3V w3 + U Wy — Uy Wo)eg + (UzVpWs — Uz
—UVpWy + UV Wy )e; + (U Wy — U V3Wy — Uy V3w + UV Wy )es

elde edilir. (u A v)A w vektoriiniin birinci bileseni u, v, w,, inkinci bileseni u, v, w, ve

ticlinciibilesenine de uzv;ws ifadeleribireklenip bir ¢ikarirsak olursa

(u A\ v)/\ w = (_ulv3W3 + Uz Ws + U1V Wy — U V1 Wy — UV W + ulvlwl)el
+ (U3v2W3 - qu3W3 - u1v2W1 + u2v1W1 - qu2W2 + qu2W2)ez

+ (U3 Uy Wy — Uy U3Wy — U UsWy + U3V Wy — UsUsWg + UsV3W3)es
= (—uywy — Uw, + uzws)(vieq + vye; + v3e3)
+(vywy + vow, — v3ws) (U eq + uye, + use;)
= —(u,w)v+{v,w)u
elde edilir

ii1) (2.3) den, (u A v,u) = —det(u, v,u) = 0 dir.

Ayni diistince ile (u A v,v) = —det(u, v,v) = 0 dir.
1v) (2.3), (2.4) ve determinant fonksiyonu 6zelliklerinden

(unav,unanv)=—det(u,v,uav)

= det(u,u A v,v)



= —det(u A v,u,v)
=((unarv)av,v)
= (—(u,w)yv + (v, u)u,v)

= —(u, up(v, v) + ((u, v))?

bulunur.

Teorem 2.3.3 R3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda iki vektor u ve v olsun.

1) u ve v spacelike vektor ise u A v bir timelike vektordiir.

i) u spacelike ve v timelike vektor ise u A v spacelike vektordiir,

iii) u spacelike ve v null vektor olmak iizere < u, v >= 0 ise u A v null vektor, eger
< u,v ># 0 ise u A v spacelike vektordiir.

iv) u ve v null vektor ise u A v spacelike vektordiir.

v) u timelike ve v null vektor ise u A v spacelike vektordiir.

vi) u ve v timelike vektor ise u A v spacelike vektordiir.

Ispat:

i) u ve v spacelike vektor oldugundan < u,u >> 0,< v,v >< 0ve ||u||2 =<u,u >,

V[ =<v,v> dir. (2.6) dan
SUAVUAY >=(KUAVSP—<u,u><V,V>= (< u,v >)2—||u||2 ||v||2

dir. (2.3) den (K uAv >)2=<|||u|’ |v|* elde edilir ve buradan (<uAv >)?—
[l [v]* < 0 bulunur. Burada u ve v vektorleri lineer bagimsizdir. Eger lineer bagimh

iseler <u Av>=0 dir. Bu nedenle

(KuAv>)*— ||u||2 ||v||2 # 0 dir. O halde <uAv,unv><0 dir. Dolayisiyla, u AV

vektorii bir timelike vektordiir.
i1) u spacelike ve v timelike vektér oldugundan <uAv>>0, <vAv><0ve

||u||2 =<uUAU >,—||v||2 =<vAv> dir. (2.6)dan

SUAVUAYS=(KUAVSP=<UAUSSVAV>



2 2
~(cunv>p+
elde edilir. Buradan <u Av,u Av>>0dir. O halde uAv vektorii spacelike vektordiir.

ii1) u spacelike ve v null vektdr oldugundan <u Au >>0ve <vAv>=0dir. (2.6) dan

SUAVUAVS=(KUAV>P—<uUuAU ><V/\v>:(<u,v>)2

dir.

Eger <unv>=0ise <uAav,unv>=0 dir. O zaman uAv null vektordiir. Eger

urv#0ise <u Av,u Av>>0dir. Buradan uAv spacelike vektordiir.
iv) u ve v null vektér oldugundan <u,u >=0 ve <v,v>=0 dir. (2.6) dan
<SUAVUAVS=(KUAV>P—<UuAU ><V/\v>=(<u,v >)2

elde edilir. (O'Neill, 1983) den ortogonal iki null vektor lineer bagimlidir. Bu durumda
uAv =0 dir. O halde < u,v ># 0 dir. Buradan <u Av,u Av >> 0 oldugundan

u A v spacelike vektordiir.

v) u timelike ve v null vektor oldugundan < u,u >< 0 ve < v,v >= 0 dir. (2.6) dan

SUAVUAVS=(KUAVSP—<UuAU ><V/\v>=(<u,v >)2
dir. (O'Neill,1983) den < u, v > 0 dir. O halde u A v spacelike vektordiir.

. L ) 3 2
vi) u ve v timelike vektor oldugundan <u,u><0ve <v,v><0 ve —|u =<u,u>,

~MF =<v,v> dir. (2.6) dan

SUAVUAY>=(SUAVSP—<uUAUS<VAV>=(<u,V >)2—||u||2 ||V||2

elde edilir. Teorem 2.3.2. nin 1) sikkindan

(vl el
(o) el o7
()1 > 0

bulunur. (O'Neill, 1983) den (u,v) = 0dir. O halde u A vspacelike vektordiir.



2.4 R3 Minkowski Uzayinda Spacelike ve Timelike Yiizeyler

M yari-Riemann manifoldu olarak R} Minkowski uzaymni ve M yari-Riemann

hiperylizeyi olarak da (U , ¢) parametrizasyonu ile verilen
¢:UcR? >R}

(w.v) > gl v) = (1 (0.v). ¢, (. v). 6, (11,v))

¢(U ) ylizeyini goz Oniine alalim. {@(;),@(;J} lineer bagimsiz olmak iizere
u 4%

yiizeyin vektor alanlarinin bir bazi {¢(§}¢(ij} dir. Kisalik igin ¢, (ai]yu P,
u u

ov
ile gosterecegiz. Yiizeyin bir normali N =@, A @, dir. Gergekten (2.5) den < N, ¢, >

=0 ve <N, ¢, >=0 dir. Yiizeyin birinci temel formunu hesaplamadan 6nce bazi

esitlikleri verelim.
E=<¢,9 >F=<9¢,0, >6=<9¢,9¢, > 2.9)
dir. Buradan < N,N >=< ¢, A ¢, ¢, A ¢, > ve (2.6), (2.9) dan
SNN>=(< 4,6, >)=< 4,6, >< 4,4, >
<N,N >=F?—EG
elde edilir. Simdi yiizeyin I. temel formunu hesaplayalim. ¢ nin tam diferensiyeli

d¢:%du+%dv
pu P

dir.

I=(ds)*=(dp,dp)

= <d—¢ ,d—¢>(du)2 + 2<d—¢ , d—¢>dudv + <d—¢ , d—¢>(dv)2
du du du dv dv dv

= E(du)? + 2Fdudv + G(dv)*?

bulunur. Buradan

10



I'=EAX+2F1+G

elde edilir. M yiizeyi iizerindeki I = (ds)? indirgenmis metriginin pozitif taniml
veya indefinit olup olmadigini incelemek ile I = (dv)?I" oldugundan, I’ yii incelemek

aynidir.
Tamim 2.4.1 R}, Minkowski uzayimda bir yiizey M olsun. Her peM veher
Wy, U € ij\_l i¢in
<vp,wp> =0=v,=0
Onermesi saglaniyor ise M ye R} uzayinda non-dejenere yiizey denir (Beem ve

Ehrlich,1981).

M {izerinde metrigin matris formu

;3

dir. M yiizeyi iizerindeki metrigin non-dejeneredir ancak ve ancak

E F
det #0

dir.

Bir bagka ifadeyle, M yiizeyi non-dejenere ylizeydir ancak ve ancak ylizeyin normali

null vektor alanidir.

Tamim 2.4.2 R3, Minkowski uzayimda bir yiizey M olmak iizere. M yiizeyi lizerine

indirgenmis metrik pozitif taniml1 ise M ye R3 de bir spacelike yiizey denir.
Teorem 2.4.3 R3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda
Q: Uc Rz e IRI?,

(u,v) > @(u,v) = (@1(u,v), @2 (u,v), 03(u,v))

11



seklinde (U, ¢) parametrizasyonu ile verilen bir ylizeyin spacelike yiizeydir ancak ve

ancak yilizeyin normali timelike bir vektor alanidir. Yani

<N,N ><0

dir. Burada M yiizeyinin normal vektor alan1 N ile gosterilmistir.
ispat:
M yiizeyi tizerine [ = (dv)?I' vel' = EA*+2FA+G seklinde indirgenmis metrikleri
verilsin. ikinci dereceden bu denklemin diskriminant1 A ya gore,
A= 4(F? — EG) = 4(N, N)
dir. 7' > 0 dir ancak ve ancak A < 0 dir. Boylece < N, N >< 0dur.

Tanmim 2.4.4 M, R$, Minkowski uzayinda bir yiizey olsun. M yiizeyi lizerine

indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M ye R3 de bir timelike yiizey denir.

Teorem 2.4.5 M yiizeyinin R3, Minkowski uzayinda bir timelike yiizeydir ancak ve

ancak ylizeyin normali spacelike bir vektor alanidir, yani

<N,N>>0

olmasidir.

Ispat:

I=(av)l' ve I'=EA*+2FA+G, M yiizeyi tizerine indirgenmis metriktir. ikinci
dereceden olan bu denklemin A ya gore diskriminanti

A= 4(F% — EG) = 4(N, N)

dir. I' nun Lorentz metrigidir ancak ve ancak A > 0 dir. Burada bir M yiizeyi timelike

yiizeydir ancak ve ancak yiizeyin normali spacelike vektor alanidir.

Tanim 2.4.6 (Gauss Egriligi): M, R$ , Minkowski uzayinda bir yiizey ve S de M nin

sekil operatériine karsilik gelen matris olsun. p € M igin

K(p)= edetS,

M yiizeyinin bir p noktasindaki Gauss Egriligi, K: M - R fonksiyonuna da M

<|

yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir. Burada &=<N,N>=+1 dir. N,

yilizeyinin normal vektor alanidir.

12



M yiizeyi spacelike ise € =< N, N >= —1 dir. O zaman
K = —detS

ve M vyiizeyi timelike ise € =< N, N >= +1 dir. O halde
K = +detS

olur.

2.5 ]Ri Minkowski Uzayinda Regle Yiizeyler

3-boyutlu Oklid uzayinda, regle yiizey ve regle yiizeylere ait bazi kavramlari

verilmigtir.

Tammm 2.5.1 R3, Minkowski uzayinda, verilen bir ¢ dogrusunun, verilen o egrisi
boyunca hareket ettirilerek elde edilen ylizeye regle yiizey denir. Burada £ dogrusuna,
regle yiizeyin anadogrusu ve a egrisinede, regle yiizeyin dayanak egrisi denir.

Tamm 2.5.2 R3, Minkowski uzayinda bir regle yiizeyin anadogrulari boyunca teget

diizlemleri ayni ise regle yiizeye agilabilirdir denir.

Tamm 2.5.3 R3, Minkowski uzayinda agilabilir olmayan bir regle yiizey verilsin. Bu
yiizeyin komsu iki anadogrusunun ortak dikmenin esas anadogru iizerindeki ayagina

bogaz (merkez veya striksiyon) noktasi denir.

Tamm 2.5.4 R}, Minkowski uzayinda agilabilir olmayan regle yiizeyin anadogrusu,
dayanak egrisi boyunca ylizeyi olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine

bogaz (striksiyon) ¢izgisi denir.

Tamm 2.5.5 R3, Minkowski uzayinda regle yiizeyin anadogrularimin herbirini dik

olarak kesen egriye regle yiizeyin ortogonal yoriingesi denir.
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3. NULL EGRILI REGLE YUZEYLER
3.1 Dayanak Egrisi Spacelike Anadogrulari Null Olan Regle Yiizeyler

Bu kesimde dayanak egrisi spacelike anadogrulari null olan regle yiizeyler ve
ozellikleri incelenecektir. Ayrica bu regle yilizeylerin gauss egriligi, striksiyon egrisi,

acilabilirligi ve ortogonal yoriingesi ele alinacaktir.
a:1 — R3 regle yiizeyinin dayanak egrisi ve a’(t), Vel icin teget dogrusu
spacelike olsun. X anadogrusu null olarak alinirsa, X anadogrusu dayanak egrisi
boyunca hareket ettirilmesi ile elde edilen regle yiizeyin parametrizasyonu, (I X R, @)
vet € I,v € ] olmak lizere

p:1 xR - R3

(t,v) = @(t,v) = a(t) + vX (1)

elde edilir. Ayn1 zamanda 3-boyutlu R3 Lorentz uzaymda bir regle yiizey elde etmis
oluruz. Bu ylizeye kisaca null iiretecli timelike regle yiizey de denir.
R iizerinde spacelike egri ve D, Levi-Civita koneksiyonu olsun. O halde « egrisi (1)

nolu denklemde S-Frenet denklemlerini saglar. Oyleki F = {T, N, Z} ortonormal tabani

(LT)=1 (NN)=1 (ZT)=0, (ZZ)=-1,

N=TnhLZ.
alindiginda,
a=(DrZ, T),
b = —(T, DrN),
¢ =(DrZ, N),

olmak lizere



D;T 0 b allT
D:N|=|-b 0 c||N]| (1
DrZ a c¢ 0lLZ
elde edilir.
Simdi bu matrisin bilesenlerini T vektor alan1 yoniinde tiirev alinirsa,
o= a'(t) +vDX.
ifadesinde
DrX = T + A,N + 4327, (2)
ve
X =CT+ C,N + (37 3)
bulunur

Z= %(X — (X, T)T),

ifadeleri yerlerine yazilirsa A;, 4,, A3,C;, C,, C5 € R katsayilar1 bulunur. Z bagintisi

(3) nolu denklemde yerine yazilirsa
elde edilir. Cs =% oldugundan C; = (X, T),C, =0ve X =(X,T)T + %Z yazilirsa
c
DrX = (DrX, T)T + (b(X, T) + E) N + a(X,T)Z.

elde edilir. Eger v parametresi sabit alinirsa, ¢, : [ X {v} > M egrisi elde edilebilir.

Bu durumda bu egrinin teget vektorii
1
A=A+ v(D:X, TH)T + va((X,T)E (X —(X,T)T)
veya (3) nolu denklem yerine yazursa

A=mXT)+n)T + %z. 4)

elde edilir.
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Teorem 3.1.1 M, X null iiretecli bir regle ylizey olsun. O halde M nin anadogrusu

boyunca teget diizlemlerinin ¢akisik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

c
b<X'T>+E_0'

dir.

Teorem 3.1.2 M , X null iiretecli bir regle yiizey olsun. M agilabilirdir ancak ve ancak

c =—kb(X,T)
dir.

Teorem 3.1.3 M timelike bir regle ylizey olsun. M nin anadogrularindan herbiri hem

asimptotik hemde jeodeziktir.

Ispat 3.1.3 R3 de herbir anadogru jeodezik oldugundan béylece DyX = 0 olur.
Burada Gauss denkleminden D , M nin Levi-Civita konneksiyonu S, M nin sekil

operatorii olmak tizere
DyX = DyX + (S(X), X)N,
elde edilebilir. Ayrica DyX € x(M) ve (S(X),X)N € x (M) oldugundan

x(R3) = x(M) @ x"(M) ve x(M) nx(M) = {0} den DxX = 0 ve (S(X),X) = 0. elde

edilir.

Teorem 3.1.4 M timelike bir regle yiizey olsun. Dayanak egrisinin birim teget vektor

alani, birim normal vektor alan1 ve binormal vektor alani,
ZAT =N, ZAN=-T,
TAN=-Z

dir.
Ispat 3.1.4 Ispat dogrudan hesaplanabilir.

Teorem 3.1.5 M timelike bir regle yiizey olsun. O halde M yiizeyinin K(p) Gauss
egrilik fonksiyonu her p € M noktasinda

K <0

dir.
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Ispat 3.1.5p € M noktasinda T spacelike olsun. (M) nin ortogonal tabami {7, Z}

vektor alanlar1 olmak {izere, M nin S sekil operatorii ile matris formu

o [<S(T),T> (5(2),T)
(S(,2) (5(2),2)]

yazilabilir. Boylelikle Gauss egriligi,
1
K = detS =5 (S(1),THS(2), Z) - (S(T),z)*

olur. R3 de her bir anadogru jeodezik oldugundan DyX = DyX + (S(X),X)N ve

DyX = 0 dir. Ayrica DyX = —e(S(X),X)N, DyX = 0 ve (S(X),X) = 0 elde edilir.
—— —_
€x(M) EX (M)

Boylece p € M noktasinda,
1
K =detS = —ﬁ(S(T),X)Z <0

oldugu goriilmektedir. Bir ¢(t, u) regle ylizeyinin merkez noktasinin @(t) yervektorii
dayanak egrisinin @ (t) yervektorl, X(t) dogrultman vektorii ve dayanak egrisine u

uzaklig1 cinsinden
a@(t,u) = a(t) + X (D); )
seklinde ifade edilebilir. # parametresi regle ylizeyin dayanak egrisinin yervektorii ve

dogrultman cinsinden bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisi X(t) ve X(t) + dX(t) olan
komsu ii¢ anadogrusu verilsin (Sekil 3.1).

— =B

;\ ‘ - */- X(6)+dX(6)
i,
o

.
- - E __——Q
— =

X(t)

Sekil 3.1: Komsu anadogrular ile verilen regle yiizey

P,P' ve Q,0 komsu anadogrularinin ortak dikmelerinin anadogrular tizerindeki

ayaklari olsunlar. Ik iki komsu anadogrunun ortak dikmesi

X(t)A(X (t)+D, X (t)dt) =X (1) "D, X (t)
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bagmtisindan dolayr X A D, X vektoriine paraleldir. Limit halinde PO vektorii PP’

ile cakisacak ve bogaz ¢izgisinin tegeti olacaktir. Dolayisiyla
(X,PQ)=0,(X+D, Xds, POy =0 (6)

olacagindan (D, X, PO)=0 elde edilir. Ayrica (5) den dayanarak « egrisinin s yay

parametresine gore tiirevi alinirsa ve (6) den dolayz,

(D, X, %> =0 (7)

veya (D, X,T + %X +uD,X)y=0 veya (D, X,T)+u ||DTX||2 =0 bagntisindan
S

(DX a
|DTX|2 a2 +CZ

(8)

bulunur. Boylece striksiyon egrisinin yervektorii i¢in (DX, Dy X) # 0 olmak tizere,

<DTXﬂ T)

=0 " 0k o)

X(8).

elde edilir. Eger ||D,.X||=0 ise regle yiizey striksiyon egrisine sahip degildir. Bu hal
regle yiizeyin silindir olmasini karakterize eder. Regle yiizeyler icin striksiyon egrisi
dayanak egrisi olarak alinabilir. Bunun i¢in (8) bagintisindan, u=0 veya(D, X,T)=0
alinmas yeterli olacaktir.

M regle yiizeyinin dayanak egrisi olarak bogaz egrisini alalim. Bu durumda

— <DTXI T> _
4T DX, DrX)
veya u= -— olur. Buradan D;X ve Z lineer bagimli oldugundan,
a —c

d A

(TAZ Z') det(T, Z, Z') det(T, Z, Z')
- (znzy o (z,7)y -1

veya det(T, Z, Z') = —A elde edilir.
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A ya timelike regle yiizeyin dagilma parametresi denir. Aym zamanda P, ile de
gosterilir. Eger herbir anadogru ile sabit ag1 yapan bir egri varsa bu egriye M nin

pseudo-ortogonal yoriingesi denir.

Teorem 3.1.6 Bir M timelike regle yiizeyinin acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dagilma parametresinin sifir olmasidir.

Teorem 3.1.7 Timelike bir regle yiizey M olsun. M nin her noktasindan birtek

ortogonal yoriinge gecer.

Teorem 3.1.8 Acilabilir olmayan timelike bir regle ylizey M olsun. M nin herhangi iki
anadogru arasinda ortogonal yoriingeler boyunca en kisa uzaklik ¢, :/ — M egrisi

boyunca 6lgiilen uzakliktir.

Ispat 3.1.8 a(s,) ve a(s;) noktalardan gegen iki dogrultmani goz oniine alalim.

(So < s1 ve Sg, si€l). Bu iki anadogru arasinda, v = sabit ortogonal yoriingesi

boyunca elde edilen uzakhig1 J(v) ile gosterelim

@) = f 141l ds,

0
dir.

Burada A yerine yazilirsa

2

S1 m
Jw) = f m2(X,T)? + 2mn(X,T) + n? —th’
So

elde edilir. J(v) degerini minimum yapan degerini bulmak i¢in /' (v) alinirsa

_ (DTXl T)
(DX, Dy X)

bulunur.

Teorem 3.1.9 Bir regle yiizeyinin Gauss egriliginin mutlak degeri, bir dogrultman

boyunca, bu dogrultman iizerindeki merkez noktada minimum degerini alir.

Ispat 3.1.9 x(M) nin {A,,Z} ortonormal tabani olsun. M, agilabilir bir regle yiizey
olsun. x(M) = sp{Ag, Z} ortogonal bir bazdir. ¢(t,v) noktasinda M spacelike regle

ylizeyin normalini N = N,y = Ay A Zile gdsterelim.
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p A (m(X,T)+n)T+%Z
0 = =

I y— o
m2(X,T)? + 2mn(X,T) + n — 7

Boylece

AO = m [m(X,T)T/\ Z]

den (N,N) = (AgnZ,Ag A Z) = (Ag A Z)? — (Ay, Ao XZ,Z) = 1 elde edilir.

Boylece, Gauss egriligi

1
K = det§ =5 (S(Ao), 2)°

veya
S(Ap) = LAy + 1,2,
ve
S(Z) =340 + 142
den

1
K =detS = ﬁ(S(AO),Z)2
_ m*cH(X,T)?
k*|lAll*
olur. Boylece

OK(t,v) _ m*c(X,T)? [IT + vDX||*)
v KT R

m2c2(X,T)? 4[2(T, Dy X) + 2v(D;X, Dy X)]
k* IAll®

= 2(T, D;X) + 2v(DX, D;X) = 0.

elde edilir. Sonug olarak K (t,v) yi minimum yapan deger asz(i’v) oldugundan merkez
nokta
DX,
(DrX, DrX)
elde edilir.
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3.2 Dayanak Egrisi Null Anadogrular: Null Olan Darboux Catis1 Regle Yiizeyler

Bu kesimde dayanak egrisi null anadogrular1 null olan B-Scroll yiizeyler ve 6zellikler
incelenecektir. Ayrica bu ylizeylerin null catis1 ve darboux catis1 arasindaki egrilik
iligkileri ele alinacaktir.

a:I — R} regle yiizeyinin dayanak egrisi ve a’(t), Vel icin teget dogrusu null
olsun. Boylece null egrili ¢catinin denklemleri k; = k; (s), 1 < i < 3, i. egrilikler
olmak iizere,

k, = (T',N), k, = (T',W), ks = (N',W).

tanimlanarak
T, == k1 T + kz W
N,=_k1N+ k3W, (9)
W, = _k3T_ kzN,

seklinde ifade edilir.

V' anadogrusu null olarak alinirsa, V anadogrusu dayanak egrisi boyunca hareket
ettirilmesi ile elde edilen regle yiizeyin parametrizasyonu, (I X R,¢p) ve t € [,v € ]

olmak iizere
p:1 XR - R3
o (t,v)=al®)+vV (D),
elde edilir.

a(t) noktasinda Darboux catis1 {T,V,U} aliirsa, T, « egrisinin teget vektor alani

olmak tizere , biricik V vektor alani

1 < XX >
P a)

= - XET, M, <XT>#0,
<XT> 2<X,T> () >

seklinde elde edilir. Burada U vektorii M yiizeyinin spacelike birim normal vector

alanidir. Ayrica U =V X T olarak bulunur. Boylece
<T,T> =<V,V> =<V, U> =<T,U> =0,
<T,V> =<U,U> =1
alinirsa, {T,V, U} Darboux ¢atisin tiirevleri ile iligkisi veren matris formu
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T' Kg 0 Ka|[T
vi=|0 -—Kxg T4]|V] (10)
U’ -1, —k, O0]|W

Seklinde yazilabilir. Burada, kg, , K, and 7, sirasiyla geodezik egrilik, normal egrilik
ve geodezik torsion olmak lizere <T',V >=ky <T',U>=kK,, ve <V ,U>=1,4
seklinde tanimlanir.

simdi M ylizeyinde « egrisinin {T,V, U} Darboux catis1 ile Null egrili {T,N,W} c¢ati

arasinda iliskisini inceleyelim;

Teorem 3.2.1 M, R3 de {T,V, U} Darboux catili bir Lorentz regle yiizey olsun. a null

egrisinin de catis1 {T', N, W} olmak iizere,

1 0 0
T |_(Kg—k1)2 1 _Icg—k1| T
N|=|"" 22 s |V (11)
w Kg—k1 U
[ ., 0 1 J

dir.

Ispat 3.2.1 (9) ve (10) denklemi Lagrange denklemi ile kullamlirsa ispat kolayca
gosterilebilir.

Teorem 3.2.2 M, R3 de {T,V, U} Darboux catis1 bir Lorentz regle yiizey olsun. a null
egrisinin de catis1 {T, N, W} olsun. O halde V {ireteci boyunca striksiyon ¢izgisi, ¢

herhangi bir sabit olmak iizere,

diI.

Ispat 3.2.2 Striksiyon ¢izgisinin tanimindan ¥ iireteci boyunca striksiyon ¢izgisinin

yeri, u reel-degerli parameter olmak lizere,
Bt = a(t) —uV (D), (12)
2
olur. Boylece striksiyon ¢izgisinin birinci yer degiskeni, A= :—g, Q=1 T'=p'+ :Lz
g g

olmak iizere,

B'= QT —TV + AU, (13)

olarak ifade edilir. § null vektorii olarak kabul edilirse, (10) denklemi ¢ herhangi bir

sabit olmak iizere,
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1f’c“"zdt+
H= 2) 1,2 ©

olarak elde edilir. Boylelikle (9) nolu denklemden
1 kg2
BO) = a(®) = (-3 5dt+ V(D).

elde edilir. Q, I' ve A, M Lorentz regle ylizeyinin egrilik fonksiyonlaridir.

Teorem 3.2.3 X;;(t, v) Lorentz regle ylizeyinin merkezi normali ve §(t) da dayanak

egrisi olsun. O halde merkez normal regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisinin yeri

2
Kg“—2Kg

Bu(t) = B(t) — “y(t).

4rgxg

dir.
3.3 Dayanak Egrisi Null Anadogrular: Null Olan B-Scroll Yiizeyler

Bu kesimde dayanak egrisi null anadogrular1 null olan B-Scroll yiizeyler ve 6zellikleri
incelenecektir. Ayrica bu yiizeylerin Gauss doniistimleri, seodezik egrilikle 2.Temel
form arasindaki iligki ve Chasles teoremini ile 6zellikleri ele alinacaktir.

a:1 — R3 regle yiizeyinin dayanak egrili ve a’(t), Vel igin teget dogrusu null
olsun. Boylece F = {X,Y, Z} bazlariyla R3 de null ¢at: ad1 verilir. Y anadogrusu null
olarak alinirsa, Y anadogrusu dayanak egrisi boyunca hareket ettirilmesi ile elde edilen

regle yilizeyin parametrizasyonu, (I X R, @) ve t € I, v € ] olmak iizere
p:1 xR - R}

<p(t,v) =a(t) +vY (t),

elde edilir.
Xx0=(r,=0 (X)) =-1,
ve
3
Z=XAY = zgidet [X; Y; ele;,
i=1
Dolayisiyla,

X2)=(r,2)=0, (ZZ)=1
elde edilebilir. d = d(t) pozitif fonksiyon verilsin. Bu durumda
X =X(@)=d'a.
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null vektoriidiir. O halde X null vektorii ve Y = Y (t) vektorii de null ise (X, ¥) = —1
olur. Z = X Y almir; a null egrisi ve V Levi-Civita koneksiyonu olmak {izere
a null egrisinin
VX = aX + bZ,
VyY = —aY + cZ, (14)
VyZ = cX + bY,

catis1 denklemlerini saglar. Burada matris formundaki bilesenler hesaplanirsa,

a =—(VgX,Y)
b = (VuX,2) (15)
¢ = (VyY,2)

olarak bulunur.
Ote yandan (a; F) ikilini ele alalim. Burada d = 1 ve a = 0 olursa catiya Cartan

catist denir. F = {X,Y, Z} Cartan ¢atis1 verildiginde S-Frenet denklemleri
VX = bZ,

VY = cZ, (16)
VyZ = cX + bY,

Eger v parametresi sabit alinirsa, O halde ¢, : [ X {v} > M egrisi elde edilebilir. Bu

durumda bu egrinin teget vektorii

A =X+ cvZ,
elde edilir.

Teorem 3.3.1 M bir B-scroll yiizeyi olsun. O halde M nin anadogrusu boyunca teget
diizlemlerinin ¢akisik olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ = 0 olmasidir.
Ispat 3.3.1 Kolayca hesaplanabilir.
Teorem 3.3.2 M bir B-scroll ylizeyi olsun. Eger M ylizeyi acilabilir ise ancak ve ancak
¢ = 0drr
Teorem 3.3.3 M, B-scroll ylizeyi i¢in
c = —det(X,Y,VyY)
dir.
Ispat 3.3.3 (16) denklemi kullanilirsa kolayca hesaplanabilir.

Bir M, B-Scroll yiizeyinin merkez noktasinin a yervektorii dayanak egrisinin

a(t) yervektori, Y (t) dogrultman vektorii ve dayanak egrisine u uzaklig1 cinsinden
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a(t,u)=a(t) +ay (o,

seklinde ifade edilebilir. u parametresi regle ylizeyin dayanak egrisinin yervektorii ve
dogrultman cinsinden bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisi Y (t) ve Y (t) + dY (t)

olan komsu ii¢ anadogrusu verilsin (Sekil 3.2).

Q'
.——-"""_—‘J"—r-_-— , a
St — \ //
TN r BT X@+X(E)
1/ E
o TTee——

X(1)

Sekil 3.2: Komsu anadogrulart ile verilen regle ylizey

P,P' ve 0,0 komsu anadogrularinin ortak dikmelerinin anadogrular iizerindeki

ayaklar1 olsunlar. Ik iki komsu anadogrunun ortak dikmesi
X ()~ (X (2)+D, X (t)dt) =X (1) AD. X (t)
bagmtisindan dolay1r X A VyY vektoriine paraleldir. Limit halinde PO vektorii PP' ile
cakisacak ve bogaz ¢izgisinin tegeti olacaktir, P—Q) = i—f. Dolayisiyla
< V,Ydt,PQ >= 0
elde edilir.

Teorem 3.3.4 M agilabilir olmayan timelike bir B-Scroll ylizey olsun. O halde
dayanak egrisi ayn1 zamanda striksiyon egrisidir.
Teorem 3.3.5 M agilabilir olmayan timelike bir B-Scroll ylizey olsun. O halde
striksiyon egrisi null egridir.
Teorem 3.3.6 M acilabilir olmayan timelike bir B-Scroll ylizey olsun. O halde point
a(t) noktasinda tirete¢ boyunca @(t,v,) merkez noktasidir ancak ve ancak VyY ,
¢(t, vy) noktasinda tanjant diizleminin normal vektoridiir.
Ispat 3.3.6 M acilabilir olmayan timelike bir B-Scroll yiizey ve VyY , @(t,v,)
noktasinda tanjant diizleminin normal vektoriidiir. Egrinin teget vektor alan
@y, * IX{vo} = M olacagindan

A =X+ cyyZ.

dir. Egriye teget oldugun dan

25



(VxY,A) =0

gosterilebilir. O halde
vy = 0,

elde edilir. Bunun anlami ise @(t, v,) M nin merkez noktasidir. Tersine @ (t, vy), a(t)
boyunca iireteg lizerinde merkezi nokta olsun. Bu durumda

(VxY,A) = 0.
olur. Dolayisiyla Vi Y, @(t,v,) da teget diizlemin normal vektorii olur.
Teorem 3.3.7 M bir B-Scroll yiizey olsun. M nin her noktasindan birtek ortogonal

yorunge gecer.

Ispat3.3.7¢: IX] > R}

o(t,v) = a(t) + vY(t)
parametrizasyonu ile tanimlansin. M nin pseudo ortogonal ydriingesi f(t) = a(t) +
fOY (@); tel vep:T » M olmak iizere B(t) = a(t) + f(O)Y (t); t €T ve
(B',Y) = sht. Kabul edelim ki I < I olsun. Simdi ¢(ty, vo) noktasindan gecen bir

egri bulalim.

Po = a(t) + f(OY (1)

Po = a(to) + voY (to)
seklinde yazabiliriz. Buradan
a(t) = a(to)
ve
f(&) = v,.

elde ederiz. Eger I y1 bire-bir segersek, t = t, olur. Bdylece p, noktasi boyunca M
nin pseudo-ortogonal yoriingesi tektir. M nin pseudo-ortogonal yoriingesi M nin
dogrultmanlardan herbiri ile sabit ac1 yaptigindan I < I dur.

Teorem 3.3.8 M bir B-Scroll yiizey olsun. M nin herhangi iki anadogru arasinda
ortogonal yoriingeler boyunca en kisa uzaklik striksiyon egrisi boyunca olgiilen

uzakliktir.
Ispat 3.3.8 a(t;) ve a(t,) noktalarindan gecen iki dogrultman1 gozoniine alalim.

(t,<t, t.,t, €l).Bu iki anadogru arasinda, v = sabit ortogonal yoriingesi boyunca

elde edilen uzaklig: J(v) ile gosterelim

tz ty 1
) = j 1Al de = j (v dt,
t t

1 1
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elde edilir. J(v) degerini minimum yapan degerini bulmak i¢in /' (v) alinirsa

ON

0.
av

Boylece
v = 0.
elde ederiz.

M regle ylizeyinin dayanak egrisi olarak bogaz egrisini alalim. Bu durumda u = 0.

olur. Buradan VyY ve Z lineer bagimli oldugundan,

AV Y = XaY.

olur. Boylelikle Adagilma parametresi < VyY,VyY ># 0 olmak lizere

B (XN\Y,V4Y) _ det(X,Y,VyY) _ 1
IVxY||2 IVxY||2 c?
elde edilir.

M, B-Scroll yiizeyinin Gauss donilisiimil ¢, A, esitliginden hesaplanirsa
G(t; v) = —cvY (t) + Z(t) (17)
olarak bulunur. M nin sekil operatorii S olmak tizere
G, = —cov
ve
Gy = =< VxXA\Y; X > @, —cpy:
elde edilir. Bu durumda matris formunda

—C 0
=< VXA X > —c (18)

S
elde edilir.
Teorem 3.3.9 M bir B-Scroll yiizey olsun. M nin Gauss egiriligi K pozitiftir
Ispat 3.3.9 Lorentz uzayinda bir yiizeyin Gauss egiriligi € = 1 veya € = —1 olmak
uzere

K = edet S,
tanimlandigindan, S sekil oeratorii matrisinin determinantindan
K = ¢?

olarak bulunur.
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Theorem 3.3.10 M bir B-Scroll yiizey olsun. M nin anadogrularindan herbiri hem

asimptotik hemde jeodeziktir.

ispat 3.3.10 R} de herbir anadogru jeodezik oldugundan béylece Vy Y = 0 olur. Bu
da Y nin M de geodezik oldugunu gosterir.

SY) = S(py) = —c¥;
oldugundan < S(Y),Y >= 0 olur ki bunnun anlami da Y nin asimptotik olmasi

demektir.

Teorem 3.3.11 M bir B-Scroll yiizey olsun.{X,Y,Z} Cartan ¢atisinda dayanak
egrisinin birim teget vektor alani, birim normal vektor alan1 ve binormal vektor alani,

& = —cvY + Z olmak lizere

X Y =12, YnZ =-Y, XnZ =X
ve
XnéE=X=—cvZ, YhnE ==Y, Zn & = —cvY,
dir.
Teorem 3.3.12 M bir B-Scroll yiizey olsun. O halde M agilabilir ise ancak ve ancak M
nin Gauss egrilik fonksiyonu sifirdir.
Teorem 3.3.13 M acilabilir olmayan timelike bir B-Scroll ylizey olsun. O halde A ve

K, M nin dagilma parametresi ve Gauss egrilik fonksiyonu olmak iizere

A=—,
VK

dir.

Teorem 3.3.14 R3 de B-scroll yiizeyler i¢in dogrultmanin noktasinda paraleldir

Ispat 3.3.14 (t, v) noktasinda B-Scroll yiizeyinin birim normal vektorii & = —cvY +
Z ve M iizerinde striksiyon egrisi boyunca normal

VY

N =
VYl

olur. N bir birim spacelike vektor oldugundan ¢ da birim spacelike vektoriidiir.

Boylece N normal ile ¢ arasindaki ag1

VyY ”

sinf = ||[NAé|| = || —cvY + Z)A

olur. Gerekli hesaplamalardan sonra 6 = 0 elde edilir.
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4. ORNEKLER
Ornek 4.1 Lorentz uzayinda bir regle yiizey

X (t,v) = (t,sint,—cost) + v(—1,—sint,cost),
Parametrik denklemle verilmis olsun. Burada a(t) = (t,sint,—cost) null egri ve
dogrultman ise V = (—1,—sint,cost) olmak iizere sekilde gosterilmistir. Ayrica

Darboux ¢atis1 elemanlar1 da

T = (1,cost,sint), V = (—1,—sint,cost),

Ve

U = (1,sint + cost,sint — cost).

olarak veriliyor.
T, V ve U vektorleri asagidaki sartlar1 saglamakla birlikte

<T,T> =<V,V> =<V,U> =<T,U> =0,

<T,V> =<UU> =1, —-U=VXT.

Sekil 4.1: V null iiretegli bir regle yiizey

a null egrili F = {T, N, W} ¢atisinin elemanlar sirasiyla
T =(1,cost,sint), N = (—1,sint,— cost),
ve

W = (—1,sint —cost,—sint — cost).



elde edilir. Boylece (a,F) null egrili ¢atisinin Frenet denklemleri

T =-T-W,
N =N-W,
W = T+N.

Seklindedir. Ote yandan Darboux ¢atisi ile null egrili ¢atinin iliskisini veren denklem

T =T-U,
V=-V-U,
U= T+V.

seklinde ifade edilebilir. Boylelikle, regle yiizeyin dagilma parametresi, egrilik
fonksiyonu

§=—--andA=-1, I'=1, Q=1
olarak elde edilir. Ayrica yiizeyin merkez normali de sekilde verilmistir.

Xy (t,v) = (t,sint,—cost) + v(1,sint —cost,sint — cost).

Sekil 4.2 : Merkez normal yiizey
Darboux ¢atist kullanildigindan 6tiirti de a(t) = (t,sint, — cost) egrisinin geodezik

egrilik x4 , normal egrilik k; ve geodezik torsion 7, olmak lizere
Kg=1, Kn=—1ve‘rg=—1

elde edilir. Sonu¢ olarak, Xy (t,v) merkez normal ylizeyinin dagilma parametresi

egrlhk fOIlkSiYOIlLl da hesaplanlrsa
06 =-—1 ve Ay= 3 I, = ! Oy =
€ Ay 1’ U 1’ U A

olarak elde edilir.
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Ornek 4.2 R3 uzayinda verilen

a:l - R3

t t
t-a®=(=1-)
V2 2
egrisinin dogrultman egrisi X = (%,0, %) null olarak verilsin. Ayrica {T,N,Z}

ortogonal ¢atisini

t t
T=a(t =(—,0,—>
®) 7%
Ve
—€ € e3
1 0 1
Z=TrX=|2 V2| = (0,1,0).
-1 ’ 1
V2 V2

olarak secersek, ylizeyin parametrizasyonu
1
(t,v) =—=(t—v,V2,t +v).
¢ (v )

olur ve buna ek olarak,

1 1
Pt = \/_7(1, 0,1), @, = \/_E(_l, 0,D)vepy =0, ¢, =0, ¢, = 0.

E=(pe,0e) =0, F =(pp, ) = —1ve G =(p,,p,) =0

hesaplanirsa
—€é —eé €3
1 0 1
Qe Ay = (V2 v2[=(0,1,0)
-1 0 1
V2 V2

elde edilir. Buradan
lpen@ull=1,  N=(0,1,0), J=—N@u), m=—(N,@¢y)
n=—(N, pyy)
bilesenleri yerine yazilirsa yiizeyin Gauss egriligi

_n-—m® _
- EG-F*
bulunur ve det(T,Z, Z') = 0 oldugundan, M ylizeyinin agilabilir bir regle yiizey

K 0

oldugunu gosterir.
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Ornek 4.3 R3 de « null egrisi
a:R - R}

t - a(t) = (sinht,t,cosht)
seklinde verilmis olsun. Cartan ¢at1 elemanlar1 olarak {X,Y, Z} segersek

X(t) =a'(t) = (cosht,1,sinht)
1
Y(t) = 3 (cosht,—1,sinht)
Z(t) = (sinht,0,cosht).
olur. Ayrica B-scroll ylizeyinin parametrizasyonu

1 -11
¢(t,v) = (sinht,t,cosht) + v(zcosht,T,Esinh t).

olarak verilsin. Burada det(X,Y,VyxY )= —1 # 0, oldugundan B-Scroll yiizeyi
agilabilir bir yiizey degildir. Striksiyon egrisi @(t) = (sinht,t, cosh t)elde edilir.

375 4

25 ¢

Sekil 4.3 : B-Scroll yiizeyi

Dagilma parametresi ise A = 4. bulunur

Ornek 4.4 R3 de a null egrili

a:R - R}

t > a(t) kt3+tt2 et k0
- = —_t - — — — =
“ 37123 1) ’

Burada k, @ egrisinin egriligi olmak iizere Cartan ¢atis1 {X,Y,Z} olarak segilirse

elemanlari sirastyla
1 1
X(t) =a'(t) =k(t? ot t? _Z)

2
Y (© = 2101
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Z(t) = (2t,1,2t)
olur. Boylece B-Scroll yiizeyinin parametreziyonu

(tv) = kt3+t +2v kt? kt3 t +2v

olarak yazilir. Burada det(X,Y,VyY ) = 0, oldugundan B-Scroll yiizeyi agilabilir bir
ylizeydir. Ayrica striksiyon egris

olur.

Sekil 4.4 : Null egrili regle ylizey
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu yapilan ¢alismalar sonucunda null gatili ylizeylerin darboux catisi ve diger catilarla

iligkileri hala agik bir problemdir.
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