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doğuĢu ve gereksiniminden bahsedilmiĢtir. Ġkinci bölümde kuaterniyonlar kümesinin ve 

Minkowski uzayının bazı temel tanım ve teoremleri verilmiĢtir. Ayrıca Minkowski 

uzaylarında null kuaterniyonik eğriler için Serret-Frenet formülleri verilmiĢtir. Üçüncü 

bölümde     uzayında null kuaterniyonik Bertrand eğrileri ve null kuaterniyonik slant helisler 

incelenmiĢtir. Dördüncü bölümde ise     uzayında null kuaterniyonik Bertrand eğrileri ve null 

kuaterniyonik W-slant helisler incelenmiĢtir. BeĢinci ve son bölümde     ve      uzaylarında 

null kuaterniyonik W-eğrilerin parametrik denklemleri elde edilmiĢtir. 
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1. GĠRĠġ 
 

 

Kuaterniyonlar ilk kez Ġrlandalı matematikçi William Rowan Hamilton tarafından 19.yüzyılda 

tanımlanmıĢ ve üç boyutlu uzayda çalıĢmalar yapılmıĢtır. Üç boyutlu uzaydaki dönme 

hareketi baĢlıca uygulama alanlarındandır. Kuaterniyonlar karmaĢık sayılar sisteminin dört ve 

daha yüksek boyutlara geniĢletilmiĢ bir sayı sistemidir. Hamilton 1840’lı yılların baĢında 

yaptığı çalıĢmada bu sayı sisteminin çarpma iĢleminde değiĢme özelliğinin sağlanmadığını 

fark etmiĢ ve çarpma iĢleminin bu özelliğinin yerine    =   =      = −1 eĢitliklerini sağlayan 

üç imajiner birim tanımlamıĢ ve böylelikle dört boyutlu kompleks sayı sistemini 

oluĢturmuĢtur. Hamilton (1846) karmaĢık sayıları genellemiĢ “q=d+ai+bj+ck” Ģeklinde ifade 

etmiĢtir. Burada kuaterniyon q ile gösterilmek üzere a,b,c ve d reel sayılar ve i, j ve k birim 

vektörlerdir. Kuaterniyonlar havacılık ve savunma sanayindeki kontrol sistemleri, robotik, 

bilgisayar görselleĢtirme, animasyon filmler ve benzeri birçok sektörde kullanılmaktadır. 

 

Hacısalihoğlu (1983) reel ve dual kuaterniyonların özelliklerini incelemiĢtir. Üç ve dört 

boyutlu Öklid uzaylarında kuaterniyonik eğriler için Serret-Frenet formülleri keĢfedilmiĢtir 

(Bharathi ve Nagaraj 1985). Agrawal (1987)’da Hamilton operatörleri ve dual 

kuaterniyonların uzay kinematiğindeki yerini incelemiĢtir. Ward (1997)’da çalıĢmasında 

genelleĢtirilmiĢ kuaterniyonları tanımlamıĢtır.     yarı-Öklid uzayında kuaterniyonik bir eğri 

için Serret-Frenet formülleri Çöken ve Tuna (2004) tarafından elde edilmiĢtir. Daha sonra 

yarı-Öklid uzaylarında null kuaterniyonik eğrilerin Serret-Frenet formülleri elde edilmiĢtir 

(Aksoy 2014). Bu çalıĢmadan yararlanılarak Tanju Kahraman (2018) da     ve     Minkowski 

uzaylarında null kuaterniyonik Bertrand eğri çiftlerini incelemiĢ ayrıca Tanju Kahraman 

(2019) da     Minkowski uzayında null kuaterniyonik slant helisleri ve     Minkowski 

uzayında null kuaterniyonik W-slant helisleri incelemiĢtir. 

 

Bonnor (1969)’da 4 boyutlu Minkowski uzayında null eğrilerin geometrisini oluĢturmuĢ ve bu 

çalıĢmasında Cartan Eğriliklerini kullanıp null çatıyı oluĢturarak eğriliklerin durumunu 

incelemiĢtir. Dugal ve Bejancu (1996)’da Lorentz ve semi Riemann uzaylarında null eğriler 

için bir yöntem geliĢtirmiĢlerdir. Burada null eğrilerin tanımlanabilmesi için timelike ve 

spacelike vektörler yardımıyla null vektörleri oluĢturarak gerekli bazı çatıları elde etmiĢlerdir. 

Bu baz yardımı ile Serret-Frenet formülleri elde edilmiĢtir. 

 



 

2 

  

W-eğri Öklid uzayında tüm eğrilikleri sabit olan bir eğridir. 3-boyutlu uzayda düzlemsel W-

eğri olarak çemberler, düzlemsel olmayan W-eğri olarak ise helisler örnek verilebilir. 

Minkowski 3-uzayında tüm W-eğriler Walrave tarafından çalıĢılmıĢtır. Walrave (1995) örnek 

olarak Minkowski-3 uzayında düzlemsel spacelike W-eğriler çemberler ve hiperbolleri 

çalıĢmıĢtır. Minkowski uzay-zaman     de spacelike W-eğriler (Petrovic vd. 2002) tarafından,     Minkowski uzayında W-eğriler ise Ünal (2012) tarafından incelenmiĢtir.  

 

Bu bilgilerin doğrultusunda; bu tez çalıĢmasında yarı- Öklid uzaylarında null kuaterniyonik 

Bertrand eğri çiftleri, null kuaterniyonik slant helisler ve null kuaterniyonik W-eğriler 

incelenmiĢtir. Tezin ilk bölümü giriĢ kısmıdır. Devam eden ikinci bölümde tez çalıĢmasında 

kullanılan bazı temel tanım ve kavramlar verilmiĢtir. Üçüncü bölümde      Minkowski 

uzayında null kuaterniyonik Bertrand eğri çiftleri ve null kuaterniyonik slant helisler 

incelenmiĢtir. Dördüncü bölümde     Minkowski uzayında null kuaterniyonik Bertrand eğri 

çiftleri ve null kuaterniyonik W-slant helisler incelenmiĢtir. BeĢinci bölüm tez çalıĢmasının 

orijinal kısmı olup     ve     Minkowski uzaylarında bir eğrinin null kuaterniyonik W-eğri 

olması için sabit katsayılı diferensiyel denklemler inĢa edilerek çözümü yapılmıĢtır. 
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2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR 

 

2.1 Minkowski Uzayında Temel Tanım ve Kavramlar 

 

Tanım 2.1.1     Minkowski 3-uzayında     uzayının bir dik koordinat sistemi (  ,  ,  ) 

olarak alınırsa, 

g =− d   +d   +d    

metriği ile verilen    =(R
3
, g) metrik uzayına Minkowski uzayı denir. g metriği de Minkowski      

metriği olarak adlandırılır (López 2014). 

 

Tanım 2.1.2 Minkowski 3-uzayında bir v vektörün normu, 

║ v ║=√  (   )  
olarak tanımlanır (O'Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.3      Minkowski 3- uzayında v, w ∈     –{0} vektörleri için g(v,w)=0 ise v ve w 

vektörleri ortogonal iki vektör olarak tanımlanır (O'Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.4      Minkowski 3- uzayında x= (  ,  ,  ) ,  y=(  ,  ,  ) iki vektör olmak üzere 

x ve y’ nin vektörel çarpımı ,  

 

x ˄L y =[−                        ]= (    -     ,     -     ,     -    ) 

olarak tanımlıdır (López 2014). 

 

Tanım 2.1.5    v ∈     -{0} vektörü için; 

i. g(v ,v) ˃ 0 ise v spacelike vektör, 

ii. g(v, v) ˂ 0 ise v timelike vektör, 

iii. g(v,v) =0 v≠0 ise v null (lightlike) vektör 
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denir. Ayrıca v=0 ise v spacelike vektör olur (O'Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.6       Minkowski  3-uzayında  α  keyfi  bir  eğri  olsun.  Hız vektörü  α′ 
 sırasıyla 

spacelike, timelike veya null (lightlike) olursa α eğrisi sırasıyla spacelike, timelike veya null 

(lightlike) eğri olarak isimlendirilir (O'Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.7      Minkowski 3- uzayında α bir eğri olsun. α′
 hız vektörü için, 

i. g(α′,α′) =1 ise α eğrisine birim hızlı spacelike eğri, 

ii. g(α′,α′) =−1 ise eğrisine birim hızlı timelike eğri, 

iii. g(α′,α′) =0 ise eğrisine null (lightlike) eğri 

adı verilir (O'Neill 1983). 

 

Tanım 2.1.8      Minkowski 3- uzayında  ⃗ ∈     timelike bir vektör olsun. Eğer bu vektörün 

ilk bileĢeni sırasıyla pozitif ya da negatif ise  ⃗ ∈     vektörü sırasıyla future pointing timelike 

vektör ya da past pointing timelike vektör olarak adlandırılır (O'Neill 1983).  

Tanım 2.1.9 i) Hiperbolik açı:  ⃗ ve  ⃗⃗,     Minkowski 3-uzayında iki timelike future pointing 

(ya da past pointing) vektör olsun. O zaman g(a,b) =−║a║║b║cosh  olacak Ģekilde bir tek    ≥ 0 reel sayısı vardır. Bu açıya  ⃗ ve  ⃗⃗ vektörleri arasındaki hiperbolik açı denir (Ratcliffe 

1994).                                                     

ii) Merkezi açı:      Minkowski 3- uzayında bir timelike alt vektör uzayını geren spacelike 

vektörler  ⃗ ve  ⃗⃗ olsun. O halde g(a,b) =║a║║b║ cosh  olacak Ģekilde bir tek   ≥ 0 reel 

sayısı vardır. Bu açıya  ⃗ ve  ⃗⃗  vektörleri arasındaki merkezi açı denir (Ratcliffe 1994). 

iii) Spacelike açı:     Minkowski 3- uzayında bir spacelike alt vektör uzayını geren spacelike 

vektörler  ⃗ ve  ⃗⃗ olsun. O halde g(a,b) = ║a║║b║ cos  olacak Ģekilde bir tek   ≥ 0 reel sayısı 

vardır. Bu açıya a ve b vektörleri arasındaki spacelike açı denir (Ratcliffe 1994).                                                                              
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iv) Lorentzian timelike açı:     Minkowski 3- uzayında  ⃗ spacelike bir vektör ve  ⃗⃗ timelike 

bir vektör olsun. O zaman g(a,b) =║a║║b║sinh  olacak Ģekilde bir tek   ≥ 0 reel sayısı 

vardır. Bu açıya  ⃗ ve  ⃗⃗ vektörleri arasındaki Lorentzian timelike açı denir (Ratcliffe 1994). 

                                                                                   

Tanım 2.1.10  α: I →    birim hızlı null olmayan (spacelike ya da timelike) bir eğri olsun. α 

eğrisinin teğet, asli normal ve binormal vektör alanlarından oluĢan hareketli frenet çatısı 

{T,N,B} olsun. 

i. α bir spacelike eğri ise Frenet formülleri, 

[      ]  [  𝜅  − 𝜅      ] [      ] 
Ģeklindedir. Burada,  

g(T,N ) = g(N,B ) = g(T,B ) = 0 

g(T,T )= 1,  g(N,N )=  = ∓ 1, g(B,B ) =−  

olarak verilir. κ ve τ , α spacelike eğrisinin sırasıyla, eğrilik ve burulmasıdır. Ayrıca ε , α 

spacelike eğrisinin türünü belirler.   =1 ise α spacelike eğrisi,  ⃗⃗⃗ spacelike asli normali ve  ⃗⃗ 

timelike binormali olan bir eğridir. Eğer   =−1 ise α  spacelike eğrisi,  ⃗⃗⃗ timelike asli normali 

ve  ⃗⃗ spacelike binormali olan bir eğridir (O'Neill 1983). 

ii.    α bir timelike eğri ise Frenet formülleri, 

[      ]  [ 𝜅  𝜅    −  ] [      ] 
Ģeklindedir. Burada, 

g (T,N ) = g (N,B ) = g (T,B ) = 0 , 

  g (T,T )=−1,   g (N,N )=g (B,B ) =1 

dır. κ ve τ , α timelike eğrisinin sırasıyla, eğrilik ve burulmasıdır (O'Neill 1983). 
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Tanım 2.1.11 α: I →     birim hızlı null veya pseudo null bir eğri olsun. α eğrisinin teğet, asli 

normal ve binormal vektör alanlarından oluĢan hareketli çatısı {T,N,B} olsun. 

i. α bir null eğri ise Frenet formülleri , 

                                                      [      ]  [ 𝜅    −𝜅 −  ] [      ] 
Ģeklindedir. α eğrisi bir doğru ise birinci eğrilik κ= 0 dır. Bunun dıĢındaki durumlar için κ=1 

dir. Burada , 

g(T,T )=g(B,B )=g(T,N )=g(N,B )= 0 

g(N,N )=g(T,B )= 1 

Ģeklindedir. Dolayısıyla, 

T ˄L N = -T ,   N ˄L B = -B    B ˄L T = -N , 

eĢitlikleri elde edilir (Walrave 1995). 

ii. α bir pseudo-null eğri ise Frenet formülleri, 

[      ]  [  𝜅     −𝜅  − ] [      ] 
Ģeklindedir. α eğrisi bir doğru ise birinci eğrilik κ = 0 dır. Bunun dıĢındaki durumlar için κ=1 

dir. Burada, 

g(N,N )=g(B,B )=g(T,N )=g(T,B )=0  ,    g(T,T )=g(N,B )= 1 

dır. Dolayısıyla, 

T ˄L N =N , N ˄L B = T , B ˄L T =B 

eĢitlikleri elde edilir (Walrave 1995). 
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2.2 Reel Kuaterniyonlar 

 

Tanım 2.2.1 Reel bir kuaterniyon, sıralı dört sayının +1,   ⃗⃗⃗⃗  ,   ⃗⃗ ⃗⃗ ,   ⃗⃗ ⃗⃗   gibi dört birim değere 

eĢlik etmesiyle tanımlanır. Burada +1 bir reel sayı olmak üzere diğer üç birim için aĢağıdaki 

özellikler geçerlidir;                                                                                 

                    i.       ⃗⃗⃗⃗  
=  ⃗⃗ ⃗⃗   

=  ⃗⃗ ⃗⃗    −1 

          ⃗⃗⃗⃗  ˄   ⃗⃗ ⃗⃗  =   ⃗⃗ ⃗⃗     ,       ⃗⃗ ⃗⃗  ˄   ⃗⃗ ⃗⃗  =   ⃗⃗⃗⃗     ,      ⃗⃗ ⃗⃗  ˄   ⃗⃗⃗⃗  =  ⃗⃗ ⃗⃗  

              ⃗⃗ ⃗⃗  ˄   ⃗⃗⃗⃗  =   ⃗⃗ ⃗⃗    ,     ⃗⃗ ⃗⃗  ˄   ⃗⃗ ⃗⃗    −  ⃗⃗⃗⃗     ,     ⃗⃗⃗⃗  ˄   ⃗⃗ ⃗⃗   −   ⃗⃗ ⃗⃗  

özelliklerine sahiptir. Dolayısıyla bir kuaterniyon , 

q = d+     ⃗⃗⃗⃗  +b   ⃗⃗ ⃗⃗  +c   ⃗⃗ ⃗⃗  

biçiminde ifade edilebilir. Burada, q kuaterniyonu Sq ile gösterilen skaler kısım ve Vq ile 

gösterilen vektörel kısım olmak üzere, 

Sq = d ,   Vq=     ⃗⃗⃗⃗  +b   ⃗⃗ ⃗⃗  +c   ⃗⃗ ⃗⃗   

q= Sq + Vq 

Ģeklindedir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.2.2 Reel kuaterniyonlar cümlesi Q üzerinde toplama iĢlemi ⊕ : Q × Q → Q 

(    ,  ) →   ⊕   =    ⊕  +  ⃗⃗  ⊕   

ile    ⊕  =   ⊕    ,     ⃗⃗  ⊕   =   ⃗⃗  ⊕  ⃗⃗                          

olarak tanımlanır. Burada    ,    ∈ R ve + iĢlemi R deki toplama iĢlemidir.  ⃗⃗  ,  ⃗⃗    de birer 

reel vektör olup   iĢlemi reel vektör uzayındaki abel grubu (vektörlerde toplama) iĢleminin 

aynısıdır. O halde (Q, +) ikilisi abel bir gruptur. Buradaki etkisiz eleman sıfır kuaterniyon 

adını alır ve (0,0,0,0) sıralı dörtlüsünden baĢka bir Ģey değildir (Hacısalihoğlu 1983). 
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Tanım 2.2.3         ⨀ : R  Q ⟶ Q 

                                   ( λ ,q ) ⟶ λ ⨀q =  λ    + λ  ⃗⃗                                            

Ģeklinde tanımlanmıĢ dıĢ iĢlem   λ , λ , λ   ∈ R  ve     q,   ,  ∈ Q için, 

                         i. λ ⨀ (  ⊕  ) = (λ ⨀  )⊕(λ⨀  ) 

                         ii.(λ +λ )⊙q=(λ ⨀q)⊕(λ ⨀q) 

                     iii.(λ λ  ) ⊙q=λ ⨀(λ ⊙q) 

                     iv. I ⨀ q = q 

dir. O halde { Q, ⊕  R, +, ….., ⊙ } sistemi bir reel vektör uzayıdır. Kısacası bu uzayı Q ile 

göstereceğiz (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.2.4   

× : Q × Q → Q 

            (  ,  ) →  ×   

iĢlemi  

 

 

 

 

                

 

ile tanımlanır. Buna göre,       = (d1+     ⃗⃗⃗⃗ +    ⃗⃗ ⃗⃗ +    ⃗⃗ ⃗⃗  ) (d2+    ⃗⃗⃗⃗ +    ⃗⃗ ⃗⃗ +    ⃗⃗ ⃗⃗  ),  

                    =  d1d2 – (    +    +    )+(    +  d2+    -    )   ⃗⃗⃗⃗  

+(d1  +   d2+    −    )  ⃗⃗ ⃗⃗ + (d1  +  d2+    −    )  ⃗⃗ ⃗⃗  

elde edilir ve ifade düzenlendiğinde      =       − 〈       〉+      +      +   ⋀     

elde edilir. Böylece kuaterniyon çarpımının Ģu özelliklere sahip olduğu kolaylıkla görülür. 

     +1  𝑒 ⃗⃗⃗⃗  𝑒 ⃗⃗ ⃗⃗  𝑒 ⃗⃗ ⃗⃗  

+1  +1  𝑒 ⃗⃗⃗⃗  𝑒 ⃗⃗ ⃗⃗  𝑒 ⃗⃗ ⃗⃗  𝑒 ⃗⃗⃗⃗  𝑒 ⃗⃗⃗⃗  -1  𝑒 ⃗⃗ ⃗⃗  -𝑒 ⃗⃗ ⃗⃗    𝑒 ⃗⃗ ⃗⃗  𝑒 ⃗⃗ ⃗⃗  - 𝑒 ⃗⃗ ⃗⃗    -1  𝑒 ⃗⃗⃗⃗  𝑒 ⃗⃗ ⃗⃗  𝑒 ⃗⃗ ⃗⃗  𝑒 ⃗⃗ ⃗⃗  - 𝑒 ⃗⃗⃗⃗    -1  
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i.      Ġki kuaterniyon çarpımı bir kuterniyondur. 

         ii.              Kuaterniyon çarpımı birleĢimlidir. 

         iii.             Kuaterniyon çarpımı dağılımlıdır. 

fakat kuaterniyon çarpımı değiĢimli değildir. Bu özellikleriyle, { Q, ⊕, R, +,….,⊙  } sistemi 

bir birleĢimli cebirdir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.2.5      ,   ∈ Q olmak üzere kuaterniyonlar için eĢitlik bağıntısı,   =    ⇔    =     ve     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

Ģeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu 1983). 

        

Tanım 2.2.6   

K: Q → Q 

q →K(q) = Kq 

iĢlemi   q= Sq +  ⃗⃗q ∈ Q için Kq = Sq −  ⃗⃗q   Ģeklinde tanımlanır ve Kq kuaterniyonuna q nun 

eĢleniği denir.  ⃗⃗Kq = −  ⃗⃗⃗⃗ q olduğundan, 

q   Kq = Kq   q =d 2+   2 +b2 + c2 ∈ R 

dır (Hacısalihoğlu, 1983). 

Burada Kq =  ̅  Ģeklinde de gösterilir. Bundan sonraki kısımlarda kolaylık sağlanması 

açısından bu ifade kullanılacaktır. 

 

Tanım 2.2.7   q= d +a   ⃗⃗⃗⃗ + b   ⃗⃗ ⃗⃗  + c   ⃗⃗ ⃗⃗   olmak üzere; 

N: Q →R 

q →N(q) = [Nq ]2 = q    ̅ =   ̅  q 

 [N q ]2 = q    ̅ =   ̅  q = d2 +   2 +b2 + c2 

pozitif bir reel sayıdır (Hacısalihoğlu 1983). 

Burada Nq =║q║ Ģeklinde de gösterilir. Daha sonraki kısımlarda kolaylık sağlanması 

açısından bu ifade kullanılacaktır. 
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Tanım 2.2.8                                 q 
-1

 :  Q -{0} → Q -{0} 

 q → q -1 = 
 

║ ║  
Ģeklinde tanımlanır. Böylece q × q

-1
 = q

-1 × q = 1 elde edilir. q 0 olmak üzere   q ∈ Q 

elemanının  bir q-1
 inversine sahip olması Q cebirini bir bölüm cebiri yapar. Böylece Q da 

bölme iĢlemini tanımlamak mümkün olur (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.2.9   q 0 olmak üzere bir p kuaterniyonunu bir q kuaterniyonu ile bölmek için p yi 

q
-1 ile çarpmak gerekir. Fakat kuaterniyon çarpımı değiĢimli olmadığından bu çarpım iĢlemi 

iki türlüdür ve dolayısıyla p yi q ile iki türlü bölmek gerekir. 

     = p   q -1    = q -1  p 

Burada     kuaterniyonuna p nin q ile sağdan ve    kuaterniyonuna p nin q ile soldan bölümü 

denir. Genel olarak    ile    farklıdır. Dolayısıyla 
    notasyonu kullanılamaz (Hacısalihoğlu 

1983). 

 

Tanım 2.2.10 Normu 1 birim olan kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve    ile gösterilir. 

Buna göre vektörlerde olduğu gibi herhangi bir q kuaterniyonunun normlanıĢı, 

   =   
║ ║

 = 
      ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗√            

olarak ifade edilebilir. Bu    birim kuaterniyonu    = cos  +   ⃗⃗ ⃗⃗  sin   formunda yazılabilir. 

Burada, 

 Cos  = 
 √            

   Sin  =
√          √            

eĢitlikleri sağlanır ve   2
+ b

2
 + c

2
   0 olduğu zaman, 

  ⃗⃗ ⃗⃗  = 
    ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗√         
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birim vektörüne    birim kuaterniyonunun ekseni denir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.2.11 a,b ∈ Q  için  genel  bir  kuaterniyon  ifadesinde     =    = 0  alınırsa             ⃗=    ⃗⃗⃗⃗ +    ⃗⃗ ⃗⃗ +    ⃗⃗ ⃗⃗   ve  ⃗⃗=    ⃗⃗⃗⃗ +    ⃗⃗ ⃗⃗ +    ⃗⃗ ⃗⃗  Ģeklinde iki vektör elde edilir. Bu iki vektörün 

kuaterniyon çarpımı, 

 ⃗    ⃗⃗ = −(     +    +     )+  |  ⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗ ⃗⃗   ⃗⃗ ⃗⃗            | 
                                                                                                                                                

olarak bulunur. Bu ise bir kuaterniyondur. Vektör cebirinde,  ⃗      ⃗⃗ vektörlerinin iç çarpımı 〈 ⃗, ⃗⃗〉 = (     +    +     ) şeklinde  vektörel çarpımı ise   

 ⃗ ˄  ⃗⃗ =  |  ⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗ ⃗⃗   ⃗⃗ ⃗⃗            | 
 

Ģeklindedir. Buna göre bu kuaterniyonların çarpımı,  ⃗    ⃗⃗ = −〈  ⃗,  ⃗⃗ 〉+   ⃗ ˄  ⃗⃗ 

formunda yazılabilir. O halde iki vektörün kuaterniyon çarpımı öyle bir kuaterniyondur ki bu 

kuaterniyonun skaler kısmı ve vektörel kısmı sırasıyla, 

 

S( ⃗    ⃗⃗)= − <  ⃗, ⃗⃗>  ve V( ⃗    ⃗⃗)=  ⃗ ˄  ⃗⃗ 

 

Ģeklindedir. Ayrıca iki vektör dik iseler kuaterniyon çarpımları vektörel çarpımlarına eĢit olur. 

Ġki vektör paralel iseler kuaterniyon çarpımları bu iki vektörün skaler çarpımının ters 

iĢaretlisine eĢittir (Hacısalihoğlu 1983). 

 

Tanım 2.2.12 p ,q ∈ Q reel kuaterniyonları verilsin. 
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h : Q × Q →R 

(p, q) →h(p,q) =
1

2
 (p   ̅ + q   ̅ ) 

ile tanımlanan h fonksiyonuna kuaterniyon iç çarpımı denir. h fonksiyonu reel değerli, 

simetrik bilineerdir. Dolayısıyla iç çarpım aksiyomlarını sağlar. Burada × kuaterniyon 

çarpımını göstermektedir (Bharathi ve Nagaraj 1985). O halde bir kuaterniyonun normu bu 

tanımla beraber karakterize edilebilir. 

 

Tanım 2.2.13 Bir q∈Q kuaterniyonunun normu 

║  ║= h(q, q) =q  ̅ 

eĢitliğini sağlayan ║q║ reel sayısı ile ifade edilebilir (Bharathi ve Nagaraj 1985). 

 

Tanım 2.2.14 Bir q∈Q kuaterniyonu, 

q+  ̅= 0 

oluyorsa q kuaterniyonuna bir uzay kuaterniyon denir. Uzay kuaterniyonların cümlesi 3- 

boyutlu vektör uzayı R 
3
 e izomorftur. q∈ Q  kuaterniyonu için,  

q− ̅= 0 

oluyorsa q kuaterniyonuna bir temporal kuaterniyon denir. Genel olarak q∈ Q kuaterniyonu 

q = 
   (q+  ̅) +

   (q− ̅) 

Ģeklinde ifade edilebilir (Bharathi ve Nagaraj 1985). 

 

2.3 Yarı Reel Kuaterniyonlar 

 

Tanım 2.3.1 Bir yarı reel kuaterniyon sıralı dört sayının +1,   ⃗⃗⃗⃗ ,   ⃗⃗ ⃗⃗  ,  ⃗⃗ ⃗⃗  olan dört birime eĢlik 

etmesiyle tanımlanır. Burada +1 reel birim olup, diğer üç birim ise (123) permütasyonu (ijk) 

ve a, b, c, d ∈ R iken, 
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                         i.         ̇⃗⃗ ⃗×  ̇⃗⃗ ⃗= −   ̇⃗⃗ ⃗ ,       1 i   3  

             ii.        ̇⃗⃗ ⃗×  ̇⃗⃗ ⃗=    ̇⃗⃗ ⃗   ̇⃗⃗ ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗ ,     (   ) 

             iii.       ̇⃗⃗ ⃗×  ̇⃗⃗ ⃗= −   ̇⃗⃗ ⃗   ̇⃗⃗ ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗  , (   )    

 

dır. Buna göre bir q yarı reel kuaterniyonu, q nun sırasıyla skaler ve vektör kısımları 

Sq = d  ,    Vq = a   ⃗⃗⃗⃗ + b   ⃗⃗ ⃗⃗  + c   ⃗⃗ ⃗⃗  

olmak üzere, 

q = Sq + Vq , 

q = d +a   ⃗⃗⃗⃗ + b   ⃗⃗ ⃗⃗  + c   ⃗⃗ ⃗⃗  

formunda yazılır. Burada,  

 (  ̇⃗⃗ ⃗) = { −       ̇⃗⃗ ⃗                      ̇⃗⃗ ⃗           

dır. Bundan sonra yarı reel kuaterniyonların cümlesi, 

  

Qv = {          +    ⃗⃗⃗⃗ +    ⃗⃗ ⃗⃗ +    ⃗⃗ ⃗⃗                          ∈      ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗   ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ∈       (     )(  ̇⃗⃗ ⃗    ̇⃗⃗ ⃗ )   (  ̇⃗⃗ ⃗)                 } 
ile gösterilecektir (Aksoy 2002). 

 

Tanım 2.3.2 Her p, q ∈ Qv için iki yarı reel kuaterniyonun çarpımı     de sırasıyla h ve ˄       

semi-Öklid uzayında iç ve vektörel çarpım olmak üzere, 

p  q = Sp Sq + h(     ) +SpVq+ SqVp+ Vp ˄ Vq 

olarak tanımlıdır (Aksoy 2002). 

 

Tanım 2.3.3  q ∈Qv  kuaterniyonunun eĢleniği  q ile gösterilir ve   q = Sq – Vq = d −   ⃗⃗⃗⃗ −    ⃗⃗ ⃗⃗ −    ⃗⃗ ⃗⃗  

ile tanımlıdır ve bu h formunun tanımlanmasına yardım eder (Aksoy 2002). 
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Tanım 2.3.4  p, q ∈ Qv  için, 

h: Qv Qv ⟶R  

h(p,q) = 
  [      (p     q)+     (q    )-  ,      

 h(p,q) = 
  [−     (p    q)−     (q    p)]  ,     

Ģeklinde tanımlanan h fonksiyonuna yarı reel kuaterniyon iç çarpım denir. Bu reel değerli    

fonksiyonu ters simetrik ve bilineerlik özelliğine sahiptir. Burada    yarı reel kuaterniyon 

çarpımını göstermektedir (Aksoy 2002). 

Genel olarak v=*   + için,   (q, q)=  ε(  ⃗⃗⃗⃗ )+   ε (  ⃗⃗ ⃗⃗ )+  ε (  ⃗⃗ ⃗⃗ )+   

olup semi-reel quaterniyonun iç çarpımı diye isimlendirilir. p =    ⃗⃗⃗⃗ +    ⃗⃗ ⃗⃗ +    ⃗⃗ ⃗⃗ +    ve  

q=    ⃗⃗⃗⃗ +    ⃗⃗ ⃗⃗ +    ⃗⃗ ⃗⃗ + d  iki semi-reel kuaterniyonun vektörel çarpımı 

v=1 için   ⃗⃗⃗⃗  ∧   ⃗⃗⃗⃗    ε(  ⃗⃗ ⃗⃗ ) ε(  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )(  c−b  )   ⃗⃗⃗⃗ − ε(  ⃗⃗⃗⃗ ) ε(  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )(  c−   )   ⃗⃗ ⃗⃗ + ε(  ⃗⃗⃗⃗ ) ε(  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )(  b−   )   ⃗⃗ ⃗⃗  

 

v= 2 için 

      ⃗⃗⃗⃗  ∧   ⃗⃗⃗⃗    −ε(  ⃗⃗ ⃗⃗ ) ε(  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )(  c−b  )   ⃗⃗⃗⃗ + ε(  ⃗⃗⃗⃗ ) ε(  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )(  c−   )   ⃗⃗ ⃗⃗ −ε(  ⃗⃗⃗⃗ ) ε(  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )(  b−   )   ⃗⃗ ⃗⃗  

olarak tanımlanır.  

 

Tanım 2.3.5   q ∈Qv  yarı reel kuaterniyonunun normu, 

║ ║2 =|  (q,q)| = |   ε (  ⃗⃗⃗⃗ )+    ε (  ⃗⃗ ⃗⃗ )+   ε (  ⃗⃗ ⃗⃗ ) +   | 

Ģeklinde tanımlı olan ║ ║ reel sayısına denir (Aksoy 2002). 

 

Tanım 2.3.6   q ∈ Qv  yarı  reel  kuaterniyonu  için  q+  =0  ise  q ya  bir  spatial  kuaterniyon 

q−αq=0 için q ya bir temporal kuaterniyon denir (Aksoy 2002).  
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Tanım 2.3.7  p, q ∈Qv için ,   (p, q) = 0 

ise p ve q yarı reel kuaterniyonlarına   -ortogonaldir denir (Aksoy 2002). 

 

Tanım 2.3.8 q ∈Qv yarı reel kuaterniyonu için 

║q║2= 1 

ise q kuaterniyonuna yarı reel birim kuaterniyon denir (Aksoy 2002). 

 

Tanım 2.3.9  Bir yarı reel kuaterniyon   = q       =        olmak üzere sırasıyla    < 0,    >0 ,   =0 ise spacelike, timelike veya lightlike yarı reel kuaterniyon olarak adlandırılır 

(Özdemir ve Ergin 2006). 

 

2.4 Minkowski Uzayında Null Kuaterniyonik Eğriler Ġçin Serret–Frenet Formülleri  
 

2.4.1     Minkowski Uzayında Null Kuaterniyonik Eğriler Ġçin Serret−Frenet Formülleri 

 

1.Durum:     vektör uzayı üzerinde semi h semi-Öklidyen kuaterniyon metriğine göre    

timelike,    ve    spacelike vektörler olsun. h kuatrerniyonik metrik ile     bir 3-boyutlu 

Minkowski uzayı tanımlansın.  s∈ I  için pozitif ve negatif yönlü γ : I →    

{γ '(s), γ ''(s), γ'''
(s)} gibi null kuaterniyonik Cartan eğri olsun. {l=γ '

(s),   ,  } Cartan çatısı 

dikkate alınırsa; 

h(l, l)=h(n, n)=h(l, u)=h(n, u)=0 ,     h(l, n)=h(u, u)=1 

Ģartlarını sağlayan ; 

l= 
 √  (  +  ) ,   n = 

 √  (  −  ) ,  u=   

vektörleri oluĢturulsun. Burada     in bir bazı {l,   } biçiminde olup l ve n vektörleri, 

timelike ve spacelike vektörlerin toplam ve farkları ile oluĢturulan null vektörler ve u de 
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spacelike vektördür.    , 3 boyutlu yarı Öklid uzayında uzaysal kuaterniyonların uzayı 

{γ∈   |γ+αγ   } olsun,   eğrisinin Frenet vektörleri ; 

l= 
 √  (  +  ) ,   n= 

 √  (  −  ) ,  u=   

ve  γ eğrisinin γ(s) noktasındaki Frenet denklemleri, 

                                                       l '=𝜅u    n ' τ u    u' −τ l−κ n                                            (2.4.1.1) 

  

ve    

                                                     l '=𝜅u     n' −τ u    u' τ l−κ n                                              (2.4.1.2) 

Ģeklindedir. Burada τ eğrinin torsiyonu ve κ eğrinin eğriliğidir. Bu durumda   bir null 

kuaterniyonik Cartan eğrisi, κ(s)=1 ise 

                                                        l'=u     n' τ u    u' −τ t−n                                                  (2.4.1.3) 

ve 

                                                  l'=u     n ' −τ u    u' τ l−                                            (2.4.1.4) 

{l,  ,  } ile γ(s) eğrisinin frenet formülü olur. 

2.Durum:     vektör uzayı üzerinde h semi-Öklidyen kuaterniyon metriğine göre    

timelike,     ve    spacelike vektörler olsun. h kuatrerniyonik metrik ile     bir 3-boyutlu 

Minkowski uzayı tanımlansın.  s∈ I için pozitif ve negatif yönlü γ: I →    

{γ '(s), γ ''(s), γ'''
(s)} gibi null kuaterniyonik Cartan eğri olsun. {l=γ '

(s),  ,  } Cartan çatısı 

dikkate alınırsa;  

h(l, l)=h(n,n)=h(l,u)=h(n,u)=0 , h(l,n)=−1,  h(u,u)=1 

Ģartlarını sağlayan; 

l= 
 √  (  +  ) ,   n= 

 √  (  −  ) ,  u=   

vektörleri oluĢturulsun. Burada     in bir bazı {l,    } biçiminde olup l ve n vektörleri, 

timelike ve spacelike vektörlerin toplam ve farkları ile oluĢturulan null vektörler ve u vektörü 

spacelike vektördür.    , 3 boyutlu yarı Öklid uzayında spatial kuaterniyonların uzayı 

{γ∈   |γ+αγ   } olsun,   eğrisinin Frenet vektörleri ; 
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l= 
 √  (  +  ) ,   n= 

 √  (  −  ) ,  u=   

ve  γ eğrisinin γ(s) noktasındaki Frenet denklemleri,   

                                                     l'=𝜅 ,     n'=−τu ,   u ' −τ l +κ n                                         (2.4.1.5) 

ve 

                                                     l '=𝜅 ,    n'= τu,    u' τ l+ κ n                                                (2.4.1.6) 

Ģeklindedir. Burada τ eğrinin torsiyonu  ve κ eğrinin eğriliğidir. Bu durumda   bir null 

kuaterniyonik Cartan eğrisi, κ(s)=1 ise  

l'=u,     n' −τ u ,    u' −τ l +n 

ve 

l '=u,    n' −τ n ,    u' τ l +n 

{l,  ,  } ile γ(s) nin frenet formülü olur. 

 

2.4.2     Minkowski Uzayında Null Kuaterniyonik Eğriler Ġçin Serret-Frenet Formülleri 
 

1.Durum:     vektör uzayı üzerinde h semi-Öklidyen kuaterniyon metriğine göre    timelike,   ,   ve    spacelike olsun. vektörler {  ,  ,  ,  =1},     in bir bazıdır. 

L= 
 √  (  +  ) ,   N=

 √  (  −  ) ,  U=   ,  W=   

 

h(L,L)=h(N,N)=h(L,U)=h(N,U )=h(W, U )=h(N,W)=h(L,W )=0 

ve 

h(L,N)=h(U, W)=h(W,W )=+1 

eĢitlikleri sağlanır. 

Böylece     in bir bazı *L,N,U,W+ olur. L ve N null vektörler U ve W spacelike vektörlerdir. h 

kuaterniyonik metrik ile bir 4-boyutlu Minkowski uzayı     ile gösterilir.     de 4-boyutlu 

minkowski uzayları birim kuaterniyonun uzayları olarak tanımlanır. I aralığı üzerinde 

tanımlanan     de bir null kuaterniyonik eğri β   :     I ⊂ E →    
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β=    +    +    +     

olsun. Sıfır uzunluğa sahip L(s)= 

4

1

'( )
i

i

s

    teğeti gibi olan s parametresi seçilir.     

Minkowski uzaylarında diferensiyellenebilir Minkowski uzay eğrisinin {L(s),N(s),U(s),W (s)} 

Frenet elemanları olur. Bu özel sınıfın Frenet çatısı ve Frenet denklemleri β  ile gösterilir. O 

zaman Frenet denklemleri 

                                                                             L ' =K W 

                 N ' −(τ+p)U+pW 

                                                                            U ' (τ+p)L                                                  (2.4.2.1)     

        W ' −pL− KN 

ve  

                                                                   L'=K W 

             N '= (τ−p)U+pW 

                                                                           U ' −(τ−p)L                                                (2.4.2.2) 

       W ' −pL− K N 

Ģeklindedir. 

2.Durum:     vektör uzayı üzerinde h semi-Öklidyen kuaterniyon metriğine göre    timelike,   ,   ve   spacelike vektörler olsun. {  ,  ,  ,  =1},     in bir bazıdır. 

L= 
 √  (  +  ) ,   N=

 √  (  −  ) ,  U=   ,  W=   

h(L,L)=h(N,  )=h(L,  )=h(N,  )=h(W,  )=h(N,  )=h(L,  )=0 

h(U,  )= h(W,  )= +1 , h(L,  )  −  

sağlanır.   ve W spacelike vektörler, L ve N null vektörleri için {L,N,U, + ,    de bir bazdır. H 

kuaterniyonik metrik eğri ile     de bir 4-boyutlu Minkowski uzayı belirtir. Birim kuaterniyon 

uzaylar ile tanımlanan     de 4-boyutlu Minkowski uzaylarıdır. I aralığı üzerinde tanımlanan     de bir null kuaterniyonik eğri β  :  I ⊂ E →    
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β=    +    +    +  e  

olsun. Sıfır uzunluğa sahip L(s)= 

4

1

'( )
i

i

s

    teğeti gibi olan s parametresi seçilir.     

Minkowski uzaylarında diferensiyellenebilir Minkowski uzay eğrisinin Frenet elemanları 

{L(s),N (s),U (s),W(s)} olsun. (1.durum) önermesi ile β eğrisinin özel sınıfı Frenet çatısı ve 

Frenet denklemleri tanımlansın. 

    Frenet denklemleri, 

                                                                   L'=KW  

               N ' (τ+p)  +pW 

   U ' (τ+p)L   

     W '=pL+ KN                                  

ve  

L'=K W 

                      N '  −(τ−p)  +pW 

        U ' −(τ−p)L                                 

       W '=pL+K N 

denklemleridir. Burada,     de β eğrisinin birinci eğriliği K ,     de γ eğrisinin birinci eğriliği 𝜅 

dır. Ve     de β eğrisi için ikinci eğriliktir. Gerçekten K=1 ve 𝜅=1 bulunur. Ve bu değerler 

K−𝜅=0 sağlar. 
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3.     MĠNKOWSKĠ UZAYINDA BAZI NULL KUATERNĠYONĠK EĞRĠLER 

 

Bu bölümde     yarı-Öklid uzayında null kuaterniyonik Bertrand eğri çiftleri ve null 

kuaterniyonik slant helisler verilecektir. Burada null kuaterniyonik Bertrand eğri çiftleri için 

referansımız Kahraman (2018) ve null kuaterniyonik slant helisler için referansımız ise 

Kahraman (2019) tarafından yapılan çalıĢmalar olacaktır. 

     uzayında α : I ⟶    null kuaterniyonik eğrisinin aĢağıdaki Frenet denklemlerini sağlayan    

{l=α 
'
(s), n, u}  Ģeklinde Frenet çatısı vardır. 

                                                        l '=𝜅u ,   n '=  u ,  u '=−τ l−𝜅 n                                        (3.1) 

Burada l=  
'
(s) ve l,n,u karĢılıklı ortogonal vektörleri aĢağıdaki denklemleri sağlar. 

 

   h(l, l)=h(n, n)=h(l, u)=h(n, u)=0 

 h(l, n)=h(u, u)=1 

(Aksoy 2014). 

Bu bölümde yukarıda vermiĢ olduğumuz Frenet denklemleri kullanılacaktır. 

 

3.1     Minkowski Uzayında Null Kuaterniyonik Bertrand Eğri Çiftleri 

 

Tanım 3.1.1    : I ⊂ E ⟶    ve   : I ⊂ E ⟶      3-boyutlu Minkowski uzayında null 

kuaterniyonik eğriler olsun.    eğrisinin yay uzunluğu parametresi   olmak üzere    eğrisinin    (  ) noktasındaki Frenet üç ayaklısı {  ,    ,   } ve    eğrisinin parametresi    olmak 

üzere    eğrisinin    (  ) noktasında Frenet üç ayaklısı {  ,    ,   } olsun    eğrisinin asli 

normali ile    eğrisinin asli normali lineer bağımlı ise (   ,   ) eğri çiftine bir null 

kuaterniyonik Bertrand eğri çifti denir. 

 

Teorem 3.1.1     de     (  ) ve    (  ) null kuaterniyonik Bertrand eğri çifti olsun. Bu 

durumda 

                                                           (      ) = 
     (1- 2λ   )                                                      (3.1.1)  
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eĢitliği vardır. Burada   ,     ve        sırasıyla     ve     eğrilerinin  eğrilikleri    ,    

ise    ve      eğrilerinin yay uzunluğu parametreleridir. 

 

Ġspat :     de    ve    null kuaterniyonik Bertrand eğri çifti olsun, Tanım 3.1.1’den λ= λ(  ),    ’e bağlı düzgün bir fonksiyon olmak üzere; 

                                                             (  ) =   (  ) + λ (  ).  (  )                                   (3.1.2)                                        

eĢitliği sağlanır. 

(3.1.2) eĢitliğinin ’e göre türevi alınarak (3.1) Frenet denklemleri kullanılırsa  

                                                        . 
       = (1- λ   ).   − λ      + λ′                                    (3.1.3) 

elde edilir.(3.1.3) eĢitliğinin her iki tarafının    vektörü ile kuaterniyon iç çarpımı alınırsa 

λ′
=0 elde edilir. Dolayısıyla λ=sabit≠0 sonucuna ulaĢılır. λ'

,
  
(3.1.3) eĢitliğinde yerine yazılırsa                                          

                                                           . 
       = (1- λ   ).   − λ                                               (3.1.4) 

bu eĢitliğin    e göre tekrar türevi alınırsa 

                     
             +   (      )     = −λ   ′

    +      (1-λ   )−λ   ′   −          

buradan 

                                
             +   (      )     − λ   ′

    − λ   ′  + (1-2 λ   )                (3.1.5) 

elde edilir. (3.1.5) eĢitliğinin her iki tarafının    vektörü ile kuaterniyon iç çarpımı yapılırsa 

          h(   ,   )+   (      )  h(   ,  )  −λ   
′h(  ,   )−λ   ′ h(n,   )+(1-2λ   )  h(   ,   ) 

bulunur. Burada iç çarpım değerleri yerine yazılırsa;      (      )   =(1-2 λ   )     

elde edilir. Bu eĢitlikten  (      )  =
      (1-2 λ   ) 

sonucu bulunur. 

Teorem 3.1.1’den aĢağıdaki sonuçlar yazılabilir: 
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Sonuç 3.1.1       de null kuaterniyonik Bertrand eğri çiftleri arasındaki uzaklık sabittir. 

 

Sonuç 3.1.2         de      ve       null  kuaterniyonik  Bertrand  eğri  çifti  olsun.     eğrisinin   

eğriliklerinden birisi sabittir. 

 

Ġspat:     ve    null kuaterniyonik Bertrand eğri çifti ise (3.1.5) eĢitliği sağlanır. (3.1.5) 

eĢitliğinin her iki tarafının kendisiyle iç çarpımı alınırsa; 

                   h(   ,   )+           (      )   h(   ,   )+  (      )            h(   ,   )+   (      )  h(   ,   ) 

=  (   ′) h(  ,   )+2     
′   ′ h(   ,   )− λ   

′(1-2λ   )    (      )+  (  ′) h(  ,   ) −2λ   ′(1-2 λ   )     (      )+(1-2λ  )2     (      ) 

eĢitliği elde edilir. Bu eĢitlik düzenlenirse                       

                                                  (      )   = 2     ′   ′+    (1-2λ  )2                                   (3.1.6) 

elde edilir. (3.1.6) eĢitliğinde (3.1.1) kullanılırsa  

2    ′   ′=0 

sonucu elde edilir. 

 

Teorem 3.1.2      de    ve    null kuaterniyonik Bertrand eğri çifti olsun. Bu takdirde 

                                                       
          = c = sabit                                                          (3.1.7)                          

olacak Ģekilde bir c sayısı vardır. 

 

Ġspat: Tanım 3.1.1 den 

                                                         (  )=    (  )−λ   (  )                                                     (3.1.8)                

eĢitliği yazılır. (3.1.8) eĢitliğinin art arda iki kez türevi alınırsa; 

  

                                        
       =   '(  )−λ   '(  )=(1+λ  )   + λ                                        (3.1.9)                                           
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ve                                                                                                        

                         

                                                       .(       ) 2   +
             =λ  '   −λ  ′   +  (1+ λ  )                    (3.1.10)                  

elde edilir. (3.1.10)  eĢitliğinin her iki tarafı    vektörü ile kuaterniyon iç çarpımı yapılırsa  

                                                                                                  (      )  = 
     (1+2λ    )                                            (3.1.11)                            

elde edilir. 

 (3.1.11) eĢitliğinde (3.1.1) yerine yazılarak gerekli düzenlemeler yapılırsa           =2λ= sabit 

eĢitliği elde edilir. 

Sonuç 3.1.3      de    ve    null  kuaterniyonik  Bertrand eğri çiftleri arasındaki uzaklık λ = 
          

sabit sayısıdır. 

Sonuç 3.1.4       de      ve      null  kuaterniyonik Bertrand eğri çiftleri arasındaki λ sabit 

uzaklığı     ve    eğriliklerinden bağımsızdır. 

 

Sonuç 3.1.5     de     ve      null kuaterniyonik Bertrand eğri çifti olsun.  Bu takdirde     

eğrisinin eğriliklerinden birisi sabittir. 

 

Ġspat:    ve    null kuaterniyonik Bertrand eğri çifti ise (3.1.10) eĢitliği sağlanır. (3.1.10) 

eĢitliğinin her iki tarafının kendisiyle iç çarpımı alınarak (3.1.11) eĢitliği kullanılırsa 

             (1+2λ    )=          +   ( +      )  

eĢitliğinden          =0 

sonucu elde edilir. Sonuç olarak     eğrisinin eğriliklerinden birisi sabittir. 
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3.2     Minkowski Uzayında Null Kuaterniyonik Slant Helisler 
 

Tanım 3.2.1     de, α(s) null kuaterniyonik bir eğri olsun. α(s) eğrisinin u asli normal vektörü 

v sabit doğrultusu ile sabit bir θ açısı yapıyorsa, α(s) eğrisine null kuaterniyonik slant helis 

denir. 

Teorem 3.2.1    de, α(s) null kuaterniyonik bir eğri olsun. Bu takdirde α(s) null kuaterniyonik 

slant helis ise, aĢağıda verilen sonuçlar elde edilir.  

i. a,b,c∈ R , v= a.l+b.n+c.u  spacelike bir vektör olmak üzere  u ve v vektörleri tarafından 

gerilen düzlem spacelike ise, 

v= a l+b n+cos  u   ,      a.b = 
   sin2   . 

ii. a,b,c∈ R, v= a l+b n+c u  spacelike bir vektör olmak üzere u ve v vektörleri tarafından 

gerilen düzlem timelike ise,  

v= a l+b n+cosh  u  ,      a b =−  
        = 

          . 

iii.  a,b,c∈ R olmak üzere v= a l+b n+c u  timelike bir vektör ise 

v=a l+b n+sinh  u  ,          a b= − 
         . 

bağıntıları elde edilir. Burada  u vektörü,α (s) eğrisinin asli normal vektörü ve u vektörü ile v 

sabit doğrultusu arasındaki sabit açı   dır. 

 

Ġspat:     de, α(s) eğrisi null kuaterniyonik slant helis olsun. Bu takdirde α(s) eğrisinin u asli 

normal vektörü ile v sabit doğrultusu arasındaki açı   olur. Kabul edelim ki v sabit doğrultusu 

                                              v = a l+b n+c u  ,      a,b,c ∈ R                                                  (3.2.1) 

Ģeklinde verilsin. (3.2.1) ifadesinin u vektörüyle her iki tarafının kuaterniyon iç çarpımı 

yapılırsa 

h(u,v)= h(u, al+bn+cu)=ah(u, l )+b.h(u,n)+c.h(u,u) 

                                                                     h(u,v)= c                                                              (3.2.2) 

elde edilir. 
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i.  a,b,c∈ R ,  v= al+bn+cu  spacelike bir vektör olmak üzere u ve v vektörleri tarafından 

gerilen düzlem spacelike ise u asli normal vektörü spacelike olduğundan  

  h(u,v )= u║.║v║.cos  

yazabiliriz. u ve v vektörleri birim vektör olarak alınırsa,    

                                                  h(u,v)=c =cos                                                          (3.2.3) 

elde edilir. v sabit doğrultusu spacelike olduğundan , 

h(v,v)= a.b.h(l,n)+b.a.h(n,l )+c2.h(u,u) 

                                             h(v,v)= 2.a.b+c2                                                                      (3.2.4) 

bulunur. (3.2.2) ifadesi (3.2.4) ifadesinde yerine yazılırsa 

h(v, v )= 2.a.b+cos2  

         1= 2.a.b+cos2  

bulunur. Buradan   

                                             v=al+bn+(cos  )u    ve    a.b = 
   sin2                                     (3.2.5) 

Ģeklinde istenen eĢitlikler elde edilir. 

ii.  a,b,c∈ R, v=al+bn+cu spacelike bir vektör olmak üzere u ve v vektörleri tarafından gerilen 

düzlem timelike ise u asli normal vektörü spacelike olduğundan , 

                                                   h(u,v)=║u║.║v║.cosh  

yazabiliriz. u ve v vektörleri birim vektör olarak alınırsa, 

                                                   h(u,v )=c =cosh                                                             (3.2.6)                                 

elde edilir. (3.2.6) ifadesi (3.2.4) ifadesinde yerine yazılırsa 

 h(v,v)= 2.a.b+cosh2  

          1= 2.a.b+cosh2  

bulunur. Buradan 

v= al+bn+cosh  u  ,      a b = − 
       =

          

Ģeklinde istenen eĢitlikler elde edilir. 



 

26 

  

iii.  a,b,c∈R olmak üzere v=al+bn+cu timelike bir vektör ve u asli normal vektörü      

spacelike olduğundan, 

h(u, v)=║u║.║v║.sinh  

yazabiliriz. u ve v vektörleri birim vektör olarak alınırsa  

 h(u,v)=c =sinh       (3.2.7) 

elde edilir. (3.2.7) ifadesi (3.2.4) ifadesinde yerine yazılırsa 

h(v,v)= 2.a.b+sinh2  

      −1= 2.a.b+sinh2  

bulunur. Buradan 

v= a l+b n +sinh2 u,      a b =−         

Ģeklinde istenen eĢitlikler elde edilir. 

 

Teorem 3.2.2     de, α(s) eğrisi null kuaterniyonik bir eğri olsun. α(s) eğrisinin     de null                 

kuaterniyonik bir slant helis olması için gerek ve yeter Ģart; 

                                                                      τ b+κ  a = 0                                                          (3.2.8) 

olmasıdır. 

Ġspat:     de, α(s) eğrisi null kuaterniyonik slant helis olsun. Bu takdirde u asli normal 

vektörü v sabit doğrultusu ile sabit bir    açısı yapıyorsa, 

                                                                     h(u,v) = c (sabit)                                                  (3.2.9) 

yazılır. (3.2.9) ifadesinin s ye göre türevi alınırsa  

                                                          h(u′,v) = h(−τ l−κ n   v )                                             (3.2.10) 

         h(u′,v)= h(−τ l−κ n   a l+b n+c u) 

                                                   h(u′,v) −τ b h(l,n)−κ a h(n, l )=0                            (3.2.11) 

buradan (3.2.8) denklemi elde edilir.  

Tersine (3.2.8) ifadesi sağlansın (3.1) Frenet formülleri ve (3.2.8) eĢitliği (3.2.10) 

denkleminde yerine yazılırsa  
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  h(u′,v) −τ  b−κ  a =0 

elde edilir. Buradan  

h(u,v )=c =sabit 

olduğu açıktır. Buradan α(s) eğrisinin null kuaterniyonik slant helis olduğu sonucu elde edilir. 
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4.     MĠNKOWSKĠ UZAYINDA BAZI NULL KUATERNĠYONĠK EĞRĠLER 
 

Bu bölümde     yarı-Öklid uzayında null kuaterniyonik Bertrand eğri çiftleri ve null 

kuaterniyonik W-slant helisler verilecektir. Bu bölümde referanslarımız Kahraman (2018) ve 

Kahraman (2019) tarafından yapılan çalıĢmalardır. 

     uzayında  γ : I⊂ ℝ ⟶     null kuaterniyonik eğrisinin aĢağıdaki Frenet denklemlerini 

sağlayan *L,N,U,W +  Ģeklinde Frenet çatısı vardır. 

                                                                         L'=                                                       

                                                                         N ' (τ + p)U +pW                                               (4.1)                                 

U ' (τ + p)L                                             

W '=pL +    

burada L=γ '(s) ve L, N, U, W   karĢılıklı ortogonal vektörleri aĢağdaki denklemleri sağlar: 

h(L,L)=h(N,N)=h(L,U )=h(N,U )=h(W,U )=h(N,W )=h(L,W )=0 

ve 

h(U,U )=h(W,W )= 1 ,   

h(L,N )  −                    
(Aksoy 2014). 

Bu bölümde vereceğimiz çalıĢmalarda yukarıda vermiĢ olduğumuz Frenet denklemleri 

kullanılacaktır. 

4.1      Minkowski Uzayında Null Kuaterniyonik Bertrand Eğri Çiftleri  
 

Tanım 4.1.1     : I ⊂ R ⟶     ve   : I ⊂ R ⟶     4-boyutlu Minkowski uzayında null 

kuaterniyonik eğriler olsun.    eğrisinin yay uzunluğu parametresi    olmak üzere    eğrisinin   (  ) noktasındaki Frenet çatısı {          + ve    eğrisinin parametresi    olmak üzere    

eğrisinin   (  ) noktasında Frenet çatısı {           + olsun.    eğrisinin     asli normali ile    eğrisinin     asli normali lineer bağımlı ise (  ,   ) eğri çiftine bir null kuaterniyonik 

Bertrand eğri çifti denir. 
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Teorem 4.1.1      ’de    ve    eğrileri null kuaterniyonik Bertrand eğri çifti ise,    

    
                    (1+ (  +   ) ) = λ(  ' +   '  ) 

eĢitliği vardır. 

 

Ġspat :   Tanım 4.1.1 den  λ = λ (  ) fonksiyonu için  

                                                    (  )=   (  ) + λ   (  )                                               (4.1.1) 

yazılabilir. (4.1.1) eĢitliğinde her iki tarafının    e göre türevi alınırsa  

                                                      
        = (1+   + λ  ).  + λ′                                           (4.1.2)                                                                           

elde edilir. (4.1.2) eĢitliğinin her iki tarafının    vektörü ile kuaterniyon iç çarpımı yapılırsa 

λ'
=0 elde edilir. Bu takdirde λ ≠0 =sabit elde edilir. λı 

=0 eĢitliği  (4.1.2) de yerine yazılırsa  

                                                          
        =(1+     + λ   ).                                                (4.1.3) 

elde edilir. (4.1.3) eĢitliğinin    e göre tekrar türevi alınırsa 

                             
          +   (      ) 

.     λ (  ′+  ′ ).  +(1+λ  +λ  ).                   (4.1.4) 

elde edilir. (4.1.4) eĢitliğinin her iki tarafının kendisi ile kuaterniyonik iç çarpımı yapılırsa 

                                                        (      ) =     (1+λ  +λ  )                                       (4.1.5) 

elde edilir. (4.1.3) ve (4.1.5) ifadeleri (4.1.4) de yerine yazılırsa  

 

                                                                     =                                                                      (4.1.6) 

ve 

                                                 
          

       (1+ (  +   ) )   λ (  ′ +   ′ )                                (4.1.7) 

denklemleri elde edilir. 
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Teorem 4.1.2     de   ve    null kuaterniyonik Bertrand eğri çifti olsun. Bu takdirde   ve    

eğrilerinin, eğrilikleri arasındaki bağıntı 

                                                         
(      ) (      )(      )    (      ) = c =sabit                                     (4.1.8)                   

Ģeklindedir. 

 

Ġspat:     de    ve    null kuaterniyonik Bertrand eğri çifti olduğundan 

                                                        (  ) =  (  )− λ   (  )                                            (4.1.9) 

yazılır. (4.1.9) eĢitliğinin   ’ye göre iki kez türevi alınırsa, 

                       
          +   (      )    =- λ(  ′+  ′ ).  +(1-λ(  +  ))                       (4.1.10) 

elde edilir. (4.1.10) eĢitliğinin her iki tarafının kendisi ile kuaterniyon iç çarpımı yapılırsa  

                                                   (      )2 =      ( − (  +  ))                                             (4.1.11) 

elde edilir. (4.1.5) eĢitliğinden (      )
2
  ifadesi (4.1.11) denkleminde yerine yazılırsa 

                                             (  +  ) – (  +  )   λ (  +  ).(  +  )                                (4.1.12) 

eĢitliği bulunur. λ sabit bir sayı olduğundan istenilen eĢitlik elde edilmiĢ olur. 

Teorem 4.1.2’den aĢağıdaki sonuçlar verilebilir. 

 

Sonuç 4.1.1    ve    null kuaterniyonik Bertrand eğri çiftleri arasındaki sabit uzaklık 

λ   (     ) –(     )(     ) (     )  
Ģeklindedir. 

Sonuç 4.1.2    ve    null kuaterniyonik Bertrand eğri çiftleri arasındaki sabit uzaklık,    ve    eğriliklerinden bağımsızdır. 
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4.2     Minkowski Uzayında Null Kuaterniyonik W-Slant Helisler 

  

Bu kısımda null kuaterniyonik eğrinin hangi Ģartlarda W-slant helis olduğu incelenecektir. 

Ayrıca null kuaterniyonik W- slant helislerin eğrilikleri arasındaki bağıntılar verilecektir. 

 

Tanım 4.2.1     de β(s), null kuaterniyonik bir eğri olsun. Eğer β(s) eğrisinin her noktasında 

W binormal vektörü v sabit doğrultusu ile sabit bir   açısı yapıyorsa β(s) eğrisi null 

kuaterniyonik W-slant helis olarak adlandırılır. 

 

Teorem 4.2.1      de β(s), null kuaterniyonik bir eğri olsun. Eğer β(s) null kuaterniyonik W- 

slant helis ise aĢağıdaki sonuçlar elde edilir. 

i.    a,b,c,d∈ R, v
*
= aL+bN+cU+dW   spacelike bir vektör olmak üzere  W ve  v

*
  vektörleri 

tarafından gerilen düzlem spacelike ise, 

     v*= aL+bN+cU+(cos  )W  ,           2ab–c2   −sin2  . 

 

ii.  a,b,c,d∈ R,  v
*
=aL+bN+cU+dW  vektörü spacelike bir vektör olmak üzere  W ve v

*
 

vektörleri tarafından gerilen düzlem timelike ise, 

  v*= aL+bN+cU+(cosh  )W  ,          2ab-c2=sinh2 . 

 

iii.  a,b,c,d∈ R olmak üzere   v*
= a.L+b.N+c.U+d.W   vektörü timelike ise, 

   v*= aL+bN+cU+(sinh  )W   ,         2ab-c2=cosh2  . 

 

Burada β eğrisinin asli normal vektörü U olmak üzere, U asli normal vektörü ile v*
 sabit 

doğrultusu arasındaki sabit açı    dır. 

Ġspat:     de β(s), null kuaterniyonik W-slant helis olsun. Bu takdirde β(s) eğrisinin W 

binormal vektörü v
*
 sabit doğrultusu ile sabit bir   açısı yapar. Kabul edelim ki v

* 
sabit 

doğrultusu 

 v*= aL+bN+cU+dW  ,    a,b,c,d∈ R          (4.2.1) 

olsun. (4.2.1) eĢitliğinin her iki tarafının W vektörü ile kuaterniyon iç çarpımı yapılırsa 
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h(W,v* )=a h(W,L )+b h(W,N )+c h(W,U )+d h(W,W )  

eĢitliğinden 

 h(W,v* )= d        (4.2.2) 

elde edilir.  

i.  a,b,c,d∈ R,  v
*
= aL+bN+cU+dW spacelike vektör olmak üzere W ve v

* vektörleri 

tarafından gerilen düzlem spacelike ise W  binormal vektörü spacelike olduğundan, 

h(W,v)=║W║.║v║.cos  

olur. W ve v vektörleri birim vektörler olarak alınırsa, 

                                                      h(W,v*)= cos                                                               (4.2.3) 

yazılır. v*
  spacelike vektör olduğundan 

 h(v*,v*) = a b h(L,N )+b a h(N,L)+c2 h(U,U )+d2 h(W,W ) 

                                                                h(v*,v*)  −2ab+c2+d                                                                      
(4.2.4) 

1 −2ab+c2+cos2   −cos2   =−2ab+c2 −sin2  =2ab−c2 

elde edilir. (4.2.2), (4.2.3) ve (4.2.4) eĢitliklerinden ispat tamamlanır. 

ii.  a,b,c,d∈ R, v
*
= aL+bN+cU+dW spacelike vektör olmak üzere W ve v

* vektörleri 

tarafından gerilen düzlem timelike ve W  binormal vektörü spacelike olduğundan, 

h(W,v*)=║W║.║v*║.cosh                                                                                       

olur. W ve v
*
 vektörleri birim vektörler olarak alınırsa, 

 h(W,v*)= cosh         (4.2.5) 

yazılır. v*
 vektörü spacelike olduğundan  tekrar (4.2.4) eĢitliği elde edilir. 

(4.2.5) ifadesi (4.2.4) denkleminde yerine yazılırsa 

1=−2ab+c2+cosh2  

2ab−c2=cosh2  −1 



 

33 

  

2ab−c2= sinh2  

eĢitliği elde  edilir. Ayrıca (4.2.5) ifadesi v
*
=a L+b N+c U+d W denkleminde yerine yazılırsa 

istenen eĢitlikler elde edilmiĢ olur. 

iii.  a,b,c,d∈ R,  v
*
=aL+bN+cU+dW  timelike vektör ve W  binormal vektörü spacelike 

olduğundan 

h(W,v*)=║W║.║v*║.sinh  

 olur. W ve v
*
 vektörleri birim vektörler olarak alınırsa, 

 h(W,v*) = sinh               (4.2.6) 

yazılır. v* 
  timelike vektör olduğundan, 

h(v*,v*)= a b h(L,N )+b a h(N,L)+c2 h(U,V )+d2 h(W,W ) 

                                                       h(v*,v*)= −2ab+c2+d2  −1                                            (4.2.7) 

elde edilir. (4.2.6) denklemi (4.2.7) denkleminde yerine yazılırsa 

 −2ab+c2+sinh2   −1 

sinh2  +1= 2ab−c2 

                                                                     cosh2  =2ab−c2 

bulunur. Ayrıca (4.2.6) ifadesi v
*
=aL+bN+cU+dW denkleminde yerine yazılırsa istenen 

eĢitlik elde edilmiĢ olur. 

Teorem 4.2.2      de β(s) =     +    +    +       null kuaterniyonik bir eğri olsun. β(s) 

eğrisinin null kuaterniyonik W-slant helis olması için gerek ve yeter koĢul  

                                                                            p.b = –K.a                                                               (4.2.8)
 

olmasıdır. 

Ġspat:       de β(s) eğrisinin null kuaterniyonik W-slant helis olduğunu kabul edelim. Bu 

takdirde β(s) eğrisinin W  binormal vektörü  v*
 sabit doğrultusu  ile sabit bir    açısı yapar. 

Kabul edelim ki v
* sabit doğrultusu 

v
*
=aL+bN+cU+dW     ,    a,b,c,d є R 
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olsun. Bu takdirde (4.2.2) denklemi elde edilir. (4.2.2) ifadesinin s ye göre türevi alınarak 

(4.1) Frenet denklemleri yerlerine yazılırsa, 

h(W ′, v*) + h(W, v* ′  ) = 0 , 

  h(W ′,v*) = h(pL+KN, v*)= 0 , 

                                                              p.h(L,v*) +K.h(N,v*)= 0                                             (4.2.9)  

bulunur. (4.2.9) eĢitliğinde gerekli düzenlemeler yapılırsa                                                

p.h(L, aL+bN+cU+dW) + K.h(N, aL+bN+cU+dW)=0 

                                                     p.b.h(L,N)+K.a.h(N,L) =0                                                (4.2.10)  p  b   − K  a 

elde edilir.  

Tersine, (4.2.8) eĢitliği sağlansın. Kabul edelim ki  

F(s)=h(W,v* )  

olsun
. 
F(s) nin türevi alınırsa, −p b −K a = F ′(s) 

elde edilir. (4.2.8) ifadesinden F(s)’nin sabit olduğu elde edilir. Dolayısıyla β(s) null 

kuaterniyonik W-slant helistir. 

 

Teorem 4.2.3      de  β(s)  eğrisi  null  kuaterniyonik  W-slant  helis  olsun.  Bu takdirde β(s) 

eğrisinin eğrilikleri 

                                               2 d. p. K+ c. K. (τ + p)−b .p′−a.K ' = 0                               (4.2.11)   

denklemini sağlar. 

 

Ġspat:     de β(s) eğrisi null kuaterniyonik W-slant helis olsun. Bu takdirde (4.2.8) eĢitliği 

sağlanır. (4.2.9) denkleminin s ye göre türevi alınırsa 

                                        p′.h(L,v*)+p.h(L′,v*)+K '. h(N,v*)+K. h(N ′,v* ) =0                (4.2.12) 
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elde edilir. (4.1) Frenet denklemleri (4.2.12) denkleminde yerlerine yazılırsa; 

                                −b.p′+ p.K.h(W,v*)+K '.(−a)+K.h((τ+p).U+p.W , v* ) = 0         (4.2.13)        

elde edilir. h(W,v*)=d ve h(U, v
*
)=c ifadeleri  (4.2.13) denkleminde yerlerine yazılırsa, 

2.d.p.K+c.K.(τ+p)−b.p′−a.K ' = 0 

bulunur. 
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5. MĠNKOWSKĠ  UZAYINDA NULL KUATERNĠYONĠK W-EĞRĠLER 
 

Bu bölümde     ve     Minkowski uzaylarında null kuaterniyonik W-eğrilerin parametrik 

denklemleri elde edilmiĢtir. 

5.1     Minkowski Uzayında Null Kuaterniyonik W-Eğriler 
     uzayında   : I ⟶      null kuaterniyonik eğrisinin aĢağıdaki Frenet denklemlerini sağlayan 

{l, n, u} Ģeklinde Frenet çatısı vardır. 

                                                        l '=𝜅u ,   n '= u ,  u '=−τ l−𝜅 n                                              (5.1.1) 

Burada l=  
'
(s) ve l, n, u karĢılıklı ortogonal vektörleri  aĢağıdaki denklemleri sağlar. 

h(l, l )=h(n, n)=h(l, u)=h(n, u)=0 

h(l, n)=h(u, u)=1 

(Aksoy 2014). 

Bu bölümde yukarıda vermiĢ olduğumuz Frenet denklemleri kullanılacaktır. 

Tanım 5.1.1 Eğer bir eğrinin bütün eğrilikleri sabit ise W-eğri denir (Klein and Lie 1871).       Minkowski uzayında null kuaterniyonik W-eğrinin parametrik denklemi aĢağıdaki teorem            

ile verilmiĢtir. 

 

Teorem 5.1.1   s ∈ I⸦R ,  κ(s)>0  ve  τ(s)≠0  eğrilikleri  için        de  birim  hızlı  α=α(s)  null 

kuaterniyonik W-eğrinin konum vektörü; 

                α(s) = [ 
  s+       √     . sin(√ 𝜅   )−      √     .cos(√ 𝜅   ) ].l(s) 

                        +[  .κ.  √     . sin(√ 𝜅   ) −   𝜅 
 √      cos(√ 𝜅   )+ 

   .s ].n (s)            (5.1.2) 

                        +[  .cos(√ 𝜅   )+   sin(√ 𝜅   )−     ].u (s)                                                         

Ģeklinde elde edilir. 

 

Ġspat α=α(s) eğrisi null kuaterniyonik W-eğri olsun. Bu takdirde konum vektörü 

                                        α(s)= (s) l(s)+𝜇(s)  (s)+ (s) u(s)                                       (5.1.3) 
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Ģeklinde yazılabilir. (5.1.3) denkleminin s ye göre türevi alınır ve (5.1.1) Frenet formülleri 

kullanılırsa  

  l(s)  (λ′ −  τ) l+(𝜇′−κ  ) n+ (κ   +𝜇 τ+ ′ )   

elde edilir. Bu takdirde; 

                                                                       ′ −  τ +1=0 

                                                                     𝜇 ′ −  κ =0                                                             (5.1.4) 

                                                                       κ +𝜇 τ+ '=0 

eĢitlikleri elde edilir Bu üç denklemden  

                                                               ″+2 κ τ  +κ =0                                                  (5.1.5) 

diferensiyel denklemi elde edilir. 

Bu diferensiyel denklemin çözümü   ,  ∈ R olmak üzere, 

                                          (s) =   cos(√ 𝜅   )+   sin(√ 𝜅   )−                                 (5.1.6) 

Ģeklinde elde edilir. (5.1.6) eĢitliği (5.1.4) de verilen eĢitliklerde yerlerine yazılırsa, 

                               (s)=
  s+     √      sin(√ 𝜅   )−     √      cos(√ 𝜅   )                   (5.1.7) 

                                 𝜇(s)=  κ  √       sin(√ 𝜅   ) −  𝜅 
 √      cos(√ 𝜅   )−    s                (5.1.8) 

elde edilir. (5.1.6), (5.1.7), (5.1.8) ifadeleri (5.1.3) denkleminde yerine yazılırsa (5.1.2) eĢitliği 

elde edilir. 

5.2     Minkowski Uzayında Null Kuaterniyonik W-Eğriler 
     uzayında β: I⊂ ℝ ⟶     null kuaterniyonik eğrisinin aĢağıdaki Frenet denklemlerini 

sağlayan *L,N,U,W+  Ģeklinde Frenet çatısı vardır. 

                                                               L'=                                                       

                                                                      N '  (τ + p)U +pW                                              (5.2.1)                                 

                                                                      U ' (τ + p)L                                             

                                                                      W '=pL +    
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Burada L=β '(s) ve L,N,U,W   karĢılıklı ortogonal vektörleri  aĢağıdaki denklemleri sağlar: 

h(L,L)=h(N,N)=h(L,U )=h(N,U )=h(W,U )=h(N,W )=h(L,W )=0 

ve 

h(U,U )=h(W,W )=1 ,      h(L,N )=−1                   

(Aksoy 2014). 

Bu bölümde yukarıda vermiĢ olduğumuz Frenet denklemleri kullanılacaktır 

         de   =β(s) eğrisi birim hızlı null kuaterniyonik W-eğri olsun. Bu takdirde; 

                                     β(s)=  (s)L(s)+𝜇(s)N (s)+ (s)U (s)+𝜈(s)W (s)                            (5.2.2) 

denklemini sağlar. (5.2.2) denkleminin s ye göre türev alınır ve (5.2.1) Frenet formülleri 

kullanılırsa 

L(s)=(  ′+τ  +p  +p ν)L +(𝜇 ′+K 𝜈)N +(τ 𝜇+p 𝜇 +  ′ )U +(K   +p 𝜇+ν′)W 

elde edilir. Buradan , 

                                                            ′+(τ+p) +p 𝜈−1=0                                                           (5.2.3) 

                                                               𝜇 ′ +K 𝜈=0                                                                            (5.2.4) 

                                                       τ 𝜇+p 𝜇+   ′=0                                                                   (5.2.5) 

                                                              K   +p 𝜇+ν′=0                                                                    (5.2.6)                                   

bulunur. Buradan; 

                                                                 𝜇 =  
                                                                             (5.2.7) 

                                                          = 
                                                                            (5.2.8) 

                                                                𝜈 = 
                                                                             (5.2.9)  

sonuçları elde edilir. (5.2.6) denkleminin üç kez türevi alınarak (5.2.7), (5.2.8) ve (5.2.9) 

eĢitlikleri yerine yazılırsa 

                                                       𝜈(4)− 2 p K 𝜈 ″−(τ +p)2 K 2 𝜈 =0                                    (5.2.10) 

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklem çözülürse, ∆=4K 2(p2+(τ+p)2)    2
=p K − √  (  + ( +  ) )   ,             =p K + √  (  + ( +  ) )  
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elde edilir. 

(I) ∆=4K 2(p2+(τ+p)2)>0 olsun. Bu takdirde 

(a.1)      0 ve τ +p     olsun. Bu durumda;   2<0 ve    >0  dır. Buradan              ∈ R olmak üzere 

                             𝜈(s)=   cos(  s)+   sin(  s)+   cosh(   )+  sinh(  s)          (5.2.11)  

bulunur. (5.2.11) ifadesi kullanılarak gerekli iĢlemler yapılıp (5.2.7), (5.2.8), (5.2.9) 

denklemlerinde yerlerine yazılırsa.  

       𝜇 (s) = 
   (  cos (  s)−   sin(  s))−     (  sinh(   )+   cosh(  s))                (5.2.12) 

          (s )=   (   )   (  cos(  s)+   sin(  s))+  (   )   (  cosh(  s)+      (   )) (5.2.13) 

         (s )=s+ (        (   ) )    (  cos(  s)−   sin(  s))                                                                  − (        (   ) )    (  sinh(   )+  cosh(   ))                                                    (5.2.14)                             

elde edilir. Burada (5.2.11), (5.2.12), (5.2.13), (5.2.14) eĢitlikleri (5.2.2) denkleminde 

yerlerine yazılırsa β(s) eğrisinin konum vektörü 

 β(s)=[ s+ (        (   ) )    (  cos(  s)−   sin(  s))− .        (   ) /    (  sinh(   ) 

         +  cosh(   ))]L(s)+[ 
   (  cos (  s)−   sin(  s))−     (      (   )                   +  cosh(  s))] ( )+[   (   )   (   cos(  s)+   sin(  s)) 

         +  (   )   (  cosh(  s)+  sinh(  s))]U(s)+[     (   ) +      (   )            +      (   ) +       (   )- ( )       
Ģeklinde elde edilir.  

Dolayısıyla aĢağıdaki teoremi verebiliriz. 

Teorem 5.2.1     de K p   0 ve τ+p ≠0 Ģartlarını sağlayan eğriliklere sahip  =β(s) birim hızlı 

null kuaterniyonik W-eğrisinin konum vektörü ; 
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    β(s)=[ s+ (        (   ) )    (  cos(  s)−  sin(  s))− .        (   ) /    (  sinh(   ) 

            +  cosh(   ))]L(s)+[ 
   (  cos (  s)−  sin(  s))−     (      (   )                      +  cosh(  s))] ( )+[   (   )   (   cos(  s)+   sin(  s)) 

            +  (   )   (  cosh(  s)+  sinh(  s))]U(s)+[     (   ) +      (   )               +      (   ) +       (   )- ( )                                                                           (5.2.15) 

denklemini sağlar. 

(a.2)     <0 ve τ+p =0 olsun. Bu durumda;   2
=2      <0 ve     =0 dır. Buradan               ∈ R olmak üzere 

                                                     𝜈(s)=   cos(   )+  sin(  s)+  +  s                          (5.2.16)                     

bulunur. (5.2.16) ifadesi kullanılarak gerekli iĢlemler yapılıp (5.2.7), (5.2.8), (5.2.9) 

denklemlerinde yerlerine yazılırsa.  

                 𝜇(s) = 
      sin(  s)+      cos(  s)−     −       s2                                           (5.2.17) 

                     (s)=      (  ∈R)                                                                                            (5.2.18)                                       

                     (s)=( −   )s− 
     s2−        sin(   )+        cos(   )                                      (5.2.19) 

elde edilir. Burada (5.2.16), (5.2.17), (5.2.18), (5.2.19) eĢitlikleri (5.2.2) denkleminde 

yerlerine yazılırsa β(s) eğrisinin konum vektörü β (s )=[( −   )s − 
     s2 −        sin(   )+        cos(   )]L(s)                                                                              +,       sin(  s)+      cos(  s)−    −       s2 ] ( )+  U(s) 

                                    +[  cos(   )+  sin(  s)+   +  s - ( ) 

Ģeklinde elde edilir.  

Dolayısıyla aĢağıdaki teoremi verebiliriz. 

Teorem 5.2.2     de K p < 0  ve τ+p=0 Ģartlarını sağlayan eğriliklere sahip  =β(s) birim hızlı 

null kuaterniyonik W-eğrisinin konum vektörü ; 
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β (s)=[( −   )s− 
     s2 −        sin(   )+        cos(   )]L(s)                                  +,       sin(  s)+      cos(  s)−    −       s2 ] ( )+  U(s) 

                                     +[  cos(   )+  sin(  s)+   +  s - ( )                                       (5.2.20)                      

denklemini sağlar. 

 (a.3)     >0 ve τ+p =0 olsun. Bu durumda;   2=0 ve     =2   >0 dır. Buradan               ∈ R olmak üzere 

                          𝜈(s)=   +  s+  cosh(   )+  sinh(  s)                                          (5.2.21)   

bulunur. (5.2.21) ifadesi kullanılarak gerekli iĢlemler yapılıp (5.2.7) , (5.2.8) , (5.2.9) 

denklemlerinde yerlerine yazılırsa.  

                                     𝜇(s)=−     − 
     s2− 

     sinh(  s)−      cosh(  s)                     (5.2.22) 

                                        (s)=     (  ∈ R)                                                                           (5.2.23) 

                                       (s)=( −   )s −      s2−       sinh(   )−       cosh(   )               (5.2.24) 

elde edilir. Burada (5.2.21), (5.2.22), (5.2.23), (5.2.24) eĢitlikleri (5.2.2) denkleminde 

yerlerine yazılırsa β(s) eğrisinin konum vektörü β(s)=[( −   )s −      s2−       sinh(   )−       cosh(   )]L(s) 

                   +[−    −       −           (   ) −           (  )]N(s)+   U(s) 

                                  +[  +  s+  cosh(   )+  sinh(  s)- ( ) 

Ģeklinde elde edilir.  

Dolayısıyla aĢağıdaki teoremi verebiliriz. 

Teorem 5.2.3     de K p> 0 ve τ+p =0 şartlarını sağlayan eğriliklere sahip  =β(s) birim hızlı null kuaterniyonik W-eğrisinin konum vektörü ; β(s) ,( −   )s −      s2−       sinh(   )−       cosh(   )]L(s) 

                     +[−    −       −           (   ) −           (   )]N(s)+  U(s) 
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                                  +[  +  s+  cosh(   )+  sinh(  s)- ( )                                       (5.2.25)                                                    

denklemini sağlar. 

(a.4)     0 ve p =0 olsun. Bu durumda;   2 − K τ | ve    =|K τ |   dır. Buradan              ∈ R olmak üzere 

                 𝜈(s)=   cos(  s)+   sin(  s)+   cosh(   )+  sinh(  s)                      (5.2.26)  

bulunur. (5.2.26) ifadesi kullanılarak gerekli iĢlemler yapılıp (5.2.7), (5.2.8), (5.2.9) 

denklemlerinde yerlerine yazılırsa.  

   𝜇 (s) = 
    (   cos(  s) −  sin(  s))−    (   sinh(   )+  cosh(  s))                    (5.2.27) 

      (s)=       (  cos(  s)+  sin(  s))+      (  cosh(  s)+   sinh(  s))                  (5.2.28)                                            

     (s)=s−        (  sin(  s) +   cos(  s)) −       (   sinh(   )+   cosh(   ))          (5.2.29)                                        

elde edilir. Burada (5.2.26), (5.2.27), (5.2.28), (5.2.29) eĢitlikleri (5.2.2) denkleminde 

yerlerine yazılırsa β(s) eğrisinin konum vektörü β(s)=[ s−        (  sin(  s) +   cos(  s)) −       (   sinh(   )+   cosh(   ))]L(s) 

+[  
    (   cos(  s) −  sin(  s))−    (   sinh(   )+  cosh(  s))] ( ) 

+[       (  cos(  s)+  sin(  s))+      (  cosh(  s)+   sinh(  s))]U(s) 

 +[  cos(   ) +   sin(   ) +   cosh(   ) +       (   )-  ( )                  

 Ģeklinde elde edilir.  

Dolayısıyla aĢağıdaki teoremi verebiliriz. 

Teorem 5.2.4     de     0 ve p =0 şartlarını sağlayan eğriliklere sahip  =β(s) birim hızlı 
null kuaterniyonik W-eğrisinin konum vektörü ;  β(s)=[ s−        (  sin(  s) +   cos(  s)) −       (   sinh(   )+   cosh(   ))]L(s) 

        +[  
    (   cos(  s) −  sin(  s))−    (   sinh(   )+  cosh(  s))] ( ) 
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       +[       (  cos(  s)+  sin(  s))+      (  cosh(  s)+   sinh(  s))]U(s) 

       +[  cos(   ) +   sin(   ) +   cosh(   ) +       (   )- ( )                      (5.2.30)                                   

denklemini sağlar. 

(II) ∆=4K 2(p2+(τ+p)2)=0 olsun. Bu takdirde; 

(a.1)  K=0 , p=0 ve  τ+p    olsun. Bu durumda;   2=0 ve     =0 dır. Buradan               ∈ R olmak üzere 

                            𝜈(s)=   +  s+  .  +  .                                                                      (5.2.31) 

bulunur. (5.2.31) ifadesi kullanılarak gerekli iĢlemler yapılıp (5.2.7) , (5.2.8) , (5.2.9) 

denklemlerinde yerlerine yazılırsa.  

                              𝜇(s) =      (   ∈ R)                                                                                          (5.2.32) 

                              (s) −   τs                                                                                           (5.2.33) 

                               (s)= s+    τ2 
                                                                                                  (5.2.34) 

elde edilir. Burada (5.2.31), (5.2.32), (5.2.33), (5.2.34) eĢitlikleri (5.2.2) denkleminde 

yerlerine yazılırsa β(s) eğrisinin konum vektörü β (s)=[s+    τ2 
   ]L(s)+   ( ) −   τ U(s)+[  +  s+  .  +  .    - ( )              (5.2.35) 

Ģeklinde elde edilir.  

Dolayısıyla aĢağıdaki teoremi verebiliriz 

Teorem 5.2.5     de K=0 , p=0 ve  τ+p   şartlarını sağlayan eğriliklere sahip  =β(s) birim hızlı null kuaterniyonik W-eğrisinin konum vektörü ; 
  β (s)=[ s+    τ2 

   ]L(s)+   ( ) −   τ U(s)+[  +  s+  .  +  .    - ( )           (5.2.36)                              

denklemini sağlar. 

(a.2)  K=0 , τ+p =0 ve p    olsun. Bu durumda;   2=0 ve     =0 dır. Buradan               ∈R olmak üzere 

                          𝜈(s)=   +  s+  .  +  .                                                                     (5.2.37) 



 

44 

  

bulunur. (5.2.37) ifadesi kullanılarak gerekli iĢlemler yapılıp (5.2.7) , (5.2.8) , (5.2.9) 

denklemlerinde yerlerine yazılırsa.  

                             𝜇(s)=        (   ∈ R)                                                                                          (5.2.38) 

                              (s)=          (   ∈ R)                                                                             (5.2.39)                                       

                              (s)=( −   )s−  p 
    −  p 

   −p    
                                                        (5.2.40)                                        

elde edilir. Burada (5.2.37), (5.2.38), (5.2.39), (5.2.40) eĢitlikleri (5.2.2) denkleminde 

yerlerine yazılırsa β(s) eğrisinin konum vektörü 

                            β (s)=[ ( −   )s−  p 
    −  p 

   −   p 
    ]L(s)+   ( ) 

                                         +  U(s)+[  +  s+  .  +  .    - ( )                                     (5.2.41) 

Ģeklinde elde edilir.  

Dolayısıyla aĢağıdaki teoremi verebiliriz 

Teorem 5.2.6     de K=0, τ+p =0 ve p   şartlarını sağlayan eğriliklere sahip  =β(s) birim hızlı null kuaterniyonik W-eğrisinin konum vektörü ; β (s)=[ ( −   )s−  p 
    −  p 

   −   p  
    ]L(s)+   ( ) 

                                         +  U(s)+[  +  s+  .  +  .    - ( )                                     (5.2.42) 

denklemini sağlar. 

(a.3)  K=0, τ+p 0 ve p 0 olsun. Bu durumda;   2=0 ve     =0 dır. Buradan               ∈ R olmak üzere 

                              𝜈(s)=   +  s+    +  .                                                                     (5.2.43) 

bulunur. (5.2.43) ifadesi kullanılarak gerekli iĢlemler yapılıp (5.2.7) , (5.2.8) , (5.2.9) 

denklemlerinde yerlerine yazılırsa.  

                               𝜇(s)=        (   ∈ R)                                                                                        (5.2.44) 

                                (s) −  (τ +  )                                                                                (5.2.45) 

                                (s)= ( −   )s+(−  p  +   ( τ+p)2 )
    −  p 

   −   p  
                     (5.2.46) 
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elde edilir. Burada (5.2.43), (5.2.44), (5.2.45), (5.2.46) eĢitlikleri (5.2.2) denkleminde 

yerlerine yazılırsa β(s) eğrisinin konum vektörü β(s)=[ ( −   )s+(−  p  +   ( τ+p)2 )
    −  p 

   −  p 
    ]L(s)]+   ( )  

                         −   (τ +  ) U(s)+[  +  s+  .  +  .  - ( )                                           (5.2.47) 

Ģeklinde elde edilir.  

Dolayısıyla aĢağıdaki teoremi verebiliriz 

Teorem 5.2.7     de K=0 , τ+p   ve p 0 şartlarını sağlayan eğriliklere sahip  =β(s) birim hızlı null kuaterniyonik W-eğrisinin konum vektörü ; β(s)=[ ( −   )s+(−  p  +   ( τ+p)2 )
    −  p 

   −   p 
    ]L(s)]+   ( )  

                         −    (τ +  ) U(s)+[  +  s+  .  +  .  - ( )                                         (5.2.48) 

denklemini sağlar. 

(a.4)  K=0 ,  τ+p=0 ve p=0 olsun. Bu durumda;   2=0 ve     =0 dır. Buradan               ∈ ℝ olmak üzere 

                                  𝜈(s)=   +  s+  .  +  .                                                                 (5.2.49) 

bulunur. (5.2.49) ifadesi kullanılarak gerekli iĢlemler yapılıp (5.2.7) , (5.2.8) , (5.2.9) 

denklemlerinde yerlerine yazılırsa.     

                                   𝜇(s)=      (   ∈ ℝ)                                                                                      (5.2.50) 

                                    (s)=        (   ∈ ℝ)                                                                         (5.2.51) 

                                    (s)= s+     (   ∈ ℝ)                                                                                (5.2.52) 

elde edilir. Burada (5.2.49), (5.2.50), (5.2.51), (5.2.52) eĢitlikleri (5.2.2) denkleminde 

yerlerine yazılırsa β(s) eğrisinin konum vektörü 

                      β (s)=(s+   )L(s)+   ( ) +  U(s)+[  +  s+    +    - ( )            (5.2.53) 

Ģeklinde elde edilir.  

Dolayısıyla aĢağıdaki teoremi verebiliriz 
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Teorem 5.2.8     de K=0 , τ+p=0 ve p=0 şartlarını sağlayan eğriliklere sahip  =β(s) birim hızlı null kuaterniyonik W-eğrisinin konum vektörü ; 
 β (s)=( s+  )L(s)+   ( ) +  U(s)+[  +  s+  .  +  .  - ( )                               (5.2.54) 

denklemini sağlar. 

(b)    0 ve (p2+(τ+p)2)=0  olsun. Bu durumda p=0 ve τ+p =0 dır. Dolayısıyla   2=0 ve     =0 olacaktır. Buradan               ∈ ℝ olmak üzere 

                              𝜈(s)=   +  s+  .  +                                                                       (5.2.55) 

bulunur. (5.2.55) ifadesi kullanılarak gerekli iĢlemler yapılıp (5.2.7) , (5.2.8) , (5.2.9) 

denklemlerinde yerlerine yazılırsa.                 

                           𝜇(s)= −  Ks −   K     −     
    −    K 

                                                        (5.2.56) 

                            (s)=      (  ∈ R)                                                                                     (5.2.57) 

                             (s)=s+         (   ∈ R )                                                                                    (5.2.58) 

elde edilir. Burada (5.2.55), (5.2.56), (5.2.57), (5.2.58) eĢitlikleri (5.2.2) denkleminde 

yerlerine yazılırsa β(s) eğrisinin konum vektörü β(s)=(s+  )L(s)+,−    −        −       −        ] ( )+   U(s) 

                         +[  +  s+    +    - ( )                                                                     (5.2.59) 

Ģeklinde elde edilir.  

Dolayısıyla aĢağıdaki teoremi verebiliriz 

Teorem 5.2.9     de   0 ve (p2+(τ+p)2)=0 şartlarını sağlayan eğriliklere sahip  =β(s) birim hızlı null kuaterniyonik W-eğrisinin konum vektörü ; β(s)=(s+  )L(s)+,−    −       −        −        ] ( )+  U(s) 

                             +[  +  s+    +    - ( )                                                                          (5.2.60)                                                    

denklemini sağlar. 
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6. TARTIġMA ve SONUÇ 

 

Bu tez çalıĢmasında    ve    uzaylarında null kuaterniyonik Bertrand eğrileri ve null 

kuaterniyonik slant helisler incelenmiĢtir. Ayrıca     ve     yarı-Öklid uzaylarında null 

kuaterniyonik W-eğriler için diferensiyel denklemler elde edilmiĢ ve bu diferensiyel 

denklemler çözülerek adı geçen eğrilerin parametrik denklemleri oluĢturulmuĢtur. Bu tez 

çalıĢması doğrultusunda     ve     de null kuaterniyonik bazı özel tipli eğriler ve yüzeyler 

daha geniĢ bir Ģekilde çalıĢılabilir. 

  



 

48 

  

7. KAYNAKLAR 

 

Aksoy A T, 2014, Yarı Kuaterniyonların Geometrisi Üzerine, Süleyman Demirel Üniversitesi, 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Doktora Tezi, 113s, Isparta. 

Aksoy A T, Çöken A C, 2017, Null Quaternionic Cartan Helix in    , Acta Physica Polonica 

A, 132, 896−899. 

Agrawal O P, 1987, Hamilton Operators and Dual-Number-Quaternions in Spatial   

Kinematics, Mechanism and Machine Theory, 22(6), 569−575. 

Beem J K, Ehrlich P E, Easley K L, 2017, Global Lorentzian Geometry, Routledge, New 

York. 

Bharathi K, Nagaraj M, 1985, Geometry of Quaternionic and Pseudo-Quaternionic 

Multiplications, Indian Journal of Pure and Applied Mathematics, 16(7), 741−756. 

Bharathi K, Nagaraj M, 1987, Quaternion Valued Function of A Real Variable Serret-Frenet 

Formulae, Indian Journal of Pure and Applied Mathematics, 18(6), 507−511. 

Bonnor W, 1969, Null Curves in a Minkowski Space-Time, Tensor, 20(2), 229−242. 

Chen B Y, 1994, Some Classification Teorems for Submanifolds in Minkowski Space Time, 

Arch. Math., 62, 177−182. 

Çöken A C, Aksoy A T, 2004, On the Quaternionic Inclined Curves in The Semi-Euclidean 

Space    , Applied Mathematics and Computation, 155(2), 373−389. 

Duggal K L, Bejancu A, 1996, Lightlike Submanifolds of Semi-Riemannian Manifolds in 

Lightlike Submanifolds of Semi-Riemannian Manifolds and Applications, Springer, 

364, 139−189, Dordrecht. 

Ekmekçi N, 1991, Lorentz Manifoldlar Üzerinde Eğilim Çizgileri, Ankara Üniversitesi, Fen 

Bilimleri Enstitüsü, Doktora Tezi, 53s, Ankara. 

Ergin A A, 1989, Lorentz Düzleminde Kinematik Geometri, Ankara Üniversitesi, Fen 

Bilimleri Enstitüsü, Doktora Tezi, 56s, Ankara. 

Hacısalihoğlu H H, 1983, Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi, Gazi Üniversitesi, 

Basın Yayın Y.O. Basımevi, 338s, Ankara 

Hacısalihoğlu H H, 2000, Diferensiyel Geometri, Cilt 1, Ankara Üniversitesi Yayınları, 272s, 

Ankara.  



 

49 

  

Hamilton W R, 1846, Researches Respecting Quaternions, First Series, The Transactions of 

the Royal Irish Academy, 21, 199−296. 

Hamilton W R, 1969, Elements of Quaternions, 1, 3rd Ed., Chelsea Pub, New York. 

Inoguchi J I, Lee S, 2008, Null Curves in Minkowski 3-space, International Electronic Journal 

of Geometry, 1(2), 40−83. 

Ġlarslan K, Nesovic E, 2004, Timelike and Null Normal Curves in Minkowski Space    , 

Indian journal of Pure & Applied Mathematics, 35(7), 881−888. 

Ġlarslan K, 2005, Spacelike Normal Curves in Minkowski Space    , Turkish Journal of 

Mathematics, 29(1), 53−63.   

Ġlarslan K, Boyacioglu K Ö, 2007, Position Vectors of A Spacelike W-Curve in Minkowski 

Space    , Bulletin-Korean Mathematical Society, 44(3), 429−438. 

Ġlarslan K, Boyacıoğlu K Ö, 2008, Position Vectors of Timelike and a Null Helix in 

Minkowski 3-Space, Chaos, Solitons & Fractals, 38(5), 1383−1389. 

Ġlarslan K, Nesovic E, 2009, Spacelike and Timelike Normal Curves in Minkowski Space-

Time, Publications de l'Institut Mathématique, 85(99), 111−118. 

Kahraman T, 2018, Null Quaternionic Bertrand Partner Curves, Iranian Journal of Science 

and Tecnology Transaction A, Science, 42, 1511−1515. 

Kahraman T, 2018, Minkowski Uzaylarında Bazı Null Kuaterniyonik Eğriler. Celal Bayar 

Üniversitesi, Fen Bilimleri Dergisi, 14(4), 357−361. 

Kahraman T, 2019, Null Quaternionic Slant Helices in Minkowski Spaces, International 

Journal of Mathematical Combinatorics, 1, 45−52. 

Boyacıoğlu Ö K, 2018, On The Quaternionic W-Curves in The Semi-Euclidean Spaces, 

Bulletin of the Transilvania University of Brasov, Series III, Mathematics, 

Informatics, Physics, 11(1), 23−36. 

López R, 2014, Differential Geometry of Curves and Surfaces in Lorentz-Minkowski Space, 

International Electronic Journal of Geometry, 7(1), 44−107. 

Mercan Y, 2007, Pseudo Kuaterniyonlar, Pseudo Hiperbolik Uzay ve Pseudo Küresel 

Uzaylar, Gazi Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitürsü, Yükseklisans Tezi, 64s, Ankara. 



 

50 

  

Naber G L, 2012, The Geometry of Minkowski Space Time: An Introduction to the 

Mathematics of Special Theory of Relativity, 92, Springer Science & Business Media, 

371s. 

O’Neill B, 1983, Semi-Riemannian Geometry with Applications to Relativity, Academic 

Press, 103, 488s, New York. 

Ünal C, 2012,     Yarı-Öklidyen Uzayında W-Eğriler, Kırıkkale Üniversitesi, Fen Bilimleri 

Enstitüsü, Yüksek Lisans Tezi, 51s, Kırıkkale. 

Yamada K, 1988, Complate Space Like Surfaces with Constant Mean Curvature in The 

Minkowski 3-Space, Tokyo, J. Math, 11, 329−338. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


