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dogusu ve gereksiniminden bahsedilmistir. Ikinci béliimde kuaterniyonlar kiimesinin ve
Minkowski uzaymin bazi temel tanim ve teoremleri verilmistir. Ayrica Minkowski
uzaylarinda null kuaterniyonik egriler icin Serret-Frenet formiilleri verilmistir. Ugiincii
béliimde E3 uzayinda null kuaterniyonik Bertrand egrileri ve null kuaterniyonik slant helisler
incelenmistir. Dérdiincii boliimde ise Ef uzayinda null kuaterniyonik Bertrand egrileri ve null
kuaterniyonik W-slant helisler incelenmistir. Besinci ve son boliimde E3 ve Ef uzaylarinda
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler

E3 3-boyutlu Minkowski Uzay1

Ef 4-boyutlu Minkowski Uzay1

R Reel sayilar

Vv Vektor Uzay1

<,> I¢ carpim

I Norm

g(v,v) Minkowski uzayinda i¢ ¢arpim

h(p,q) Kuaterniyon i¢ ¢carpimi

q Kuaterniyon
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Xy Minkowski uzayinda kuaterniyon ¢arpim
0 Kuaterniyonlar Kiimesi

Sy q kuaterniyonunun skaler kismi1

Vy q kuaterniyonunun vektdrel kismi

q q kuaterniyonunun eslenigi

|| q || q kuaterniyonunun normu

Qy Yar1 -reel Kuaterniyonlarin kiimesi
Yq Yar1 -reel bir kuaterniyonun eslenigi
{L,n,u} E3 yari-Oklid uzayinda kuaterniyonik egrilerin Frenet vektorleri
{LN,UW} E{ yar-Oklid uzaymda kuaterniyonik egrilerin Frenet vektorleri

KK 7 ttp Egrilikler



1. GIRIS

Kuaterniyonlar ilk kez Irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton tarafindan 19.yiizyilda
tanimlanmis ve ii¢ boyutlu uzayda calismalar yapilmistir. Ug boyutlu uzaydaki donme
hareketi baglica uygulama alanlarindandir. Kuaterniyonlar karmasik sayilar sisteminin dort ve
daha yiiksek boyutlara genisletilmis bir say1 sistemidir. Hamilton 1840’l1 yillarin basinda
yaptig1 ¢alismada bu say1 sisteminin ¢arpma isleminde degisme 6zelliginin saglanmadigini
fark etmis ve carpma igleminin bu dzelliginin yerine e?=eZ=e;e,e;= —1 esitliklerini saglayan
lic imajiner birim tanimlamis ve bdylelikle dort boyutlu kompleks sayr sistemini
olusturmustur. Hamilton (1846) karmasik sayilar1 genellemis “q=d+ai+bj+ck” seklinde ifade
etmistir. Burada kuaterniyon q ile gosterilmek iizere a,b,c ve d reel sayilar ve i, j ve k birim
vektorlerdir. Kuaterniyonlar havacilik ve savunma sanayindeki kontrol sistemleri, robotik,

bilgisayar gorsellestirme, animasyon filmler ve benzeri bir¢ok sektoérde kullanilmaktadir.

Hacisalihoglu (1983) reel ve dual kuaterniyonlarin ozelliklerini incelemistir. U¢ ve dort
boyutlu Oklid uzaylarinda kuaterniyonik egriler i¢in Serret-Frenet formiilleri kesfedilmistir
(Bharathi ve Nagaraj 1985). Agrawal (1987)’da Hamilton operatorleri ve dual
kuaterniyonlarin uzay kinematigindeki yerini incelemistir. Ward (1997)’da ¢aligmasinda
genellestirilmis kuaterniyonlar1 tammlamustir. E7 yar1-Oklid uzayinda kuaterniyonik bir egri
icin Serret-Frenet formiilleri Coken ve Tuna (2004) tarafindan elde edilmistir. Daha sonra
yar1-Oklid uzaylarinda null kuaterniyonik egrilerin Serret-Frenet formiilleri elde edilmistir
(Aksoy 2014). Bu ¢alismadan yararlanilarak Tanju Kahraman (2018) da E3 ve E} Minkowski
uzaylarinda null kuaterniyonik Bertrand egri ciftlerini incelemis ayrica Tanju Kahraman
(2019) da E; Minkowski uzaymda null kuaterniyonik slant helisleri ve E} Minkowski

uzayinda null kuaterniyonik W-slant helisleri incelemistir.

Bonnor (1969)’da 4 boyutlu Minkowski uzayinda null egrilerin geometrisini olusturmus ve bu
caligmasinda Cartan Egriliklerini kullanip null ¢atiyr olusturarak egriliklerin durumunu
incelemistir. Dugal ve Bejancu (1996)’da Lorentz ve semi Riemann uzaylarinda null egriler
icin bir yontem gelistirmislerdir. Burada null egrilerin tanimlanabilmesi i¢in timelike ve
spacelike vektorler yardimiyla null vektorleri olusturarak gerekli bazi ¢atilar1 elde etmislerdir.

Bu baz yardimu ile Serret-Frenet formiilleri elde edilmistir.



W-egri Oklid uzaymda tiim egrilikleri sabit olan bir egridir. 3-boyutlu uzayda diizlemsel W-
egri olarak cemberler, diizlemsel olmayan W-egri olarak ise helisler 6rnek verilebilir.
Minkowski 3-uzayinda tim W-egriler Walrave tarafindan c¢alisilmistir. Walrave (1995) 6rnek
olarak Minkowski-3 uzayinda diizlemsel spacelike W-egriler ¢cemberler ve hiperbolleri
calismistir. Minkowski uzay-zaman E de spacelike W-egriler (Petrovic vd. 2002) tarafindan,

EJ Minkowski uzayinda W-egriler ise Unal (2012) tarafindan incelenmistir.

Bu bilgilerin dogrultusunda; bu tez ¢alismasinda yari- Oklid uzaylarinda null kuaterniyonik
Bertrand egri ciftleri, null kuaterniyonik slant helisler ve null kuaterniyonik W-egriler
incelenmistir. Tezin ilk boliimii giris kismidir. Devam eden ikinci boliimde tez ¢alismasinda
kullanilan bazi temel tanim ve kavramlar verilmistir. Ugiincii boliimde E3 Minkowski
uzaymnda null kuaterniyonik Bertrand egri ¢iftleri ve null kuaterniyonik slant helisler
incelenmistir. Dordiincii boliimde Ef Minkowski uzayinda null kuaterniyonik Bertrand egri
ciftleri ve null kuaterniyonik W-slant helisler incelenmistir. Besinci boliim tez ¢alismasinin
orijinal kismi olup E7 ve E{ Minkowski uzaylarinda bir egrinin null kuaterniyonik W-egri

olmasi i¢in sabit katsayil1 diferensiyel denklemler insa edilerek ¢oziimii yapilmistir.



2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR

2.1 Minkowski Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar

Tanmm 2.1.1 E3 Minkowski 3-uzayinda E7 uzayinin bir dik koordinat sistemi (x;,%5,x3)

olarak alinirsa,
g=— dx;?+dx,2+dx;?

metridi ile verilen E13’=(R3 , &) metrik uzayina Minkowski uzay1 denir. g metrigi de Minkowski

metrigi olarak adlandirilir (Lopez 2014).

Tanim 2.1.2 Minkowski 3-uzayinda bir v vektoriin normu,

v | =19, v)I

olarak tanimlanir (O'Neill 1983).

Tamim 2.1.3 E; Minkowski 3- uzayinda v, w € E; —{0} vektorleri igin g(v,w)=0 ise v ve w

vektorleri ortogonal iki vektor olarak tanimlanir (O'Neill 1983).

Tamm 2.1.4 E3 Minkowski 3- uzaymnda x= (x1,X,,X3) , y=(y1,¥2.¥3) iki vektdr olmak iizere

x ve y’ nin vektorel carpimu,

—€ € e€3
XALY=| X1 X2 X3|=(X3Y2-X2Y3, X3Y1-X1Y3 » X1Y2-X2Y1)
Yi Y2 Y3

olarak tanimhidir (Lopez 2014).

Tamm 2.1.5 v € E; -{0} vektorii icin;

i. g(v,v) >0 ise v spacelike vektor,
ii. g(v, v) <0 ise v timelike vektor,

iii. g(v,v) =0 v#£0 ise v null (lightlike) vektor



denir. Ayrica v=0 ise v spacelike vektor olur (O'Neill 1983).

Tamim 2.1.6 E} Minkowski 3-uzayinda o keyfi bir egri olsun. Hiz vektdrii o sirasiyla
spacelike, timelike veya null (lightlike) olursa a egrisi sirasiyla spacelike, timelike veya null

(lightlike) egri olarak isimlendirilir (O'Neill 1983).

Tamim 2.1.7 E3 Minkowski 3- uzayinda a bir egri olsun. o hiz vektorii igin,

i. g(a',a") =1 ise a egrisine birim hizli spacelike egri,
ii. g(a',a") =—1 ise egrisine birim hizli timelike egri,

iii. g(a',a") =0 ise egrisine null (lightlike) egri

adi verilir (O'Neill 1983).

Tamim 2.1.8 E3 Minkowski 3- uzayinda @ € E timelike bir vektdr olsun. Eger bu vektdriin
ilk bileseni sirastyla pozitif ya da negatif ise @ € E3 vektorii sirasiyla future pointing timelike

vektor ya da past pointing timelike vektor olarak adlandirilir (O'Neill 1983).

Tamim 2.1.9 i) Hiperbolik ac1: d ve b, E3 Minkowski 3-uzayinda iki timelike future pointing

(ya da past pointing) vektor olsun. O zaman g(a,b) =— || a || || b || cosh@ olacak sekilde bir tek

6 > 0 reel sayisi vardir. Bu agiya d ve b vektorleri arasindaki hiperbolik a¢1 denir (Ratcliffe

1994).

ii) Merkezi aci: E3 Minkowski 3- uzayinda bir timelike alt vektdr uzaymni geren spacelike
vektdrler @ ve b olsun. O halde g(a,b) =||a|| ||b|| cosh@ olacak sekilde bir tek 8 > 0 reel

sayis1 vardir. Bu agiya d ve b vektorleri arasindaki merkezi ac1 denir (Ratcliffe 1994).

iii) Spacelike ac1: E; Minkowski 3- uzayinda bir spacelike alt vektdr uzaymi geren spacelike

vektérler d@ ve b olsun. O halde gla,b) = || a || || b || cos@ olacak sekilde bir tek 8 > 0 reel sayisi

vardir. Bu agiya a ve b vektorleri arasindaki spacelike a¢1 denir (Ratcliffe 1994).



iv) Lorentzian timelike ac¢1: E Minkowski 3- uzayinda d spacelike bir vektdr ve b timelike

bir vektér olsun. O zaman g(a,b) =||a|| ||b||sinh9 olacak sekilde bir tek 8 > 0 reel sayisi

vardir. Bu agiya d ve b vektorleri arasindaki Lorentzian timelike ac1 denir (Ratcliffe 1994).

Tanmm 2.1.10 «: I —E3 birim hizl1 null olmayan (spacelike ya da timelike) bir egri olsun. a
egrisinin teget, asli normal ve binormal vektor alanlarindan olusan hareketli frenet catisi

{T,N,B} olsun.

i. a bir spacelike egri ise Frenet formiilleri,
T’ 0 «k O0O)[T
N'|=|—-ex 0 t||N
B’ 0 t OlLB

seklindedir. Burada,
S(TN) = g(N.B) = g(T,B) =0
g(LT)=1, g(NN)=c=+1,g(BB)=—¢

olarak verilir. ¥ ve 7, a spacelike egrisinin sirastyla, egrilik ve burulmasidir. Ayrica € , a
spacelike egrisinin tiiriinii belirler. £ =1 ise a spacelike egrisi, N spacelike asli normali ve B
timelike binormali olan bir egridir. Eger £ =—1 ise a spacelike egrisi, N timelike asli normali

ve B spacelike binormali olan bir egridir (O'Neill 1983).

ii. a bir timelike egri ise Frenet formiilleri,
T’ 0 x O]fT
N'|=|x 0 <t||N
B’ 0 —t 0lLB

seklindedir. Burada,

E(IN)=g(NB)=g(TB)=0,

g(LT)=-1, g(NN)=g(BB)=1

dir. x ve 7, o timelike egrisinin sirasiyla, egrilik ve burulmasidir (O'Neill 1983).



Tamm 2.1.11 a: I — E3 birim hizli null veya pseudo null bir egri olsun. o egrisinin teget, asli

normal ve binormal vektor alanlarindan olusan hareketli ¢atist {7,N,B} olsun.

i. o. bir null egri ise Frenet formiilleri ,
T' 0 k O[T
N'|=|t 0 -—xk||N
B’ 0 —t O0IlLB

seklindedir. a egrisi bir dogru ise birinci egrilik k= 0 dir. Bunun disindaki durumlar igin x=1

dir. Burada ,
&L T)=g(BB)=g(TN)=g(N,B)=0
SNN)=g(T.8)=1
seklindedir. Dolayistyla,
TnuN=-T, NnLB=-B, Ba,T=-N,

esitlikleri elde edilir (Walrave 1995).

il. a bir pseudo-null egri ise Frenet formiilleri,
T’ 0 x O[T
N'|=10 <t O]|N
B’ -k 0 -—tllB

seklindedir. a egrisi bir dogru ise birinci egrilik x = 0 dir. Bunun disindaki durumlar icin x=1

dir. Burada,
ZNN)=g(BB)=g(TN)=g(T,B)=0 , &(T,T)=g(NB)=1
dir. Dolayisiyla,
TAuN=N,Nnan,B=T,Bn. T=B

esitlikleri elde edilir (Walrave 1995).



2.2 Reel Kuaterniyonlar

Tamm 2.2.1 Reel bir kuaterniyon, sirali dort sayinin +1, e; , e,, e; gibi dort birim degere
eslik etmesiyle tanimlanir. Burada +1 bir reel say1 olmak tizere diger {i¢ birim i¢in asagidaki

ozellikler gecerlidir;

1 e =e, =eéj3 =-1

s —_— —_— —_ —_— —_— —_— —_ —_— —_
1. egne;=e3 , 2 N€3=¢€e; , ez ANe =€
nam —_— —_ —_— —_— —_— —_— —_— —_— band
. e;Ae;=e3 , e3Ne; =—€ , egAe3=—¢€;

ozelliklerine sahiptir. Dolayistyla bir kuaterniyon ,
g=d+ae; +be; +ce;

bi¢iminde ifade edilebilir. Burada, ¢ kuaterniyonu S, ile gosterilen skaler kisim ve V, ile

gosterilen vektorel kisim olmak iizere,
Sq=d, Vi=ae; +be; +ce;
q= Sq+ Vq

seklindedir (Hacisalihoglu 1983).

Tamim 2.2.2 Reel kuaterniyonlar climlesi Q tlizerinde toplama islemi
©:0x0—-0
(91.92) 2> 1092 = S, @q,F [761169612
ile
54:®4:=5: D Sqs th@‘lz = V:h@ ‘7‘;2

olarak tanimlanir. Burada S, , S4,€ R ve + islemi R deki toplama iglemidir. I7q . 17;2 de birer

q1’
reel vektdr olup €D islemi reel vektor uzaymdaki abel grubu (vektdrlerde toplama) isleminin
aynisidir. O halde (Q, +) ikilisi abel bir gruptur. Buradaki etkisiz eleman sifir kuaterniyon

adin alir ve (0,0,0,0) sirali dortliisiinden baska bir sey degildir (Hacisalihoglu 1983).



Tamm 2.2.3 O:RxQ0 —0

(A,g) =AOg=1S,+1V,
seklinde tanimlanmis dig islem VA ,A; A, € R ve V g, q1,92€ Q i¢in,

1.2 O (q:9492) = (A 0q1) D (AOq.)

i +2,) Q=M 09D, Oq)

iii.(A22 ) Og=1,0(2;,09)

iv.1®g=g¢q
dir. O halde { O, @, R, +, ....., © } sistemi bir reel vektdr uzayidir. Kisacasi bu uzay1 Q ile
gosterecegiz (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.2.4
x10x0—Q
(91,92) —91%q>

islemi

ile tanimlanir. Buna gore,

q1 X q= (di+ ase1sb1€5.c1€3 )X (dr+ayer by e;.c83 ),

q1 X q2= did>— (a1ap+by by+cyi¢3)+(daz+a,datby cy-c1by) €]
+(d1by+ bidr+ciay—aqcy)ez+ (dicy+cydrtab,—biay)es
elde edilir ve ifade diizenlendiginde

1 X q2= S‘hSQZ_ <Vq V‘12)+S‘I1V¢12+SQ2VQ1+VQ1A VQz

1)

elde edilir. Boylece kuaterniyon ¢arpiminin su 6zelliklere sahip oldugu kolaylikla goriiliir.



i. Iki kuaterniyon ¢arpimi bir kuterniyondur.
il. Kuaterniyon ¢arpimi birlesimlidir.
il Kuaterniyon ¢arpimi dagilimlidir.

fakat kuaterniyon ¢arpimi degisimli degildir. Bu 6zellikleriyle, { O, @, R, +,....,,X} sistemi

bir birlesimli cebirdir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.2.5 V q,,q, € Q olmak iizere kuaterniyonlar i¢in esitlik bagintisi,

01=4q2 < SCI1= SQz ve th =V;12

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.2.6
K:Q—0
q —K(g) =K,
islemi V ¢g= S, + Vq €EQ i¢cin K,= S, - I7)q seklinde tanimlanir ve K, kuaterniyonuna ¢ nun
eslenigi denir. VKq = —Vq oldugundan,
gx Kg=K;x g=d?+a?+bh+ E€R
dir (Hacisalihoglu, 1983).

Burada K, = q seklinde de gosterilir. Bundan sonraki kisimlarda kolaylik saglanmasi

acisindan bu ifade kullanilacaktir.

Tamm 2.2.7 g=d+ae . be,,ce; olmak iizere;
N Q->R
q-Mq) =[Ng]*=gXxXq=qx%q
[Ng|?=gXq=qXqg=d+a?+b2+ Z
pozitif bir reel sayidir (Hacisalihoglu 1983).

Burada N, =||q|| seklinde de gosterilir. Daha sonraki kisimlarda kolaylik saglanmasi

acisindan bu ifade kullanilacaktir.



Tamim 2.2.8 g Q-{0} —» Q-{0}

1=_9
779 = 1q]

seklinde tanimlanir. Béylece ¢ x ¢ = ¢ x ¢ = 1 elde edilir. g#0 olmak iizere V ¢ € Q
elemaninin  bir ¢”' inversine sahip olmast Q cebirini bir béliim cebiri yapar. Boylece Q da

bolme islemini tanimlamak miimkiin olur (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.2.9 ¢+#0 olmak iizere bir p kuaterniyonunu bir ¢ kuaterniyonu ile bolmek i¢in p yi
g’ ile carpmak gerekir. Fakat kuaterniyon ¢arpimi degisimli olmadigindan bu carpim islemi

iki tiirliidiir ve dolayisiyla p yi ¢ ile iki tiirlii blmek gerekir.
n=pxq-
r2=q1xXp
Burada r; kuaterniyonuna p nin ¢ ile sagdan ve r, kuaterniyonuna p nin ¢ ile soldan bolimii

denir. Genel olarak ry ile r, farklidir. Dolayls1yla§ notasyonu kullanilamaz (Hacisalihoglu

1983).

Tamm 2.2.10 Normu 1 birim olan kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve g, ile gosterilir.

Buna gore vektorlerde oldugu gibi herhangi bir q kuaterniyonunun normlanist,

q _ d+a,ej+be;+c ez

D= gl T Vazraz+bric?

olarak ifade edilebilir. Bu g, birim kuaterniyonu q,= cosf + % sinf formunda yazilabilir.

Burada,

d
vd2?+a?+b?+c?

va?+b2+c?
Vd2+a?+b?+c?

CosO =

Sinf =

esitlikleri saglanir ve a >+ b” + ¢* # 0 oldugu zaman,

— ale—1>+ble_2)+ 616_3)

07 VaZ+b2+c2
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birim vektdriine qq birim kuaterniyonunun ekseni denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanmm 2.2.11 a,b € Q i¢in genel bir kuaterniyon ifadesinde d; =d, = 0 alinirsa
G=a,8;+b,85.C185 Ve b=a,e;.b,85.c,€; seklinde iki vektor elde edilir. Bu iki vektoriin

kuaterniyon carpimi,

€1 €2 €3
(_i X b = _(alaz +b1b2+ C1C2)+ a1 b1 Cl
a, by ¢

olarak bulunur. Bu ise bir kuaterniyondur. Vektor cebirinde, d ve b vektorlerinin i¢ carpimi
(d,b) = (a1a; +b; b+ ¢1¢5)

seklinde, vektorel carpimi ise

€1 € é3
(_1) N b = a1 bl C1
a, by, ¢

seklindedir. Buna gore bu kuaterniyonlarin ¢arpimi,

V+ dnb

S

dxb=—(d,
formunda yazilabilir. O halde iki vektoriin kuaterniyon carpimi dyle bir kuaterniyondur ki bu

kuaterniyonun skaler kismi1 ve vektorel kismu sirasiyla,

—

S(@xb)=—<adb> ve Udxb)=dnb

seklindedir. Ayrica iki vektor dik iseler kuaterniyon ¢arpimlari vektorel ¢arpimlarina esit olur.
Iki vektdr paralel iseler kuaterniyon ¢arpimlari bu iki vektdriin skaler carpiminimn ters

isaretlisine esittir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.2.12 p ,q € Q reel kuaterniyonlar: verilsin.

11



h:0xQ—R
(B Q) ~h(p.g) =% (X G+ gxp)

ile tanimlanan # fonksiyonuna kuaterniyon i¢ c¢arpimi denir. & fonksiyonu reel degerli,
simetrik bilineerdir. Dolayistyla i¢ carpim aksiyomlarini saglar. Burada x kuaterniyon
carpimini gostermektedir (Bharathi ve Nagaraj 1985). O halde bir kuaterniyonun normu bu

tanimla beraber karakterize edilebilir.

Tanmim 2.2.13 Bir g€Q kuaterniyonunun normu

la?||= A(q g) =gxq

esitligini saglayan " q || reel sayist ile ifade edilebilir (Bharathi ve Nagaraj 1985).

Tamim 2.2.14 Bir g€Q kuaterniyonu,
g+q=0

oluyorsa g kuaterniyonuna bir uzay kuaterniyon denir. Uzay kuaterniyonlarin ciimlesi 3-

boyutlu vektor uzayi R e izomorftur. g€ Q kuaterniyonu igin,

qg—q=0

oluyorsa g kuaterniyonuna bir temporal kuaterniyon denir. Genel olarak g€ Q kuaterniyonu
1 _ 1 _
q=5(g+3) +5 (-0

seklinde ifade edilebilir (Bharathi ve Nagaraj 1985).

2.3 Yar1 Reel Kuaterniyonlar
Tamim 2.3.1 Bir yar1 reel kuaterniyon sirali dort sayinin +1, €7 e, e olan dort birime eslik

etmesiyle tanimlanir. Burada +1 reel birim olup, diger {i¢ birim ise (123) permiitasyonu (ijk)

vea, b, ¢, d € R iken,

12



i. exe=-—ce;, 1<i<3
ii. exg=ceceee,, (ED)

iii. exej=—cejeejeey , (Ey)

dir. Buna gore bir g yar1 reel kuaterniyonu, g nun sirasiyla skaler ve vektor kisimlari
Sq=d, Vy=ae+be,+ce;
olmak tizere,
q= S+ Vq,
g=d+ae+be, s ce;

formunda yazilir. Burada,

—1, e; timelike

£@) =
1, e spacelike

dir. Bundan sonra yar1 reel kuaterniyonlarin climlesi,

ql q=d+ ae; + be, + ces , a b,c,d €ER
Q=

€1,e2,63 € B, hyw=12)(&,€) = (&), 1< i <3

ile gosterilecektir (Aksoy 2002).

Tamim 2.3.2 Her p, ¢ € Q, icin iki yar1 reel kuaterniyonun ¢arpimi E3 de sirastyla h ve A, E3

semi-Oklid uzayinda i¢ ve vektdrel ¢arpim olmak iizere,
PXLq=SpSq+ h(Vy, V) +SpVat SgVp+ Vp AL Vg

olarak tanimlidir (Aksoy 2002).

Tamm 2.3.3 g €0, kuaterniyonunun eslenigi aq ile gosterilir ve
aq=S,-Vg= d—ae; — be, — ces

ile tanimlidir ve bu z formunun tanimlanmasina yardim eder (Aksoy 2002).
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Tanim 2.3.4 p, g € Q, igin,

h: QyXQv—R
1
h(pq) :E[ 8p8ap(p XL aq}‘l'gqgap(qu a)l , E13

1
b(p,Q) :E[_gpgap(p XL aq)_gqgap(qu ap)] ’ E;

seklinde tanimlanan 4 fonksiyonuna yari reel kuaterniyon i¢ ¢arpim denir. Bu reel degerli h,
fonksiyonu ters simetrik ve bilineerlik 6zelligine sahiptir. Burada X; yar1 reel kuaterniyon

carpimini gostermektedir (Aksoy 2002).
Genel olarak v={1,2} i¢in,
hy(g @=a’e(e)+ b%e (ez)+c’e (e5)+d*

olup semi-reel quaterniyonun i¢ ¢arpimi diye isimlendirilir. p =a,e;+b e, +c e+ dy ve

g=ae;+be,+ce;+ d iki semi-reel kuaterniyonun vektorel ¢arpimi
v=1 igin

Vp) A Vq) = g(ez) S@)(bﬂ:_bcﬂ e;—(ey) 5@)(%(:_0‘31) e+ £(e7) 8@)(a1b—ab1) e3

v=2 i¢in

VA Vq) = —¢(ez) 3@)(1710_1901) e;+ e(er) 3@)(611(3_@51) e;—¢(e7) E@)(aﬂ)_abﬂ e3

olarak tanimlanir.
Tanmm 2.3.5 ¢ €Q, yari reel kuaterniyonunun normu,
lallz=Ihu(a0)| = | a®e @)+ b* £ @)+ £ (&) + d|
seklinde tanimli olan || q || reel sayisina denir (Aksoy 2002).
Tamm 2.3.6 ¢ € Q, yar1 reel kuaterniyonu i¢in g+aq=0 ise ¢ ya bir spatial kuaterniyon

q—0g=0 icin g ya bir temporal kuaterniyon denir (Aksoy 2002).
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Tanim 2.3.7 p, g €Qyicin ,

h,(p, @) =0

ise p ve g yar1 reel kuaterniyonlarina h,,-ortogonaldir denir (Aksoy 2002).

Tamm 2.3.8 ¢ €0, yar1 reel kuaterniyonu igin

lqll2=1

ise g kuaterniyonuna yari reel birim kuaterniyon denir (Aksoy 2002).

Tamim 2.3.9 Bir yan reel kuaterniyon I,= g X, @aq = aq X, q olmak iizere sirastyla [;< 0,
1,>0 , 1,=0 ise spacelike, timelike veya lightlike yar1 reel kuaterniyon olarak adlandirilir

(Ozdemir ve Ergin 2006).

2.4 Minkowski Uzayinda Null Kuaterniyonik Egriler I¢in Serret-Frenet Formiilleri

2.4.1 E3 Minkowski Uzayinda Null Kuaterniyonik Egriler i¢in Serret—Frenet Formiilleri

1.Durum: E} vektdr uzayr iizerinde semi & semi-Oklidyen kuaterniyon metrigine gore e;
timelike, e, ve e; spacelike vektdrler olsun. 4 kuatrerniyonik metrik ile E3 bir 3-boyutlu

Minkowski uzay1 tanimlansin. Vs €1 i¢in pozitif ve negatif yonlii
y:1-E3

{y /(s), y ”(s), ym(s)} gibi null kuaterniyonik Cartan egri olsun. {/=y (s), n, u} Cartan catist

dikkate alinirsa;
h(l,D=h(n n)=h(l, yy=h(n, )y=0, Ah(l, n)=h(u u)=1
sartlarin1 saglayan ;
= % (ey+eq), n= % (e;—eq), u=es

vektorleri olusturulsun. Burada E3 in bir bazi {/,n,u} biciminde olup [ ve n vektdrleri,

timelike ve spacelike vektorlerin toplam ve farklari ile olusturulan null vektorler ve u de
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spacelike vektordiir. E, 3 boyutlu yari Oklid uzaymda uzaysal kuaterniyonlarin uzayi
{y€ Q,|y+ay=0} olsun, y egrisinin Frenet vektorleri ;
1 1
l: ﬁ (ez‘l‘el) , n= ﬁ (ez_el) , U=e3
ve yegrisinin }[s) noktasindaki Frenet denklemleri,

'=ku n'=tu u=—tl—Kn (2.4.1.1)

ve
'=xku n=—tu u=tl—-Kxn (2.4.1.2)

seklindedir. Burada 7 egrinin torsiyonu ve x egrinin egriligidir. Bu durumda y bir null

kuaterniyonik Cartan egrisi, x(s)=1 ise

'=u n=tu uU=—t1t—-n (2.4.1.3)
ve

I'=u n'=—tu u=tl—n 2.4.1.4)
{L, n, u} ile /(s) egrisinin frenet formiilii olur.

2.Durum: E} vektor uzayr iizerinde h semi-Oklidyen kuaterniyon metrigine gore e,
timelike, e; ve e; spacelike vektorler olsun. & kuatrerniyonik metrik ile E3 bir 3-boyutlu

Minkowski uzay1 tanimlansin. Vs &I i¢in pozitif ve negatif yonlii
y:1-E3

{y (s). v (s), ¥ (s)} gibi null kuaterniyonik Cartan egri olsun. {/=y (s), n, u} Cartan catisi

dikkate alinirsa;
h(l, D=h(nn)=h(l, u)=h(nu)=0, h(l,m)=-1, h(uu)=1
sartlarin1 saglayan;
= \/% (ey+ey), n= \/% (e;—eq), u=e;

vektorleri olusturulsun. Burada E3 in bir bazi {,n,u } biciminde olup ! ve n vektdrleri,
timelike ve spacelike vektorlerin toplam ve farklari ile olusturulan null vektorler ve u vektori
spacelike vektordiir. EZ, 3 boyutlu yar1 Oklid uzayinda spatial kuaterniyonlarin uzay:

{y€ Q,|y+ay=0} olsun, y egrisinin Frenet vektorleri ;
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I= \/% (ext+ey), n= \/% (e2—ey), u=e3
ve yegrisinin }{s) noktasindaki Frenet denklemleri,
I'=ku, n=—tu, u'=—tl+kn (2.4.1.5)
ve
[ '=xu, n=rtu u=tl+Kn (2.4.1.6)

seklindedir. Burada 7 egrinin torsiyonu ve x egrinin egriligidir. Bu durumda p bir null

kuaterniyonik Cartan egrisi, x(s)=1 ise
'=u, n=—tu, u=—tl+n
ve
'=u, n'=—tn, u=tl+n

{l, n, u} ile y(s) nin frenet formiilii olur.

2.4.2 ET Minkowski Uzayinda Null Kuaterniyonik Egriler i¢in Serret-Frenet Formiilleri

L.Durum: E} vektdr uzay: iizerinde i semi-Oklidyen kuaterniyon metrigine gore e; timelike,

e,, esve e, spacelike olsun. vektorler {e;,e,,e3,e4=1}, Ef in bir bazidir.

1 1
L=\/—E(e2+el), N:\/_E (ep—ey), U=e3, W=e,

B(LL)=h(N,N)=h(L,Uy=h(N,U)=h(W, U)=h(N,W)=h(L, W) =0
ve
h(LN)=h(U W)y=h(W,W)=+1
esitlikleri saglanir.

Boylece Ef in bir bazi {L,N,U,W} olur. L ve N null vektorler U ve W spacelike vektorlerdir. A
kuaterniyonik metrik ile bir 4-boyutlu Minkowski uzay1 E ile gosterilir. Ef de 4-boyutlu
minkowski uzaylar1 birim kuaterniyonun uzaylari olarak tanimlanir. 1 aralifi {izerinde

tanimlanan E} de bir null kuaterniyonik egri

L 1cE-Q,
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P=y1e1ty2€21Y3e3tY4e,
4
olsun. Sifir uzunluga sahip L(s)= Z 14 '(s) e; tegeti gibi olan s parametresi segilir. Ef
i=1

Minkowski uzaylarinda diferensiyellenebilir Minkowski uzay egrisinin {L(s),N(s),U(s),W (s)}
Frenet elemanlari olur. Bu 6zel sinifin Frenet ¢atis1 ve Frenet denklemleri f ile gosterilir. O

zaman Frenet denklemleri
L'=KW

N'=—(t+p) U+pW

U'=(t+p)L (2.4.2.1)
W'=—plL— KN

ve
L=KW
N'= (t—p) U+pW
U=—(t—p)L (2.4.2.2)
W'=—plL— KN

seklindedir.

2.Durum: E; vektor uzay iizerinde i semi-Oklidyen kuaterniyon metrigine gore e, timelike,

e,,e3 ve eyspacelike vektorler olsun. {e;,e,,e3,e,=1}, Ef in bir bazidr.
Lz\% (exteq), Nzé (e;—ey), U=e3, W=e,
h(LL)y=h(N, N)=h(L N)=h(N, U)=h(W, U)=h(N,W)=h(L W)=0
h(UU)=h(W,W)=+1, h(L, N)=-1
saglanir.

U ve W spacelike vektorler, L ve N null vektorleri i¢in {L,N,U,W}, E{de bir bazdir. H
kuaterniyonik metrik egri ile Ef de bir 4-boyutlu Minkowski uzay belirtir. Birim kuaterniyon
uzaylar ile tanimlanan Ef de 4-boyutlu Minkowski uzaylaridir. I araligy iizerinde tanimlanan

E; de bir null kuaterniyonik egri

L 1cE-Q,
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B=y1e1ty2e1y3e3ty4ey
4
olsun. Sifir uzunluga sahip L(s)= Z /4 '(s) e; tegeti gibi olan s parametresi segilir. Ef
i=1

Minkowski uzaylarinda diferensiyellenebilir Minkowski uzay egrisinin Frenet elemanlar:
{L(s),N (5),U (s),W(s)} olsun. (1.durum) 6nermesi ile £ egrisinin 6zel sinifi Frenet catis1 ve

Frenet denklemleri tanimlansin.
Frenet denklemleri,
L=KW
N'=(t+p) U+pW
U'=(t+p)L
W'=pL+ KN
ve
L=KW
N'=—(t—p) U+pW
U'=—(—p)L
W'=pL+K N

denklemleridir. Burada, E{ de f8 egrisinin birinci egriligi K , E; de y egrisinin birinci egriligi x

K—k=0 saglar.
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3. E3 MINKOWSKIi UZAYINDA BAZI NULL KUATERNiYONIK EGRILER

Bu boliimde E} yar1-Oklid uzaymnda null kuaterniyonik Bertrand egri ciftleri ve null
kuaterniyonik slant helisler verilecektir. Burada null kuaterniyonik Bertrand egri ciftleri i¢in
referansimiz Kahraman (2018) ve null kuaterniyonik slant helisler i¢in referansimiz ise

Kahraman (2019) tarafindan yapilan ¢alismalar olacaktir.

E3? uzaymnda a : I —E3 null kuaterniyonik egrisinin asagidaki Frenet denklemlerini saglayan

{I=a (s), n, u} seklinde Frenet ¢atis1 vardir.
l'=xu, n=ru, u=—71l—xrn (3.1)

Burada I=p (s) ve I,n,u karsilikl ortogonal vektérleri asagidaki denklemleri saglar.

h(l, )=h(n, m)=h(l, uy=h(n, u)=0
h(l, n)=h(u, u)=1
(Aksoy 2014).

Bu boliimde yukarida vermis oldugumuz Frenet denklemleri kullanilacaktir.

3.1 E3 Minkowski Uzayinda Null Kuaterniyonik Bertrand Egri Ciftleri

Tamm 3.1.1 @, : [ € E —E} vea,: I € E — E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda null
kuaterniyonik egriler olsun. a4 egrisinin yay uzunlugu parametresi s;olmak lizere o, egrisinin
a, (s1) noktasindaki Frenet {i¢ ayaklis1 {l;, nq,u;} ve a, egrisinin parametresi s, olmak
iizere a, egrisinin a, (S,) noktasinda Frenet {i¢ ayaklis1 {l,, n, ,u,} olsun a; egrisinin asli
normali ile a, egrisinin asli normali lineer bagimli ise (a;,a,) egri ¢iftine bir null

kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti denir.

Teorem 3.1.1 E3 de a; (s;) ve a; (s,) null kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu

durumda
(Z—Z)Zz :—2 (1-211,) 3.1.1)
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esitligi vardir. Burada k4, 7; ve k,, 7, sirastyla a4 ve a, egrilerinin egrilikleri s4, s,

ise a1 ve a, egrilerinin yay uzunlugu parametreleridir.

Ispat : E? de a; ve a, null kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti olsun, Tanim 3.1.1°den 1= A(s;),

s, °e bagl diizgiin bir fonksiyon olmak iizere;

az (52) =ai(s1) + A(s1)-ui(s1) (3.1.2)
esitligi saglanir.
(3.1.2) esitliginin s4’e gore tiirevi alinarak (3.1) Frenet denklemleri kullanilirsa

L. % = (1-At)ly — Akyny + AUy (3.1.3)

elde edilir.(3.1.3) esitliginin her iki tarafinin u; vektorii ile kuaterniyon i¢ c¢arpimi alinirsa

2'=0 elde edilir. Dolayistyla A=sabit#0 sonucuna ulasilir. 2, (3.1.3) esitliginde yerine yazilirsa

dSz

lz. g = (1'21—1)11 3 2 k1n1 (314)

bu esitligin s; e gore tekrar tiirevi alinirsa

2 0 '
Z %2 l2 + kz(%) 2u2 = _j., Tl ll + k1u1 (1-jv Tl)_)\ kl nl . /1T1u1k1
512 1
buradan
2 ’ r
- 2, + kZ(Z—Z) 20y ==ty L — Akt (12 21,) kg, (3.1.5)
S1

elde edilir. (3.1.5) esitliginin her iki tarafinin u, vektorii ile kuaterniyon i¢ ¢arpimi yapilirsa

2
dcs,

dslz

d / ,
h(ly , ur)+ ko (d_Z) 2h(up ) =—Avy h(ly, u)—Aky h(nw)+(1-227)ky Auy , uy)

bulunur. Burada i¢ ¢arpim degerleri yerine yazilirsa;

dSz

ks ( )2 =(1-21A1q) kq

dSl
elde edilir. Bu esitlikten
dszy2_Kirq
D =212 1)
sonucu bulunur.

Teorem 3.1.1°den asagidaki sonuglar yazilabilir:
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Sonuc 3.1.1 E; de null kuaterniyonik Bertrand egri ¢iftleri arasindaki uzaklik sabittir.

Sonu¢ 3.1.2 E} de a; ve a, null kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti olsun. a; egrisinin

egriliklerinden birisi sabittir.

Ispat: a; ve @, null kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti ise (3.1.5) esitligi saglanir. (3.1.5)

esitliginin her iki tarafinin kendisiyle i¢ ¢arpimi alinirsa;

d? d
22 h(u, , lz)+k22(d_jj)4 h(uy , uy)
S1

dSZ dSZ

d?g, d?g d?s
2—2 h(l,, 1)tk 22 D) 2 by, up)+k, (_d )
51

dg2dg 2 d ds; si? d
=A%(1y N2h(ly, 1) +22%1; kg h(ly ,ny) =2, (12211 kyh(ly ,uy)+2A2(ky N2 h(ny, ny)
—2Aky (12 A1y) kyh(ng,up)+(1-24t1) 2%k, % h(uy ,uy)
esitligi elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse
kzz(j—:)‘* =2 221, ky + ky2(1-240,)? (3.1.6)
elde edilir. (3.1.6) esitliginde (3.1.1) kullanilirsa
2A%1, 'k, =0

sonucu elde edilir.

Teorem 3.1.2 E3 de a; ve a, null kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu takdirde

271 — ¢ = sabit (3.1.7)
T1T
olacak sekilde bir ¢ sayis1 vardir.
Ispat: Tanim 3.1.1 den
a1(s1)= az(s2)—Auz(sz2) (3.1.8)

esitligi yazilir. (3.1.8) esitliginin art arda iki kez tiirevi alinirsa;

d

ll d_: = (ZZI(SZ)—)\ uZ'(SZ)=(1+)\,T2)lz + A anZ (319)
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ve

kq-( ﬂ) ug +

dSz

2
dcs,

ds2

ll :}\Tzllz _)\kzlnz +k2(1+2)\f2) uz (3110)

elde edilir. (3.1.10) esitliginin her iki tarafi u; vektori ile kuaterniyon i¢ ¢arpimi yapilirsa
dsiy2 ke
&) = (1+247) (3.1.11)

elde edilir.

(3.1.11) esitliginde (3.1.1) yerine yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

22771 22 = sabit

T1T
esitligi elde edilir.
Sonug¢ 3.1.3 E} de a; ve a, null kuaterniyonik Bertrand egri ¢iftleri arasindaki uzaklik

A'_'TZ_TI

T1T2
sabit sayisidir.

Sonu¢ 3.1.4 E} de a; ve a, null kuaterniyonik Bertrand egri ciftleri arasindaki A sabit

uzaklig1 k, ve k, egriliklerinden bagimsizdir.

Sonuc 3.1.5 E3 de a; ve @, null kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu takdirde a,

egrisinin egriliklerinden birisi sabittir.

Ispat: a; ve a, null kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti ise (3.1.10) esitligi saglanir. (3.1.10)

esitliginin her iki tarafinin kendisiyle i¢ ¢carpimi alinarak (3.1.11) esitligi kullanilirsa

2ky?
kq2

k, (142171, )= 12k, 1,/ +k,* (1 + 21 1,)2
esitliginden
A 2k2,T2,:O

sonucu elde edilir. Sonug olarak a, egrisinin egriliklerinden birisi sabittir.
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3.2 E3 Minkowski Uzayinda Null Kuaterniyonik Slant Helisler

Tamm 3.2.1 E3 de, a(s) null kuaterniyonik bir egri olsun. a(s) egrisinin u asli normal vektorii
v sabit dogrultusu ile sabit bir 4 agis1 yapiyorsa, a(s) egrisine null kuaterniyonik slant helis

denir.

Teorem 3.2.1 E3de, o(s) null kuaterniyonik bir egri olsun. Bu takdirde a(s) null kuaterniyonik

slant helis ise, asagida verilen sonuclar elde edilir.
i. a,b,c€E R , v= a.l+b.n+c.u spacelike bir vektor olmak iizere u ve v vektorleri tarafindan
gerilen diizlem spacelike ise,
1,
v=al+bntcosfdu , ab= > sin?é .
ii. a,b,c€ R, v=a l+b n+c u spacelike bir vektor olmak tizere u ve v vektorleri tarafindan
gerilen diizlem timelike ise,

sinh%0  1—cosh?6
v=al+bntcoshbu, ab=-— 5 = >

iii. a,b,cE€ R olmak tizere v=a [+b n+c u timelike bir vektor ise

cosh?0
2

v=a l+b nt+sinhf u , a b= —

bagintilari elde edilir. Burada u vektorii,a (s) egrisinin asli normal vektorii ve u vektori ile v

sabit dogrultusu arasindaki sabit ac1 & dir.

Ispat: E3 de, a(s) egrisi null kuaterniyonik slant helis olsun. Bu takdirde o(s) egrisinin u asli

normal vektori ile v sabit dogrultusu arasindaki ac1 £ olur. Kabul edelim ki v sabit dogrultusu
v=al+bntcu, abcER (3.2.1)

seklinde verilsin. (3.2.1) ifadesinin u vektoriiyle her iki tarafinin kuaterniyon i¢ carpimi

yapilirsa
h(u,v)=h(u, al+bn+cu)=ah(u, 1 )+b.h(un)+ch(uu)
h(uv)=c (3.2.2)

elde edilir.
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i. a,b,cER, v= al+bn+cu spacelike bir vektdr olmak lizere u ve v vektdrleri tarafindan

gerilen diizlem spacelike ise u asli normal vektorii spacelike oldugundan
a(uv)=| ul.|| v|.cose
yazabiliriz. u ve v vektorleri birim vektor olarak alinirsa,
h(u,v)=c=cost (3.2.3)
elde edilir. v sabit dogrultusu spacelike oldugundan ,
h(v,v)=a.b.h(l,n)+b.a.h(nl)+c2.h(uu)
h(v,V)=2.a.b+ (3.2.4)
bulunur. (3.2.2) ifadesi (3.2.4) ifadesinde yerine yazilirsa
h(v, v)= 2.a.b+cos?6
1= 2.a.b+cos?8

bulunur. Buradan
v=al+bn+(cosé)u ve a.b :% sin’é (3.2.5)

seklinde istenen esitlikler elde edilir.

ii. a,b,c€ R, v=al+bn+cu spacelike bir vektdr olmak iizere u ve v vektorleri tarafindan gerilen

diizlem timelike ise u asli normal vektorii spacelike oldugundan ,

h(uv)= || u|| . || V|| .coshd
yazabiliriz. u ve v vektorleri birim vektor olarak alinirsa,

h(u,v)=c=coshéd (3.2.6)
elde edilir. (3.2.6) ifadesi (3.2.4) ifadesinde yerine yazilirsa

h(v,v)= 2.a.b+cosh?é

1= 2.a.b+cosh?8

bulunur. Buradan

sinh?0 1-cosh?60
v=al+bn+coshbdu, ab=— > = 5

seklinde istenen esitlikler elde edilir.
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iii. a,b,cER olmak tzere v=al+bn+cu timelike bir vektdr ve u asli normal vektori

spacelike oldugundan,
h(y, V):” u|||| V|| .sinh&
yazabiliriz. u ve v vektorleri birim vektor olarak alinirsa
h(u,v)=c=sinh8 (3.2.7)
elde edilir. (3.2.7) ifadesi (3.2.4) ifadesinde yerine yazilirsa
h(v,v)= 2.a. b+sinh?6
—1=2.a.b+sinh?8
bulunur. Buradan

cosh?0
2

v=al+bn+sinh’bu, ab=

seklinde istenen esitlikler elde edilir.

Teorem 3.2.2 E3 de, a(s) egrisi null kuaterniyonik bir egri olsun. a(s) egrisinin E5 de null

kuaterniyonik bir slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart;
btk a =20 (3.2.8)
olmasidir.

Ispat: E3 de, a(s) egrisi null kuaterniyonik slant helis olsun. Bu takdirde u asli normal

vektorii v sabit dogrultusu ile sabit bir & agis1 yapiyorsa,
h(u,v) = c(sabit) (3.2.9)
yazilir. (3.2.9) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa
h(u,v) =h(—tl—kKkn,v) (3.2.10)
h(u,v)=h(—tl—Kkn,al+bn+cu)
h(u,v)=—1b h(l,n)—Kxa h(n,1)=0 (3.2.11)
buradan (3.2.8) denklemi elde edilir.

Tersine (3.2.8) ifadesi saglansin (3.1) Frenet formiilleri ve (3.2.8) esitligi (3.2.10)

denkleminde yerine yazilirsa

26



h(u,v)=—t. b—Kr.a =0
elde edilir. Buradan
h(u,v)=c=sabit

oldugu agiktir. Buradan a(s) egrisinin null kuaterniyonik slant helis oldugu sonucu elde edilir.
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4. E{ MINKOWSKIi UZAYINDA BAZI NULL KUATERNiYONIK EGRILER

Bu boliimde Ej yar1-Oklid uzaymnda null kuaterniyonik Bertrand egri ciftleri ve null
kuaterniyonik W-slant helisler verilecektir. Bu boliimde referanslarimiz Kahraman (2018) ve

Kahraman (2019) tarafindan yapilan ¢alismalardir.

Efuzayinda y:Ic R — Q, null kuaterniyonik egrisinin asagidaki Frenet denklemlerini

saglayan {L,N,U,W} seklinde Frenet catis1 vardir.
L'=KW
N=(+pU+pW 4.1)
U=(t+p)lL
W'=pL+ KN
burada L=y '(s) ve L, N, U, W karsilikl1 ortogonal vektorleri asagdaki denklemleri saglar:
B(LL)=h(N,N)=h(L,U)=h(N,U)=h( W,U)=h(N, W) =h(L W)=0
ve
hUU)=n(W,W)=1,
h(LN)=-1
(Aksoy 2014).

Bu boliimde verece§imiz caligmalarda yukarida vermis oldugumuz Frenet denklemleri

kullanilacaktir.

4.1 E? Minkowski Uzayinda Null Kuaterniyonik Bertrand Egri Ciftleri

Tanm 4.1.1 y;: I € R — Ef vey,: I € R — E3} 4-boyutlu Minkowski uzayinda null
kuaterniyonik egriler olsun. y; egrisinin yay uzunlugu parametresi s; olmak {izere y; egrisinin
¥1(s1) noktasindaki Frenet ¢atis1 {L,, Ny, U;W;} ve y, egrisinin parametresi S, olmak {izere y,
egrisinin y,(s,) noktasinda Frenet ¢atis1 {L,, N, U, W5} olsun. y; egrisinin U; asli normali ile
¥, egrisinin , U, asli normali lineer bagiml ise (y;, y2) egri ¢iftine bir null kuaterniyonik

Bertrand egri ¢ifti denir.
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Teorem 4.1.1 E{ *de y,ve y, egrileri null kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti ise,

ds

2
1 d52
ds

2 dslz

(1+A(T1+p1) ) = Aty +p1 )

esitligi vardir.

Ispat: Tanim 4.1.1 den A =/ (s;) fonksiyonu igin

Y2(s2)=v1(s1) + AU1(s1) 4.1.1)

yazilabilir. (4.1.1) esitliginde her iki tarafinin s; e gore tlirevi alinirsa

LZ Zﬁ - (1+AT1+ )lpl).L1+ 2/ Ul (412)

s1
elde edilir. (4.1.2) esitliginin her iki tarafinin U; vektorii ile kuaterniyon i¢ ¢arpimi yapilirsa

2'=0 elde edilir. Bu takdirde A #0 =sabit elde edilir. X' =0 esitligi (4.1.2) de yerine yazilirsa

L, 22 =(1+ Aty+ Apy).Ly (4.1.3)

7.4
elde edilir. (4.1.3) esitliginin s; e gore tekrar tiirevi alinirsa

ds,

ds,

L,

dZ
2 + K, (
d512

2
) 'WZ =1 (Tl /+p1 /).L1+(1+2T1+ﬂp1).K1. W1 (414)

elde edilir. (4.1.4) esitliginin her iki tarafinin kendisi ile kuaterniyonik i¢ ¢carpimi yapilirsa

ds _
KZ (d__:)2=+K1(1+ﬂT1+ﬂp1) (415)

elde edilir. (4.1.3) ve (4.1.5) ifadeleri (4.1.4) de yerine yazilirsa

W=7 W, (4.1.6)

veE

dzs ds , ,
7. o, QAT P)) =A(T + ) 4.1.7)
S1 S

denklemleri elde edilir.
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Teorem 4.1.2 E{ de y;ve ¥, null kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu takdirde y;ve y,

egrilerinin, egrilikleri arasindaki baginti

(t1+ p1)—(T2+ p2)
(t1+ p1) . (t2+ p2)

= ¢ =sabit (4.1.8)

seklindedir.

Ispat: E de y,ve y, null kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti oldugundan

Y1(51) =y2(s2)— A uz(s;) 4.1.9)

yazilir. (4.1.9) esitliginin s, ’ye gore iki kez tiirevi alinirsa,

2

d S ds ’ /
L1 d : + Kl(d_1)2W1 :-)\(TZ +p2 ).L2+(1'}\(T2+p2))K2WZ (4110)
S2 S2

elde edilir. (4.1.10) esitliginin her iki tarafinin kendisi ile kuaterniyon i¢ ¢arpimi yapilirsa

ds -
ki (55)? = K, (1=A(72+p2)) (4.1.11)
S2
elde edilir. (4.1.5) esitliginden (%)2 ifadesi (4.1.11) denkleminde yerine yazilirsa
52

(T1+p1) - (T2+Pp2) = A (T1+p1)-(T2+D2) (4.1.12)
esitligi bulunur. A sabit bir say1 oldugundan istenilen esitlik elde edilmis olur.

Teorem 4.1.2°den asagidaki sonuclar verilebilir.

Sonu¢ 4.1.1 y;ve y, null kuaterniyonik Bertrand egri ¢iftleri arasindaki sabit uzaklik

_ (T1+p1) -(T2+D2)
(T1+p01)-(T2+D2)

seklindedir.

Sonu¢ 4.1.2 y;ve y, null kuaterniyonik Bertrand egri ciftleri arasindaki sabit uzaklik, K; ve

K, egriliklerinden bagimsizdir.
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4.2 ET Minkowski Uzayinda Null Kuaterniyonik W-Slant Helisler

Bu kisimda null kuaterniyonik egrinin hangi sartlarda W-slant helis oldugu incelenecektir.

Ayrica null kuaterniyonik W- slant helislerin egrilikleri arasindaki bagintilar verilecektir.

Tamm 4.2.1 E} de f(s), null kuaterniyonik bir egri olsun. Eger (s) egrisinin her noktasinda
W binormal vektorii v sabit dogrultusu ile sabit bir & acis1 yapiyorsa fA(s) egrisi null

kuaterniyonik W-slant helis olarak adlandirilir.

Teorem 4.2.1 Ef de f(s), null kuaterniyonik bir egri olsun. Eger A(s) null kuaterniyonik W-

slant helis ise agagidaki sonuglar elde edilir.

i. abcdER vV'=aL+bN+cU+dW spacelike bir vektor olmak iizere W ve v' vektorleri

tarafindan gerilen diizlem spacelike ise,

vV'=al+bN+cU+(cosé) W , 2ab-c? = —sin?d.

ii. abcd€ER, v=aL+bN+cU+dW vektorii spacelike bir vektdr olmak tizere W ve v

vektorleri tarafindan gerilen diizlem timelike ise,

v'=al+bN+cU+(coshd) W , 2ab-c?=sinh?6.

iii. a,b,c,d€R olmak lizere V= aL+b.N+c.U+d. W vektori timelike ise,

v'=al+bN+cU+(sinhd)W 2ab-c?=cosh?6 .

Burada f egrisinin asli normal vektorii U olmak iizere, U asli normal vektorii ile v° sabit

dogrultusu arasindaki sabit a¢1 & dir.

Ispat: E} de f(s), null kuaterniyonik W-slant helis olsun. Bu takdirde f(s) egrisinin W
binormal vektorii v sabit dogrultusu ile sabit bir & agisi yapar. Kabul edelim ki v" sabit

dogrultusu
v'=al+bN+cU+dW , ab,c,dER 4.2.1)

olsun. (4.2.1) esitliginin her iki tarafinin W vektorii ile kuaterniyon i¢ ¢arpimi yapilirsa
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h(W,v)=a h(W,L)Y+b h(W,N)+c h(W,.U)+d h(W,W)
esitliginden
a(Wyv)=d (4.2.2)
elde edilir.

i. abcd€ R, Vv'= aL+bN+cU+dW spacelike vektor olmak tizere W ve v vektorleri

tarafindan gerilen diizlem spacelike ise W binormal vektorii spacelike oldugundan,
h(Wv)= || W" . || V|| .cost
olur. W ve v vektorleri birim vektorler olarak alinirsa,
h(W,v")= cos& (4.2.3)
yazilir. v spacelike vektor oldugundan
h(v',v')=a bh(L,N)+bah(NL)+cZ h(UU)+d h(W,W)
h(v,v)=-2ab+c*+d 4.2.4)
1=—2ab+ c?+cos?8
1—cos?8 =—2ab+c?
—sin’d=2ab—c?
elde edilir. (4.2.2), (4.2.3) ve (4.2.4) esitliklerinden ispat tamamlanir.

ii. abcd€ R, v'= aL+bN+cU+dW spacelike vektor olmak iizere W ve v' vektorleri

tarafindan gerilen diizlem timelike ve W binormal vektorii spacelike oldugundan,

.coshd

V*

nwvy=|| w.|
olur. W ve v" vektorleri birim vektérler olarak almairsa,

h(W,v") = cosh& (4.2.5)
yazilir. v" vektorii spacelike oldugundan tekrar (4.2.4) esitligi elde edilir.

(4.2.5) ifadesi (4.2.4) denkleminde yerine yazilirsa
1=—-2ab+c?+cosh?8

2ab—c?=cosh?d —1
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2ab—c?= sinh?¢d

esitligi elde edilir. Ayrica (4.2.5) ifadesi v'=a L+b N+c U+d W denkleminde yerine yazilirsa

istenen esitlikler elde edilmis olur.

iii. ab,cd€E R, v'=aL+bN+cU+dW timelike vektor ve W binormal vektorii spacelike

oldugundan

.sinh#

V—*

nwvy=||wl.|
olur. Wve v" vektorleri birim vektorler olarak alinirsa,
h(W,v") = sinh8 (4.2.6)
yazilir. v° timelike vektdr oldugundan,
h(vi,v)=a bh(LLN)+ba h(N,L)+c h(UV)+d? h(W,IW)
h(v,v)= —2ab+c?+d?= -1 (4.2.7)
elde edilir. (4.2.6) denklemi (4.2.7) denkleminde yerine yazilirsa
—2ab+c?+sinh?6 =—1
sinh?6+1=2ab—c?
cosh?6 =2ab—c?

bulunur. Ayrica (4.2.6) ifadesi v =aL+bN+cU+dW denkleminde yerine yazilirsa istenen

esitlik elde edilmis olur.

Teorem 4.2.2 E{f de fB(s) = y,e,+y,e,+Y3€3+Yse, null kuaterniyonik bir egri olsun. A(s)

egrisinin null kuaterniyonik W-slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
pb=-Ka (4.2.8)
olmasidir.

Ispat: E} de f(s) egrisinin null kuaterniyonik W-slant helis oldugunu kabul edelim. Bu
takdirde A(s) egrisinin W binormal vektorii v" sabit dogrultusu ile sabit bir & agist yapar.

Kabul edelim ki v" sabit dogrultusu

v =alL+bN+cU+dW | a,b,c,de R
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olsun. Bu takdirde (4.2.2) denklemi elde edilir. (4.2.2) ifadesinin s ye gore tiirevi alinarak

(4.1) Frenet denklemleri yerlerine yazilirsa,
AW, v+ h(W,v') =0,
h(W v = h(pL+KN, v)= 0,
p-h(Lv) +Kh(Nv)= 0 (4.2.9)
bulunur. (4.2.9) esitliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa
p-h(L, al+DbN+cU+dW) + Kh(N, al+bN+cU+dW)=0
p.b.h(LLN)+Ka.h(N,L) =0 (4.2.10)
p-b=—Ka
elde edilir.
Tersine, (4.2.8) esitligi saglansin. Kabul edelim ki
Hs)=h(W,v")
olsun F(s) nin tiirevi alinirsa,
—pb—Ka=F(s)

elde edilir. (4.2.8) ifadesinden F(s)’nin sabit oldugu elde edilir. Dolayisiyla A(s) null

kuaterniyonik W-slant helistir.

Teorem 4.2.3 E; de f(s) egrisi null kuaterniyonik W-slant helis olsun. Bu takdirde S(s)

egrisinin egrilikleri
2dp K+cK(t+p)—b.p—aK =0 (4.2.11)

denklemini saglar.

Ispat: E{ de f(s) egrisi null kuaterniyonik W-slant helis olsun. Bu takdirde (4.2.8) esitligi

saglanir. (4.2.9) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

p-h(LV)+p.h(LV)+K. A(NV)+K h(N,v') =0 (4.2.12)
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elde edilir. (4.1) Frenet denklemleri (4.2.12) denkleminde yerlerine yazilirsa;
—b.p+ p.Kh(WV)+K'.(—a)+Kh((t+p).U+p.W,v) =0 (4.2.13)
elde edilir. A(W,v*)=d ve h(U, v*)=c ifadeleri (4.2.13) denkleminde yerlerine yazilirsa,
2.dp.K+cK(t+p)—bp—a.K'= 0

bulunur.
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5. MINKOWSKIi UZAYINDA NULL KUATERNIYONIiK W-EGRILER

Bu béliimde E ve E{ Minkowski uzaylarinda null kuaterniyonik W-egrilerin parametrik

denklemleri elde edilmistir.

5.1 E3 Minkowski Uzayinda Null Kuaterniyonik W-Egriler

E3? uzaymnda a : I — E} null kuaterniyonik egrisinin asagidaki Frenet denklemlerini saglayan

{1, n, u} seklinde Frenet catis1 vardir.
l'=ku, n'=tu, u=—tl—xn (5.1.1)
Burada [=a (s) ve [, n, u karsilikl1 ortogonal vektédrleri asagidaki denklemleri saglar.
h(l,1)=h(n, m)=h(l, yy=h(n, u)=0
h(l, my=h(u, u)=1
(Aksoy 2014).
Bu boliimde yukarida vermis oldugumuz Frenet denklemleri kullanilacaktir.

Tanmm 5.1.1 Eger bir egrinin biitiin egrilikleri sabit ise W-egri denir (Klein and Lie 1871).
E3? Minkowski uzaymda null kuaterniyonik W-egrinin parametrik denklemi asagidaki teorem

ile verilmistir.

Teorem 5.1.1 s € IcR, x(s)>0 ve 1(s)#0 egrilikleri i¢cin E} de birim hizli a=a(s) null

kuaterniyonik W-egrinin konum vektort;

1 1 1
a(s) = [55+cl. T sin(vV2kt s)—c,.T \/?m.cos(\/Zm s) .L(s)

1 1
+[cy.k N sin(vV2kt s) —c,. K ﬁ.cos(\/Zkr s)+ Z—KT.S].n (9 (5.1.2)

+[c1.c0S(V2KT 5)+ Cosin(V2KT 5)——1.u (s)

seklinde elde edilir.

Ispat a=a(s) egrisi null kuaterniyonik W-egri olsun. Bu takdirde konum vektorii
a(s)=A(s) I(s)+u(s) n(s)+y(s) u(s) (5.1.3)

36



seklinde yazilabilir. (5.1.3) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve (5.1.1) Frenet formiilleri

kullanilirsa
(=N -y DI+ —ky) n+ (kA+u t+y ) u

elde edilir. Bu takdirde;

A=y t+1=0
u' =y k=0 (5.1.4)
A k+u +y=0

esitlikleri elde edilir Bu li¢ denklemden
Y '+2 kty+K=0 (5.1.5)
diferensiyel denklemi elde edilir.

Bu diferensiyel denklemin ¢6ziimii ¢;,c,€ R olmak iizere,
¥ (s) = c;cos(V2kt s)+ c,sin(V2kt s)—% (5.1.6)

seklinde elde edilir. (5.1.6) esitligi (5.1.4) de verilen esitliklerde yerlerine yazilirsa,

/1(5)——5+c1r sm(\/ZK $)—CyT —= COS(\/ZK S) (5.1.7)
u(s)= =01 K sm(VZx S) —CoK = cos(VZK s)——s (5.1.8)

elde edilir. (5.1.6), (5.1.7), (5.1.8) ifadeleri (5.1.3) denkleminde yerine yazilirsa (5.1.2) esitligi
elde edilir.

5.2 ET Minkowski Uzayinda Null Kuaterniyonik W-Egriler

Ef uzaymda B: Ic R — Q, null kuaterniyonik egrisinin asagidaki Frenet denklemlerini

saglayan {L,N,U,W} seklinde Frenet ¢atis1 vardir.

L=KW

N'=(t+pU+pW (5.2.1)
U=(+pl

W=pL+ KN
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Burada L=p'(s) ve L,N,U,W karsilikl1 ortogonal vektorleri asagidaki denklemleri saglar:
B(LL)=h(N,N)=h(L,U)=h(N,U)=h(W,U)=h(N,W)=h(L W)=0
ve
h(UO)=h(Ww)=1, h(LN)=-1

(Aksoy 2014).
Bu boliimde yukarida vermis oldugumuz Frenet denklemleri kullanilacaktir

E{ de B=p(s) egrisi birim hizl1 null kuaterniyonik W-egri olsun. Bu takdirde;

B(s)= A() L()+u() N (s)+y () U () +v(s) W(s) (522

denklemini saglar. (5.2.2) denkleminin s ye gore tlirev alinir ve (5.2.1) Frenet formiilleri

kullanilirsa
L= '+ty+py+pV) L+ +KVIN+(tut+pu+y YU+H(KA+pu+v)w

elde edilir. Buradan,

A+ (+py+pv—1=0 (5.2.3)

w+Kv=0 (5.2.4)

Tu+puty '=0 (5.2.5)

KA+pu+v=0 (5.2.6)

bulunur. Buradan;
p= ;Ip (5.2.7)
—pv=2'
y= “’# (5.2.8)
v= ";' (5.2.9)

sonuglart elde edilir. (5.2.6) denkleminin {i¢ kez tiirevi alinarak (5.2.7), (5.2.8) ve (5.2.9)

esitlikleri yerine yazilirsa
vO-2 pKv'—(t+p)? K2v =0 (5.2.10)

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklem ¢oziiliirse, A=4 K2(p?+(t+p)?)

Q=P K—JK2(p%+ (t+p)2) , Q,°=pK+K*@®?+ (t +p)?)
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elde edilir.
(I A=4K2(p?+(t+p)2)>0 olsun. Bu takdirde
(a.1) K p #0 ve 7+p # 0 olsun. Bu durumda;
0,°<0 ve Q,%>0 dir. Buradanc;, ¢, €3,C4€ R olmak tizere
v(S) =c1c05(Q15)+ c,5in(Q15)+ c3cosh(Q,5)+c,sinh(Q,5) (5.2.11)

bulunur. (5.2.11) ifadesi kullanilarak gerekli islemler yapilip (5.2.7), (5.2.8), (5.2.9)

denklemlerinde yerlerine yazilirsa.

u(s) = %(cz cos (Q,5)— c15in(Q15)) —% (c35inh(Q,s)+ c,cosh(Q,5)) (5.2.12)
y (s)— (cl cos(Q15)+ c,sin(Q15))+ K( p)(c3 cosh(Q,5)+c,sinh(Q,S)) (5.2.13)
Ms)=st (”Q+”” (c205(019) €1 50(019))

- —<”QZZ+QK§””)2) (c35inh(Q,S)+c4cosh(Q,5)) (5.2.14)

elde edilir. Burada (5.2.11), (5.2.12), (5.2.13), (5.2.14) esitlikleri (5.2.2) denkleminde

yerlerine yazilirsa S(s) egrisinin konum vektorii

B(s)=[ s+ M (c,c05(Q45)— c15in(Q45))— M

o o (c3sinh(Q,s)

+¢4cosh(Qa5) L)+ 5-(c2c05 (Q1)— c15n(Q1)) — - (c3sinh(Q2)

K(T+p)

+cqcosh(Q25))IN(s)+[ (crcos(Q15)+ cz5in(Q15))

n K(‘r+p)

(c3cosh(Q,5)+cysinh(Q,5)) | U(s)+[cicos(Qys) + c,5in(Q5)

+c3cosh(st) + c,sinh(Q,s) W (s)
seklinde elde edilir.
Dolayisiyla asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.2.1 E; de K p # 0 ve r+p #0 sartlarin1 saglayan egriliklere sahip f=4(s) birim hizl

null kuaterniyonik W-egrisinin konum vektori ;
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B(s)=[ s+ —(lez_Kng)z) (c2 coS(Q15)—C151'n(Q15))——(m2 o))

0 0,7 (c35inh(Qys)

+cyco5h(Q25))] L(s)+[ £(Cz cos (Q15)—¢,5in(Q15)) _Qﬁz (c3sinh(Q2s)

+e4c0sh(Qa))IN ()] 32 c1c05(Q19)+ ¢ 5in(Q15))

+ K55 e cosh(Qy)+ea sinh(Q29))] Us) +[c1€05(Q15) + ca5in(Qs)

+c3c0sh(Q,5) + c,sinh(Q,s)]W (s) (5.2.15)
denklemini saglar.

(a.2) K p <0 ve t+p =0 olsun. Bu durumda;
Q=2 K p <0ve Q,%=0 dir. Buradan c;,c, C3,C4€ R olmak lizere
V(8)= c1c05(Q5)+cy5in(Q8)+c3+cCys (5.2.16)

bulunur. (5.2.16) ifadesi kullanilarak gerekli islemler yapilip (5.2.7), (5.2.8), (5.2.9)

denklemlerinde yerlerine yazilirsa.

C4,K

u(s) =— —c3Ks — 2=s? (5.2.17)
y(9)=cs (cs€R) (5.2.18)
A(8)=(1—c3p)s— % s — % SIH(Q15)+ cos(le) (5.2.19)

elde edilir. Burada (5.2.16), (5.2.17), (5.2.18), (5.2.19) esitlikleri (5.2.2) denkleminde

yerlerine yazilirsa A(s) egrisinin konum vektori

B()=[(1~csp)s— =27 s> —= % SIH(Q1$)+ 605(015)]L(S)

+[_21K —c3Ks— 4TSZ]N(S)+C5 U(s)
1

+[c1cos(Q15)+c,5in(Q15)+ c3+c,s W (s)
seklinde elde edilir.

Dolayisiyla asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.2.2 E{ de K p < 0 ve r+p=0 sartlarin saglayan egriliklere sahip f=/4(s) birim hizh

null kuaterniyonik W-egrisinin konum vektori ;
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B ()=[(1-csp)s—=2F s* = Esin(Q15)+ Z-Ecos(Q1)] L(s)

—c3Ks— % SZIN(s)+cs U(S)

o
+[c1c05(Q15)+cy5in(Q15)+ c3+c,s |W(s) (5.2.20)
denklemini saglar.
(a.3) K p >0 ve +p =0 olsun. Bu durumda;
0.°=0ve Q,*=2Kp >0 dir. Buradan c;,c, €3, C4€ R olmak lizere
v(s)=c1+cy5+c3c05h(Q,5)+c,sinh(Q, S) (5.2.21)

bulunur. (5.2.21) ifadesi kullanilarak gerekli islemler yapilip (5.2.7) , (5.2.8) , (5.2.9)

denklemlerinde yerlerine yazilirsa.

u(s)=—c,Ks —— Ks2— Q—51n11(02 s)— —cosh(02 s) (5.2.22)
¥ (9)=cs (csER) (5.2.23)
A(9)=(1—c1p)s— % CQB—psinh(st)— CQ"—pcosh(st) (5.2.24)

elde edilir. Burada (5.2.21), (5.2.22), (5.2.23), (5.2.24) esitlikleri (5.2.2) denkleminde

yerlerine yazilirsa S(s) egrisinin konum vektorii
AS)=[(1=c1p)s — = s =2 Esinh(Q5)— 7 =cosh(Q25)]L(s)

+[—c1Ks — ZTKSZ CQK sinh(Q,s) — CS—K cosh(Q,)M(s)+ cs U(s)
2 2

+[c1+cy5+c3c05h(Q48)+cy5inh(Q,5) W (s)
seklinde elde edilir.
Dolayisiyla asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.2.3 Ef de K p> 0 ve t+p =0 sartlarin1 saglayan egriliklere sahip =p(s) birim

hizli null kuaterniyonik W-egrisinin konum vektort ;
FE=[(1=c1p)s — = 2= 2Esinh(Q;5)— -cosh(Q25)]L(s)

+[—c1Ks — %52 - ;—fsinh(st) - % cosh(Q,s)|N(s)+cs U(s)
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+[c1+cy5tc3c05h(Q,5)+cusinh(Q, )W (s) (5.2.25)
denklemini saglar.
(a.4) K t#0 ve p =0 olsun. Bu durumda;
Q.°=—|K 1| ve Q;°=|K 7| dir. Buradan cy,c; c3,c4€ R olmak iizere
v(S) =c;1c05(Q15)+ c,5in(Q,5)+ c3cosh(Q,8)+c,sinh(Q,5) (5.2.26)

bulunur. (5.2.26) ifadesi kullanilarak gerekli islemler yapilip (5.2.7), (5.2.8), (5.2.9)

denklemlerinde yerlerine yazilirsa.
u(s) = % (cyc05(Q415) —c15in(Q45)) —%( c35inh(Q,s)+c4,cosh(Q,5)) (5.2.27)
y (S)— e (c1 cos(Q15)+cy Sm(le))+ 2 (c3 cosh(Q,5)+ c,sinh(Q,5)) (5.2.28)

A (s)=s—g—? (c15in(Q45) + c,c05(Q15)) — I;—?( c35inh(Q,5)+ c4cosh(Q,s)) (5.2.29)

elde edilir. Burada (5.2.26), (5.2.27), (5.2.28), (5.2.29) esitlikleri (5.2.2) denkleminde

yerlerine yazilirsa f(s) egrisinin konum vektori
BO=15—55 (€15in(Q15) + ¢205(Q15)) — 55( €55in(Qa5)+ 4 05N(Q25))]L(S)
+[ o (€2005(Qu8) —cy5in(Q15)) — - (€a5inh(Q5)+¢4co5h(Q25))IN (5)

[ 2 (01 505(Q15)+C251”(Q15))+ X 5 (c3c0sh(Qy5)+ c45inh(Q45))] U(S)

+[cq cos(Q1S) + ¢, sin(Qy5) + c5 cosh(Q,5) + c4sinh(Q,s5)|W (s)
seklinde elde edilir.
Dolayisiyla asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.2.4 Ef de K 7#0 ve p =0 sartlarin1 saglayan egriliklere sahip f=p(s) birim hizh

null kuaterniyonik W-egrisinin konum vektort ;
2
BG)=[ S——3 (¢15in(Q15) + c2¢05(Q15)) — Zs( c35inh(Q25)+ cscosh(Q25))] L(s)

+l 5 (€2005(Q28) =€15(Q19) = 5 (€ainh(Qz5)+acosh(Q2 )N (5)
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+[ ;—11{21 (c1co5(Q15)+cysin(Q15))+ g—zrz (c3cosh(Q,5)+ c,5inh(Q,5)) ] U(S)
+[c; cos(Qqs) + ¢, sin(Qqs) + c3 cosh(Q,5s) + c,sinh(Q,8)]W(s) (5.2.30)
denklemini saglar.
(II) A=4 K2(p?+(t+p)?)=0 olsun. Bu takdirde;
(a.1l) K=0, p=0 ve t+p+#0 olsun. Bu durumda;
0,°=0ve Q,%=0 dir. Buradan c;, c, €3, C4€ R olmak lzere
v(8)= c;+cy5tc3.5%+¢,.83 (5.2.31)

bulunur. (5.2.31) ifadesi kullanilarak gerekli islemler yapilip (5.2.7) , (5.2.8) , (5.2.9)

denklemlerinde yerlerine yazilirsa.

u(s) =cs (cs ER) (5.2.32)
y(s)=—csts (5.2.33)
()= st cs 2L (5.2.34)

elde edilir. Burada (5.2.31), (5.2.32), (5.2.33), (5.2.34) esitlikleri (5.2.2) denkleminde

yerlerine yazilirsa S(s) egrisinin konum vektorii

2
L($)=[s+ cg 12 57] L(8)+csN(s) — cstsU(s)+[cy+cystc3.524c4.83 TW(s) (5.2.35)
seklinde elde edilir.

Dolayisiyla asagidaki teoremi verebiliriz

Teorem 5.2.5 Ef de K=0, p=0 ve T+p+#0 sartlarin1 saglayan egriliklere sahip B=p(s)

birim hizli null kuaterniyonik W-egrisinin konum vektort ;
B($)=[ s+ c5 12 %]L(5)+65N(s) — csTSU(S)+[c1+Cy 5+ C3.5%2+¢,.83 W (s) (5.2.36)
denklemini saglar.
(a.2) K=0, t+p =0 ve p#0 olsun. Bu durumda;
Q,’=0ve Q,%=0 dir. Buradan ¢, c, c3,Cc4ERolmak lizere
v($)= c;+cy5+c5.52+¢,.s°3 (5.2.37)

43



bulunur. (5.2.37) ifadesi kullanilarak gerekli islemler yapilip (5.2.7) , (5.2.8) , (5.2.9)

denklemlerinde yerlerine yazilirsa.

u(s)=cs (cs €ER) (5.2.38)
y($)=cs (6 €R) (5.2.39)
A(D=(-ep)s=copS —cspTp s’ (5.2.40)

elde edilir. Burada (5.2.37), (5.2.38), (5.2.39), (5.2.40) esitlikleri (5.2.2) denkleminde

yerlerine yazilirsa f(s) egrisinin konum vektorii

B(S)=[ (1—1p)s—cp% —csps—cy p = 1L(8)+esN (s)
+ce U(S)+[c1+Ccystcs.524c4.8% TW(s) (5.2.41)
seklinde elde edilir.
Dolayisiyla asagidaki teoremi verebiliriz

Teorem 5.2.6 E{ de K=0, t+p =0 ve p+0 sartlarim saglayan egriliklere sahip B=p(s)

birim hizl null kuaterniyonik W-egrisinin konum vektort ;

B(H=[ (1=c1p)s—c2p> —capicyp T1L(s)+esN(s)
g U(S)+[cr+cystc3.52 4483 TW(s) (5.2.42)
denklemini saglar.
(@.3) K=0, t+p+0 ve p#0 olsun. Bu durumda;
Q,°=0ve 0,?=0 dir. Buradan c;,c, €3, C4€ R olmak Uzere
v(5)= c;+cystc3s?+c,.s3 (5.2.43)

bulunur. (5.2.43) ifadesi kullanilarak gerekli islemler yapilip (5.2.7) , (5.2.8) , (5.2.9)

denklemlerinde yerlerine yazilirsa.

p(s)=cs (cs€ER) (5.2.44)
Y($)= —cs(t+p)s (5.2.45)
A ()= (1=erp)s+(=op + 5(T4p)?)5 —espS—cap 5 (5.2.46)
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elde edilir. Burada (5.2.43), (5.2.44), (5.2.45), (5.2.46) esitlikleri (5.2.2) denkleminde

yerlerine yazilirsa £(s) egrisinin konum vektori

AS)=] (A—c1p)st(~c2p + c5(T+7)? )5 —cspS—cap = 11(8)]+csN(s)
— c5(T+ p)sU(s)+[cy+cystc3.524¢4.53]W (s) (5.2.47)
seklinde elde edilir.
Dolayisiyla asagidaki teoremi verebiliriz

Teorem 5.2.7 E de K=0 , t+p#0 ve p+#0 sartlarin1 saglayan egriliklere sahip f=8(s)

birim hizli null kuaterniyonik W-egrisinin konum vektorti ;

A= (1=cip)st(=czp + cs(T+p)? Vo —csp> ¢y p = 1L(S)]+esN (s)
— cs (T+ p)sU(s)+[ci+cystc3.5%+¢,.s3 W (s) (5.2.48)
denklemini saglar.
(a4) K=0, t+p=0 ve p=0 olsun. Bu durumda;
Q,°=0ve Q,%=0 dir. Buradan c,,c, €3,C4€ R olmak Uzere
v(S)= c;+cystcz.5%+c,.83 (5.2.49)

bulunur. (5.2.49) ifadesi kullanilarak gerekli islemler yapilip (5.2.7) , (5.2.8) , (5.2.9)

denklemlerinde yerlerine yazilirsa.

u(s)=cs (cs €ER) (5.2.50)
y(s)=cs (ce ER) (5.2.51)
A(s)=s+c; (c; ER) (5.2.52)

elde edilir. Burada (5.2.49), (5.2.50), (5.2.51), (5.2.52) esitlikleri (5.2.2) denkleminde

yerlerine yazilirsa A(s) egrisinin konum vektori
L(8)=(stc; )L(S)+csN(s) +cgU(s)+[ci+cystc3s2+c,s3 W (s) (5.2.53)
seklinde elde edilir.

Dolayisiyla asagidaki teoremi verebiliriz
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Teorem 5.2.8 Ef de K=0, T+p=0 ve p=0 sartlarim saglayan egriliklere sahip f=p(s) birim

hizli null kuaterniyonik W-egrisinin konum vektort ;
L(8)=(st+c;)L(8)+csN(s) +cg U(S)+[ci+cystc3.5% 4,53 W (s) (5.2.54)
denklemini saglar.
(b) K #0 ve (p?+(t+p)?)=0 olsun. Bu durumda p=0 ve t+p =0 dir. Dolayisiyla
Q,°=0ve Q,*=0 olacaktir. Buradan ¢, ,c, c3,C4€ R olmak lizere
v(5)= c;+cystc3.5%+c,s3 (5.2.55)

bulunur. (5.2.55) ifadesi kullanilarak gerekli islemler yapilip (5.2.7) , (5.2.8), (5.2.9)

denklemlerinde yerlerine yazilirsa.

52 s3 s*
w(s)= —c, Ks— CZK? —c3K - c41(: (5.2.56)
Y($)=cs (csER) (5.2.57)
A(s)=stcs (Cc,ER) (5.2.58)

elde edilir. Burada (5.2.55), (5.2.56), (5.2.57), (5.2.58) esitlikleri (5.2.2) denkleminde

yerlerine yazilirsa f(s) egrisinin konum vektori
2 3 4
L(S)=(s+cg) L(s)+[—c1Ks — CZK% - C3K% - C4KS: IN(s)+ c5 U(s)
+[c1+cystc3s2+c,s3W (s) (5.2.59)
seklinde elde edilir.

Dolayisiyla asagidaki teoremi verebiliriz

Teorem 5.2.9 Ef de K #0 ve (p?+(t+p)?)=0 sartlarini saglayan egriliklere sahip B=p(5)

birim hizl null kuaterniyonik W-egrisinin konum vektort ;
2 3 4
L(S)=(st+cg) L(S)+[—c1Ks — CZKS? — 3K S? - C4KS: IN(s)+cs U(S)

+[c1+cystc3s2+c,s3W (s) (5.2.60)

denklemini saglar.
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6. TARTISMA ve SONUC

Bu tez c¢alismasinda E} ve Ef uzaylarinda null kuaterniyonik Bertrand egrileri ve null
kuaterniyonik slant helisler incelenmistir. Ayrica E; ve Ef yari-Oklid uzaylarinda null
kuaterniyonik W-egriler i¢in diferensiyel denklemler elde edilmis ve bu diferensiyel
denklemler ¢oziilerek adi gecen egrilerin parametrik denklemleri olusturulmustur. Bu tez
caligmast dogrultusunda E3 ve E;{ de null kuaterniyonik bazi 6zel tipli egriler ve yiizeyler

daha genis bir sekilde caligilabilir.
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