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OZET

Bu tez ¢alismasinda, 3-boyutlu Oklid uzayinda Caputo kesirli hesaplama yontemi kullanarak manye-
tik alanin null (n6tr) noktalarinin karakterizasyonu verilmistir. Daha sonra, sayisal olarak ¢6ziilmiis
sinir baglangi¢ deger problemi yeniden formiile edilerek, manyetik yeniden baglanma durumlari ve
null noktalar etrafindaki manyetik alan cizgilerinin davranist analiz edilmistir. Caputo kesirli he-
saplama yontemine gore Killing manyetik vektor alanlari hesaplanarak, bu manyetik alan ¢izgileri
etrafindaki yiiklii par¢acik hareketi karakterize edilmistir. Daha sonra bu manyetik alan ¢izgilerini
parametre egrileri olarak kabul eden aki tiipleri ad1 verilen manyetik yiizeyler incelenmistir. Ayrica
elde edilen sonuglar matematik programlar1 yardimiyla gorsellestirilerek tamsayi1 ve kesirli hesapla-
malar ile elde edilen sonuglarla kargilagtirilmigtir.

Alt1 boliimden olusan tez ¢aligmasinin birinci boliimil, tezde adi gecen konu ile ilgili yapilmis calig-
malar1 ve bu tezde yapilanlarin motivasyonunun anlatildig1 bir giris kismindan olusmaktadr. Ikinci
boliimde, tezi hazirlarken yararlanilan matematiksel ve fiziksel tanimlar, teoremler ve lemmalara yer
verilmistir. Tezin 6zgiin bolimiinii olusturan {igiincii, dordiincii ve besinci boliimiinde ise Caputo
kesirli analiz yontemi kullanilarak null noktalar karakterizasyonu, null noktalar yakinindaki man-
yetik alan cizgilerinin davranig1 incelenmistir. Manyetik yeniden baglanma, manyetohidrodinamik
cerceveye gore arastirilmistir. Ayrica Killing manyetik alan1 Caputo kesirli analiz yontemi ile hesap-
lanmistir. Daha sonra Killing manyetik alan icerisindeki bir yiiklii par¢acigin hareketi ile elde edilen
egriler Caputo hesaplama yontemi ile analiz edilmistir. Ayrica, null noktalar etrafindaki manyetik
alan cizgilerini iiretici egri kabul eden manyetik aki tiipii olarak adlandirilan manyetik yiizeyler elde
edilmistir. Ayrica manyetik alan ¢izgileri ile iligkili matris formunun 6zdegerleri sayesinde manyetik
aki tlipii yiizeylerinin siniflandirilmasi yapilmistir. Son olarak bulunan sonuclar1 dogrulayan drnekler
verilerek matematik programlar1 yardimiyla gorsellestirilmistir. Tezin son boliimiinii olusturan altinci
boliimde ise elde edilen sonuglar, geometriksel ve fiziksel olarak yorumlanmustir.
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ABSTRACT

In this thesis, the characterization of the null (neutral) points of the magnetic field is given using the
Caputo fractional calculation method in 3-dimensional Euclidean space. Then, by reformulating the
numerically solved boundary initial value problem, magnetic reconnection states and the behavior
of magnetic field lines around null points are analyzed. Killing magnetic vector fields are calculated
according to the Caputo fractional calculation method, and the charged particle movement around
these magnetic field lines is characterized. Then, magnetic surfaces called flux tubes, which accept
these magnetic field lines as parameter curves, are examined. In addition, the results obtained are
visualized with the help of mathematical programs and compared with the results obtained with
integer and fractional calculations.

The first part of the thesis, which consists of six chapters, consists of an introduction where the
studies on the subject mentioned in the thesis and the motivation of what is done in this thesis are
explained. In the second chapter, mathematical and physical definitions, theorems, and lemmas used
in preparing the thesis are included. In the third, fourth, and fifth chapters, which constitute the origi-
nal part of the thesis, the characterization of null points and the behavior of magnetic field lines near
null points are examined using the Caputo fractional analysis method. Magnetic reconnection has
been investigated according to the magnetohydrodynamic equation. Additionally, the Killing mag-
netic field is calculated by the Caputo fractional analysis method. Then, the curves obtained by the
movement of a charged particle in the Killing magnetic field are analyzed by the Caputo calculation
method. Additionally, magnetic surfaces called magnetic flux tubes have been obtained, which accept
the magnetic field lines around null points as generating curves. Additionally, the magnetic flux tube
surfaces are classified thanks to the eigenvalues of the matrix form associated with the magnetic field
lines. Finally, examples confirming the results are given and visualized with the help of mathematical
programs. In the sixth chapter, which is the last part of the thesis, the results obtained are interpreted
geometrically and physically.
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1. GIRIS

Diverjansi sifir olan vektor alanlarina manyetik vektor alanlari denir. Manyetik alan bircok
yerde karsimiza cikar. Ornegin, diinya kendi manyetik alanim iiretir ve bu manyetik alan
pusulanin temel calisma prensibini olusturur. Bunun yanisira donel manyetik alan, elektrik
motorlarinda ve jeneratorlerde kullanilir. Buna benzer daha bir¢ok kullanim alan1 mevcuttur.
Bir yiiklii parcacik bir manyetik alana girdiginde, manyetik alandan etkilenir ve Lorentz
kuvveti olarak adlandirilan ayn1 zamanda asagidaki denklemle belirtilen kuvvet agiga cikar.

Her X vektor alani i¢in,
P(X)=BxX, (1.1)

burada B manyetik vektor alanidir. Bu kuvvetin etkisiyle par¢cacik manyetik egri olarak ad-
landirilan yeni bir yoriinge izlemeye baslar. Manyetik egrilerle ilgili pek ¢ok calisma yapil-
mistir. Bu ¢alismalar literatiir incelemesi boliimiinde ayrintili olarak verilmistir. Lorentz kuv-
veti, fizikte 6zellikle elektromanyetik alanlarin olusturdugu noktasal yiik iizerindeki elektrik
ve manyetik kuvvetlerin bilegkesidir. Lorentz kuvveti @, manyetik alan vektorii B ve par-
cacigin hiz vektorii t vektoriine diktir. Yani, manyetik alan icerisindeki bir yiiklii parcacigin

hareketi asagidaki denklemle belirlenebilir:
d(t) =B xt=Vit. (1.2)

t teget vektorii ve B manyetik vektorii arasindaki vektorel carpimdan dolayi, parcacik manye-
tik alana hiz vektorii manyetik vektor alanina paralel olacak sekilde girerse, etkiyen manyetik
kuvvet sifir olur ve parcacik manyetik alan boyunca ilerler. Parcacik hiz vektorii manyetik
vektor alanina dik olacak sekilde manyetik alana girerse Lorentz kuvveti maksimum degerini
alir. Manyetik kuvvet parcacigin hizina daima dik oldugundan manyetik kuvvet, parcacigin
sadece yOniinii degistirir. Dolayisiyla, yiiklii parcacik manyetik alan icerisinde dairesel hare-
ketler yapar (Synge, 1960). Parcacik manyetik alana teget vektorii ile manyetik alan vektort
sabit a¢1 yapacak sekilde girerse parcacik ekseni bu manyetik alan vektorii olan helis egrisi

seklinde bir yoriinge izler (Barros, 2007).

Kesirli hesabin uygulama alanlarina yonelik ¢alismalar ise matematik ve fizik alanlarinda
giin gectikce artmaktadir. Kesirli tiirevler ve integraller klasik ¢oziimlere gore daha fazla
sayisal sonug sagladigi i¢cin matematik, fizik, mithendislik, matematiksel biyoloji, akigkanlar
mekanigi gibi bir¢ok alanda cesitli problemlerin ¢oziimiinde 6nemli 6l¢iide kullanilmaktadir.
Ayrica klasik analiz yontemleriyle ¢oziilemeyen bir¢ok problem kesirli hesaplama yontemi
kullanilarak ¢6ziilebilmistir. Bu baglamda diferansiyel geometride Caputo kesirli analizi ile

hesaplama yontemi kullanildiginda 6zellikle egriler ve ylizeyler teorisinde matematiksel ve



fiziksel olarak anlamli sonuglar verir.

Bu calismanin temel amaci kesirli analizin egriler ve ylizeyler iizerindeki etkisini ortaya ¢i-
karmak, fiziksel ve geometrik yorumlama yapabilmektir. Bir egri i¢in kesirli hesaplama yon-
teminin klasik yontemlerden farki, egrinin degismezleri olan egrilik ve burulma fonksiyon-
larinin bir o degiskenine bagimli olarak degismesidir. Bu ise egrinin teget vektoriinden ve
bulundugu diizlemden ne kadar saptigin1 sayisal olarak daha kolay analiz etmemize, geomet-
rik ve fiziksel olarak daha 1yi yorumlanmasina olanak saglar. Diger taraftan, kesirli hesabin
diferansiyel geometriye etkisi incelenirken geometrik hesaplamalarla en uygun yapiya sahip
olan Caputo kesirli hesaplama yontemi kullanmilmistir. Bilindigi gibi Caputo kesirli hesap-
lama yonteminde sabit fonksiyonun kesirli tiirevi sifirdir ve bu cesitli fiziksel problemlerin

cOziilmesine ve geometrik yorumlanmasina olanak saglar.

1.1. Teoriyi Olusturmak Icin Literatiir Incelemesi

Bu kisimda, tezin ilerlemesine ve gelisimine katkida bulunan ve bu alanda simdiye kadar

yapilmig ¢calismalar {izerinde durulacaktir.

Fizik ve matematik alaninda elektromanyetik teori onemli yer tutmaktadir. Elektromanyetik
teori de bu konu ile ilgili yapilan ilk yayinlardan biri Rytov tarafindan 1938 yilinda yapilan
topolojik fazinin arastirildigi yayindir (Rytov, 1938). Bu yayin ile birlikte Berry faz olarak
da bilinen geometrik faz bir ¢ok yazar tarafindan arastirilmig ve Rytov yasasinin geometrik
tanim1 ve geometrik sonuclari incelenmistir (Berry, 1984; Kugler, Shritkman, 1988; Ross,
1984). Dandaloff, Berry fazi ile Fermi-Walker paralel 6teleme hareketinin iligkisini aragtir-
mis ve farkli sonuglar elde etmistir (Dandaloff, 1989; Dandoloff, Zakrzewski, 1989). Sunada,
Riemann yiizeyleri iizerindeki manyetik akiglari ele alarak dnemli sonuclar elde etmistir (Su-
nada, 1993). Bu siirecte, Adachi manyetik alan ile ¢caligsmalar ilerleterek, geometride 6nemli
bir yap1 olan Kahler yapisi ile iligkili manyetik alani tanimlamistir (Adachi, 1994; Adachi,
1995). Manyetik egriler ile 6zel egrilerin iligkisi ise Barros tarafindan verilmistir (Barros,
1997). Frins ve arkadaglar1 ise optik fiber boyunca geometrik faz iliskisini arastirarak, pola-
rizasyon diizleminin donme hareketini incelemistir (Frins, Dultz, 1997). Sabit bir manyetik
alanda Landau-Hall problemi ve hiperbolik diizlem iizerinde hareket eden yiiklii bir parca-
c1gin klasik ve kuantum mekanigi 1987 yilinda Comtet tarafindan arastirilmistir (Comtet,
1987). Ayn1 zamanda fizik alaninda 6nemli olan Landau-Hall problemi geometrik bakis ac1-
styla Barros tarafindan ele alinarak Riemann yiizeyinde Gauss-Landau-Hall manyetik alan1
kavramin tanitilmistir. Bu calisma ayn1 zamanda diizgiin bir manyetik alanla iliskili Landau-
Hall problemine iligkin sonuglar1 da icermektedir (Barros, 2005). 3-Boyutlu uzayda Killing
manyetik alanmiyla iligkili manyetik egriler ise Barros ve arkadaslari tarafindan incelenmistir.

Burada degisken bir yaklagim sergilenerek klasik elastik teoriyi Hall etkisiyle iligkilendi-



recek olan Lorentz kuvvet denkleminin ¢oztimleri ile Kirchhoff elastik ¢ubuklari arasindaki
baglant1 verilmistir (Barros, Cabrerizo, Fernindez ve Romero, 2007). Daha sonra, 3-boyutlu
uzaylarda Killing vektor alanlarinin tanimladig1 Killing manyetik vektor alani ile ilgili man-
yetik egrilerde incelenerek dnemli sonuclar elde edilmistir (Munteanu, Nistor, 2012; Druta-
Romaniuc, Munteanu, 2011;2013; Calvaruso, Munteanu, Perrone, 2015; Aydin, 2016) Ge-
ometrideki farkli yapilara ve uzaylara gore de manyetik egriler bir cok yazar tarafindan aras-
tirllmigtir (Efimov, 2005; Cabrerizo, Fernandez ve Gomez, 2009; Ozdemir ve arkadaglari,
2015; Druta-Romaniuc, Inoguchi, Munteanu, Nistor, 2015;2016; Aydin, 2016; Ceyhan ve
Ozdemir, 2020; Giiveng, 2022). Aym zamanda bu ¢alismalar ve matematik alaninda yasa-
nan ilerlemeler sayesinde, bu tez ¢calismasinda da incelenecek olan ve fizikte ¢ok 6nemli bir
konu olan manyetik alanin null noktalar1 ve bu noktalar ¢evresindeki manyetik teori ince-
lenmesi, arastirma konular1 arasinda yerini aldi (Sweet, 1958; Lau, Finn, 1990; Priest, Titov,
1996; Priest, Forbes, 2000; Kostomarov, Echkina, Inovenkov, Bulanov, 2010; Pontin, Priest,
2022).

Kesirli hesaplama yontemi, Leibniz ve Newton tarafindan bulunmus klasik tiirev ve integ-
ral hesaplama yontemlerinin genellestirilmis halidir. Kesirli tiirev herhangi bir dereceden
tiirev hesaplama yontemidir. Tiirev ve integral hesabinda kesirli hesaplama yonteminin kul-
lanilmas1 tamsay1 hesaplama yontemi kadar eskidir. Bu yontemden ilk defa Leibniz’in 1695
yilinda L’Hospital’e yazdigi mektupta bahsedilmistir (Dalir, Bashour, 2010). Ayrica, Lio-
uville, Weyl, Riemann, Lagrange, Laplace, Fourier, Euler ve Abel gibi bir¢ok bilim insani
bu konuyu incelemistir. Kesirli hesaplama yonteminde kullanilan tiirevleme yontemlerinden
birka¢1 soyledir: Riemann Liouville (R-L), Caputo, Griinwald-Letnikov, Wely ve Riesz’dir
(Hilfer, 2000; Miller, Ross, 1993; Oldham, Spanier, 1974). Bu tez ¢alismasinda da kulla-
nilacak olan Caputo kesirli analiz yontemi ise Italyan matematik¢i M. Caputo tarafindan
1960’11 yillarinda bulunmustur (Caputo, 1966). Caputo tiirevi ile tiiretilen kesirli diferansiyel
denklemler i¢in tanimlanan baslangi¢c kosullarinin, tamsay1 tiirevi ile elde edilen diferansi-
yel denklemler icin tanimlanan baglangi¢c kosullartyla ayn1 olmasi nedeniyle Caputo kesirli
tirev operatoriinii kullanmak matematikte avantaj saglamaktadir. Kesirli tiirev hesaplama
yontemleri tamsayili tiirevlere gore daha fazla sayisal sonu¢ vermesi nedeniyle daha detayh
geometrik ve fiziksel sonuglar vermektedir. Bu yiizden matematik ve diger bilim dallarinda
bu konu ile ilgili oldukca fazla yayinlar yapilmistir. Dumitru ve arkadaslar1 kesirli hesap-
lama yontemi ile niimeriksel anlamda ¢alisma yayinlamistir (Dumitru, Kai, Enrico, 1988).
Ardindan, Podlubny kesirli diferensiyel denklemlerin ¢6ziimleri ve uygulama alanlarini aras-
tirdig1 kapsamli bir kitap yayinlamistir (Podlubny, 1998). Loverro, miihendisler i¢in kesirli
hesaplama yontemini tarihsel ve uygulamali bir bicimde inceledigi bir kitap yayinladi (Lo-
verro, 2004). Bu bilgiler 1s181nda, 2006 yilinda, kesirli diferensiyel denklemlerin uygulama-
larinin aragtirildig1 bir yayin yayinland: (Kilbas, Srivastava, Trujillo, 2006). Kesirli hesap-

lama yOnteminin uygulama alanlarinin genigliginin anlagilmasi ile Baleanu ve arkadaglari



niimerik sistemlerinde optimal kontrol problemlerine bu yontem ile bakis acis1 gelistirdiler
(Baleanu, Defterli, Agrawal, 2009). Aym1 sene, Zhang kismi diferensiyel denklemleri ke-
sirli hesaplama yontemi ile arastirdi (Zhang, 2009). Dielthelm, 2010 yilinda Caputo kesirli
tirev yardimiyla diferensiyel denklemleri igeren bir caligma yayinlad: (Dielthelm, 2010).
Daha sonra, bu zamana kadar yapilmis yayinlar1 incelemek i¢in Machado ve arkadaglari
bir yayin yapmistir (Machado, Kiryakova, Mainardi, 2011). Ayrica sabit fonksiyonun Ca-
puto kesirli tiirevi sifir oldugundan Caputo kesirli tiirevi yapilan hesaplamalar1 geometrik
yorumlamaya olanak saglar. Caputo’nun Riemann-Liouville’e gore en dnemli avantaji bir
sabitin kesirli tiirevinin sifir olmas: ve bagslangi¢c kosullarmin tam sayr mertebesine sahip
olmasidir. Son yillarda kesirli analiz hem teoride hem de pratikte biiyiik ilerleme kaydetmis-
tir (Diethelm, 2010; Kilbas, Srivastava ve Trujillo, 2006). Kesirli diferansiyel denklemler,
uygulama alanlarinin ¢coklugu nedeniyle oldukea ilgi cekici bir arastirma alani haline gel-
mistir. Bu uygulama alanlarindan bazilar1 sdyle 6zetlenebilir: Tip alaninda (Bolton, Cloot,
Schoombie ve Slabbert, 2014), farmakokinetik alaninda (Dokoumetzidis, Macheras, 2009;
Popovi¢, Atanackovi¢, Pilipovi¢, . Rapaié, Pilipovi¢ ve & Atanackovi¢, 2010), fizikte (Ba-
leanu, Defterli ve Agrawal, 2009; Atangana, Baleanu, 2016; Ozarslan, Ercan ve Bas, 2019;
Bas, Acay ve Ozarslan, 2019; Bas, Ozarslan, 2018; Durmaz, Ozdemir, Firat, 2024), biyolo-
jide (Petrds, Magin, 2011; Ionescu, Lopes, Copot, Machado ve Bates, 2017) salgin alanlari
modellenmesinde (Qureshi, Yusuf, 2019; Qureshi,Atangana,2019; Almeida, Qureshi, 2019),
niimerik sistemler ve optimal kontrol problemlerinde (Jarad, Abdeljawad ve Baleanu, 2010;
Baleanu, Magin, Bhalekar, Daftardar-Gejji, 2015; Asl, Javidi, Yan, 2018; Milici, Machado,
Draganescu, 2019) dinamik sistemler ile ilgili (Abdeljawad, 2019) yaymlarini verebiliriz.
Tiim bu farkli alanlardaki calismalar ile birlikte, son yillarda matematik alaninda da 6nemli
bircok yayin bulunmaktadir. Kesirli hesaplama yonetiminin barindirdig: farkl tiirev tiirleri
ile ilgili de calismalar yapilmugstir (Jarad, Abdeljawad, Baleanu, 2012; Bas, Ozarslan, 2018;
Ameen, Jarad, Abdeljawad, 2018). Aynm1 zamanda kesirli hesaplama yontemine yeni bakis
acisi ile diferensiyel denklemler konusunda ¢alisma yapilmistir (Garrappa, 2015). Adjabi
ve arkadaslar1 genellestirilmis kesir operatorii yardimiyla Gronwall esitsizligini incelemistir
(Adjabi, Jarad, Abdeljawad, 2017). Egriler teorisi i¢in olduk¢a 6nemli olan 0zel egriler ve
egri ciftlerinin karakterizasyonlar1 da kesirli hesaplama yontemi ile incelenmistir, (Has, Yil-
maz, 2022; Has, Yilmaz, 2022; Has, Yilmaz, 2023). Ayrica fiziksel olarak onemli bir egri
olan manyetik egriler ve elektromanyetik egriler kesirli hesaplama yontemi kullanilarak in-
celenmigtir, (Yilmaz, 2021; Yilmaz, Has, 2021; Has, Yilmaz, 2022;). Aydin ve arkadagslar
diizlem egrilerini bu yontem ile incelemistir (Aydin, Mihai, Yokus, 2021). Son yillarda ge-
ometri alaninda bu caligmalar ile birlikte kesirli hesaplama yontemi ¢alismalarinin gittikce

artacagi kanaatindeyiz.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Tanim: Bir A reel Afin uzayi ile birlesen ve R cismi {izerinde tanimlanmig vektor uzayi

V olsun. V vektor uzayi iizerinde, her x = (x1,x2,x3),y = (y1,y2,y3) €V
g(,):VxV =R 2.1

3
(X,_Y) — g(xay) = inyi
i=1

seklinde bir Oklid i¢ carpim1 tanimlanirsa, A Afin uzayina 3-boyutlu Oklid uzayi denir ve E3
ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

2.2. Tamm: E? uzayinda alman bir x vektoriiniin normu
[ xll= /g (x,x) 2.2)
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).
2.3. Tanim: E? uzayinda alinan x, y vektorlerinin vektorel carpimi
i j k

XXY=1| X1 X2 X3 2.3)

yi Y2 y3

seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).

2.4. Tamm: I C R olmak iizere y: 1 C R — E? seklinde tamimlanan diferansiyellenebilir
fonksiyonuna E uzayinda bir egri denir. Her s € I icin ¥/(s) # 0 ise ¥ egrisine regiiler egri
denir. Eger her s € I igin || ¥'(s) ||= 1 ise y egrisine birim hizli egri denir (Hacisalihoglu,
1983).

2.5. Tamm: y: I C R — [E3, birim hizli bir egri olmak iizere y egrisinin teget vektor alani
t = ¥/ (s), normal vektor alami m = y”(s)/ || ¥’/(s) || ve binormal vektor alan1 b = t x n sek-
linde tanimlanir. Ayrica K ve 7T sirasiyla, egrinin egriligini ve burulmasini géstermek tizere

Kk =|| Y'(s) || ve T = g(n’(s),b) seklinde tanimlidir. Bu sekilde tanimlanan {t,n,b} vektor-

lerine Y egrisinin Serret-Frenet catist denir

V,t = Kn, (2.4)
th — _Kt+ Tb,
V[b = —17Tn.



Frenet vektorleri ile ilgili tiirev denklemleri ise (2.4) esitligindeki gibi verilir. Ayrica
txn=bnxb=tbxt=n (2.5)

esitlikleri saglanir (Hacisalihoglu, 1983).

2.6. Tanim: p € E" olmak iizere Ti» (p) = {(p,V) = v, : v € R"} ciimlesi i¢in i¢ islem

=+ T]E" (p) X TIE” (p) — TEn (p) (26)
((p,v), (p,w)) = (p,v) + (p,w) = (p,v+w)

ve dis islem

(4,(p,v)) = A.(p,v) = (p,Av)

bi¢ciminde tanimlaniyor. Bu durumda (g« (p),+,.) ciimlesi R cismi tizerinde bir vektor uza-

yidir ve tanjant vektor uzayr olarak adlandirilir. Bu ciimlenin elemanlarina tanjant vektor

denir ve v, ile gosterilir. T»(p) = Sp{ 8ix] (p), alxz (p),-.., aixn (p)} cumlesi tanjant vektor uza-

yinin bazi ile ifadesidir ( Hacisalihoglu, 2000).

2.7. Tanim: E" ciimlesindeki her noktaya bir tanjant vektor karsilik getiren fonksiyona vektor
alan1 denir. Vektor alanlari

X En — UPEE” TEn (p) (28)
p—=x(p)=vp
bigiminde tanimlanir. Bu ciimle R cismi tizerinde bir vektor uzayi, C**(E",R) halkasi iize-

rinde bir modiildiir. Vektor alanlarinin ciimlesi ) (E") ile gosterilir ve her bir elemanina bir

vektor alani denir. y (E") = Sp i, i, - 91 ciimlesi vektor alanlarimin bazi ile ifadesidir
X 0x1’ dxp dxy
( Hacisalihoglu, 2000).

2.8. Tanim: U, E? diizleminin baglantili bir acik alt ciimlesi olsun.

S:UCE?* > E? (2.9)
<x7y) — S(x,y) = (Sl(xvy)>S2(x7y)7S3(xay>)

seklinde tanimlanan diferansiyellenebilir doniisiimiine 3-boyutlu Oklid uzayinda bir yama,

lokal yiizey veya iki parametreli yiizey denir (Gray, 1993).



2.9. Tanim: F : E" — E" doniisiimii verilsin,

Fy |p: Tan(p) — Tin (F (p)) (2.10)
dF (p+1tv)

vy = Fulp () = =2 |

bi¢ciminde tanimlanan F;, doniisiime F doniisiimiiniin p noktasindaki tiirev doniisiimii denir.
Bu tiirev doniisiimiine kargilik gelen matrise jakobiyen matrisi denir ve J(F, p) ile gosterilir
(Hacisalihoglu, 2000).

2.10. Tanim: S : U C E? — E? yiizeyi verilsin. S yiizeyi regiiler bir yiizey ise asagidakiler
denktir. Her (xo,y0) € U igin,

i. Sirastyla Sy (x0,y0) ve Sy(xo,y0) bi¢iminde verilen x ve y degiskenine gore kismi tiirevler

lineer bagimsizdir.

ii. Her (xo,y0) € U noktasinda

2.11)

degeri sifirdan farklidir.

iii. §: U C E? — E3 yiizeyi igin tiirev d6niisiimii S, : T2 (p) — Tys (S(p)) tiirev doniisiimiine
karsilik gelen jakobiyen matrisinin ranki 2 degerine esittir (Gray, 1993).

2.11. Tanim: S : U C E? — E3 yiizeyi verilsin. (xo,yo) € U, S yiizeyi iizerinde sabit bir nokta
olmak iizere, S yiizeyi tizerinde S(x,yg) ve S(xp,y) seklinde tanimlanan egrilere sirasiyla

x-parametre egrileri ve y-parametre egrileri denir (Gray, 1993).

2.12. Tammm: LxY vektor alanina X in Y yoniinde Lie Tiirevi denir. Lie tiirevi her p € M
noktasinda taniml olup || (LxY) ||p= lim(t_m)%[(e —1)(Yp(1)(p)) — Yp] olarak tanimlanir.
Burada 0(z), 1-parametreli grubu X vektor alaninin integral egrisidir (Boothby, 1975).

2.13. Tanim: V bir reel vektor uzay1 olsun. V tizerinde tanimlanan ve |, ] ile gésterilen bilineer

operatorii asagidaki gibi belirtilir:

[]:VxV—>V (2.12)
(X,Y)—[](X,Y)=[X,Y]. (2.13)

Yukaridaki gibi tanimlanan [,] operatorii her a,b € R ve X,Y,Z € V i¢in agagida verilen



kosullar1 saglar:

i) [aX +DY,Z] = a[X,Z] + b|Y,Z],

ii) [X,aY +bZ] = aX,Y]|+b[X,Z],

i) [X,Y] = —1[Y,X],

iv) [X,Y],Z]+[[Y,Z],X]+ [[Z,X],Y] =

Bu operat6r parantez operatorii olarak adlandirilir ve (V,[,]) ikilisine Lie cebiri denir (Haci-
salihoglu, 2000).

2.14. Teorem: M manifoldu iizerinde X ve Y vektor alanlar1 ve f € C*°(M,R) olmak iizere

Lyf=X(f) (2.14)
(LxY)P =[X,Y]p

seklinde tanimhidir (Boothby, 1975).

2.15. Tanim: M diferansiyellenebilir bir manifold ve g, M de bir metrik tensor olsun. Her
X,Y € x(M) i¢in (Lgg)(X,Y) = 0 oluyorsa B vektor alanina g metrigine gore Killing vektor
alan1 denir (Kobayashi ve Nomizu, 1996).

Ornegin, R? de standart koordinat sistemi (x1,x2,x3) ve bu uzaydaki metrigi de

ds® = dx} + dx3 + dx3 (2.15)

olarak alalim. Bu metrige kargilik gelen Killing vektor alanlari, her i, j € {1,2,3} i¢in,

3 pa) ; 0Ea a
Leg(99) = L (65 o ai %aj f gja) =0, (2.16)

denkleminin ¢oziimii yapilarak Killing vektor alaninin baz vektorleri
{axl ) axz ) aX37 _XZaxl +x1 8)627 _x3ax2 + x28X3 » X3 8xl — X1 aX3 }7 (2 17)

seklinde elde edilir. Burada E3 uzayinin genel koordinatlari {x1,x2,x3} notasyonu ile goste-

rilecektir ve R3 = span{dyx, ,dx,, dy, } bicimindedir.
Ayrica Killing vektor alan1 B olmak iizere, B vektor alani,
g(VxB,Y)+g(VyB,X) =0 (2.18)

seklinde verilen denklemi saglar (Drutd-Romaniuc, Munteanu, 2011).



2.16. Tanim: M, n-boyutlu bir Riemann Manifoldu olsun. M {izerindeki Lorentz kuvveti F

anti simetrik ® oparetoriiyle birlikte asagidaki gibi tanimlanir:
8(P(X),Y) =F(X,Y),X,Y € x(M) (2.19)
M tizerindeki F manyetik alaninin yoriingesi olan 7y egrileri

VyY =2(Y) (2.20)
denklemini saglayacak sekilde verilir. Her X,Y,Z € (M) i¢in karma garpim
g(X xY,Z) = dvy(X,Y,Z). 2.21)

biciminde verilir. Eger B, M iizerinde tamiml1 Killing vektor alani ise bu vektor alanina kargi-

lik gelen Killing manyetik alan1 Fg = Igdv, seklindedir. Bu durumda Lorentz kuvveti esitligi
P(X)=BxX (2.22)

olarak verilir. Buradan, Lorentz kuvveti ile ilgili manyetik egriler asagidaki denklemle bulu-

nur:

d(Y) = Vyy' =BxYy (2.23)
(Barros ve Romeo, 2007).

2.17. Tamim: Birim hizli ¥ manyetik egrisi B manyetik alaninin manyetik yoriingesidir; ge-
rek ve yeter sart B manyetik alam y e8risi boyunca B = wt 4 kb seklinde yazilir burada @
fonksiyonu bir yiiklii parcacigin manyetik alana girerken parcacigin teget vektorii ile man-
yetik alan arasindaki aci ile iligkilidir ve her bir B manyetik alanina gére manyetik alanin
yari-egimi olarak adlandirilir. Burada yari-egim denilmesinin sebebi B manyetik alani ile
parcacigin t teget vektorii arasindaki acinin cos fonksiyonu ile iligkili olmasidir (Barros ve
Romeo, 2007).

2.18. Tanim: Caputo kesirli tiirevi 0 < o¢ < 1 deger aralig1 ve f diizgiin fonksiyonu i¢in

asagidaki sekilde tanimlanir:

d“u(x) B 1 X 1 du(t)
Z’Sa n F(]—a)/o [(x_t)a dt Jdt, (2.24)

(Podlubny, 1998).
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2.19. Tanim: Riemann-Liouville integrali & > 0 degeri ve siirekli bir f € C"([0,1],R) i¢in

asagidaki sekilde tanimlanir:

1%£(1) = ﬁ /0 l (t—1)* ' f(1)dr, (2.25)

burada I'(@) := [5” e “u®"'du dir (Podlubny, 1998).

2.20. Tamim: 7: I C R — E3 ii¢ boyutlu Oklid uzayinda bir egr1 ve Y egrisinin teget vektorii
tg = Zaa olarak tanmimlanir. y egrisinin normal vektorii ng = It t” ve binormal vektorii by =
tq X ngy olarak tamimlanir. {ty,ny, b} iicliisiine o edrisi boyunca bu egrinin Caputo tiirev
hesabina gore Frenet catis1 denir. Frenet catisinin kesirli hesaba gore tiirev formiilleri ise

asagidaki sekilde verilmistir:

d%ty(s)

Cdso‘ 0 Ka 0 ty (S)
dfx;soé‘(S) =| kg 0 1q ng(s) |- (2.26)
dctes) 0 —74 O b (s)

Ko V€ Tg, o egrisinin egrilikleridir ve kesirli hesaba gore asagidaki sekilde verilir:

'z—o)
asl—(x

r2—a)

Ka .
asl—(x

K(s), Tq = 7(s), (2.27)

k(s), T(s) egrinin tamsay1 degerine karsilik gelen egrilikleri, I'(x) = [;°#* 'e~'dt, x € RT
bicimindedir (Aydin ve arkadaglari; 2021).

2.21. Tanim: E? de 1-parametreli kiire ailesinin zarfina kanal yiizeyi denir. Kanal yiizeyinin,
merkezlerinin yoriingesi bir C(¢) egrisi ve yaricap fonksiyonu r(s) olan degisken yaricaph

hareketli bir kiirenin zarfi olarak tamimlanir (Gray, 1998).

2.22. Tamm: S?(s) kiirelerinin merkezlerinin yoriingesi olan C(t) egrisine kanal yiizeyinin
merkez egrisi r = r(s) fonksiyonuna ise kanal yiizeyinin yarigap fonksiyonu denir (Gray,
1998).

2.23. Tanim: Bir kanal yiizeyi i¢in yaricap fonksiyonu r = r(t) = sabit ise, kanal yiizeyine

tiip ylizeyi denir (Gross, 1994).
2.24. Tamim: Bir o/(¢) merkez egrisi etrafinda genellestirilmis tiip yiizeyi
X(t,s) =o(t)+r(s)(cossn(t) +sinsb(z)),0 < s < 27 (2.28)

seklindedir. Burada, r(s) iki kez tiirevlenebilir bir fonksiyon ve r(0) = r(27) esitligi saglanir
(Gross, 1994).



11

2.25. Teorem: X (¢,s) Kanal yiizeyi ile S?(s) kureleri karakteristik cember ad1 verilen cem-

berler boyunca tegettir (Gross, 1994).
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3. MANYETIK ALANIN NULL NOKTALARININ KARAKTERIZAS-
YONU

Bu boliimde ii¢ boyutlu null (n6tr) noktalarin yani manyetik alanin sifir oldugu veya elektrik
alanin singiiler oldugu noktalarin karakterizasyonlar1 tanitilmigtir. Diverjansi sifir olan vektor

alanlarina manyetik vektor alani adi verilir. Bir B manyetik alani
g(V,B)=0 (3.1)
biciminde verilen ve Gauss yasasi ad1 verilen esitligi saglar. Manyetik alan ¢izgilerinin para-

metrik denklemi ise

d d d
il R R R (3.2)
B, B, B,

denklemlerinin ¢oziimii ile elde edilir. B manyetik alan E elektrik alan olmak iizere Faraday

Yasasi

%—?:—CVXE:VX(\;XB) (3.3)

seklindedir. Burada J akis ve Ly = ¢/47 boslugun gegirgenligi (sabit), ¢ 131k hiz1 olmak iizere

Ampere yasasi
VxB=Ju (3.4)

seklinde verilir. E elektrik alani, v manyetik alanin hizi, ) elektrik 6z direnci ve elektrik

iletkenligi o i¢cin N = MOLG olmak iizere (magnetohydrodynamic) MHD Ohm yasasi
E+vxB=nJ (3.5)
esitligini saglar. Ohm yasasinin ideal MHD formu
E+vxB=0. (3.6)

esitligi ile verilir. Ideal olma durumunda E = E// +E L elektrik alaninin paralel pargasi olan
E// vektoriiniin, B manyetik alanina paraleldir. Bu durumda 1 6zdirenci sifirdir. O halde,
ideal MHD akis1

E+vxB=0veVXE=0 (3.7
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esitliklerini saglar. Ayrica E elektrik alan1 V x E = 0 esitliginin bir sonucu olarak ¥ elektrik

potansiyeli cinsinden
E=-V¥ (3.8)

seklinde de yazilabilir. Buradan V¥ = v x B olup g(B, V¥) = 0 bulunur. Bu ise W elektrik

potansiyeli B manyetik alan1 boyunca sabit demektir. Diger taraftan
E4+vxB=0 (3.9)
esitlifinde her iki tarafi B ile vektorel carpim yaparsak
ExB+(vxB)xB=ExB+g(v,B)B—g(B,B)yv=0 (3.10)
elde edilir. Bu durumda
ExB  g(v,B)

— + B 3.11
"= ¢B.B) (BB G-AD

biciminde olup manyetik alan ¢izgilerinin hizidir. Buradan hiz vektoriiniin dik ve paralel

bileseni

Ex B g(v,B)

= me) " T (BB

B (3.12)

seklinde elde edilir. Eger v_L bir yerde singiiler ise burada manyetik difiizyon gibi ideal ol-
mayan etkiler ortaya cikar. Bu durum ise E singiiler ya da B sifirdir. ideal MHD durumunda
singiilarite ortaya ¢ikar. Bu singiilariteler dis giiciin etkisiyle manyetik alanda topolojik de-
gisiklige yol agar, (Priest, 1996); (Pontin ve Priest, 2022). Sonug¢ olarak burada verilen null

noktalar v_L veya E vektoriiniin singiiler oldugu yani manyetik alanin sifir oldugu noktalardir.

B = (B,,,B,,,B,,) manyetik alan olmak iizere null noktalar civarinda manyetik alan ¢izgileri
farkl davranislar sergiler. Manyetik alanin sergiledigi bu davranislari agsagidaki 3 x 3 tipinde

reel matrisin karakteristik degerleri yardimiyla karakterize edebiliriz (Lau ve Finn, 1990).

B, 9B, OB,
aaxl aaxz aax3
B B B
X2 X2 X2
8x1 sz aX3 ’ (313)
By, JB,, 9B,

8x1 8x2 aX3

B" =

Burada verilen karakterizasyon manyetik alan cizgilerinin yaklasti81 ve yayildig1 diizlem
olan ve fan diizlemi olarak adlandirilan diizlemdeki manyetik alan ¢izgilerinin goriintiisiidiir.

3-boyutlu uzayda null noktalarin karakterizasyonu Sekil 3.1- 3.3’de gorsellestirilmistir.
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B* matrisinin 6zdegerleri aracilifiyla manyetik alan ¢izgilerinin null noktalar1 yakinindaki

davranig1 asagidaki sekilde verilmektedir:

B* matrisinin {A;, A3, A3} seklinde ii¢ 6zdegere sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda
g(V, B) = 0 oldugundan B* matrisinin izi sifirdir. Bu takdirde A; + A; + A3 = 0 esitligi

saglanir.

1. B* matrisinin 6zdegerlerinden birisi sifirsa, genelligi bozmadan A; = 0 alabiliriz. O halde
Ay + A3 =0 olur.

i. &y ve A3 reel ise X —tip ( Sekil 3.1 (a)),

ii. A, ve A3 kompleks ise eslenik olmalidir. Ayrica, iz(B*) = 0 oldugundan, 6zdegerler tama-

men imajiner olmalidir. Bu durumda ise O — tip (Sekil 3.1 (b)) elde edilir.

W Q

_
e
(a) (b)

Sekil 3.1. Manyetik alan cizgilerinin null (n6tr) noktalar yakinindaki sirasiyla X —tip ve
O —tip davranisi (Lau ve Finn, 1990).

2. B* matrisinin 6zdegerlerinden hepsi reel ise 4| + A» + A3 = 0 oldugundan sirasiyla 6zde-

gerlerin isaretleri asagidaki gibidir.
i. (4+,—,—)ise A —tip (Sekil 3.2 (d)),

ii. (—,+,+) ise B—tip (Sekil 3.2 (c)) elde edilir.
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e an

Sekil 3.2. Manyetik alan cizgilerinin null noktalar yakinindaki sirasiyla B —tip ve A —tip
davranigi (Lau ve Finn, 1990).

Not: Eger null noktalarda akim sifir ise yani B* simetrik ise 6zdegerler reeldir. Tersi dogru
degildir yani 6z degerler reel ise akim sifir yani B* simetrik olmak zorunda degildir.

3. B® matrisinin A; 6zdegeri reel, A, ve A3 ozdegerleri kompleks ise A; ve A3 kompleks
eslenik olmalidir. O halde A; + 2Re(A;) = 0 olur. Bu durumda;

i. A} > 0ise Ay —tip (Sekil 3.3 (f)),

ii. A1 < 0ise By —tip (Sekil 3.3 (e)) elde edilir.

Bs As s
Y/@é)/\ Y/rc%))\

Sekil 3.3. Manyetik alan cizgilerinin null (ndtr) noktalar yakinindaki sirasiyla Bg —tip ve
Ay —tip davranigi (Lau ve Finn, 1990).

Yani, A; > 0 (4; < 0) ise alan ¢izgileri spiral ¢izer ve bu spiraller kompleks 6zdegerlere
karsilik gelen ozvektorlerin gerdigi diizlemdedir. Bu durumda B* antisimetriktir ve null nok-
talar boyunca akim mevcuttur. Fan diizleminde akim sifir ise fan diizlemi null noktalarin

bulundugu dogruya diktir.

Not: B* asimetrik oldugunda akim mevcuttur. Null noktalarda akim sifir gerek ve yeter kosul

B* simetriktir. Dahasi fan diizlemi null noktalarin bulundugu dogruya diktir.
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Fan diizleminde A —tip ve B — tip goriintii olustugunda, 3 boyutta pozitif (negatif) 6zdegere
karsilik gelen vektor null noktalarin bulundugu dogruyu verir. Diger 6zdegerlere karsilik

gelen 6zvektorler ise fan diizlemini gerer.

Fan diizleminde A; —tip ve By — tip goriintii olustugunda, 3 boyutta reel 6zdegere karsilik
gelen vektor null noktalarin bulundugu dogruyu verir. Diger iki kompleks 6zdegere karsilik

gelen ozvektorler ise fan diizlemini gerer (Lau ve Finn, 1990).

B manyetik alani icin alan ¢izgilerini

ox 1 8x2 aX3 ﬂ

o =By, o =B,,, o = B,, veya kapal1 olarak o =B (3.14)

esitliklerinin ¢oziimii ile elde ederiz. Buradaki ¢ herhangi bir parametredir yani yay paramet-
resi olmak zorunda degildir. Bu esitligin ¢oziimii » = Fg(rp,?) herhangi bir ¢ anindaki akigi

Verir.

Ayrica manyetik alan cizgileri
ZT S S (3.15)

denkleminin ¢6ziimiinden elde edilen iki aki yiizeyin arakesit egrisi olarakda elde edilebilir.
Bu iki aki yiizeyi u(x1,x2,x3) = C ve v(xy,x2,x3) = K ise W elektrik potansiyeli manyetik
alan boyunca sabit oldugunda ¥ = ¥(C,K) seklindedir. Buradan E = —VW¥ oldugundan

E de belirlenmis olur. O halde B manyetik alaninin null noktalar1 E elektrik alaninin veya

vl = ;(:BXE) in singiilerligi yardimiyla elde edilir.

Ornek. (X —tip manyetik alan ¢izgisi) iki boyutlu uzayda, B = (By,,B,,) alalm E+v x B =
0 oldugundan V = (vy,,Vvy,) sadece x; ve xp bilesenine sahiptir ve E sadece x3 bilesenine
sahiptir. Diger taraftan

i j  k
— d d d
VXE = proali ol o (3.16)
0 0 E,
JE,, JE,,
— 3 _ 0)=0
T )
oldugundan E,, = E( =sabittir. Buradan
Eo.B
vl = (3.17)
g(B,B)

kullanilarak null noktalar bulunur. B manyetik alanim By, = x1, By, = —x; olarak alalim. Bu
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durumda

EO X1 EO X2

vl =(
2 20 2 2
xX;+x5  x7+x;

) (3.18)

olarak bulunur. O halde null noktalar x; = x, = 0 dir. Buradan manyetik alan ¢izgilerinin

denklemi:
8x1 8x2
e L — 3.19
esitliginin ¢oziimii ile
X1Xp = C (3.20)

seklinde elde edilir. Bu durumda manyetik alan ¢izgileri hiperbol egrisi seklindedir. Yani fan

diizlemindeki goriintiisii X — #ip manyetik alan ¢izgisidir.

Ornek. (X — tip manyetik alan gizgisi) Ug boyutlu uzayda, manyetik alan bilesenlerini B,, =

x2, By, = x1, By; = 1 olarak alahm. Bu durumda B manyetik alanina karsilik gelen matris

010
B"=|10 0 (3.21)
0 0O
olarak hesaplanir. Matrisin 6zdegerleri A; = 0,4, = 1,A3 = —1 olarak bulunur. ; =0 ve

A2, A3 reel oldugundan manyetik alan ¢izgilerinin davranist X — tip bigimindedir ( Sekil
3.1 (a)). Bu 6zdegerlere kargilik gelen 6zvektorler sirasiyla vy = (0,0,1), v, = (1,1,0) ve
v3 = (—1,1,0) seklindedir. O halde null noktalar x; = x, = 0 yani x3 ekseni iizerindeki

noktalardir. Fan diizlemi ise x3 = d, d € R diizlemidir. Manyetik alan cizgileri ise

dx;  dxy ox3
o =, o=, — =1 (3.22)

denkleminin ¢oziimii ile asagidaki gibi elde edilir:
x; = C"?sinhs, x, = C"/?coshs, x3 = s+ K. (3.23)

Ayn1 zamansa

dx; dxp dxj
- e 3.24
X2 X1 1 ( )
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denkleminin ¢oziilmesiyle agsagidaki iki aki ylizeyin arakesit egrisi

X1

C =x]—x3, K =x3 —arctanh(=) (3.25)

X2

olarak da elde edilir. Buradan E yi C ve K cinsinden ifade ettikten sonra W elektrik potansi-

yeli fonksiyonunu belirlemeliyiz. E =V x ¥ oldugundan
¥ _8‘1’&C+8‘P8K
8x1 N 8C axl 8K 8x1

J¥Y coshsd¥
— 2VCsinhsZo + 222~
VCsinhs 55 + = o%

E, = (3.26)

_XZEx1+Ex3 E — 0D
) X3 —

E, = —
2 X1 aK

(3.27)

dir. Dolayisiyla W elektrik potansiyeli C ve K cinsinden asagidaki gibi

KKy
C—Cy

Y = —EK veya ¥ = Carctan (3.28)

ve C = 0icin C = Cy, K =0 i¢in K = K olarak elde edilir. Ayrica burada Jug =V x B =0

dir. Yani akim sifirdir ve B* matrisi simetrik matristir.

Ornek. (O — tip manyetik alan cizgisi) By, = x2 —x3, By, = x3 —x1, By; = x| —xp manyetik
alan bilesenlerini ele alalim. Buradan

0o 1 -1
B'=| -1 0 1 (3.29)
1 -1 0
matrisi elde edilir. Bu matrisin 6zdegerleri
M =0, 4 =iV3, 13 =—iV3, (3.30)

ve sirastyla bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler
1 11 1 1 I 1 1
=(1,1,1 =(—=iV3—=,ziv3——,1 =(zivV3—=z,—ziv3—=,1) (3.3l
V1 ( ) )7V2 ( 2l\/_ 2721\/_ >’ )7 V3 (2l\/_ >’ Zl\/_ 2’ ) ( )

seklinde hesaplanir. Oz degerlerden birisi sifir diger ikisi kompleks say1 ve bu sayimin esle-
nigi oldugundan manyetik alan ¢izgisinin fan diizlemindeki goriintiisii O —¢tip olarak bulunur
(bknz. Sekil 3.1 (b)). O halde null noktalarin bulundugu dogru a(t) = (¢,¢,t) ve fan diizlemi



19

X1 +x2+x3—d =0 veburada t,d € R’dir. Diger taraftan

dx;  dx  dx3 (3.32)

Xp—X3  X3—X]  X]—X2

denkleminin ¢oziimlendiginde aki yiizeyleri (manyetik yiizeyler) asagidaki gibi elde edilir.
u(xy,x0,x3) =x1+x+x3 =C, v(x1,x,x3) = x% —I—x% —|—x% =K (3.33)
O halde
®(C,K) = F(x1 +x2+x3,%7 + 13 +x3) =0 (3.34)
dir. Bu ¢oziim
FOT4+x34x3) =x+y+zveyag(x; +x2+x3) =x7 +x5+x3 (3.35)
seklinde de ifade edilebilir.

Ornek. (B—tip manyetik alan cizgisi) Uc boyutta manyetik alan bilegenlerini B, =x1, By, =
x2, By; = —2x3 olarak alalim. Buradan

0
0

B* , (3.36)

Il
oS O =
S = O

-2

olup B* matrisinin 6zdegerleri A = —2, A, = 1, A3 = 1 dir. Ug 6zdeger de reel ve A; > 0
oldugundan fan diizleminde B —tip goriintii ( bknz. Sekil 3.2 (c)) elde edilir. Bu 6zdegerlere
karsilik gelen 6zvektorler vi = (0,0,1),v, = (1,0,0) ve vz = (0, 1,0) bicimindedir. O halde
v1 null noktalarin bulundugu dogruyu, v, ve v3 vektorlerinin gerdigi diizlem ise fan diizlemini

Verir.
B*=1X (3.37)

esitliginden null noktalarin bulundugu dogru x; = x, = 0 yani x3 ekseni iizerindeki noktalar-
dir. Fan diizlemi ise x3 = 0 yani xjox; diizlemidir. Ayrica burada Juy =V x B = 0 dir. Yani

akim sifirdir ve B* simetriktir.

8x1 8x2 8)63

g _ . g2 98 )
5y~ oy = 5] X3 (3.38)
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denklemi ¢oziiliirse manyetik alan ¢izgilerinin denklemi
Y(s) = (c1€°,c2¢* ;e3¢ %), ¢, €2, c3 = sabit (3.39)

olarak bulunur. Bu alan c¢izgilerini iki yiizeyin arakesit egrisi olarak ifade edip bu yiizeyler

yardimiyla W elektrik potansiyelini belirleyelim. Asagidaki denklemleri ele alip,

dx; dx;  dx3

(3.40)
X1 X2 —2x3

bu ilk iki esitlikten,

dxy —x1d
rdx —xiaxn _ (3.41)
X2X] — X1X2
elde edilir. Bu ifadenin paydasi sifir oldugundan ¢6ziim olmasi i¢in x,dx; — x;dx; = 0 olma-

lidir. Buradan

u(xy,x2,x3) = 2 _c (3.42)
X1
elde edilir. Diger iki esitlikten ise
2x3dxy +x1dx3

0 343
2x1x3 — 2X1X3 ( )

elde edilir. Bu ifadenin de paydasi sifir oldugundan ¢6ziim olmasi igin 2x3dx; + x1dx3 =0

olmalidir. Buradan

v(x1,x2,x3) = x%xg =K (3.44)

~-L L
olarak bulunur, 2&Y). — ¥ % | £ 0 dir. Sadece birisinin sifirdan farkli olmasi yeter-

d(x1,%2) 2X1X3 0

lidir. O halde
(2 20—
Y(C,K)=F(—,xix3) =0 (3.45)
X1

dir. Bu ¢oziim

F(22) = xs veya g(xx3) = 2 (3.46)
X1 X1
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seklinde de ifade edilebilir. ¥(C,K) = C+ K = x}x3 + 32 olarak alirsak

E = (E,.E,E,)=_V¥ (3.47)
B 0¥ 8_‘1‘ 0¥
TN oxy’ (9x2’ ox3

1
= (- 2X1x3+ y——,—X7)
X1

1

dir. O halde null noktalar x; =0 ve xo =0 (x = Cx;) dir.

Ornek. (As—tip manyetik alan ¢izgisi) By, = —x; +x2, By, = —x1 +2x2 —2x3, By, = 2x2 —x3

manyetik alanini alalim. Buradan verilen manyetik alanin matris formu

-1 1 0
B'=| -1 2 -2 (3.48)
0 2 -1

seklindedir. Matrisinin 6zdegerleri

1 1 1 1
M=—1LL==iVll+-, Ix==-—=iV1l 34
1 y /2 2l + 27 3 2 2l ) ( 9)
ve sirastyla bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler
1 3 1 1 3
=(-2,0,1 \/ L), vs=(Zz,—ivIil+-,1 3.50

bi¢imindedir. Oz degerlerden birisi reel diger ikisi kompleks ve A; < 0 oldugundan manyetik
alan cizgileri fan diizleminde Ay —tip goriintii verir ( Sekil 3.3 (f)). Ayrica burada Jug =
V x B=(4,0,-2) dir. Yani akim mevcuttur ve B* anti-simetriktir. Simdi de null noktalar1 ve
fan diizlemini bulalim. O halde null noktalar o(z) = (—2¢,0,¢) dogrusu iizerindeki noktalar
ve fan diizlemi 2x; — x3 = 1 diizlemidir. Bu durumda

o0x1 x> 0x3

x:—x1+x2, XI—X1+2)€2—2X3, WZZXZ—% (3.51)

denklemi coziiliirse manyetik alan ¢izgilerinin denklemi:

(3*1‘0m)cos‘ﬁt (3+‘F)sin\@t,

t
y(t) = exp(i) cos Y- ‘ﬁt + sin Y5+ \ﬁ’ : (3.52)
(3—gm)cos \ﬁt (3+\F> sin x@t

biciminde bulunur.
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4. CAPUTO KESIRLI HESAPLAMA YONTEMI ILE MANYETIK ALA-
NIN NULL NOKTALAR YAKININDAKI DAVRANISI

Bu boliimde oncelikle ii¢ boyutlu null noktalarinin karakterizasyonlarini tanittik ve ardindan
manyetik alanin null (n6tr) noktalar1 yakinindaki manyetik alan ¢izgilerinin davranisim1 Ca-
puto kesirli analiz yontemiyle arastirdik. Ayrica manyetik alan ¢izgilerinin null noktas1 yaki-
nindaki davraniginin tamsay1 ve kesirli tiirev sonuglarint matematik programlari aracilifiyla

gorsellestirdik. Tezin bu béliimiinden (Durmaz, Ozdemir, Firat, 2024) yayimi elde edilmistir.

Caputo kesirli diferansiyel denklem aracilifiyla B = (By,, B,,, By, ) manyetik alan cizgileri-

nin saglamasi gereken denklem asagidaki gibi verilebilir:

dgx dgx; dgxs
dre TV qre T gpoe TR

4.1

Manyetik alanin null noktalar yakinindaki davranigini Caputo kesirli hesaplama yontemi ile
karakterize etmek icin asagidaki drnekleri verecegiz. Bu ornekleri gorsellestirdigimiz Sekil
4.2-4.6°de, kirmiz1 renkli egriler ilgili denklemlerin kesirli ¢oziimlerine, siyah renkli egriler

ise tamsay1 ¢oziimlerine karsilik gelmektedir.

Ornek. B = x30y, — x1 0y, dairesel (O — tip) manyetik alanini alalim. Ug boyutlu uzayda
B ile belirtilen manyetik alan ¢izgisi asagidaki diferansiyel denklemin ¢oziimii olarak elde
edilebilir:

8)61 8x2 8x3

ETEr T @2

(4.2) denkleminin tamsay1 ¢6ziimii asagidaki sekilde elde edilir:
X(t) = (ajcost +apsint)dy, + azdx, + (axcost — aj sint)dy,, (4.3)

burada a;, i = {1,2,3} reel sabitlerdir. (4.2) denkleminin Caputo kesirli analiz yontemiyle

¢cOziimil ise asagidaki gibi hesaplanir:

xi(t) = 2 Eygog (—12%) + 1% Erg g (—12%) (4.4)
o1
t =
X3(t) _ _tza_]EZ(x,Z(x (_t2a) +ta_]E2a,a (_t2a)
burada T'(x) = [t le7'dt, x e RT ve E; j(x) = Y5y #Z‘j)’ i,j > 0,x € C bigiminde ta-

nimlidir. Buradan, Sekil 3.1° de verilen (O —tip ) manyetik alan ¢izgilerini ve bu alan ¢izgi-
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leri ile ilgili kesirli yaklasimla elde edilen manyetik alan ¢izgilerini elde ederiz.

©) (d)

Sekil 4.1. Null nokta yakininda manyetik alan ¢izgilerinin davranis1 (O-tip) & = 0.4,
o =0.8, ¢ =0.95, a =0.99 degerleri ve x; (0) = 1,x(0) = 1,x3(0) =1
baslangic degerleri icin.

Ornek. B = x30y, + x1 0y, hiperbolik (X — tip) manyetik alamini alalm. Bu durumda ilgili

manyetik alan ¢izgisi asagidaki diferansiyel denklemin ¢oziimii ile elde edilir:

8x 1 8x2 aX3

o1 X3, 7 :0, W = X1. (45)

(4.5) denkleminin tamsay1 ¢6ziimii asagidaki gibidir:

X (t) = (aj cosht +ay sinht)dy, + azdx, + (az cosht + aj sinht)d,,. (4.6)
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(4.5) denkleminin Caputo kesirli analiz yontemi ile ¢oziimii ise asagidaki gibi bulunur:

xi(t) = 1% Egqq(t%) 4.7
tocfl

xz(t) = m

X3(t) — tailEOha (ta)

Bu coziimler Sekil 4.2 de gorsellestirilmisgtir.

Sekil 4.2. Null nokta yakininda manyetik alan ¢izgilerinin davranis1 (X-tip) o = 0.3,
o =0.7, ¢ =0.8, a =0.9 degerleri ve x; (0) = —5.9,x,(0) = 0,x3(0) =6
baslangic degerleri igin.

Ornek. B = (—x1 4+ x2) 0y, + (—x1 +2x2 — 2x3) 0y, + (2x2 — x3) s, spiral (A; — tip) manyetik
alamimi alalim. Ug boyutlu uzayda, B ile belirtilen manyetik alan ¢izgisi asagidaki diferansi-
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yel denklemin ¢6ziimii olarak elde edilebilir:

d d d
%z—xﬁ-xz, %Z—xl—l-zm—zx% §=2x2—x3. (4.8)

(4.8) denkleminin tamsay1 ¢oziimii

(3_1@)008 V11t (3+\ﬁ)sin \/é71t7

y(t) = eXp(%) cos Y+ *Ft +sin ¥5-¢ ‘ﬁ’ : (4.9)
(3_§F)COS\FI (3+\F) \/?t

sin

biciminde hesaplanir. (4.8) denkleminin Caputo kesirli analiz yontemine gore ¢oziimii ise
asagidaki gibi hesaplanir:

e DY) ae
ZZ 2koc+3n—|—1) @)

e B

oa—1 k o(2k+3n)

e Z;);)r ko 13t Do —2a)

_ps20-1 i i (=3)" (nJl'c_k) (o (k+2n)

w2 I'ka+2(n+1)o—a)

10— li i ( 3) (n—l:k) ta(k+2n)

I'ka+2(n+1)o—a)

=0
e _3)n(_2)k(n+k)
a(f) = — 31 k ) ja(2k+3n)
3(1) n;)kzz)F(Zka—Hi(n%—l) )

4201 i i (_3)n<_2)k(n—]0(—k) £0(2k+3n)
= = T2k +3(n+1)a—a)

n=0k=
[eS) oo n n+k
-H‘a_] Z Z (_3) (_2)k( i ) ta(2k+3n) (4.10)
& 4T (2ka+3(n+ Do —20a) | '

Buradan Sekil 4.3’ te verilen manyetik alan ¢izgileri elde edilir. B ile gosterilen manyetik
alanin matrisinin 6zdegerlerinden biri reel, diger ikisi karmasik sayilardir. Boylece ortaya

cikan manyetik alan ¢izgileri spiral seklindedir.
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Sekil 4.3. Null nokta yakininda manyetik alan cizgilerinin davranis1 o« = 0.87, o = 0.9,
a=0.97, a =0.99 degerleri x; (0) = 1,x2(0) = 1,x3(0) = 1 baslangi¢ degerleri
i¢in.

4.1. Null Noktalar Yakininda Manyetik Yeniden Baglanma

Manyetik yeniden baglanma, plazma fiziginin bir¢ok alaninda manyetik alanin yeniden ya-
pilandirildig1 temel bir siirectir. Manyetik alanin genel topolojisi null noktalarda degisir. Bu
boliimde manyetik yeniden baglanma Caputo kesirli analiz yontemi ile incelenecektir. Yeni-
den baglanma, genellikle X —#ip noktalar olarak bilinen (bkz. Sekil 4.4) hiperbolik manyetik
alanin hiperbolik null noktalarinda iki boyutta gerceklesir. Yeniden baglanma manyetik alan
cizgileri bir plazma akisiyla X — tip noktasina dogru tasinir; null noktasinin her iki tarafinda
tasinan alan cizgileri, alanin ayiricilart boyunca uzandig1 yerde kirilmaya ugrar. Akis daha
sonra yeniden baglanan manyetik alan ¢izgilerini, son noktalarini artik ¢iftler halinde kargi-

likl1 olarak baglanan X — tip noktasindan uzaga tasir. Cogunlukla asagidaki fiziksel etkiler

manyetik yeniden baglanmayla iretilir:



27

(a) Giines atmosferinde hizli parcaciklar: hizlandirabilecek giiclii elektrik akimlarinin, elekt-
rik alanlarinin ve sok dalgalarinin olusmast;

(b) Manyetik enerjinin bir kismini 1stya doniistiiren akimlarin omik dagilimi;

(c) Plazmay1 yiiksek hizlara ¢ikaran gii¢lii Lorenz kuvvetlerinin ortaya ¢ikisi;

(d) Hizli pargaciklarin ve 1s1 akisinin yollarini degistiren manyetik alan cizgilerinin kiiresel
baglantilarindaki degisiklikler (Pontin ve Priest, 2022).

? NG
—
: 2 e g

A
B D
(b)

C

Sekil 4.4. Asagidaki sekilde golgeli olarak verilen lokalize bir difiizyon bolgesinde (null
noktalarin oldugu bolge) yeniden baglanma yoluyla manyetik alan cizgilerinde
bir degisiklik meydana gelir; Oyle ki, bir alan cizgisi A baglangicta B ile baglantili
iken, null noktada kopup yeniden baglanmanin ardindan C’ye baglanir (Pontin ve
Priest, 2022).

Ornek. B = x10x, + (px2 — jx3)0y, — (p+ 1)x30y, manyetik alanini alalim, buradan B ile be-

lirtilen manyetik alan ¢izgisi asagidaki diferansiyel denklemin ¢6ziimii olarak elde edilebilir:

8x1 . 8)62 . . aX3 .
o b o T PR, 7——@4‘1))63- (4.11)

(4.11) denkleminin tamsay1 ¢oziimii asagidaki gibi elde edilen hiperbolik manyetik alamidir,
X (1) =c1€' o, +czep’8X2+C3e_(p+l)t8x3. (4.12)

(4.11) denklemin Caputo kesirli analize gore ¢6ziimii ise asagidaki gibi hesaplanir:

xi(t) = 1 'Eqa(t%), (4.13)
0) = 1" 'Eqq(pt?),
ro—1 p+1
t) = Eq o (t%) + E —(p+1)t%
X3() ) a,a( ) ) a,a( (P ) )

Buradan elde edilen manyetik alan ¢izgilerinin manyetik yeniden baglanma hareketinin go-

riintiisii Sekil 4.5° de gorsellestirilmistir. Burada tamsay1 ¢oziimler siyah renkte, Caputo ke-
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sirli analiz yontemiyle elde edilen sekiller ise kirmizi renkte gorsellestirilmistir.

() (d

Sekil 4.5. Null nokta yakininda manyetik alan cizgilerinin davranisi (A ya da B-nokta)
a=03,a=0.7 aa=0.8, o« =0.95 degerleri, B =0.8; L=3; j=1; p=0.7
parametreleri ve x; (0) = 0.1,x(0) = 0.1,x3(0) = 0.5 baslangi¢ degerleri igin.

4.2. Killing Manyektik Alaninda Yiiklii Parcacigin Hareketinin Kesirli Hesaplama
Yontemi Ile Incelenmesi

3-boyutlu uzayda manyetik alan diverjansi sifir olan vektor alanidir. Bir yiiklii par¢ik manye-
tik alandan etkilendiginde Lorentz kuvveti olarak adlandirilan bir kuvvet agiga ¢ikar. Lorentz
kuvveti X = (x1,x2,x3), ¥ = (y1,y2,¥3) € x(E?) olmak iizere asagidaki gibi kapali 2-form
olarak verilir

g(®(X),Y)=F(X,Y), (4.14)
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F ile iligkili olarak X = (x1,x2,x3) € x(E?) i¢in manyetik alan vektorii B iizerindeki Lorentz
kuvveti opreratorii @ agagidaki formiille verilebilir:

d(X)=BxX. (4.15)

Bir yiiklii parcacik Lorentz kuvvetinin etkisiyle manyetik alan icerisinde manyetik egri adi
verilen bir yoriinge izler. Kesirli analiz yontemi kullanilarak manyetik egrilerin karakterizas-

yonu asagidaki denklemi saglayacak sekilde verilebilir:
®(t%) =B x t* = Vyat?, (4.16)

burada V Levi-Civita konneksiyonu ve t* manyetik alanin kesirli hesaplama ile ilgili teget
vektoriidiir (Has, Y1lmaz;2022).

Bu boliimde kesirli analizi kullanarak paralel Killing vektor alaniyla iliskili manyetik egri-
ler belirlenmistir. Bunun i¢in Oncelikle Caputo kesirli hesaplama yontemini kullanarak ii¢

boyutlu Oklid uzayinda Killing vektor alanlar1 belirlenmistir.

4.2.1. Kesirli Hesaplama Yontemine Gore Killing Vektor Alanlar:

R3 uzayimn standart koordinatlar1 (x1,X2,x3) ve bu uzaymn metrigini ds> = dx% -+ dx% + dx%

olarak alalim. Bu metrige gore Killing vektor alanlar1 asagidaki gibi verilir:

§ = &0y, +&20y, +E30x 4.17)
ve her i,j € {1,2,3} i¢in

i ngj agga aéa

Lég ax, &xj 3)60‘ Wg a a .o 8ja

) =0, (4.18)

esitligi saglar. Burada a Caputo kesirli tiirev, 0 < a < 1,i € {1,2,3} ve

)L i=g
R Y
bicimindedir. Sabit fonksiyonun Caputo kesirli tiirevinin sifir oldugunu g6z Oniine alarak

(4.18) denkleminin ¢oziimiinden asagidaki esitlikleri elde ederiz:

8Ca51 0 8Ca§2 _o. %8 aa€3
oxf " Ox§ ’ 8x3
e e el e e o
ox§ ox{ " dx§ ox{ " Ix§

=0, (4.19)

=0.

o
0x§
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(4.19) esitliklerini kullanilirsa agsagidaki ¢oztimler elde edilir:
E' = Vixy + 0ax3 4 81,67 = —V1x1 + Vax3 + 8,67 = —Vox; — V3xy + 8. (4.20)

(4.20) denkleminde elde edilen degerleri (4.17) esitliginde yerine yazilirsa asagidaki esitlik

bulunur:

5 =1 (Xanl —xlaxz) + 1)2()63(9)61 —x18x3) + U3 (x38xZ —X2(9x3) + 518)61 + 52(9)62 + 538)(3.
4.21)

Buradan Caputo kesirli hesaplama yontemine gore Killing vektor alanlarinin baz vektorleri-

nin agsagidaki gibi verilebilecegini soyleyebiliriz:
{9&x1,08x2, 08 x3, —x208x1 + x108x2, —x398 X0 + %208 %3, %398 x1 —x108x3}.  (4.22)

Burada elde edilen ilk ii¢c vektor paralel Killing vektor alanini, diger vektorler ise donel Kil-
ling vektor alanlarin iretir. Killing vektor alanlar1 manyetik alan tanimladigindan, bir ytiklii
parcacigin bir paralel manyetik vektor alanindaki hareketini incelerken genelligi bozmadan
B = 9%x;3 Killing manyetik vektor alanini kullanabiliriz.B = 9%x3 manyetik alanini (4.15)

esitliginde yerine yazarsak asagidaki Caputo kesirli diferansiyel denklemlerini elde ederiz:

ﬁ(dgxl (t) ) _ ngQ(t) 4.23)
dt®" ds® ds® '
ﬁ(dgxz(t)) _ _dgxl(t)
dt®" ds® ds®
¢ dexs (1)
—(————=) = 0.
dt® ( ds® )
(4.23) denkleminin Caputo kesirli analize gore ¢oziimii asagidaki sekilde elde edilir:

XQ(I) — _/(tzalEZa,Zoc (_tZa)_FtaflEza’a (—tza))

o—1
50 = [(Fg)

Buradan Caputo kesirli hesaplama ile bir yiiklii par¢acigin izledigi yoriingeleri Sekil 4.6 ve

4.7°deki gibi elde ederiz. Sekil 4.6’da, par¢acik B = dy, manyetik alanina dik ag1yla girdi-
ginde yiiklii parcacigin B (mavi) manyetik alanindaki davranist sdyle 6zetlenebilir: Pargaci-
gin o = 1 tamsay1 degeri i¢in elde edilen ¢oziimlerde dairesel bir yoriinge (siyah), 0 < o < 1
degerleri i¢in elde edilen ¢oziimlerde ise spiral egrisi seklinde bir yoriinge (kirmizi) izledigi
sOylenebilir. Parcacik manyetik alanina dik olmayan sabit bir agiyla girdiginde izledigi yo-

riingeler ise Sekil 4.7°de verilmistir: Parcacik o = 1 tamsay1 ¢oziimler i¢in spiral helis egrisi
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(kirmiz1) seklinde bir yoriinge izlerken, 0 < o < 1 degerleri icin ise helis egrisi (siyah) sek-

linde yoriingeler izledmektedir.

G s 224 -5 0N e ETT ///
e e o -4 ] ____1'—_—_ <
<0 -2
¥ T4a 3 2 1 0 5172 e [1} Z 44 3 21 0 -1-2 -3 -4
X - X
© (@)

Sekil 4.6. Swrastyla @ = 0.1, & = 0.5, ¢ = 0.7, a = 0.9 degerleri i¢in B = dy, manyetik
alanina dik ag1 ile giren bir yiiklii parcacigin izledigi yoriingeler.
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(c) (d)

Sekil 4.7. Swrasiyla a = 0.05, o« = 0.3, a = 0.5, o = 0.99 degerleri ve
x1(0) =0.1,x2(0) = 0.1,x3(0) = 0.5 degerleri i¢in B = dx, manyetik alanina dik
olmayan sabit bir a¢1 ile giren bir yiiklii parcacigin izledigi yoriingeler.
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5. CAPUTO KESIRLI HESAPLAMA YONTEMI ILE MANYETIK AKI
TUPLERI

[E3 uzayinda oldugu gibi Caputo kesirli hesaplama yontemine gore manyetik aki yiizeyini
1-parametreli kiire ailesinin zarfi olarak tanimlayabiliriz ancak burada verilen kiire ylizeyi
Caputo kesirli hesaplama yontemiyle elde edilen kiire yiizeyidir. Caputo kesirli hesaplama
yontemine gore kiireyi S? ile gosterecegiz ve denklemi asagidaki gibi tanimlanabilir.
2, = D@ s ot cos (u) v cos (v)dudv, (5.1)
o Jo u® Lsin (u)v*~Lcos (v)dv,

Jov® Lsin (v)dudv).

Baz1 a degerleri i¢in spiral kiire yiizeylerinin denklemi Sekil 5.1 de verilmistir.

2
SR BN 1 S 04 0%

(c) a=0.7

(d =09 e a=1

Sekil 5.1. Caputo kesirli hesaplama yontemine gore bazi o degerlerine karsilik gelen spiral
kiire yiizeyleri.

Bu sekilde tanimlanan manyetik aki yiizeyinin, iiretici egrisi B manyetik alaninin integral
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egrisi olan manyetik alan ¢izgisi olan f3(¢) egrisidir. Burada tanimlanan manyetik aki yiizeyi
i¢in yarigap fonksiyonunu r = r(s,#) seklinde alacagiz ve bu sekilde tanimlanan aki tiipiine
genellestirilmis aki tiipii adim verecegiz ve bu yiizeyi Fy(s,t) notasyonu ile gosterecegiz.
Buradan, ak tiipiiniin kesit egrisini olusturacak olan Caputo kesirli analize gore birim ¢gember

asagidaki gibi verilebilir

a(s) = [F(Z—_a) /Osualcos (u)du,w/osualsin(u)du} : (5.2)

(04 (04
Bir B = (By,,B,,,By,) manyetik alaninin integral egrisi olan manyetik alan ¢izgisi yani

dgx dgxs dfxs
dre U gre T gro

=B,,. (5.3)
denkleminin ¢6ziim egrisinin parametrik denklemi asagidaki gibi verilsin;

B(t) = [Bi(2),Ba(t), B3(2)], (5.4)

{ta,ng, by} kesirli hesaplama ile ilgili Frenet cati elemanlari olsun. Bu durumda aki yiize-

yinin denklemi asagidaki gibidir:

Fo(s,t) = B(t)+ri(s,t)ty

+ra(s,t) (—F(ZO: )

(5.5)

/Osua Lcos (u)du na—i—/ ~Lsin (u )du)ba}

burada r| (s,7) = r(s, t)w ve ra(s,t) = tr(s,t)\/ 1+ (@)2 esitliklerini saglar.

5.1. Teorem: Caputo kesirli hesaba gére Fy (s, ) aki tiipiine S, kiire yiizeyinin biiyiik gember-
ler (spiralleri) tegettir ve herhangi bir zaman parametresi ¢ aninda ¢cember iizerindeki herbir
nokta tiip yiizeyi boyunca f3(¢) ile verilen manyetik alan ¢izgilerini olustursun. Bu durumda
Frenet cati elemanlar1 cinsinden Caputo kesirli analiz yontemine gore manyetik alan ¢izgisi-

nin bilesenleri asagidaki gibidir:

%  T2-a)

S
B, =—(1+-¢ o Ka—— /ua_lcosudulc)tfa (5.6)
0
d%rnT2—-a) [ r2—oa) [
(%%/0 uo‘lcosudu+r11€a—r2’ca%/o u® L sinudu) )t5,,
d%r, re—oa) /s ._ t5
B, = —(1+ dCt“ — Kg ( p” )/0 u® 1cosudul{)%

C

d%rm T2 —a s I'2—a § t
_Crz—( )/ uaICOSMdM—FV]Ka—VZTaQ/ u®” ISHWd“)) L )
0 o 0 Ke

dt® o

d&r, T'(2— :
(%% cu®sinudu+rytg

+(

(2 o) a—1 dgt5, g ti,
ou cosudu)(t{, -5 C3E — 15,5 )

B, =

3

KC
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Ispat. ou(s) = [@ o u®~1cosudu, 1"(2‘; %) o u®~ 1 sinudu] kesirli analize gore birim cem-

beri gosterir. Bu durumda Fy (s, ¢) aki tiipiine S?, kiire yiizeyinin biiyiik cemberler (spiralleri)

tegettir ve cember iizerindeki herbir nokta tiip yiizeyi boyunca (z) = [B1(¢),B2(¢), B3(¢)] ile

verilen manyetik alan ¢izgilerini olustursun. 8 egrisi tizerindeki kesirli Frenet ¢at1 eleman-

lart {ty,nq,bg} seklinde gosterilsin. {ny, by} Frenet cati vektorlerini kullanarak asagidaki

esitligi yazabiliriz.

I'2—a)
(04

I'2—a)

1(5,0) = -

N N
/ u® ! cosudu)ng + ( / u® " Lsinudu)by. (5.7)

0 0
Denklem (5.5) ve o egrisinin {t5,ng,bS,, k5, 75} seklinde verilen Frenet ¢ati elemanlarini

kullanarak asagidaki denklemini yazabiliriz:

8gFa(Sat)

50 = B, t;, +B,,n; +B,.bg,. (5.8)

Boylece manyetik alan bilesenleri asagidaki sekilde hesaplanir:

OfFa(s,t) .,

B, :g(%i): a)s
OfFo(s,t)

sz :g( < aO;((x )7na)7 (59)
A%Fy(s,1) .

B., :g(%aba)'

Buradan s parametresine gore kesirli tiirev agagidaki gibi hesaplanir:

0% F,(s,t o%r % TR2—o) 5 .
S Gt (G [ et ine 510
ofrnT2—a)

s
( EIC I /0 u® L sinudu + rytS, )bg.

t parametresine gore tiirev ise agagidaki gibidir:

0% Fy(s,t a¥ r2—oa) [

%S):( c?ctz‘lta_ ( p )/0 uo‘*lcosuduKa)ta (5.11)
aéxrz r2—a) [ a—1 r2—a) [ a—1
(8t0‘ T/o u* " cosudu+ry Ka—rzraT/O u®" " sinudu)ng

(8co‘r2 r2—a)
oo o

$ re—a) ¢
/ u®1 sinudu—krarz%/ u® 1 cosudu)by.
0 0
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o ve 3 egrilerinin Frenet cati elemanlarini birbirleri cinsinden asagidaki gibi ifade edebiliriz:

tix - ti‘ata + tgana, (5.12)
d%t$ dgis
. C la tOt _|_ ds%“(x na
na = s
K&
dits, dge,
bS — (tla ds® IZOC dso‘ )ba
o= .
K&

(5.9) ve (5.12) denklemlerini gdz Oniine alarak manyetik alan ¢izgilerinin bilesenlerini asa-

Sidaki gibi hesaplariz:
80‘r1 F(2 — (X) S ¢
B, =—(1+ S Ka—— /0 u® ! cosudux)t§, (5.13)
ofnrnT2—a)

s re—a) s
a—1 a—1: c
d Kog—1Tog————— du))t
(&t“ 3 /0 u* " cosudu-+ri Ko — 1 Tq p” /0 u®" " sinudu))ts,,
agn r2—oa) s t5
B,, = —(1 —K %=1 cosudux) 2%
v =—(1+ 5 - /Ou cosudu )K‘C
(8gr21“(2—a)
dt® o

9enT2-a) rs a—1
(S = Jou® ' sinudu+rytq

C

v I'e—a) [* t
/ua_lcosudu%—rlKa—rﬂaQ/ u®sinudu)) 1%,
0 (04 0 K¢

T2—a) s o—1 9gts o€,
[ olu cosudu)( la 8sg‘a tga 8s0‘ )

B,, = 2

5.1. Manyetik Alan Bilesenleri Boyunca Manyetik Aki Tiipiiniin Yapisi

Bu bolimde {B,,,By,,B,,} manyetik vektor alanlarini kullanarak manyetik aki tiip ytize-
yini elde edebiliriz. Fy(s,t) yiizeyinin s ve ¢ parametreleri boyunca kesirli tiirevi sirasiyla
asagidaki gibi hesaplanir:

[0 OC

WFOC(S 1) =rty, = Ar, o aF (s,¢) =B(s,t) = AB, (5.14)
burada r genisleme katsayis1 ve verilen bir egrinin kesirli Frenet ¢atis1 genel olarak A=[teget,
normal, binormal] seklinde verilsin dyle ki A”A = AAT = I3 esitligi saglansin. Bu durumda,

Fy(s,t) yuzeyi siirekli bir yiizey oldugundan agagidaki esitlikler mevcuttur:

2% oY oF of
e Gharato ) = S SEaratsn) 619
burada
oY ¢
ﬁ(Ar) 35a - _(AB) (5.16)
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esitligi saglanir. Ayrica, asagidaki esitligi yazabiliriz:

OEA | Ofr _o¢AL LB

ro T T g BT AGE (5.17)

[0 a
Diger taraftan U, W antisimetrik matrisler olmak iizere (;CTO‘? = AU, 'ZCTO‘? = AW esitligi ger-

ceklenir ve buradan asagidaki esitlik elde edilir:

AU+ A% _ awB4a%CB (5.18)
" FICE 95 '

Her iki taraf AT ile carpilirsa asagidaki esitlik bulunur:

U+ % gy 2B
T g T 95

(5.19)

Kesit egrisi a(s) egrisi oldugundan u; = 0, up = 0, uz = k¢, olarak alabiliriz. Bu nedenle

bilesenler cinsinden asagidaki denklemler elde edilir:

d*B
gsa"‘ = K5By, + w2, (5.20)
d*B
gsaxz F _K&Bxl —rwy,
I¢By; &
ds% ot
seklindedir. Ayrica ATA = AAT =I5 ve
2%  d¥ 2%  d¥
C(554) = 25 (554), (5.21)
dt% * ds ds* ot
esitligi kullanilirsa, bilesenler ¢insinden asagidaki esitlikleri elde ederiz:
aOC
g;l — K, (5.22)
80‘wz
gso‘ = KaWi,
agW3 _ 8g‘ K&
ds% dr%

Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.

5.1.1.Teorem: B = (By,,B,,,B,,) manyetik vektor alan bilesenleri olmak iizere, Fy(s,) aki

tipii ile ilgili manyetik alanin bilesenleri agsagidaki gibi verilen Caputo kesirli diferansiyel
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denklemini saglar:

agBXl c
9@ = KoBx, +1w2, (5.23)
*B
C X
8s0‘2 = — KBy, —rwi,
o o
J¢By, _ ofr
ds® ot®
. R ¢ . 0% ) oY% 9% ks, . L.
burada w;, i = {1,2,3} dir ve gsv;' = K5wWa, gTv:f = —K5Wi, 5;;3 = gt’;‘x esitliklerini sag-

layacak sekilde elde edilir.

5.1.2.Teorem: B = (B,,,B,,,B,,) manyetik vektor alaninin bilesenleri (5.23) esitliklerini

saglayacak sekilde verilsin. Bu dumumda Fy(s,t) aki tiipii o g‘;‘és’[) = AB denklemin in-

tegrali alinarak elde edilebilir.

Bilinen bir manyetik alan ¢izgisi ile aki ylizeyinin olusturulmasinda kullanilan bu yontemi

aciklamak icin silindir ve tor yiizeyini iirettigimiz bazi orneklere yer verilmistir.

5.2. Manyetik Ak Tiip Yiizeylerinin Simiflandirilmasi

Manyetik alanin null noktalar1 yakinindaki manyetik alan ¢izgilerinin davranigina gore, null
noktalarinin yakinindaki aki tiipii farkli karakterizasyonlara sahiptir. Bu boliimde kesirli tii-
rev hesaplamasini dikkate alarak null noktalar etrafindaki aki tiipiiniin seklini tahmin edebi-

liriz. B = (B,,, B,,,B,,) manyetik alaninin matris formu

angl angl angl

dxf dx§ Ix§
B d9B, 998, 098,
Aa = Cc?l"‘ 2 gxg‘z ng‘z , (5.24)
9fBy;  9¥By;  9%By,
ok x5 oxg

) . o¢B,, OB,  JZB, e o B
olmak iizere B Gauss yasasini sagladigindan axgx' + axg2 + ang = 0 esitligi saglanir. A,

matrisi {41, A2, A3} seklinde ii¢ 6zdegerine sahiptir ve dolayisiyla A; + A, + A3 = 0 saglanr.
Bu 0zdegerler aracilifiyla manyetik aki tiipleri ile ilgili asagidaki karakterizasyonlar elde

edilir:
1. Eger A; = 0 ise, Ay + A3 = 0 olmalidir. Buradan agagidaki durumlar elde edilir:

a) Eger A, ve A3 reel sayilar ise, bu durumda B manyetik alani ile ilgili manyetik alan ¢izgi-
lerine karsilik gelen 3 egrisi bir hiperboldiir ve boylelikle Fy (s,¢) yiizeyi hiperbolik aki tiipii

olarak bulunur.
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b) Eger A, ve A3 kompleks sayilar ise § egrisi 0 < a < 1 degerleri i¢in spiral ve o = 1 degeri
i¢in dairesel manyetik alan ¢izgisidir. Dolayisiyla 0 < o < 1 igin Fy(s,#) spiral manyetik aki

tiipii, @ = 1 i¢in ise tor aku tiipii elde edilir.

2. Eger A1, A, A3 sifirdan farkli reel sayilar ise 3 egrisi bir hiperbol ve Fy(s,t) yiizeyi ise
hiperbolik aki tiipiidiir.

3. Eger A; reel say1, A, ve A3 kompleks sayilar ise B egrisi spiral egrisidir. Dolayisiyla

Fy(s,t) ylzeyi ise spiral manyetik tiipiidiir.

5.3. Manyetik Ak Tiipiindeki Yiiklii Nokta Parcacik Yoriingelerinin Kesirli Hesap-

lama Yontemine Gore Incelenmesi

Bir yiiklii parcacigin Fy(s,t) ylizeyi ig¢indeki hareketi, yiizeylerin gelisiminde 6nemli bir

faktor olan genisleme faktorii r degerine gore asagidaki sekilde siniflandirilabilir.
i) Eger genisleme katsayis1 r sabit bir reel say1 ise asagidaki durumlari elde ederiz:

a) B egrisi bir dogruise 0 < o < 1 deger araliginda parcacik spiral-helis seklinde bir yoriinge
izler, ¢ = 1 degerinde ise parcacik dik dairesel helis egrisi seklinde bir yoriinge izler. Ayrica
bu durumda, parcacigin manyetik alana giris yaptig1 aci, hareketin hizi, helisin yaricap1 ve

adimi sabittir.

b) B egrisi bir uzay egrisi ise, 0 < a < 1 deger araliginda parcacigin yoriingesi spiral-helis
egrisi, @ = 1 degerinde ise yoriinge dik dairesel helis egrisi seklindedir. Ayrica yiiklii parca-

cik Fy(s,t) yiizeyi icerisinde doniis (drift) hareketi yapar.
ii) Genigleme katsayisi r = r(t) ise asagidaki durumlari elde ederiz:

a) B bir dogru iken, 0 < a < 1 deger araliginda yoriinge spiral helis egrisi seklindedir, o = 1
degerinde ise yoriinge dik dairesel helis seklindedir. Bu durumda kesit egrisinin cap1 degis-
tiginden, parcacigin hareket hizi degiskendir, yani cap kii¢iildiigiinde parcacik hizlanir, cap

biiyiidiigiinde parcacik yavaslar, helislerin adimi ise hiziyla dogru orantili olarak degisir.

b) B bir uzay egrisi iken, 0 < a < 1 deger araliginda yériinge spiral helis ve yiiklii parcacik
aki tiipii icerisinde doniis (drift) hareketi yapar, o = 1 degerinde ise yoriinge dairesel helistir.
Bu durumda da kesit egrisinin ¢ap1 degistiginden, parcacigin hareket hiz1 degiskendir, yani
cap kiiciildiigiinde parcacik hizlanir, ¢ap biiyiidiigiinde parcacik yavaslar, helislerin adimi ise
hiziyla dogru orantili olarak degisir, ayrica doniis hareketi yaptigindan dolay1 da yoriingenin

hiz1 ve adimi1 da degisir.
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iii) Genisleme katsayisi r(s) ise agagidaki durumlar elde ederiz:

a) B bir dogru iken, 0 < o < 1 deger aralifinda baglangi¢c durumunda yériinge spiral helis
seklindedir, @ = 1 degerinde ise yoriinge dairesel helis seklindedir. Ancak, birinci ve ikinci
durumlarin aksine bu durumda kesit egrisi deformasyona ugrar, dolayisiyla pargacigin hare-

ketinin hizi, helisel yoriingenin yaricapt ve adimi degiskendir.

b) B bir uzay egrisi iken, 0 < a < 1 deger araliginda yoriinge spiral-helis ve yiiklii parga-
cik aki tiipii icerisinde doniis (drift) hareketi yapar, &« = 1 degerinde ise yoriinge dairesel
helistir. Bu durumda da kesit egrisinin deformasyona ugradigindan, parcacigin hareket hizi
degiskendir, yani cap kiiciildiigiinde parcacik hizlanir, ¢ap biiyiidiigiinde parcacik yavaglar,
adimda hiziyla dogru orantili olarak degisir, ayrica doniis hareketi yaptigindan dolayr da

yoriingenin hizi ve adimi degisir.

Ornek. Kesit egrisini asagidaki gibi alalim:

rQ—a) fs
x1(5) = % / 1 cosudu, (5.25)
0
rQ—a) fs
x2(s) = %/ u®sinudu
0

ve paralel Killing vektori B = oy, olmak uizere, aku tiip yiizeyi denklemini asagidaki gibi

hesaplayabiliriz:
O Fo(s,1) ¢
——— = [ Bdt+o«o 5.26
e = | Bdr+a(s) (526)
I'2- s I'2-— s 1
= [M/ u“lcosudu,ﬂ/ u®sinudu, *71.
o 0 o 0 (o)

Bu yiizey kesirli silindir yiizeyidir (bknz. Sekil 5.2), yani eger 0 < o < 1 ise kesit egrisi @

spiral ve eger o0 = 1 ise & egrisi cember egrisidir.
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(A =04 (b)y ¢ =0.7

) a=1

Sekil 5.2. B = dy, Paralel Killing manyetik alan1 boyunca bazi « degerleri i¢in silindirik
manyetik aki tiipii .

Ornek. ai(s) = [@ o u®~1cosudu,0, @ o u®~ 1 sinudu] egrisi boyunca B = x,9x; —
x19x; manyetik alanina gore tor yiizeyini olusturalim. Asagidaki denklemi yazabiliriz:
re—o

N
B, (s) = 0,B,,(s) = T) /0 u®~'cosudu,B,,(s) = 0. (5.27)
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Ardindan gerekli hesaplamalar yapilarak

Ire2—a) s
wy = g/ u®sinudu, (5.28)
o 0
re—a) ¢
Wy = —g/ u® ' cosudu,
(04 0
ws = 0.
elde edilir. Sonug olarak % = AB integrasyonu yardimiyla tor yiizeyinin elde edilmesi

tamamlanir. Sekil 5.3(a)-(d)’de kesirli hesaplama yontemi ile tor yiizeyi gorsellestirilmistir.

) r=1,0=06

© r=1,0=09

Sekil 5.3. Baz1 o degerleri icin manyetik alaninin null noktalar1 yakinindaki toroidal
manyetik aki tiipleri.



43

Ornek. Ug boyutlu uzayda, B = —x,0y, + x; s, dairesel Killing manyetik vektdr alanin ele
alalim. Bu durumda B manyetik alani ile ilgili manyetik alan cizgilerinin denklemini asagi-

daki Caputo kesirli tiirevi ile verilen denklemin ¢6ziimii olarak elde edebiliriz:

Ifx1 of x> ofx3
gre = % g =M g = 62
(5.29) denkleminin Caputo kesirli hesaba gore ¢coziimii asagidaki gibi hesaplanir:
xi(t) = 2% Ergoq (—12) + 1%  Erg o (—17%), (5.30)
xz(t) — tza_lEZaga (_tZa) ‘f’la_lEZma (_t2a) ,
tocfl
t =

burada 0 < ¢ < 1 ve E; j(x) = Y7 r(l.i—ij), i,j > 0,x € C seklinde tanimhidir. Dolayisiyla
manyetik alan ¢izgilerinin denklemi 3(z) = [x;(¢),x2(¢),x3(¢)] biciminde elde edilir. Boyle-

likle, Fy (s,¢) manyetik aki tiipiiniin denklemi agagidaki gibi yazilabilir:

F(X(Svt) = B(I)"f’rl(svt)ta
re—a)
(04

s (2 — s (5.31)
/u“_lcosuduna%—%/ u®sinudubgy)
0 0

+ra(s,1)(
B(t) egrisini Caputo kesirli hesaplama yontemine gore ¢ember egrisi olarak alirsak elde
edilen yiizeyler Sekil 5.3’deki ytizeylerdir. Eger B (¢) egrisini Caputo kesirli hesaplama yon-

temine gore helis egrisi olarak alirsak, bu durumda da Sekil 5.4°deki yiizeyler elde edilir.
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) ri=r=1,0=05

) r=rn=1,a0a=09 dr=n=Loa=1

Sekil 5.4. Null noktalar etrafinda B = d,, manyetik alanina gére bazi a degerleri i¢in helisel
manyetik aki tiipleri.

Ornek. B = x30x, +x1 dx, hiperbolik manyetik alanini ele alalim. ile gosterilen manyetik alan

cizgisi asagidaki kesirli diferansiyel denklemin ¢6ziimii olarak bulunur:

agxl 8g‘x2 ag)@
i Chit = =X]. 32
5@~ S vl (5.32)

Denklem (5.32)’in kesirli hesaba gore ¢oziimii asagidaki denklem ile elde edilir:
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(5.33)

xi(t) = 1% Egqq(t%)

-(c))’de, tamsay1 ¢oziimiinii

(5.32) denkleminin kesirli hesaba gore ¢oziimiinii Sekil 5.5((a)

ise Sekil 5.5(d)’de gosterilmistir.

0.5

(b) a

=0.7

(@) a

0.7

d) o

(c)a=1

Sekil 5.5. Null noktalar yakinindaki hiperbolik manyetik alani ile iligkili baz1 o degerlerine

gore hiperbolik manyetik aki tiipleri.
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Ornek. B = (—x1 +x2)0y, + (—x1 + 2x — 2x3)0x, + (2x2 — x3) 0y, spiral manyetik alanint
ele alalm. B ile gosterilen manyetik alan ¢izgisi asagidaki kesirli diferansiyel denklemin
¢Ozlimii olarak bulunur:

Ifx of x> ofx3
57 = —X1 +Xx2, W = —x1 +2xp — 2x3, al—a:2xZ_)C3. (5.34)

Elde edilen son denklemin kesirli hesaplama yontemi ile elde edilen ¢oziimii asagidaki gibi-
dir

X (l) :t3a_1 i i (_ )k (nzk) o(2k+3n) (5.35)
: (zka+3(n+1)a> '

poy y Y (&) aeem
nzOk:OF(2ka+3(n+1)a 20)

(o] (o] k
_ 201 Z Z (=3)" (anr ) (o(k+2n)
=& T(ka+2(n+1)o—a)

8

419 12 i (=3)" (n_/tk) 0 (k+2n)
I'ka+2(n+1)a—a)

_all O\ > )n(_z)k(’Hk) o n
xa(t) = lnzo,;or ka3t )’ S

i i (=3)"(=2*("{H ((2k+3m)

I'2ka+3(n+1)o—a)

oo (o] k
s Z Z (=3)"(=2)*("}") (0(2k+3n)
= /=T (2ka+3(n+1)a—2a) '
Burada manyetik alaninin matris formunun 6zdegerlerinden biri reel say1, diger ikisi komp-
leks sayilardir. Bunun sonucu olarak manyetik alan cizgileri spiraldir. Bu manyetik alan ¢iz-
gilerini kendisine parametre egrisi kabul eden manyetik aki tiipti Sekil 5.6’ de gorsellestiril-

mistir.
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0.7

® r=n=1a

=04

@rn=rn=1a

Sekil 5.6. Null noktalar etrafinda baz1 & degerine karsilik gelen spiral manyetik alan cizgisi

ile iligkili spiral manyetik aki tiipleri.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, manyetik alan ¢izgilerinin null noktas: etrafindaki davranisi, manyetik yeniden
baglanma ve elde edilen manyetik alan ¢izgileri ile ilgili manyetik egriler ve yiizeyler Ca-
puto kesirli analiz yontemi ile incelenmistir. Bulunan sonuclar bilinen analiz yontemine gore
karsilastirildiginda asagidaki sonuclar elde edilmisir. Bu sonuglar1 vermeden 6nce Caputo
kesirli hesaplama yontemi ile ilgili birka¢ 6nemli bilgiden bahsetmek gereklidir. Caputo ke-
sirli hesaplama yonteminde i¢ ¢arpim, norm gibi metrik yapilar1 degismezken, integral ve
tiirev operatorleri degismektedir. Oklid uzayinda geometrik yapilarin incelenebilmesi icin
cember ve kiire gibi iki 6nemli yapinin tanimlanmasi ¢ok biiyiik 6nem arz eder. Bu yiizden,
Caputo kesirli hesaplama yontemine gore de bu iki yapinin tanimlanmasi1 gerekmektedir.
Caputo kesirli analiz yontemine gore cember denklemi (5.2) esitligi ile belirtildi, burada bu
denklemin Caputo kesirli tiireve gére normu bir olmalidir. Bu denklemi inceledigimizde o
degeri 0 < o < 1 araliginda iken egrinin spiral, & = 1 i¢in de bilinen ¢ember egrisi oldugu
gozlemlenmistir. Aym sekilde, kiire denklemi (5.1) esitligi ile tanimlandi ve bu denklem gor-
sellestirildiginde o degeri i¢in, 0 < o < 1 aralifinda spirallerden olustugu, o = 1 icin de
bilinen standart kiire elde edildigi gosterilmistir (bknz. Sekil 5.1). Dolayisiyla manyetik alan
cizgilerinin karakterizasyonunda Caputo kesirli tiirevine gore sabitin tiirevi sifir oldugundan,
paralel manyetik alan ¢izgilerinin yine paralel manyetik alan ¢izgisi oldugu sdylenebilir. Bo-
liim 4°de bu sonuclar1 daha iyi gozlemleyebilmek adina farkli 6rnekler verildi. Sekil 4.1°de
gorildigii tizere, donel manyetik alan ¢izgileri o degeri i¢in, O < o < 1 aralifinda egrinin
spiral manyetik alan cizgileri, @ = 1 i¢in de dairesel manyetik alan ¢izgileri seklindedir. Se-
kil 4.2°de ise hiperbolik manyetik alan cizgileri o degerleri icin yine hiperbolik manyetik
alan cizgileri olarak belirtilmistir. Ayn1 durum sekil 4.3’de spiral manyetik alan cizgileri i¢in
de gecerlidir. Bu sonuglar géz 6niine alindiginda Caputo kesirli hesaplama yontemine gore
dairesel manyetik alanlar i¢in gozle goriiliir bir fark oldugu sdylenebilir. Ayrica hiperbol ve
spiral manyetik alanlar1 i¢cin de degisiklik olmamig gibi goriinse de, genisligi ve acis1 farkl

olan hiperbol ve spiraller elde edilmistir.

Boliim 4.1°de Sekil 4.5°de kesirli tiirev yardimiyla null noktalarin etrafindaki manyetik yeni-
den baglanma (reconnection) gosterilmis ve baslangi¢c durumundaki manyetik alan ¢izgileri
ile karsilastirilmasi yapilmistir. Burada aslinda manyetik alan ¢izgilerinin null noktasina yak-

lagirken adim adim degisimi gozlemlenmektedir.

Boliim 4.2’te yiiklii bir pargacigin paralel Killing manyetik alandaki davranis1 Caputo kesirli
hesaplama yontemi yardimiyla yorumlanmigtir. Caputo tiirev hesabina gore Killing manye-
tik alan vektorlerinin baz vektorleri yeniden hesaplanmistir. Bu manyetik alan igerisinde bir
yiiklii parcacigin hareketi incelenmis ve elde edilen sonuglara gore 0 < o < 1 araliginda iken

parcacik spiral ve spiral helis egrisi seklinde bir yoriinge izlerken, o = 1 degeri i¢in parcacik
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cember ve dairesel helis egrisi seklinde bir yoriinge izlemektedir (Sekil 4.7). Ayrica, dairesel
ve spiral helislerin eksenleri Killing vektor alanina paraleldir. Sonug olarak yiiklii bir par-
caci@in kesirli tiirevinin manyetik alam i¢indeki hareketi su sekilde yorumlanabilir: Yiikli
parcaci@in teget vektor alan1 manyetik alana dik ag1 ile girerse, parcacik & = 1 oldugunda
manyetik alanda dairesel bir yoriinge izler, 0 < ¢ < 1 oldugunda ise spiral seklinde bir yo-
riinge izler (Sekil 4.6), yiiklii parcacigin teget vektor alan1 manyetik alana sabit bir agiyla
(dik ac1 degil) girerse, @ = 1 iken, parcacik manyetik alanda helis seklinde bir yoriinge izler,
0 < o < 1 iken de spiral helis seklinde bir yoriinge izler (Sekil 4.7).

Boliim 5°de manyetik alanin null noktalarina yakin manyetik aki tiipii yiizeylerini incelemek
icin Caputo kesirli analiz yaklagimini1 kullanmistir. Manyetik aki tiip yilizeylerinin denklemle-
rini iiretmek i¢in Caputo kesirli analiz yaklagimi kullanilarak manyetik alan ¢izgilerinin elde
edilmesi gerekir. Bu sekilde, manyetik alan bilesenleri tarafindan olusturulan aki yiizeyi, Ca-
puto kesirli hesaplama yontemine gore elde edilmis manyetik alan bilesenleri denklemlerinin
¢Oziimii olarak elde edilebilir. Boylece bilinen tiim manyetik alan ¢izgilerinin olusturdugu
aki tiipti ylizeylerinin modellenmesi hesaplanmistir. Yiizey denkleminin matrisinin 6zdeger-
lerine dayanarak, bu yiizeylerin ii¢ farkli simiflandirmaya ayrilabilecegi gosterilmistir. Bu
siniflandirmanin olusturulmasinin nedeni 6zdegerlerin gercel veya karmasik sayilar olmasi-
dir. Toroidal aki tiip yiizeyi, spiral aki tiip ylizeyi ve hiperbolik aki tiip yiizeyleri bu ii¢ sinifi
olusturmaktadir. Es zamanli olarak bu yiizeylerin gorsellestirilmesi icin matematik program-
larinda Caputo kesirli analiz yonteminden yararlanilmigtir. Sekil 5.2°de, 0 < o0 < 1 degerleri
icin spiral manyetik alan cizgileri ve o = 1 degerleri icin dairesel manyetik alan ¢izgileri
ile olusan silindirik manyetik aki yiizeyi verilmigtir. Sekil 5.3’de manyetik aki tiip yiizeyi,
dairesel sarmalin etrafina sarilmig bir tor ylizeyi olarak goriilmektedir. Burada gdzlemlenen
onemli fark kesit egrilerinin O < o < 1 degerleri i¢in spirallerden olusmasidir. Ayrica, Sekil
5.4 de goriildiigii iizere, helisel manyetik aki tiip yiizeyi, 0 < o < 1 degerleri i¢in Caputo
kesirli hesaplama yontemine gore spiral helis boyunca olusturulan aki tiip yiizeyi, o = 1
icin ise dik dairesel helis boyunca olusturulan aki tiip ylizeyleridir. Burada yiizeyi olustu-
ran helislerin genigligi ve acisinin o degerine gore degistigi gozlemlenebilmektedir. Sekil
5.5’de de null nokta yakinindaki hiperbolik aki tiip yiizeylerine drnek verilmistir. Hiperbo-
lik aki tiip yiizeyi, Caputo kesirli hesaplama yontemine gore yine hiperbolik aki tiip ylizeyi
olarak belirtilmistir. Burada gozlemlenen en dikkat ¢ekici durum, hiperbolik aki tiip yiize-
yinin null noktaya yaklastikca ugradigi deformasyondur. Caputo kesirli hesaplama yontemi
kullanildig: icin bu deformasyon gorsellestirilebilmistir. Son olarak Sekil 5.6’da null nokta
etrafindaki spiral manyetik alanlar ile iligkili spiral manyetik aki tiip yiizeyleri verilmistir.
Burada da Caputo kesirli hesapmalama yontemine gore de spiral manyetik aki tiip yiizeyle-
rinin, yine spiral manyetik aku tiip yiizeyleri oldugu goriilmiistiir. Yine elde edilen degisiklik,
spirallerin genisligi ve acis1 olarak belirtilmistir. Ayrica bu boliimde aki tiip ylizeyleri iki

farkli teknikle olusturulmustur. Ilk olarak, manyetik alanin bilesenlerini Frenet vektor alan-
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lar1 cinsinden hesaplamak i¢in Caputo kesirli analiz yaklagimi kullanilmistir. Bu manyetik
alan cizgisi bilesenleri daha sonra bir diferansiyel sistem olusturmak icin kullanilmig ve Ca-
puto kesirli analiz yontemi kullanilarak sistemin ¢oziimiinden aku tiipleri elde edilmistir. Al-
ternatif bir yaklasim olarak da, kiiresel yiizeylerin karakteristik cemberleri kullanilarak (2.21
Tanimindaki gibi) olusturulan kanal yiizeyinin tanimlanmasidir. Dahasi, burada verilen aki
tiiplerindeki yiiklii par¢acik hareketinin yorumlanmasi, Caputo kesirli hesaplama yonteminin
uygulanmasi yoluyla genisleme katsayisinin karakterizasyonuna bagli olarak yorumlanmis-

tr.
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