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1. GIRIS

Kategori teori son 1940 lar da ilk defa S. Maclane tarafindan kurulmus ve ve bu
gline kadar onemli bir gelisim gostermis ve bugiin Matematigin en temel
branglarindan biri haline gelmistir. Kategori teori en genel anlamda matematigin
farkli konularina ait ortak dil olarak ifade edilebilir. Bu baglamda her bir konu,
tanin, formiil ve ispat kategori dili ile yeniden yazilmakta ve bu ifadelerin farkli
konulardaki karsiliklar1 arastirilmaktadir. Mevcut bu tezde degisik kategoriler
icinde niimerik fonksiyonlarin gosterimlerini ayrintili bicimde incelenecek ve 6zel
ornekler verilecektir.  Tezde matematigin farkli iki konusu olan niimerik
fonksiyonlar ve kategori teorinin ortak kullanimlar1 incelenecek ve uygulamaya
yonelik ornekler de arastirilacak bu baglamda bilgisayar 6rnekleri verilecektir. Tez
bir arstirma tezi olup mevcut bilgilerin daha detayli ve anlasilir bigimde sunumu

olarak hazirlanmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde ¢alismamiz igin gerekli olan bazi temel kavramlar ve sonraki boliimlerde
ihtiya¢ duyulacak olan bazi Kategoriler, Funktorlar ve Ugliiler hatirlatilacaktir. Bu
boliimde kullandigimiz temel referanslar (Blyth T.S,1986), (Borceux F.,1994), (Lambek
J. 1986) dir.

2.1 Kategoriler ve Funktorlar

Kiime teorinin genellemesi olarak diisiiniilebilir. Tek elemanli bir kiimeden diger tiim
kiimelere bir donilisiim tanimlanabilir. Kategori teoride bu elemanin ismi Terminal

Objedir.
Soru 2.1.1. : Bos kiimeden baska bir kiimeye doniisiim tanimlanabilir mi?
Z; AB,C,... gibi objelerden olusan bir sinif ve

1. Her A,B objesine karsilik Mor(A,B) kiimesi
2. A,B,C objelerine karsilik

Mor(A,B) X Mor(B,C) - Mor(4,C)

f,9) — gf

seklinde bir dontigiimler ailesi (Kompozisyon diye adlandirilir) yapilarindan olusan bir

sistem olsun.

Mor(A,B) nin elemanlarina morfizm denir ve objeler sinifi Ob(€) seklinde gosterilir.

Burada Mor(A,B) kiimeleri ayrik kiimelerdir.

Eger C ailesi asagidaki aksiyomlar1 saglarsa € bir kategori denir.

1) Assosyatiflik; her A,B,C,DeOb(O ve her
feMor(A,B), geMor(B, C),heMor(C, D) igin

h(gf) = (hg)f
2) Birimlik; her AeOb(€) icin birim morfizm diye adlandirilan ve I;eMor (4, A) ile

gosterilen ve her B, CeOb(@) ve feMor(A, B), geMor(C, A) i¢in
fla=f, Lg=g

2



sartin1 saglayan bir morfizm vardir.

Ornek 2.1.2. : Tiim kiimeler ve aralarinda tanimlanan fonksiyonlar bir kategori

olusturur ve bu kategori S veya Set ile gosterilir.

Burada neden tanimlamada simif kullanildigina dikkat edilmelidir. Tiim kiimelerin

kiimesi? Tum kimelerin sinifi?

Mor(@); tiim morfizm kiimelerinin birlesimini gostersin.

Ob(O= ¢ ise C ye bos kategori denir.

Ae0b(0) i¢in I, bir tektir. Eger I, A objesi i¢in birim doniisiim ise
L=L1l=1

dir.

Ornekler 2.1.3. :

1. S — Category of Sets;

2. Sirali kiimeler kategorisi; Objeleri lizerinde siralama bagintis1 (yansima, anti-
simetri ve gegisme Ozellikleri olan baginti) tanimli kiimeler ve morfizmleri ise
siralama koruyan fonksiyonlar olan kategori.

feMor(A, B)
olmas1 i¢in a, a'€A ve a < a’ oldugunda f(a) < f(a’) olmal.

3. S noktalanmis kiimeler kategorisi; A bostan farkli bir kiime ve aeA olmak iizere
(A,a) ikilisine noktalanmis kiime denir. f, A dan B ye bir fonksiyon ve (A,a),
(B,b) noktalanmis kiimeler olmak iizere f fonksiyonu f(a)=b sartin1 sagliyorsa f
ye (A,a) dan (B,b) ye bir noktalanmis fonksiyon denir. Objeleri noktalanmis
kiimeler ve morfizmleri de noktalanmig doniisiimler olan kategoriye noktalamig
kiimeler kategorisi denir.

4. Grp kategorisi; objeleri gruplar ve morfizmleri grup homomorfizmleri olan grup

kategorisi.



10.
11.
12.

13.

14.

Ab objeleri Abelian gruplar ve morfizmleri yine grup homomorfizmleri olan
Abelian grup kategorisi
Ring; veya Ri; objeleri asosyatif birimli halkalar1 ve morfizmleri halka

homomorfizmalari olan kategori.
R bir Abelian grup olsun.
(a+ b)c =ac+ bc, a(b+c)=ab+ac
(ab)c = a(bc) wve la =a=al heraeAicin
Sartlar1 saglaniyorsa R ye birimli asosyatif halka denir.

rMod; objeleri R-modiiller ve morfizmleri R-modiil homomorfizmalar1 olan
kategori.(Burada R birimli asosyatif halkadir.)

r(a+a)=ra+ra, r+rYa=ra+ra, (r)a=r@a, la=a
F(a+a)=F(a)+F(a), f(ra) =rF(a)
Hatirlanacag: tizere R bir cisim olursa R-modiillere vektor uzayi denir.

Top; Topolojik uzaylar ve siirekli doniisiimler.

Htp; Topolojik uzaylar ve homotopi denklik siniflar1.

Top ; Noktalanmis topolojik uzaylar ve noktalanmus siirekli déniisiimler.
Htp"; Noktalanmis topolojik uzaylar ve noktalanmis homotopi simiflari.

Her sirali kiime bir kategoridir? A bir sirali kiime Ob(#4 )=A olsun.

.. ,b)}, <b
a,beA icin Mor(a,b) = f(x) = {{(a )(Z}) sti halde

olsun. Bu durumda Abir kategori olur.

Bir kategori olarak grup; A bir grup olsun. A grubu bir #kategorisi tanimlar Gyle
ki Ob(A)={+} tek elemanl kiime olmak tlizere Mor(*,*) = A dir ve kompozisyon
islemi grubun iglemidir.

Dogal sayilar; Dogal sayilar kiimesi iizerinde "a < b & a|b" seklinde siralama
bagintisint ele alalim. Bu bagintiy1 kullanarak 6rnek 12 de oldugu gibi dogal

sayilar kiimesi lizerinde bir kategori tanimlanabilir.



15. Denklik bagintisi; M bir kiime ve R, bu kiime iizerinde bir denklik bagintisi
olsun. Ob(# )=M olsun. (m,m)eR ise Mor(m,m) = {(m,m)} ve (m,m") ¢

R ise Mor(m,m’) = @ olsun. Bu tanimlamalarla # bir kategoridir.

/ bir kategori olsun. A # B oOzelligindeki her A,BeOb({ ) igin Mor(A,B) =
@ ve her AeOb({) igin Mor(A,A) = {I,} ise £ ye discrete(ayrik) kategori denir.

Ornek 12 geregince her simif bir discrete kategori tanimlar. Tersine her discrete kategori

de bir sinif olarak ifade edilebilir.

Ornek 12, 13, 14, ve 15 te goriilecegi iizere, bu kategorilerin ortak 6zellikleri objelerinin
kiime olusturmasidir. Eger bir kategorinin objeleri bir kiime olusturuyorsa bu kategoriye

small kategori veya diyagram scheme denir.

Tamm 2.1.4. : (Monic) € bir kategori ve f bir morfizm olsun. f nin sol sadelestirme

ozelligi varsa f ye monic denir. Kiime kategorisinde f nin monic olmasi i¢in gerek ve
yeter sart injektif olmasidir. Ayn1 zamanda bu ifade R-mod kategorisi i¢inde gegerlidir.

Fakat bu denkligin olmadig1 kategorilerde vardir.

Ornek 2.1.5. : G bir Abelyan grup olsun. Her geG ve her neN igin g = ng' olacak

sekilde g'eG varsa g ye division yani boliinebilir denir.
DivAb boliinebilir Abelyen gruplar kategorisi olsun. Q ve Q/ 7 bu kategorinin

objelerindendir.

BEQ ve neN icin P =n (ﬂ)
q q nq

E+Z=n(£-+—Z)
z nq

h=0Q—Q/z

fonksiyonunu qeQ i¢in h(q) = q + Z seklinde tanimlayalim. Bu morfizm monic olup

injektif degildir.

f,9:A—Q



Dontistimleri DivAb da iki morfizm olsun ve f # g olsun. $imdi h nin soldan
sadelestirilebilir yani monic oldugunu gosterelim. f # g i¢in hof # hog oldugunu
gostermemiz yeterli. f # g oldugundan s # lves # —1ve f(a) —g(a) = E * 0

olacak bigimde aeA vardir. Gergekten f # g = Jaed i¢in f(a) # g(a) dolayisiyla
f(a) — g(a) # 0 olur. Bu durumda

r r
f(a)—g(a)=;¢0 ;EQ

vardir. seN olsun.s # 1 olsun. b = sa olacak sekilde aeA vardir.

f(sa) —g(sa) =r
fa+-+a)—gla+-+a)=r

r

sf(a) —sg(a) =r = f(a)—g(a)=-

S

Gergektende f # g ise en az bir beA igin f(ab) # g(b) dir. Dolayisiyla f(b) —
g(b) =0 ve f(b) — g(b) = r # 0 olacak bi¢imde reQ vardir. s # 1 ve seN olsun. A

boliinebilir oldugundan JaeA i¢in sa = b dir. Buradan

fb) —gb) =r
ise
fGa)—g(sa)=r = fla++a)—gla+—+a)=r
[fl@)+-+f@]-lgl@+-+gl@l=r = sf(a)-sgla)=r

r
f(a)—g(a)z;io ve s+1 ves+-—1

Yine A boliinebilir oldugundan a = rc olacak bigimde ceA vardir.

r(f(©) = g() = rf(c) —rg(c) = f(re) — g(re) = f(@) — g(a) =~

N



oldugundan f(c) —g(c) =< dir. yani h(f(c)) # h8g(c)) dir.  ( Eger
%62 olsaydi f(c) — g(c)eZ oldugundan f(c) + Z = g(c) + Z yani h(f(c)) =

h(g(c)) olurdu) Sonug olarak h moniktir.

h:Q — Q/Z doniisimii injektif degildir. 1,2eQ ve 1 # 2 olmasina karsin f(1) =
f(2) dir. Dolayisiyla f injektif degildir.

Tanmm 2.1.6. : € bir kategori olmak ilizere € deki h:A — B morfizmi sagdan

sadelestirme 6zelligine sahipse yani;

g9, f:A—B
Ve

foh = goh

oldugunda f = g oluyorsa h ye epik denir. Kiime kategorisinde bir doniisiimiin epik
olmas1 icin gerek ve yeter sart surjektif olmasidir. (Kiime kategorisinde) Fakat aynen

monikte oldugu gibi bu ifade her kategoride gecerli degildir.

Ornek 2.1.7. : Halka kategorisinde i:Z — Q igine doniisiimiinii diisiinelim. Bu

dontisiim surjektif degildir fakat epiktir. (zeZ icin i(z) = z)

Doniistimiin  surjektif olmadigi agiktir. Simdi doniigiimiin epik oldugunu yani sag

sadelestirme Ozelligine sahip oldugunu gosterelim.

i:Z — Q ve g,h:Q — A doniisiimleri halka kategorisinde iki morfizm ve goi = hoi

olsun. Her neZ icin (goi)(n) = (hoi)(n) ve buradan g(n) = h(n) olur. %EQ icin

g(%) = gonn 1) = gtmgHg (V)

= h(m)g(nH)g(1) = h(m)g(n h(n.n*)
= h(m)g(n YHh(n)h(n™1)
= h(m)g(n~)g(m)h(n™1)

= h(m)g(n~t.n)h(n1)

7



= h(m)g(Dh(n™)

= h(m)h(D)h(n™ 1)
— h(m.1.n°1) = h(%)

m
n

yani Z€Q igin g (%) = h(%) elde edilir ki bu da i doniisimiinin epik oldugunu

gosterir.

2.2 UCLULER (Monad veya Triple)

Bu béliimde tezin kalan kismi i¢in énemli bir yer teskil edecek olan iiglii (Monad veya
Triple) kavram tizerinde durulacaktir. Monad kavrami Monaid kavraminin genellemesi

olarak tanimlanabilir.

Bilindigi iizere monaid, lizerinde asosyatiflik 6zelligi saglayan bir ¢arpimin tanimli
oldugu ve bu isleme gore birim elemanin oldugu bir kiimedir. Simdi herhangi bir kiime
yardimiyla bir monaid tanimlayalim. (Buradaki monoid yapis1 olustururken [Borceux2]

boliim 4 ten faydalanilmistir.)

M herhangi bir kiime olsun. M nin elemanlarindan olusan tiim sonlu dizilerin kiimesi

T(M) olsun. f: M — N bir fonksiyon olmak tizere T(f): T(M) — T(N) déniistimii

Seklinde tanimlansin. Buradaki asil amacimiz &:T(M) — M seklinde bir fonksiyon
yardimiyla {izerinde bir monoid tanimlamaktir. (xq, ..., x,)eT(M) i¢in &(xq, ..., X;)

elemanma (x4, ..., X;,) dizisinin bileske eleman1 denir.
Oncelikle “normalizasyon sart1” olarak bilinen & (x) = x sart1 saglanmalidir. Bu ifadeyi
Ew: M > T(M)
x — (x)

Fonksiyonunu kullanarak,



M —> TM)

Diyagraminin degismeli olmas1 seklinde diisiinebiliriz. Simdi daha genel bir asosyatiflik

sartinin saglandigini, yani,

esitliginin varlig1 gosterilmelidir. M deki elemanlarin sonlu dizilerinde sonlu diziler

segcmek, TT(M) den bir eleman se¢gmekle ayni1 islemdir. Dolayisiyla bu islemi

Seklinde dizilerin dizisinden birlesik bir dizi olusturan bir fonksiyon olarak

diistinebiliriz. Genel asosyatiflik aksiyomu

25Y1
TT(M) T(M)
T(E) g
h 4 S A 4
T(M) 13 M



dir. Bu yapilan tanimlamalarin klasik monoid tanimi ile denk oldugu kolayca

gosterilebilir. Burada ¢arpimi

seklinde tanimlayalim.

oldugundan tanimlanan islem asosyatiftir. Bos dizinin bileskesi olsun.

Ve benzer sekilde x1=x bulunur.

Burada tanimlanan doniisiimleri aranan iki aksiyoma karsilik gelen ve bu
doniistimler
ET(m) T(em)
T(M) > TTM) <€
T(M)
Itomd 10V Itowy
(M)

10



TT(M) v T(M)

I

T(u M

A 4

TTM)  prow T(M)

diyagramlarini degismeli yapar. Simdi verdigimiz bu monoid taniminin bir genellemesi

olarak diistinebilecegimiz “Ui¢lii” (monoid, triple) tanimini verelim.

Tamm 2.2.1. : O bir kategori, € C bir functor dogal

transformasyonlar olmak iizere

sartlar1 saglaniyorsa, bir bagka ifade ile

TT T < TT



TTT TT

b

-
l oy
TT 7 TT

Diyagramlar1 degismeli ise (T, , ) lgliisiine € {izerinde bir monad denir. Birinci sart

“birimlik™ ikinci sart ise asosyatiflik sart1 olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.2. : T( ), € kategorisi lizerinde bir monad olsun. 0),

olmak lizere

sartlar1 saglantyorsa (C, ) ikilisine T monaidi tizerinde bir cebir denir.

C ©
v
C
T T(C) ~ T(C)
T(
v v
T(C) » C

12



Tanim 2.2.3. : (D,¢) ve (C,¢), T iizerinde iki cebir olsun. feHom(C, D) morfizmasi

fo§ = goT(f)
sartin1 sagliyorsa, yani,
T(©) T®  T(D)
S S
v V‘
C » D
F

diyagrami degismeli ise, f: C — D ye T- cebir morfizmi denir.

Onerme 2.2.4. : T=(T,s, u) bir € kategorisi iizerinde bir monad olsun. T- cebirler ve

morfizmlar bir kategori olusturur.

Olusturulan bu kategori genelde €"  ile gosterilir. Bu kategori ayni zamanda T(T, €, x)

monadinin “Eilenberg- Moore” kategorisi denir.
Ornek 2.2.5. : M=(M, 1,.) bir monaid olmak iizere her A kiimesi i¢in T(4) = M X A ve
EgrA->MXA
a— (1,a)
Ve
UaM X (MXA) > MxXA

(m, (m’,a)) — (m.m’,a)

13



olsun. Boylelikle (T, ¢, u) tgliisii Kiime kategorisi tizerinde bir monad olup birimlik ve

asosyatiflik sartlarini saglar.

uo(e *T)(A) = uo(e(T(A)) =uo(e(mx A) = uo(e({m X a|meM, aeA}))
= ,uo({(l, (m, a)):meM, aeA}) = {(1.m, a)|meM, acA}
= {(m, a)|meM, acA} = T(A)

po(T * £)(A) = po(T(e(4)) = po(T({(1, a)|aeA})) = po(m x {(1, a)|aeA})
= uo({(m, (1, a)):meM, aeA}) = {(m.1,a)|meM, acA}
= {(m,a)|meM, acA} = T(A)

oldugundan
po(e xT) = 17 = po(T x &)
bulunur.

po(uT) = pu(u(m x (m x T(A))) = u(u{(m”, (', (m,a)))|m, m’, m" eM, aeA}))
= u({(m".m',(m,a))|m,m',m" eM, aeA})
={((m".m").m,a)|m, m’',m" eM, aeA}
po(T ) = p (T(u(TZ(A)))) =pu (Tu(m X (m x A)))

=pu (Tu({(m’, (m, a))|m, m'eM, aeA}))

= uT({(m'.m,a)|m,m'eM, acA})

= uM x {(m'.m,a)|m,m'eM, aeA})

= u({(m”,(m'.m,a))|m,m’, m" €4, aeA})

={(m".(m'.m),a)|m,m’',m' €A, acA}
M monoid oldugundan m, m’,m'' €A i¢in
(m".m").m=m".(m'.m)
olur. Dolayisiyla

po(u = T) = uo(T * p)
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bulunur. Sonug olarak birimlik ve asosyatiflik sartlari saglandigindan (T, &, u) yapist

Kiime kategorisi lizerinde bir monaiddir.

Simdi tanimlanan bu monad lizerinde cebir tamimlayalim. é(m,a) = ma yazalim. Ve

bu carpimin
la = a,(m.m")a = m(m'a), m,m'eM, acA

Sartlarin1 sagladigin1 kabul edelim. Boylece (4, &) bir cebir olur. Bir bagka ifade ile

tanimlanan T(T,e, 4) monad iizerinde, bir M- kiimedir.
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3. KARTEZYEN KAPALI KATEGORILER VE A -KALKULUS

Bu boéliimde deductive anlaminda 6nermesel kalkiiliis, CCC kategoriler, Dogal say1
nesneleri, typed A-kalkiiliis, Dogal say1 nesneleri, Recursive fonksiyonlar ve bunlarin
bilgisayar uygulamalar1 incelenmistir.Bu boliimde faydalandigimiz temel kaynaklar,
(R. Voreadou,1977), (H. Volger, 1975), (A. Wolf, 1974),(Peter R. 1951),(Odifreddi
P.G. 1989),(Rogers H, 1987),(Soare R.1987),(Kleene S. 1952),(Evren S, 2006) dir.

3.1.BIR DEDUCTIVE SISTEM ANLAMINDA ONERMESEL
KALKULUS

Giris 3.1.1.

Bu bolimde temel bazi matematiksel yapilarin kategori dilindeki karsiliklar
verilecektir. Bu baglamda CCC kategorileri ve bu kategorilerdeki siiflandirilmis A-

kalktiliis sistemi detayli bigimde incelenecektir.

Tanmim 3.1.2. : Graf iki smif ve bunlar arasinda tanimlanan iki doniisiimden olusur. Bu
doniigiimler Source ve Target doniisiimleri olup siniflar ise Ok lar ve Nesneler sinifi

olarak adlandirilir.

Source

v

v

Target

feOklar ve A,B e Nesneler ve source(f) = A, target(f) = Bdurumu f:A — B

seklinde gosterilir.

Tanim 3.1.3. : € bir graf olsun.

Rla, I4: A — A seklinde bir 6zel ok ve
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R1b, f:A— B, g:B — C icin gf:A — C seklinde bir islemle birlikte € grafina

bir deductive sistem denir.

Deductive sistemin nesneleri formiiller, oklar, ispatlar(veya deduction) ve oklar

lizerinde tanimlanan islem ise inferencenin bir kurali olarak diisiiniilebilir.

Conjunction(Baglaclar) kalkiiliis, dogruluk ve conjunction ile ilgilenen bir deductive
sistemdir. Boylece A ve B gibi verilen formiillerin AAB conjunctionini olusturmak icin
A(= ve) ikili islemi ve T(= dogru) formiiliiniin verildigini kabul ediyoruz. Ayrica

asagidaki kural ve oklar sistem i¢inde mevcuttur
R.2 Op:A— T
R3a. mup:ANB — A
R3b. n'ysANB — B
R3c. f:C— A, g:C — B varsa

(f,g): C — AANB mevcuttur.

Ornek 3.1.4. : Conjunction icin degisme &zelliginin varligim ispatlayalim.
R3bveR3adan myp:AAB — A ve m'ygAAB — B vardir. R3c geregince
<T[,A,B' T[A,B): A/\B — B/\A

bulunur. Yani A baglact i¢cin AAB varsa BAA nin da dogru oldugu bu sekilde

ispatlanabilir.
Ornek 3.1.5 : Simdi degisme 6zelliginin varligim ispatlayalim. Yani
(AAB)AC = AN(BAC)

oldugunu gosterelim. Burada (AAB)AC ve AA(BAC) birer formiil (nesne) dir. Bu iki
formiil arasinda bir ispat (ok) tanimlamaliyiz. Burada (AAB)AC nin dogru oldugunu

kabul ediyoruz.

T[A/\B,C: (A/\B)/\C g A/\B

17



' sppc: (ANB)AC — C

Tap:ANB — A

n'yg:AANB — B

oklar1 ve bilesimleri yardimiyla

T pT apg,c: (AAB)AC — A

' 4 8Tapg,c: (AAB)AC — B

buradan hareketle

(a8 ans,cr (T 4,8Tans,c) T ans,c)) i (AABYAC — AN(BAC)
bulunur. Yani aypc: (AAB)AC — AA(BAC) ispat1 (oku) bulunur.

Ornek 3.1.6 : f:A — B ve g:C — D mevcut ise yani A formiiliiniin dogrulugundan
hareketle f ispat1 ile B formiilii bulunuyorsa, yine C nin dogrulugundan hareketle g
ispat1 ile D formiilii bulunuyorsa AAB den BAD nin dogrulugu bulunabilir ve ispat fAg

seklinde gosterilir.

Tac:ANC — A ve f:A— B den fryc:ANC — B

m'yctANC — C ve g:C — D den gn'yc:ANC — D

bulunur. R3¢ geregince fAg: ANC — BAD bulunur. Burada fAg = (fr, ¢, gn'y ) dir.

Bir conjunction kalkiiliis iizerinde <« (ise) ikili islemi tanimlayarak bir pozitif
intuitionistic 6nermesel kalkiiliis elde edilir. Boylece A ve B birer formiil ise, T, A A

B ve A < B de birer formiildiir. Burada <= baglaciyla ilgili olarak
R4a. EA,B:(A<=B)/\B_>A

R4b. h:C AB — A varsah*:C — A < B meveuttur.( h*=A§ (h) seklinde
ifade edilir.)

Burada R4a yardimiyla R4b den

R,4‘b r]C,B: C — (C /\B) < B
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R'4c. g:D — A mevcutise g «1,:(D &« B) — (A < B)
sonuglari elde edilir. Burada
Nes = Icns g<Eh = (QSB,D)

dir. Eger bu sistem {izerinde 1(yanlis) formiilii ve bir V (veya) islemi tanimlanirsa bu

sisteme bir intuitionistic kalkiiliis denir. Bu arada 1 formiilii ve V baglaci

RS UA:A — 1

Ré6a. KA,B:A — AVB
R6b K,A,B:B — AVB
Réc. s (A= C)AB=C)— (AVB)>C

buradan hareketle
fiA—C ve g:B—C
varsa

[f,.9l:AVB —C

vardir.

3.2.KARTEZYEN KAPALI KATEGORILER(CCC)

Tammm 3.2.1. : Kategori, ispatlar1 arasinda asagidaki iliskilerin mevcut oldugu bir

deductive (Rla ve R2b sartlarini saglayan graf) bir sistemdir.
her ftA—B g:B—C h:C—D igin

fla=f If=f (hg)f = h(gf)

19



Bu noktada oncelikli olarak Kartezyen kapali kategorilerin klasik tanimini ve daha
sonrasinda conjunction kalkiiliis cinsinden taniminm1 verip birbiriyle denkligini

verecegiz.

Oncelikle klasik tanimi verecegiz.

Tamm 3.2.2. : € bir kategori olsun. € de tiim sonlu ¢arpimlar mevcut (bdylece
terminal object mevcut) ve her Beob(€ ) i¢cin (—)XB: ¢ — € functorunun

(—)B:¢ - € sag ek functoru varsa, yani

Hom(A x B, C) ve Hom(A, C®) kiimeleri izomorfise C kategorisine Kartezyen kapali

kategori denir.

Simdi deductive sistem veya conjunction kalkiiliis cinsinden Kartezyen kategorileri ve

Kartezyen kapali kategorileri tanimlayalim.

Tamm 3.2.3. : C bir kategori ve bir conjunction kalkiiliis olsun. Eger her
f:C— A, g.C—B, h:C > AAB igin

E3. her f:A—T icinf =04

E3a. mup(f,9)=f

E3b. n,A,B<f'g> =49

E3c. (mpph,m'yph) =h

Burada dikkat edilecegi iizere T, terminal nesne AAB ise A ve B

nesnelerinin(formiillerinin) carpimina karsilik gelmektedir.

Bu tanimlama esitlikler cinsinden tanimlama olarak bilinir. Klasik kategori dili ile
anlatilacak olursa; carpim objeleri ve terminal objesi olan kategorilere Kartezyen

kategori denir.

Tanim 3.2.4. : € , R4 yapisina sahip iizerinde < islemi ve 6zellikleri tanimli olan bir

Kartezyen kategori olsun. Eger her h: CAB — A ve k:C — A < B igin
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E4a. eqp(h’mcp, m'cp) =h
E4b. (SA,B(kﬂC,B'ﬂ,C,B»* =k

sartlar1 saglantyorsa €  ye bir Kartezyen kategori denir ve literatiirde CCC ile

(Cartesian closed category) gosterilir.

Klasik kategori dili ile anlatilacak olursa; A < B den kasit A yeni Hom(B,A) olup ek
sartlarindan kasit ise anlasilacag1 tlizere Hom(C X B,A) ve Hom(C,Hom(B, A)
kiimeleri arasinda birebir eslemenin olmasi bir baska ifade ile bu kiimelerin izomorf

olmasidir.
Simdi CCC ornekleri verelim.

1. Kiimeler kategorisi olan Set bir CCC dir. Bilindigi iizere A,B herhangi iki kiime
olmak tlizere A X B kartezyen ¢arpimi Set kategorisinde A ve B nesnelerinin
carpimina karsilik gelmektedir. A,B,C birer kiime olmak iizere Hom(C X
B,A) ve Hom(C, Hom(B, A)) arasindaki bire bir eslemeyi kuralim.

f:C X B — A olsun. Simdi f ye karsilik f*: C — Hom(B, A) tanimlamaliy1z.
Her bir ceC nin f* altindaki goriintiisii f7:B — A olsun. f; fonksiyonunu
fé(b) = f(c, b) olsun. Bu durumu fonksiyon seklinde ifade edelim.
¢@:Hom(C x B,A) — Hom(C,Hom(B, A))
(f:iCxB— A)— (f":C — Hom(B,A))
c— (f"B—A)
b — f(c,b)
Bu noktada
Y:Hom(C,Hom(B,A)) — Hom(C X B, A)

g—(g':CxB—A)

(c,b) = (g())(b)
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Olsun. (g) =g ve Ye(f) = f oldugunda ¢ doniisiimii bire bir eslemedir. Yani
Hom(C x B,A) ve Hom(C,Hom(B, A)) izomorftur. Béylece Set kategorisi bir CCC
dir.

Ornek 3.2.5. : Benzer sekilde Top topolojik uzaylar kategorisininde CCC olmasi
beklenebilir. Fakat B4 {izerindeki topoloji kompakt-open topoloji olup istenen sartlar:
Top kategorisinin yerel kompakt uzaylardan olusan veya kompakt tiretilmis hausdorff

uzaylardan olusan alt kategori ile CCC dir.

Ornek 3.2.6. : Grp, gruplar kategorisi CCC degildir. Bu kategoride baslangi¢ nesnesi
(initial object) tek elemanli gruptur. Baglangi¢ grubu olmayan bir G grubu i¢in (—) X G
functoru baslangi¢ objesini korumaz. Yani baslangi¢c nesnesinin bu functor altindaki
gorilintiisii baglangi¢ nesnesi olmayabilir. Yani bu functorun sag ek functoru yoktur.

Dolayisiyla Grp kategorisi CCC degildir.
Ornek 3.2.7. : Benzer sekilde Abgrp kategorisin de bir CCC degildi.

Ornek 3.2.8. : Kismi sirali kiimeler kategorisi Pos bir CCC dir ve Y*, monoton X — Y

dontistimlerinden olusmaktadir. (f < g © f(x) < g(x) her xeX)
Ornek 3.2.9. : Her Boolean cebir bir CCC dir.

Ornek 3.2.10. : Small kategoriler kategorisi Cat bir CCC dir.

3.3. CCC LERDE DOGAL SAYILAR NESNELERI

€ bir CCC olsun. @ deki tim 1 — A LA A bi¢iminde tanimli diyagramlar kategorisinin

baslangi¢ nesnesi olan
0o s
1-N->N

Objesine bir dogal sayilar nesnesi denir. Bu durum
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Diyagrami ile resmedilebilir. Burada diyagrami degismeli yapacak bigimde bir tek h

olmal1. h nin sadece varligini biliyorsak (tek olmasi s6z konusu degil) ye

zay1f dogal sayilar nesnesi denir.

3.4.GRAFLARLA URETILEN SERBEST CCC LER

Bir X grafi verilsin. Bu graf yardimiyla pozitif intutionistic kalkiiliis D(x) ve CCC F(x)

uretilebilir.

D(x) in formiil ve ispatlar1 su sekilde tanimlanir; X in tiim koseleri ( vertexleri)

formiiller, bir formiil, A ve B formiil ise yani yine bir formiil ve
yani da bir formiil, X in tiim oklari, ler ise A ve B
formiilleri icin ispatlar ve tiim ispatlar ve kurallar1 altinda kapal.

D(x) yapisina CCC igin gerekli tiim esitlikler eklenerek F(x) Kartezyen kapali

kategorisi elde edilir.

3.5.TYPED -KALKULUS
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Siniflandirilmamis A-kalkiiliis fonksiyonel programlama igin bir temel olusturmasi
sebebiyle (teorik) bilgisayar bilimlerinde bir yeniden dogus(Ronesans) olarak kabul
edilmektedir. Bir CCC nin nesneleri (objects) ve morfizmleri sirasiyla A-kalkiiliistin

type ve terimleri olarak algilanmaktadir.

Bir formal teori olan typed A-kalkiiliisii su sekilde tanimlayabiliriz; bu teori (veya
sistem) “types” diye adlandirilan siniflardan ve her bir type i¢in “terimler” sinifindan ve
terimler arasindaki “esitlikler” sinifindan olugsmaktadir ve bu sistem asagidaki sartlari
saglamalidir.

(a€A if adesi a min bir terim oldugunu ve A type oldugunu ifade etnektedir.)

(a) Typelar; type larin sinifi iki temel type mutlaka icerir ve asagidaki bicimde

tanimlanan islemler (operation) altinda kapalidir.
(al) 1 ve N type dir.(Bunlar temel type ler)
(a2) A ve B type ise AXB ve B” type dir.

(b) Terimler; Terimler sinifi degiskenler ve belirli temel sabitler kullanilarak belirli
terim olusturma islemleri yardimiyla asagidaki bicimde serbest (freely)

tiretilmistir.

(b1) Her bir A tipine ait sayilabilir sayida x/*eA (i = 0,1,2,3,...) degiskenleri

mevcuttur. (Degiskenleri 1 — A morfizmi olarak disiuniilebilir.)
(b2) * €1

(b3) aeA, beB ve ceA x B ise {(a,b)eA X B, m,p(c)eAven',p(c)eB
(b4) Eger feb? ve aeA ise eg o(f,a)eB

(b5) Eger xeA ve @(x)eB ise A p(x)eB4

(b6) 0OeN, neN ise s(n)eN

(b7) aeA, heA? ve neN ise I,(a, h,n)eA

Nasil ki kategori teori kiimenin genellemesi ise A-kalkiillis te kiimeler iizerinde
tanimli olan fonksiyon cebirinin genellemesi olarak diisiiniilebilir. Mesela

Axea®(x), x — @(x) ifadesini, €3 4(f, a)€eB terimi f(a) degerini temsil etmektedir.
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Cesitli yazarlar ihtiyaglara gore A-kalkiiliis sartlarini degisik bicimlerde genisletip
daraltmaktadirlar. Burada biz daha ¢ok [Lambek] te ve [BRICS] te yer alan
tanimlar1 kullanacagiz. Ve bundan genel olarak verilen ifade ve 6nermelerin daha iyi

anlasilmasi i¢in 6rneklemeler yazacagiz.

Simdi A-kalkiiliis teki son kisim olan * Esitlikler” sinifinin 6zelliklerine bakalim.

a=0b iseep,(f,a) = epa(f,b) ve p(x) = @' ise dyea@(x) = Aeea' (%)
esitlikleri saglanmalidir.

Bu tanimlamalar 6zellikle fonksiyonel programlamada (teorik bilgisayar bilimlerinde )
kullanmilmaktadir. Ornek olarak en temel anlamda bu programlamay: bilgisayara
fonksiyonun ne demek oldugunu temel islecler ve siniflar cinsinden tanimlamak olarak
diistintilebilir. Bu baglamda daha genis uygulamalar ve kullanim alanlar1 [category for

software],[ ],[ ],[ ]kaynaklarinda bulunabilir.

3.6. C-MONOIDLER

Tanim 3.6.1. : Kartezyen monoid kisaca C- monoid tizerinde ekstra (m, 7', &,%,( ))
yapilar1 tanimlt olan bir monoiddir. Hatirlanacagi {izere bu yapilar kategorinin
Kartezyen olma 6zelliginde tanimlanmustir. Burada 7,7’ ve &, M nin elemanlar1 , (—)*

bir tekli islem ve (—, —) bir ikli islem olmak tizere a,b,c,d ve ¢ i¢in

(1) m{a,b) = a

(2) t'{a,b) = b

(3) (mc,m'c) = ¢
4) e(d*m, ')y =d
(5) (elem, )" = e

Dikkat edilecegi lizere bu esitlikler son nesne hari¢ Kartezyen kapali kategori sartlaridir.
Yani C- monoid ler son nesnesi olmayan CCC olarak diigiiniilebilir. Bilindigi lizere bir
monoid tek elemanl bir kiigiik(small) kategoridir. Eger terminal obje olsaydi bir obje ve
bir morfizmden olusan herhangi 6zelligi olmayan kategori elde edilir. Bu yiizden C-
monoid de son nesne sarti aranmamaktadir. Dogal olarak C-monoid ler tizerinde de A-

kalkiiliise benzer bir yapi tanimlanabilir. C-monoid bir nesneli oldugundan “type”
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siiflar1 yoktur. Dolayisiyla bu yap1 daha geneldir. Ayrintili bilgi [category of software],

[ 1, [ ]kaynaklarinda mevcuttur.

4. CCC LERDE RECURSIVE FONKSIYONLARI
4.1. RECURSIVE FONKSIYONLARI

4.1.1. Recursive (Ozyineleme):

Basitce, kendi-kendini tekrarlamak olarak tarif edebilecegimiz recursive(6zyineleme),
asagidaki figiirlerdede goriildiigii gibi, tabiatta dogal olarak farkli sekillerde karsimiza
cikar.Matematik biliminde Fraktallar(Sekil-4.4) olarak adlandirilan bu durum, aslinda
nesnenin yada seklin bir alt birimine inildiginde yine kendisiyle karsilasilmasi
durumudur.Ornegin; en kiigiik dali bile, bitkinin tamamina benzeyen “bin percem” otu
(Sekil - 4.1), karsilikli konan iki aynanin, birbirlerinin karsilikli goriintiilerini sonsuz
kere gostermeleri(Sekil- 4.2) ve minik iiggenlerden olusan iicgenlerin olusturdugu

biiytlik iggen(Sekil- 4.3) .

Sekil - 4.1- Bin per¢em otu Sekil- 4.2-Karsilikly aynalarin sonsuz gériintiileri

/\ VAN
/N > N _,,<

¥
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Sekil-4.3—Kiiciik iicgenlerin olusturdugu biiyiik iicgen Sekil- 4.4- Fraktal olusumu

Biz bu g¢alismada Ozyinelemenin(recursive) fonksiyon anlami iizerinde duracagiz ve

recursive fonksiyonlar ile bunlarin bazi bilgisayar uygulamalarini inceleyecegiz.

4.1.2. Genel Ozyineli Fonksiyonlarin (General Recursive functions)kisa tarihi

gelisimi

Ozyineli(recursion) ve Hesaplanabilirlik(computability) konulari, Gédel, Church ve
Kleene tarafindan 1930 a ortaya c¢ikarilmistir.Diger matematikg¢iler, daha onceleri
Hilbert tarafindan ortaya konulan sorulara kismen alaka gosteriyorlardi.Ondokuzuncu
yilizyilin sonunda Hilbert, 1899 da, bu konuyla alakali bir geometri alistirmasi ortaya
koydu ve bunu 1900 de tamamlayip sundu.Bu alistirma, Reel sayilar sistemi igin,
geometrideki indirgemeyi igeren bir soruydu ve Dedekind sonuclar1 tarafindan
aritmetigi yapildi(en azindan bir ikinci sirali sistem olarak).1904 te Hilbert, 1928 deki
kendisinin sonlu programina gore nasil oldugu bilinen aritmetigin icerigi olan, ispati
onerdi.Hilbert, bir diizen i¢inde kurulmus olan sonlu matematiksel ispatlar1 kullanarak,

“bunun karsit1 olanlar elde edilemez” 6nerisini bildirdi.

“Entscheidungsproblem”, Kleene durumuyla yakindan alakalidir.Bu kararli problem ilk
diizenli mantik ilmi igin ilk olarak 1920 de Hilbert tarafindan tiniversitelerde verilen
derslerde ortaya ¢ikt1 ve 1928 de Hilbert ve Ackermann tarafindan tanimlandi.Bu bize
bir kararli yontem verdi.(Entscheidungverfohren) “igslemlerin bir smirh sayryisiyla
verilen mantiksal ifadenin gecerliligine bir karar vermeye izin verir”. (Hilbert ve

Ackermann, 1928 ). Hilbert bunu matematiksel mantigin esas problemi olarak gosterdi.

Godel 1931 de (Rosser tarafindan gelistirilerek modern terimler i¢inde yer alan)
“Tamamlanmamig olan temel sayilar teorisinin herhangi T kararli uzantisin1 kabaca
iddia eden birinci tamamlanmamis teoremini” ispatladi.Aritmetize edilen Godel ispati
onun ikinci tanimlanmamis teoremi olarak olusturuldu ve bu, “onun kendi sabitiyle,
boyle bir T ispatlanamaz” ifadesini iddia ediyordu ve bu Hilbertin programi i¢in bir

basarisizlikti(aksamaydi).

Onun 1931 deki Godel ispat1 bir ilkel Ozyineli(pirimitive recursive) fonksiyonu
kavrami olarak kullanildi(ki o, onun tarafindan “recursive” olarak adlandirildi(eine
recursive ffunction)). Ciinkii bu fonksiyonlar, aritmetik i¢in, Godel in formal sistemi

olan P i¢inde kolayca sembolize edilebilirdi. Ve bu fonksiyonlar ona biitiin syntactic
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nesneler i¢in imkanlar sagladi. “Godel sayilar1”; sonug¢ olarak diyebiliriz ki o kendi
referansin1 olusturamadi ve bu konuyla alakali olarak eksikti(yetersizdi).Bununla
birlikte Godel, ilkel Ozyineli(pirimitive recursive) fonksiyonlarmin, biitiin etkili
hesaplanabilir fonksiyonlarini icermedigini ve 1934 o fonksiyonlarin genis bir sinifinin
Herbrond un 6nceki ortaya konulan fikrine bagli oldugunu 6nerdiginin farkina vardi.
Godel bu fonksiyonlar1 “Genel 6zyineli(general recursive functions) fonksiyonlar
olarak isimlendirdi.Herbrand 7 nisan 1931 de Godel e bir mektup yazdi. Mektupta,
“eger o, bir bilinmeyen fonksiyonu gdsterirse ve ¥,¥; ,...... Wy lar bilinmeyen
fonksiyonlarsa, ve eger Wler ve ¢ en giizel biicimde biri, bir digerinin yerine
gecirilirse  hesaplamalarin  sonuglarinin  kesin ¢iftleri  esitlenir, daha sonra eger
fonksiyon denklemlerinin sonugkiimesi bire sahipse ve sadece ¢ i¢in bir ¢oziim varsa ¢
fonksiyonu bir recursive fonksiyon dur” yaziyordu. Godel bu tanimin {izerine onu daha
etkili yapmak i¢in iki kosul ekledi; birincisi, ¢ nin en digtaki sembol olma sartiyla,

fonksiyon denklemlerinin sol tarafi standart yap1 i¢inde olmali . Ve ikincisi;

n; ny,..... n; kadar olan dogal sayilarin her bir kiimesi i¢in bir m sirast ¢ikar.Ornek
olarak ; @(ng,...n; ) =m bir hesaplanmis denklemdir. Kleene 1936, 1943 ve 1952
de Godelin kuralinin seseneklerini tanutti ve bu Herbrand-Gédel taniminin bir esitlik

formiiliinii ortaya koyar.

4.1.3. Ozyineli fonksiyonlar(Recursive Functions)

Ozyineli fonksiyon terimi(Recursive functions); genelde Ozyineli ile tanimlanan
fonksiyonlar i¢in kullanilir.Hesaplanabilir(computability) fonksiyon anlamindada

kullanilir.

Klein, 1952 de , f herhangi bir fonksiyon olmak {izere, pozitif tamsayilar(nonnegative)
m bir ilkel 0Ozyineli fonksiyonunu tanimladi.Klein bu tamimlamay1 yaparken,
Denklemlerin esitigini(noncontradictory), bileske islemini, (1)f,g,h gibi fonksiyon
sembollerini, (2)pozitif tamsayilar i¢in ¢esitli degiskenler(or:x,y,z vb.), (3)sifir sabitini
ve (4) S(x)=x+1 ardil(successor) fonksiyonundan faydalandi.

Ornegin:

X ve y nin ¢arpimint hesaplayan, x ve y ye bagli, f(x,y) fonksiyonu;

28



Jx0) =0 (1)
JxS0)) = g(ftx.y).x) )

g 0) =x €)
g(x.S(v)) = S(g(x.y) 4)

Sunu hemen belirtelim ki; denklem verilen her pozitif degeri icin, f in degerlerini
yegane(uniquely) olarak saptayamayabilir.Bu durumda tanim kismidir(partial). Eger
girilen her deger i¢in, f in degeerlerini hesaplarsa, iste o zaman “tanim tamdir”(total)
deriz. Genelde Ozyineli fonksiyon(recursive function) terimi tek basina kullamldiginda,
tam Ozyineli fonksiyon(total recursive function) tanimi kastedilir, anlasilir.Bazi
yazarlar, genel Ozyineli fonksiyon”( general recursive function) ifadesini, kismi
Ozyineli fonksiyonlar(partial recursive function) yerine kullanirken, diger bir kisim

yazarda “tam Ozyineli fonksiyon”(total recursive function) yerine kullanmaktadirlar.

Ozyineli fonksiyonlar iizerine ¢alisan bilim insanlarindan bir digeride Rosa Peter
dir.Rosa peter Godelin Calismalarini inceledikten sonra matematikte “Ozyineli
fonksiyonlar teorisi”(Recursive function theory) olarak bilinen alan1 kurdu ve 1950
lerin ortasindan itibaren bu teoriyi bilgisayar teorisine uygulamaya giristi.1976 yilinda
yaymlanmig son eseri “Recursive Functions in Computer Theory” isimli kitab1 bu

alandaki en dnemli eserlerden birisi olarak kabul edilmektedir.

4.1.4. Tlkel 6zyineli fonksiyonlar(Pirimitive Recursive Functions)

Ilkel dzyineli fonksiyonlar, ilkel dzyineleme ve bileske islemi ana islem olarak aliarak
tammland1. ilkel 6zyineli fonksiyonlar, Ozyineli fonksiyonlarin bir kesin(strict)
altkiimesidir.(Ozyineli fonksiyonlar, ayn1 zamanda hesaplanabilir fonksiyon olarakda

bilinir.)Bu terim Rosa Mayer tarafindan tiiretildi.

Hesaplanabilirlik teorisinde, Ilkel dzyineli fonksiyonlar, fonksiyonlarmn bir smifidir.Bu

fonksiyonlar ayn1 zamanda ispat teoridede ¢ok dnemlidir.
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Sayilar teorisinde ¢alisilan normal fonksiyonlarin bir ¢ogu ilkel dzyinelidir.Ornegin:
Toplama, Bélme, Faktoriyel, Ustel ve n.nci asal fonksiyonlari, ilkel 6zyinelidir.Bu
sebeple bunlar gercek deger fonksiyonlarina yaklasimlardir.(Brainerd ve Landweber,
1974). Aslinda, bazilar1 bilinmesine ragmen, ilkel 6zyinelemeli olmayan fonksiyonlarin
gelistirilmesi gergekten zordur.ilkel 6zyineli fonksiyonlarin kiimesi, Complexity teoride

PR olarak bilinir.

Her ilkel 6zyineli fonksiyon, bir genel 6zyineli fonksiyondur.

Tanim 4.1.4.1. :

Tim fonksiyonlarin sinifi, temel operatorlerin sonlu sayidaki uygulamlar1 kullanilarak
tanimlanabilir, bir temel fonksiyonla, “Ilkel tekrarli fonksiyonlarin smifi” ile

basliyoruz.Bu Fonksiyonlar sinifi ti¢ 6nemli 6zellige sahiptir:

1- Tim ilkel tekrarli fonksiyonlar tamdir.
2- Tiim ilkel tekrarli fonksiyonlar etkin bir bi¢imde hesaplanabilir.

3- Most common tam fonksiyonlar ilkel tekrarlidir.

Ik iki 6zellik, olduk¢a agiktir, asikardir: her bir fonksiyon tamdir ve ¢ok basit
hesaplanabilirdir ve arglimentleride tam ise, operator sonuclarinin her ikiside tam
fonksiyonlarin  i¢indedir.Ayrica, operatorlerin  etkileri dahi ¢ok Dbasitge

hesaplanabilirdir.
Uciincii dzellik, ne kesinkes belirtilmis ne de agikca tamdir.

flkel &zyineli fonksiyonlar, Number teoretic fonksiyonlar arasinda, dogal sayilardan
dogal sayilara (NxNx..xN — N )bir fonksiyondur.Bu fonksiyonlar bazi n dogal

sayilar1 i¢in, n argumant alirlar ve bunlara n-ary denir.
Ilkel 6zyineli fonksiyonlar, asagidaki aksiomlarla birlikte verilir;

1. Sifir Sabit fonksiyon: zero(x) def = 0, 0-ary sifir sabit fonksiyonu, ilkel
Ozyinelidir.

2. Ardil fonksiyon: succ(x) def = x + 1 , l-ary, ardil fonksiyonu, kendi
arglimantinin ardilina doner ve ilkel 6zyinelidir.

3. lIzdiisiim fonksiyonu: Her n>1 ve i,(1 < k < n) igin,
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proji’ (x1,X2,....xp )def = xi

n-ary izdiisim fonksiyonu P;", k. c1 arglimantina doner ve ilkel 6zyinelidir.

Asagidaki aksiyomlarla verilen islemleri uygulayarak daha komplex ilkel 6zyineli

fonksiyonlar elde edilebilir;

1. Bileske: Bir f, n-ary ilkel 6zyineli fonksiyonu ve gi,....gn, n, m-ary ilkel

Ozyineli fonksiyonlar1 verilsin. f've gj,...,gn fonksiyonlarinin bileskesi, m-ary

h(x1X2, o0 Xm) = (Q1(X1X2, e X)), ooy h(X1X2, e X))

bir ilkel 6zyinelidir.
2. llkel d6zyineleme: Bir f, k-ary ilkel 6zyineli fonksiyonu ve bir g, (k+2)-ary ilkel

Ozyineli fonksiyonlar1 verilsin.

h(0.x1,....x1) = f(xX1,.....x%) ve
hS»).x1,....xr) = g0 h(v.x1... . Xi) X1, Xx).

olarak alinirsa bir A, (k+1)-ary fonksiyonu, f ve g nin ilkel 6zyinelemesi gibi

tanimlanabilir.
4.1.4.2.1zdiisiim fonksiyonlarin rolii :

Izdiisiim(projection) fonksiyonlari, yukardaki fonksiyonlarin tekrar béliimlerindeki
asikar katiliktan kurtulmak i¢in kullanilabilir.
Degisik izdiisiim fonksiyonlariyla birlikte bileske islemi kullanilarak, bir fonksiyondan,
baska bir fonksiyonun argiimentlerinin altkiimesine gegilebilir. Ornegin; eger g ve h,
2-ary ilkel 6zyineli fonksiyon ise,

fa,b,c) = g(h(c,a),h(a,b))

Ayn1 zamanda ilkel 6zyinelidir.Bir sekli tanim kullanilarak izdiisiim fonksiyonlar1
fla,b,c) = g(h(P5’(a,b,c),P/ (a,b,c),h(P/ (ab,c),P:'(ab.c)))

yazilabilir.

4.1.4.3.ifadeyi Niimeric Fonksiyona Déniistiirmek
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Bazi ortamlarda, ilkel 6zyineli fonksiyonlar: hesaba katmak dogaldir. O, ya gercekei
degerler { t= true, f=false } ile birlikte karigik rakamlar alir, yada gercek deger
sonuglari, bir ¢ikt1 gibidir.( Kleene [1952 pp.226-227]). Bu, herhangi bir tarzin
numaralariyla birlikte gercekci degeri tammlayarak yerini alabilir. Ornegin; 1 ile t ve 0
ile f, gercek¢i degerinin belirlenmesi bilinendir. Onceleri bu 6zdeslesme yapilmisdi.Bu,
0 ile 1 arasinda gidip gelen A4 kiimesinin karakteristik fonksiyonudur, ki o bize, A da bir

say1 olup olmadigin sdyler.

4.1.4.4.Bilgisayar Dili Tanim:

Ilkel 6zyineli programlama dilinin bir drnegi, temel aritmetic operatorleri igerir; ( e.g. +
and -, or ADD and SUBTRACT), kosullu ve mukayeseli(IF-THEN, EQUALS, LESS-
THAN), siirhi dongiiler.Ki orada, o bilinen yada tiim dongiilere kadar hesaplanabilir
{ist siurdir, ve while déngiisii gibi yada IF-THEN e ilaveten GOTO gibi daha genel
kontrol yapilart yoktur. Eklenen Sinirsiz dongiiler (WHILE, GOTO), parcali 6zyineli dil
veya tam-turing yapar, hemen hemen tiim gercek bilgisayar dilleri gibidir.

Keyfi bilgisayar programlari, yada Turing makinalari, genel analiz de
duraksayan(halting)  problem olup olmadigmin farkina varamazlar.Aslinda {lkel
Ozyineli fonksiyonlar ¢ok iyi analiz edebilirler ve Kontrolle bir tek sey sdyleyebilirler:
programin gosterim siiresi nedir? Bu bir ¢eliski degildir; ilkel 6zyineli programlar, tim
miimkiin programlarin bir istege bagli olmayan(non-arbitrary) altkiimesidir, 6zel olarak

insa edilmis, analiz edilebilirdir.

4.1.4.5.0rnekler:

Bir cok sayi-teorisi fonksiyonlari,bir tek degiskenli iizerinde 6zyineleme uygulayarak
tanimlanabilir ve ilkel Ozyinelidir.Temel Ornekler, toplama ve smirli ¢ikarma

fonksiyonlart igerir.

4.1.4.6.ONCEL(Predecessor):
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PRED olarak tanimlanan “Oncel fonksiyon”, hemen hemen “ardil(successor)
fonksiyonun” tersidir(inverse), burada ki tek istisna sifirdir ki 6ncelin tanimi zero olarak

yapild.

x —1, x>0

PRED(x) ={ o 22

“Oncel fonksiyon”, ilkel dzyinelinin terimlerinde kolayca tammlandi.Bunu gérmek igin

iki durumu inceleyerek baslayalim;
PRED(0) =0
PRED(m+1) =m

Bununla fonksiyonu tamamen tanimlamis olduk. Daha sonra bu durumlarin her birini,
uygun arity nin bir fonksiyonu gibi ifade ederiz. Zira PRED bir “birli(unary)
fonksiyon”dur.Bizim sirasiyla f ve g, boslu(null-ary) ve ikili(binary) fonksiyonlara
ihtiyactmiz var.Ozellikle, f ve g nin, ilkel tekrarlinin(pirimitive recursive) tanimina

uygun olarak, asagidaki gibi olmasini isteriz;
PRED0) = f()
PRED(m+1) = g(m, PRED(m)),
Bu durumda, her iki fonksiyon basit izdiislimlerine uygundur,
f=PROJ) ve g=PROJ).
Boylece;
PRED = PREC( PROJ,", PROJ)

Sunu belirtelim ki; burada, bu final ifadede dogal say1 argiimentleri yoktur.(() PRED
fonksiyon,islemler, parantezler ve temel fonksiyonlarin terimlerinde tamamen ifade
edildi.Sembollerle gosterildigi slirece  dogal sayilar, verilen fonksiyonlarin nasil
kuruldugu hakkinda c¢alisirken gayet kullanighdir.En son final taniminda asla
gozilkkmezler.Bu her zamanki kurallarla tutarhdir, f, tek basina bir fonksiyon

semboliidiir ve x de degerlendirildiginde tek basina bir fonksiyon belirtir.

4.1.4.7.Toplama:

33



Benzer sekilde, bir ikili(binary) fonksiyon kullanarak toplama islemi tanimlanabilir.

Matematiksel olarak ,
ADD(x,y) = x+y
ADD toplam fonksiyonunu tanimlamay1 timit ederiz.

Tekrar bir kere daha, Toplam fonksiyonunu tam olarak tanimlayabilmek i¢in oncelikle

iki durumu tekrar gozden gecirelim;

ADD(0y) =y
ADD(m+1,y) = ADD(m,y)+1.

Sunu belirtelim ki; ikinci durum, birinci argumentin azaltilmasiyla birlikte kendisine
iliskin bir 6zyineleme kullanir,ki o ilkel 6zyinelemeden bagimsiz alinan bir seydir.Zira
ardil fonksiyon bir tek artabilir, agagidaki gibi, sirasiyla birli(unary) ve ti¢lii(ternary), f

ve g ilkel 6zyineli fonksiyonlarini kolayca bulabiliriz;

ADD(0y) = f(v) (add(0,y) = P1'(y))

ADD@m+1y) = g(m, ADD(m,y),y) (add(S(n),x) = S(P13(add(n,x),n,x)
)

Burada P’ Izdiisiim fonksiyondur ve 3 argumant alir ve birinciye déner. P,' agikca
birim fonksiyondur; kalintis1 yukardaki ilkel 6zyineleme operatoriiniin  tanimiyla

gereklidir ve fin roliinii oynar. S ve P;’ Ilkel 6zyinelilerin bileskesi, g nin roliinii oynar.

Ozellikle, f = PROJ,! ve g = COMP(SUCC, PROJ,’). Yani, g fonksiyonu,
ikinci argumantina ardil fonksiyonu kolayca uygular, diger argumantlarida ihmal

eder.Boylelikle
ADD = PREC( PROJ;", COMP (SUCC, PROJ,")).

Sonucunu ¢ikaririz.
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4.1.4.8.Cikarma:
Bir siirli ¢ikarma fonksiyonu bu baglamda iyice diisiiniildi.Ciinkii ilkel 6zyineli
fonksiyonlar tam sayilardan ziyade dogal sayilari kullanir ve dogal sayilar ¢ikarma
islemine gore kapali degildir Bu siirli ¢ikarma islemi fonksiyonu sub(a,b), b — a ya
geri doner, eger bu negatif degil ve sifira donerse.
Oncel fonksiyon, ardil fonksiyonun zitt1 gibi rol yapar ve asagidaki kurallarla 6zyineli
olarak tanimlanir; (pred = 6ncel)

pred(0)=0,

pred(n+1) = n.

Bu kurallar, ilkel 6zyineleme ile daha diizenli tanim haline getirilebilir,
pred(0) =0,
pred(S(n)) =P>*(pred(n),n).
Smirli ¢ikarma fonksiyonu, Toplama yoluna benzesen tarzda oncel fonksiyondan

tanimlanabilir.Toplama yolu ardildan tanimlandi.

sub(0,x) = P;'(x),
sub(S(n),x) = pred(P;>(sub(n.x),n,x)).

Burada sub(a,b), b-a ‘a benzerdir, sadelik yararina, argiimentlerin dizisi, ilkel
Ozyinelinin tanima en uygun sartlarindan bir anahtara sahiptir.Bu, uygun izdiisiim ile
birlikte bileskeyi kullanarak kolayca diizeltebilir.
Diger ilkel 6zyineli fonksiyonlar, {ist alma ve primality(‘“heryere tiklayabilirsin, ancak,
sadece buraya tiklama™) testi igerir. Verilen ef,gh ilkel 06zyineli fonksiyonlar e<f
oldugunda g nin degerine geri doner, aksi takdirde h 1n degeri 6zyinelidir.
4.1.4.9.Carpma:
Carpmanin tanimu, tipki toplamaya benzer.

MULT(0,y) = 0

MULT(m+1,y) = MULT(m)y) +y

Olacak sekilde bir
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MULT(x,y) = x*y
Carpma(MULT) fonksiyonunu tanimlariz,

Biz simdi asagidaki gibi, bir birli(unary) f fonksiyonu ve {iglii(ternary) g fonksiyonu

tanimlayalim;

MULT(0,y) = f(v)
MULT(m+1,y) = g(m, MULT(m,y ), y)
Sirasiyla f= ZERO ve g = COMP (ADD,PROJ,’,PROJ5’) alirsak, sonug olarak
MULT = PREC(ZERO, COMP(ADD , PROJ,’, PROJs) )

elde ederiz.

4.1.4.10. Faktoriyel:
FACT(0) = 1
FACT(m+1) = g(m,FACT(m))
Olmak lizere ;
FACT(x) = x!

Faktoriyel fonksiyonunu tanimlayalim.Simdi sirasiyla, birli(unary) f ve ikili(binary) g

fonksiyonlarini asagidaki gibi tanimlayalim;
FACT() = f0)
FACT(m+1) = g(m,FACT(m)).

Bayagi f fonksiyonu, COMP(SUCC,PROJ,’) tizerinden, izdigim ve ardil
fonksiyonlari tarafindan kurulur. Malesef, g fonksiyonu m yi atlar ve m+1/ "1 ister.Bu da
ilaveten, bir ardil fonksiyonla bir bilesim gerektirir. Bdylece; g fonksiyonu,

COMP(SUCC,PROJ;’) ve PROJ,’ nin carpimindan hesaplanmalidir. Boylelikle,

FACT=PREC(COMP(SUCC,PROJ,"),COMP(MULT,COMP(SUCC,PROJ*),PROJ,))
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Sonucunu elde ederiz.
4.1.4.11.Diger ornekler:

Ilkel 6zyineli fonksiyonlarn tanimlanmasinda ki gibi ipuglariyla, bu fonksiyonlar
hakkinda bir ¢ok 6rnek verebiliriz. Ancak burada tamamen diizenli yapilardan ziyade
birkag konvansiyon(convention) kullanacagiz. Ornegin; Bir fonksiyon baska bir
fonksiyon i¢ine basitce konularak COMP operatorii elendi(eliminated). Bu tanimlarin,

sekli esitliklere nasil doniistiiriildiigiiniin agik ve net olmasi gerekir.
ABSDIFF(x,y) = ADD(PSUB(x,y),PSUB(.x))
ZERO?(x) = PREC(SUCC(PROJ)’),ZERO(PROJ))
EQUAL?(x,y) = ZERO?(ABSDIFF(x.))
NOT(x) = PREC(PROJ,", SUCC(ZERO(PROJ’)))
BRANCH(p,x,y) = PREC(PROJ,’,PROJ;’)

Biz burada “?”ile birlikte isleminin kurallarini kullandik. ABSDIFF  fonksiyonu,
argumentlerinin mutlak farkina doner, |x —y|. BRANCH fonksiyonu, eger birinci
dogru(non-zero) ise ve lclincli yoksa ikinci argiimente doner. Sunu belirtelim ki; bir
bayag1 yolda, ZERO?, NOT ve  BRANCH  fonksiyonlarinin hepsi ilkel
Ozyinelemeyi(pirimitive recursive) kullanir. Yani ilkel 6z yineleme basitce sifir olan

yada olmayan ilk argiimentleri birbirinden ayirir ve 6zyinelemeyi biitliniiyle yok sayar.

4.1.4.12. Tamsayilar ve Rasyonel sayilar iizerinde islemler:

Godel numberings kullanilarak, ilkel 6zyineli fonksiyonlar, tamsayilar ve rasyonel
sayilar gibi diger objeler de islemeye genisletilebilir.Eger tamsayilar, standard yolda
Godel numaralariyla kodlanmissa, aritmetik islemler toplamay1 ¢ikarmayi ve ¢carpmayi
icerir ve hepside ilkel 6zyinelidir.Benzer sekilde, eger rasyoneller, Godel sayilariyla

temsil edilmisse, alan islemlerinin tamamu ilkel 6zyinelidir.
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4.1.4.13.0zyineli fonksiyonlara baglanti(iliski)

Parcal1 6zyineli fonksiyonlarin daha genis bir sinifi, sinirsiz arama islemleriyle ortaya
konularak tanimlandi.Bu operatoriin kullanimi, parcali fonksiyonlarda sonuglanabilir,
sOyleki; bir baglantiyla, en ¢ok, her argument icin bir deger, fakat her argument i¢in
herhangi degerler alir. Bir esdeger tanim sdyle yapilabilir, bir parcali 6zyineli fonksiyon
tektir ve turing makinalariyla hesaplanabilir.

Bir “tam 6zyineli fonksiyon”, bir “pargali 6zyineli fonksiyondur” ve her girdi i¢in
tanimlidir.

Her ilkel 6zyineli fonksiyon, tam 6zyinelidir fakat tersi dogru degildir.

A(m,n) Ackerman fonksiyonu, tam 6zyineli fonksiyonlarin iyi bilinen 6rnegidir ancak
ilkel 6zyineli degildir.Ackerman fonksiyonlarini kullanarak, tam 6zyineli fonksiyonlarin
bir alt kiimesi gibi, ilkel 6zyineli fonksiyonlarin bir karakterizasyonu vardir.Bu
karakterizasyon durumu su dur:

Bir fonksiyon ilkel 6zyinelidir, ancak ve ancak, n , ilkel 6zyineli fonksiyonlarin
arglimentlerinin toplami1 olmak iizere, daha az adimla veya A(m,n) Turing makinalari ile

hesaplanabilir m dogal sayis1 vardir.

Ilkel dzyineli fonksiyonlarm 6nemli bir 6zelligi, tiim “tam 6zyineli” fonksiyonlarmn
kiimesinin “enumerabily 6zyineli” alt kiimesi olmasidir. Bunun anlami sudur: orada
fle,n) tek hesaplanabilir fonksiyonu vardir, sdyle ki;

Her ilkel 6zyineli g fonksiyon igin, her n i¢in, g(n) = f(e,n) olacaksekilde bir e vardir.
Ve

Her e i¢in /(n) fonksiyonu, An f{e,n) ilkel 6zyinelisi gibi tanimlandi.

Ayn1 zamanda, ilkel 6zyineli fonksiyonlar, Tam hesaplanabilir fonksiyonlarin en genis

Ozyinelemeli enumerable kiimesi degildir.

4.1.4.14.Smmirlamalar:

Ilkel &zyineli fonksiyonlar, ‘“hangi fonksiyonlar hesaplanabilirler” ile alakali
sezgilerimizle yakindan alakalidir.Kesinlikle, Baslangi¢ fonksiyonu, sezgiyle ve yeni
ilkel 6zyineli fonksiyonlar olusturabilecek iki islemle hesaplanabilir.Bununla birlikte,
ilkel Ozyineli fonksiyonlarin kiimesi, her hesaplanabilir fonksiyonu icermez.Bu

cantorun kosegen arglimantlarinin degisik bicimiyle birlikte goriilebilir. Bu argument,
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ilkel 6zyineli olmayan bir hesaplanabilir fonksiyon gosterir.ispat asagidaki sekildedir:
Ilkel &zyineli fonksiyonlar, hesaplanabilir numarali olabilir. Bu numaralama, her ne
kadar asli fonksiyonlarda tek olmasada, fonksiyonlarin tanimi iizerinde yeganedir.
Turing makinalar1 yad “p-6zyineli fonksiyonlar” gibi hesaplanabilirligin formal modeli
altinda tanimlanabilen numaralama, bu anlamda hesaplanabilirdir.Ancak bir church-
Turing tezine bagvurmak muhtemelen yeterli olacaktir.Satirlar, bu numaralama altinda,
tek arglimantin ilkel 0Ozyineli fonksiyonu oldugunda, bir matrix hesaba
katmaliy1z.Burada kolonlar dogalsayidir.Herbir (7, j) , j sayisi lizerinden hesaplanmaya
baslanani.ci birli ilkel 6zyineli fonksiyona uyusur. Bunu fi(j) gibi yazabiliriz. Simdi
g(x) = S(fi(x)) 1 hesaba katalim. g bu matrisin kosegeninde durur ve basitce bulunan
degere kolayca eklenir.Bu fonksiyon hesaplanabilirdir fakat ilkel 6zyineli fonksiyon
aciklikla ¢ikmaz, miimkiin olan ilkel 6zyineli fonksiyonlarin en son ki degerinden

farklilik gosterir.Bu hesaplanabilir fonksiyon olmalidir ama ilkel 6zyineli degildir.

Bu argument, hesaplanabilir fonksiyonlarin herhangi birine uygulanabilir, bu yolla
enumerated yapilabilir, “Machines that always halt” yazisinda agiklandigi gibi.
Belirtelimki ayni zamanda parcali dzyineli fonksiyonlar agikga sayilabilir.Ornegin,

enumerating Turing makinas: sifresiyle.
Ilkel 6zyineli olmayan tam &zyinelilerin diger drnekleri bilinen drneklerdir. Soyle ki:

Ackerman(m,m) fonksiyonu, birli tam 6zyineli fonksiyondur ama ilkel 6zyineli degildir.
Paris-Harrington teoremi, ilkel Ozyineli olmayan, bir tam Ozyineli fonksiyon
gerektirir.Ciinkii bu fonksiyon Ramsey teori ile harekete gecirilmistir, bazen ackermana
gore daha “dogal” olarak kabul eder.

“Sudan fonksiyonu”.

4.1.4.15.p-0zyineli fonksiyonlar ve A-6zyineli fonksiyonlar

Matematiksel mantik ve bilgisayar bilimlerinde, “p-6zyineli fonksiyonlar”, dogal
sayillardan dogal sayilara, bir sezgisel algiyla, hesaplanabilir, “parcali(partial)
fonksiyonlarin” bir siifidir. Aslinda, p-ozyineli fonksiyonlar
,computibility(hesaplanabilirlik) teoride , Turing makinalar1 ile hesaplanabilir
fonksiyonlar olarak gosterilmektedir. “p-6zyineli fonksiyonlar”, “ilkel 06zyineli

fonksiyonlar”(primitive recursive functions) ile yakindan ilgilidir ve tiimevarimsal
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tanimlari, p-6zyineli fonksiyonlar ile kurulmustur. Bununla beraber her p-6zyineli

fonksiyon, bir ilkel 6zyineli degildir, en meshur 6rnegi “Ackermann fonksiyonu”dur.

Parcali fonksiyonlarin diger bir sinifida, A-6zyineli fonksiyonlardir ve ‘“Markov

algoritmas1” ile hesaplanabilirdir.

Tiim 6zyineli fonksiyonlarin kiimesi, hesaplama karmasiklig1 teorisinde, R gibi bilinir.

Tanim 4.1.4.15.1 :

“n-0zyineli fonksiyon”(veya pargali p-0zyineli fonksiyonlar), dogal sayilarin sonlu
tuplesini alan ve tek bir sayiya donen parcali fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar baslangi¢
fonksiyonlarini igeren Pargali fonksiyonlarin en kiiciik sinifidir ve birlesme islemine

gore kapalidir.

Baglangi¢ fonksiyonlarimi igeren, bileskeye gore kapali olan, ilkel 06zyineli
fonksiyonlarin en kiiciik sinifina, “ilkel 6zyineli fonksiyonlarin sinifi” denir. Tiim ilkel
Ozyineli fonksiyonlar tam(total) oldugunda, bu durum “parcali 6zyineli fonksiyon”lar
igin dogru degildir. Ornegin: “Ardil fonksiyonun” minimizasyonu, tanimlanmamis.
Tam 6zyineli fonksiyonlarin kiimesi, par¢ali 6zyineli fonksiyonlarin bir alt kiimesidir ve
ilkel Ozyineli fonksiyonlarin bir iist kiimesidir, Oyleki Ackerman fonksiyonlarina

benzeyen bu fonksiyonlar, tam 6zyineli olarak ispatlanir, ilkel olarak degil.
Asagidaki i1k ii¢ fonksiyona “temel” veya “baslangi¢” fonksiyonlar1 denir(Klene,1952)

Sabit fonksiyon:
Her bir n ve k degeri i¢in;
J(xX1x2...xK) = n
Alternatif tanimlar, sabit fonksiyon yerine, ardil fonksiyonlarin bileskesini ve sifir

fonksiyonunu kullanirlar ve daima sifira geri doner.

Ardil fonksiyon S:

S(x)=aerf(x)=x+1

izdiisiim fonksiyonu P/ (ayn1 zamanda I birim fonksiyonuda denir):
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Tim dogal sayilar i¢in

ik 1<i<k olacak sekilde P/ = sftxsxs...xs) =x; dur.
Bileske fonksiyonu(ayni zamanda yerine koyma operatorude denir):

Bir m-ary,  A(xj,...,xXm) fonksiyonu ve

k-ary, gi(x1,...X1),....€m(x1,...,xx) fonksiyonlar1 verilsin. Oyleyse

ho (gr-..8m) =derf(X1,--.Xx) = h(G1(X1,c,XK), ., Gm(X 1. X))
dir.

I1kel 6zyineli fonksiyon 2:
k-ary g(xj,...,.x;) fonksiyonu ve
k+2-ary h(y,z xj,...,x;) fonksiyonu verilsin, dyleyse
f0,x4,....x1) = g(x1,....xx) oldugunda P(g, 1) =4er f(y, X1,...,xx) dir.

Kiiciiltme operatorii p:

(k+1)-ary pargali fonksiyonu f{y, x;,...,x) olsun

U O(X1,...x0) =2z Sger 3 yy, ...y, dir. Soyleki;

vi = fi, x1,....x1) (i=0,..........z)
i =0 (i=0,....,z-1)

y:=0

Sezgiyle, Sayet fonksiyon tiim daha kiiclik argiimentler i¢in tanimlanirsa, kii¢iiltme

fonksiyonunun nedenleri sifira geri doner(return) ve en kiiciik argumanti bulur.

4.2. BILGISAYAR ICIN OZYINELEME (RECURSION)
4.2.1. Giris
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Kendini dogrudan veya dolayli olarak c¢agiran fonksiyonlara Ozyineli (recursive)
fonksiyonlar ad1 verilir. Ozyineleme (recursion), iterasyonun (déngiiler, tekrar) yerine
gegebilecek ¢ok giiglii bir programlama teknigidir. Orijinal problemin kii¢lik parcalarin
¢Ozmek igin, bir alt programin kendi kendini ¢agirmasini saglayarak, tekrarl iglemlerin
¢Oziimiine farkli bir bakis agis1 getirir. Yeni baslayan programcilara, bir fonksiyon
icinde atama degiminin saginda fonksiyon isminin kullanilmamas1 gerektigi
sOylenmekle birlikte, 6zyineli programlamada fonksiyon ismi dogrudan veya dolayl

olarak fonksiyon iginde kullanilir.

4.2.2. Faktoryel Fonksiyonu

Faktoryel fonksiyonunun matematik ve istatistik alaninda onemi biiyiiktiir. Verilen
pozitif bir n tamsayisi i¢in n faktoryel, n! Seklinde gosterilir ve n ile 1 arasindaki tiim

tamsayilarin ¢arpimina esittir.

Ornekler :
0l=1
1'=1

S1=5*4*3*2*1=120

Faktoryel fonksiyonunun tanimi (definition of factorial function) :
n!=1 if n==
n!=n*(n-1)*(n-2) *...*1 if n>0

n tamsayisini alip n faktoéryelin degerini dondiiren bir algoritmayi su sekilde

olusturabiliriz :

prod =1;
for(x=n; x>0; x--)
prod *=x;

return prod;

42



Boyle bir algoritma tekrarli (iterative) bir algoritmadir. Ciinkii, belirli bir sart

gerceklesinceye kadar siiren belirgin bir dongii veya tekrar vardir.
Faktoryel fonksiyonunun diger bir tanimu :

n!=1 if n==0

n! =n* (n-1)! 1f n>0

Bu, faktoryel fonksiyonunun kendi terimleri cinsinden tanimlanmasidir. Boyle bir
tanimlama, bir nesneyi kendi cinsinden daha basit olarak ifade etmesinden dolay1

ozyineli(recursive) tanimlama olarak adlandirilir.

Ornek :

b,=nb, -

bo=1 olmak tizere;

bs=4%*b;

=4 %3 %D,
:4*3*2*b1
=4*3*2*1*b0
—4 3% %]
—4%3 %)
=4%*6

=24

Veya;
3! =3 *2| =3*%2*%11 =3*2*1*(
=3*2*1

:3*2
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/* n! degerini hesaplayan C fonksiyonu */

Recursive
int fact(int n)

{

int x,y;

Iterative
int fact(int n)

{

int x, prod;

if (n==0) return(1);
X =n-1;

y = fact(x); /*Kendini ¢agiriyor*/

prod =1;
for(x=n; x>0; x--)

prod *=x;

return (n*y);

return (prod);

Bu fonksiyonlar diger bir fonksiyondan “printf(“%d”, fact(3));” seklinde

cagrilabilir.

n=3
int fact(int n)

{ —»

int x,v;

if (n==0) return(1);

X=n-1;

n=2
int fact(int n)

{
int x,v;

if (n==0) return(1);

X=n-1;

Base (Simplest) Case

n=1
—»int fact(int n)

{
int x,v;

if (n==0) return(1);

X=n-1;

n=0
—»int fact(int n)

{

int x,y;

if (n==0) return(1);

X=n-1;
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n! fonksiyonunun iyilestirilmesi:

Ozyineli fonksiyonun her ¢agrilisinda bellekte x ve y degiskenleri igin yer ayrilmasi

istenmiyorsa fonksiyon kisaltilabilir :

int fact(int n)

{

return ( (n==0) ? 1 : n * fact(n-1) );

}

4.2.3. Fibonacci Dizisi (Fibonacci Sequence)

Bilgisayar bilimlerinde ¢ok sik kullanilan say1 serileridir. Bu sayilarin 6nemi ézyineli
(recursive) fonksiyonlar ile kolayca yazilabilmesidir.
Fibonacci serisinin ilk iki say1st 1'dir. Diger sayilar ise kendinden dnceki iki sayinin

toplamidir.
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,............

1. eleman : 0
eleman : 1

eleman : 0+1 =1

2

3

4. eleman : 1+1 =2
5 eleman : 1+2 =3
6

eleman :2+3 =35

Fibonacci dizisinin tanima :

0 ifn=0
fib(n) =<1 ifn=1
fib(n—1) + fib(n—2) if n=2)
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Veya;
fib(n) =n 1f n==0 or n==1
fib(n) = fib(n-2) + fib(n-1)  if(n>=2)

Bir 6rnek hesaplama;

bn = bn-l + bn-2
b1 = 1, b(): 0

aliirsa, n=4 i¢in 6rnek hesaplama asagidaki gibi olur;

b4=b3+b2
=by+b; + by +by
=b;+by+1+1+0
=1+0+1+1+0

=3
Ornek hesaplama :

fib0=1
fibl=1
fib2=fibO+fib1=1+1=2
fib3=fib1+fib2=1+2=3
fib4=fib2+fib3=2+3=5

bu islemin kodu asagidaki sekilde yazilabilir:

int fibonacci(int n)

{
if (0 ==n) {
return 0;
}elseif (1 ==n) {
return 1;

} else {
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return fibonacci(n - 2) + fibonacci(n - 1);

}

Yukarida verilen bu recursive (kendi kendini ¢agiran) koda bakildiginda ve kodun

tahlili yapildiginda asagidaki fonksiyon i¢ i¢e ¢cagirma agaci (recursion tree ) fark edilir:

fibonacci(4)
+
| |

fibonacci(2) fibonacci(3)
S S

fibonacci(0) fibonacci(1)
yani yukaridaki ornekte, fibonacci(4) fonksiyonu i¢in ¢agirma islemleri sirasiyla

gosterilmistir.

4.2.4. Fibonacci Serisini basan kod
Yukaridaki kodlarda, verilen siradaki fibonacci serisinin elemanini basan basamaklari
yazmugtik. Verilen sayiya kadar olan biitiin fibonacci sayilarin1 basan c¢ dilinde ki kod

sekil 4.5 deki gibidir.
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#include <stdio.h>
finclude <conio.h>

Sfmww.bilgisayvarkavramlari.com
int £{int n){

int a =
int b

for{int

int maind){
f{cy:

getchi)

¥

1= 0:i<=n;i++}){
printf{"sd T, .a):
int o = ath:
a=h:

b=c;

Sekil — 4.5- fibonacci serisini basan iterative kod

Kodun calisan hali sekil 4.6 daki gibidir.

" Users' shedai', Desktop' bilgisayarkavramlari',

IT 12358 13 21 34 _ '

Sekil — 4.6- iterative fibonacci kodunun ¢alisan hali

Yukaridaki kod dikkat edilecegi lizere iteratif (dongii ile) yazilmis bir koddur. Sayet

ayni isi Ozyineli (recursive) olarak yapmak istersek sekil 4.7 deki problem ile

karsilasiriz:
1
2
3
S ]
5
&
)
=
=
10 7.
11 =
12
i3
o0

#include <stdio.h>

finclude <conio.h>

Afwww.bilgisavarkavramlari. com
int f£{int n){
if{n==0] |n==1}

int deger

return 1:
= f{n-1)y+Lfi{n-=}):

printf{":d " ,deger):

return deger;

1

int mwaind){
£{5):

getchi) ;

i

Sekil — 4.7 -recuesive fibonaci kod

Yukaridaki kodun ¢alisan hali sekil 4.8 deki gibidir :
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[z+| G\ Users'shedai' Desktop’bilgisayarkavramlari\fiboit.exe

2325238232513 23252382123252382325°5 13 34

Sekil 4.8 recursive fibonacci kodun ¢alisan hali

Goriildiigii tizere 8. eleman1 bastirmak ic¢in hesapladigimiz biitliin ara degerler ekrana
bastiriliyor. Yani yukaridaki recursion tree (6zyineleme agacinin ) tamami basiliyor. Bu
durumda 6zyineli kodlamanin bu is i¢in uygun olmadigini séyleyebiliriz. Ancak yine de
Ozyineli olarak fibonacci serisini basmakta 1srar edilirse asagidaki sekilde performansi

hige sayan bir kod sekil 4.9 daki gibi yazilabilir:

1 finclude <stdio.h>

2 H#include <conio.h>

3 [ int f{int ni{

4 ifin==0]n==1)

o5 return 1:
(=] int deger = f{in-1)}+£{n-23;:
B! return deger;

g i

2 [Eint fiko{int n){

10 if{n>0})
2kl fibo{n-1}):

12 printf{"sd ",£{n));
13 11

14  [H int main{){
5 fikbo{S)

16 getchi) ;

1 =1}

Sekil 4.9- yeniden diizenlenmis fibonacci kodu

Yukaridaki kodun c¢alisan hali sekil 4.10 daki gibidir.

" Users' shedai', Desktop' bilgisayarkavramlari' fiboit.exe

IT 12358 13 21 34 _

Sekil 4.10 diizenlenmis fib. Kodun ¢alisan hali

Yukaridaki bu yeni 6zyineli fonksiyonda her deger i¢in tekrar ve tekrar fibonacci agaci

olusturularak seri hesaplanmaktadir.

4.2.5. ikili Arama (Binary Search)

Ozyineleme sadece matematiksel fonksiyonlarin tanimlamasinda kullanilan basarili bir

ara¢ degildir. Arama gibi hesaplama etkinliklerinde de oldukga kullanighdir. Belirli bir
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sayidaki eleman igerisinde belli bir eleman1 bulmaya ¢alisma islemine arama ad1 verilir.
Elemanlarm siralanmasi arama islemini kolaylastirir. Ikili arama da siralanmis
elemanlar iizerinde gergeklestirilir. Bir dizinin iki parg¢aya boliinmesi ve uygun parcada
aynt iglemin siirdiiriilmesi ile yapilan arama iglemidir. Telefon rehberinin ortasini agip,
soyadina gore once ise ilk yarida, sonra ise ikinci yarida ayni islemi tekrarlama yolu ile

arama, telefon rehberindeki bastan itibaren sona dogru sira ile herkese bakmaktan ¢ok

daha etkindir.
int binsrch(int a[], int x, int low, int high)
{
int mid;
if(low>high)
return(-1);
mid=(low+high)/2;

return(x==a[mid] ? mid : x<a[mid] ? binsrch(a,x,low,mid-1)

binsrch(a,x,mid+1,high) );

}

int i; inta[8] = { 1,3,4,5,17,18,31,33 }; //adizisi: 1 3 4 5 17 18 31 33

i = binsrch(a,17,0,7); // 0 ve 7. elemanlar arasinda 17 sayisinin aratilmasini

saglar.

binsrch(a,17,0,7);
mid = (0+7)/2 = 3. eleman

a[mid] =5 =>17>5
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binsrch(a,17,4,7);

mid = (4+7)/2 = 5.eleman
a[mid] = 18 => 17<18
binsrch(a,17,4,4);

mid = (4+4)/2 = 4. eleman
a[mid] = 17 => 17=17
return(17); // Bulundu

a ve x global degisken olarak tanimlanirsa fonksiyon ve cagrimi su sekilde

olacaktir :
int binsrch(int low, int high)
{
int mid;
if(low>high)
return(-1);
mid=(low+high)/2;

return(x==a[mid] ? mid : x<a[mid] ? binsrch(low,mid-1) : binsrch(mid+1,high)

);
}
... 1=binsrch(0,n-1);

4.2.6. Hanoi Kuleleri Problemi (Towers of Hanoi Problem)

Ug kule (A,B,C) olan bir sistemde yarigap: birbirinden farkli 4 tane diskin A kulesine
yerlestirildigini diistiniin (Sekil 4.11).

Kurallar :
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e Bir diskin altinda yaricapr daha kiiclik bir disk bulunamaz. Bir diskin {izerine
yarigap1 daha biiyiik bir disk yerlestirilemez.
e Bir anda bir kulenin sadece en iistiindeki disk diger bir kuleye yerlestirilebilir. Bir

anda bir disk hareket ettirilebilir.

Sekil 4.11- Hanoi Kulesi
Hanoi Kulesinin ilk Yerlestirimi
Problemde istenen : B direginden de yararlanarak tiim disklerin C’ye yerlestirilmesi.
Fonksiyonu su sekilde tanimlarsak;

hanoi(n) = {1 = 1}

2.hanoiln — 1)+ 1 ifn>1
Yerlestirme islemini en kisa ka¢ adimda yapabilecegimizi bulabiliriz.

hy=2h, 1 +1
h=1
alirsak, n=4 halkanin ka¢ adimda A dan Cye aktarilacagini syle buluruz;
hanoi(4) =2*hanoi(3) +1
=2*(2*hanoi(2) + 1) + 1
=2*(2*(2*hanoi(1) + 1)+ 1)+ 1
=2*¥2*Q2*1+ 1)+ 1)+ 1
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=2*2*(3) + 1)+ 1
=2%(7)+ 1
=15

Gortildiigli gibi burada da yine fonksiyon, islemi yaparken sonuca ulagsmak icin stirekli

kendi kendini ¢agirmakta veya 6zyinelemektedir.
4.6.7 Hanoi Towers Probleminin Coziimii ve C Programi Haline Getirilmesi:
Once n disk i¢in diisiinelim.

e 1 disk olursa, dogrudan A’dan C’ye konulabilir (Dogrudan goriiliiyor).

e (n-1) disk cinsinden ¢6ziim iiretebilirsek 6zyinelemeden yararlanarak n disk i¢in de
¢Oziimii bulabiliriz.

e 4 diskli bir sistemde, kuralara gore en iistteki 3 diski B’ye yerlestirebilirsek ¢oziim

kolaylasir.

Genellestirirsek :

1. n==1=> A’dan C’ye diski koy ve bitir.

2. Enistteki n-1 diski A’dan C’den yararlanarak B’ye aktar.
3. Kalan diski A’dan C’ye koy.

4. Kalan n-1 diski A’dan yararlanarak B’den C’ye koy.

Problem deyimi : “Hanoi Probleminin Coziimii”
Problem su an tam olarak tanimli degil, problem deyimi yeterli degil.
Bir diskin bir kuleden digerine tasinmasini bilgisayarda nasil temsil edecegiz?
Programin Girdileri nelerdir? Ciktilart nelerdir? belli degil.

Girdi/Cikt1 tasarimi herhangi bir problemin ¢6ziimiiniin programin algoritmasinin
olusturulmasinda 6nemli yer tutar. Olusturulacak algoritmanin yapist da biiytik ol¢iide
girdi ve c¢iktilara bagl olacaktir. Uygun girdi ve ¢ikti tasarimi, algoritmalarin

gelistirilmesini kolaylastirabilir ve etkinlik saglar.
Girdi :
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disk sayis1 ‘n
kuleler : A, B, C (uygun)
Cikt1 :
disk nnn’i, yyy kulesinden alip zzz kulesine yerlestir.

nnn : disk numarasi. En kiiciik disk 1 numara (en kiiciik say1 olmasi

dogrudan)

yyy ve zzz’de kule adu.

Ana programdan towers fonksiyonunun ¢agrilmasi :
void main()
{
int n;
scanf(“%d”,&n);

towers(parameters);

Simdi parametreleri belirleme asamasina gelindi :
#include <stdio.h>
void towers(int, char, char, char);
void main()
{
int n;

scanf(“%d”,&n);
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towers(n,’A’,’B’,’C’);

void towers(int n, char frompeg, char topeg, char auxpeg)
{
if(n==1) {
printf("\n%d%s%c%s%c%s",n,". diski ",frompeg," kulesinden alip ",
topeg, " kulesine yerlestir");
return;
s
towers(n-1, frompeg,auxpeg,topeg); // n-1 diskin yardimc1 kuleye konulmasi

printf("\n%d%s%c%s%c%s",n,". diski ",frompeg," kulesinden alip ",topeg, "

kulesine yerlestir");

towers(n-1, auxpeg,topeg,frompeg); // n-1 diskin hedef kuleye konulmasi

Programin n=3 disk i¢in ¢alistirilmas1 sonucu olusan ekran ¢iktisi :
1. diski A kulesinden alip C kulesine yerlestir
2. diski A kulesinden alip B kulesine yerlestir
1. diski C kulesinden alip B kulesine yerlestir
3. diski A kulesinden alip C kulesine yerlestir
1. diski B kulesinden alip A kulesine yerlestir

2. diski B kulesinden alip C kulesine yerlestir
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1. diski A kulesinden alip C kulesine yerlestir

4.2.8. Tek Bagh Listede Elemanlarin Ters Sirada Listelenmesinde Ozyineleme
Procedure RevPrint (list:ListType)
begin
if list<>NIL
then
begin
RevPrint(List".Next);
write(list".info)
end;

end;

Ekran Ciktisi: EDCB A
Elemanlar bir y1gita koyup ters sirada listelemek yerine dogrudan

Ozyineleme kullanmak daha basit ve dogal.

4.2.9. Ozyineleme Zinciri
Ozyineli bir fonksiyonun kendisini dogrudan ¢agirmasi gerekmez. Dolayli olarak da

cagirabilir. Ornek bir yap1 su sekildedir :

a(parametreler)

b(parametreler)

4.2.10 Ozyineleme (Recursion) ve iterasyon (Iteration)
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Herhangi bir fonksiyonun iteratif (iterative) yani tekrarli versiyonu, 6zyineli (recursive)
versiyonundan zaman (time) ve yer (space) bakimindan genelde daha etkindir. Bunun
nedeni, 6zyinelemede fonksiyonun her cagrilisinda fonksiyona giris ve ¢ikista olusan

yiiklerdir.

Bununla birlikte genelde yapist uygun olan problemlerin ¢oziimiinde 6zyinelemenin
kullanilmast daha dogal ve mantiklidir. Tanimlamalardan ¢oziime dogrudan ulagilabilir.
Yigit kullanimi gerektiren durumlarda Ozyineli olmayan c¢ozlimlerin gelistirilmesi
zordur ve hatalar1 gidermek icin daha fazla ¢aba harcamak gerekir. Ornek olarak, tek
bagl listedeki elemanlarin ters sirada yazdirilmasi verilebilir. Ozyineli ¢oziimde yigit

otomatik olarak olugsmaktadir ve ayrica y1git kullanmaya gerek kalmaz.

Iterasyonda “Control Structure” olarak dongiiler yolu ile tekrar kullanilirken,
ozyinelemede secim yapist kullanilir. Iterasyonda tekrar dogrudan saglanirken,
ozyinelemede siirekli fonksiyon cagrilar1 ile saglanir. Iterasyon, déngii durum sarti
gecersizliginde sonlanirken, 6zyineleme en basit duruma (simplest case = base case)
ulasildiginda sonlanir. Iterasyonda kullanilan sayag¢ degeri degistirilerek problem
¢oziiliirken, 6zyinelemede orijinal problemin daha basit siiriimleri olusturularak ¢oziime

ulasilir.

4.3. CCC LERDE RECURSIVE FONKSiYONLARI

GIRiS 4.3.1.:

Bu boliimde dedekind in bir onermesinin genellemesi yapilacaktir. Dedekind, Set
kiimeler kategorisinde bir w kiimesinin su sekilde karakterize edilebilecegini sdyler; X
herhangi bir kiime, xeX ve f:X — X bir fonksiyon olsun. Bu durumda F(0) =
x ve F(x +1) = f(F(x)) olacak bi¢gimde bir tek F:w — X doniistimii vardr.
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4.3.2. Recursive Fonksiyonlar

Tanmm 4.3.2.1. : N ={0,1,2, ...} olmak iizere C , N¥ — N fonksiyonlarinin kiimesi

olsun. Bir bagka ifade ile sayisal (numerical) fonksiyonlarin kiimesi olsun.
(1) g:(a), ..., gm(a), h(by,...,by)e C igin
h(gl(a), s gm(a))e C
oluyorsa C ye substitution altinda kapali,
(2) g(a) ve h(n,m,a) icin f(n,a)e C oluyorsa
(Burada f(0,a) = g(a) ve f(s(n),a) = h(n, f(n,a),a))
C ye primitive 6zyineleme altinda kapali,

(3) Her aeN* i¢in g(a,n)e C oldugunda g(a,n) = 0 olacak bigimde neN varsa

minimizasyon altinda kapali denir.
S, =n+1,0,=0 vem;(ny,...,n,) =n;, (i=12,..,k)

Fonksiyonlar1 en temel niimerik fonksiyonlardan bazilaridir. Bu fonksiyonlarin her biri
primitive Ozyinelidir. Yine primitive Ozyineli(recursive) fonksiyonlar bileske iglemi

altinda kapalidir.

Simdi niimerik fonksiyonlarin CCC lerde gdsterimini inceliyelim. Burada N* — N
fonksiyonlarin zayif dogal sayilar nesnesine sahip CCC lerde oklar cinsinden nasil

ifade edilebilecegini arastiracagiz.

Tamm 4.3.2.2. : C, ,zayif dogal sayilar nesnesi N yi iceren bir Kartezyen kapali
kategori ve f:N* — N bir niimerik fonksiyon olsun. Dogal sayilardan olusan her

(nq, ..., ny) sirali k-lisi i¢in
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s",....,s™)

N —> N\
0
1 f
0 L X
-
S«f(nl,....,nk)
Diyagramini degismeli yapacak bicimde donilistimii varsa, veya
N* f . N
Fod
§" §
A 4 W
Hom(1,N¥) > Hom(1,N)
Hom(1, )
Diyagrami degismeli ise doniistimiine ile gosteriliyor

denir. Benzer sekilde type -kalkiiliis i¢inde recursive fonksiyonlarmin gosterimi

tanimu verilebilir.
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