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OZET

OGRETIM ELEMANLARININ MATEMATIK DERSLERINDE
ISPAT ANLATIM YAPILARININ INCELENMESI

Ispat yapma, matematiksel diisinmenin hem bir siirec hem de “iiriin” (Tall, 1991)
olarak sergilenmesine olanak taniyan bir eylem oldugundan matematikciler, matematik
egitimcileri ve matematik egitimi arastirmacilari ispatin matematik derslerinde 6nemli bir role
sahip olmasi gereken ¢ok temel bir etkinlik oldugu konusunda hemfikirdirler (Weber, 2010).
Bunun yan1 sira matematik dgretmenlerinin matematiksel ispat algilar1 yalnizca 6grencileri
icin sagladiklar1 deneyimleri degil ayn1 zamanda 6grencilerinin ispat1 6grenmesine yonelik
beklentilerini de etkilediginden 6gretmenler i¢in ispatlamay1 kavramsal olarak anlamis olmak
onemlidir (Ko, 2010). Ogretmen adaylar1 hem gelecekteki dgrencilerinin ispat anlayisini
sekillendirecek bu tiir aktivitelere hem de ileri diizey matematiksel diistinmeye iiniversitedeki
ispat temelli matematik derslerinde hazirlanmaktadirlar. NCTM standartlari, 6gretim
programlar1 ve dgretmen yeterlikleri g¢ercevesinde, dgretmen adaylarinin bir ortaokul/lise
matematik Ogretmeninden ispat Ogretimi baglaminda beklenen yeterliklere sahip olacak
sekilde lisans  egitimi  almasi  gerektiginden  iniversitede ispata  ydnelik
uygulamalarin/eylemlerin ve sOylemlerin 6nemli oldugu soOylenebilir. Bu baglamda,
ogrencilerin goziinde matematik disiplininin temsilcileri olan &gretim elemanlarinin
uygulamalarin1 anlamak, 6grencilerin matematiksel diisiinme ve aktivitelerinde daha basarilt
ve lretken olmak igin neler yapabileceklerini anlamamizi saglamasi agisindan faydalidir
(Lynch ve Lockwood, 2018). Yani, ispat temelli derslerde dgretim elemaninin bir ispati
anlatirken Ogrencilerine sagladig: firsatlarin neler oldugunu ve bu tiir uygulamalarin ne tiir
ogretimsel araglar igerdigini anlamak 6nemlidir. Bu gereklilikler g6z 6ntinde bulundurularak
bu calismada, 6gretim elemanlarinin derste ispat anlatimiin 6nemine, derste anlatacagi
ispatlarin se¢imine, 6grencilerden ispat ile ilgili beklentilerine ve onlarin ispatlamada yasadig1
giicliiklere yonelik goriislerinin yani sira derste bir ispati nasil anlattiklarinin incelenmesi
amaglanmigtir.

Bu caligmada “ispat anlatim yapis1” ifadesi ile 6gretim elemanlarinin derste ispatlari
nasil anlattiklar1 ve ispat anlatimina yonelik goriisleri kastedilmektedir. Ispat anlatim ise
ispatlanacak ifadeyi, ispatin kendisini ve ispat siiresince verilen tiim tanimlari, yorumlari,

ornekleri, sorular1 vb. uygulamalari i¢cermektedir. Sonug¢ olarak bu ¢alismada, &gretim
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elemanlarinin ispat anlatim yapilari; ispatin dnemine, ders kitabina, derste ispat sunumuna ve
Ogrencilere dair beyan ettikleri goriislerinin ve uygulamalarinin analiz edilmesiyle
incelenmistir. Matematik egitimi boliimiinde gérev yapmakta olan 6gretim elemanlarinin ispat
anlatim yapilarmin belirlenmesi amaciyla nitel arastirma yontemlerinden gomiilii teori
kullanilmigtir. Bu ¢alismanin katilimecilar, bir devlet {liniversitesinin egitim fakiiltesinde
ilkdgretim veya ortadgretim matematik 6gretmenligi bolimlerinde matematik alan dersleri
veren 7 Ogretim elemanindan olusmaktadir. Arastirmaya iliskin yapilacaklara karar
verilmesinin ve gerekli izinlerin alinmasinin ardindan 6gretim elemanlarinin dersleri video
kaydi yapilarak gozlemlenmistir. Bu sirada, ispat anlatim yapilarma iliskin sorulacak sorular
belirlenmis ve birinci goriisme sorular1 hazirlanmstir. Ders video gozlemleri devam ederken
birinci goriisme gerceklestirilmis ve bu gériismenin analizleri yapilmistir. Bu analizler ve ders
video analizleri sonucunda dncelikle 6gretim elemanlarinin hem agiklamasina hem de teyidine
ihtiya¢ duyulan sorular veya gozlemler i¢in ikinci gériisme planlanmis ve gerceklestirilmistir.
Ayni zamanda birinci goriisme sorularindan secilen sorularin analizleri sonucunda ortaya
c¢ikan kategorilerin ve temalarin 6énem diizeylerinin belirlenmesi amaciyla se¢gme ve siralama
sorularindan olusan bir goriisme formu olusturulmus ve liglincli goriisme gerceklestirilmistir.
Ardindan, tim goriigmeler ve ders video analizleri birlikte tekrar analiz edilmis ve
yorumlanmustir.

Sonug olarak, dersten derse degismemesi gerektigi diisiiniilen 6nemli uygulamalarin
varlig1 veya goriilme sikliklari, derste veya miilakatta bariz olarak farklilik i¢eren soylemler
ve gorislerdeki fikir birlikleri veya ayriliklart sonucunda iki dnemli teoriye ulagilmugtir.
Teorilerden biri, 6gretim elemanlarinin goriisleriyle olusturduklart “ideal ispat anlatim
yapist ”dir. Bu ideal ispat anlatim yapisi, miilakatta ispat anlatimina yonelik o/masi gerekene
(ideal olana) isaret eden sorulara 6gretim elemanlarindan gelen yanitlar ve bu yanitlarin segilis
ve siralanislart sonucunda sekillenmistir. Ikinci teori ise Ogretim elemanlarinin ispat
anlatimlarinda veya goriislerinde baskin bir farklilik gdsteren ve bir oriintii olusturan (dersten
derse degismemesi beklenen ve pedagojik agidan onemli kabul edilebilecek) ozelliklerini
iceren “odak ispat anlatim yapisi”dir. Bu anlatim yapilarimin belirlenmesi ise 6gretim
elemanlarinin ispat sunumlar1 siiresince tespit edilen uygulamalarindaki Oriintiiler ve
farkliliklarin analizi ile saglanmistir. Caligmanin dnemli sayilabilecek diger sonuglar1 ve bu

sonuglarin literatiirde nasil yer buldugu da tartisilmstir.

Anahtar Kelimeler: Ogretim elemany, ispat, ispat anlatim, ideal ispat anlatim yapist,

odak ispat anlatim yapisi.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF INSTRUCTORS’ PROOF PRESENTATION
STRUCTURES IN MATHEMATICS LECTURES

Since proving is an act that allows mathematical thinking to be displayed both as a
process and as a “product” (Tall, 1991), mathematicians, mathematics educators, and
mathematics education researchers agree that proof is a very fundamental activity that should
have an important role in mathematics lessons (Weber, 2010). In addition, mathematics
teachers 'perceptions of mathematical proof affect not only the experiences they provide for
their students but also their students' expectations for proof learning, so it is important for
teachers to have a conceptual understanding of proof (Ko, 2010). Pre-service teachers are
prepared both for such activities that will shape the understanding of proof of their future
students and for advanced mathematical thinking in proof-based mathematics courses at the
university. Within the framework of NCTM standards, curricula and teacher competencies, it
can be said that the practices/actions and discourses towards proof are important in the
university, since the pre-service teachers must have the competencies expected from a middle
school/high school mathematics teacher in the context of proof teaching. In this context,
understanding the practices of lecturers, who are the representatives of the mathematics
discipline in the eyes of students, is beneficial in terms of helping us understand what students
can do to be more successful and productive in their mathematical thinking and activities
(Lynch & Lockwood, 2018). In other words, it is important to understand the opportunities
that the lecturer provides to her/his students while explaining a proof in proof-based lessons
and what kind of instructional tools such applications include. Considering these requirements,
this study aimed to examine how the lecturers presented a proof in the course, as well as their
views on the importance of proof in the course, the choice of proofs they will present in the
course, their expectations from students about proof and their difficulties in proving.

In this study, the term "proof presentation structure" refers to how the lecturers explain
the proofs and their opinions about the proof presentation. The presentation of the proof
includes the statement to be proved, the proof itself and all the definitions, comments,
examples, questions etc. given during the proof. As a result, in this study, the proof
presentation structures of the lecturers were explored by analyzing their practices and views
about the importance of the proof, the textbook, the presentation of the proof in the lesson and
students. In order to determine the proof presentation structures of the lecturers working in the

department of mathematics education, grounded theory, one of the qualitative research
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methods, was used. Participants of this study consist of 7 lecturers who teach mathematics
courses in primary or secondary mathematics teaching departments at the education faculty of
a state university. After deciding what to do with the research and obtaining the necessary
permissions, the courses of the lecturers were observed by video recording. Meanwhile, the
questions to be asked about the proof expression structures were determined and the first
interview questions were prepared. While the video observations of the lesson were
continuing, the first interview was conducted, and this interview was analyzed. As a result of
these analyzes and course video analysis, the second interview was planned and conducted for
guestions or observations that needed both explanation and confirmation of the instructors. At
the same time, an interview form consisting of selection and ranking questions was created in
order to determine the importance levels of the categories and themes that emerged as a result
of the analysis of the questions selected from the first interview questions, and the third
interview was held. Then, all interviews and course video observations were re-analyzed and
interpreted together.

As a result, two important theories have been reached as a result of the existence or
frequency of important practices that are thought to not change from course to course,
discourses that contain obvious differences in the course or interview, and the consensus or
disagreement in opinions. One of the theories is the "ideal proof presentation structure”
formed by the opinions of the instructors. This ideal proof presentation structure was formed
as a result of the responses from the instructors to the questions pointing to what should be
(ideal) for the statement of proof in the interview and the selection and ordering of these
answers. The second theory, on the other hand, is the "focus proof presentation structure”,
which includes the characteristics that predominantly differ in the proof presentations or
opinions of the lecturers and form a pattern (which is expected not to change from course to
course and can be considered pedagogically important). The determination of these
presentation structures was achieved by analyzing the patterns and differences in the practices
of the instructors during the proof presentations. Other results of the study, which may be

considered important, and how these results find their place in the literature are also discussed.

Keywords: Instructor, proof, proof presentation, ideal proof presentation structure,

focus proof presentation structure.



BOLUM I
GIRIS
1.1. Problem Durumu

Prensipler ve Standartlar (National Council of Teacher of Mathematics [NCTM],
2000) adli dokiimanda ispatlama kavrami, akil yiiriitmenin ve gerekgenin kurallara uygun
bi¢imde ifade edilmesi olarak tanimlanmistir. Griffiths (2000) ise matematiksel bir ispatin
aksiyomlar kiimesiyle baslayan ve mantiksal adimlarla sonuca dogru giden muhakemenin
formel ve mantiksal bir dizisi oldugunu belirtmistir. Stylianides'in (2007) tanimlamasina gore
ise ispat, matematiksel bir iddiay1 dogrulamak ya da yanlislamak {izerinden ortaya konan,
birbiriyle iligkili savlar dizisidir. Literatiirde yer alan bu tiir tanimlamalardan yola cikarak,
ispatlamanin genel anlamda ‘bir iddianin dogrulugunun veya yanlishiginin belirli matematiksel
kurallara dayanilarak gosterilmesi’ olarak tanimlanmasi yoniinde ortak bir kaninin varligindan
s0z edilebilir.

Schoenfeld (2009) eger problem ¢6zme matematigin kalbiyse ispat da onun ruhudur
diyerek ispatin matematikteki yerine vurgu yapmustir. Benzer sekilde ispat1 matematigin kalbi
olarak nitelendiren arastirmacilar (6rn., Mingus ve Grassl, 1999) bulunmaktadir.
Matematikgilerin ispatin 6nemi konusunda hemfikir oldugu (Coe ve Ruthven, 1994; Hanna,
2000; Martin ve Harel, 1989) hatta bazilarinin matematigi ispatlama bilimi olarak kabul ettigi
goriilmektedir. Peki ispati bu kadar 6nemli yapan sey nedir? Bu sorunun cevabini ispatin
matematik disiplinindeki ve matematik egitimindeki islevlerini/rollerini inceleyerek
gorebiliriz.

Ispatin rolleri iizerine yapilan bir¢ok arastirma bazen benzer bazen de farkli rollere
vurgu yapiyor olsa da ispatin matematik egitiminde 6nemi konusunda bu ¢alismalarin hemfikir
oldugu soylenebilir. Cilli-Turner (2017) ispatin islevlerinin/amaglarinin baglama, icerige ve
sunuma bagh olarak cesitlilik gosterebildigini belirtmistir. Matematikgiler ic¢in ispat,
dogrulama (de Villiers, 1999; Hersh, 1993), aciklama (Hanna, 1995; Hersh, 1993), kesfetme
(de Villiers, 1999), zihinsel meydan okuma/zorlama (de Villiers, 1999), sistematiklestirme
(Bell, 1976; de Villiers, 1999) ve iletisim (de Villiers, 1999; Hanna, 1995; Harel ve Sowder,
2007) saglayabilir.

Hanna ve Jahnke’ye (1996) gore matematigin temel 6zelligi olan ispatin matematik
egitiminde de anahtar bilesen olmas1 gerekmektedir. Ornegin bir 6gretmen ispat1 dgrencilerini

ikna etmek (Weber, 2002; Yopp, 2011), onlara ispatlamadaki fikirleri ve teknikleri 6gretmek



(Hanna ve Barbeau, 2008; Cilli-Turner, 2018; Weber, 2002; Weber, 2012; Yopp, 2011); diger
teoremleri ispatlamada faydali olabilecek yaklagimlar: (ispat yontemlerini) 6rneklemek (Lew,
Fukawa-Connelly, Mejia-Ramos ve Weber, 2016); matematigin yapisini gostermek (Cilli-
Turner, 2018; Yopp, 2011); 6grencinin anlamasini arttirmak (Hanna, 1990; Hersh, 1993;
Weber, 2012; Yopp, 2011); baz1 énemli (tarihsel veya kiiltiirel) ispatlar1 tanitmak (Weber,
2012); baz1 matematiksel diistinme becerilerini onlara kazandirmak (Hemmi, 2010; Knuth,
2002b; Yopp, 2011); ispatlama siirecinin nasil oldugunu ve ispatin nasil olusturulabilecegini
gostermek (Weber; 2010; Yopp, 2011); aksiyomatik bir yapinin veya bir tanimin kullanimini
gostermek (Weber, 2002) ve bazi 6nemli teoremleri vurgulamak i¢in (Weber, 2012) sunabilir.

Uluslararas1 matematik egitimi topluluklar1 da diizenledikleri organizasyonlarla
ispatin matematik egitimindeki 6neminin altin1 ¢izmektedir. Giiniimiizde matematik egitimi
alaninda sadece ispat ve ispatlamay1 konu edinen uluslararasi bilimsel organizasyonlarin
diizenlenmesi (2009 yilinda Uluslararas1 Matematik Egitimi Komisyonu (International
Commission on Mathematical Instruction [ICMI] tarafindan diizenlenen “Matematik
egitiminde ispat ve ispatlama” konulu ICMI 19 konferansi), veya uluslararasi matematik
egitimi sempozyumlarinda (International Group for the Psychology of Mathematics Education
[IGPME], Congress of European Research in Mathematics Education [CERME], International
Congress on Mathematical Education [ICME]) ispat ve ispatlama ile ilgili 6zel ¢alisma
gruplarinin ve oturumlarin olusturulmasi matematik egitiminde ispatin 6nemine vurgu yapan
gostergelerdendir.

NCTM (2000) de ispatin okul oncesinden iiniversite diizeyine kadar her seviyede
islevine vurgu yapmaktadir. Yani, okul 6ncesinden iiniversite diizeyine kadar her seviyede
ogretmenlerden beklenen 6grencilerini seviyelerine uygun ispatlama aktiviteleri (ispat okuma,
ispat dogrulama, ispat olusturma, gerekcelendirme, ispat sunma vb.) icine g¢ekmektir.
Stylianides (2007) &grencilerin ispatla ugrasmak igin firsatlara ve bir modele ihtiyag
duyduklarini tartigmistir ve bu nedenle 6gretmenlere 6grencilerine ispatla ugrasmalari igin
firsatlar saglamalarini tavsiye etmistir. Matematikgiler, matematik egitimcileri ve matematik
egitimi aragtirmacilari ispatin matematik derslerinde dnemli bir role sahip olmasi gereken ¢ok
temel bir etkinlik oldugu konusunda hemfikirdir (Weber, 2010). Ogretmen adaylar1 hem
gelecekteki 6grencilerinin ispat anlayisini sekillendirecek bu tiir bu aktivitelere hem de ileri
diizey matematiksel diisiinmeye {iniversitedeki ispat temelli matematik derslerinde
hazirlanmaktadir.

Matematiksel alanlarda ispat yapabilme yetenegi bir matematik¢i i¢in ¢ok dnemli bir

beceridir. Gergekten, bu yetenek ispat temelli matematik derslerinin de siklikla oncelikli



amacidir (Weber, 2001). Bu derslerde 6grencilerin ispat okuma, anlama ve yazmada yetkin
hale gelmeleri ve ayrica ispatin degerini anlamalar1 6nemli goriilmektedir. (Harel and Sowder
1998; Millera, Infante ve Weber, 2017; Zazkis, Weber ve Mejia-Ramos, 2016). Bununla
birlikte, matematiksel ispatlama bu kadar 6nemli olmasina ve derslerde {izerinde durulmasina
ragmen literatiirde bir¢ok caligmada Ogrencilerin ispatlamada giiclitk ¢ektigi bilinmektedir
(6rn., Almeida, 2000; Harel ve Sowder, 1998; Weber, 2004). Yalnizca 6grencilerin degil
Ogretmen adaylarinin ve 6gretmenlerin de benzer giigliikler yasadigi da aktarilmaktadir.

Ogretmen adaylarinin gelecekte Ogretim yapacaklar1 derslerinde matematiksel
ispatlart ve gerekgelendirmeleri kullanmalart beklenmekteyken calismalar 6gretmen
adaylarinin matematiksel ispatlara yonelik konu alan bilgisinin eksik oldugunu géstermektedir
(6rn., Stylianides ve Stylianides, 2009a). Benzer sekilde 6gretmenler ispat olusturmada (Harel
and Sowder 2007) ve yapilan ispatlar1 dogrulamada giicliikk yasamaktadirlar (Knuth 2002a;
Martin and Harel 1989; Selden and Selden 2003). Stylianides, Stylianides ve Shilling-Traina
(2013) da ¢ogu ilkogretim Ogretmeninin muhakeme etme ve ispatlama hakkinda zayif
matematiksel alan bilgisine sahip oldugunu aktarmustir.

Prensipler ve standartlar’da, NCTM (2000) ‘6gretmenin rehberliginde Ogrenciler
verilen ifadeleri/agiklamalar1 kabul ederken yiiksek standartlar gelistirmeli’ (sf. 346) Onerisi
bulunmaktadir. Weber (2010) ispati diizgiin anlamamis olan lise matematik &gretmen
adaylarinin bu hedefi basaramayacagini belirtmistir. Matematik 6gretmenleri yaptiklart ve
gosterdikleri ile 6grencilerin géziinde matematik disiplininin temsilcileridir ve neyin gegerli
bir matematiksel ispat olarak kabul edilebilecegi konusunda 6grencilere rehberlik ederler
(Herbst, 2002). Matematik ogretmenlerinin matematiksel ispat algilar1 yalnizca 6grencileri
icin sagladiklar1 deneyimleri degil ayn1 zamanda &grencilerinin ispati 6grenmesine yonelik
beklentilerini de etkilediginden 6gretmenler i¢in ispatlamay1 kavramsal olarak anlamis olmak
onemlidir (Ko, 2010). Eger gelecegin matematik 6gretmenleri ispatla ilgili yeterli kavramlara
sahip degilse ve ispatlamaya yonelik kavramsal bilgileri eksikse ogrencilerin literatiirde
goriilenlere benzer giicliikler ve kavram yanilgilar1 yasamasi siirpriz olmaz (Ko ve Knuth,
2013; Stylianides ve Stylianides, 2009a). Ko (2010) 6grencilere ispat1 anlama ve deneyimleme
firsatlar1 saglayabilmeleri i¢in 6gretmenlerin ispatla ilgili kendilerinin somut bir anlamaya
sahip olmalar1 gerektigini belirtmistir. Ortaokul seviyesinde her ne kadar formel ispattan pek
s0z edilmiyor olsa da ortaokul matematik 6gretmenleri de bu anlamda 6nemli bir role sahiptir
clinkii onlarin mevcut ispat olusturma yetenegi, 6grencilerin muhakeme etme becerilerini,
ispata iligkin fikirlerini, bilgilerini ve tutumlari etkileyebilir (Demiray ve Isiksal Bostan,
2017).



Lise ve tniversite Ogrencileri genellikle 6gretmenlerinin diizenlenmis bir ispati
sunugunu izlerler ve onlardan benzer problemler iizerinde aym veya benzer stratejiler
uygulamalar1 istenir (Stylianou, Blanton ve Knuth, 2009). Hemmi (2006) &grencilerin
matematiksel ispat ile ilgili algilarinin biiyiik 6l¢liide matematik derslerinde gozlemledikleri
ispatlarla sekillendigini belirtmistir. Dolayisiyla matematik Sgretmenlerinin ispatla ilgili
algilar1 da genellikle lisans diizeyinde matematiksel ispatla ilgili igerikleri 6grendikleri
derslerden etkilenir (Knuth, 2002b). Bills ve Tall (1998) da 6grencilerin kavram imajlarini
dersteki ispat anlatimlar1 yoluyla gelistirme firsatlarimin olabilecegini belirtmistir.
Ogrencilerin ispatla yakin iliski kurmas1 6gretmeninin 6gretimsel kararlarina gore farklilik
gostermektedir. (Sears ve Chavez, 2014). Ayrica su unutulmamalidir ki 6grenciler derste
sunulan ispatlar1 O6devlerde ve sinavlarda yazdiklart ispatlar i¢in model olarak
kullanmaktadirlar (Fukawa-Connelly, 2014). Bu baglamda, 6grencilerin gdziinde matematik
disiplininin temsilcileri olan Ogretim elemanlarinin uygulamalarini anlamak &grencilerin
matematiksel diisiinme ve aktivitelerinde daha basarili ve {iretken olmak igin neler
yapabileceklerini anlamamizi saglamasi a¢isindan faydalidir (Lynch ve Lockwood, 2019).

Ispat temelli matematik derslerinde, matematiksel icerik genellikle &gretim
elemaninin derste 6grencilere ispatlart sunmasiyla aktarilir (Fukawa-Connelly, 2012a; Mills,
2014; Weber, 2004). Bu pedagojik uygulamanin arkasinda 6grencilerin 6gretmenin sundugu
ispatlar1 okuyarak ve cgalisarak 6grenebilecegi varsayimi vardir. Bu tiir derslerde 6grenciler
sunulan ispatlar izleyerek pasif sekilde not alirlar (Weber, 2004). Yaygin olarak kabul
edilmektedir ki matematik dersleri genellikle “tamim-teorem-ispat” formatiyla ogretilir.
Dersler genellikle 6gretim elemaninin kavramlarin tanimlarini tanitmasi, bu kavramlarla ilgili
teoremleri belirtmesi ve sonra bu teoremlerin ispatlarini sunmasindan olusur. (Weber, 2004).
Bu uygulamalar her ne kadar “anlatim (lecturing)” yontemi seklinde tanimlanarak ortak bir
cat1 altinda toplaniyor olsa da bir ispat, 6gretmenin sunuma yonelik secimlerine bagli olarak
farkli akiglara sahip olabilir (Gabel ve Dreyfus, 2017; Speer, Smith ve Horvarth, 2010). Weber
(2004) analiz dersinde bir durum g¢alismasinda “tanim-teorem-ispat” siralamasimin tek bir
Ogretim dizisi degil, baz1 ortak o6zellikler paylasan pedagojik tekniklerin bir koleksiyonu
oldugunu belirtmistir. Bu dizi 6gretmenin bilgisinden ve inan¢larindan etkilenmektedir. Pinto
(2013) da ayn ders planina dayanan iki Analiz dersinde farkli inanglar, tutumlar ve amaglara
sahip iki 6gretmenin ders isleyisinde biiyiik dl¢iide farklilik gozlemlemistir. Bununla birlikte
Lew ve digerleri (2016) bir ispat (ispatin ana fikirlerini agiklamaya zaman harcayan)
miilkemmel bir anlatici tarafindan sunuluyor olsa bile 6grencilerin bu fikirleri

anlamayabilecegini aktarmislar.



Arastirmalar gosteriyor ki dgretmenlerin etkinlik secerken ve Ogretimi planlarken
verdikleri kararlar1 onlarin bilgileri inanglari ve amaglariyla yakindan ilgilidir (Levenson,
2013; Stein, Grover ve Henningsen, 1996). Benzer sekilde matematik 6gretmenlerinin ispat
hakkindaki bilgisi ve inanglar1 da onlarin ispatla ilgili etkinlikleri sinifta nasil uyguladiklarini
ve dgrencilerine ispatlamaya katilimlari igin sagladig: firsatlar1 ve 6grencilerin 6grenmesine
yonelik beklentilerini etkiler (6rn., Bieda, 2010; Stylianides, 2007; Stylianou ve digerleri,
2009). Fukawa-Connelly (2012a) ispat 6grenimi ve Ogretimi iizerine mevcut arastirmalari
yorumlamak i¢in geleneksel olarak 6gretim yapilan (anlatim yontemi) ispat temelli matematik
derslerindeki mevcut 6gretim uygulamalarinin gesitliligine dair bir bilgi altyapisi gerektigini
belirtmistir.

Lisans diizeyinde matematik derslerinde ispatin nasil 6gretildigini anlamak énemli bir
ihtiyactir (Fukawa-Connelly, 2012a; Speer ve digerleri, 2010). Speer ve digerleri (2010) lisans
matematik egitimi ile ilgili hem 6gretim elemaninin 6gretiminin gozlendigi hem de 6gretim
elemaniyla niyetleri ile ilgili agiklamalarda bulunduklar1 miilakat calismalarin azligindan
bahsederek mevcut 6gretim uygulamalarina yonelik ¢alismalar igin ¢agr1 yapmustir. Benzer
sekilde Mejia-Ramos ve Inglis (2009) siif gozlemlerinden elde edilen verilerin, goriis
gelistirmek ve 0gretimi tasarlamak icin faydali olabilecegini O6nce slirmiistiir.

Ispat temelli derslerde 6gretim elemaninin bir ispat1 anlatirken 6grencilerine sagladig
firsatlarin neler oldugunu ve bu tiir uygulamalarin ne tiir 6gretimsel araglar icerdigini anlamak
onemlidir. Bu tiir arastirmalar ispat temelli derslerde dgretmenlerin yaptiklarini daha iyi
anlamamizi saglar ve dgrencilerin ispatlamaya yonelik matematiksel igerigi nasil 6grenecegi
uygulamalarini anlamak matematik egitimini gelistirmeye yonelik reform ¢abalarini bagsarmak
icin de 6nemlidir (Fukawa-Connelly, 2014).

Universitede ispat ve ispatlama galismalari ¢ogunlukla 6grenci perspektifinden ele
alinmstir. Ogrencilerin ispatlama siireglerinin incelenmesi (6rn., Demiray ve Isiksal Bostan,
2017; Stylianou, Blanton ve Rotou, 2015; Zazkis, Weber ve Mejia-Ramos, 2016; Zhen, Weber
ve Mejia-Ramos, 2016) literatiirde en sik yer bulan konulardan biridir. Bununla birlikte lisans
diizeyinde derslerde ispatin 6gretmen boyutu ile ilgili calismalar heniiz biiylimekte olan bir
aragtirma alamidir. Ogretmenlerin mevcut uygulamalar1 ve goriisleri onlarin deger verdikleri
ve ihtiya¢ duyduklar1 alanlarin belirlenmesine katki saglayacaktir (Lai ve Weber, 2014).
Weber (2012) ogretim elemanlariin pedagojik amaglarim1 ve uygulamalarimi anlamanin
pedagojik tavsiyelerin yayilmasi i¢in énemli oldugunu fakat buna ragmen bu alanda yapilan

calismalarin az oldugunu belirtmistir.



Universite diizeyinde ispatlama aktivitelerini 6gretmen boyutuyla ele alan calismalar
cogunlukla derste ispat anlatimina yonelik 6gretim elemanlarinin miilakat yoluyla elde edilen
goriislerine odaklanmistir (6rn., Bleiler, Thompson ve Kraj¢evski, 2014; Hemmi, 2010; Lai ve
Weber, 2014; Weber, 2012; Yopp, 2011). Bunun yan sira, nispeten daha az olacak sekilde
Ogretim elemanlarinin derslerinde ispatlama etkinliklerindeki uygulamalarmi gdzlem
verileriyle destekleyen caligsmalar da bulunmaktadir. Bu ¢alismalar 6gretim elemanlariin
ispat anlatim stillerini (6rn., Weber, 2004), ispat anlatirken 6rnek kullanimlarini (6rn., Mills,
2014), ogrencilerin ispatlama becerisini gelistirmek icin kullandiklar1 yontemleri (6rn.,
Blanton ve Stylianou, 2003; Pinto ve Karsenty, 2018) ve ispatlama esnasinda yansittiklari
arglimantasyon yapilarini (6rn., Fukawa-Connelly, 2014) igermektedir.

Literatiirde ispatlama iceren simif etkinlikleri, “ispat ogretimi” (teaching proof)
(Alcock ve Inglis, 2008; Weber, 2004), “ispat sunumu/anlatimi” (proof presentation)
(Fukawa-Connelly, 2012a; Lai ve Weber, 2014), “ispat yapma” (doing proof) (Dimmel ve
Herbst, 2018; Herbst ve Brach, 2006; Yopp, 2011) gibi ¢esitli ifadelerle tanimlanmustir.
Dimmel ve Herbst (2018) “ispat yapma” ifadesinin matematik disiplinindeki ispatlama
etkinligi anlaminda kullanilmadigini ve bu ifadenin 6grencilere matematiksel ispat kavraminin
tanitildig1 6gretimsel bir durum oldugunu belirtmistir. Ulkemizde de bir dgretmenin derste bir
teoremin ispatini anlatmasi genellikle “ispat yapma” olarak ifade edilmektedir. Bu baglamda
bu calismada bu kavram derste 6gretimsel bir durum olarak dgretim elemanlarinin kullandigi
bicimde yer almaktadir.

Yabanci literatiirde Ogretim elemanlar1 ile yapilmig ¢alismalarda Ggretim
elemanlarinin ispat anlatimlar1 veya ispatin anlatimina yonelik goriisleri “ispata pedagojik
bakis stilleri”, “ispat anlatim stilleri/stratejileri” vb. isimleri altinda degerlendirilmistir. Tiirkce
literatlirde ise bu dogrultuda bir ¢alismaya rastlanmadigindan 6gretim elemanlarinin derste
ispatlamaya yonelik goriigleri, ispatlanacak ifadeyi (teoremi, Onermeyi), ispatlart nasil
anlattiklar1 ve anlatirken yaptiklari uygulamalari kapsamasi bakimindan “ispat anlatim yapisi”
ifadesi kullanilmustir. Ozetle, bu calismada “ispat anlatim1” ifadesi ile 6gretim elemanlarmin
derste ispatlar1 nasil anlattigi, mevcut 6gretim uygulamalari ve ispat anlatimma ydnelik
goriisleri kastedilmektedir. Ispat anlatinm ise ispatlanacak ifadeyi, ispatin kendisini, teoremi
ve ispat siiresince verilen tiim tanimlari, yorumlari, 6rnekleri, sorulart vb. igermektedir. Bu
baglamda, bu calismada Ogretim elemanlarmin ispat anlatim yapilarinin incelenmesi
amaglanmistir. Ogretim elemanlarmin ispat anlatim yapilar1 ispata, ders kitabina, derste ispat
sunumuna ve Ogrenciye bakiglar1i baglamlarinda beyan ettikleri goriisleri ve mevcut

uygulamalarinin analiz edilmesiyle incelenmistir. Yani, 6gretim elemanlarinin:



e Ders kitab1 segimlerinde ispatlarin payma yonelik goriisleri ders kitabina
bakislarini;

e Matematik egitiminde ispatin 6nemine yonelik goriisleri ispata bakislarini;

e Derste sunulacak ispatin 6zelliklerine, sunmadiklari ispatlara, ispat anlatmanin
gerekliliklerine, 6grencinin ispat1 anlamasina, derste ispat sunumunda dgrenci
katilimina vb. yonelik goriisleri ispatin derste sunumuna bakislari;

e Ogrencilerin ispat okumasina, ispat yapmasina ve ispatlamada yasadiklari
giicliiklere yonelik goriisleri ise 6grenciye bakislari olarak degerlendirilmistir.

Sekil 1, 6gretim elemanlarinin ispat anlatim yapilarinin hangi baglamlarda ve hangi

acilardan ele alinacagin1 gostermektedir.

Ders kitabi se¢iminde ispatlarin
payina iliskin gorigleri hakkindaki goriigleri

Matematik minde ispatin Snemi ]

[ Derste sunulmayan ispatlar

Derste sunulacak ispatin dzellikleri .
Ogrencilerin yagadh,

liiklere yonelik
goriigleri

[ Ogrencilerin vasadigi giigliiklerin ]

Derste sunulacak ispatta yapilan
degisiklikler

giderilmesine yonelik onerileri

[ Derste ispat sunumunun gereklilikleri ]
Derste ispat sunumunda Ispat
yénteminin vurgulanmasi

[ Ogrencinin derste sunulan ispat anlamasina iliskin goriisleri

[ Ogrencilerin ispat okumasina yonelik goriisleri ]

[ Ogrencilerin ispat yapmasina yonelik goriisleri ]

]

[ Derste ispat sunumuna grenci katthminin beklenmesi ]

Sekil 1. Ispat anlatim yapisi

Her ispatin kendisine has bir anlatimi, anlatim ydntemi olabilir ancak burada
kastedilen Ogretim elemanlarinin gdzlenen dersleri boyunca anlattiklar1 ispatlarda sunum
bicimlerinde bir benzerlik veya tekrar eden bir yap1 olup olmadigidir. Lai ve Weber (2014)
derste ispat anlatimina yonelik 6gretim elemanlarinin ortak degerlerini fark etmenin zor
oldugunu tartismistir. Bu baglamda bu c¢alismanin ortak degerlerin belirlenmesine de katki
yapabilecegi sdylenebilir.

Ogretim elemanlarmin derste ispat anlatiminin amacina, dnemine, derste anlatacag

ispatlarin se¢imine, 6grencilerden ispat ile ilgili beklentilerine ve onlarin ispatlamada yasadigi



giiclikklere yonelik goriiglerinin yami sira derste bir ispati nasil anlattigi yani Ogretimsel

uygulamalarinin neler oldugunun incelenmesi amaglanmustir.
1.2. Ama¢ ve Onem

Okul matematiginde muhakeme ve ispatin énemi artmakta oldugundan Ogretmen
adaylarina verilen matematik derslerinde bu matematiksel aktiviteyi 6grenmek i¢in sunulan
firsatlarla ilgili meseleler de 6nem kazanmaktadir (McCrory Ve Stylianides, 2014). Nardi ve
Knuth (2017) ispatin oneminin ve gerekliliginin takdir edilmesi/degerinin bilinmesinin
matematik egitiminde muhakeme ve ispatlama becerisinin gelisimi i¢in degerli bir hizlanma
olusturma kapasitesine sahip oldugunu belirtmistir.

Roy, Alcock, and Inglis (2010) ii¢ cesit ispat sunumunun (ders kitabi, derste canli
anlatim, e-ispat) etkilili§ini arastirdiklar1 calismada derste canli anlatimin 6grencilerin
anlamas1 iizerinde biiyiik bir pozitif etkisi oldugunu bulmuslardir. Ogrencilerin anlamasi
iizerinde pozitif etkiye sahip olan derste canli anlatimin yani 6gretim elemanlarinin mevcut
uygulamalarinin incelenmesi 6grencilerin ispati anlamasina yonelik yapilacak arastirmalara
da katkida bulunacaktir.

Ogretim elemanlarinin hem ispat ve ispatlamanin 6gretimine yonelik goriislerinin hem
de derslerinde ispata yonelik pedagojik uygulamalariin incelenmesinin ispat ve ispatlama
egitiminde hem 6grenme hem 6gretme boyutuna 151k tutacagi sdylenebilir.

Bu caligma iiniversite diizeyinde ispat 6gretiminin &gretim elemanlart boyutuna
odaklanmigtir ve bu baglamda literatlirdeki ¢aligmalardan iki a¢idan farklidir. Bunlardan biri
calismanin verilerinin hem miilakat hem de gdzlem yoluyla elde edilmis olmasidir. Ogretim
elemanlarinin ispata yonelik 6gretimsel uygulamalari ile ilgili ¢alismalar ¢ogunlukla onlarin
inanglarini ve degerlerini arastiran miilakat ¢aligmalarindan olusmaktadir (6rn., Hemmi, 2010;
Weber, 2012; Yopp, 2011). Sayica az olmakla birlikte 6gretim elemanlarimin ispat anlatimina
yonelik mevcut 6gretimsel uygulamalarini iceren durum caligmalar1 da bulunmaktadir (6rn.,
Fukawa-Connelly, 2012a; Mills, 2014; Weber, 2004). Ancak bu ¢alismalar hem katilimci
sayist hem de gozlenen ders sayisi baglaminda bu ¢alismadan ayrilmaktadir. Hemmi (2010)
ve Lai ve Weber (2014) 6gretmenlerin kendi inanglar1 ve degerlerine ters diisecek sekilde
Ogretim yapabildiklerini belirtmislerdir. Bu sebeple, olabildigince ¢ok 6gretim elemaninin
hem goriisleri hem de mevcut 6gretim uygulamalarinin uzun siireler igerecek sekilde
incelenmesi onlarin beyan edilmis ve sahnelenmis inanglarin1 anlamamiza yardimci olacaktir.
Ikinci neden ise bu calismada &gretim elemanlarinin ispat anlatirken yaptiklari ya da

yapmadiklar1 seyleri ogrencilerine nasil acikladiklarmin incelenmesidir. Ispatlama,



ogrencilerin sadece katilmasinin beklendigi bir aktivite degildir, ispat aym1 zamanda 6gretim
elemanlarinin 6grencileri i¢in yaptig1 6gretimsel agiklamalarin genel bir bi¢imidir (Lai, Weber
ve Mejia-Ramos, 2012). Bu baglamda 6gretmenlerin derste yaptiklar1 veya yapmadiklarinin
nedenlerini agiklamalar1 dgrencileri agisindan énemlidir. Ozellikle gelecegin dgrencilerinin
ispat algilarim sekillendirecek olan 6gretmen adaylar icin bu daha da dnemlidir. Fukawa-
Connelly (2012a) geleneksel oOgretmenlerin genellikle Ogrencilerinden bekledikleri
davraniglart modellediklerini belirtmistir. Bu acidan 6gretim elemanlarinin ispat anlatirken
neler yaptiklari, tercihlerinin altinda yatan pedagojik gerekceleri ve goriislerine yonelik

calismalar matematik egitimi literatiiriine bu baglamda da katkida bulunabilir.
1.3. Problem Ciimlesi / Alt Problem Ciimleleri

[Ikogretim ve Ortadgretim Matematik Egitimi Boliimlerinde gorev yapmakta olan
Ogretim elemanlarinin matematiksel ispat anlatim yapilar1 nasildir?

Alt problemler:

1) Ogretim elemanlarinin matematik derslerinde ispatin Snemine iliskin goriisleri
nelerdir?

2) Ogretim elemanlarmin derslerinde ispat yapmaya yonelik goriisleri ve mevcut
uygulamalar1 nelerdir?

3) Ogretim elemanlarinin ispat yapma okuma ve derste ispat sunma cercevesinde
ogrencilere iligkin goriisleri ve mevcut uygulamalari nelerdir?

4) Ogretim elemanlarmin kullanacaklart ders kitabi secimlerinde ispatlarin pay1

konusundaki goriisleri nelerdir?

1.4. Smmirhhiklar
Bu arastirma, 2016-2018 yillar1 arasinda bir devlet {iniversitesinde gorev yapan ve

matematik derslerine giren 6gretim elemanlarinin goriisleri ve uygulamalari ile sinirlidir.

1.5. Varsayimlar
Ogretim elemanlarmin miilakatlarda ve video kayd:i yapilan derslerde gergek

goriislerini ve uygulamalarmi yansittiklar1 varsayilmaktadir.
1.6. Tamumlar

Ispat: Tanit ve kanit gostererek bir seyin gergek yoniinii ortaya ¢ikarma (TDK, 2020)

Ispat anlatimi/sunumu: Teorem/6nerme ifadesini, ispatin kendisini ve teoremi veya

ispat1 igeren/ilgilendiren tiim tanimlari, yorumlar1, 6rnekleri, sorular vb. igeren sunumdur.
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BOLUM 11

KURAMSAL CERCEVE / KAVRAMSAL CERCEVE / iLGILI
ARASTIRMALAR

Matematiksel diisiinmenin 6neminin vurgulandigi gilinlimiizde Tall (1991), ispati,
fikirlerin kesinlik kazandig1 aktivitelerin son basamagi olarak gérecegimizi belirtir. Ayrica,
yazar ayni ¢alismada, 6grencilere matematiksel diisiinmenin siireglerinin 6gretilmesi yerine,
matematiksel diigiinmenin {iriiniiniin gosterilmesi gerektigini sdylerken tiriin ifadesiyle ispati
kastettigini aktarmistir. Bu tiir aragtirmalar 1s1¢inda bu boliim, ispatin tanimina, islevlerine ve
matematik Ogretimindeki yerine yonelik kavramsal cergeveleri ve ilgili arastirmalari

igermektedir. Sekil 2, bu boliimdeki bagliklar ve alt bagliklar 6zetlemektedir.

*NCTM
*Ortaoky
*Lise
*Universjte

Pl’(!g;gmlarmda

_.I‘SPEI ve
ogrenci]er

"l o climing i,
Ispat Ogretimipa Yone
ar

O¥retmenler  *Teorig Galigma)

Sekil 2. Tlgili yaym ve arastirmalar boliimii baslik ve alt basliklar1 6zet tablosu
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2.1. ispat Tamm

Tirk Dil Kurumu (TDK, 2020) sozliigiinde ispat kavrami ‘Tanit ve kanit gostererek
bir seyin gercek yoniinii ortaya cikarma.’ olarak yer bulurken; Oxford Ingilizce sozliigiinde
‘Bir gercegin veya bir seyin dogrulugunun ya da varligmin gosterilmesi, bir iddianin
dogrulugunun gosterilmesi, bir iddianin iyi, gegerli veya dogrulugunu test etme siireci’ olarak
tanimlanmaktadir (1989). Bununla birlikte, literatiirde arastirmacilarin ispatin farkli
ozelliklerini vurgulayarak cesitli tanimlar yaptiklar1 goriilmektedir. Ornegin, ispatlamay1 bir
stire¢ olarak tanimlayan Harel ve Sowder (1998), bu siirecin birey tarafindan bir gézlemin
dogrulugu hakkinda siipheler olusturmak veya siipheleri gidermek icin uygulandigini
belirtmistir. Weber (2005) ise bu siireci mantiksal, kavramsal, sosyal ve problem ¢6zme
boyutlart iceren karmasik bir matematik aktivitesi olarak tanimlamistir. Bir ifadenin veya
iddianin kabul edilmis dayanaklara gore gecerliliginin gosterilmesi de Hanna (1989)
tarafindan ispat tanimi olarak ele alinmistir.

NCTM (2000) tarafindan yayinlanan Okul Matematigi i¢in Prensipler ve Standartlar
adli dokiimanda ispatlama aktivitesinin okul Oncesinden iiniversite diizeyine kadar her
seviyede islevine deginilirken ispat, akil yliriitmenin ve gerek¢enin kurallara uygun bigimde
ifade edilmesi olarak tanimlanmistir. Stylianides'in (2007) tanimlamasina gore ise ispat,
matematiksel bir iddiay1 dogrulamak ya da yanliglamak iizerinden ortaya konan, birbiriyle
iliskili savlar dizisidir. Bu tanimlara ek olarak literatiirde farkli bakis a¢ilar1 igeren tanimlar da
yer almaktadir. Ornegin, Bell (1976) ispat1 bir agaca benzetmistir. Nihai noktas1 ¢ikarim olan,
baslangi¢ noktasit bir veri veya genel olarak kabul edilmis dogrular olan ve birbirine
uygulamalarla baglanan bir ifade agaci oldugunu belirtmistir. Bunun yani sira Recio ve
Godino (2001) ispatin farkli (kurumsal) igeriklere bagli olarak farkli anlamlara sahip oldugunu
sOylemistir. Bu igeriklerden biri giinliik yasamdir; burada ispat informeldir, 6zneldir ve ille de
gercegi tiretecek degildir. Bir diger igerik, deneysel bilimlerdir, yani teoriler deneysel olarak
dogrulanir. Ugiincii igerik ise ise profesyonel matematiktir ki burada ispat, matematiksel
oranlarin dogrulugunu kanitlamak i¢in matematikgilerin gelistirdigi tartismaya agik siire¢
olarak tanimlanir. Benzer sekilde bir ya da birka¢ cilimle ile ispat tanimlamasi yapmak
istemeyen Jahnke (2010) ispati, 6grencilerin sinif seviyesine gore ayri ayri tammlamistir.
Birincisi, 1-7. smif diizeyleri arasindaki Ogrenciler i¢in resmi olmayan deneyimlerle
desteklenen ispattir. Ikincisi, 7-12. siif diizeyleri arasindaki 6grenciler igin olan tiimdengelim
ile tanimlanan ispattir. Uciinciisii ise 12. smif, {iniversite ve daha iist diizeyler icin cesitli
matematik teoremlerine dayandirilarak yapilan ispattir. Bu ise matematikgilerin kullandiklar

diizeydir.
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Literatiirde yer alan bu tanimlamalardan yola ¢ikarak, ispatlamanin (genellikle farkli
bigimlerde ifade edilmis olmasina ragmen) “bir iddianin dogrulugunun belirli matematiksel
kurallara dayanilarak gosterilmesi” olarak tanimlanmas1 yoniinde ortak bir kaninin varligindan
s6z edilebilir. Ispatlama ile ilgili kavramlardan bazilarmin literatiirde kimi ¢alismalarda
birbirlerinin yerine kullanildiklar1 gdzlenmistir. Ornegin, Harel ve Sowder (2005), ispat
(proof) ve savunma/gerekcelendirme (justification) kavramlarini “bir kisi veya topluluk i¢in
gercekligi olusturan sey” seklinde tanimlayarak bu kavramlar: birlikte ele almistir. Marrades
ve Gutierrez (2000), ise bu iki kavrami farkli degerlendirmistir. Onlara gore,
savunma/gerekgelendirme (justification) insanlar1 bir ifadenin dogruluguna ikna etmek i¢in
gosterilen her bir sebeptir. Ispat (formal matematiksel) ise aksiyomatik sistem icinde
matematiksel bir ifadenin dogru olarak kabul edilmesi icin profesyonel matematikgiler
tarafindan talep edilen gereklilikleri saglayan her bir savunmadir. Gerekg¢elendirme ve ispat
arasindaki farka deginen bir bagka ¢aligmada ise Carpenter, Franke ve Levi (2003) ilkdgretim
diizeyindeki 6grencilerin ispat diigiincesindeki gelisimini, gerekgelendirme kategorileri olarak

ele almiglardir.

2.2. ispatin Onemi ve Faydalar1

Manin (1992) aksiyomlari, tanimlari, teoremleri matematik boslugunda duran
kavsaklar; ispatlari ise yollar, patikalar ve otobanlar olarak ifade etmistir. Hanna’ya (2000)
gore ise A noktasindan B noktasina gitmekten ziyade, bu noktalar aras1 glizergahlarin kalitesi
daha 6nemlidir. Bu analojilerden yola ¢ikarak matematiksel ispatin amacinin A noktasindan
B noktasina bireyi ulastirmak veya en kisa hatta en konforlu yoldan ulastirmak oldugu
sOylenebilir.

Ispatlannis bazi teoremlerde arastirmacilarin farkl ispat arayislari iginde olmalari,
ispatin amacinin sadece “teoremin dogrulugunun gosterilmesi”’ olmadigina isaret etmektedir.
Ancak Hersch’e (1993) gore ispatin tek amaci iknay1 saglamaktir. Tall (1992) ise ispatin
amacinin sadece bir kavrami veya bir siireci anlamay1 icermedigini ayn1 zamanda kavramin
taniminin ve mantiksal siirecinin nasil ve neden isledigini anlamayi da i¢erdigini ifade etmistir.
Resnik (1992) ispatlarin matematikgilerce kullanilma amaglarina iki yenisini daha eklemistir.
Ispatin sadece yeni sonuglar1 gdstermeyi degil, kimi zaman &nceki gosterimden daha basit ya
da daha ekonomik bir gosterimle kimi zaman da matematigin farkli bir alanindan elde edilen
bilgiler yardimiyla ayni sonuca ulagmay1 amaglayabilecegini ifade etmistir. Yani kisaca A ve
B noktalar1 arasinda daha konforlu veya daha kisa yolu bulmak da amaglanabilmektedir.

Resnik’e gore bir diger amag ise sistematik olmayan bir bigimde elde edilmis olan daha dnceki
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sonuglar i¢in yeni aksiyomatik gosterimler tiiretilmesini veya Onceki aksiyomatik sistemin
yeniden teorize edilmesini saglamaktir.

Ispat, matematik ve matematik egitiminin merkezinde ve en énemli kavramlardan biri
olarak goriilmektedir (Knuth, 2002a, 2002b; Coe ve Ruthven, 1994; Hanna, 2000; Martin ve
Harel, 1989). Schoenfeld (2009) eger problem ¢6zme matematigin kalbiyse ispat da onun
ruhudur diyerek ispatin matematikteki yerine vurgu yapmustir.

Peki ispat1 bu kadar 6nemli yapan sey nedir? Bu sorunun cevabini ispatin matematik
bilimindeki ve matematik egitimindeki faydalarmi inceleyerek gorebiliriz. Hanna (1990)
ispatin sadece sonuglarin dogrulugunu gostermek yerine, gerekli matematiksel iliskileri de
ortaya ¢ikardigini ifade etmis ve bu 6zelligin, ispati1 dnemli kildigini belirtmistir. Almeida’ya
(2000) gore ispat matematiksel bilginin garantisini saglayan, matematik yapma ve anlamada
temel olan bir aktivitedir. Hanna ve Barbeu (2010) ise ispatin matematikte yeni yontemlerin
ve tekniklerin gelismesini sagladigini ve bunun yaninda matematiksel bilgiyi de gelistirdigini
ifade etmistir.

Matematik egitimi igin de ispatin bir o kadar 6nemli oldugu sdylenebilir. Glinlimiizde
matematik egitimi alaninda sadece ispat ve ispatlamay1 konu edinen uluslararasi bilimsel
organizasyonlarin  yapilmaya baslanmast veya uluslararasi matematik  egitimi
sempozyumlarinda ispat ve ispatlama ile ilgili ayr1 ¢alisma gruplarinin, oturumlarin
olusturulmas1 matematik egitiminde ispatin dnemine vurgu yapan gostergelerdendir. Hanna
ve Jahnke’ye (1996) gére matematigin temel 6zelligi olan ispatin matematik egitiminde de
anahtar bilesen olmas1 gerekmektedir. NCTM (2000) standartlarina gore ispat, ana sinifindan
12. siifa kadar tiim Ogrenciler i¢in bigimlendirici olmaktadir. Bu nedenle ispatin okulda
Ogretimi onemlidir. Goriildigi gibi matematik biliminde oldugu gibi matematik egitiminde de
ispatin faydalari ve bu faydalar sayesinde Onemi birgok arastirmaci tarafindan ifade

edilmektedir.

2.3. Ispatin islevleri/Rolleri

Bell’e (1976) gore ispat, her biri kendi agisindan ¢ok Onemli olan 3 anlam
tasimaktadir: dogrulama, a¢iklama ve sistemlestirme. Dogrulama, bir 6nermenin dogru
oldugunu savunmaktir. Ag¢iklama, bir 6nermenin neden dogru veya yanlis olduguna iligkin
ispatin bir 5ngérii tasimasidir. Bu, ispatin gecerliliginden ¢ok estetik agidan dnemlidir. Ispatin
tclincli anlamu ise aksiyomatik bir sistem igerisinde ana kavramlarin, teoremlerin ve diger

sonuglarin timdengelimsel bir yaklasimla sistemlestirilmesidir.
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De Villiers (1990), Bell’in (1976) ifade etmis oldugu ispatin islevlerini 4 madde olarak
ele almistir. Bell’in (1976) de kabul ettigi dogrulama, agiklama ve sistemlestirmenin yani sira
iletisim islevinden de bahsederek ispatin, dogrulanan ve agiklanan durumu kars: tarafa da
iletme yani iletisimi saglama islevini de ortaya atmistir. Bu islevle ispat, matematikgi-
Ogretmen-0grenci ligliisli arasinda matematiksel bilginin taginmasini saglar. De Villiers (1999)
calismasinda ispatin islevlerine, kesfetme ve entellektiiel meydan okumay1 da eklemistir. De
Villiers’a gore bir 6nermenin ispatlanmasi asamasinda farkli 6nermelere ulasmay1 saglayacak
yeni sonuglar ortaya ¢ikabilir. Bu da ispatin kegfetme islevini veya bir baska deyisle roliinii
ifade etmektedir. Entelektiiel meydan okuma roliine sahip ispat ayni zamanda onu yapan
kisinin kendini kanitlamasina da olanak saglar. Bu rol kisinin ispat yaptiktan sonra aldig1 hazzi
da ifade etmektedir.

Hanna (2000) ispatin fonksiyonlarin1 8§ maddede siralamistir. Dogrulama, agiklama,
sistemlestirme, kesfetme, iletisim fonksiyonlarinin yani sira bir deneysel teorinin insasini
saglamada, bir tanimin veya bir sonucun saglam zeminlerle aciklanmasinda ve yeni bir bakis
acisiyla iyi bilinen gergeklerin farkli bir ¢ercevede kaynastirilmasinda da ispatin etkili

oldugunu ifade etmistir. Tablo 1, hangi aragtirmacilarin ispatin hangi iglevlerini vurguladigini

Ozetlemektedir.

Tablo 1

Ispatin Islevieri
Bell (1976) DeVilliers (1990) DeVilliers (1999) Hanna (2000)
Dogrulama Dogrulama Dogrulama Dogrulama
Aciklama Agiklama Aciklama Agiklama
Sistemlestirme Sistemlestirme Sistemlestirme Sistemlestirme

Iletigim Tletisim Iletisim
Kesfetme Kesfetme

Entelektiiel Meydan Deneysel Teorinin ingasini
Okuma Saglama
Tanimi veya Sonucu
Saglamlagtirma
Bilinenleri Farkl1 Bir
Cer¢evede Kaynagtirma

Hanna ve Jahnke’ye (1996) gore matematigin temel 6zelligi olan ispatin matematik
egitiminde de anahtar bilesen olmasi gerekmektedir. Ispatin islevlerinin arastirilmasi

matematik egitimi literatiirlinde, derslerde neden ispat anlatilmasi gerektigi veya
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Ogrencilerden ispatlama etkinliklerine neden katilmasi istendigi sorular1 ve yanitlariyla yer
bulmaya devam etmektedir (6rn., Cilli ve Turner, 2017; Yopp, 2011). Ornegin, bir 6gretmen
ispatt Ogrencilerini ikna etmek (Knuth, 2002b; Weber, 2002; Yopp, 2011), onlara
ispatlamadaki fikirleri ve teknikleri 6gretmek (Cilli-Turner, 2017; Hanna ve Barbeau, 2008;
Weber, 2002; Weber, 2012; Yopp, 2011); diger teoremleri ispatlamada faydali olabilecek
yaklagimlari (ispat yontemlerini) 6rneklemek (Lew ve digerleri, 2012); matematigin yapisini
gostermek (Cilli-Turner, 2017; Yopp, 2011); 6grencinin anlamasini arttirmak (Hanna, 1990;
Hersh, 1993; Weber, 2012; Yopp, 2011); baz1 6nemli (tarihsel veya kiiltiirel) ispatlar1 tanitmak
(Weber, 2012); ogrencilerin matematiksel bilgi olusturmalarin1 saglamak(Knuth, 2002b);
matematiksel diistinme becerilerini 6grencilere kazandirmak (Knuth, 2002b; Hemmi, 2010;
Yopp, 2011); dgrencilerin diistinme siireglerini agiga ¢ikarmak (Knuth, 2002b); ispatlama
stirecinin nasil oldugunu ve bir ispatin nasil olusturulabilecegini 6gretmek (Weber; 2010;
Yopp, 2011); aksiyomatik bir yapinin veya bir tanimin kullanimini géstermek (Weber, 2002)
ve bazi 6nemli teoremleri vurgulamak igin (Weber, 2012) sunabilir. Bunlara ek olarak
Zaslavsky, Nickerson, Stylianides, Kidron ve Winicki-Landman (2011) ispat yapmanin,
Ogrencilere matematkgilerin ispat yaparken deneyimledikleri muhakemeye benzer bir

muhakeme deneyimini yagsamalarini sagladigini aktarmislardir.

2.4. ispat ve Ogretim Programlar:
2.4.1. ispat ve NCTM

Amerika ve Kanada onciiliigiinde 1920°de kurulmus olan NCTM’nin hem iiye sayisi
hem de ulusal veya uluslararasi ortak olarak ¢aligtigi matematik egitimi topluluklarinin miktari
dolayisiyla matematik egitimi arastirmacilari tarafindan en ¢ok kabul goren topluluk oldugu
sOylenebilir. Matematik 6greniminin ve d6gretiminin (6zellikle ana sinifindan lise sona kadar)
gelistirilmesini hedefleyen bu toplulugun 2000 yilinda yayinladigi Prensipler ve Standartlar
adli belge, anaokulundan 12. smifa kadar 6grencilerin matematik egitimini etkileyecek
kararlar1 alma merciinde bulunanlar i¢in bir kaynak ve rehber olmay1 hedeflemistir. Bu hedef
dogrultusunda siire¢ ve igerik standartlar1 olmak iizere toplam 10 standart belirlemistir. Bu
standartlar, matematik egitiminin, 6grencilerin bilmesini ve yapmasini saglamasi gerekenlerin
tanimlaridir. igerik standartlar1, §grencinin dgrenmesi gereken igerigi tanimlamaktadir. Bunlar
sayilar ve islemler, cebir, geometri, dlgme, veri analizi ve olasiliktir. Siire¢ standartlar1 ise

icerik bilgisini elde etme ve kullanma yollarina dikkat ¢eken problem ¢dzme, akil yiiriitme ve
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ispat, iletisim, baglantilar ve temsildir. Goriildiigii gibi ispat siire¢ standartlarindan biri olarak
tanimlanmig ve 6nemi vurgulanmistir. NCTM’ye (2000) gore anaokulundan 12. sinifa kadar
standart 6gretim programlari, ispat ve akil yiiriitme baglaminda tiim 6grencilerin:
-Muhakeme ve ispati matematigin temel bilesenleri olarak tanimasina,
-Matematiksel varsayimlar olusturmasina ve bu varsayimlarini aragtirmasina,
-Matematiksel argiimanla/ispatlar gelistirmesine ve bunlari1 degerlendirmesine,
-Cesitli ispat ve akil yiirlitme yontemleri segcmesine ve kullanmasina,

olanak saglamalidir (s. 56).
2.4.2. Ispat ve Ortaokul Matematik Ogretim Programi

NCTM (2000) anaokulundan 12. Sinifa kadar olan 6grencileri 4 grup (anaokulu-2.
sinif, 3-5. Smif, 6-8. Simif, 9-12. Sinif) olarak simiflamis ve her kademe igin standartlar
belirlemistir. Ulkemizde 1-4. smiflar ilkokul, 5-8. Siniflar ortaokul ve 9-12. Siniflar lise olarak
adlandirildigindan NCTM’nin (2000) ortaokul seviyesine karsilik olarak 6-8. Sinif aralig1 i¢in
belirledigi akil yiiriitme ve ispat standartlar1 g6z 6niinde bulundurulmustur.

NCTM (2000) akil yiiriitmenin, ortaokulda da matematigin ayrilmaz bir pargasi
oldugunu vurgulamis ve ortaokul 6grencilerinin, matematigin oriintiileri inceleme, diizenleri
kesfetme, olasi genellemelerle ilgili tahminlerde bulunma ve tahminleri degerlendirmeyi
igerdigini bilmeleri gerektigini belirtmistir. Ogrencilerin matematiksel argiimanlarmi yalnizca
kendilerine degil 6gretmenlerine ve sinif arkadaslarina da sunmalarini ve birilerini ikna etmek
icin yeterli delile sahip zorlayici arglimanlar gelistirmelerini Onermistir. Dokiimanda,
ortaokulda akil yiiriitme ve ispatin nasil gergeklesebilecegine yonelik drnekler de verilmistir.
Ortaokul seviyesindeki matematiksel argiimanda, matematiksel ispatla iligkili olan formalizm
ve kesinliginin olmayacagini ama makul bir tahminin formiile edilmesi, tahminin test edilmesi
ve degerlendirme igin iligkili muhakemenin gosterilmesi gibi ispatin 6nemli bir¢ok 6zelligini
icerdigi aktarilmistir (NCTM, 2000). Ornegin, bu 6grenciler sayilar kuranu gibi cesitli
konularda vardiklar1 sonuglarini desteklemek icin gerekceler gelistirebilir ve bir 6gretmen
ogrencilerinden bir rakam ile boliinebilme kuralini formiile etmelerini ve kurallarin1 savunmak
icin argiimanlar gelistirmelerini isteyebilirler (NCTM, 2000, s.264).

Prensipler ve Standartlar’da ortaokul seviyesinde akil yiiriitme ve ispatin gelismesi
icin dgretmenin roliine yénelik dnerilerde de bulunulmustur. Ornegin, ortaokulda dgretmenler
derste Ogrencilerinin akil yiriitmeye ve diisiinmeye diizenli bir sekilde katilmalarini
saglayarak onlarin matematiksel muhakemenin giiclinii kullanmalarina ve degerini bilmelerine

yardimer olabilirler (NCTM, 2000). Ayrica ayni dokiimanda ortaokul &grencilerinin
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matematiksel iligkileri arastirmak i¢in muhakeme gerektiren (bir tahmini dogrulama veya
cliriitme gibi), onlarin yasina ve ilgisine uygun etkinlikler se¢mesi veya olusturmasiyla
Ogretmenin 6nemli bir rol oynayacagi da sdylenmistir. Ortaokulda akil yiiriitme ve ispatin nasil
olmasi gerektigine yonelik olarak 6grencilerin bu ¢aglarda matematiksel akil yiirlitme igeren
cesitli deneyimler yasamalar: gerektigi belirtilmis ve bu deneyimler agiklanmustir. Ornegin
(NCTM, 2000, s. 262);

» Diizen belirlemek i¢in Oriintiileri ve yapilar1 inceler

» Gozlemlenen diizenlerle ilgili genellemeleri ve tahminleri formiile eder

» Tahminleri degerlendirir

» Matematiksel arglimanlar olusturur ve degerlendirir.

NCTM standartlarimin baz alindig iilkemizde de Ortaokul Matematik Ogretim
Programinda (MEB, 2018a, s. 55-80) kazanimlarda acik¢a ispatlama kavramma yer
verilmezken ortiik olarak 6grenciden gerekcelendirme yapmasi ve arglimanlar iiretmesinin
beklenmekte oldugu sdylenebilir. Bu kazanimlardan bazilar1 asagida verilmistir:

M.5.2.2.4. Uggen ve dortgenlerin i¢ acilarinin dlgiileri toplamni belirler ve
verilmeyen agiy1 bulur.

Ic acilarin élciileri toplami bulunurken kagit katlama veya uygun modellerle
vapilacak etkinliklere yer verilir.

M.6.3.2.1. Uggenin alan bagintisin1 olusturur, ilgili problemleri ¢ozer.

a) Noktali veya kareli kagitta tiggenlerde yiikseklik ¢izme ¢aligmalarina yer verilir.
Geniy a¢ili tiggenlerdeki yiikseklikler de ele alinir.

b) Ucgenin alan bagintisi  olusturulurken dikdortgenin alan bagintisindan
yararlanilabilir.

M.6.3.2.2. Paralelkenarin alan bagintisini olusturur, ilgili problemleri ¢ozer.

a) Noktalr veya kareli kagitta paralelkenarin bir kenarina ait yiiksekligi ¢izmeye
yonelik ¢alismalara yer verilir.

b) Paralelkenarin alan bagintisi olusturulurken dikdorigenin alan bagintisindan
yararlanilabilir.

M.6.3.4.2. Verilen bir hacim 6lgiisiine sahip farkli dikdortgenler prizmalarini birim
kiiplerle olusturur, hacmin taban alan1 ile yiiksekligin ¢arpimi oldugunu gerekgesiyle agiklar.

a) Kare prizma ve kiipiin, dikdortgenler prizmasinin ozel bir hali oldugu dikkate alinir.

b) Hacim bagintisinin olusturulmasi modeller yardimiyla yapilir.

M.7.3.2.2. Cokgenlerin kdsegenlerini, i¢ ve dis acilarini belirler; i¢ agilarinin ve dig

acilarinin dlgtileri toplamini hesaplar.
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I¢ agilar toplamini kesfetmeye yonelik calismalara yer verilir.

M.8.3.1.2. Uggenin iki kenar uzunlugunun toplami veya farki ile {i¢iincii kenarmnin
uzunlugunu iligkilendirir.

a) Somut modeller kullanilarak yapilacak etkinliklere yer verilebilir.

b) Uygun bilgisayar yazilimlart ile ii¢gen esitsizligini anlamaya yonelik ¢calismalara
yer verilebilir.

M.8.3.1.5. Pisagor bagmtisini olusturur, ilgili problemleri ¢6zer.

a) Pisagor bagintisinin gergek hayat uygulamalarina yonelik calismalara yer verilir.

M.8.3.4.3. Dik dairesel silindirin ylizey alan1 bagintisin1 olusturur, ilgili problemleri
cozer.

Literatiirde ortaokul ve ilkokul seviyesinde ispat calismalari lise ve iiniversite
diizeylerinde yapilan ¢aligmalara nazaran ¢ok azdir. Ko (2010), ilkdgretim seviyesinde ispat
Ogretiminin  ispatlamada kullanilacak dilin onlarin  seviyesini asmasi (onlarin
anlayamayacagini diisiindiigiinden) nedeniyle zor oldugunu belirtmistir. Staples, Bartlo ve
Thanheiser (2012) calismasinda, ortaokul Ogretmenleri, Ogrencilerini ispatlamaya ve
gerekcelendirmeye katmak istediklerini fakat nasil ispat yapilacagini onlara 6gretmediklerini
sOylemislerdir. Bu nedenledir ki ilkokul ve ortaokul diizeyinde yapilan bazi ¢aligmalarda
gerekcelendirme (justification) kavraminin kullanildigi goriilmektedir. Staples ve digerleri
(2012) gerekgelendirmeyi, kabul edilmis ifadeler ve matematiksel akil yiiriitme bigimlerini
kullanan, bir iddianin dogrulugunu gosteren veya ¢iiriiten bir argliiman olarak tanimlamustir.
Benzer sekilde Jahnke (2010) dnceki boliimlerde bahsedildigi gibi ilkokul ve 7. Smifa kadar
olan ortaokulda ispatlari, resmi olmayan deneyimlerle desteklenen ispatlar olarak ayrica ele
almigtir. Carpenter ve digerleri (2003) ise ilkogretim diizeyindeki 6grencilerin ispatlama
faaliyetlerini gerek¢elendirme baglig altinda degerlendirmistir.

Ogretim programlarina ek olarak MEB, ortaokul matematik &gretmenlerinden
beklenen yeterlilikleri “Ogretmenlik Meslegi Ozel Alan Yeterlikleri (Ilkégretim)” (MEB,
2017a) baglig: altinda belirlemistir. Belirlenen alt1 ana yeterlikten {igiinciisii olan “matematik
dersi becerilerini gelistirme” yeterliliginin alt yeterliklerinden biri de “Ogrencilerin akil
yiiriitme becerilerini gelistirebilme”dir. Bu alt yeterligin ortaokulda ispat 6gretimine yonelik
oldugu soylenebilecek performans gostergeleri ise su sekildedir (MEB, 2017a, s. 144):

e Matematikte akil yiiriitebilmenin, diisiincelerini aciklayabilme ve
savunabilmenin matematik 6grenmeye katki saglayacagini, nemini bilir.
e Akil yiiriitme becerisini kazandirmaya yonelik etkinlikler diizenler,

uygulamalar yapar.
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e Ogrencilerin kendi diisiincelerini aciklarken matematiksel modeller, kurallar ve
iligkileri kullanmalarini saglar.

e Akl yiiritme becerisini kullanarak 6grencilerin ¢ikarimlar yapmalarimi ve
genellemelere ulagsmalarini saglar.

e Ogrencilerin yasantisinda, diger derslerde ve matematikte akil yiiriitme
becerisini kullanabilmelerini saglar.

NCTM standartlar, 6gretim programi ve Ogretmen yeterlikleri gercevesinde ve
ortaokulda ispat Ogretimi baglaminda, O6gretmeni adaylarmmin bir ortaokul matematik
ogretmeninden beklenen (yukarida bahsedilen) yeterliklere sahip olacak sekilde lisans egitimi
almasi gerektigi sOylenebileceginden iiniversitede ispata yonelik uygulamalarin/eylemlerin ve

sOylemlerin 6nemli oldugu diisiiniilebilir.
2.4.3. ispat ve Ortaégretim Matematik Ogretim Programi

NCTM (2000) lise diizeyinde akil yiiriitme ve ispat standartlarin1 agiklarken lisede
Ogrencilerin onlara sunulan veya yaptiklar1 agiklamalari kabul etme standartlarinin daha siki
hale gelmesi gerektigini belirtmistir. Akil yiiriitme ve ispatin 0gretim programlarinda 6zel
zaman veya konu ayrilarak sunulan aktiviteler olmadigim1 fakat hangi konu {izerinde
calisildigina bakilmaksizin, sinif tartigmalarinin dogal ve devam eden bir pargasi olmasi
gerektigini bildirmistir. NCTM’ye (2000) gore Ogrencilerin anlayip kullanacagi ispat
teknikleri birikimi lise egitimi boyunca genislemelidir. Ornegin, dgrenciler bir varsayimin
gecerligini saglamak i¢in dogrudan argiimanlar gelistirebilmelidir. Literatiirde lise diizeyinde
yapilan ¢alismalarda en ¢ok geometri dersinin ele alinmasina paralel olarak, NCTM (2000) de
bu tiir akil yiiriitmenin uzun zamandir Oklid geometrisinin tam merkezinde oldugunu fakat
diger igerik alanlarinda da (“sayilar ve islemler” alaninda sayilar kurami argiimanlar1 gibi)
kullanilmasi gerektigini belirtmistir.

NCTM’ye (2000, s. 342-346) gore, 6grenciler, bir kars1 6rnegin bir varsayimin yanlis
oldugunu gosterebilecegini ama bir varsayimla birbirine uyan bir siirii 6rnegin olmasinin o
varsayimin dogru oldugunu diisiindiirmesine ragmen onu ispatlamayacagini anlamalidirlar;
ogrenciler sonuglar1 elde ederken tiimdengelimci ispatlarn giliciinii gormelidir; mantiksal
arglimanlar iretebilmeli ve muhakemelerini etkili bir sekilde agiklayan formel ispatlar
sunmalidirlar. Ciinkii ¢ok c¢esitli argiiman bigimleri ve muhakeme tipleri kullanabilen
Ogrenciler giinlilk yasam durumlarinda daha etkili muhakeme imkanina sahip olacaktir
(NCTM, 2000)
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NCTM (2000), matematik Ogretmenlerinin olusturduklar1 sinif ortamlarinda,
matematiksel Oriintiilerin ve sonuglarin nedenlerini bilmenin 6énemini aktarmalar gerektigine
vurgu yapmistir. Yine bu dokiimana goére, One siiriilen acgiklamalarin gegerligini
degerlendirmek i¢in 6grenciler kendilerinin yani sira digerlerinin matematiksel arglimanlarini
sorgulamak i¢in muhakeme yeteneklerine yeteri kadar giiven duyuyor olmalilar; tipki diger
seviyelerde oldugu gibi, lise matematik 6gretmenleri siniflarinda tartisma ve dinleme iklimi
olusturmaya calismalidirlar ve O&grencilerinin kendi argiimanlarinin mantiksal yapisini
tartismalarina da yardim etmelidirler. Rehberlikle, 6grenciler agiklamalari1 kabul etmede
yiiksek standartlar gelistirmelidir, kendi argiimanlarini gelistirme ve savunma konusunda hem
haklar1 hem de sorumluluklari oldugunu anlamalidirlar (NCTM, 2000).

Ulkemizde ise 2018-2019 egitim gretim yili itibartyla gecilen yeni Ortadgretim
Matematik Ogretim Programi 6grencilerin hem ulusal hem de uluslararas: diizeyde; kisisel,
sosyal, akademik ve is hayatlarinda ihtiya¢ duyacaklar1 beceri yelpazeleri olan ve Tiirkiye
Yeterlilikler Cergevesinde (TYC) belirlenen yetkinlikler iginde matematiksel yetkinlik ve
bilim/teknolojide temel yetkinlikler bagligi altinda yer alan matematiksel yetkinlik ile, “giinliik
hayatta karsilagilan bir dizi problemi ¢ozmek igin matematiksel diisiinme tarzim gelistirme ve
uygulamadir. Saglam bir aritmetik becerisi iizerine inga edilen siireg, faaliyet ve bilgiye vurgu
yvapilmaktadir. Matematiksel yetkinlik, diisiinme (mantiksal ve uzamsal diisiinme) ve sunmanin
(formiiller, modeller, kurgular, grafikler ve tablolar) matematiksel modlarim farkl

>

derecelerde kullanma beceri ve istegini” igermektedir. Bilimde yetkinlik ile “sorulari
tammlamak ve kamita dayali sonuglar iiretmek amaciyla dogal diinyamin agiklanmasina
vonelik bilgi varligina ve metodolojiden yararlanma beceri ve arzusuna” atifta bulunmaktadir.
(MEB, 2018b, s. 6)

Matematik Dersi Ogretim Programmyla dgrencilerin  kazanmasi hedeflenen
becerilerden biri de “Matematiksel diigiinme ve uygulama becerileri’dir (MEB, 2018, sf. 11).
Programda yayinlanan kazanimlarda O6grenciden agik bi¢imde ispat yapmasini isteyen
kazanimlarin yani sira ortiik olarak da ispat gerektiren kazanimlarin bulundugu goriilmektedir.
Ornek kazamimlar sunlardir (MEB, 2018b, s. 18-47):

9.1.1.5. Tanim, aksiyom, teorem ve ispat kavramlarini agiklar.

Bir teoremin hipotezi ve hiikmii belirtilir.

9.4.4.1. Dik tiggende Pisagor teoremini elde ederek problemler ¢ozer.

9.4.4.2. Oklid teoremini elde ederek problemler ¢ozer.
10.2.2.2. Fonksiyonlarda bileske islemiyle ilgili islemler yapar.
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b) Fonksiyonlarda bileske isleminin birlesme ozelliginin oldugu belirtilir, degisme
ozelliginin olmadig1 6rneklerle gosterilir.

11.1.2.2. Kosiniis teoremiyle ilgili problemler ¢ozer.

a) Kosiniis teoremi, Pisagor teoreminden yararlanilarak elde edilir.

11.1.2.3. Siniis teoremiyle ilgili problemler ¢ozer.

a) Siniis teoremi, iki kenarinmin uzunlugu ve bu kenarlar arasindaki acinin 6l¢iisii
verilen tiggenin alamindan yararlanilarak elde edilir.

11.2.1.2. Bir dogru pargasini belli bir oranda (igten veya distan) bdlen noktanin
koordinatlarini hesaplar.

a) Bir dogru parcasinin orta noktasinin koordinatlari buldurulur.

b) Bir ti¢genin agwrltk merkezinin koordinatlar: buldurulur.

11.5.3.1. Cemberde tegetin 6zelliklerini gostererek islemler yapar.

a) Cemberin disindaki bir noktadan cizilen teget parcalarmmin uzunluklarimin esit
oldugu gosterilir.

12.2.1.3. Aritmetik ve geometrik dizilerin 6zelliklerini kullanarak iglemler yapar.

a) Ilk n terim toplami bulunur.

12.5.2.2. Bir fonksiyonun bir noktada ve bir aralikta tiirevlenebilirligini degerlendirir.

a) Bir fonksiyonun bir noktada tiirevli olmast i¢cin gerek ve yeter sartlari inceler.

12.5.2.4. Iki fonksiyonun bileskesinin tiirevine ait kural1 (zincir kuralr) olusturularak
tiirev hesabi yapar.

12.6.2.1. Bir fonksiyonun grafigi ile x ekseni arasinda kalan sinirli bdlgenin alanini
Riemann toplami1 yardimiyla yaklasik olarak hesaplar.

Ogretim programlarina ek olarak MEB, lise matematik 6gretmenlerinden beklenen
yeterlilikleri “Ogretmenlik Meslegi Ozel Alan Yeterlikleri (Ortadgretim)” (MEB, 2017b)
basligi altinda belirlemistir. Belirlenen dort ana yeterlikten birincisi olan “matematik alan
bilgisi olusturma” yeterliginin alt yeterliliklerinden biri de “matematiksel siirecleri kullanarak
matematiksel bilgi olusturabilme”dir. Bu alt yeterligin ispat 6gretimine ydnelik oldugu
sOylenebilecek performans gostergeleri su sekildedir (MEB, 2017b, s. 5):

e Matematiksel dnermeleri dogrulamak icin tiimevarim, olmayana ergi, dogrudan

ispat gibi uygun ispat yontemlerini kullanir.

o Sezgisel akil yiiriitme ve bigimsel ispatin matematiksel diisiinmedeki tamamlayici

iligkisini 6rnekleriyle agiklar.

e Verilen Onermelerden tiimdengelim yontemini kullanarak gegerli ¢ikarimlar

yapar.
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e Matematiksel ispat siirecinde gerek ve yeter sartlar belirler.

Matematik 6gretmenlerinden beklenen 6zel alan yeterliliklerinden ikincisi ise “Alan
egitimi bilgisi” dir. Bu yeterligin alt yeterliklerinden biri olan “Matematik 6grenmeyi tesvik
edici sinif ortami olusturabilme” nin performans gostergelerinden bazilari ise sunlardir (MEB,
2017b, s. 5).:

e Matematiksel diistinmeyi ve akil yiiriitmeyi destekleyen sinif ortami olusturur.
e Matematik dersinde formiil ve algoritmalarin nasil elde edildigini gosterir.

Sonug olarak hem oOgretim programinda Ogrencilere kazandirilmasi hedeflenen
kazanimlar hem de Ogretmenlerden beklenen yeterlilikler dogrultusunda, iiniversitede
matematik 6gretmenligi egitiminde ileride dgretmen olacak kisilerin ispata yonelik istenen

yeterliklerle donanmis olarak mezun olmalar1 beklenmektedir.

2.4.4. ispat ve Matematik Ogretmenligi Lisans Programlar

MEB tarafindan yaymlanan, ilkogretim ve ortadgretim matematik Ogretim
programlarinin aksine lisans egitiminde her iiniversitenin kendi egitimi i¢in belirledigi
kazanimlar oldugu soOylenebilir. Bu nedenle, ilkdgretim ve ortadgretim matematik
Ogretmenligi lisans programlarinin kazanimlari, bir devlet {iniversitenin resmi internet
adresinde yaymladig bilgiler cercevesinde ele alinmistir. ilkdgretim matematik dgretmenligi
temel program kazanimlari igerisinde ispata yonelik su kazanimlar yer almaktadir (Dokuz
Eyliil Universitesi, t.y.a):

» Matematiksel ispat yontemlerini kullanarak ispat yapabilme

» Diisiincelerini, mantikli bir sekilde matematik dilini kullanarak aciklayabilme
ve iletisim kurabilme

» Analiz ve sentez yaparak tiimevarim ve timdengelim yaklagimi ile diigiinme
becerilerine sahip olma

» Matematik kavram ve genellemeleri anlama, birbiriyle iligkilendirme ve bunlari
kullanarak akil yiiriitme becerisini kullanabilme

Ortadgretim matematik 6gretmenligi temel program kazanimlar icerisinde ispata
yonelik su kazamimlar yer almaktadir (Dokuz Eyliil Universitesi, t.y.b):

» Matematik ile ilgili kavramlari, kavramlara iligkin disiinceleri ve verileri
tartigip degerlendirebilir. Karsilasacagi problemleri ve konulari analiz edebilir,
kanitlara ve aragtirmalara dayali ¢6ziim stratejilerini gelistirebilir ve bunlar1

yazil1 ve s6zlii bigimde sunabilir.



23

Bu boliimlerde verilen ispat veya uygulama yogunluklu matematik derslerinin

kataloglarinda da ispat 6gretimi amaglandigi goriilmektedir.

2.5. Ispat ve Ogrenciler

Matematik egitiminde ispata verilen 6nem dolayisiyla bu alanda yiiriitiilen ¢alismalar
her gecen giin artmaktadir ve bu ¢alismalarin gogunlukla 6grencilere odaklandig: sdylenebilir.
Ciinkii O6grencilerin ispat algilar1 hakkinda iyi bilgiye sahip olmak &gretmenlerin,
Ogrencilerinin mevcut ispat anlayislarini degerlendirmelerine yardimci olur ve bdylece onlar,
Ogrencilerinin ispat algilarin1 gelistirmelerine yardimci olacak Ogretimi tasarlayabilirler
(Stylianides, 2011).

Matematik egitiminde ispat1 d6grenci boyutuyla ele alan makalelerde, 6grencilerin
ispata yonelik goriisleri veya inanglar1 (6rn., Bastiirk, 2010; Raman, 2003; Stylianou ve
digerleri, 2015; Weber ve Mejia-Ramos, 2014), ispat okumalarimi gelistirmelerine yonelik
oOnerileri (6rn., Weber, 2015; Zazkis ve Zazkis, 2015), ispat olusturma siireclerinde yasadiklari
giicliikleri (6rn., Demiray ve Isiksal Bostan, 2017; Giiler ve Dikici, 2014; Zazkis, Weber ve
Mejia-Ramos, 2016), bu giicliiklerin giderilmesine yonelik onerileri (6rn., Samkoff ve Weber,
2015), ispatlama yapilarinin siniflandirilmasiyla olusturulan ispat semalarim (6rn., Harel ve
Sowder, 1998) ve verilen bir ispatin dogrulugunu degerlendirme siireglerini (6rn., Komatsu,
Jones, Ikeda ve Narazaki, 2017) inceledikleri gériilmiistiir. Ispat dogrulama ¢alismalarinin
bircogunda Ogrencilerin verilen bir ispati degerlendirmesi istenirken bazilarinda 6grencilerin
kendi olusturduklar ispat1 degerlendirmeleri istenmistir. Farkli bir ¢aligma olarak Williams ve
digerleri (2017) ise 6grencilerin ispatlamada jest kullanimlarini incelemistir.

Tiirkiye’de yapilmig olan tezler incelendiginde ise c¢alismalarin 6rneklemini biiyiik
cogunlukla tiniversite diizeyindeki 6zellikle de egitim fakiiltelerinde okuyan 6grencilerin yani
Ogretmen adaylarinin olusturdugu sdylenebilir. Temel olarak bu tezlerin, Ogrencilerin
ispatlama siireglerini veya becerilerini incelemeyi (6rn., Ugurel, 2010), ¢esitli 6gretim
uygulamalarinin veya dinamik yazilimlarin 6grencilerin ispatlama becerilerine etkilerini
arastirmay1 (Orn., Kiigtikbulut, 2019), ispata yonelik ders veya 6gretim modeli tasarlamayi
(6rn., Cihan, 2019) ve ispata yonelik goriis veya tutumu belirlenmeyi (6rn., Haseki, 2018)
amagcladigi soylenebilir.

Bu ¢alismada 6gretim elemanlarina ispat anlatim yapilariin bir boyutunu teskil eden

“ogrencilere iligkin goriislerinin” de soruluyor olmasindan dolay1 literatiirde Ggrencilerin
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yasadiklar1 giicliikleri, bu giigliikklerin nedenlerini ve giderilmesi igin Onerileri igeren

caligsmalara da yer verilmistir.

2.5.1. Ogrencilerin ispata Iliskin Yasadiklar Giicliikler

Ogrencilerin ispat yapma, ispat1 okuyup anlama ve yapilmis bir ispatin dogrulugunu
degerlendirme siireglerinin izlendigi ilk caligmalardan gilinlimiizdeki caligsmalara kadar ortak
bulgunun 6grencilerin ispatlamada (ispat okuma, yazma ve degerlendirme) giicliik yasadigi
bulgusu oldugu sdylenebilir. Ozellikle, hangi diizeyde olursa olsun ispat yapmalari
istendiginde, 6grencilerin gogunun gecerli ispat olusturamadigi bilinmektedir (Almeida, 2001;
Arslan ve Yildiz, 2010; Harel ve Sowder, 2007; Ko ve Knuth, 2009; McCrone ve Martin,
2004; Uzun ve Biilbiil, 2013; Weber ve Alcock, 2004; Weber, 2001). Literatiirde siklikla yer
bulan ve ispatlama siireclerinde karsilasildigi aktarilan 6grenci hatalar1 veya giigliikleri su
sekilde 6zetlenebilir:

Ogrenciler,

> Ispata nereden ve nasil baslayacaklarini bilmiyorlar (Giiler ve Dikici, 2014;
Moore, 1994; Uzun ve Biilbiil, 2013; Selden, Selden ve Benkhalti, 2018;
Ugurel, Moral1, Yigit Koyunkaya ve Karahan, 2015),

»  Okuduklart ispati anlamiyoriar (Inglis ve Alcock, 2012; Lin ve Yang, 2007,
Weber ve Mejia-Ramos, 2014) veya ag¢iklayamiyoriar (Giiler ve Dikici, 2014;
Uzun ve Biilbiil, 2013),

> Ispat yontemlerini yeterince bilmiyorlar veya bu yontemleri dogru
uygulayamiyorlar (Baker ve Campbell, 2004; Bleiler ve digerleri, 2014,
Demiray ve Isiksal Bostan, 2017; Giiler ve Dikici, 2014; Ko ve Knuth, 2009;
Uzun ve Biilbiil, 2013; Stylianides, Stylianides ve Philippou, 2007; Wheler ve
Champion, 2013),

» Matematiksel dili ve notasyonlart uygun sekilde kullanamiyorlar veya
anlamiyorlar (Baker ve Campbell, 2004; Epp, 2003; Giiler ve Dikici, 2014;
Moore, 1994; Ugurel ve digerleri, 2015; Uzun ve Biilbiil, 2013),

» Matematiksel tamimlar: bilmiyorlar (Giiler ve Dikici, 2014; Ko ve Knuth, 2009;
Moore, 1994). Bildikleri tanmimlart ispatta nasil kullanacaklarin bilmiyorlar
(Gtiler ve Dikici, 2014; Moore, 1994; Pedemonte, 2007; Uzun ve Biilbiil, 2013;
Weber, 2001) veya bildikleri tammlar:t yanls kullaniyorlar (Baker ve
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Campbell, 2004; Giiler ve Dikici, 2014; Ko ve Knuth, 2009; Pedemonte, 2007;
Selden ve digerleri, 2018; Uzun ve Biilbiil, 2013; Ugurel ve digerleri, 2015),

» Deneysel argiimanlart veya ornekleri ispat kabul ediyorlar (Coe ve Ruthven,
1994; Demiray ve Isiksal Bostan, 2017; Harel ve Sowder, 1998, 2007; Knuth,
2002b; Martin ve Harel, 1989; Martinez ve Pedemonte, 2014; McCrone ve
Martin, 2004; Stylianides, 2011; Stylianou ve digerleri, 2015; Uzun ve Biilbiil,
2013),

> Ispatta kendi 6rneklerini olugturamiyorlar (Ko ve Knuth, 2009; Moore, 1994)
veya ornekleri diizgiin kullanamiyorlar (Alcock ve Weber, 2010; Ugurel ve
digerleri, 2015),

» Bir ispatin dogrulugunu degerlendiremiyoriar. (Alcock ve Weber, 2005;
Alcock, Hodds, Roy ve Inglis, 2015; Harel ve Sowder, 1998, 2007; Inglis ve
Alcock, 2012; Ko ve Knuth 2013; Knuth, 2002a; Selden ve Selden 2003; Uzun
ve Biilbiil, 2013; Weber 2010),

» Teoremleri kullanamiyorlar ya da yanls kullaniyorlar (Pedemonte, 2007,
Weber, 2001). Teoremdeki ifadelerin mantiksal yapisini belirleyemiyoriar
(Selden ve Selden, 1995). Verilen ifadenin bazi kistmlarini tekrar yaziyorlar
(Demiray ve Isiksal Bostan, 2017; Moore, 1994)

Zazkis, Weber ve Mejia-Ramos (2015) Ogrencilerin ispatlamada yasadiklari bu
giicliikleri kavramsal, stratejik, epistemolojik ve mantiksal olmak iizere dort kategoride ele
almigtir. Kavramsal giicliikler, 6grencilerin kavramlart ve tanimlari anlamalarina yonelik
giicliklerdir. Bu giigliikkler Ogrencinin yanlig ¢ikarimlar yapmasina yol agabilir veya
ogrencileri, ispat igin gereken elestirel sonu¢ ¢ikarmay1 yapamaz hale getirebilir. Stratejik
giicliikler, 6grencilerin problem ¢6zme yaklasimlarina yonelik yasadiklari sorunlardir. Bu
giicliikler bir ispati yapmak icin kullandig1 stratejileri, belirli stratejileri ne zaman ve nasil
birakmay1 sectikleri ve hangi stratejilerin pesinden gitmeye deger olduguna nasil karar
verdiklerini igerir. Epistemolojik giicliikler, 06grencilerin ikna edici bulduklarnyla
matematik¢ilerin ikna edici bulduklarinin uyusmamasi veya dgrencilerin ispatlama siirecinde
kendileri i¢in planladiklar1 amaglarin dersin Ogretmeninin onlardan beklentileriyle
uyusmamast gibi gii¢liiklerdir. Mantiksal giicliiklerle kastedilen formel mantiktir ki bu hangi
tiirden mantiksal ¢ikarimlara miisaade edildigine yonelik 6grencinin anlayisim, 6grencilerin
cok katlh nitelikli ifadeleri anlamalarimi ve bir kiginin bir ispati mantiksal olarak nasil

olusturabilecegini igerir.
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2.5.2. Ogrencilerin Ispata Iliskin Yasadiklar Giicliiklerin Nedenleri

Ogrencilerin ispat yaparken, okurken veya bir ispatin dogrulugunu degerlendirirken
hem yaptiklar1 hatalar1 hem de bu hatalarim nedenlerini &gretmenlerin bilmesi, ispat
sunumlarinda veya siniftaki ispat etkinliklerinde &grencilerine gereken miidahaleleri
yapabilmeleri ac¢isindan faydali olabilir. Eger matematik egitimcileri Ogrencilerin
davraniglarina yonelik anlayislarini derinlestirebilirlerse bu anlayis onlara daha etkili bir
Ogretim tasarlamak ve ispat dogrulama ve diizeltmede Ogrencilerin daha etkili olmasina
yardim etmek icin bir temel saglayabilir (Komatsu, Jones, lkeda ve Narazaki, 2017). Bu
nedenle, 6grencilerin ispatlamada yasadiklar1 giicliiklerin ve bu gii¢likklerin nedenlerinin
belirlenmesine yonelik ¢aligmalarin 6nemli oldugu sdylenebilir. Literatiir incelendiginde,
yukarida bahsi gecen yaygin giicliiklerin olusmasina sebebiyet veren ¢ok ¢esitli faktorlerin 6ne
stiriildiigii goriilmiistiir. Bu faktorler ispatin kendisinden, 6grencilerden, 6gretmenlerden ve
Ogretim programlarindan kaynaklanan nedenleri igerebilmektedir. Yani, ispatin kendi
dogasindan kaynakli olarak Ogretiminin zorlugundan, Ogrencilerin tutumlari/inanglari/
onbilgileri/kavram yanilgilari, Ogretmenlerin ispata iligkin alan ve pedagojik alan
bilgileri/inanglari/6gretim yontemleri ve 6gretim programindaki/kitaplardaki eksiklikler gibi
cesitli faktorlerden soz edilebilir.

Ogrencilerin ispatlamada giicliik yasamalarinin, dncelikle ispat yapmanin kolay bir
matematiksel siire¢ igermiyor olmasindan kaynaklandigini diisiinen Stylianides ve Stylianides
(2017) ispatin egitimin her seviyesinde 6grenilmesi ve 6gretilmesinin gii¢ bir konu oldugunu
aktarmistir. Bunun yani sira, bu giigliiklere 6grencilerin tutumlari, inanglari, dnbilgileri veya
kavram yanilgilarinin neden oldugunu belirten calismalar bulunmaktadir. Ozellikle, bu
caligmalarin bazilar1 basarili dgrencilerin de ispatlamada benzer hatalar yaptiklarim rapor
etmislerdir (6rn., Zazkis ve digerleri, 2015). Weber (2001), 6grencilerin stratejik bilgilerinin
yetersiz oldugunu yani tanimlar1 ve teoremleri biliyor olmalarina ragmen ispatta bu bilgileri
kullanmak i¢in bunlar1 dogru sekilde segemediklerini belirtmistir. Ustiingiin (2020) de 12. snif
Ogrencilerinin geometride sozsiiz ispat becerilerini inceledigi tez ¢aligmasinda, dgrencilerin
gerekli matematiksel bilgiye sahip olmalarina ragmen ispati yapamadiklarini aktarmistir. Buna
ek olarak literatiirde, Ogrencilerin ispatin dogasina, kurallarina ve yontemlerine ydnelik
kavramsal anlamada sikint1 yasadiklar ve ispata dair kesin fikirlere sahip olmadiklar1 (Bleiler
ve digerleri, 2014; Demiray ve Isiksal Bostan, 2017; Giiler ve Dikici, 2014; Inglis ve Alcock,
2012; Moore, 1994; Selden ve Selden, 1995; Uzun ve Biilbiil, 2013; Weber, 2001); ispatin
amacini ve matematikteki Onemini bilmedikleri veya anlamadiklar1 (Stylianides ve

Stylianides, 2009a; Ugurel, 2010); ispatlart anlamak yerine ezberledikleri (Demiray ve Isiksal
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Bostan, 2017; Moore, 1994; Wheler ve Champion, 2013); kompleks mantiksal iddialar
anlamakta sorun yasadiklar1 (Selden and Selden, 1995; Zandieh, Roh ve Knapp, 2014) ve
ispata kars1 6nyargili olduklar (Yilmaz, 2015) aktarilmstir.

Lew ve digerleri (2016) geleneksel kalite standartlarini karsilayan bir dersin bile
Ogrenciler tarafindan 6gretmenin amagladigi sekilde anlasilmayabilecegini belirtmistir. Bu
durumda anlamanin gerceklesmemesine, 6grenciden kaynakli faktorlerin neden oldugunu
sOylemistir. Bu faktorlerden biri, 6gretmenin ispati agiklayarak anlatmasina ragmen
Ogrencilerin defterlerindeki notlarinin yalnizca tahtadaki yazili formel ispattan olusmasidir
(Lew ve digerleri, 2016). Yani 6grenciler tahtada yazilanlar1 deftere gecirirken 6gretmenin
aciklamalarin1 yazmamaktadirlar. Buna ek olarak, dersin bir boliimiine dikkatini vermeme ve
dersteki notlar1 ders disinda tekrar etmeye yeterli vakit ayirmama gibi nedenlerin de
Ogrencilerin matematiksel dersleri anlamalarima engel olabildigini aktarmislardir. Benzer
sekilde Alcock ve digerleri (2015) derslerde yapilan agiklamalarin potansiyel olarak belirsiz
ve gecici oldugunu ve bu nedenle genellikle 6grenciler tarafindan kaydedilmedigini iddia
etmistir. Moore (1994) ise Ogrencilerin ispat yazma becerilerini gelistirmek igin birgok
uiniversitenin formel ispata koprii olacak gesitli dersler gelistirmelerine ragmen bu dersleri
aldiktan sonra bile dgrencilerin ispatla sorun yasayabildigini sdylemistir.

Ogrencilerin  kendi sorumluluklarma yonelik inanglarmin da onlarin ispat
ogrenmelerinde etkili oldugu soylenebilir. Ciinkii bir 6grencinin matematik derslerinde
yapilan ispatlar1 izleyerek ogrendikleri, 6gretim elemaninin 0gretmeyi niyet ettigi seyler
olmayabilir (Alcock ve Weber, 2005). Ornegin, Weber ve Mejia-Ramos (2014), matematik
lisans Ogrencileriyle yaptiklari ¢aligmada, Ggrencilerin sunulan ispatlardan ¢ok az sey
ogrendiklerini ¢ilinkii bu Ogrencilerin ve Ogretmenlerin bir ispati okumada &grencinin
sorumluluklarina yonelik farkli inanglara sahip olduklarini belirtmistir. Bu farkliliklardan biri
derste sunulan ispati anlamak icin ne kadar zaman ayrilacag ile ilgilidir. Yani, 6gretim
elemanlari, matematik lisans Ogrencilerinin kendilerine sunulan ispatlar1 incelemek igin 15
dakikadan fazla zaman harcamasi gerektigini diisiiniirken 6grencilerin ¢ogu bunu yapmalari
gerektigini diisinmemektedir. Buna ek olarak Ogrencilerin ¢ogu ispattaki her adimi
dogrulayabilirlerse bir ispati tamamen anladiklarina inanirken, 6gretim elemanlar genellikle
bir ispat1 anlamanin bundan daha fazlas1 olduguna inanmaktadirlar. Ayrica, 6grenciler, ispat
iyl yazilmigsa, alt-ispatlar veya diyagramlar olusturmak zorunda kalacaklarina inanmadiklar
icin iyi bir ispat okumanin bir sekilde pasif bir siire¢ olmasi gerektigini diistinmekteyken

Ogretim elemanlar1 bunun aksini diisiinmektedir.
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Ispatlamada dgrencilerin yasadig: giicliiklerin bir baska nedeni olarak da 6gretmenin
ispat alan bilgisinin veya pedagojik alan bilgisinin yetersiz olabilecegi gdsterilmistir. Ornegin,
Martin ve Harel (1989) ve Knuth (2002a), baz1 matematik 6gretmenlerinin 6rnek vermeyi ispat
olarak gordiigiinii aktarmistir. Epp (2003)’e gore, bu durum nedeniyle, 6gretmenler fark
etmeden Ogrencilerde, deneysel argliimanlarin matematiksel ifadelerin dogrulugunu
gostermeye yettigine yonelik bir alg1 olusturmus olmaktadirlar.

Ugurel (2010), lise matematik Ogretmenlerinin derste ispat sunumlarinda, alan
bilgilerindeki bazi eksiklikleri gosteren ve 6grencilerde ispata yonelik kavram yanilgilarina
neden olabilecek sdylemlerde bulunduklarini aktarmistir. Stylianides ve digerleri (2013) ise
ispatin derste daha merkezi konuma gelmesinin zor oldugunu ¢iinkii 6gretmenlerin ¢cogunun
(6zellikle de sinif 6gretmenlerinin) muhakeme ve ispatla ilgili sinirli matematiksel konu alan
bilgisine sahip olduklarini soylemistir. Buna ek olarak, Knuth (2002b) 6gretmenlerin, ispatin
matematiksel olarak roliinii anlamakta zorlandiklarin1 ve birgok 6gretmenin, ispatlarin lise
Ogrencilerine uygun olmadigina inandiklarini aktarmistir. Benzer sekilde, Barak (2018)
ortaokul matematik 6gretmen adaylarinin ispat yapma siireclerini inceledigi tez ¢alismasinda,
Ogretmen adaylarinin ortaokul diizeyinde ispat yapmaya yonelik goriislerini de almistir. Sonug
olarak, baz1 6gretmen adaylarinin ortaokul diizeyinde ispat yapilamayacagim diistindiikleri
bulunmustur.

Matematik Ogretmenlerinin ispatla ilgili algilari, genellikle lisans diizeyinde
matematiksel ispatla ilgili igerikleri dgrendikleri derslerden etkilendiginden (Blanton ve
digerleri, 2009; Knuth, 2002b) yukarida bahsi gecen eksikliklerin birgogunu, lisans egitim
hayatlarindan 6gretmenliklerine tasiyabilecekleri diistiniilebilir.

Ogrencilerin ispatlamaya yonelik basarisizliklarinda, derslerde ispatin 6gretimi icin
segilen yontemlerin de payr oldugu sdylenebilir. Ornegin, Uzun ve Biilbiil (2013)
calismalarinda, lise matematik 6gretmen adaylarinin basit 6nermeleri bile ispatlamada giicliik
yasadiklarin1 aktarmistir. Bu durumun bir nedeni olarak matematik derslerinde genellikle
Ogretim elemaninin ispatlari anlattigint ve Ogrencilerin ispatlamaya katilmasina firsat
verilmedigini belirtmistir. Ugurel (2010)’e gore 6grencilerin bilgileri cogunlukla 6gretmenleri
ile etkilesimleri ¢er¢evesinde yapilandirilmaktadir. Sinif ortaminda 6grenci ve 6gretmenlerin
ispatlama etkinligindeki sOylemlerini analiz ettigi doktora tezinde, Ugurel (2010) ispata
yonelik 6grencilerdeki yetersizlik ve yanilgilarin temel nedenlerinin, “é6gretmenlerin ispatiar:
agirlikly olarak bilgi aktarimi yoluyla sunmasi, ispatin insasi esnasindaki biligsel siireglere
ogrencileri yeterince dahil etmemesi ve ispat yapmanin anlami ve adimlarin sinirli bir sekilde

ifade ederek aktarmasi” (s. 199) oldugunu soylemistir. Benzer sekilde, Stylianou ve digerleri
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(2015), ogrencilerin, gogunlukla derste ispat olusturmanin bir pargasi olmadigini belirtmistir.
Ciinkii ileri matematik derslerinin ¢ogu, 6gretim elemaninin teoremlerin ispatlarini 6grencilere
sunmasindan olugmaktadir (Fukawa-Connelly, 2012b; Mills, 2014; Weber, 2004, 2010). Bu
pedagojik uygulamanin arkasinda, &grencilerin, 6gretmenin sundugu ispatlari okuyarak ve
calisarak Ogrenebilecegi varsayimi vardir. Bu tiir derslerde G6grenciler sunulan ispatlari
izleyerek pasif sekilde not alirlar (Weber, 2004). Ozetle, 5gretim elemani derste matematiksel
arglimanlar1 temel sunucu ve degerlendirici oldugundan ogrencilerin kendilerinin nasil
arglimanlar olusturup degerlendireceklerini anlamalar1 i¢in firsatlari sinirlidir (Harel ve Rabin,
2010). Bu ispat oOgretim sekli, O6grencinin bir ispatin dogrulugunu degerlendirmesi
gerektiginde, 6gretmenin tek otorite olduguna inanmasina sebep olmustur (Harel ve Sowder,
1998). Ayrica, bu tiir 6grenme ortamlarinda 6grenciler 6gretim elemaninin ispat algisini fark
edemeyebilirler. Ciinkii onlar sadece tahtada yazan son iiriinleri kopyalarlar ve matematigi
kavramsal anlamanin, ispatlar olusturmayi, ispatlarin matematik hakkinda daha derin
diisiinmek i¢in bir ara¢ oldugunu gérmeyi gerektirdigini ve ispatlarin dnemini fark etmezler
(Ko ve Knuth, 2013). Geleneksel smiflarda baskin 6gretim, 6grencilerin belirli ispatlar
baskalar1 tarafindan yazilan ispatlarla 6grenecegini yani okumanin 6nemli oldugunu varsayar
(Lew ve digerleri. 2016; Selden ve Selden 1995). Daha 6grenci merkezli 6gretimlerde ise
Ogrenciler ispat olusturmaya ve sunmaya daha fazla zaman ayirir (Panse, Alcock ve Inglis,
2018).

Uzun ve Biilbiil (2013) sinavlarda genellikle derste sunulan veya kitaplarda olan
ispatlarin soruldugunu ve 6grencilerin bu ispatlari ezberleyerek dersi gegecek not aldiklarini
aktarmmglardir. Bu sebeple de Ogrenciler ispatlari kavramsal olarak anlamak yerine
ezberlemektedirler. Weber ve Mejia-Ramos (2014), iniversitede matematik derslerinde
ispatlarin genellikle daha hizli anlatildigini, 6grencilerin ispatlar1 nasil okuyacaklarini
anlatmaya ¢ok az zaman ayrildigin1 ve ispati ne kadar anladiklariin da nadiren
degerlendirildigini belirtmistir. Sonug olarak, 6grencilerin, onlara sunulan ispatlar1 ¢caligmaya
vakit ayirmalart gerektiginin (kendilerinden bunun beklendiginin) farkinda olmadiklarini
aktarmustir.

Derslerde ispat yaparken matematikgilerin ispat yapma siireclerine benzer bir akisin
ispatin Ogretiminde uygulanmamasimin da sorun teskil edebilecegi soylenebilir. Almeida
(2000), profesyonel matematikgilerin ispatlama siirecindeki hareket tarzinin “sezgi-deneme ve
yanilma-tahmin-varsayim-ispat” seklinde olmasina ragmen 6gretmenlerin lisans 6grencilerine
Ogretim sekillerinin bu akistaki son noktaya odakli oldugunu belirtmistir. Bu odaklanmanin

matematikte ispat yapmanin dogasinda olan hissi Ogrencilerden gizledigini ve &nemini
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kaybettirdigini de sOylemistir. Benzer sekilde, Stylianides (2007) ise ispatin lise geometri
derslerinde matematikle onceki bilgilerin dogal bir genislemesi olarak degil de ¢ogunlukla
izole edilmis ayarlamalar i¢inde tanitildigina deginmistir.

En yaygin kavram yanilgilarindan biri olarak kabul edilen 6grencilerin 6rnek vererek
ispat yapmaya caligsmalarinin veya ispat yaparken ornekleri kullanamamalarinin, érneklerin
dogru kullaniminin gretilmemesinden kaynaklandigi da iddia edilmistir. Ornegin, Knuth,
Zaslavsky ve Ellis (2017)’e gore tiim smif seviyelerindeki 6grenciler, ispatlama ile ilgili
etkinlikler boyunca 6rneklerin stratejik olarak diisiiniilecegi ve analiz edilecegine yonelik bir
egitim ya cok az almaktadir ya da hi¢c almamaktadirlar. Bu nedenle, matematikgilerle
Ogrencilerin ispat kullanimlar1 arasindaki zitliklarin bu durum diisiiniildiigiinde siirpriz
olmayacagini da sdylemislerdir.

Ispatin  farkli islevlerinin/fonksiyonlarmin  derslerde  vurgulanmasinin ~ ve
orneklendirilmesinin, 6grencilerin ispat algilar1 agisindan 6nemli oldugu sdylenebilir. Bieda
(2010), baz1 matematik 6gretmenlerinin derste ispat yapmay1 yalnizca dogrulama ve agiklama
olarak gosterdiklerini soylemistir. Bu durum, 6grencilerin ispatin iglevlerini biitiinsel olarak
kavrayamamasina ve ispatin dnemini anlamakta sorun yagamasina neden olabilir.

Ogrencilerin ortaoakul ve lisede ispatlamaya yonelik tecriibe kazanmamis olmalar1 da
universitede ispatla karsilagtiklarinda sorun yasamalarina neden olabilmektedir. Bastiirk
(2010) dgretmen adaylart ile yaptig1 calismada ispatlamada yasadiklar giigliiklere neden
olarak {iniversite 6grencilerin bir anda ispatla karsilastiklarini belirtmistir. Bunun tilkemizde
ogrencilerin ilkdgretim ve lise seviyesinde ispatla ugrasmamalarindan kaynaklandigini
belirtmistir.

Ispat dgretiminde 6grencilerin ispat algilarim etkileyebilecek yukarida bahsi gegen
faktorlere ek olarak 6gretim programi ve ders kitaplarinin da ispat 6gretiminde etkisinin
oldugu iddia edilmistir. Ornegin Knuth (2002b), etkinliklerin cogunun acik uglu oldugu ve
genellikle Ogrencilerin ¢oziimleri icin gerekce saglamalarin1 gerektiren miifredatlari
uygulayan ogretmenlerle geleneksel miifredatlar1 kullanan 6gretmenlerin fikirlerinin ve
goriiglerinin de farkli olacagini belirtmistir. Turan (2019) ise matematik basarisi1 yiiksek
ortaokul dgrencilerinin ispatlama becerilerinin istenilen diizeyde olmamasinin nedenlerinden
birinin de ortaokul matematik dgretim programinda ispata iligkin kavramlara yeterince yer
verilmemesi oldugunu sdylemistir.

Matematik ders kitaplarinda ispatla ilgili yapilar iki sebeple Onemlidir: ispat
matematigin énemli bir bileseniyken kitaplar da matematik 6gretiminin temel bir bilesenidir

(Davis, Smith, Roy ve Bilgic, 2014). Matematik ders kitaplar1 6grenme firsatlar1 igin
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potansiyel bir kaynak olarak goriilebilir (Bergwall ve Hemmi, 2017). Bununla birlikte, bazi
aragtirmalar ders kitaplarindaki ispat etkinliklerinin ¢ok az oldugunu aktarmistir (6rn.,
McCrory ve Stlianides, 2014; Thompson, Senk ve Johnson, 2012; Zeybek, Ustiin ve Birol,
2018). Ornegin, ortaokul matematik ders kitaplarindaki ispat etkinliklerini inceleyen Zeybek
ve digerleri (2018), muhakeme ve ispat etkinliklerinin sayisinin ¢ok az oldugunu ve bu
durumun giincel egitim reformlariyla Ortiismedigini belirtmistir. McCrory ve Stlianides
(2014) ise inceledikleri ders kitaplarinda akil yiiriitme ve ispatlamanin nadiren agik bir sekilde
ele alindigini, akil yiiriitme ve ispatlama kavramlarina ve yontemlerine atiflarin da nadir
oldugunu sdylemistir. Thompson ve digerleri (2012), 20 giincel lise matematik ders kitabini
incelemislerdir. Kitaplarda bazi 6zelliklerin gerek¢elendirmeden verildigini ve dgrencilerin
alistirma sorularinda ispatla ilgili akil yiiriitme firsatlarinin az oldugunu bildirmislerdir. 6. ve
8. swniflar i¢in tasarlanmisg bir ders kitab1 6rneginden alinan etkinlikleri inceleyen Stylianides
(2009), bu etkinliklerin yarisindan daha azinin muhakeme ve ispat icin firsat sundugunu
bulmustur. Sears ve Chavez (2014) ise calismalarinda katilimc1 olan 6gretmenlerden birinin
ders kitabindan baz eksiklikleri nedeniyle memnun olmadigini aktarmistir. Ogretmen, kitabin
ispatlar1 uygulamak igin yeterli problemler saglamadigini, matematiksel fikirleri baglama
ihtiyacina deginmedigini ve igerigin sunuldugu siranin daha mantikli olmas1 gerektigini
belirtmistir. Bu bulgulara ek olarak Zazkis ve digerleri (2016) inceledikleri ders kitabindaki
ispatlarin %10 undan azinin resimlerle birlikte sunuldugunu ve ispattaki adimlarin gorsellerle

gerekeelendirilmedigini aktarmugtir.

2.5.3. Ogrencilerin Ispata iliskin Yasadiklan Giicliiklerin Giderilmesi ve ispatlama

Becerilerinin Gelistirilmesi icin Oneriler

Ogrencilerin ispata ydnelik yasadiklart giiliikler ve bu giicliiklerin nedenleri
literatlirde cok yaygin bir sekilde yer bulurken gerek belirli gligliiklerin giderilmesi gerekse
genel olarak Ogrencilerin ispatla ilgili yeterliklerinin gelistirilmesi amaciyla ¢esitli
uygulamalarm veya ydntemlerin de denendigi sdylenebilir. lkdgretimden iiniversite diizeyine
kadar her seviyede, 6grencilerin ispatlama becerilerinde ve ispata yonelik tutumlarinda olumlu
etki olusturacagi tavsiye edilen Ogretim miidahaleleri/deneyleri /modelleri/yontemleri,
dinamik yazilimlar, ders tasarimlari ve ispatin sunumu i¢in alternatif formatlar aragtirmalarda
yer almaktadir. Ornegin, bazi caligmalar &grencilerin ispatla ilgili yeterliliklerini
gelistirmelerine yardimct olacak dgretimler dnermistir. Caligmalarda genellikle “6gretimsel

miidahale” ifadesi ile yer bulan bu durum ile kastedilen, belirli 6grenme ¢iktilarina ulagsmak
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icin amaca yonelik faaliyetler ve stratejilerin uygulanmasidir (Stylianides, 2011). Bu 6gretim
miidahaleleri ¢esitli 6gretim modelleri, stratejileri, yontemleri ve tekniklerini i¢erebilmektedir.
Stylianides ve digerleri (2007) 6grencilerin ispat 6grenmelerine katki saglayacak ogretim
miidahalelerinin tasarlanmasi ve uygulanmas: gerektigini tavsiye etmistir. Ornegin, Samkoff
ve Weber (2015) iiniversite 6grencilerinin okuduklar1 ispati anlama becerilerini gelistirecek
stratejileri iceren bir 6gretim yontemi tasarlamislar ve bu yontemin yararlt olduguna yonelik
sonuclar1 aktarmislardir.

Cihan (2019) doktora tez ¢aligmasinda, lise matematik 6gretmen adaylarinin ispatla
ilgili alan ve pedagojik alan bilgilerini gelistirmeye ydnelik bir ders tasarimi yapmis ve bu
dersi uygulanustir. Ispatin bilesenleri, ispat yontemleri, ispat semalari, ispata yonelik grenci
giicliikleri, bu giicliiklerin nedenleri ve bu giicliiklerin giderilmesine yonelik stratejileri de
iceren bu dersin nicel ve nitel olarak analizi sonucunda 6gretmen adaylarinin ispata yonelik
alan ve pedagojik alan bilgilerini gelistirdigini aktarmustir.

Stylianides ve Sytlianides (2009b) matematik 6gretmen adaylarinin ispatlamada
deneysel argiimanlarin sinirlhiliklarini anlamalarina yardimer olmay1 amaglayan bir 6gretim
dizisinin teorik temelini olusturarak bu 6gretim dizisini 6gretmen adaylarina uygulamislardir.
Sonug olarak bu 6gretimin, 6grenme hedeflerini destekledigini bulmuslardir. Bu 6gretim
dizisini temel alan Stylianides (2011), hazirladig1 detayli ders planlarina uyarak ders isleyen
bir lise 0gretmeninin, 0grencilerinin bahsedilen giigliikleri agmaya basladigini aktarmustir.
Sonug olarak gelistirilen bu 6gretimin hem lisans hem de lise diizeyinde 6grencilerin deneysel
argiimanlar ispat olarak gorme yanilgisimin giderilmesinde etkili oldugu bulunmus ve bu
Ogretim dizisinin diger yanilgilara veya alanlara da uyarlanabilecegini dnerilmistir.

Oztiirk (2016), grup calismalari, simif tartismalar1 ve dinamik geometri yazilimi
kullanmay: iceren ‘Matematiksel ispat (ISMAT)’ adim verdigi &gretim modeline gére
tasarlanan 6grenme ortaminin, ortaokul matematik 0gretmen adaylarimin ispat siirecinde
muhakeme yapma ve matematik dilini kullanmada olumlu etkisi oldugunu, ispatin rollerine
yonelik bakis agilarinin geniglemesini ve ispati daha genis acgilardan degerlendirebilmelerini
sagladigini aktarmigtir. Sar1 (2011) da grup tartigmalar1 ve sosyal etkilesim igerecek sekilde
tasarladigr 0gretme deneyinin, lise matematik 6gretmen adaylarinin ispatlama siireclerine
olumlu etkisi oldugu ve ispatla ilgili gii¢liikklerinin azalmasini sagladigini belirtmistir.

Mata-Pereira ve Ponte (2017), Ogrencilerin genelleme ve gerekcelendirme
becerilerinin gelisimini desteklemek amaciyla hem siif tartigsmasi baglatacak kesif amagl bir
etkinligi hem de bu smif tartismasinda Ggretmenin eylemlerini planlayarak tasarladiklari

Ogretim deneyinde, tamimladiklar1 6gretmen eylemlerinin ve segilen etkinligin 6grencileri
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genellemeye ve gerekgelendirmeye yonlendirdigini ve bu becerilerini zenginlestirdigini
aktarmuglardir. Aylar (2014), ortaokul 7. sinif 6grencilerinin ispata yonelik algi ve becerilerini
gelistirmeyi ve ispat yontemlerinin Ogretimini de iceren bir Ogretim deneyi sonucunda
Ogrencilerin ispat kavramina yonelik alg1 ve ispat yapma becerilerinde gelisim gézlemledigini
belirtmigtir. Inam (2014) ise ispat kavramu testlerine dayali olarak tasarladifi 6gretim
uygulamasi ile bu testlerin belirli bir diizeye kadar 6grencilerin kavramalarinda olumlu etkisi
oldugunu ve lise 6grencilerinin bu dgretim uygulamasindan memnun kaldiklarini aktarmistir.

Yilmaz (2015), matematiksel modeller kullanilarak teoremlerin ispatlanmasinin hem
teoremin 6grenciler (ortaokul matematik 6gretmen adaylari) tarafindan anlasilmasini hem de
Ogrencilerin ispat becerilerine ve ispata yonelik olumlu tutum gelistirmelerine olumlu etkisi
oldugunu bulmustur. Benzer sekilde, Unveren (2010) ortaokul matematik Ogretmen
adaylarmin derste matematiksel modelleme ile gergeklestirilen ispatlarda, geleneksel yollarla
yapilan ispatlara gore ispata yonelik tutumlarinin daha yiiksek oldugunu belirtmistir.

Uzun ve digerleri (2013) matematik 6gretmen adaylarinin ispatlama becerilerini
gelistirmeye yonelik bir 6gretme deneyini analiz ettikleri ¢aligmalarinda, sinif iginde
uygulanabilecek su 6grenme etkinliklerini dnermistir: Ogrencilerin bir teoremin/dnermenin
dogrulugu veya yanlighigini argiimanlar iireterek ve bu argiimanlar test ederek tartigmalari,
iirettikleri argiimanlardan gecgerli olarak kabul edileni ispat olarak yazmalari, yazdiklari
ispatlarin gecerliligini degerlendirerek gegerli ispatin nasil olmasi gerektigini ifade etmeleri,
Ogrencilerin heterojen gruplar iginde etkilesime girerek ¢aligmalari saglanmali, sinavlarda
derste sunulanlardan farkli ispatlar sorulmali, sinavlardan sonra 6grencilere hatalari ile ilgili
doniit verilmeli, sinav kagitlarindan bazi yanitlarin segilerek sinifta tartigiimasi saglanmali,
ispatlama 6devleri verilmeli ve bu 6devler sinifta birlikte incelenmelidir.

Weber (2015), matematik lisans Ogrencilerinin ispatlar1 anlamak ig¢in
kullanabilecekleri ispat okuma stratejilerini belirlemeyi amaglamistir. Bunun i¢in, dort basarilt
Ogrencinin onlara verilen bir ispati okurken neler yaptiklarini analiz etmistir. Bu 6grencilerin,
anlamay1 gelistirmek icin bes ispat okuma stratejisi kullandiklarini tespit etmistir. Bu
stratejiler: (i) ispatin1 okumadan Once teoremi ispatlamaya calismak, (ii) ispatta kullanilan
ispat cergevesini belirlemek, (iii) ispati pargalara veya alt ispatlara ayirmak, (iv) ispattaki zor
iddialar1 bir 6rnekle gostermek ve (v) ispatta kullanilan yontemi kisinin kendi yaklagimiyla
karsilastirmak. Bu ispat okuma stratejilerinin anlamay1 gelistirebileceklerini aktaran Weber
(2015), caligmanin ikinci agamasinda ise 83 matematik egitimcisi (6gretim elemani) ile,
ogrencilerinin bu stratejileri kullanmasini isteyip istemedikleri konusunda anket yapmis ve

¢ogu matematikg¢inin, bu stratejileri faydali buldugunu rapor etmistir. Bu ¢alismada elde edilen
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ispat okuma stratejilerinin 6gretildigi iki ders tasarimini analiz eden Samkoff ve Weber (2015)
ise bu stratejilerin uygulanmasimin ogrencilerin okuduklar1 ispatlar1 anlamalarina yardimci
oldugunu, ancak her ders veya konu ig¢in ¢esitli nedenlerle faydali olmayabilecegini de
belirtmislerdir.

Hazirlanan g¢esitli form ve calisma kagitlarinin da ispatlama yeterligine etkisi
arastirilmistir. Ornegin, Yesilyut Cetin (2017), doktora tez calismasinda, hazirladigi ispat
tamamlama formundaki anahtar fikirlerin lise matematik 6gretmen adaylarinin sezgisel olarak
ispati anlamalarini, ispata yonelik olumlu tutum gelistirmelerini, ispata baglamalarini ve ispati
tamamlamalarini kolaylastirdigini aktarmistir. Benzer sekilde, Karaoglu (2010), anahtar nokta
ve fikirlerle desteklenmis ispatlar1 iceren ¢alisma kagitlari kullanmanin etkililigini aragtirdigi
tez calismasinda, lise matematik Ogretmen adaylarinin anahtar nokta ve fikirlerden
yararlandiklarinda ispat yapma performanslarinin arttigimi bulmustur. Ulker (2018) gercekgi
matematik egitimi ¢cercevesinde sozsiiz ispatlarin kullaniminin ortaokul 7. sinif 6grencilerinin
ispata yonelik becerilerinin gelisimine olumlu etkisi oldugunu aktarmistir. Benzer sekilde,
Polat (2018) sozsiiz ispatlarin, 9. smif 6grencilerinin ispatlama becerisine olumlu etkisi
oldugunu belirtmigtir.

Bahsi gegen tiim bu yontemler gibi faydali olabilecegi diistiniilerek ispat 6gretimine
entegre edilen yontemlerden bazilarinin beklenen etkiyi olusturmadigi da sdylenebilir.
Ornegin, Kiiciikbulut (2019), yapilandirmaci yaklasim modellerinden biri olan 5E 6grenme
modelinin, 7. simf dgrencilerinin geometride ispat becerilerinin gelisimine anlamli etkisinin
olmadigimi bulmustur. Bekledigi etkiye ulasamayan bir bagka arastirmada ise Roy, Inglis ve
Alcock (2017), lisans 6grencilerinin matematiksel ispatlar1 anlamalarina yardimei olmak igin
tasarlanmig bir miidahaleye iliskin iki ¢alisma sunmustur. Miidahalede, mantikli iligkilere
dikkat ¢ekmek i¢in tasarlanmis sesli yorum ve gorsel animasyonlarla ispatlar (e-ispat) sunan
multimedya kaynaklar1 kullanilmustir. 1. ¢alismada, gruplardan biri bir e-ispat ve digeri ise
standart bir yazili ispat iizerinde ¢alismig ve dgrencilerin anlama basarilart gesitli testlerle
degerlendirilmistir. Gruplar anlik testte benzer sekilde performans gostermesine ragmen, e-
ispat grubunun daha zayif akilda tutma sergiledigi goriilmiistiir. 2. ¢alismada ise bir e-ispat
iizerinde calisan katilimcilarin sesli yorumlar1 dinlemediklerinde daha az islem c¢abast
sergilediklerini gostermek i¢in gdz hareketi analizlerini kullanmislar ve birinci ¢alismadaki
beklenmedik sonucun nedenini de agiklamiglardir. E-ispatlar tarafindan sunulan ekstra
destegin, Ogrencilerin bilgileri organize ettikleri siiregleri aksattigi ve bdylece yeni

anlayislarinin mevcut bilgilerle biitiinlesmesini kisitladigini bulmuslardir.
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Teknoloji  destekli dgretimlerin, Ogrencilerin  ispata yonelik yeterliklerini
gelistirmesindeki paymin belirlenmesi icin de ¢alismalar yapilmistir. Ornegin, Demir (2011),
(Cabri) dinamik geometri yazilimi kullanilarak bilgisayar destekli geometri materyalleri ile
gerceklestirilen Ogretimin, 8. simf Ogrencilerinin ispatlama becerilerini gelistirdigini
bulmustur. Benzer sekilde, Haseki (2018), (Geogebra) dinamik geometri yazilimina dayali
ispat 6gretiminin lise 6grencilerinin geometrik ispata karsi tutumlaria olumlu etkisi oldugunu
aktarmistir. Ceylan (2012) (Geogebra) dinamik geometri yaziliminin ortaokul matematik
Ogretmen adaylarinin ispat yaparken varsayim yapmalarina yardimci oldugunu ve onlari ispat
yapmaya tesvik ettigini belirtmistir. Ipek (2010) ise dinamik geometri yazilimi kullanarak ispat
Ogretiminin, ortaokul matematik Ogretmen adaylarmin  farkli  ispat tiirlerini
kullanabilmelerinde olumlu etkisi oldugunu bulmustur. Zengin (2017), GeoGebra yaziliminin
matematik 6gretmen adaylarinin ispat konusundaki tutumlarina etkisini belirlemek amaciyla
24 matematik Ogretmen adaymna dokuz hafta tasarlanan Ogretim deneyi uygulanmustir.
Verilerin analizi sonucunda, GeoGebra yaziliminin, 6gretmen adaylarinin ispat ve ispatlama
konusundaki tutumlarinin olumlu ydnde arttig1 tespit edilmistir. Ogrencilere teorik diisiinmeyi
ve Ozellikle ispat uygulamalarini tanitmada (Cabri) Dinamik Geometri Sistemi (DGS)
kullaniminin etkilerini 6gretim deneyi ile incelemeyi amaglayan Mariotti (2012), DGS’nin,
Ogretmenin gergeklestirmeye niyetlendigi egitimsel hedeflerini destekledigini ve 6grencilerin
teorem anlayiglarinin gelisimini tesvik ettigini tespit etmistir.

Matematik O6grencilerinin ispati anlamasina yardimci olmak igin bazi matematik
egitimcileri ispatlarin anlamayi arttiracagina inandiklari alternatif formatlarla sunulmasini
onermislerdir. Ornegin, Almeida (2003) {iniversite matematik derslerinin genellikle tanim-
teorem-ispat sirasiyla islendigini, bununla birlikte 6zenle secilecek drnekler yardimiyla ve
teoremlerin anlagilmasina firsat verecek sekilde derslerin “Grnekler-teorem-ispat” veya
“ornekler-ispat-teorem” formatinda anlatilmasi gerektigini belirtmistir.

Akran degerlendirme sisteminin ispat ogretimine entegre edilerek pedagojik bir arag
olarak kullanilmasini 6neren Zerr ve Zerr (2011), denedikleri bu ydntemin 6grencilerin
elestirel diisiinme gibi diislinme becerilerini gelistirdigini ve onlarin, akranlari tarafindan
yazilan ispatlar1 okuma ve degerlendirmelerinin matematigi yalnizca dogru oldugu bilinen
kanitlar1 okurken okuyabileceklerinden daha aktif bir sekilde okumalarini gerektirdiginden
icerigi 0grenmelerinde etkili olabilecegini belirtmislerdir. Benzer sekilde, baz1 aragtirmacilar
(6rn., Ko, Yee, Bleiler-Baxter ve Boyle, 2016; Stylianides ve Stylianides, 2009a)
ogretmenlerin smifta tek otorite olarak davranmasi yerine 0grenme siirecinde 6grencilerin

ispat olusturma ve degerlendirme siirecine aktif olarak katilmalari i¢in firsatlar olusturulmasi
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gerektigini 6nermislerdir. Ispatla ilgili hedeflenen kazanimlari elde edebilmek igin {iniversite
Ogrencilerinin ispat dogrulamaya katildig1 ve kararlarim1 digerleriyle paylastigi/tartigtig
O0grenme ortamlart olugturmak Snemlidir (NCTM, 2000; Ko ve Knuth, 2013; Selden ve
Selden, 2003).

Synder (2010), Sudoku bulmacasinin ve ¢oziimiindeki kurallarin ispata dayali
matematige giriste kullanilabilecegini 6nermis ve dgrencilerin bu sekilde ispat yontemlerinin
cogunu dgrenebilecegini iddia etmistir. Hodds, Alcock ve Inglis (2014), 6grencilerin dikkatini
matematiksel bir ispat i¢indeki mantiksal iliskilere odaklamak i¢in tasarlanmis, kendini
aciklama egitimini iceren basit bir kitap¢igin onlarin ispat anlamalarini onemli 6l¢iide
gelistirebilecegini gosteren deneyler rapor etmisler ve ispata giris derslerinin kendini agiklama
egitimini icermesi gerektigini belirtmislerdir.

Ispatlamada 6rneklerin yanlis kullamnmna yonelik dgrenci hatalarma deginen
calismalarin bir kismi derste ispatlama etkinliklerinde dogru kullanimlarin1 géstermek adina
orneklerin egitimde sikca yer almasi gerektigini belirtmislerdir. Ornek kavrami TDK'’ye
(2020) gore “Bir diistinceyi, kurali, gdzlemi veya savi desteklemek ve agiklamak amaciyla
ileri siiriilen s6z, yapilan davranis, misal” dir. Alcock ve Weber (2010) Ornegi “bazi
matematiksel kavramlarin tanimini karsilayan bir matematiksel nesne” (sf. 2) olarak
tammlamuslardir. Ornekler sema, resim, belirli sayisal durum veya daha fazlasi gibi her tiir
gosterim tipinde olabilir (Yopp ve Ely, 2016). Cesitli matematiksel igeriklerde ornek
kullanimina yonelik yiiriitiilen ¢ok sayida ¢alisma mevcuttur. Bu ¢alismalar matematiksel
fikirlerin gelisiminde orneklerin 6nemli bir rol oynadigim gostermektedir. Orneklerin
ispatlama aktivitelerindeki kullanimlarina yonelik ¢aligmalar da (6rn., Alcock ve Inglis, 2008;
lannone, Inglis, Mejia-Ramos, Simpson ve Weber, 2011; Lockwood, Ellis, ve Lynch, 2016;
Weber, 2010; Weber, Inglis ve Mejia-Ramos, 2014) 6rnek kullaniminin tahmin ve ispatlamada
etkili bir arag oldugunu desteklemektedir. Ozgiir, Ellis, Vinsonhaler, Dogan ve Knuth (2019)
ornekleri, matematiksel kavramlar, teoremler ve teknikler ile 6grenenler arasinda aracilik eden
araclar olarak gordiiklerini belirtmistir. Bu nedenle oOrneklerin kisinin kendisiyle veya
digerleriyle iletisimi saglamasindan dolay1 matematik 6grenme ve yapmada hayati bir 6neme
sahip oldugunu belirtmislerdir.

Bazi galismalar (6rn., Harel ve Sowder, 1998) drnekleri 6grencilerin deneysel ispat
semasina egiliminden dolay1 6grencilerin ispatlamalarinda bir engel olarak goriirken, bazilar
ise Orneklerin uzmanlarin ispatlamalarinda onemli bir rol oynadigim1 ve dolayisiyla
Ogrencilerin ispatlama yaparken ve tahminler olustururken 6rneklerden faydalanabilecegini

onermistir. (6rn., Knuth ve digerleri, 2017; Lockwood ve digerleri, 2012). Knuth ve digerleri
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(2017) 6rnek temelli muhakemenin, genellikle ispatlamanin 6grenilmesinin 6niinde bir duvar
gibi goriilmekte olmasina ragmen ispatlamada énemli bir nesne oldugunu diistindiiklerini ve
orneklerin varsayimlari anlama, varsayim iiretme ve gelistirmede (bu varsayimlarin ispatlarini
geligtirmede sonraki girisimlerinde de) o©Onemli bir rol oynadigm disiindiiklerini
belirtmiglerdir. Orneklerin, matematikgilerin ispatlamaya yonelik etkinliklerinde ciddi bir rol
oynadigini ve bir varsayimi daha derin bir sekilde anlamay1 saglamanin yan1 sira bir ispatin
gelisiminde de kavrayis saglayacagini eklemislerdir. Ozetle, arastirmacilar Ogretimsel
yaklasimlarin 6grencilerin drneklerin sinirliligini ve ispata ihtiyaglari oldugunu anlamalarina
yardim edecek sekilde tasarlanmasi gerektigini savunmaktadir (6rn., Sowder ve Harel, 1998;
Stylianides ve Stylianides, 2009b).

Ogrencilerin ispatin 6nemini ve degerini anlamamasina yonelik bulgular, ispat
ogretiminde bu yonde de bazi tavsiyelerin gelistirilmesini saglamistir. Ornegin, Nardi ve
Knuth (2017) ispatin 6neminin ve gerekliliginin takdir edilmesi/degerinin bilinmesinin,
Ogrencilerin ispatlama becerilerindeki gelisimi hizlandiracagini iddia etmistir. Ayrica, ispatin
degerinin bilinmesi igin yapilacaklarin planlamasinda, ispat ve ispatlamaya iligkin siif
kiiltiiriinde bir degisim ve Ogretmenlerin ispatlama yeterliliklerinin gelistirilmesinin
gerektigini eklemislerdir. Demiray ve Isiksal Bostan (2017) ise ispatin 6nemi ve gerekliliginin
derslerde vurgulanmasini 6nermislerdir.

Ozetle, 6grencilerin ispatlamada yasadiklar1 gii¢liiklerin giderilmesine ydnelik ¢esitli
Onerilerin ve uygulamalarin mevcut oldugu sdylenebilir. Bununla birlikte, Ko (2010),
caligmakta olan dgretmenlerin oldugu kadar 6gretmen adaylarinin da ispat alaninda yeterli
bilgiye sahip olmak i¢in nasil hazirlanabileceginin tam olarak bilinmedigini iddia etmistir. Bu
aciklamay1 destekler sekilde, Stylianides ve Stylianides (2017) arastirmalarin 6gretmenlere,
Ogretmen egitimcilerine ve program gelistiricilere (kitap yazarlar1 da dahil) ispat alaninda
uygulamalardaki problemleri nasil belirleyebilecekleri konusunda yeterli destegi

saglamadigini (sf. 252) belirtmistir.
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2.6. ispat ve Ogretmenler

Ispat dgretiminin, 6grenciler ve dgretim programlari gibi dnemli sac ayaklarindan bir
digeri de dgretmenlerdir. Hatta bir dongii halinde ilerleyen 6gretim zincirinde dgrencilerin
ispatlamada veya diger matematiksel iceriklerde ve becerilerde yasadiklar1 giicliiklerin
azaltilmasi icin miidahale edilmesi gereken halkanin 6gretmen egitimi oldugu sdylenebilir.
Dolayisiyla, egitim fakiiltelerinde 6gretim elemanlarinin 6gretmen adaylarina verdikleri
egitim onem kazanmaktadir. Weber (2012) 6gretim elemanlarinin pedagojik amaglarini ve
uygulamalarini anlamanin pedagojik tavsiyelerin yayilmasi i¢in 6nemli oldugunu fakat buna
ragmen bu alanda yapilan ¢alismalarin az oldugunu belirtmistir. Benzer sekilde bazi caligmalar
da (6rn., Harel ve Sowder, 2007; Speer ve digerleri, 2010) bu tiir arastirmalarin {iniversitelerde
az oldugundan yakinarak 6gretim {iyelerinin 0gretim uygulamalarin1 gosteren ¢aligmalarin
yapilmast i¢in ¢agrida bulunmustur.

Lai ve Weber (2014) 6gretmenlerin mevcut ispat uygulamalari ve goriislerinin, onlarin
ispat Ogretiminde deger verdikleri ve ihtiya¢ duyduklari alanlarin belirlenmesine katki
saglayacagim sdylemistir. Roy ve digerleri (2010), matematik lisans &grencilerinin ispat
kavrayis1 tizerinde ii¢ farkli ispat sunumunun (kitapta yazili ispat, bir 6gretim gorevlisi
tarafindan derste sunulan ispat, bilgisayar temelli e-ispat) etkililigini arastirdiklar1 ¢aligmada
canli dersin yani bir dgretim gorevlisinin ispati anlatmasinin, dgrencilerin ispat kavrayisi
tizerinde diger sunumlara gore anlamli derecede biiyiik etkisi oldugunu ve en az etkili
sunumun ise e-ispat oldugunu aktarmiglardir. Bu baglamda, 6grencilerin ve Ogretmen
adaylarinin ispat becerilerinin gelistirilmesini saglayacak Oneriler igin Ogretmenlerin
uygulamalarinin ve uygulamalarina yon veren goriislerinin incelenmesinin 6énemli oldugu
sOylenebilir.

Ispatin dgrenci boyutuna odaklanan calismalarda {iniversite diizeyinde Srneklemin
yogunluguna paralel olarak 6gretmen boyutuna odaklanan ¢calismalarda da 6gretim {iyeleriyle
ve lise matematik dgretmenleriyle olan arastirmalarin daha yogunlukta oldugu sdylenebilir.
Bununla birlikte bu ¢caligmalara kiyasla ¢ok daha az olarak ortaokul 6gretmenleriyle yapilmis
caligmalar da mevcuttur.

Ispat ve ispatlama iceren calismalarda 6gretmenlerin incelenmesi farkli agilardan ele
alimmistir. Bu ¢alismalar kesin bir ayrim olmamak kaydiyla bu tezde su sekilde
gruplandirilarak ele alinmstir:

1. Ogretmenlerin/matematikgilerin  ispat yapma/okuma/degerlendirme/puanlama

davraniglarini inceleyen galismalar
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a. Ogretmenlerin/matematikcilerin ve ogrencilerin ispat yapma/okuma/
degerlendirme davraniglarinin karsilagtiran ¢aligmalar
b. Ogretmenlerin ispat yapma/okuma/degerlendirme bilgilerinin &lgen
caligmalar
2. Ogretmenlerin ispat dgretimine yonelik beyanlarmm aktaran miilakat galismalari
3. Derste ispatin 6gretimine yonelik 6gretmenlerin uygulamalarini aktaran gézlem
calismalari
a. Ogretmenlerin derste ispat sunma sekillerinin, pedagojik degerine veya
Ogrencilerin ispatlama becerilerindeki yansimalarina odaklanan gozlem
caligmalari
b. Ogretmenlerin derste bazi teoremleri ispatlamama durumlarina yonelik
bulgular iceren galigmalar
4. Ispat dgretimine yonelik teorik ¢aligmalar
Bu boliim yukaridaki basliklar dikkate alinarak olusturulmustur. Her bir boliimde

literatiirden ilgili calismalar ve sonuglar sunulmustur.

2.6.1. Ogretmenlerin Ispat Yapma / Okuma / Degerlendirme / Puanlama Davramslar

Moore (2016), matematikgilerin iyi matematik yazmada énemli gordiikleri 6zellikleri
anlamanin bir yolunun onlarin kendi ispat yazmalarimi ve ispat sunumlarini incelemek
oldugunu belirtmistir. Matematikgilerin/matematik egitimcilerinin ispat yaparken (bireysel
olarak bir teoremi ispatlamaya g¢alisirken) neler yaptiklarina odaklanan g¢aligmalarin (6rn.,
Lockwood ve digerleri, 2016; Mejia-Ramos ve Weber, 2014; Samkoff, Lai ve Weber, 2012;
Weber, 2008; Weber ve Mejia-Ramos, 2011; Moore, 2016) 6gretmenlere ve ogrencilere,
uzmanlarin ispat yaparken neler yaptiklarin1i veya nelere dikkat ettiklerini gostermeyi
amagladigi soylenebilir. Bu calismalar genellikle etkinlik temelli miilakatlar icermektedir.
Ornegin, Moore (2016), ispat degerlendirme uygulamalar ve iyi ispat yaziminda deger
verdikleri 6zellikleri aragtirmay1 amacladigi calismasinda 4 6gretim iiyesi ile etkinlik temelli
miilakatlar yapmistir. Onlardan, lisans Ogrencilerinin soyut matematik veya geometri
derslerinde yazdiklar1 ispatlar1 degerlendirip puanlamalar1 ve iyi ispat yaziminda Onemli
gordiikleri ozellikleri, bu 6zellikleri sinifta 6grencilerle nasil konustuklarini agiklamalari
istenmistir. Sonug olarak yazar, ispat puanlamanin, hatalarin ciddiyetine ve hatalara sebebiyet
veren Ogrenci bilislerine yonelik zor degerlendirmeler gerektiren kompleks bir 6gretim

uygulamasi oldugunu belirtmistir. Iyi yazilmis bir ispatta bulunmasi gereken en 6nemli
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o0zelliklerin mantiksal dogruluk, aciklik, akicilik ve ispatin anlagildiginin gosterilmesi oldugu
konusunda ¢aligmadaki 6gretim tiyelerinin hemfikir olduklarini aktarmistir.

Moore (2016)’un Ogretim elemanlarindan istedigi eylemin Ogrencinin bilgisinin
degerlendirilmesi gibi pedagojik amagclar icerdigi soylenebilirken, yine 6gretim elemanlarinin
Ogrencilerin anlayacagi bir ispat yazmasi gibi pedagojik amaglarla bagka ¢aligsmalarin yapildigi
goriilmiistiir. Ornegin, Samkoff ve digerleri (2012), 8 dgretim iiyesi ile etkinlik temelli
miilakatlar yaparak onlardan, siniis fonksiyonu ile ilgili bir teoreme matematik lisans
Ogrencilerine uygun bir ders kitabinda yer alacak sekilde ispat yazmalari istenmistir. Burada
matematikcilerin ispatlarini ne 6l¢iide diyagramlara dayandirdiklarini ve diyagramlar: ispat
yazarken hangi amaglarla kullandiklarini incelemislerdir. Diyagramlar1 kullanma nedenleri:
Matematiksel 6zellikleri fark etmek, mantiksal ¢ikarimlar1 dogrulamak, fikirleri veya iddialart
temsil etmek ve ispat yaklasimlari 6nermektir.

Bahsedilen ilk iki calisma disinda dolayli yoldan pedagojik amaglar icerdigi
sOylenebilen bazi calismalar da mevcuttur. Bu ¢alismalarda matematikg¢ilerin veya matematik
egitimcilerin ispat yaparken Ornekleri nasil kullandiklar1 (Lockwood ve digerleri, 2016),
ispatlart neden ve nasil okuduklart (Mejia-Ramos ve Weber, 2014; Weber ve Mejia-Ramos,
2011) ve ispatin gecerligini degerlendirmeleri (Weber, 2008) ele almmustir. Ornegin,
Lockwood ve digerleri (2016), matematikgilerin ispatla ilgili aktivitelerinde orneklerin
rollerini incelemeyi amaglamistir. 220 matematik¢iye ispat yaparken 6rnek kullanimlarini ve
o ornekleri nasil sectiklerini sormuglar ve bazilar ile de etkinlik temelli miilakatlar yaparak
matematik¢ilerin ispatlamada kullandiklar 6rnek tiplerini ve bu 6rnekleri nasil kullandiklarini
aciklayan bir ¢erceve olusturmuslardir. Derste 6rnek temelli muhakemenin sinirliliklarinin
gosterilmeye ¢aligildigi ve bu muhakeme tiiriiniin asilmast gereken bir giicliik olarak
gosterildigi calismalarin aksine 6rnek temelli muhakemenin ispatla ilgili diisinmeyi ve
aktiviteleri nasil destekleyebilecegini, matematikgilerin 6rnek kullanimlariyla gostermek
gerektigini belirtmislerdir.

Weber ve Mejia-Ramos (2011), 9 matematik¢inin yaymlanmis bir ispati neden ve nasil
okuduklarini incelemeyi amacladiklari c¢aligmada verilen ispati okurken kullandiklari
stratejileri belirlemistir. Bu arastirmanin bulgularini temel alarak internet tabanli bir anket
tasarlayan Mejia-Ramos ve Weber (2014) ise 118 matematik¢inin de Onceki bulgulara
katildigini bulmustur.

Weber (2008), 8 matematik profesoriinden, verilen bir argiimanin gecgerli ispat

olusturup olusturmadigin1 degerlendirmelerini istemistir. Sonug olarak, Formel muhakeme,



41

informel tlimdengelimci muhakeme ve Ornek temelli muhakeme olmak iizere ispat

degerlendirmede farkli muhakeme ¢esitlerini kullandiklarini bulmustur.

2.6.1.a. Ogretmenlerin Ispat Yapma/Okuma/Degerlendirme Bilgilerinin Olciilmesi

Ogretmenlerin ispata yonelik davramslarimin incelendigi bazi  galismalarda
Ogretmenlerin ispata yonelik yeterliklerinin veya ispata yonelik alan ve pedagojik alan
bilgilerinin degerlendirildigi sdylenebilir. Ogretmen bilgisini 6lgmeyi amaglayan bu
calismalarm (6., Arslantas Ilter, 2020; Giannakoulias, Mastorides, Potari, Zachariades,
2010; Steele ve Rogers, 2012; Tabach, Levenson, Barkai, Tirosh, Tsamir ve Dreyfus, 2010;
Tabach, Barkai, Tsamir, Tirosh, Dreyfus ve Levenson, 2010; Tsamir, Tirosh, Dreyfus, Barkai
ve Tabach, 2009), genellikle lise matematik &gretmenleri ile yapildigindan da s6z etmek
miimkiindiir. Ornegin, Tabach, Levenson, Barkai, Tirosh, Tsamir ve Dreyfus (2010), 50 lise
matematik 6gretmeninin verilen bazi teoremleri ispatlamalarini ve ayni teorem ifadeleri i¢in
verilen sayisal dogrulamalari degerlendirmelerini istemistir. Sonug olarak, 6gretmenlerin,
ispatlamada orneklerin ve karsi 6rneklerin rollerinin farkinda olduklari bulunmustur. Bununla
birlikte, 6gretmenlerin verdikleri cevaplarin 6gretimsel agiklamalar da igerdigi ve bu
aciklamalardan yola ¢ikarak d6gretmenlerin, 6grencilerinin ispatlamada 6rnek kullanimlarina
yonelik farkindaliklarinin daha az oldugu aktarilmustir. Benzer sekilde, Tabach, Barkai,
Tsamir, Tirosh, Dreyfus ve Levenson (2010), yine ayn1 6rneklem iizerinde farkli sorularla
yaptiklar1 aragtirmada, oOgretmenlerden bazi teoremleri ispatlamalari, bu teoremlere
Ogrencilerin yapacagi dogru ve yanlis ispatlar yazmalari ve verilen bazi ispatlar
degerlendirmeleri istenmistir. Ogretmenlerin, dgrencilerin sdzel gerekgelendirme tercihlerinin
farkinda olmadiklar1 bulunmustur. Tsamir ve digerleri (2009) ise bir lise matematik
Ogretmeninin ispata yonelik alan bilgisinin yeterli oldugu sonucuna ulagsmislardir.

Knuth (2002a), 16 lise matematik 6gretmeninin ispat algisini miilakatlar yaparak ve
ispatla ilgili yazar tarafindan tasarlanmis etkinliklerdeki yazili cevaplarin1 kullanarak
incelemistir. Calismada sonug olarak, 6gretmenlerin, ispatin matematikteki rollerinin farkinda
olmalarma ragmen ispati matematik Ogreniminde bir ara¢ olarak gormedikleri, ispatin
nelerden olustuguna yonelik bilgilerinin yetersiz oldugu ve sonu¢ olarak ispatla ilgili
algilarinin da sinirli oldugu bulunmustur. Giannakoulias ve digerleri (2010), 18 lise matematik
Ogretmenine, Ggrencilerin gegersiz cebirsel ispatlarini igeren farazi senaryolar vermistir.
Ogretmenlerden olasi hatalar1 belirlemeleri ve &grencilerin bu gegersiz iddialarini nasil

curiiteceklerini agiklamalar1 istenmistir. Sonug olarak, Ogretmenlerin ¢ok azinin karsi
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ornekleri kullandigini ve genel olarak 6gretmenlerin ispat yontemi olarak kars1 6rnek vermeyi
onemsiz gordiiklerini aktarmislardir.

“Ogretim i¢in matematik bilgisi” teorik cercevesince 2 lise matematik 6gretmeninin
muhakeme ve ispatlamayr ogretme igin matematik bilgisinin ders gozlemleri ve gesitli
degerlendirmelerle incelendigi calismada Steele ve Rogers (2012), her iki dgretmenin de
Ogrencilerin ispatla ilgili yapabilecekleri ve yapmalar1 gereken ¢alismalarin temelini olusturan
belirli fikirlerinin oldugunu, ispatin cesitli yonleri ve rolleriyle ilgili saglam ispat bilgisine
sahip olduklarini, ancak bu bilgiyi ¢ok farkli sekillerde temsil eden dersler ¢ikardiklarini
aktarmistir. Ogretmenlerin simf etkinlikleri secimlerinin, bu ispat bilgisinin belirli yénlerinin
(teoremin neden dogru oldugunu agiklama ve matematiksel bilgiyi aktarma gibi) 6grencilere
sunulmast i¢in firsatlar sagladigini, her 6gretmenin etkinligi uygulama yollarinin, 6grencilerin
etkinlige gore konumlandirilma yéntemleri de dahil olmak iizere, 6grencilerin 6grenmesi icin
saglanan ispatin fonksiyonlarini etkiledigini de eklemislerdir.

Arslantas Ilter (2020), tez ¢alismasinda ortaokul ve lise matematik 6gretmenlerinin
sOzsiiz ispat yapma becerilerini incelemistir. Pisagor teoreminin (teorem verilmeden) gorsel
ispatmin sunuldugu 20 6gretmenin ¢gogunun gorseli daha dnce gordiigiinii belirttigini ancak 8
ogretmenin bu gorseli Pisagor teoremi ile iligskilendirdigini, bu 6gretmenlerden de yalnizca 3
tanesinin bu iligskiyi dogru agiklayabildigini belirtmistir. Teoremdeki esitlik ve gorsel birlikte

verildiginde ise teoremle gorseli iligkilendirebildikleri ve ispati agiklayabildikleri aktarilmigtir.

2.6.1.b. Ogretmenlerin ve Ogrencilerin  Ispat  Yapma/Okuma/Degerlendirme

Davranislarinin Karsilastirilmasi

Ogretmenlerin ve matematikgilerin ispat okurken degerlendirirken ve ispat yaparken
neler yaptiklarini inceleyen caligmalarin bir kisminin 6grenciler ile 6gretmenlerin ispat
yapmaya calisirken neler yaptiklarini karsilastirdiklar1 goriilmektedir (6rn., Inglis ve Alcock,
2012; Knuth ve digerleri, 2019; Lynch ve Lockwood, 2019; Oztiirk ve Kaplan, 2019; Panse
ve digerleri, 2018; Turan, 2019). Ornegin, Oztirk ve Kaplan (2017), lise matematik
Ogretmenleri ve ortadgretim matematik 6gretmen adaylarinin ispat yapma siirecindeki biligsel
becerilerini inceledigi arastirmada, matematik 6gretmenlerinin ispatlama becerileri ile biligsel
ve st biligsel beceri sayilarinin 6gretmen adaylarindan daha yiiksek oldugunu aktarmiglardir.
Bu ¢aligmanin ayn1 zamanda 6gretmenlerin ispat bilgisini dl¢tiigii de sdylenebilir.

Genellikle lise ve universite diizeylerinde karsilastigimiz bu tir karsilastirma

calismalarindan Orneklem yoniinden ayrilan calismalardan da s6z etmek miimkiindiir.
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Ornegin, Turan (2019), matematik akademik basaris1 yiiksek ortaokul &grencilerinin ve
ortaokul matematik Ogretmenlerinin ispat yapabilme becerilerini ve argiiman tercihlerini
incelemistir. Arastirmaya katilan 4 6gretmenden liciiniin, sayilar 6grenme alaninda verilen
onermelere gecerli ispatlar olusturabildikleri ve ispat degerlendirme becerilerinin de beklenen
diizeyde oldugu bulunmustur. Bununla birlikte, G&grencilerin ispatlama ve bir ispati
degerlendirme becerilerinin istenilen diizeyde olmadig1 aktarilmistir.

Farkli diizeylerden oOrneklem ile dikkat ¢eken Lynch ve Lockwood (2019),
ispatlamada 38 Ogrencinin (ortaokul, lise ve tniversite) ornek kullanimlari ile 6 6gretim
elemaninin 6rnek kullanimlarimi karsilastirmak icin etkinlik temelli miilakatlar yapmustir.
Sonug olarak, dgrencilerin ve 6gretmenlerin benzer tiirde 6rnekler segmis olmalarina ragmen
matematikcilerin segtikleri Orneklerin istenilen amaglara daha fazla uyum sagladigini
bulmuslardir. iki grup da 6rnekleri benzer mantiksal yapilara (hipotezi kontrol etme ve karsit
ornekler bulma) gore kullanmaya meyilli olsa da matematikgilerin, varsayimlarin yapilarina
ve Orneklerin bu yapilara nasil uyacagina daha fazla hakim olduklar1 sdylenmistir. Lynch ve
Lockwood (2019) matematikgilerin bir iddianin akla uygunlugunu kontrol etmek, bir
varsayimi daha iyi anlamak ve bir varsayimin ispatina yonelik i¢ gorlii kazanmak gibi
amaglarla oOrnekleri kullandiklarini belirlemiglerdir. Matematikgilerin 6rnek secerken
kullandiklar1 goriilen kriter ve stratejiler ise sunlardir (Lynch ve Lockwood, 2019): (a)
Karmagikligi ve / veya genelligi artiracak ornekler, (b) Ekstrem ve sinir durumlar olarak
calisan Ornekler, (c) Belirli matematiksel ozelliklere sahip ornekler, (d) Belirli bir alana
benzerlige dayanan Orneklerdir. Benzer sekilde, ispat 6greniminde 6rneklerin kullanimi ve
rollinii etkinlik temelli miilakatlarla inceleyen Knuth ve digerleri (2019) ortaokul, lise,
universite 6grencileri (38 6grenci) ve 13 matematikgi ile ¢aligarak ispatta 6rnek kullanimi ve
orneklerin amaglarina yonelik bir ¢ergeve sunmuslardir.

Kargilagtirmayr farkli yontemler kullanarak yapmasi nedeniyle yukaridaki
calismalardan ayrilan bir aragtirmada Panse ve digerleri (2018), 0&grencilerin ve
matematikcilerin bu etkinlikler esnasinda g6z hareketlerini incelemislerdir. Bir ispat1 anlamak
icin okuma ve bir ispatin dogrulugunu degerlendirmek i¢in okuma davranislarinin birbirinden
farkli olup olmadigini incelemeyi amaglayan Panse ve digerleri (2018), 16 matematik¢i ve 16
iiniversite 0grencisinden bir ispat1 okuyup anlamalarin1 ve bagka bir ispatin da dogrulugunu
degerlendirmelerini istemislerdir. Onlar okuma yaparken de g6z hareketleri izlenmistir.
Okuma ve degerlendirme esnasinda gbz hareketlerinin hem matematik¢ilerde hem de
ogrencilerde benzer davraniglar gosterdigini aktarmiglardir. Goz hareketlerine deginen bir

baska calismada Inglis ve Alcock (2012), 18 iniversite birinci simif 6grencisi ve 12
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matematik¢inin  bir ispatin dogrulugunu degerlendirme davranislarini karsilastirmay1
amaclamistir. Sonug olarak, 6grencilerin gegerli ispatla gecersiz ispati ayiramadigini ve
Ogrencilerin matematikgilere kiyasla degerlendirme yaparken formiillere odaklanmak igin
daha fazla zaman ayirdiklarin1 bulmuslardir. Satirlar arasinda kisa ve hizli goz hareketlerinin
matematikc¢ilerde dgrencilerden daha fazla oldugunu ve satir arasi ipuglar1 ¢ikarmak igin

matematikcilerin daha fazla efor harcadiklarini aktarmiglardir.

2.6.2. Ogretmenlerin Miilakatlarda ispat Ogretimine Yénelik Beyanlar

Ispat &gretimine iliskin 6gretmen beyanlari, onlarin ispat kavramna, 6grencilerin
ispatla ilgili durumlarina ve derste ispat sunumlarina yonelik fikirlerini igermektedir. Yani bu
boliimde, 6gretmenlerin, ispatin amacina, dnemine, neden Ogretildigine yonelik fikirlerini,
Ogrencilerden ispatla ilgili beklentilerini, 6grencilerin ispatlama becerilerine iliskin
diisiincelerini, ispatin 6gretimi uygulamalarina iliskin 6nerilerini, ispata yonelik tutumlarini
ve derste ispat anlatimlarina yonelik beyanlarini ele alan ¢alismalar yer almaktadir.

Cilli-Turner (2017) ispatin islevlerinin baglama, igerige ve sunuma bagh olarak
cesitlilik gosterebildigini belirtmistir. Matematikgiler i¢in ispat, dogrulama (Hersh, 1993; de
Villiers, 1999), agiklama (Hersh, 1993; Hanna, 1995), kesfetme (de Villiers, 1999), zihinsel
meydan okuma/zorlama (de Villiers, 1999), sistematiklestirme (Bell, 1976; de Villiers, 1999)
ve iletisim (Hanna, 1995; de Villiers, 1999; Harel ve Sowder, 2007) saglayabilir. Derslerde
neden ispat anlatilmas1 gerektigi veya dgrencilerden ispatlama etkinliklerine neden katilmasi
istendigi sorulari da matematik egitimine bakan yoniiyle ve pek ¢ok yanitla literatiirde yer
bulmaya devam etmektedir. Ornegin bir 6gretmen ispat1 dgrencilerini ikna etmek (Weber,
2002; Yopp, 2011; Knuth, 2002b), onlara ispatlamadaki fikirleri ve teknikleri 6gretmek
(Weber, 2002; Hanna ve Barbeau, 2008; Yopp, 2011; Weber, 2012; Cilli-Turner, 2017), diger
teoremleri ispatlamada faydali olabilecek yaklagimlari (ispat yontemlerini) 6rneklemek (Lew,
Fukawa-Connelly, Mejia-Ramos, ve Weber, 2016), matematigin yapisimt gostermek (Cilli-
Turner, 2017; Yopp, 2011), 6grencinin anlamasini arttirmak (Hanna, 1990; Hersh, 1993;
Yopp, 2011; Weber, 2012); baz1 6nemli (tarihsel veya kiiltiirel) ispatlar1 tanitmak (Weber,
2012), oOgrencilerin matematiksel bilgi olusturmalari saglamak (Knuth, 2002b),
matematiksel diistinme becerilerini 6grencilere kazandirmak (Knuth, 2002b; Hemmi, 2010;
Yopp, 2011), 6grencilerin diisiinme siireclerini acgiga ¢ikarmak (Knuth, 2002b), ispatlama

stirecinin nasil oldugunu ve bir ispatin nasil olusturulabilecegini 6gretmek (Weber; 2010;
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Yopp, 2011), aksiyomatik bir yapinin veya bir tanimin kullanimini1 gostermek (Weber, 2002)
ve bazi onemli teoremleri vurgulamak i¢cin (Weber, 2012) sunabilir.

Ogretmenler ile gerceklestirilen miilakatlarin ispat dgretiminin farkli noktalarina
odaklandig1r sdylenebilir. Caligmalarda, Ogretmenlerin  ispatin matematik egitiminde
amacina/onemine ve islevlerine (6rn., Hemmi, 2010; Yopp, 2011; Dickerson ve Doerr, 2014;
Kotelawala, 2015), sinif ortamlarinda veya sinav sonuglarinda 6grencilerinde gézlemledikleri
durumlara (6rn., Polat, 2018; Tastepe, 2012) ve kendilerinin derste potansiyel veya reel ispat
anlatimlarina (6rn., Ayalon ve Hershkowitz, 2018; Dimmel ve Herbst, 2018; Ericson ve
Herbst, 2018; Lai ve digerleri, 2012; Miller,Infante ve Weber, 2018; Weber, 2012) yonelik
goriisleri gibi farkli odak noktalarimin varligindan soz edilebilir. Ornegin, Hemmi (2010) 13
matematikei ile yaptig1 miilakatlarda onlarin ispati derste nasil anlattiklarina yonelik pedagojik
bakis acilarini ortaya ¢ikarmaya ¢alismistir. Bu bakis agilarini yenilikei stil, tiimdengelimli stil
ve klasik stil olmak iizere {i¢ kategori altinda toplamustir. Ogretim elemanlarmin ifadelerinin
siniflandirilmasinda ispata yiiklenen anlam, tiimevarim/tiimdengelim, sezgi/formellik ve
goriiniirlik/goriinmezlik bakis agilarini kullanmistir. Bu stiller ve temel 6zellikleri su sekilde
Ozetlenebilir (Hemmi, 2010):

1. Yenilik¢i Stil: Bu stile gore ¢ok az 6grenci ispatt anlayabilir ve degerini bilebilir.
Ogrencileri korkutmamak icin ispattan ve hatta ispat kelimesinden kagiilmalidr.
Ogrencilere matematik dersinde (sunumunda) tiimevarime1 yaklasim ve giinliik dil
tercih edilir. Ogretmenler belirli rneklerle baslamalidir ve onlar yardimiyla mantiksal
muhakemeler 6gretilmelidir. Ogretimde anlamanin arttirilmasi en énemli amagtir. Bu
anlamda acgiklama ispatin onemli bir fonksiyonudur. Genel sonuglardan ziyade
orneklerle calismak ayni zamanda ispati hesaplamalarda gizlemek ve Ogrencileri
korkutamamak manasina da gelir. Ve dgrencileri formel matematikle karsi karsiya
getirmek gereksiz goriilir. Bu sebepledir ki, uzun, teknik ve formel ispatlardan
kacinilmalidir. Fakat gerekli/temel bazi seyleri agiklayan ve 6grencilere bazi 6nemli
deneyimleri yasatan ispatlar1 vermelidirler.

2. Tiimdengelimli Stil: Bu stil 6grencilere ispat1 6gretme amacindadir. Diger stilin aksine
bu stilde kisi ispat kavrami, soyutlamalar ve ifadelerdeki matematiksel sembollerden
kagmmaz. Ogrencilerin ispati nasil grenecegi sorusu yenilikgi stilde yoktur ¢iinkii
Ogrencilere ispat 0gretme gayesi yoktur. Basindan itibaren 6grenciler sembollere ve
formel dile alismalidir. Ogrenciler baslangigta ezberleyebilir ve sadece argiimanlar
takip edebilir. Fakat ayn1 zamanda da oyunun kurallarin1 6grenir. Ispat 6grencilerin

bilmesi gereken bir seydir ve gergek matematikle tanigmanin tam vaktidir. Yenilikgi



46

stilin aksine yani Ogrencilerin ispat 6grenme gereksinimlerinin sorgulandigi stilin
aksine bu stilde 6grencilerin neden ispat 6grenmesi gerektigi ile ilgili sorularin cevabi
nettir. Ispat 6grenmenin ana sebebi ifadelerin dogrulugunu sorgulamay1 6gretmek ve
bir seyin neden dogru oldugu sorusuna cevap alindiginda ikna olmaktir. Bu ispatin
dogrulama/ikna fonksiyonuna karsilik gelir. Ogrencilere elestirel diisiinmeyi
ogretmek ve bir ifadenin dogrulugunu sorgulamay1 6gretmek 6nemlidir. Bu stildeki
gorlislere gore ispat calismak (teknik olanlar1 bile) problem c¢ozmede faydali
yontemler ogretir. Bu da “transfer” fonksiyonuna karsilik gelir. Bu stile gore ispat
ogrenme fazla zaman ve egzersiz gerektirir. Ispata ihtiyag duyana kadar 6grencilerin
deneyimlerinin beklenmesi yerine matematik¢iler ona ihtiya¢ goriildiigiinde onlara
anlatmalidir. Baslangicta anlamasalar bile 06grencilerin  matematiksel dille
karsilastiklarinda onlara alisacaklar1 kabul edilmektedir. Bu stile gére dogru anlatim
yapilirsa 6grenciler ispat1 anlamay1 ve soyut diisiinmeyi 6grenmeyi becerebilirler.

3. Klasik Stil: Bu stilde ispata biiyiik bir hayranlik vardir. Ispat matematigin temel bir
parcasi olarak goriiliir. Ispatlar giizel olabilir ve zihinsel meydan okuma sunabilir. Bu
stile gore ispat 0grenmenin sadece matematikgiler icin degil, herkes igin faydasi
vardir. Clinkii ispat bize mantiksal muhakemeyi 6gretir. Tiim bunlara ragmen bu stilde
ogrencilere ispat dgretme amaci pek yoktur. Ozellikle de temel derslerde dissal
sebeplerden o6tiirii (6rnegin; d6grencinin Onceki bilgilerinin eksikligi ve zaman kisiti).
Ogrencilerin ilgileri, dnceki bilgileri ve zaman eksikligi sebebiyle onlar kendilerinin
takdir ettikleri bazi ispatlar1 verirler. 2. stil ve 3. stil arasinda 6grenciye karsi ayni
duyarlilik yoktur. Vakit varsa zarif ve giizel oldugu diisiiniilen ispat verilir. Ogrencinin
ispatin zarifligini anlayip anlamamasi sorun degildir. Yenilik¢i stilin aksine klasik
stilde ispat1 6grenme bir¢ok dal i¢cin dnemli goriiliir ve herkes ispat ¢aligarak mantiksal
muhakemeyi Ogrenebilir ve ondan faydalanabilir. Sunum bazen sezgisel fakat
cogunlukla tiimdengelimli 6zelliktedir yani bir ispat1 baska bir matematikg¢iye sunmak
gibidir. Ogrencilere ilham vermek igin biiyiik idealleri tasima arzusu vardir.
Tiimdengelimli stilin aksine matematigin sunumu goriindiigii kadar 6nemli degildir.
Ogrencilere ispatin ana noktalart ve adimlarii gdstermek yeterlidir ve detaylari
kendilerinin doldurmalarina izin vermek 6nemlidir.

Hemmi (2010) gibi derste ispatlarin nasil anlatildigindan ziyade neden yapildigina
odaklanan Yopp (2011), 14 6gretim eleman ile miilakat yaparak matematik derslerinde ispat

ve ispatlamanin rolleri ve amaglarinin, dersin tipi, dersi veren kisi ve dersteki dinleyici/6grenci
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olmak iizere 3 kategoride cesitlendigini belirtmistir. Ayrica 6gretmenin ispatt kullanma
amaglarimi da su sekilde kategorilendirmistir (Yopp, 2011):

1. Igerige yonelik amaglar: Ogrencilerin matematikle ilgili bilgileri, anlayislari,
yetenekleri, tutumlar1 ve inanglarini gelistirmek i¢in ispat ve ispatlamayi iceren planlardir.

2. Degerlendirme amaglari: Ogrencilerin, bilgileri, anlayislari, yetenekleri, tutumlari
ve inanglarin1 6lgmek i¢in ispat ve ispatlamayi iceren planlardir.

3. Yardimci amaglar: Geleneksel matematiksel kapsami ve pedagojik ¢iktilar1 hedef
almayan ¢iktilar/sonuglar i¢in ispat ve ispatlama iceren planlardir.

Ispat okuma amacina deginen Weber (2010), 9 matematikgi ile mesleki olarak ispat
okumalar1 (diger matematikgiler tarafindan yayinlanan ispatlar1 okuma nedenleri) iizerine
miilakat yapmistir Matematikgilerin hepsi yayinlanan ispatlart okumanin ilgi alanlarindaki
matematiksel problemler ile ilgili olarak yeni diistinme yollar1 sagladigini belirtmistir. Bu yeni
diisiinme yollar1 ise matematiksel alanlar1 yeniden anlama ve yeni ispat teknikleri 6§renme
olmak iizere iki kategoriye ayrilmistir. Weber (2010) matematikgilerin kendilerinin ispat
okumalarna iligkin goriislerini aktarirken Weber ve Mejia-Ramos (2014) derste sunulan
ispatin nasil okunmasi gerektigine iligkin &gretmenlerin ve Ogrencilerin beklentilerini
karsilastirmigtir. Weber ve Mejia-Ramos (2014), matematik lisans 0grencilerinin derslerde
sunulan ispatlardan ¢ok az sey 6grendiklerini aktarmig ve bunun sebebinin de dgrencilerin ve
egitmenlerin ispat okumaya iligskin ortiik beklentilerindeki farkliliklardan kaynaklandigi
sonucuna varmustir. Ogretim elemanlarmin, dgrencilerin derste sunulan ispatlar1 okumalaria
yonelik beklentileri sunlardir: Ogrencilerin derste sunulan ispatlar1 incelemek/anlamak icin 15
dakikadan fazla zaman harcamalar1 gerekmektedir, bir ispati anlamak ispattaki her adimi1
dogrulamaktan daha fazlasini igcermektedir, iyi bir ispat okuma pasif bir siire¢ degildir ve alt
ispatlar ve diyagramlar olusturmak gerekmektedir.

Ogretim elemanlarinin yani sira lise dgretmenlerinin de derste ispatin rolleri, Snemi
ve ispata yonelik tutumlarma iliskin goriisleri incelenmistir. Ornegin, Dickerson ve Doerr
(2014), 17 lise matematik 6gretmeni ile yar1 yapilandirilmig miilakatlar yaparak 6gretmenlerin
ispatin matematik derslerindeki amacglarina yonelik goriislerini almistir. Sonug olarak,
Ogretmenlerin en Onemli gordiigii amaclardan birinin 6grencilerin matematik anlamasini
arttirmak ve ikincisinin ise genellenebilir diisiinme becerilerini gelistirmek oldugu
goriilmiistiir. Ayrica 6gretmenlerin ispatla ilgili goriislerinin ¢ok farklilastigim aktarmiglardir.
Kotelawala (2015) ise lise matematik dgretmenlerinin 6gretimlerinde ispata yonelik bakis
acilari, tutumlari, ispatlamayi dncelikli goriip gérmedikleri ve 6nceliklerini nelerin etkiledigini

arastirmak iizere ¢esitli calismalardan aldig1 sorulari derleyerek olusturdugu likert tipi anketi



48

78 lise matematik 6gretmenine uygulamistir. Sonug olarak 6gretmenlerin tutumlarinin genel
olarak kaygili oldugunu, ¢ogunun ispatlamayr matematikte dnemli gordiiglinii ancak %30
unun derste ispatlamaya Oncelik verdigini bulmustur. Knuth (2002b), miilakat yaptig1 17
deneyimli lise matematik Ogretmeninin okul baglaminda hem ispatin dogasi ve rolii
hakkindaki goriislerine hem de matematik ve 6grenciler igin ispat beklentilerine odaklanmustir.
Ogretmenler ispatin okul matematiginde Ogrencilerin mantiksal diisiinme becerilerini
gelistirmek, bir ifadenin neden dogru oldugunu gostermek, matematiksel bilgi olusturmak ve
Ogrencilerin diisiinme siireclerini agiga cikarmak gibi rolleri oldugunu ifade etmislerdir
(Knuth, 2002b). Bununla birlikte, ispatin okul matematiginde, ¢ogu disiplindeki islevlerini
yansitan birka¢ énemli islevi oldugunu diisiinme egiliminde olsalar da dgretmenlerin, ispati
cok az Ogrencinin matematik egitimi i¢cin uygun gordiikleri ve pedagojik olarak sinirli bir
sekilde, yani matematigi iletmek ve calismak i¢in bir aragtan ziyade bir ¢alisma konusu olarak
gorme egiliminde olduklari bulunmustur. Miilakatlar esnasinda 6gretmenlere ayrica gesitli
onermeler i¢in farkli arastirmacilar tarafindan olusturulmus arglimanlar sunulmus, ardindan
arglimanlar1 6gretimsel uygunlugu acisindan degerlendirmeleri ve bu degerlendirmelerinin
gerekeelerini belirtmeleri de istenmistir. Sonug olarak, 6gretmenlerin ¢ogunun neyin ispat
olduguna iliskin goriiglerinin ¢ok sinirli oldugu da aktarilmustir.

Ogretmenlerin reel uygulamalarinin gézlenmedigi durumlarda derste yaptiklarmi veya
potansiyel olarak yapabileceklerini agiklamalarinin incelendigi ¢alismalarin da yaygin oldugu
sdylenebilir. Ornegin, Weber (2012), matematik boliimiinden 9 6gretim elemant ile yaptigi
miilakatta, onlardan ispatlari derste neden ve nasil sunduklarini anlatmalarini istemistir.
Ogretim elemanlarinin, Ogrencilerin ispatlar1 anlamada yasadig1 giicliiklere y&nelik
goriislerini, derste ispat anlatmalarinin nedenlerini, ispat anlatirken kullandiklar1 pedagojik
teknikleri ve Ogrencilerin ispati anlayip anlamadigini nasil degerlendirdiklerini sormustur.
Ogretim elemanlarinin derste ispatlar1 yalmzca ikna etme isleviyle degil aym zamanda
anlamay1 arttirma, ispatlama siireclerini ve tekniklerini gosterme, akil yiiriitmeyi 6gretme,
Ogrencileri tarihsel veya kiiltiirel agidan O6nemli ispatlarla tanistirma amaglariyla ispatlari
sunduklarin1 aktarmistir. Bununla birlikte Weber (2012), matematik¢ilerin hedeflerine
ulagmak icin pedagojik stratejilerden yoksun goriindiiklerini de belirtmistir. Ogretim
elemanlarimin 6grencilerin bagimsiz ispat okumalarina dnemli miktarda zaman harcamalarini
beklediklerini ve dahasi, 6grencilere bunu yaparken yardimci olabilecek cesitli aktiviteler
onerdikleri ama genellikle 0grencileri bu Onerilen faaliyetlere katilmaya tesvik edecek
pedagojik eylemler gerceklestirmediklerini de eklemistir. Ogretim elemanlarinin, dgrencilerin

bir ispat1 okumadaki kompleks siirecin degerini anlamadigini diisiindiiklerini, bununla birlikte
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Ogrencilere bu siirecleri Ogretmediklerini, Ogrencilerin ispati anlayip anlamadigim
degerlendirmek i¢in yiizeysel yontemler kullandiklarini ve tiim Ogrencilere matematigi
Ogretmede en iyi yolun ispat olup olmadigini bazi 6gretim elemanlarinin sorguladiklarini
aktarmistir. Weber (2012), goriistiigi matematikgilerin "dahil olduklart belirli stratejileri
adlandirabildiklerini ancak bu stratejileri gergekte nasil uyguladiklarina iliskin bilgilerinin
biiyiik 6l¢iide ortiik oldugunu" ve sonug olarak "6grencilere ¢ok az rehberlik sagladiklarint”
belirtmistir (s. 479). Ek olarak, Ogretmenlerin, Ogrencilerin bir ispati anlamalarini
degerlendirmek icin yeterli yontemlerden yoksun olduklarini kendilerinin kabul ettiklerini
sOylemistir.

Lai ve Weber (2014) 10 matematikgei ile etkinlik temelli miilakatlar yapmis ve bu
etkinliklerde onlardan verilen bir teoreme 2. veya 3. sinif 6grencilerine uygun olacak sekilde
ispat yapmalari ve verilen baska bir ispatt da yine ayni amacla diizenlemeleri istemislerdir.
Sonug olarak, hedef kitlenin ve ortamin (ders veya ders kitabi) ispat sunumunu etkiledigini ve
matematikc¢ilerin genel olarak diyagramlar iceren ve ana fikirleri vurgulayan pedagojik
ispatlara deger vermelerine ragmen, bu matematikgilerin olusturduklar1 veya diizenledikleri
ispatlara her zaman bu yonleri dahil etmediklerini de aktarmiglardir.

Caligmalar ayrica egitmenlerin pedagojik kalitelerini gelistirmek igin ders sunumlar1
sirasinda ispatlar1 derse uyarlamalarmin cesitli yollarmm da tanimlamustir. Ornegin,
matematik¢ilerin pedagojik olarak iyi ispatin 6zelliklerine yonelik bakis agilari {izerine iki
asamal1 bir ¢aligma yiiriiten Lai ve digerleri (2012), pedagojik ispat ifadesi ile 6grencilere
pedagojik amaglarla dgretilebilecek /sunulabilecek ispati kastettiklerini belirtmiglerdir. Birinci
asamada, 8 matematik¢iden, onlara verilen iki ispat ilizerinde pedagojik olarak iyi bir ispat
haline gelmesi i¢in degisiklik yapmalar1 istenmis ve sonra bu degisiklikler
kategorilendirilmistir. Egitmenlerin ispatlarin 6rtiik mantiksal yapisini ortaya ¢ikarmak igin
varsayim ve sonuglarinin altini ¢izerek ispatlar1 diizenledikleri ve ayrica, 6grencilerin zorlayici
bulabilecegi mantiksal bosluklari doldurmak icin gerekgeler ekleyerek veya dgrencilerin daha
asina ve rahat olduklar1 ispat tekniklerini kullanarak, ispatlar1 belirli hedef kitlelere gore
ayarladiklar1 aktarilmustir. Ikinci asamada ise internet iizerinde 110 matematikgiden bu
degisiklikleri degerlendirmesi istenmistir. Bu nicel c¢alisma, matematikgiler arasinda
pedagojik amaglar icin ispatlart nasil revize edeceklerine iligskin bir fikir birligi oldugunu
gostererek birinci agamanin bulgularini dogrulamustir.

Miller ve digerleri (2018) caligmalarinda ispata giris dersini veren 9 6gretim elemani
ile etkinlik temelli miilakatlar gerc¢eklestirmistir. Bu miilakatlarda bir 6gretim elemaninin

derste anlattig1 soylenen ispatin dogrulugunu ve pedagojik olarak kalitesini degerlendirmeleri
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ve 0grencilerin 6dev olarak yaptigi sdylenen ispatlarin dogrulugunu degerlendirip puanlamasi
istenmistir. Ayrica her bir katilimciya derste ispat uygulamalar ile ilgili sorular sorulmustur.
Sonug olarak, dogru olarak kabul edilen ispatlara verilen puanlarin farklilik gosterebildigi ve
Ogrencilerin anlay1s sekillerine gore puanlar verildigi bulunmustur.

Ogretmenlerin derslerindeki potansiyel uygulamalarini kesfetmek icin gdzlem
yapilmadan miilakatlarda “hazirlanmis 6gretim senaryolar1” {izerinden sorular soruldugu da
soylenebilir. Ornegin, Ericson ve Herbst (2018), 42 lise matematik dgretmeninin geometri
dersinde Ogrencilerin ispatlamaya katilimlarini saglarken onlara tartisma/konusma firsati
olusturup olusturmadiklarini aragtirmislardir. Bu arastirmada, 6gretim senaryolar1 kullanilarak
Ogretmenlerle goriismeler yapilmis ve bu senaryolara gore neler yapacaklar1 ve nedenleri
sorulmustur. Sonug¢ olarak 6gretmenlerin ¢ogunun kiiciik grup veya tiim sinif tartismalarini
tesvik eden uygulamalar1 onayladiklar1 yani genellikle derslerinde tartismay1 destekledikleri
goriilmiistiir. Ayalon ve Hershkowitz (2018) ise reform temelli miifredatla bilgi ve
uygulamalarini zenginlestirmeye yonelik bir yildir hizmet i¢i egitim almakta olan 17 ortaokul
matematik Ogretmeninin, derste gerekcelendirmeyi destekleyen potansiyel 6gretim
uygulamalarini incelemislerdir. Bu 6gretmenlerden hepsinin kullandig1 bir ders kitabindan
onlara gore 6grencileri gerekcelendirmeye yonlendiren, bunun i¢in onlar cesaretlendiren ve
gerekeelerini degerlendirmelerini saglayan ii¢ etkinlik segmeleri istenmigtir. Bir anket ile
hangi etkinligi neden segtikleri de sorulmustur. Sonug olarak 6gretmenlerin etkinligin igerdigi
matematiksel gerekgeler, gerekcelendirmenin sosyal yonil (sinif tartigmasi veya 0gretmen
Ogrenci etkilesimi gerektirmesi) ve Ogrencilere saglayacagi diisiinme yollart agilarindan
etkinlikleri degerlendirdikleri aktarilmisgtir.

Tastepe (2012) d6gretim elemanlarinin ve 6grencilerin ispata ve ders kitaplarina iligkin
goriis ve diistincelerini inceledigi tez ¢alismasinda, Soyut Matematik dersine giren veya ispata
iligkin caligmalarda bulunan 5 ogretim elemani ile gorlisme yapmustir. Ayrica Soyut
Matematik dersinde kullanilan 5 ders kitabindaki ispatlari da Balacheff (1988)’in taksonomisi
ile analiz etmistir. Sonug olarak, miilakat yapilan 6gretim tiyeleri, derslerinde ispat yapmaya
onem verdiklerini, 6grencilerin ispat yapma yeterligine sahip olmasi gerektigini ama yetersiz
olduklarini, ispat1 genel olarak ezberlemeye calistiklarini ve ispat yapmaya yonelik tedirginlik
yasadiklarini belirtmislerdir. Oneri olarak da ispat dgretiminin iiniversiteden nce baglamasi

gerektigini sdylemislerdir (Tastepe, 2012).
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2.6.3. Ogretmenlerin Ispata Yonelik Gézlemlenen Ogretim Uygulamalar

Onceki iki boliimde 6gretmenlerle yapilan goriisme veya etkinlik temelli miilakatlarin
sonuglart aktarilmistir. Bu boliimde ise Ogretmenlerin ispat Ogretimlerine yonelik sinif
uygulamalarinin analizlerini igceren deneysel c¢alismalara ve bu c¢aligmalarin sonuglarina
odaklanilmustir. "Ogretim", dgretmenlerin dgrencileriyle ve miifredat materyalleriyle yaptigi
her seyi ifade edebilen genis bir terimdir (Speer ve digerleri, 2010). Ogretim uygulamalar1
ifadesi, Ogretmenlerin Ogrenci Ogrenimini organize etmek i¢in kullandiklart etkinlik
yapilarindan (6rn., kiiciik grup tartismasi, problem ¢6zme vb.) ziyade Ogretmenlerin bu
yapilari kullanirken yaptiklari belirli isleri (6rn., etkinlikleri se¢gme, 6grencilere sorular sorma
vb.) ifade etmek icin kullanilmistir (Speer ve digerleri, 2010).

Ogretmenlerin dersteki uygulamalarina yonelik calismalarda ders gdzlemlerinin
genellikle lise ve tiniversite matematik derslerinde yogunlastigi sylenebilir. Bununla birlikte
nispeten ¢ok az da olsa ortaokul 6gretmenleriyle yapilan (6rn., Bieda, 2010; Mata-Pereira ve
Ponte, 2017) arastirmalar da bulunmaktadir. Ogretmenlerin ispat dgretim uygulamalarina
iligkin ¢aligmalar arastirma konularini baz alarak su sekilde bagliklar halinde incelenmistir:

a. Ogretmenlerin derste ispat sunma sekillerinin pedagojik degerine veya
Ogrencilerin ispatlama becerilerindeki yansimalarina odaklanan gdzlem
caligmalar1 (6rn., Bieda, 2010; Fukawa-Connelly, 2012a, 2014, 2016; Gabel
ve Dreyfus, 2017; Harel ve Rabin, 2010; Herbst, 2002; Lew ve digerleri, 2016;
Martin ve McCrone, 2003; Martin, McCrone, Wallace Bower ve Dindyal,
2005; Mata-Pereira ve Ponte, 2017; Mills, 2014; Otten, Bleiler-Baxter ve
Engledowl, 2017; Pinto ve Karsenty, 2018; Stylianides, 2011; Ugurel, 2010;
Weber, 2004),

b. Ogretmenlerin derste bazi teoremleri ispatlamama durumlarina yonelik
bulgular iceren ¢alismalar (6rn., Herbst ve Miyakawa, 2008; Hersh, 1993;
Knuth, 2002b; Lai ve Weber, 2014)

Bu kategoriler, ¢alismalar ve sonuglariyla birlikte alt basliklar halinde asagida

agiklanmustir.
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2.6.3.a. Ogretmenlerin Derste Ispat Anlatimlarimin Pedagojik Degerine veya Ogrencilerin

Ispatlama Becerilerindeki Yanstmalarina Odaklanan Calismalar

Ogretmenlerin derste ispat sunma sekillerinin veya kullandiklar1 yontemlerin
pedagojik degeri, bazi c¢aligmalarda Ogrencilerin belirli becerileri iizerindeki etkileri
arastirilarak bazi ¢aligmalarda ise mevcut veya yeni gelistirilen gesitli teorik ¢ergevelerle
degerlendirilmistir. Ornegin, Stylianides (2011), Gabel ve Dreyfus (2017), Pinto ve Karsenty
(2018) ve Lew ve digerleri (2016) dersin 6gretmeni veya arastirmaci tarafindan tasarlanan
Ogretim uygulamalarini incelemislerdir. Stylianides (2011), deneysel argiimanlarin ispat
oldugu seklindeki yaygin ve kokli 6grenci yanilgilariin giderilmesine odaklanmis ve ispati
ogretmek i¢in daha Once tasarladiklart bir bilgi paketinin (Stylianides ve Stylianides, 2009b)
gelistirilmesine katkida bulunmay1 amaclamigtir. Planladig1 6gretim deneyinde etkinliklerin
seciminin ve siralamasinin 6nemli oldugu, bu secimlerle ve siralamalarla ispat alaninda
ogrenciler i¢cin 6nemli kars1 6rnekler araciligiyla biligsel catismalar olusturulabilecegine dair
deneysel olarak test edilmis teorik bir ¢erceve kullanmistir. Bununla birlikte etkinliklerin
seciminin ve sirasinin tek bagina yeterli olmadigini ve bunlarin basariyla uygulanmasinda
ogretmenlerin etkinlikleri uygulama sekillerinin de 6nemli oldugunu belirtmistir. Ozellikle,
ogrencilerin miidahale sirasinda farkli agamalardaki ispat kavramlarinin daha fazla farkina
varmalarina yardimci olmak i¢in, 6gretmen (ders planlarim takiben) "kavramsal farkindalik
siitunlar1" (6grencilerin dikkatini belirli bir matematiksel konu hakkindaki kavramlara
yoneltmeyi amaglayan 6gretim etkinlikleri) kullanmistir. Bahsi gecen 6gretmen eylemlerini,
etkinlik se¢imlerini ve siralamasini da igerecek sekilde tasarladigi bilgi paketi kavramini genel
olarak 6gretmenlerin etkili bir sekilde 6gretmek i¢cin 6nemli olan ilgili bilgi tiirleri (matematik,
ogrenciler ve pedagoji hakkinda) olarak tanimlamistir. Tanimlanan pedagojik bilgilerin
temelini olusturan temel karsi érnekler ve kavramsal farkindalik stitunlar: kavramlarinin
kalic1 kavram yanilgilarinin oldugu diger alanlarda da uygulanabilecegini ve bu gergeveyi
temel alarak hazirlanan detayli ders planlarina uyarak ders isleyen bir lise dgretmeninin
Ogrencilerinin bahsedilen giigliikleri asmaya baslamasinda etkili oldugunu aktarmistir.

Stlianides’in (2011) ispat 6gretimini daha verimli kilmak icin gelistirdikleri teorik
cerceveyi bir 6gretim uygulamasi ile daha kapsamli hale getirdigi sdylenebilir. Benzer sekilde
Gabel ve Dreyfus (2017), bir 6gretim elemaninin ortadgretim matematik 6gretmen adaylarina
arka arkaya iki y1l verdigi bir Sayilar Kurami dersinde “ispat akigina” yapilan miidahalelerin
etkilerini gdstermeyi amaglamustir. “Ispat akis1” kavramini, ispatin mantiksal yapismnin nasil
sunuldugunu, drnekler, sezgiler ve diyagramlar gibi gayri resmi 6zelliklerin ispat sunumuna

nasil dahil edildigini ve ispatta matematiksel ve pedagojik faktorlerin se¢imlerini igerecek
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sekilde tamimlayan Gabel ve Dreyfus (2017), bir ispatm, O0gretmenin sunumuyla ilgili
tercihlerine bagli olarak farkli akiglara sahip olabilecegini de eklemistir. Amaglari, bir ispat
sunumunu neyin agik ve etkili kildigim1 ve ardindan istenen etkiyi elde etmek i¢in hangi
miidahalenin gerekli olabilecegini degerlendirmektir. Ders gozlemi ve miilakatlarla tespit
ettikleri ispat akigini1 Perelman’m Yeni Retorigini (PNR) teorik cercevesini kullanarak hem
kiiresel bir perspektiften (bir ispat1 ayr1 modiillere ayirarak) hem de yerel bir perspektiften
(ispattaki resmi veya gayri resmi tekil argiimanlar inceleyerek) analiz etmislerdir. Ozellikle,
PNR'nin kapsam, (6rn., bir 6gretim elemaninin hitap edilen kitleye gore bir ispatin
sunumundaki yogunlugu nasil diizenleyebilecegi) ve mevcudiyet, (6rn., 6gretim elemaninin ne
derece wvurgu veya tekrar sikligi yaptigl) Ozelliklerini kullanarak ispatin akigini
degerlendirmislerdir. G6zlemlenen 6gretim elemanindan elde edilen 1. yildaki bulgulara
dayanarak 2. yil dersten once ders akisinda gerekli goriilen degisiklikleri yapmislardir. Bu
degisiklikler: Ispatin modiilleri arasinda daha yumusak gegisler yapilmasi, ispat adimlarinda
hangi secimin neden yapildiginin aydinlatilmasi ve se¢imlerin belirgin hale getirilmesi, ispat
yapisinin netlestirilmesi, ispata yol acan soru dizilerinin kullanilmasi, ¢ok 6nemli oldugu
diisiiniilen fikirlerin 6grenciler i¢in daha agik hale gelecek sekilde vurgulanmasidir. Analizler
sonucunda, yapilan miidahalenin ispat akisinda yerel ve biitiinsel degisikliklere neden oldugu
ve ispat1 daha agiklayici hale getirdigi bulgusuna ulagmislardir. Burada bu ders akisina yapilan
miidahalenin 6grencilerin ispat anlayisina olumlu etkileri olacagin1 varsaymalarina ragmen
bunu arastirmamiglardir.

Ispat akisi kavrami gibi ama biraz daha genis bir perspektif ile dersin geneli igin bu
tiir bir sema ¢ikarmaya ¢alisan Pinto ve Karsenty (2018), miilakatlar ve sinif gdzlemleri
temelinde, bir 6gretim elemaninin ders imajini (ders boyunca sinif i¢inde ve disinda, 6gretme
ve 6grenme etkinliklerine yonelik planlarini) inceledikleri calismalarinda, 6grencilerinin kendi
kendilerine ispat 0grenmelerini desteklemek isteyen bu Ogretim elemaninin derste ispat
sunumuna yonelik acik ve ortiilk eylem planlarinin pedagojik gerekcelerini aydinlatmay1
amaglamiglardir. Ogretim elemani, ispat dgretme eylem planlari ve amaglarim su sekilde
deklare etmistir: Siiftaki ispatlarin sunumu, &grenciler icin teorinin temellerini olusturur;
Odevler, dgrencilerin ispat 6grenmeleri i¢in bir yol haritasi saglar ve 6grenci ¢alismalariyla
ilgili geri bildirim, 6grencilerin dogru yolda gitmesine yardimci olur. Burada 6gretim
elemaninin ispat sunmanin asil amacinin 6grencileri iddialarin dogru olduguna ikna etmek
degil, daha c¢ok Ogrencilerin teoriyi anlamalarina yardimci olmak oldugu belirlenmistir.
Ogretim elemaninin, genellikle &grencilerin  dersler sirasinda ispatlar1  anlamalarini

beklemedigi, bunun yerine, 6grencilerin, ispat okuma/yapma ve problem ¢6zme konusundaki
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kendi katilimlariyla, zaman iginde smif disinda anlayiglarini gelistirmelerini bekledigi
aktarilmistir. Sonug olarak, 6gretim elemaninin derslerde ispat sunumlari, haftalik ev 6devleri
ve Ogrencilere c¢alismalar1 hakkinda sagladigi geri bildirimlerin, Ogrencilerin bagimsiz
ogrenmelerine engel olabilecek yonlerden kurtulacak sekilde planlandigr belirtilmistir.
Bununla birlikte, Gabel ve Dreyfus (2017) gibi Pinto ve Karsenty (2018) de 6grencilere
yonelik bir analiz yapmamaislardir.

Ogrencilerin ispatlar1 sundugu ve smifin bu ispatlarin degerlendirilmesini tartistigs
ogretim ortamini gosteren bir durum c¢aligmasini inceleyen Fukawa-Connelly (2012b),
sosyomatematiksel normlar olarak adlandirilan matematik disiplinine has ders
uygulamalarinin (6rn., “bir ispat veya iyi bir agiklama nelerden olusur?” gibi) neler oldugunu
betimlemeyi amaclamistir. Matematik ve egitim alanlarinda gorev yapan bir Ogretim
elemaninin Soyut Cebir dersinde video kaydi ile ders gézlemi yapilmistir. Ayrica dersin yapist
ve amaclariyla ilgili goriislerini almak amaciyla 7 6grenci ile goriisme de yapmustir. Sonug
olarak matematik sinif normlar1: Problemlerde sorumluluk alma, kendi ¢alismasini agiklama
ve savunma, sorulara cevap verme, dikkatlice okuma, sorular sorma, birlikte ¢alisma, kendini
ikna etme, yalnizca akran tarafindan degerlendirilmis bilgiyi kullanma, yiiksek seviyeli
fikirleri tartiymanin odak noktasi yapma, eski ¢ikarimlara dayanan yeni ¢ikarimlari dogrulama
olarak tespit edilmistir. Bu normlarin O6grencileri yonelttigi davranislarin, literatiirdeki
calismalarin ispatlarin anlagilmasini arttiracagini 6nerdigi davraniglar oldugunu dolayisiyla
normlarin, 6grencilerin ispat yazmada yetenekli hale gelme ve ispati anlama amaglarini
destekledigini aktarmustir.

Her ne kadar birgok 6gretim uygulamasinin basarili sonug verdigine /verebilecegine
yonelik sonuglar veya varsayimlar paylasilsa da bazi durumlarda Ogretmenin yanlig
uygulamalarma (6rn. Bieda, 2010; Fukawa-Connelly, 2014, Ugurel, 2010) veya 6gretim ¢ok
iyi planlansa ve uygulansa da sonucunun verimli olmadigina (6rn., Lew ve digerleri, 2016)
ornekler de vardir. Bieda (2010), NCTM standartlarina uymak i¢in gelistirilmis bir miifredata
dayal1 derste, bu miifredati uygulamaya yonelik egitim almis 6 deneyimli 6gretmenin (6,7 ve
8. smif) simifinda ispata iliskin etkinliklerde 6gretmen ve 6grencilerin katilimini incelemeyi
amaclamistir. Sonuclar, 6grencilerin ispatlama ile ilgili gorevlere ispatlama firsatlari olusturan
varsayimlar sunarak diizenli olarak yanit verdiklerini, 6grencilerin varsayimlarin neredeyse
yaris1 i¢in gerekgeler sunduklarini ve bunlarin da ispatlamayla sonuglandigini gostermektedir.
Ogrenciler diizenli olarak ispatla ilgili etkinliklere dahil olsalar da gozlemlenen simftaki
Ogretmenler, 6grencilerin varsayimlari ve/veya gerekceleri hakkindaki tartismalart stirdiirmek

icin yeterli geri bildirim saglamamuslardir. Ayrica, ders uygulamalar i¢in birincil hedefleri
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hakkindaki ifadeleri, 6grencilerin gerekcelendirme ve ispat iiretme yeteneklerine siipheyle
yaklastiklarini ve matematigi kavramsal olarak anlayip anlayamayacaklarina dair bazi
tereddiitlerinin oldugunu gdstermistir. Ayrica, 0gretmenler, 39 gozlemden sadece 6'sinda
ispata iligkin etkinlikleri 6nemli olarak belirlemislerdir. Bu c¢aligsma, en iyi kosullarda bile
(yeterli deneyime sahip ve profesyonel gelisimi olan 6gretmenler, gerek¢elendirme ve ispat
icin cok sayida firsat sunan bir miifredat kullanarak) o6grencilerin ortaokul diizeyinde
gerekcelendirme ve ispat anlayisini destekleyen Ogretimin oldukga yiizeysel oldugunu
gostermektedir. Bieda (2010), bu sonuglarin, iyi bir miifredat ve egitim almis deneyimli
ogretmenlerin gozlemlerinden elde edilen verilere dayandigi ve NCTM Standartlara uymak
icin gelistirilmemis miifredati kullanan siniflarda veya bunun i¢in egitim almamis ve
deneyimsiz O6gretmenlerin muhakeme ve ispatlamada daha yiizeysel deneyimler
beklenebilecegini 6ngdrmiistiir.

Bir 6gretim elemaninin Soyut Cebir dersinde ispat anlatimini inceleyip Toulmin’in
arglimantasyon semasini kullanarak analiz yapan Fukawa-Connelly (2014), 6gretim
elemaninin veri ile iddia arasindaki gerekgeleri (hakli nedenleri) nadiren yazmasinin, sundugu
ispatlarin olas1 pedagojik degerinin diismesine neden oldugunu belirtmistir. Ogretim
elemaninin ispati sunarken sesli sekilde soyledigi detaylarin, yazdiklarindan farkli oldugunu
aktarmug ve sonug olarak, Ogretim elemaninin sozlii yorumu (6rnegin ispat yazmayi
destekleyen diislinceyi modellemesi gibi) ek ayrintilar saglasa ve pedagojik degere sahip gibi
goriinse de bu degerin bahsedilen 6gretim uygulamalarini degistirmesi halinde daha iyi
anlagilabilecegini sOylemistir.

Ugurel (2010) ogrencilerin ispata yonelik bilgilerini sinifta 6gretmenleriyle olan
iletisim siireci iginde nasil diizenlediklerini incelemeyi amagladigi doktora tezinde, fen
lisesinden 6grencilerin matematik ve geometri 6gretmenleriyle dersteki iletisim siireclerini
sOylem analizi yoluyla arastirmistir. Sonug olarak, 6grencilerin ispata yonelik 6grenmelerinde,
Ogretmenleri ile aralarinda var olan sinif i¢i sdylemlerin 6nemli etkisi oldugunu aktarmustir.
Ugurel (2010) ispata yonelik ogrencilerdeki yetersizlik ve yanilgilarin temel nedenlerinin,
“ogretmenlerin ispatlart agwrlikly olarak bilgi aktarimi yoluyla sunmasi, ispatin ingasi
esnasindaki biligsel stireclere ogrencileri yeterince dahil etmemesi, ispat ve ispatlamaya
yonelik ogrencilere yonlendirici yardumi yeterli diizeyde saglamamasi, uygun oOgrenme
ortamlart olusturmamasi ve ispat yapmanin anlami ve adimlarimi simwrli bir sekilde ifade
ederek aktarmasi” (sf. 199-200) oldugunu sdylemistir.

Yukaridaki ti¢ ¢calismada pedagojik se¢imlerin kalitelerinin istenen diizeyde olmadigi

aktarilirken yeterli kalitedeki Ogretimin bile bazen beklenen sonucu vermeyebilecegine
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ornekler de vardir. Lew ve digerleri (2016) bir Reel Analiz dersinde, ders gézleminin ardindan
hem 6gretim eleman1 hem de dgrenciler ile miilakat yapmuslardir. Ogretim elemanina dersi
izletilerek aktarmay1 amagladig: fikirler ve bunlari nasil aktarmaya ¢alistigi, 6grencilere de
dersten neler anladiklar1 sorulmustur. Sonug olarak, 6gretim elemaninin dgrencilerin kabul
edilebilir bir ispatin ne oldugunu anlamalarina yardimei olacak sekilde bir ispat1 sundugunu
buna ragmen O6grencilerin, 6gretmenin aktarmaya calistiklarini anlamadiklar1 goriilmiistiir.
Ciinkii Ogrencilerin bir ispatt anlamanin ne anlama geldigine iliskin bakis acilarinin,
Ogretmenlerin ispatlart sunarken iletmeye calistiklari ana fikirleri fark etmelerine engel
olabilecegini bulmustur. Bu durumda anlamanin gerceklesmemesine, dgrenciden kaynakli
faktorlerin neden oldugunu sdylemislerdir. Bu faktorler 6grencilerin ispatlamada yasadiklari
giicliiklerin nedenlerine iligkin boliimde yer almaktadir.

Geleneksel veya 6grenci merkezli dgretim modellerinin kendi iglerinde heterojen
Ogretimler sergileyebildigi ve farkli Ogretim stillerini barindirabildikleri sdylenebilir.
Geleneksel 6gretim yontemlerini kullanan bir 6gretmenin farkli igeriklerde farkli 6gretimler
sergileyebilecegini gosteren bir calismada Weber (2004), “tamim-teorem-ispat” formatinda
geleneksel dgretim yapan bir dgretim elemaninin Reel Analiz dersinde sinif gozlemleri ve
miilakatlarin analizi sonucunda ii¢ farkli “ispat 6gretme stili” kullandigini géstermistir.
Tanimladi1 bu stillere derslerinden ispat sunumlar1 &rnekleri de sunmustur. Igerigin
sunumuna yonelik farkli bir yaklagimlari temsil eden bu stiller su sekilde 6zetlenebilir:

1. Mantiksal-yapisal dgretim Stili: Bu stilde dgretmen bir seyi ispatlamadan once
ogrencilerin ilk olarak ispatin mantigin1 anlamalarini1 ve ispatlamada kendilerini
rahat hissetmelerini istemektedir. Ispatlamada temel olan seyleri yapmak igin
gereken s0z dizimsel becerilere odaklanmaktadir. Bununla birlikte, kavramlar ve
ispat anlamsal olarak tartisilmamakta, kavramlar, tanimlarmin otesinde ele
almmamakta ve tamamlanmig ispatlar i¢in verdigi Ozetler yalnizca ispatlarin
mantiksal dogrulugunu belirlemek i¢in kullanilmaktadir.

2. Prosediirel 6gretim stili: Bu stilde O6gretmenin amaci, Ogrencilerin kanitlar
olusturmak i¢in becerilerini kullanmalarini saglayacak '"stratejik bilgi"
gelistirmelerine yardimei olmaktir. Ogretim elemani islemlerde de agik olmayi,
Ogrencilerin matematiksel bir ara¢ kutusuna sahip olmalarmi ve bu sekilde
Ogrencilerin adimlar1 kendi baslarina uygulayabilmesini istedigini belirtmistir.
Ogretmen bu stilde ispatin mantiksal gegerligini tartismay1 ispatin bitiminde

gerceklestirirken ispat1 anlamsal olarak tartigmamaktadir.
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3. Anlamsal &gretim stili: Bu stilde 6gretmenin amaci, d6grencilerin prosediirel bir
yaklagim yetersiz oldugunda ihtiyag duyacaklart fikirlerin kavramsal anlayisin
gelistirmelerine yardimei olmaktir. Ogretmen, dgrencilerinin 6gretilen kavramlar
arasinda iliski kurabilecekleri zengin imgelere sahip olmasini istemektedir.
Tanimlar ve teoremler (6grenciler onlara sozliikten bakabilecegi i¢in) burada ¢ok
onemli goriilmemektedir. Ogrenciler bir kavrami duyduklarinda zihinlerinde bir
seyler canlanmas1 6nemsenmektedir. Bu stilde 6gretmen bir ispati sunmadan 6nce
tamamlanmus ispatin bir kopyasini vererek 6grencilerden not almamalarini, bunun
yerine ¢aligmasini anlamalarii istemektedir. Ispatlar1 sundugunda, 6nce
ispatlanacak ifadenin akla yatkinligini gosteren bir resim ¢izmektedir.

Bir 6gretim elemaninin ispat anlatimin1 pedagojik agidan analiz etmeyi amaclayan
Fukawa-Connelly (2012a), geleneksel 6gretim yapilan bir soyut cebir dersini veren bir 6gretim
elemaninin ispat anlatimini analiz etmistir. Bu analizde, ispat yazma teorik ¢ercevesini, ispat
yapmay1 destekleyen diisiinme tarzlarim1 ve sdylem kaliplarini kullanmigtir. Sonug olarak,
Ogretim elemaninin, ispatlanacak iddiay1 agiklayarak baslayip gereken kavramlarin tanimlarini
sordugu, 6grencilere bazi sorularla sorumluk veriyor olsa da ispat igin anlaml1 bir sorumluluk
vermedigi ve ispatlama stratejisine yonelik iist diizey diisiinme gerektiren sorular sormasina
ragmen Ogrencilerin cevap vermesini beklemeden sorular1 kendisinin yanitladigi goriilmiistiir.
Ek olarak, 6gretim elemanini 6grencilere sordugu sorulardaki bilissel talebi, kavramsal bir
hatirlama ve bazen de sadece yeniden ifade etme diizeyine indirmistir. Bunun nedeni, bu
olgusal sorularin genellikle bir huni modeline benzer sekilde {ist diizey bir soruyla baslayan
bir dizi sorudan sonra gelmesidir. Ispat baglaminda, ilk sorular dgrencilerin teoremin
matematiksel icerigini anlamalarin1 gerektirmekteyken son sorular égrencilerin yanitlarini
dogru cevaba yonlendiren sorular olmustur. Fukawa-Connelly (2012a), geleneksel dersler
verdigini iddia eden bu egitmenin, aslinda tahmin edebileceginden daha 6grenci merkezli
dersler verdigini iddia etmistir. Ancak, 6gretim elemaninin sordugu sorularin genellikle ispatin
bir yoniiyle sinirli (bir tanimi hatirlamak veya basit bir islemi yapmak gibi) oldugunu ve
Ogrencilerin yanitlarinin da genellikle belirli bir yanit kiimesine yonlendirildigini belirtmistir.
Ayrica, 0gretim elemani ispat1 yazarken bir matematik¢inin sormasi gereken soru tiirlerini
(Ornegin, "Bu ne anlama geliyor?", "Sirada ne var?" ve "Hala ne yapacagim?”’) modellemistir.
Bu gozlemler, ¢ok sayida ogrenci katilimini igeren bu O6gretimin, 6grencilere sorulan ve
cevaplanan sorularin sayisinin yansittigindan daha az sorumluluk saglayabilecegini
gdstermistir. Ogretim elemaninin 6grencilere sorular sorarak onlar1 derse dahil etmesi ve

sunulan materyal hakkinda aktif diisiinmeyi gerektirmesi dnemli goriiliirken bu sorularin
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siirlt olmast nedeniyle dgrencilere ispat yazma icin bazi 6nemli becerileri uygulama firsati
saglamamistir. Bunun yerine, dgretmen ispat yazmayi destekleyen akil yiiriitme tiirlerini
kendisi gerceklestirmistir. Gozlemlenen 29 ispattan 7 tanesinde &grenciler kendi baglarina
ispat sunmuslar, 21 ispatta 6gretim elemani ispati 6grencilerle diyalog halinde yapmis ve
yalnizca 1 ispatta dgrenciler sessizce oturup soru ya da yorum olmadan notlar almislardir.
Ogrencilerin yanitlayacagi olgusal sorular sorarak ispatin hiyerarsik yapisi ve ispat yazmanin
bicimsel/s6z dizimsel yonleriyle ilgili ornekler {izerinde calisma sorumlulugu vererek
katilimlarini saglamustir. Ogrencilerin cevaplariyla ispatin bir sonraki adimimi veya béliimiinii
olusturmalarina firsat vererek Ogrencilere yapisal diisiinme tarzina yonelik sorumluluk
vermistir. Bununla birlikte, ispat yazma ig¢in gereken problem-merkezli becerileri
modelleyebilecek herhangi bir yaratici diisiinme sergilememistir. Bu nedenle, 6gretmenin
ispat sunumu sirasinda hi¢bir noktada 6grencilere ispatlamanin zor oldugu veya tanimlarin
algoritmik olarak belirtilmesinden baska bir sey gerektirebilecegi gosterilmemistir.

Calismalarda 6gretimde uygulanan yontemlerin 6grenci merkezli 6gretime dogru
yoneldigi goriilmektedir. Bu baglamda, simifta ispatlama etkinliklerinde Ogretmenin
ogrencilere sorumluluk verip vermedigi, ispata yonelik sinif tartigmalarinda 6grencilere ne
derece yetki/sorumluluk verdigi veya sorumluluk vermeye yonelik 6gretmen eylemlerinin
pedagojik degeri tartisilmistir. Ornegin, Fukawa-Connelly (2016) kendisinin &gretmeni
oldugu arastirma temelli Soyut Cebir dersinde video kaydi ile yaptigi ders gbzleminde,
Ogrencilerin derste ispatlamaya ve tanimlamaya ne 6lgiide katildig1 ve 6gretmenin de buna ne
dlgiide firsat sagladigim incelenmistir. Ispatlama acisindan 6grencilerin ispat olusturma,
sunma ve degerlendirmede Onemli Ol¢lide sorumluluk aldigi, bununla birlikte varsayim
olusturmada ise bu sorumlulugun daha simirli kaldigi bulunmustur. Ogretim elemaninin
ispatlamada tim sorumlulugu Ogrencilere veriyor olmasina ragmen tanimlamada bu
sorumlulugun goreceli olarak daha az oldugu gozlenmistir.

Ispata yonelik simf tartigmalarinda gretmen eylemlerinin takdir gordiigii bir baska
calismada Martin ve digerleri (2005) tarafindan aylarca gézlem yapilan geometri dersinde,
Ogretmen ve Ogrenci eylemlerinin karsilikli etkilesimine ve bu etkilesimin 6grencinin ispat
Ogrenmesi lizerindeki potansiyel etkilerine odaklanilmigtir. Martin ve digerleri (2005)
“bagkalarinin oynamasini izleyerek oyunun kurallarin1 0grenmek” yerine oOgrencilerin
tamamen katilmalarina veya ispatin "oyununu oynayarak Ogrenmelerine” yardimci olan
ogretmen eylemleri oldugunu gdzlemlemislerdir (s. 121). Ogretmen tarafindan yapilan
pedagojik se¢imlerin ve olusturulan simif ortam tiiriiniin, 6grencilerin ispat ve akil yiiriitme

becerilerini gelistirme firsatlarinin anahtar1 oldugunu belirtmislerdir. Daha spesifik olarak,
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ogretmenin agik uglu etkinlikler (belirli bir ¢6ziim veya ¢6ziim stratejisi ile sinirli olmayan)
ortaya koyma sec¢iminin, akil yliriitme sorumlulugunu dgrencilere yiiklemesinin, dgrenci
arglimanlarini analiz etmesinin, 6grencilere akil yiiriitiirken kog¢luk yapmasinin, dgrencilerin
varsayimlarda bulunduklari, gerekceler sundugu ve akil yiirlitme zincirleri olusturdugu bir
ortam sagladigini aktarmislardir. Bu eylemlerin hem ispat baglatmada (6gretmenin agik uglu
etkinlikler se¢mesi) hem olusturmada (6gretmenin Ogrencileri yonlendirmek yerine kogluk
yapmasi) hem de olusturulan ispat1 dogrulamada (ispatin gecerliliginin sinifla belirlenmesi)
Ogretmen ve Ogrenciye ortak yetki sagladigi belirtilmistir. Boyle bir ortamda, smiftaki
matematiksel uygulamalarin miizakeresine ve formel ispatlar olusturmak icin bireysel
becerilerin gelistirilmesine katkida bulunulabilecegi iddia edilmistir.

Benzer sekilde 6gretmenin eylemlerinin basarili bulundugu bir baska calisma ise
Mata-Pereira ve Ponte (2017)’dir. Bu ¢alismanin bir bagka 6zelligi ise ortaokul diizeyinde
ispatlamaya iliskin 6gretmen uygulamalarina yer veren nadir ¢alismalardan biri olmasidir.
Matematiksel muhakeme siireclerinden genelleme ve gerekgelendirme becerilerinin gelisimini
desteklemek amaciyla hem sinif tartigmasi baglatacak kesif amagli bir etkinligi hem de bu sinif
tartismasinda Ggretmenin eylemlerini planlayarak tasarladiklari 6gretim deneyinde Mata-
Pereira ve Ponte (2017), dogrusal denklemler ve fonksiyonlar hakkinda bir 7. sinif dersindeki
tiim smif tartismasina ve tartigmada 0gretmen eylemlerine odaklanmiglardir. Bu ¢aligmada
hem 6gretmenle hem de 6grencilerle miilakatlar yapilmigtir. Ogretmen mesleki uygulamasinin
iki temel unsuru olarak 6grencilere onerilen etkinlikler ve 6gretmen eylemleriyle gelistirilen
iletisim stiregleri bu calismada ele alinmigtir. Tim smf tartigmalarinda davet etme,
bilgilendirme / 6nerme, destekleme / rehberlik etme ve meydan okuma olarak tanimladiklari
ogretmen eylemlerinin ve secilen etkinligin 6grencileri genellemeye ve gerekcelendirmeye
yonlendirdigini ve bu becerilerini zenginlestirdigini aktarmiglardir. Smif tartigmasinda en ok
dikkat c¢eken uygulamanin soylenenlerin nedeninin agiklanmasinin veya alternatif bir
gerekcelendirme sunulmasinin istenmesi oldugu goriilmiistiir.

Smf tartismalarindaki uygulamalar1 ve eylemleri nedeniyle basarili bulunan
yukaridaki 6gretmenlerin yam sira §grencilerin otoriter ispat semasia (Harel ve Sowder,
1998) sahip olmalarina neden oldugu varsayilan 6gretmen eylemlerini aktaran ¢aligmalar da
mevcuttur. Harel ve Sowder'da (1998) ana hatlan ¢izilen otoriter ispat semasin1 gosteren
ogrenci davramslar sunlardir: Ogrenciler problemleri ¢dzme prosediiriinii beklerler ve
genellikle sdylenmesini isterler, once kendi baslarina ¢6zmek icin ciddi bir ¢aba harcamadan
problem i¢in d6gretmenden yardim isterler ve sunulan icerikle veya dgretmenlerinin ve sinif

arkadaslarinin iddialarinin arkasindaki mantik hakkinda soru sorma konusunda isteksizdirler.
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Martin ve digerlerine (2005) benzer sekilde fakat onlar kadar uzun soluklu olmayacak
sekilde 3 dersi gozlemledikleri lise geometri sinifinda Otten ve digerleri (2017), tiim sif
tartismasinda ispatlama béliimlerinde otoritenin nasil ortaya ¢iktigini arastirmmslardir. Ispat
baslatma, olusturma ve dogrulama iizerindeki yetkiyi géz oniinde bulunduracak sekilde bir
kodlama semast kullanarak tiim smif ispatlama etkinliklerindeki yetki paylasimini
incelemislerdir. Ozellikle, dgretmenin ve ders kitabinin yetkisi, dgrencilerin smifin hep
birlikte ispat iiretme firsatlarini sinirladigini ve bazen de gecersiz arglimanlarin kabul
edilmesine izin verdigini aktarmuslardir. Ispat baslatma yetkisinin ders kitabina ve ders kitabi
gorevlerinin ylirtirliige girmesi yoluyla 6gretmene) ait oldugu ve ispat olusturma ve onaylama
iizerindeki yetkinin de 6gretmende oldugu gdzlenmistir. Yani, Martin ve digerlerinde (2005)
Ogretmenin Ogrencilere yonlendirdigi yetkinin bu calismada tamamen 6gretmende oldugu
sOylenebilir. Bu nedenle, yazarlar tiim sinifin ispatlama etkilesimlerinin 6grencilerin otoriter
ispat semalar1 gelistirmesine sebep olabilecegini varsaymislardir.

Bu calismaya benzer sonuglar paylasan Harel ve Rabin (2010) da lisede matematik
dersinde iki sinifta yaptiklar gozlemlerde iki 6gretmenin ispat etkinliklerindeki eylemlerini
aragtirmiglardir. Veriler, 1 yi1l boyunca videoya kaydedilmis simif gozlemlerinden
olusmaktadir. Ispat baslatma, olusturma ve gegerligini degerlendirmeye yonelik sinifta tespit
edilen 12 6gretmen eyleminden 9’unun Ogrencilerde otoriter ispat semasinin gelisimine
sebebiyet verebilecegini One slirmiislerdir. Bu 6gretim uygulamalari su sekilde aktarilmigtir
(Harel ve Rabin, 2010, sf. 17-18):

1. Ogretmenin dgrencilerin sorularina verdigi cevaplar, esas olarak bir gorevin
nasil gergeklestirilecegini ve bir eylemin dogru mu yanlis mi1 oldugunu anlatir.

2. Ogrenci fikirlerine yamt verirken, 6gretmen &grencileri 6gretmenin tercih
ettigi ¢oziim yaklasimlarina yonlendirir.

3. Ogretmen, &grencinin bir problemi ¢dzme yaklasimim, Ogretmenin
yaklagimiyla Ortligmiiyorsa reddeder.

4. Ogretmen, dgrenciler arasindaki anlasmazligin tek hakemidir.

5. Ogretmen, ogrenciler arasinda etkilesim olmayacak ve oOgretmen ile
Ogrenciler arasindaki etkilesim minimum olacak sekilde Ogrencilere ders
anlatir.

6. Ogretmenin dersleri genel bir kural ile baslar, onu agiklamak igin drneklerle
devam eder ve sunulan drneklere benzer etkinliklerle biter.

7. Opgretilen igerige duyulan ihtiyacin gerekgesi entelektiiel olmaktan ok

sosyaldir.
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8. Ogretmenin gerekceleri esasen otoriterdir ve otoriter olmayanlar,
timdengelimden ziyade deneyseldir.

9. Ogrencilerle etkilesimde bulunurken, 6gretmen sorular1 ve fikirleri icin
kavramsal temelleri kesfetmeye galigmaz.

Ogretmenin pedagojik se¢imleri ve bunlarin geometride dgrencinin ispat olusturma
becerisini nasil etkileyebilecegine odaklanan Martin ve McCrone (2003), 6grencilerin nadiren
bir ispat i¢cin mantik olusturmak zorunda kaldig1 iki geometri ders gézlemini sunmustur. Sonug
olarak, 6gretmenin, ispatlarin yapma ve degerlendirme konusunda siirekli olarak yetkiye sahip
oldugu ve ispat baslatmay1 da genellikle ders kitabinin sagladigi aktarilmistir. Her ne kadar
Ogretmenin secimleri, 6grencilerin diyagramlarin 6nemi ve detaylara dikkat etme konusunda
bir anlayis gelistirmelerine yardimci olsa da pedagojik agidan, 6grencileri kendi baglarina
mantiksal argiimanlar olusturmaya hazirliksiz biraktig1 belirtilmistir. Ornegin, dgrenciler ispat
yazma stirecinin nasil olmasi gerektiginin farkindadirlar ama 6gretmen tarafindan tanimlanan
bir formata veya stratejiye uyan ispatlar disinda 6grenciler sorumlu tutulmamistir. Sonug
olarak, o0grencilerin bos ispatlart doldurma konusunda basarili olmalarina ragmen bagimsiz
olarak sonuglar ¢ikarmakta veya ispat olusturmakta zorlandiklari bulunmustur.

Herbst (2002), 9. sinif geometri dersinde bir 6gretmenin, 6grencileri bir ispat yapma
stirecine dahil edigini analiz etmek i¢in siniftaki bir ispatlama etkinligini gdzlemlemistir.
Smiftaki iletisimi ve sorumluluk paylasimini analiz ederken didaktik s6zlesmenin 6gretmenin
pedagojik se¢imlerinde geligkili talepler olusturduguna dikkat ¢ekmistir. Hem 6gretmenin hem
de 6grencilerin sorumluluklarini igeren didaktik sézlesmenin 6gretmene yikledigi geligkili
talepler su sekilde agiklanmistir (Herbst, 2002): Ik olarak, (a) ispat olusturmalarini saglamak
icin 6grencilere etkinlik organize etmesi ve (b) dgrencilerin gizli bir sekilde ispat fikirlerine
erisimini kolaylastirmasidir. Yani, bir ispatlama etkinliginde, 6grenciler bir varsayim ya da
argliman i¢in fikir {iretmede basarisiz olurlarsa, 0gretmenin bu basarisizliga bir miktar
miidahale etmesi gerekir ancak bunu yaparken 6grencilerin bagimsiz olarak ispat olusturma
becerilerine de miidahale etmis olur. Bu ¢aligmada da 6gretmen ve 6grencilerinin 6nce agilar
konusuyla ilgili bir iddianin ispatini iistlendikleri ve daha sonra 6gretmenin ispat yapmayi
ogrencilerden aldig1 (ispat igin anahtar fikirler one siirdiigii) goriilmiistiir. Bunun nedeninin
didaktik sozlesmenin Ogretmene yiikledigi celiskili taleplerden kaynaklandigini yani
Ogretmenin hem 6grencilerin ispat olusturmalarina firsat vermesi hem de ispat olusturmalarini
kolaylastirmasinin 6gretmen agisindan iki ¢eliskili talep olduguna deginilmistir.

Bazi ¢alismalarin sonuglari, 6gretmenlerin eylemlerinin, 6grencilerin ispatla etkilesim

kapsamini simirlayabilecegini gostermektedir. Ornegin, Sears ve Chavez (2014), iki lise
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geometri ders kitabindaki etkinliklerin 6zelliklerini ve ispat etkinliklerinin bilissel taleplerini
karsilagtirmakta ve bu tiir farkliliklarin, geometri 6gretmenlerinin derste ispat etkinligini
uygulamasim ve dersler sirasinda 6grencilerin ispat gorevlerine katilimini nasil etkiledigini
ele almaktadir. Ogretmenlerin ders kitabi kullantyor olmalarina ragmen ispatlarin derste nasil
sunulacagina katki yapabilecek igsel (Ogrencilerin egilimleri/mizaglar1) ve digsal
(degerlendirme) faktorlerden etkilendiklerini belirlemislerdir. Boylece ispat etkinliklerinin
dogasinin yazilandan (kitaptan) sahnelenen miifredata (derse) nasil degistigine ydnelik
gbzlemlerini aktarmislardir. Calismadaki 6gretmenler, 6grencilerin ispati ¢ok yogun ve
bogucu gordiigiinii, baz1 durumlarda 6grencilerin ispata katilmadiklarini ve ispata karsi negatif
egilimleri oldugunu gozlemlediklerini belirtmislerdir. Gozlenen derslerinde bazi durumlarda
Ogretmenler bu nedenlerle etkinliklerin bilissel seviyesini disiirmiislerdir. Ek olarak,
ogrencilerin performanslarii 6lgmek i¢in secilen degerlendirme tiplerinin onlarin nasil bir
ispat ogretimi sagladigini etkiledigini de sdylemislerdir. Ozellikle boliim smnavlarr ya da
dénem sonu sinavlarinda ifadeleri eslestirme ve ispattaki bosluklari tamamlama
soruldugundan derslerinde bu tip etkinlikleri vurguladiklarini sdylemislerdir. Ogretmenlerin
ogrencileri sekillerde isaretleme veya ¢ift siitun ispat kullanmaya cesaretlendirerek ispat
etkinliklerinin sekiller, farkli ispat temsilleri/gdsterimleri gibi farkli 6zelliklerini vurguladigi
goriilmiistiir. Yazarlar, bu oOzelliklerin &grencilerin yaptiklari ispatlarin derinligini ve
yaraticiligin etkileyebilecegini 6ngdrmiislerdir. Sonug olarak, 6gretmenlerin ders kitaplarini
kullanma seklini etkileyebilecek faktdrlerin inanglar, 6grencilerin egilimi ve degerlendirmeyi
igerdigini belirtmislerdir.

Derste ispat sunumlarina iliskin gozlem ¢aligmalarindan bazilarinda 6gretmenin belli
eylemlerine/uygulamalarma odaklanildigi da sdylenebilir. Ornegin, miilakat ve ders
gozlemleriyle dort 6gretim elemaninin derslerinde ispat sunumlarinda 6rnekleri nasil ve ne
zaman kullandiklarini inceleyen Mills (2014), 6gretim elemanlarinin derste ispat yaparken
ornek kullanmalarinda temel sezgileri veya hipotezleri harekete gecirmek, bir iddianin veya
alt iddianin akla yakinligi i¢in delil saglamak, 6grencinin iddiayi, ispat1 veya altinda yatan
matematiksel icerigi anlamasini pekistirmek ve ispat kavrayisi olusturmak gibi pedagojik
gerekeeler sunduklarini belirtmistir. Mills (2014) 6gretim elemanlarinin derste ispat anlatirken
kullandiklar1 6rneklere yonelik bir teorik ¢er¢eve de sunmustur. Bu cergeveye gore: Temel
sezgileri veya iddialar1 harekete gegirmek ve 6grencilerin zihnini teoreme hazirlamak i¢in
kullandiklar wsinma/baslangic ornekleri, 6grencilerin ya hipotezi kesfetmeye ya da hipotezin
akla yakinliginin delillerini saglamaya yonlendirmek i¢in teoremden once kullandiklari bir

Oriintiiyli gosteren Ortintii kesfetme ornekleri, 6grencileri hipotezin makulliigiine ikna etmek
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veya ispat kavrayisini genisletmek i¢in kullandiklar1 hipoteze/hiikme yonelik ornekler,
hipotezin veya ispatin altinda yatan matematiksel igerigi pekistirmek icin kullandiklart
kavramlara/tamimlara/notasyonlara yénelik ornekler, 6grencilerin ispatlanmayacak bir alt
hipotezi veya Ozellikle zor mantiksal bir noktayr anlamalarina yardimeir olmak igin
kullandiklar1 alt hipoteziere yonelik ornekler, hipotezin degisimiyle hilkkmiin nasil degistigini
gostermek i¢in kullandiklar1 sinir Srnekler, genel ispati yansitan ve ispatlarla birlikte
sunduklar1 jenerik ornekler ve matematiksel bir yapiyr matematiksel bagka bir yapi ile

karsilastirmak i¢in kullanildiklar metaforik orneklere ders gézleminden 6rnekler sunmustur.

2.6.3.b. Ogretmenlerin Derste Bazi Teoremleri Sunmama Durumlar

Ispatin matematik derslerindeki rollerine yonelik bulgulara ragmen ders gdzlem
calismalarinda bazi 6gretim elemanlarinin ve lise matematik Ggretmenlerinin derste bazi
teoremlerin ispatlarin1 sunmadiklar1 aktarilmistir. Bir teoremin ispatinin anlatilmamasi iki
sekilde gerceklesmektedir: Ogretmen ya tamamen ispat1 atlamakta ya da formel ispat yerine
informel bir anlatim yapmaktadir. Bazi teoremlerin ispatlarini sunmamaya yonelik
dgretmenlerin bu tercihlerinin nedenlerine ydnelik bulgulara da rastlanmistir. Ornegin, Herbst
ve Miyakawa (2008) lise geometri derslerinde hangi teoremlerin ispatinin sunulmakta oldugu
ve sunulmasi gerektigini arastirdiklar1 calismalarinda, geometri Ggretmenlerinin onlara
sunulan 6gretimsel hikayelere yaptiklar1 yorumlardan bazi teoremlerin derste ispatlanmadigi
bulgusuna ulasmglardir. Ogretmenler buna neden olarak:

e Bazen teoremi ifade etmek ve onun hakkinda kisa bir tartisma yapmanin
yeterli oldugunu ve ispata gerek olmadigini diisiindiiklerini,

e Bir sonucu dogrularken ispatin tamaminin adim adim formel sekilde
yazilmasinin gerekli olmadigini,

e Bazen teoremi ispatlayacak yeterli zamanin olmadigini,

e Ve Ogrencilerin o ispatla ilgili gereken bilgilere sahip olmadigim
sOylemislerdir.

Yukaridaki son maddeye paralele olarak bir ispatin 6grenciler igin zorlayici olmasinin
derste yapilmamasinin nedenlerinden biri oldugu sdylenebilir. Ornegin Knuth (2002b) birgok
lise matematik dgretmeninin lise dgrencileri i¢in ispatin uygun olmadigimi diisiindiiklerini
aktarmustir. Hersh (1993) de 6gretim elemaninin eger ispat dgrenciler i¢in zorsa veya teoremin
kendisi yeterince agik degilse o ispatin yapilmayabilecegini belirtmistir. Ayrica zaman kisitini

ve sikic1 veya aydinlatici olmayan ispatlar1 da ispati sunmamaya neden olarak gostermistir. Ek
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olarak Hersh (1993) bir ispati sunma tercihini ispatin, 6grencilerin kavram, yontem veya
uygulamalar1 anlamalarini arttirmasinin etkiledigini belirtmistir.

Dinleyiciler de ispatin anlatilip anlatilmamasi tercihinde en ¢ok gosterilen
nedenlerden biridir. Ogretim elemanlarmin pedagojik ispatlar hazirlarken nelere dikkat
ettiklerini aragtirdiklar ¢caligmalarinda Lai ve Weber (2014) 6gretim elemanlarindan sekizinin
aciklamalarinda dinleyici/okuyucu kitlesinin derste veya bir kitapta bir ifadenin
gerekcelendirilip  gerekcelendirilmemesini  etkiledigi  bulgusuna ulasmislardir. Bu
matematik¢ilerden biri okuyucunun bilmediklerini gerekg¢elendirdiklerini bildiklerini ise
gerekcelendirmeden sadece ifadeyi yazdiklarini belirtmistir. Dinleyicinin etkisine deginen bir
baska calismada ise Yopp (2011) matematik derslerinde ispat ve ispatlamanin rolleri ve
amaglarimin dersin tipi, dersi veren kisi ve dersteki dinleyici/6grenci olmak tizere 3 kategoride
cesitlendigini belirtmistir. Analiz dersi ile ilgili olarak katilimcilardan bazilari, mithendislik
Ogrencilerinin 6gretimde ispata ya da en azindan formel ispata ihtiyact olmadiklarini
belirtmislerdir. Hemmi (2010) 6gretim elemanlarinin ispata pedagojik bakis stillerinden klasik
ve yenilik¢i stildeki pedagojik yansimalarin bazi ispatlarin verilmemesi ya da ispat yerine
orneklerle calisiimasi yoniinde oldugu bulgusuna ulasnustir. ilkinde dgrencinin &n bilgilerinin
eksikligi ve zaman kisit1 gibi gerekgelerle ikincisinde ise dgrencileri korkutmamak adina ve
¢ok az 0grencinin ispati anlayabilecek olmasi nedeniyle bazi ispatlarin verilmemesi ya da ispat
yerine Orneklerle ¢alisilmas1 yoniinde fikir beyan edilmistir.

Ikinci durum informel ispatlarin sunulmasidir. informel ispatlar formel gdsterimler
haricinde aciklamalar, semalar ve drnekler icerebilmektedir. Ogretim elemanlar1 drnekleri
ispatin anlagilmasini kolaylastirmak veya daha iyi anlasilmasini saglamak i¢in formel ispatla
es zamanli olarak veya ispatin yerine kullanabilmektedirler (Weber, 2012). Jenerik 6rnekler
genel ispat1 yansitan belirli, genellikle sayisal 6rneklerdir (Mills, 2014). Formel ispat yerine
orneklerle calismak bazen ispati hesaplamalarin arkasina gizlemek ve Ogrencileri
korkutmamak i¢in bir yoldur (Hemmi, 2010). Pinto ve Karsenty (2017) 6gretim elemaninin
ders imaj1 acgisindan temsili bir ispat sunumunu inceleyen aragtirmacilar onun bu sunumda
ispat anlatim stratejisi olarak bir teoremi ornekle ispatlaylp genel ispati olusturmayi
Ogrencilere biraktigimi gozlemlemislerdir. Benzer sekilde, Mills (2014) ise bir 6gretim
elemaninin jenerik bir drnegi ispatin yerine kullandig1 bulgusuna ulasmistir. Burada 6gretim
eleman jenerik 6rnegi dinleyicinin seviyesine gore ve ispati dgrenciler i¢in daha kolay hale
getirmek amaciyla kullandigini iddia etmistir. Ogretmenler genellikle deneysel argiimanlari
tiimdengelimci ispatlara gore daha ikna edici ve daha kolay takip edilebilir bulurlar ve sinifta

kullanirlar (Stylianides ve Stylianides, 2009a). Bazi &gretim elemanlar1 dersin tiirii
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(uygulamal1 matematik dersleri ve alt simif dersleri gibi) nedeniyle informel ispatlar sunmay1
tercih ederler (Yopp, 2011). Hersh (1993) her teoremi derste formel sekilde ispatlamadigini,
bazen de dgrencilerden ispatlart kitaplardan okumalarini istedigini belirtmistir. Ayrica ¢ok
onemli, ilgi ¢ekici ve zor sonuglar1 olan teoremleri ispatladigini ve ilging ispatlart sundugunu
sOylemistir.

Bazi ispat sunumlar1 daha az formel olarak kabul edilebilir olmasina ragmen informel
olarak degerlendirilmemektedir. Ornegin, Weber’in (2004) caligmasinda de bir 6gretim
eleman1 6grencilere i¢inde ispatlarin tam olarak yazili oldugu bir fasikiil dagitmis ve ispat
sunumunda bazi detaylar1 atlamistir. Benzer sekilde, Nachlieli, Herbst ve Gonzalez (2009),
Ogretmenlere izletilen videoda bir geometri 6gretmeni bir 6grencinin tahtada yapmaya calistigi
bir ispatin bir asamasinda varsayimda bulunmasina ve bu varsayimi gerekcelendirmeden kabul
etmesine izin vererek dgrencinin devam etmesi icin onu cesaretlendirmistir. Ogretmenin bu
uygulamasinin izletildigi diger 6gretmenlerin ¢ogu ispatlamanin 6gretilmesinde bu hareketi

dogru bulmamustir.

2.6.4. ispat Ogretiminde Ogretmenlere iliskin Teorik Calismalar

Ogretmenlere ve ispat sunumlarina yonelik teorik calismalar da meveuttur (6rn., Dawkins
ve Weber, 2017; Ko, 2010; Stylianides ve Ball, 2008; Weber, Inglis ve Mejia-Ramos, 2014).
Bu g¢aligmalardan Dawkins ve Weber (2017), matematiksel degerler ve normlar agisindan
ispat1 kavramsallastirabilecekleri bir gerceve sunmuslardir. Matematikgilerin elde etmek
istedikleri degerleri ve bu degerleri korumak i¢in benimsenen normlar1 tanimlayarak ispata
iligkin bu degerlerin ve normlarin matematik egitiminde ve smifta ispat Ogretiminde
uygulamalarina da deginmislerdir. Bu degerleri algilamayan veya kabul etmeyen 6grencilerin,
onlar1 destekleyen normlara bagli kalmakta giicliik ¢ekebilecegini ve bu nedenle ispat1 kafa
karigtirict ve sorunlu bulacaklarini da belirtmiglerdir. Weber ve digerleri (2014)
matematikcilerin okuduklar1 ispatlarda nasil ikna olduklarina yonelik bir teorik bir ¢alisma
yiirlitmiils ve bunun matematik egitiminde 6grencileri nasil etkiledigini tartismistir. Ko (2010),
ilkdgretim ve ortadgretim matematik Ogretmenlerinin ispat algilarina odaklanan mevcut
deneysel ¢alismalara yonelik literatiir taramasi yaprugtir. “Ispat algis1” ifadesi ile
Ogretmenlerin ispatin nelerden olustuguna, matematikte ispatin roline ve ispatlama
stratejilerine yonelik konu alan bilgisi ve inanglarim kastettigini sdylemistir. Stylianides ve
Ball (2008), matematik Ogretiminde Ogrencileri ispatlama aktivitesine dahil ederken

ogretmenler icin ispat hakkinda hangi bilgilerin dnemli ve kullanigl oldugunu tanimlamayi
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amaclamigtir. Mevcut aragtirmalarda ispatin mantiksal dilsel yoniine yonelik bilgiden
bahsedilirken Stylianides ve Ball (2008), bu bilginin kendilerinin ispatiama durumlar: bilgisi
olarak tanimladigr bilgi ile tamamlanmasi gerektigini belirtmislerdir. Bu bilgi formunun,
Ogretmenlerin smiflarinda 6grencileri igin ispatlama firsatlar1 olusturabilmeleri agisindan ¢ok
onemli oldugunu soyleyerek ispatlama durumlari bilgisi igin iki alt bilegsen tanimlamiglardir.
Bu bilesenler, farkli tiirlerde ispatlama etkinlikleri bilgisi ve ispatlama etkinlikleriyle
ispatlama aktiviteleri arasindaki iliski bilgisidir. Farkli tiirde ispatlama etkinlikleri bilgisine
yonelik anlayis gelistirmek icin belirli matematiksel kriterlere dayali ispatlama etkinlikleri
simflamasi  olusturmuslardir. Ispatlama etkinlikleriyle ispatlama aktivitelerinin iliskisi

bilgisine yonelik anlayis gelistirmek icin de bir teorik ¢erceve gelistirmislerdir.
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BOLUM III

YONTEM

Yontem boliimiinde arastirmanin modeli, katilimcilar, veri toplama siireci ve araglari,
verilerin analizi, arastirmanin gecerligi ve giivenirligi ve arastirmacinin roliine yonelik bilgiler

yer almaktadir. Sekil 3, tez siirecinin genel akisin1 gostermektedir.

2. gbriigmenin
gergeklegtirilme
si (yart
yapilandirilmig)

3. goriismenin

X gere stiri i
ve transkript ,(ez,ellx‘:e:jhllllnll‘?? A i
. ] - . yaptlandirtlmig, Ayrintili literatiir
Ders video gizlemlerinin yapilmasi ve edilmesi ve ve transkript " {aramas
Ve g ; gomillii teori faramasiin

transkript edilmesi ve gomiilii teori N X
N i riant edilmesi . ,
analiz siireci analiz siireci edilme yapilmasi

e = °
Aragtirma Yiizeysel L. goriismenin Siralama ve Ug goriisme ve Aragtirma bulgularinin
konusunun, bir literatiir gergeklegtirilmesi (yar . . segme ders video ve sonuglarinin
yonteminin, {aramasinin }»gpl|-€1I‘IdlI“I|I'IlISJ“\'OHIIEU]S}\'I“IPI :orulz‘l’nniian ghalem yazilmasi
katihmeilarm, vyapilarak 1. edilmesi e gi.)_mul.u teort Ul“u?‘.m . verilerinin
veri toplama goriigme analiz siireci tig:'j:::ﬁ] birlikte
araglarinin sorularinin hazirlanmas yorumlanmasi
belirlenmesi, belirlenmesi AZIrla
gerekli ve goriigme
izinlerin sorularina
alinmasi ve son seklinin
verilmesi.

arastirmanin
baslatiimasi ;}

Sekil 3. Tez siireci genel akisi

Sekil 3°te genel akisi verilen ve bu boliimde bagliklar halinde detaylandirilan tez siireci
biitiinsel olarak anlasilmasi i¢in su sekilde 6zetlenebilir: Arastirmaya iliskin yapilacaklara
karar verilmesinin ve gerekli izinlerin alinmasinin ardindan 6gretim elemanlarinin dersleri
video kaydi yapilarak gozlemlenmistir. Bu sirada, ispat anlatim yapilarina iligskin sorulacak
sorular belirlenmis ve birinci goriisme sorulart hazirlanmustir. Ders video gézlemleri devam
ederken birinci goriisme gerceklestirilmis ve bu gériismenin analizleri yapilmigtir. Bu analizler
ve ders video analizleri sonucunda oncelikle 6gretim elemanlarinin hem agiklamasina hem de
teyidine ihtiya¢ duyulan sorular veya goézlemler igin ikinci goriisme planlanmis ve
gergeklestirilmistir. Ayn1 zamanda birinci goriisme sorularindan segilen sorularin analizleri
sonucunda ortaya ¢ikan kategorilerin ve temalarin 6nem diizeylerinin belirlenmesi amaciyla
segme ve siralama sorularindan olusan bir goriisme formu olusturulmus ve {iglincii gériisme
gerceklestirilmistir. Sonug olarak tiim goriismeler ve ders video analizleri birlikte tekrar analiz
edilmis ve yorumlanmustir. Bu siirece iliskin detayli bilgiler asagida basliklar halinde

agiklanmugtir.
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3.1. Arastirmamin Modeli / Deseni

Aragtirmalar, benimsedikleri felsefe (temel ve uygulamali), amaclar (kesfedici,
tanimlayic1 ve agiklayici), yontemleri (nicel ve nitel), kapsadiklar1 zaman ve siire (kesitsel ve
boylamsal) ve analiz birimi (birey, grup, orgiit ve toplum) agilarindan siniflandirilabilmektedir
(Giirbiiz ve Sahin, 2017). Bu siiflamalar baglaminda bu ¢alisma, “sosyal bir olgu hakkinda
daha fazla bilgi edinerek bilimsel bilgi birikimine katkida bulunmay1” (s. 100) planladigi i¢in
temel, “bir olguya iliskin neler oldugunu kesfetmeyi” (s. 101) amagladigindan kesfedici,
“olgular1 dogal olusumu igerisinde tasvir etmeye” (s. 103) calistigindan nitel ve kapsadigi siire
bakimindan “verilerin anlik olarak tek bir zamanda toplanarak incelenen olgunun o andaki
durumunu ortaya koymas1” (s. 113) nedeniyle kesitsel bir arastirmadir (Gilirbiiz ve Sahin,
2017). Buna ek olarak, analiz birimi agisindan ise birey analizi icermektedir.

Arastirmada bir kuramsal cerceveden hareket edilmeyerek arastirma verilerinde
gdmiilii oldugu varsayilan bilginin ortaya ¢ikarilmasi hedeflenmistir. Ogretim elemanlar
gerek aciklamalari gerekse hareketleriyle 6grenciler i¢in rol model konumunda olduklarindan
bu ¢alismada onlarin bakis agilar1 ve eylemlerine odaklanilmistir. Bu agiklamalar1 ve eylemleri
derinlemesine inceleneceginden yani derslerinde ispat 6gretim uygulamalarina iliskin genel
bir agiklama gelistirilmesi i¢in sistematik aragtirma yapilacagindan gomiilii teorinin bu
aragtirmaya uygun oldugu diisiiniilmiistir. Gomiilii teorinin arasgtirma desenlerinden ise
objektivist (nesnelci-sistematik) yaklasim tercih edilmistir. Gomiilii teori ve objektivist
yaklasim asagida agiklanmistir.

GOmiili teori, Glaser ve Strauss'un (1967) saglik bilimleri alaninda yaptigi
caligmalardan ortaya ¢ikan, bir yi18in veriden tiimevarim ve tiimdengelim yontemleriyle bir
teori gelistirmeyi ifade eden nitel arastirma teknigidir. Glaser ve Strauss (1967) gomiilii
teorinin, verilerin siirekli karsilastirilarak, aralarindaki iliskiler (benzerlikler-farkliliklar)
kesfedilerek kategorilerin olusturulmasi ve bu kategorilerden de soyut teorinin elde edilmesi
oldugunu belirtmistir. Charmaz (2006) gdmiilii teorinin, var olan durumun temelini belirlemek
ve birbiriyle baglantili durumlarin arasindaki iliskiyi ortaya koymak seklinde iki amac1
bulundugunu aktarmistir. Amaci her ne kadar bir teori gelistirmek olsa da Teppo (2015)
gomiilii teori yardimiyla elde edilen bilgilerin her zaman kesin bir teori teskil etmeyebilecegini
c¢linkii bir teorinin olugmasinin kompleks bir durum oldugunu ve bunun igin daha uzun bir
zaman gerekebilecegini sOylemistir. Bununla birlikte teori olsun veya olmasin gémiilii teori
ile elde edilen bilgilerin sistematik ve betimleyici bir yap1 ortaya koydugunu da eklemistir.
GOmiilii teorinin analiz siireci su sekilde 6zetlenebilir (Teppo, 2015): Baslangicta veri siirekli

karsilastirmali analiz ile kavramsal olarak kodlanir. Kodlar olusturulduk¢a kod gruplari
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arasindaki benzerlikleri ifade etmek icin kategoriler de olusturulur. Analiz devam ettikge
teorik drneklem (yani nerede daha fazla veri segilecegi karar1) kodlarin ve kategorilerin stirekli
karsilastirilmastyla ortaya ¢ikar ve veri ile ilgili anahtar fikirler yardimiyla yonlendirilir. Yeni
verinin kodlara ve kategorilere atilmasi, sabit alanda katilimcilarin ¢ogunun davranigini
gosterebilecek temel kategorilerin belirlenmesi hedefine kadar devam eder. Bu asamada sabit
kategoriler (alt seviyeler arasindaki baglantilar1 gosteren daha soyut kategoriler) olusmaya
baslar. Bu iist seviye kategoriler calisma alanlarinin gézlenen 6zellikleri arasindaki iliskileri
aciklayan gomiilii hipotezlerin gelisimini saglar. Analitik siire¢ boyunca kodlar ve
kategorilerle ilgili fikirler ve diisiinceler icin stirekli notlar alinir. Verinin kodlanmas siireci,
kavramlar1 kategorilestirme ve teorik Ornekleme siireci veride gelisen gomiilii teorinin
hedefine dogru tiim bu adimlar boyunca arastirmaci dongiliye devam ettikce gerceklesir ve
interaktiftir. Bu siirecin ayrintilari bu ¢alisma kapsaminda ele alinarak veri analizi boliimiinde
agiklanmustir.

GOmiili teorinin giiclii ve zayif yonleri su sekilde 6zetlenebilir (Giirbiiz ve Sahin,
2017, s. 424): Gomiilii kuramin gii¢lii taraflarindan biri sistematik bir siire¢ igermesidir. Yani
aragtirmaci arastirma siirecinde izlemesi gereken adimlar1 bilmektedir. Ayrica gereksiz bilgi
toplamay1 onleyecek sekilde ilk verinin toplanmasindan itibaren kodlamalarin yapilmasi ve
amaca yoOnelik bilgilerin eklenmesine olanak tanir. Nitel verinin ¢oziimlenmesinde disiplinli
bir yaklasim sunmasi da diger bir giiglii 6zelligidir. Bununla birlikte gomiilii teorinin zayif
yanlarindan biri arastirmacinin yogun veri altinda kaybolmasi ihtimalidir. Ayrintili literatiir
taramasinin kodlamalardan sonra yapiliyor olmasi da hali hazirda ayn1 alanda benzer bir teori
mevcutsa aragtirmacinin yenisini aramakla vakit kaybedebilecek olmasidir.

GOmiili teorinin ilk kesfinden giliniimiize kadar iki 6nemli gdmiilii teori yaklagimi
ortaya ¢ikmistir. Bunlardan biri Strauss ve Corbin’in (1990,1998) siireci, olaylar1 veya
iliskileri sistemli bir sekilde analiz ederek bir teori arastirdigi “sistematik veya objektivist
(nesnelci)” desendir. Digeri ise Charmaz’in (2000) yorumlayict yaklagimla esnek calismalar
iceren ve arastirmacilarin gézlemlerine dayanan “yapilandirmaci” desendir. Bu desenler su
sekilde oOzetlenebilir (Charmaz, 2006, 131-132): Yapilandirmact gomiilii teori, yorum
geleneginin bir parcasidir, nesnelci gomiilii teori ise pozitivizmden tiiremistir. Yapilandirmaci
yaklasim, ¢aligma fenomenine Oncelik vermekte ve hem verileri hem de analizi, katilimcilarla
ve diger veri kaynaklar1 ile paylasilan deneyimlerden ve iligkilerden olusturulmus olarak
gormektedir. Yapilandirmacilar, katilimcilarin belirli durumlarda nasil ve bazen neden
anlamlar ve eylemler insa ettiklerini incelerler. Teori, arastirmacinin goriisiine baglidir; onun

disinda kalmaz ve duramaz. Objektif yaklasim ise yapilandirmaci yaklasimla ¢elismektedir.
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Objektivist gdmiilii teori, pozitivist gelenek iginde yer alir ve bu nedenle verilere kendi
iclerinde gergcekmis gibi davranir ve onlarin iiretim siireglerine katilmaz. Bu durus, verilerin
ortaya ciktig1 sosyal baglami, aragtirmacinin etkisini ve genellikle gomiilii teorisyenler ile
aragtirma katilimcilart arasindaki etkilesimleri siler. Objektivist bir teorisyen, verilerin
bilinebilir bir diinya hakkindaki nesnel gergekleri temsil ettigini varsayar. Veriler diinyada
zaten mevcuttur; arastirmact onlar1 bulur ve onlardan teoriyi 'kesfeder'. Bu goriis, kesfedilmeyi
bekleyen bir dis gercekligi ve onunla ilgili gergekleri kaydeden tarafsiz bir gézlemciyi
varsayar. Objektivist teorisyenler, yontemlerin dikkatli uygulanmasinin teorik anlayis
iirettigine inanirlar. Rolleri, bir olusturucudan ziyade arastirma siireci i¢in bir kanal haline
gelir. Nesnel gomiilii teorisyenler farkli gézlemcilerin ayni1 gergekligi kesfettiklerinde benzer
sekilde tanimlayacaklarini varsayarken yapilandirmaci gémiilii teorisyenler farkli yorumlarin
gelebilecegini kabul ederler.

Arastirmacinin, tarafsiz olarak dis gerceklikte kesfettigi verileri nesnel ve yontemlere
bagl bir analiz siireciyle sunmay1 amaglamasindan dolay1 bu ¢alismada objektivist gomiilii

teori yaklagimu tercih edilmistir.
3.2. Katihmeailar

Katilimcilar amagl (olasilikli olmayan) drnekleme yontemlerinden 6lgiit ornekleme,
kolay ulagilabilir 6rneklem yontemleri birlikte kullanilarak belirlenmistir. Patton (2014) bir
calismada birden fazla Orneklem stratejisinin benimsenebilecegini belirtmistir (s. 247).
Dolayisiyla, bu g¢aligmada arastirmanin amacina uygun olacak sekilde belirlenen olgiit
dogrultusunda arastirmacinin kolay ulasabilmesine de olanak saglayacak orneklem tercih
edilmistir. Tez, amaci1 itibariyle ilkdgretim ve ortadgretim matematik Ogretmenligi
boliimlerinde (ispat anlatimi igeren) matematik alan derslerine giren 6gretim elemanlarinin
incelenmesini gerektirdiginden bu 6lgiit kullanilarak katilimcilar arastirmacinin  kolay
ulasabilecegi bir liniversiteden olacak sekilde belirlenmistir. Kolay ulasilabilir 6rneklemin
tercih edilme sebebi, ispat anlatim yapilarinin gozlemlenebilmesi i¢in ¢ok sayida dersin video
kaydinin yapilmasimi ve gerektiginde 6gretim elemanlarina yiiz yiize ulasarak sdylemleri ve
uygulamalarina yonelik agiklama istenmesini daha miimkiin kilmasidir.

Bu calismanin katilimeilari, bir devlet tiniversitesinin egitim fakdiltesinde ilkdgretim
veya ortadgretim matematik Ogretmenligi boliimlerinde matematik alan dersleri veren 7
Ogretim elemanindan (3 kadin, 4 erkek) olugmaktadir. Etik kurallar geregi katilimcilarin
kimlik bilgilerini gizli tutmak amaciyla, tim katilimeilar dersleriyle alakali bir takma ad ile

anilmustir.  Ogretim elemanlar kullanilan takma ad konusunda bilgilendirilmis ve onaylari
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almmustir. Tablo 2 6gretim elemanlarina yonelik bilgileri (bdliimleri, pozisyonlari, 6gretim

(mesleki) deneyimleri) igermektedir.

Tablo 2

Ogretim Elemanlarimin Anabilim dallari, Pozisyonlari, Ogretim Deneyimleri

Katihmeilar Anabilim  Unvan Verdikleri dersler
Dah
Dr. Kompleks oMT* Profesor Kompleks Analiz (30 yil), Analiz III-1V

(20 yil), Soyut Matematik (3 yil), Reel
Analiz (10 yil), Diferansiyel Denklemler (5
yil), Genel matematik (5 yil), Fonksiyonel
Analiz (15 yil)

Dr. Vektor IMT** Profesor Analiz I-IT (15 yil), Analitik Geometri (6
yil), Diferansiyel Denklemler (11 yil),
Diferansiyel Geometri (3 yil), Genel
Matematik (9 yil)

Dr. Soyut IMT Profesor Soyut Matematik (10 yil), Mantik (10 yil),
Cebire Giris (10 y1l), Sayilar Kuramu (8 y1l),
Lineer Cebir (4 y1l), Topoloji (2 yil)

Dr. Tirev OMT Profesor Analiz I-1T (15 y1l)
Dr. Oklid OoMT Dr. Ogretim Uyesi ~ Geometri (2 yil), Niimerik Analiz (10 yil),
Dr. Uzay OoMT Dr. Ogretim Uyesi ~ Analiz (15 yil), Soyut Matematik (5 yil),

Mantik (5 yil), Geometri (14 yil), Lineer
Cebir (4 yil), Diferansiyel Denklemler (4
yil), Diferansiyel Geometri (4 y1l), Niimerik
Analiz (4 yil), Analitik Geometri (14 yil),
Genel Matematik (15 y1l)

Dr. Topoloji oMT Ogretim Gorevlisi Topoloji (14 yil), Analiz (14 yil), Lineer
Cebir (2 yil), Diferansiyel Denklemler (11
yil), Istatistik (9 yil), Genel Matematik (14
yil), Analitik Geometri (3 y1l)

* Ortadgretim Matematik Egitimi  **ilkogretim Matematik Egitimi

Bu ¢aligmadaki katilimcilarin hepsi deneyimli dgretim elemanlaridir. Ve hepsi de

uzun siredir matematik egitimi bdliimiinde ispat temelli dersler de dahil olmak fiizere
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matematik dersleri vermektedir. Dr. Kompleks ve Dr. Vektor matematik boliimiinde doktoraya
sahiptir. Diger dgretim elemanlarinin doktorasi ise matematik egitimi lizerinedir.

Tablo 3, 6gretim elemanlarinin gézlem yapilan derslerine yonelik bilgileri (dersin adi,
hangi donemde verildigi, sinif mevcudu ve dersin igerigi) igermektedir. Bu ¢aligmada ders
video kayitlar1 2016-2018 yillar1 arasinda yapildigindan dersler ve bu derslerin verildigi

donemler bu tarihler arasindaki 6gretim programina gore yazilmstir.

Tablo 3

Ders video kaydi yapilan ders icerigi, boliimii verildigi donem ve ogrenci sayist

Ders
Bolii ..
(Ogretim oliim/ Simf Dersin icerigi
Elemani) Doénem mevcudu
Kompleks sayilarin aksiyomatik sayisi. Kompleks
sayilarla analitik geometri. Kompleks {istel fonksiyon,
trigonometrik  fonksiyonlar, hipertatik fonksiyon.
Kompleks Logaritma fonksiyonu, ters trigonometrik ve ters
. OMT/ . . . . .
Analiz 29 hipertatik fonk51y0n..Kompleks tist, kompleks terimli
5 Dénem dizi. Kompleks fonksiyonlarda limit, siireklilik ve tiirev.
(Dr. Kompleks) Analitik fonksiyon kavrami. Kompleks egrisel, integral
tanimi, Ozellikler, Cauchy teoremi. Cauchy integral
formiili ve sonuglart. Kompleks sayi serileri, fonksiyon
dizileri ve serilerine giris.
n2boyutlu &klit uzaylari, IRn nin topoloji. Baglantisiz ve
baglantilh nokta kiimeleri, bolge kavrami. n? reel
OMT/ degiskenli ve reel degerli fonksiyon kavrami. n? reel
Analiz 111 3 degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarda limit ve
o 21 sureklilik kavrami. Kismi tirevler. Zincir kurali ve
(Dr. Kompleks) Donem uygulamalari.  Tam  diferansiyel  kavrami  ve
uygulamalar1. Kapali fonksiyon teoremleri, Iki reel
degiskenli fonksiyonlarin Taylor agilimi uygulamalari,
maksimum-minimum, Ekstremum ve uygulamalari
Cebire Giris IMT/ Ikili islemler, grup tanimu, 'al't gruplar, permiitasyon
45 gruplari, homomorfizma, devirli gruplar, kalan smiflari,
(Dr. Soyut) "5' normal alt gruplari, boliim gruplari, halka tanimi, alt
Dénem halkalar, idealler.
Analitik MT/ Diizlemde vektorler, dogru, ¢ember, elips, hiperbol,
Geometri | 5 45 parabol.

(Dr. Vektor) Donem
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43

Tek degiskenli fonksiyonlarda limit siireklilik,
stireksizlik c¢esitleri; tlirev kavrami ve tirev alma
kurallari. Trigonometrik, logaritmik, iistel, hiperbolik
fonksiyonlar ~ve bunlarin tersleri ile kapali
fonksiyonlarin tiirevleri. Yiiksek mertebeden tiirevler.
Fonksiyonlarin ekstremum ve mutlak ekstremum
noktalari, ekstremum problemleri. Rolle ve Ortalama
Deger Teoremleri. Sonlu Taylor Teoremi. L’Hospital
Kuralt ve limit hesaplamalari. Diferansiyel ve lineer
artma. Integral kavranm, belirli-belirsiz integraller,
integral alma teknikleri, belirli integralle alan hacim
hesaplamalari

20

Tirev uygulamalari, Tek reel degiskenli reel
fonksiyonlarin ekstremum ve mutlak ekstremum
noktalari, Rolle ve Ortalama deger problemleri, sonlu
Taylor Teoremi, L' Hospital kurali ve bu kural ile limit
hesaplamalari, Fonksiyonlarin artanlik-azalanlik ve
asagi-yukari biikeyliklerinin birinci ve ikinci tiirev ile
iligkilendirilmesi, Diferansiyel, Fonksiyonlarin
degisimlerinin incelenmesi ve grafiklerinin ¢izilmesi,
Belirsiz integraller, Integral alma kurallari, Belirli
integraller, Integral uygulamalari, belirli integral ile alan
ve hacim hesaplamalari

22

Geometrinin aksiyomatik yapist ve Oklid geometrisi.
Uggenlerde eslik ve benzerlik. Pisagor teoremi, agiortay
teoremi, kenarortay teoremi, Menelaus, Ceva ve Stewart
teoremleri. Ucgensel bolgenin alani. Heron formiilii, i¢
ve dis teget cemberler araciligiyla iiggensel bolgenin
alamnin  elde edilmesi. Ozel dortgenler. Cember.
Uggenin bazi1 6zel noktalar: Fermat ve Nagel noktalar:
Bazi modern geometri teoremleri: Euler dogrusu,
Simpson dogrusu, Morley teoremi, Napolyon ii¢geni.
Doéniistimler, Oteleme, dénme, simetri ve homoteti.
Siislemeler. Uzay geometri Kati cisimler

20

Cebirsel yapilar, grup, halka ve cisim. Vektdr uzayi
tanimi ve Ornekler. Alt vektdr uzaylarit ve Ornekler.
Lineer bagimlilik ve bagimsizlik. Baz(taban) ve boyut.
Kesigim ve toplamsal alt vektor uzaylari. Direk toplam
ve uygulamalari. Lineer doniigiimler. Lineer
doniisiimlerde tanim, deger ve goriintii kiimeleri ve
¢ekirdek kavrami.

. IMT
Analiz | /
(Dr. Vektor) 3
’ Doénem
OMT/
Analiz 1l 3
(Dr. Tiirev) D
. MT.
Geometri oMmT/
(Dr. Oklid) 6.
’ Dénem
Lineer
OMT/
Cebir |
1.Donem
(Dr. Uzay)
OMT/
Topoloji 6.
Donem

(Dr. Topoloji)

22

Topolojik Yapi, Topolojik Uzay. Topolojik Uzayda Bir
Kiimenin I¢, Dis, Yig1lma Noktast ve Uygulamalar.
Topolojik Uzayda Bir Kiimenin Kapanis, Sinir Noktasi.
Topolojik Yapilarin Karsilastirilmasi. Alt Uzay. Taban
ve Alt Taban. Komsuluklar. Siirekli, A¢ik ve Kapali
Fonksiyonlar. Homeomorfizm. Baglangic ve Sonug
Topolojisi. Carpim ve Boliim Uzaylari, Metrik Uzay.
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3.3. Veri Toplama Siireci ve Araglari

Nitel bulgular miilakatlar, dogrudan gozlem ve yazili dokiimanlar olmak iizere ii¢
farkli veri toplama yoluyla olusmaktadir (Patton, 2014, s. 4). Denzin (1978) bir arastirmada
farkl veri, aragtirmaci, kuram ve yontemler kullanilmasini géz 6niinde bulundurarak dort tiir
iicgenleme oldugunu belirtmistir. Bu c¢aligmada &gretim elemanlarinin ispat anlatim
yapilarimin belirlenmesinde hem goriislerinin alindigi miilakat verileri hem de dersteki
uygulamalarindan elde edilen video verileri kullanildigindan bu calismanin veri iicgenlemesi
tiirtinde oldugu sdylenebilir.

Ogretim elemanlarinin derste ispat yapmaya yonelik goriisleri, ispatlanacak ifadeyi
(teoremi, Onermeyi) ve ispatlart nasil anlattiklar1 ve anlatirken yaptiklari uygulamalari
kapsamasi bakimindan “ispat anlatim yapist” ifadesi kullanilmistir. Yani, bu ¢alismada “ispat
anlatim1” ifadesi ile 6gretim elemanlarinin derste ispatlart nasil anlattigl, mevcut 6gretim
uygulamalar1 ve ispat anlatimma yonelik goriisleri kastedilmektedir. Ispat anlatimi ise
ispatlanacak ifadeyi, ispatin kendisini ve ispat siiresince verilen tiim tanimlari, yorumlart,
ornekleri, sorular1 vb. uygulamalari icermektedir. Sonug¢ olarak bu g¢alismada, 6gretim
elemanlarinin ispat anlatim yapilar1 incelenmistir. Girig boliimiindeki Sekil 1 &gretim
elemanlarinin ispat anlatim yapilarinin hangi baglamlarda ele alindigin1 gostermektedir. Bu
baglamda, Tablo 4, aragtirmacinin arastirma kapsamina gore ihtiya¢ duydugu bilgileri ve bu

bilgileri hangi veri toplama teknigi ile elde ettigini gostermektedir.

Tablo 4

Arastirma kapsaminda ihtiya¢ duyulan bilgiler ve veri toplama yontemleri

Alt problem  Arastirmacinin ihtiya¢ duydugu bilgi Yontem

Ogretim elemanlarinin ispatin matematik egitiminde

. . T Miilakat
Onemine/amacina yonelik goriisleri

1. alt problem

Ogretim  elemanlarimin ~ derste  teorem ve ispat
sunumlarindaki uygulamalari,
Ogretim elemanlarmin derste ispat anlatim esnasinda
hangi uygulamalara/eylemlere deger verdiklerine iliskin
2. alt problem  goriisleri Miilakat + Gozlem
Ogretim elemanlarinin derste sunacaklari ispatta olmasini
istedikleri 6zelliklere yonelik goriisleri
Ogretim  elemanlarinin  derste  baz1  teoremleri
ispatlamamaya iligkin goriisleri ve dersteki uygulamalari
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Ispat sunumuna o6grenci katilimi ve ispatin &grenci
tarafindan  anlasilmasina  yonelik  diisiinceleri ve
uygulamalari
Ogretim elemanlarimin  dgrencilerin ispat okumasina
3. alt problem  yonelik goriisleri Miilakat + Gozlem
Ogretim elemanlarinin  dgrencilerin ispat yapmasina
yonelik goriisleri
Ogretim elemanlarimin 6grencilere ve dgrencilerin ispat
acisindan durumlarina iliskin gortsleri

Ogretim elemanlarinin ders kitaplarinda ispata yonelik

g Miilakat
goriisleri

4. alt problem

Arastirmada gerceklestirilen goriisme ve gozlemlerin hazirlanma ve gerceklestirilme

stirecleri asagida basliklar halinde detaylandirilmigtir.

3.3.1. Goriismeler

Miilakatlar kisilerin deneyimleri, fikirleri, duygular1 ve bilgileri ile ilgili dogrudan
altilar yapilabilmesine olanak saglamaktadir (Patton, 2014, s. 4). Nitel miilakatlarin amaci
miilakat yapilan kisilerin diinyay1 nasil gordiiklerini anlamak, kullandiklar1 terminolojiyi ve
yargilart O0grenmek ve kisisel bakis acilarinin  ve deneyimlerinin karmasikligini
yakalayabilmektir (Patton, 2014, s. 348).

Agik uclu miilakatlarla veri toplama, miilakat yapilmadan 6nce miilakat sorularinin
belirlenme ve yapilandirilma derecesine baglh olarak yapilandirilmamus, yar1 yapilandirilmig
ve yapilandirilmig olmak {izere li¢ farkli gériisme yaklagimi igermektedir. Yar1 yapilandirilmisg
goriisme, aragtirmacinin hem goriisme kilavuzu dogrultusunda ilerlemesine hem de ihtiyag
duydugunda derine inebilmesine imkan saglamasi sebebiyle (Giirbiiz ve Sahin, 2017) bu
calismada gergeklestirilen birinci miilakatta tercih edilmistir. Goriisme esnasinda sorularin
cevaplarinda detaylandirmanin gerekli goriildiigii durumlarda ek sorular yoneltilmistir.
Verdikleri dersin tiirli ve siiresi gibi nesnel bilgi edinmeyi amaglayan iki giris sorusunun
ardindan derste ispat anlatimlarina ve Ogrencilerin ispat Ogrenmesine yonelik 18 soru
sorulmustur. Goérisme formunun olusturulmasina yonelik asamalar asagida alt baslik altinda
aciklanmigtir.

Bu caligma kapsaminda tiim 6gretim elemanlariyla biri ders video kayitlar1 devam
ederken diger ikisi ders video kayitlarinin ardindan olmak {izere toplam iicer goriisme
gerceklestirilmistir. Birinci goérlismede Ogretim elemanlarina ispatin 6gretimine yonelik
belirlenen goriisme sorulari sorulmustur. Bu goriisme Ogretim elemanlarinin da izinleri

dogrultusunda video kamera ile kayit altina alinmigtir. Gériisme de video kaydi yapilmasinin
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nedeni Ogretim elemanlarinin jest ve mimiklerinin de sOylemlerini derinlestirdiginin
diisiiniilmesidir. Miilakat ortalama 30-45 dakika arasinda stirmiistiir.

[k miilakattan ve ders video kayitlarmdan elde edilen verilerin analizi devam ederken
ikinci alt problemde ele alinan “sunulan tiim teoremlerin/Onermelerin ispatinin yapilip
yapilmadigina” yonelik dersten elde edilen veriler 6gretim elemanlarinin goriiglerinin tekrar
alimmasini ve hem miilakat hem de video verilerinden olusturulan kategoriler i¢in de katilimci
dogrulamas1 yapmalarin1 gerektirmistir. Bu nedenle de yine yar1 yapilandirilmis ikinci ve ilk
miilakata gore daha kisa bir miilakat talep edilmis ve gergeklestirilmistir. Bu goriismede
Ogretim elemanlarina derste ispatini sunmadiklar1 ve neden sunmadiklarina yonelik agiklama
da yapmadiklar1 teoremler gosterilerek ispati neden sunmadiklar1 sorulmustur. Ayrica ilk
miilakatta “derste verdiginiz tiim teoremleri/Onermeleri ispatlar misiniz? yapmiyorsaniz
neden?” sorusuna verdikleri yanitlarin analizi sonucunda olusturulan kategoriler gdsterilerek
katilime1 dogrulamasi yapmalari istenmistir. Tiim katilimcilar olusturulan kategorileri yerinde
bulmustur.

Yapilandirilmis olarak gergeklestirilen tiiglincli goriisme icin birinci goriigmenin
analizleri sonucunda olusturulan ve segme-siralama tipi 10 soru igeren bir goriigme formu
hazirlanmigtir. Birinci miilakat analizinden elde edilen veriler ile olusturulan bu soru formu
elde edilen ilk goriislerin 6nem diizeyini gdstermeyi amacglamustir. Ik miilakatta elde edilen
goriislerden olusan kategoriler ciimleler anlam kaybina ugramayacak sekilde ikinci siralamali-
segmeli soru formuna uyarlanmistir. Bu form iki amacla olusturulmustur. Birincisi 6gretim
elemanlarimin miilakat esnasinda bilerek veya unutarak beyan etmedigi ifadelere katilip
katilmadigini, bu goriisleri de énemli bulup bulmadigini gérmektir. Ikincisi ise kendisinin
veya bir bagka 6gretim elemaninin beyan ettigi ifadelerden hangilerini daha 6nemli buldugunu

ortaya ¢ikarmaktir. Bu soru formunun olusturulmasina yonelik asamalar asagida verilmistir.

Goriisme Sorularimin Belirlenmesi

Aragtirmaci tarafindan yapilan yiizeysel bir literatiir taramasimin ardindan 6gretim
elemanlarinin ispat O0gretimine yoOnelik goriislerinin belirlenmesi amaciyla 21 agik uglu
sorudan olusan taslak bir form olusturulmustur. Belirlenen sorulara iliskin Tez Izleme
Toplantisinda sorularin herkes tarafindan ayni bigimde anlasilmasi ve kapsam gecerligi igin
komite iiyelerinin goriisleri alinarak soru formunun ilk diizenlemesi yapilmistir. Bu
diizenlemede 1 soru ¢ikarilmis, 2 soru birlestirilmis, 3 soru eklenmis ve 11 soru ise yeniden
diizenlenmistir. Sorularin dogru anlagilmas1 yani anlagilabilirlik yoniinden degerlendirilmesi

icin bir uzman goriisiine basvurulmustur. Uzmandan gelen goriisler dogrultusunda goriisme
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formunda dil bakimindan gerekli diizeltmeler yapilmistir. Soru formunun bu hali ile bir pilot
goriigme gerceklestirilmistir. Tez izleme komitesi toplantisinda anlasilabilirlik, cevaplarin
tatmin edicilik diizeyi, biitiinliik ve sorularin yonlendiricilik diizeyi pilot goriismeden de elde
edilen bilgiler dogrultusunda tartisilmis ve benzer yanitlarla sonuglanan 2 soru formdan
¢ikarilmistir. Son diizeltmelerin de ardindan tez izleme komitesi {iyelerinin onay1 ile goriisme
sorularinin son sekli ortaya ¢cikmistir. Gorlisme sorular1 Ek 3’te verilmistir.
Goriisme formunda yer alan sorular asagidaki temalar1 icermektedir:
e Ogretim elemanlarinin mesleki deneyimlerini ortaya ¢ikarmaya ydnelik sorular
e Ogretim elemanlarmin ispat 6gretiminde &grencilere yonelik goriislerini
belirlemeye iligkin sorular
e Ogretim elemanlarinin derslerinde ispat anlatimlarindaki uygulamalarim
belirlemeye yonelik sorular
Yukarida bahsedildigi gibi ispat Ogretimine yonelik ilk goriisme yanitlarindan
bazilarinin analizleri sonucunda elde edilen kategoriler ile siralama ve se¢me sorularindan
olugan goriisme formu olusturulmustur. Bu formda ilk miilakatta sorulan tiim sorular
kullanilmamaistir. Bunun nedeni hem her sorunun bu sekilde siralanacak cevaplar igermemesi
hem de anketin fazla uzun olmasina sebebiyet verebilecek olmasidir. Bu nedenle se¢me ve
stralama formu i¢in en uygun olan miilakat sorular1 (10 soru) Tez Izleme Komitesi iiyeleriyle
birlikte secilmis ve pilot uygulamanin ardindan yeniden diizenlenmistir. Se¢me-siralama
sorularindan olugan goriigme formundan ornek sorular Ek 4’te verilmistir. Bu formda
kullanilan sorular 6gretim elemanlarinin: Matematik egitiminde ispatin dnemine, 6grencilerin
ispat okumalarinin ve yapmalarimin neden istendigine, derste sunulacak ispatta olmasi
beklenen ozelliklere, ders kitabinda ispata iliskin beklentilere, ispat sunumunda yontemin
vurgulanmasinin faydalarina, 6grencinin derste sunulan ispati anladigina iligkin gostergelere,
derste ispat anlatiminda olmas1 gerekenlere, 6grencilerin ispatlamada yasadiklar giicliiklere,
bu giicliiklerin nedenlerine ve bu giicliiklerin giderilmesi i¢in Onerilere yonelik goriislerini

igermektedir.

3.3.2. Ders Video Gaozlemleri

Ogretim elemanlarinin  ispatlara  ydnelik  dersteki uygulamalarmi  dogrudan
gozlemleyebilmek, miilakatla elde edilen verinin ¢esitlendirilmesini (liggenlemeyi) saglamak

ve dolayisiyla “daha objektif veri elde edebilmek” (Giirbiiz ve Sahin, 2017, s. 183) “insanlarin
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etkilesim kurdugu baglami daha iyi yakalayabilmek” ve “kesif odakli ve tiimevarimsal
olabilmek”™ (Patton, 2014, s. 262) amaciyla bu ¢alismada gézlem de yapilmustir.

Gozlemcinin gozlem siirecindeki roliine baglh olarak katilimci gézlem ve dogrudan
gozlem olmak tizere iki temel gozlem tirli ve arastirmalarin gereksinimlerine gore
gdzlemcinin roliiniin bu iki u¢ arasinda c¢esitli yerlerde bulundugu bircok gdzlem tiirii
bulunmaktadir (Giirbiiz ve Sahin, 2017). Bu ¢alismada arastirmaci “incelemek istedigi ortami
gozlemleyerek veri toplamay1” (Gilirbliz ve Sahin, 2017, s. 182) amacladigindan dogrudan
gbzlem tercih edilmistir. Ayrica, aragtirmaci incelenecek ortamin i¢inde yer almadigindan bu
gbzlem tam gozlemdir.

Bu ¢alismada matematik 6gretmeni adaylarina matematik alan dersleri veren 7 6gretim
elemaninin Tablo 3’te verilen dersleri 3-9 hafta boyunca video kamera ile izlenmistir. Kamera
tahtay1 ve Ogretim elemanmmi gorecek sekilde yerlestirilmistir. Ogrenciler arastirma
kapsaminda olmadigindan kameraya alinmamistir. Yalnizca tahtaya kalkan Ogrenciler
kaydedilmistir. Ders video gozlemlerinin yapilabilmesi i¢in iiniversiteden gerekli izinler
almmustir (bkz. Ek 2).

Tablo 3’te hangi derslerin, ne kadar 6grenciyle hangi smif seviyesinde gézlemlendigine
yonelik bilgiler verilmistir. Gozlenen ders sayilari, siireleri ve ispat sunum sayilari ise Tablo

5’te verilmigtir.

Tablo 5

Gozlem yapilan ders sayisi, siire ve gézlemlenen ispat sayisi

Video kayd:t  Gozlem yapilan

Ogretim Elemani Ders ad1 yapilan ders toplam siire (::Z:;nsl;elll;n
sayisi (dakika) P ¥

Kompleks Analiz 3 327 17
Dr. Kompleks

Analiz 111 3 414 3

Analiz | 8 479 11
Dr. Vektor

Analitik Geometri | 3 168 7
Dr. Tiirev Analiz I 5 386 17
Dr. Soyut Cebire Giris 8 909 33
Dr. Oklid Geometri 6 584 31
Dr. Uzay Lineer Cebir I 4 394 18
Dr. Topoloji Topoloji 9 763 30
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3.4. Verilerin Analizi

Bu boliimde bu ¢alismanin da veri ¢6ziimleme siirecini teskil eden gomiilii teoride veri
analizi ve bu ¢alismada nasil gergeklestirildigi agiklanmigtir. Goriisme verilerinin ve ders
gozlem verilerinin toplanmasinda ve analizinde izlenen adimlar Sekil 4’te 6zetlenmis ve
ardindan detayli olarak agiklanmigtir.

[k miilakat transkript edildikten sonra gomiilii teori yonteminin adimlar1 izlenerek
kodlar, kategoriler ve temalar olusturulmustur. Bu kategori ve temalar yardimiyla ii¢lincii
goriigme sorulart belirlenmistir. 3. gdriigmenin de transkript edilmesinin ardindan ilk ii¢
miilakat verileri birlikte yorumlanmistir. Video verilerinin analizleri birka¢ asamada
yapilmistir. Oncelikle derslerdeki ispat anlatim béliimleri belirlenmis ve transkript edilmistir.
Ispat anlatini teoremi/dnermeyi, ispatin kendisini ve teorem-ispat sunumu i¢inde verilen tiim
tanimlari, yorumlari, 6rnekleri, sorulari vb. icermektedir. Bu boliimler belirlenirken 6gretim
elemaninin ispatini sundugu tiim teorem, onerme, iddia veya problemler dikkate alinmustir.
Bunun yani sira bu calisma kapsaminda 6gretim elemaninin formel ispatint yapmadigi
teoremleri, onermeleri veya iddialari iceren kisimlar da belirlenmistir ve bu boliimlerin de
transkriptleri yapilmigtir.  Ders videolarinin igerik analizinde frekans analizi teknigi
kullanilmigtir. Yani bazi ifadelerin ve eylemlerin hangi siklikta goriildiigi sayilarak

betimlenmistir.
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Miilakat video kayitlart ve ders video kayitlarindan belirlenen ispat anlatim boliimleri
aragtirmaci tarafindan transkript edilmistir. Ispat anlatim béliimlerinin yaziminda &gretim
elemaninin ifadelerinin yani sira tahtada yazdiklar da ekran goriintiisii alinarak eklenmistir.

GOmiilii teoride veri toplama ve analiz siiregleri birbirleriyle iliskili oldugundan ve
analiz, verinin en ufak birimi toplandiginda basladigindan ilk video kayitlarindan itibaren veri
analiz siireci baslamistir. Bir¢ok nitel arastirmada sistematik analize baslanmadan 6nce verinin
¢ogu toplanmis olur. Ancak gomiilii teoride analiz en bastan gereklidir ¢iinkii bir sonraki
miilakatlar ve gozlemleri yonlendirmekte kullanilan memo (hatorlatici not) yazimi da
basglamalidir.

Gomiilii teoride veri, kodlama ve teori liretme olmak iizere {ic temel arastirma ve
analiz siireci bulunmaktadir. Bu temel analiz siirecinde kodlama asamas1 bazi arastirmacilar
tarafindan farkl siflamalarla ifade edilmistir. Ornegin Glaser ve Strauss (1967) bu asamayi
sabit, kuramsal ve merkezi kodlama olarak; Strauss ve Corbin (1998) a¢ik, eksensel ve segici
kodlama olarak; Charmaz (2006) ise baslangi¢ ve secici kodlama olarak siniflandirmistir. Bu
calismada Strauss ve Corbin (1998) siniflandirmasi dikkate alinmig ve yiiriitiilen veri analiz
stireci Strauss ve Corbin (1990; 1998), Teppo (2015), Charmaz’dan (2006) yararlanilarak

asagida bagliklar halinde 6zetlenmistir:

Actk kodlama

Charmaz (2006) ortaya ¢ikmasi hedeflenen teorinin iskelet oldugunu iddia ederek
kodlama asamasini kemiklere benzetmistir. ilk veri kiimesi olusturulur olusturulmaz agik
kodlama baglamistir. Bu kodlama siirecinde veriye sorular sorulup olaylar siirekli
karsilastirilmigtir. Bu siirecin amaci veriyi kodlanmig olaylarin bir koleksiyonu halinde
kavramsallagtirmaktir (Teppo, 2015). Gozlemler veya transkriptler tanimlanabilir kiigiik
pargalara veya olaylara ayrilmistir. Bir kelimeden, bir ifadeden, bir climleden veya biitiin bir
paragraftan olusabilen bu ayrik kisimlar belirli olaylari temsil eden kavramlari tanimlamak
icin “Burada ne oluyor?” veya “Bu kisiler ne yapiyor? veya “Bu nedir?” gibi hassaslagtirma
sorular1 sorularak etiketlenmis veya kodlanmistir. Cok sayida kiigiik parcalardan olusan ve
ortaya cikacak resmin bilinmedigi bir yapbozda parcalar siirekli karsilastirarak benzerlikler
farkliliklar belirlenmeye calisilmistir. Veriyi benzerlik ve farkliliklarina gore siniflamak igin
stirekli karsilagtirmay1 kullanarak olabildigince ¢ok olay kodlanmigtir. Yeni tanimlanan her
bir kiiciik parca daha dnce kodlanmis olanlarla karsilastirilmistir. Kodlar kisa, basit, etkin ve
analitik tutulmaya dikkat edilmistir. Benzer olgulara ayni1 kod verilmis ve benzer kodlar
kategorileri olusturmak i¢in gruplanmistir. Kodlama siireci boyunca hatirlatict notlar
tutulmustur. Hatirlatic1 notlar, her bir kodun kuruldugu orijinal veriye isaret etmektedir ve

arastirmacinin goze carpan Ozelliklerle ilgili disiincelerini kaydetmektedir (Teppo, 2015).
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Teorik hatirlatici not alma goémiilii teori yapmanin ayrilmaz bir pargasidir (Corbin ve Strauss,
1990). Hatirlatici notlar devam eden veri toplama ve analizi boyunca fikirleri ve goriisleri kay1t
altina almak igin siirekli yazilir. Hatirlatic1 notlar belirli olaylardan ziyade bunlardan elde
edilen kavramsal fikirlerle ilgilidirler (Teppo, 2015), islenmemis veriyi bulgulara tasiyan
iligkileri ve kavramlar1 gosterirler (Corbin ve Strauss, 2008) ve hatirlatici notlar alirken
arastirmaci fikirlerini hangi formda rahat hissediyorsa o formda yazmalidir (Teppo, 2015).

Acik kodlama analizinde veriler kelime kelime, satir satir veya olay bazinda
kodlanabilir (Charmaz, 2006). Yani kodlanan veriler bazen bir kelime bazen bir climle bazen
de bir paragrafin tamami olabilmektedir. Charmaz (2006) kelime, satir veya olay bazinda
yapilan dikkatli kodlamanin arastirmaciyr gomiilii teorideki uygunluk ve alaka diizeyi
kriterlerini yerine getirmeye yonlendirdigini belirtmistir. Yani, kodlar olusturuldugunda ve bu
kodlar katilimcilarin deneyimlerini kristallestiren kategoriler haline getirildiginde calisma
deneysel diinyaya uymus olur ve neler olup bittigini yorumlayan, ortiik siirecler ile yapilar
arasindaki iliskileri goriiniir kilan keskin bir analitik ¢er¢eve sunuldugunda ise bu gerceve
icerigi ile alakali hale gelmis olur (Charmaz, 2006).

Bosluk oldugu diisiiniilen alanlarda tekrar veri toplama siirecine doniilmiistiir. Bu
asama gerekli verilerden yoksun olunan alanlar1 gormeyi sagladigindan (Charmaz, 2006)
besinci alt probleme yonelik ek bir miilakat ihtiyact oldugu fark edilmis ve bir miilakat daha
yapilmigtir. Bu siirecin hangi noktada sonlanacagi karar1 Charmaz’a (2006) gore
arastirmacinin yetenegi ile ilgilidir. Aragtirmaci kuramsal doyuma ulasip ulagsmadigina karar
vermelidir. Kuramsal doyuma ulasma hem veri toplama hem de verilerin kodlanmasinda s6z
konusudur. Her iki durumda da arastirmaci ve bir uzmanin goriisii dogrultusunda bu ¢alismada
hem veri hem de kodlama agisindan doyuma ulasildigr diisliniilmiis ve yapilan islem

sonlandirilmigtir.

Eksensel kodlama

Eksenel kodlamanin amaci, biiylik miktarda veriyi siralamak, sentezlemek ve
diizenlemek ve acik kodlamadan sonra bunlar1 yeni yollarla yeniden birlestirmektir. Eksenel
kodlama, kategorileri alt kategorilerle iliskilendirmeyi amaglamakta ve nasil iligkili
olduklarin1 sormaktadir. Bu asamada ag¢ik kodlamada elde edilen kodlar birbirine baglanarak
kategoriler elde edilmistir. Bu durumda yapbozun pargalar1 bir araya gelmeye baslamis yani
kategoriler ve alt kategoriler ve bunlar arasindaki iliskiler belirginlesmistir. Bu asamada
aragtirmaciin teorik duyarliligi arttikca kategorileri ve kategoriler iginde ve arasindaki
iligkileri belirlemek daha kolay hale gelmektedir (Corbin ve Strauss, 1990). Amag kategorileri
gelistirmek oldugundan sorular sorulmaya devam edilmistir. Daha dnce olusturulan kodlar

arasinda karsilagtirmalar yapilarak Dbirbiriyle iliskili oldugu tespit edilen kodlar
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birlestirilmistir. Bu asamada, ilk asamada olusturulan kodlarin biraz daha rafine edilmesi s6z
konusudur. Goriilen kodlama hatalar1 diizeltilmis ve gecici kategoriler olusturulmustur.
Gerekli goriildiigii takdirde mevcut kategorinin ismi ve tanimi da diizeltilmistir veya yeni
kategoriler olusturulmustur. Olusturulan kategoriler literatiirde var olanlar ile karsilagtiriimig
ve mevcut bir goriise benziyorsa o ifade ile yazilmigtir.

Verideki temalar veya kategoriler belirlendikten sonra kodlama semalar
geligtirilmistir. Bu kodlama semalariin giivenirligini kontrol etmek amaciyla ikinci bir
arastirmaci ifadeleri kodlamistir. Bu arastirmaciya bu kodlama semasi ve rastgele siralanmig
katilimer ifadeleri verilerek ifadeleri kategorilere atamasi istenmistir. Yazar ve ikinci
arastirmaci bu kodlarda %85 mutabik kalmislardir. Mutabik olunmayan kodlar tizerinde yazar
ve arastirmaci birlikte calisarak siniflama ve kodlama semasi tamamlanmustir. Ornegin,
matematigi tanitmaya katki temasi altinda ispatin ‘matematigin formel yoniini gosterdigi’
goriisii Oncelikle ayr1 bir kategori olarak ele alinmigsken yazar ve arastirmacinin benzer bir
anlam icerdikleri yoniinde ortak karari ile bu kategori ‘matematigin aksiyomatik yapisini

anlamay1 sagladig1’ kategorisi ile birlestirilmistir.

Secici kodlama

Bu agsamada daha soyutlanmig merkezi kategoriler tanimlanmistir. Amag daha biiyiik
ve genel bir sema olugturmaktir. Bu agsama analizdeki son asamadir. Burada ¢ekirdek teorinin
temel hatlarinin belirlenmesi s6z konusudur. Cekirdek kategori ¢alismanin merkez olgusunu
temsil eder. Bu kategori su tiir sorular sorularak belirlenir: “Bu arastirmada sunulan ana
analitik fikir nedir? Eger bulgularim birkag ciimlede kavramsallastirilsa/6zetlense ne
sOylerim? Ve kategoriler arasinda gordiigiim degisimi nasil agiklarim?” (Corbin ve Strauss,
1990). Literatiirden de faydalanarak olusturulan kategorilerin saglamlastirilmasi saglanmaistir.
Kategoriler ve temalar belirlenerek nihai kategoriler olusturulmustur. Seg¢ici kodlama tiim
kategorilerin bir ¢ekirdek kategori etrafinda birlesmesi ve kategorilerin betimleyici detaylarla
doldurulmasi siirecidir.

Corbin ve Strauss (1990) bazi gomiilii teori ¢alismalarinda arastirmacilarin bir
cekirdek kategori olusturmakta zorlandiklarini, bunun bazen deneyimli arastirmacilar da bile
ortaya ¢ikmadigini ve arastirmacinin kategoriler igerisinden meseleyi en iyi yakalayani
secmesi gerektigini belirtmislerdir. Ek olarak, yeterli kodlamanin eninde sonunda hangi
kategorinin veya kavramsal etiketin tiim analizi entegre ettiginin net goriintlisiine
ulagtiracagini eklemiglerdir (Corbin ve Strauss, 1990).

Merriam (2009) gomiilii teorinin hem tiimevarimsal hem de tiimdengelimsel analiz
siireci igerdigini sOylemistir. Ciinkii ¢alismanin baginda analiz stratejisinin tamamen

tiimevarimci oldugunu yani veri pargalarina bakip, bunlardan gecici kategoriler tiiretildigini
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ancak daha fazla veri toplanip analiz edildikge, 6nceki verilerden tiiretilen kategorilerin tutup
tutmadiginin kontrol edildigini, ¢aligmanin sonuna dogru ilerledikge de son kategori kiimesini
desteklemek icin daha fazla kanit arandigini ve biiyiik dlgiide tiimdengelimci bir durusla

hareket edildigini aktarmigtir.
3.5. Arastirmanin Gegerligi ve Giivenirligi

Aragtirmanin bilimselliginin saglanmasi amaciyla bu ¢alismada gegerlik ve giivenirlik
kriterlerinin tesis edilmesine yonelik Onlemler alinmistir. En genel anlamiyla arastirma
sonuclarinin dogruluk derecesi arastirmanin gecerligini, arastirma sonuglarinin tekrar
edilebilirligi ise arastirmanin giivenirligini ifade etmektedir (Creswell, 2003). Nitel
calismalarda gecerlik ve giivenirlik kavramlar1 anlamlar1 itibariyle nicel ¢alismalarda oldugu
gibi degerlendirilemediginden (Creswell, 2003; Merriam, 2009) bu kavramlarin yerine bu
calilmada inandiricilik (i¢ gegerlik), aktarilabilirlik (dis gecerlik) ve tutarlilik (giivenirlik)
boyutlart degerlendirilmistir. Arastirmanin bilimselligini saglamaya yonelik bu boyutlarin

icerigi ve bu calismada nasil saglandig1 asagida aciklanmustir.

I¢ gecerlik (Inandiricilik)

Merriam (2009), i¢ gecerlik kavraminin bulgularin gercekte var olanmi yakalayip
yakalamadigini sorguladigini ancak nesnel dogrunun ve gercekligin hicbir zaman tam olarak
yakalanamayacagimi belirtmistir. Bu yiizden nitel bir ¢alismada bulgularin inandwriciligim
artirllmasi i¢in bazi stratejiler onermistir. Asagida bu stratejilerin neler oldugu ve bu ¢alismada
bu stratejilerin nasil uygulandigi agiklanmstir:

e Nitel bir ¢aligmada inandiricilig1 arttiran stratejilerden en temel olanmi ve ilki veri
iicgenlemesidir (Merriam, 2009; Creswell, 2003). Bu ¢alismada veri iiggenlemesi
(miilakat ve gozlem) yapilarak bulgularin inandiriciligr saglanmaya calisilmistir. Bu
konuda ayrintili bilgi veri toplama siireci ve araglar1 boliimiinde yer almaktadir.

e Inandiricihig1 saglayacak ikinci ve bir baska yaygin strateji de “katilime1 dogrulamasi
yani miilakat yaptigimiz kisilerden ortaya ¢ikan bulgularla ilgili doniit vermelerini
istemektir (Merriam, 2009; Creswell, 2003). Nihai raporu veya belirli agiklamalari
veya temalart katilimeilara geri gotiirerek ve bu katilimcilarin bunlarin dogru olup
olmadigina iligkin fikirlerini belirlemektir (Creswell, 2003). Bu siire¢ 6n (ilk)
analizleri katilimcilardan bazilarina gotiiriip yorumlarin dogru olup olmadigim
sormaktir. Bu ¢alismada, alt problemlerden birinin analizleri igin tiim katilimcilardan

ve tiim alt problemlerin analizleri i¢in ise katilimcilardan ii¢ tanesinden katilimci
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dogrulamas1 istenmistir. Ogretim elemanlar1, analizler sonucunda elde edilen
kategorileri teyit etmislerdir.

e ¢ gecerligi (inandiricihi@l) arttiran iigiincii strateji ise “arastirmacinin pozisyonu
aciklamast” yani “diistiniimsellik’tir (Merriam, 2009; Creswell, 2003). Yani
arastirmacinin  kendisini “insan araci” olarak elestirel sekilde yansitmasidir.
Aragtirmacilar kendi Onyargilarini, egilimlerini(tavirlarini) ve varsayimlarini ele
alman c¢alisma baglaminda agiklamalidir. Bu tiir aciklamalar okuyucunun
arastirmacinin veriyi nasil o sekilde yorumladigina yonelik bir anlayis gelistirmesine
yardime1 olmaktadir (Merriam, 2009). Bu ¢alismada arastirmacinin rolii bir sonraki
baslikta agiklanmustir.

e Dordiincii strateji meslektas degerlendirmesi/hakemligi yani bir meslektagtan ham
verinin bir kismimi incelemesini ve bulgularin veriye uygun olup olmadigini
degerlendirmesini istemektir (Merriam, 2009; Creswell, 2003). Bu ¢alismada ayrica
ii¢ aragtirmaci tarafindan bulgularin veriye uygun oldugu teyit edilmistir.

e ¢ gegerligi (inandiriciligr) arttirmak igin kullanilacak stratejilerden besincisi ise veri
toplamada yeterli katilimdir (Merriam, 2009). Yani kag kisiyle miilakat veya ne kadar
siire gozlem gerektigi gibi sorulardir. Cevaplari, ¢alismanin kendisine baglidir. En
onemli kural veri ve ortaya c¢ikan bulgularin doyma noktasina eristiginin
hissedilmesidir. Yani ayni seyleri tekrar tekrar duymaya veya gormeye baslamak ve
toplanan verilerde yeni bilginin ortaya ¢ikmamasidir (Merrriam, 2009). Bu ¢calismada
arastirmaci ve Tez Izleme Komitesi tarafindan verinin yeterli oldugu kanaatine

varilmustir.

Dis Gecgerlik (Aktarilabilirlik)

Dis gecerlik bir ¢alismanin bulgularinin diger durumlarla ne dl¢iide ilgili oldugu yani
calismanin sonuglarmin ne dlgiide genellenebilecegi ile ilgilidir (Merriam, 2009). Lincoln ve
Guba (1985) nitel ¢alismalarda genellenebilirlik yerine aktarilabilirlik Kavramini 6nermistir.
Ciinkii nitel aragtirmada tek bir durum veya kiiciik, rastgele olmayan, amagli Grneklem
secildigini, arastirmacinin belirli bir durumu derinlemesine anlamaya ¢alistigini ve ¢ogunluk
icin neyin genel olarak dogru oldugunu bulmaya ¢alismadigini aktarmistir. Nitel bir ¢aligmada
aktarilabilirligi arttiran stratejilerin neler oldugu ve bu calismada bu stratejilerin nasil
uygulandig1 agagida agiklanmistir:

e Aktarilabilirligi saglamak i¢in arastirmacimin bulgularda yeterli (zengin ve yogun)
betimleyici veri saglamasi gerekir. (Merriam, 2009; Creswell, 2003). Bu, okuyuculari

ortama tasiyabilir ve tartismaya paylasilan deneyimler saglayabilir. (Creswell, 2003). Alan
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notlart ve dokiimanlarla katilimcilarin miilakatlarindan alintilar seklinde sunulan yeterli
kanitlarla bulgularin detayli tasvirinin yani sira ¢alismanin ortami ve katilimcilarin tasvir
edilmesidir (Merriam, 2009). Bu calismada veri analizinde Ogretim elemanlarinin
miilakatlarda veya derslerde kendi ifadelerini yansitan dogrudan alintilara siklikla yer
verilmistir. Ayrica sinif ortami ve katilimcilar da detayl olarak agiklanmustir.

e Diger strateji amagli ornekleme yapmaya 6zen gosterilmesidir (Merriam, 2009). Bu
calismada amacli 6rnekleme yontemleri kullanilmis, amagli 6rnekleme Olgiitleri ve
katilimcilara yonelik bilgiler ayrintili olarak (baska bir 6rneklem ile karsilastirma
yapabilecek diizeyde) agiklanmistir. Aragtirmanin sonuglarinin matematik 6gretmenligi
boliimiinde matematik dersleri veren Ogretim elemanlarinin ispat anlatim yapilarini

aciklama olasiliginin (benzer durumlara aktarilabilmesinin) yiliksek oldugu sdylenebilir.

Giivenirlik

Merriam (2009) giivenirligin bir ¢alismanin bulgularinin ne kadar tekrarlanabilir
oldugu yani ¢aligma tekrarlandiginda ayni sonuglar1 verip vermeyecegi ile ilgili oldugunu
belirtmistir. Ayn1 zamanda insan davraniglari duragan olmadigindan ve nitel ¢aligmanin
tekrarlanmasinin ayn1 sonuglar1 vermeyebileceginden sosyal bilimlerde giivenirligin problemli
oldugunu ve bu nedenle nitel aragtirmalarda en 6nemli sorunun sonuglarin toplanan veri ile
tutarlilik gostermesi oldugunu aktarmistir. Lincoln ve Guba (1985) nitel arastirmalarda
giivenirligi tutarlilik olarak kavramsallastirmig ve bir yabancinin ayni sonuglara ulasmasindan
ziyade toplanan ve sunulan verinin ve sonuglarin bir anlam ifade etmesi ve tutarli olduguna
kanaat getirmesi oldugunu belirtmislerdir. Bu yiizden bir nitel ¢aligmanin bulgular1 sunulan
veri ile tutarliysa calisma giivenilir kabul edilebilir. Nitel bir ¢aligmada tutarliligini arttiran
stratejilerin neler oldugu ve bu g¢alismada bu stratejilerin nasil uygulandigi asagida
agiklanmustir:

Nitel arastirmanin giivenirligini saglamak i¢in kullanilabilecek stratejiler: Meslektas
degerlendirmesi, arastirmacinin roliinii agiklamasi, iiggenleme ve denetim izidir. Ilk iki strateji
arastirmanin i¢ gecerligi boliimiinde agiklanmustir. Ugiincii strateji olan {iggenlemede ise
yontem gesitlemesinin giivenirligi, veri ¢esitlemesinin ise i¢ gecerligi arttiracagi sdylenebilir
(Merriam, 2009). Yani yontem c¢esitlemesi stratejisinin kullanilmasi tutarli ve giivenilir veri
toplamada kullanilabilir. Veri gesitlemesi ise katilimcilar tarafindan anlagilan gergeklige daha
uygundur. Bu calismada veri ¢esitlemesi stratejisi kullanilmis ancak yontem cesitlemesi
yapilmamistir. Bu nedenle caligmanin giivenirliginin (tutarlilik ve teyit edilebildiginin)
saglanmasinda diger {i¢ strateji kullanilmistir.

Giivenirligin saglanmasi i¢in Lincoln ve Guba (1985) tarafindan Onerilmis olan

denetim izi yontemi ile bagimsiz bir okuyucu aragtirmanin izini takip ederek g¢aligmanin
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bulgularini dogrulayabilir. Bu izi olusturmak i¢in arastirmaci arastirma siireci ile ilgili bir
arastirma ajandasi veya notlar tutmalidir. Nitel ¢alismalarda denetim yolu verinin nasil
toplandigi, kategorilerin nasil olusturuldugu ve arastirma boyunca kararlarin nasil alindigi ile
ilgili detayli agiklamalardir (Merriam, 2009). Orneklemin hangi kriterlere gore belirlendigi,
arastirmacinin hangi rolii iistlendigi ve arastirma siireci ilgili boliimlerde detayli bir sekilde
anlatilmistir. Benzer c¢alisma yapmak isteyen arastirmacilara bu agiklamalardan
yararlanabilirler. Veri toplama araglari, ham veriler, veri analizine yonelik dokiimanlar ve
notlar vb. tekrar ulasilabilir olmasi1 gerekir ve hepsi arastirmaci tarafindan saklanmustir.

Sonuglarin teyidi icin analiz siirecinde veriler bir bagka arastirmaci tarafindan da
ayrica kodlanmus, iki aragtirmacinin kodlart karsilastirilmis ve tutarlilik Miles ve Huberman’in
(1994) formiilii (Aragtirmanin gilivenirligi=goris birligi / (goriis ayriligi + goriis birligi) x100)
kullanilarak hesaplanmistir. Sonug olarak bu aragtirmada bu sonug %85 ¢ikmis ve sonuglar
teyit edilmistir.

Ayrica tez siirecinde tez izleme komitesi ile yapilan toplantilarda arastirmanin gegerli
ve giivenilir olmasi i¢in her asamasinda izlenmesi gereken yol ve ilkeler tartisilarak komite

tarafindan bu siire¢ detayli olarak takip edilmistir.

3.6. Arastirmacinin Rolii

Bu ¢aligmada aragtirmacinin rolii tercih edilen arastirma metodolojisi dogrultusunda
sekillenmistir. Arastirma modelinde de belirtildigi gibi objektivist gomiilii teori dis gergekligi
kaydeden tarafsiz bir gézlemciyi ve bu gdzlemcinin bir olusturucudan ziyade arastirma siireci
i¢in bir kanal olmasin1 gerektirmektedir. Bu baglamda, arastirmaci bu ¢aligmada arastirma
stirecindeki nesnel/objektivist teorinin sistematik prosediirlerine uyarak tarafsizligini
korumaya ve arastirma siirecinde kanal olma islevini yerine getirmeye c¢alismistir. Bu
calismada aragtirmaci hem gozlemci hem de teorisyen olarak aktif bir rol istlenmistir.
Aragtirma siirecinde nesnelligi saglayabilmek icin alinan 6nlemlere arastirmanin gegerligi ve

giivenirligi boliimiinde yer verilmistir.
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Bu boliimde, arastirmanin alt problemlerine iligskin bulgular ve yorumlar yer

almaktadir. Sekil 5, Bulgular boliimiinde yer alan basliklar1 gostermektedir.

“Matematik derslerinde
ispatin 6nemi hakkinda ne
diisiiniyorsunuz? Yani
derslerde neden ispat
yapmaliyiz?” sorusuna
iliskin bulgular

—

Teoremin sunumuna
iliskin bulgular

—

—

ispatin sunumuna iliskin
bulgular

—
—

“Derste ispat yaparken
kesinlikle yapilmali
dediginiz bir sey var mi?”
sorusuna iliskin bulgular

| —

ooy
Derste ispat yaparken
kullandiginiz ispat
yonteminden bahseder
misiniz? ve Neden?”
sorusuna iliskin bulgular

Ispatta hangi 6zelliklerin
bulunmasi gerektigine ve
kendilerinin bu 6zellikleri
elde etmek igin ispatta
degisiklik yapip
yapmadiklarina iligkin

\ bulgular

—_—

Sunulmayan ispatlara
iliskin bulgular

| S —

o

“Sizce 6grencilerin ispati
anlamasi demek ne
demektir?” sorusuna
iligkin bulgular

———
Y

“Bir 6grencinin yaptiginiz
bir ispati anlayip
anlamadigini nasil
anlarsiniz?” sorusuna
iligkin bulgular

o
“Ggrencilerin ispati
anlamalarina yardimei
olmak igin neler yaptiginizi
belirtiniz.” sorusuna iliskin
bulgular
——

e

Ogrenci gigliikleriyle ilgili
gorislere iliskin bulgular

N——ee

)
“Ogrencilerden
yayimlanmig ispatlari
incelemelerini istemeli
miyiz? Neden?” sorusuna
iligkin bulgular

N——e

“Ispat yaparken
6grencilerin derse
katiimini beklemek
gerekir mi? Katilim

bekliyorsaniz bunun igin
neler yaparsiniz?

sorularina iliskin bulgular J

.

“Ogrencilerden ispat
yapmalarini istemeli
miyiz? Neden?” sorusuna
iligkin bulgular

N——e

Sekil 5. Bulgular boliimiinde yer alan bagliklar

“Derslerinizde bir kitap
takip eder misiniz? Bir
kitap takip ediyorsaniz bu
seciminizde ispatlarin payi
var midir?” sorusuna
iliskin bulgular
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4.1. Birinci Alt Probleme Iligkin Bulgular (Ispatin Onemine Bakis)

“Ogretim elemanlarimin matematik derslerinde ispatin 6nemine iligkin goriisleri
nelerdir?” sorusu birinci alt problem olarak ele alinmistir. Bu alt problemde, 6gretim
elemanlarinin “Matematik derslerinde ispatin énemi hakkinda ne diisiiniiyorsunuz? Yani
derslerde neden ispat yapmalyiz?” sorusuna verdikleri yanitlar ve bu yanitlar1 nasil
siraladiklar1 incelenmistir.

Miilakatta ispatin 6nemine yonelik goriislerin analizi sonucunda toplam 25 kategori
olusmustur. Bu yanitlar 5 tema altinda toplanmustir. Ogretim elemanlarinin ifadeleri ve temalar
Tablo 6’da verilmistir. Yontem boliimiinde bahsedildigi gibi 1. miilakat analizinden elde
edilen verilerin analizi sonucunda olusturulan se¢gme-siralama formunu iceren 3. miilakat
verileri bu goriislerin 6nem diizeyini gostermektedir. Hatirlatmak gerekirse, 3. miilakat iki
amagla yapilmstir. Birincisi 6gretim elemanlarinin miilakat esnasinda (unutarak veya kasith
olarak) beyan etmedigi ifadelere katilip katilmadigini, bu goriisleri de Onemli bulup
bulmadigin1 gérmektir. Ikincisi ise kendisinin veya bir baska 6gretim elemaninin beyan ettigi
ifadelerden hangilerini daha 6nemli buldugunu ortaya ¢ikarmaktir.

3. goriismede, dgretim elemanlarindan Tablo 6’da verilen temalar1 kendilerine gore
Onem sirasina gore siralamalart ve her temadan kategorileri segmeleri istenmistir. Temalar
altinda bulunan goriislerin sayisinin fazla olmasi nedeniyle bu goriislerin siralanmasi talep
edilmemistir. Sekil 6, 6gretim elemanlarinin temalar1 6nem sirasina gore nasil siraladiklarini
gostermektedir. Sekildeki oklarin kalinligi belirtilen 6nem diizeyine gore artmaktadir. Bu
temalardaki goriislerden hangilerinin secildigi yine Tablo 6’da verilmistir. Ogretim elemanlari
siralama yaparken, ayni onem diizeyinde gordiikleri temalara ayni numaralari verme
konusunda 6zgiir birakilmigtir. Sonug olarak, yalnizca Dr. Vektor’iin iki temay1 ayni anda
birinci sirada sectigi gézlenmistir. Bunun haricinde onun diger secimlerinde ve diger 6gretim

elemanlarinin siralamalarinda ayni 6nem diizeyinde goriilen temalarin olmadigi goriilmiistiir.
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Dr. Oklid

oY Y

Matematik disiplini Ogrencilerin diistinme Teoremin/ konunun Ogrencinin duyussal Uygulamaya
geregi ispat dnemlidir becerilerine katkismdan dgrenilmesine katkismdan ozelliklerine katkisindan katkisindan dolayn ispat
dolayi ispat énemlidir dolay ispat énemlidir dolay1 ispat dnemlidir dnemlidir

Sekil 6. Ogretim elemanlarmin ispatin Snemine yonelik temalar1 dnem diizeyine gore siralamalar



Tablo 6

Matematik derslerinde ispatin 6nemine yonelik goriisler
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Tema ifadeler E X :§ = gL T
¥ XN K& & © B D
(S 2 o GRS
@] Q Q @] Q @] @]
av. . . * *
Matematigi Matematlgmvakszyomatzk yapisini X X X X X X X
tamitmava anlamay saglar.
Katkist y Matematigin bir disiplin olarak farkina X X X X X* X X*
varimasini saglar.
Analitik diigiinme becerisi saglar. X X xX* X
Problem ¢ozme becerisini gelistirir. X X X* X
Sorgulayici diisiinmeyi saglar. X xX* X
Diisiinme yolunu ogretir. X X * X
Diistinme Giinliik yasama dair matematiksel * X
becerilerine diisiinmeyi saglar.
katkisi Ogrenciye farkli bakis agist saglar. X X*  X*
Soyut diisiinmeyi arttirir. X* X X
Uzamsal diigiinmeyi arttirir. *
Matematikcilerinkine benzer sekilde * X X *
muhakeme deneyimi yasamalarini saglar
Teoremi daha iyi anlamay: saglar X* * X
Konuya hakimiyeti arttirir. X X *
Daha kalici 6grenme saglar. X* xX* X X
Teoremin/ Neyin nereden geldigini bilmeyi saglar X* X* X+ * X X
konunun
ogrenilmesine Bir sonraki konunun temelini olusturur. X* X X
katkisi
Tanimlari, teoremleri, aksiyomlart X X* X X
tiimdengelimli bir sistem iginde organize
etmeyi saglar.
Ispat tekniklerinin gésterilmesini/ *
ogrenilmesini saglar.
Oésrenciye giiven verir. X* X X
Duyussal Duyussal olarak matematiksel haz saglar X X*
ozellikl
oze 1ciere Bir seyin nedenini bilmek heyecan X* X
katkisi 2
vericidir.
fspat olmazsa ezber olur, o da sikicidr. X* X
Bir problem durumunda kosullart dogru X X X X X X* X
Uygulamaya degerlendirmeyi s'aglar. o X i
katkisi Uygulama yapabilmelerini saglar. X X
Uygulama sorularinin temelini gosterir. X X X X
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(*— ilk miilakatta verilen yanitlar, X—3. miilakatta (segme-siralama formunda)
secilenler)

Tablo 6’da (*) isareti Ogretim elemanlarindan hangilerinin ilk miilakatta bu
kategorideki goriisleri ifade ettigini, (X) isareti ise li¢lincii miilakatta (siralama-se¢me
formunda) hangi 6gretim elemaninin hangi goriisleri sectigini gostermektedir. Ornegin, ispatin
“matematigin aksiyomatik yapisuim anlamayr sagladigi” goriisii ilk miilakatta yalnizca Dr.
Oklid ve Dr. Tiirev tarafindan sdylenmistir. Se¢me-siralama formunda ise tiim &gretim
elemanlarinin bu ifadeyi sectigi goriilmektedir. Yine 6rnek olarak “Teoremi daha iyi anlamay:
sagladigr” goriisii ilk miilakatta Dr. Vektor ve Dr. Soyut tarafindan soylenmistir. Bununla
birlikte, segcme-siralama formunda Dr. Soyut’un bu ifadeyi se¢medigi, Dr. Vektor ve Dr.
Topoloji’nin sectigi goriilmektedir. Tablo 6’daki tiim goriisler ilk miilakatta 6gretim
elemanlar1 tarafindan ispatin matematik derslerinde 6nemli olduguna delil olarak sunulmus
goriigler oldugundan bir kategorinin 6gretim elemanlari tarafindan se¢ilmemis olmasi 6nemsiz
oldugu anlamina gelmemektedir. Ogretim elemanlar: tiim goriisler icerisinden daha 6nemli
bulduklar1 goriisleri isaretlediklerinden, burada yalnizca, isaretlenen goriislerin diger goriislere
gore daha 6nemli goriildiiglinden soz edilebilir.

Tablo 6’daki temalar, bagliklar halinde asagida incelenmis, temalar igindeki
kategoriler de se¢cme-siralama goriisme formu sonuglartyla birlikte bu basliklar altinda ele

alinmustir.

4.1.1. Ispatlar, 63rencilere matematigi tanitmaya katkisindan dolayt 6nemlidir.

Verilen yanitlar igerisinde, ispat yapma nedenlerini ya da ispatin 6nemini matematik
disiplini ile iligkilendiren ifadeler ‘“Matematigi tanitmaya katki” temas1 altinda
gruplandirilmistir. Bu temadaki yanitlarda ispatin matematik yapmanin bir geregi olmasi
sebebiyle onemli goriildiigii soylenebilir. Sekil 7°de, 3. miilakat sonuglarinda, “Matematigi
tanitmaya katkis1” temasmin Dr. Oklid ve Dr. Uzay tarafindan ispatin matematik derslerinde
anlatilmasina en 6nemli neden olarak kabul edildigi goriilmiistiir. Dr. Tiirev’in se¢imlerinde
ise bu tema ikinci sirada yer almaktadir. Dr. Topoloji, Dr. Soyut ve Dr. Vektor’iin ilk miilakatta
bu kategoriye yonelik bir agiklamasi olmadig1 goriilmektedir. Bu duruma paralel olarak, Dr.
Topoloji bu temay ii¢ilincii sirada tercih ederken Dr. Soyut ve Dr. Vektor 4. sirada dnemli

olarak gérmiislerdir (bkz. Sekil 6).

Dr. Oklid, 6grencilerin matematigin aksiyomatik yapisim anlamakta zorluk
cektiklerini ve bunun ispatin gosterilmesiyle asilabilecegini vurgulayarak ispatin matematigin

dogasinda oldugunu belirtmistir:



93

“Mesela i¢ ters agilar denildiginde i¢ ters agimin hep paralel dogrularda oldugu
diisiincesi var. Ama yanlig! Béyle temel seylerin bilinmedigi... Bu konuda da
eksikliklerle ilerlendigini diigiindiigiim icin burada ogrenciler matematigin
aksiyomatik yapisint anlamada zorluk c¢ekiyor ya da anlayamiyorlar.
Anlamalart i¢in bence ispatin gésterilmesi, yapilmast gerekiyor. Onun igin

onemli.”

Dr. Oklid’in aksiyomatik yap: ifadesiyle bir kuramin ispati igin gerekli bulunan
aksiyomlar1 kastettigi sdylenebilir. Yani &grencilerin bazi konularin temelini olusturan bu
yapilardan habersiz olmamalar1 icin ispatlarin yapilmasi gerektigini belirtmistir. Benzer
sekilde, ispatlarin matematigin formel yoniinii temsil etmesi agisindan derste yapilmasi

gerektigini belirten Dr. Tiirev goriisiinii su sekilde agiklamistir:

“Bir diger yon ogrencilere daha formel bir... Matematigin farkll bir yoniinii
gosteriyoruz. Onlar icin ¢iinkii ¢ok zor bir yon. Integraller icin ortalama deger
teoremini ispatlamak onlar icin zor olabiliyor ama onunla ilgili sorulari

¢ozebiliyorlar.”

Burada Dr. Tiirev’in yaptig1 aciklamayla, matematigin formel yonii ifadesini bir
iddianin/formiiliin uygulamasindan ziyade, o iddianin/formiiliin temelini gdsteren yonii
anlaminda kullandig1 gériilmektedir. Bu yoniiyle Dr. Oklid’in bahsettigi aksiyomatik yapiy1
kastettigi dusiiniildiigiinden Dr. Tiirev’in bu ifadesi “matematigin aksiyomatik yapisini
anlamay1 saglar” kategorisi altinda degerlendirilmistir. Tablo 6’da 3. miilakat sonuglarinda
temalar altinda segilen ifadelere bakildiginda, tiim &gretim elemanlarinin derste ispat
yapilmasmin, matematigin aksiyomatik yapisim1 anlamayir sagladigina inandiklar

goriilmektedir.

Dr. Uzay ve Dr. Kompleks ise ispatin matematik disiplininin bir pargasi olmasi

nedeniyle 6nemli oldugunu belirtmiglerdir. Dr. Kompleks:

“Ashinda ispatsiz matematik olmaz diye diisiiniiyorum. Ispat da isin icinde olmali. Yani

bence matematik yapiyorsak ispat olmali.”

Benzer sekilde, Dr. Oklid “Bir kere matematigin kendi dogasinda bu (ispat) var. Bu
olmazsa olmazlardan birisi.” diyerek ispatin bir disiplin olarak matematigin dogasinda
oldugundan s6z etmistir. Dr. Uzay da matematigin ispatlardan olustugunu belirtmis ve

matematikte teoremlerin dnemine vurgu yaparak ispatin 6nemine deginmistir:

“Matematik ispattan olusuyor yani. Bunun siralamasi ¢ok agiktir. Yani tanimsiz

kavramlar, tammlt kavramlar, aksiyomlar, arkasindan teoremler gelir yani biitiin bu
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tictinii  teoremleri  ispatlamak  ig¢in  yapryoruz.  Matematigi  teoremsiz

’

gercgeklestiremiyoruz yani.’

Dr. Kompleks, Dr. Uzay ve Dr. Oklid’in bu ifadeleri ile matematigin ispat iceren bir
disiplin olmasina vurgu yaptiklar1 goériilmektedir. Derste ispat yapma nedenleri arasinda
gosterdikleri bu yondeki agiklamalar once “ispat, matematigin dogasinda var” kategorisi
altinda ele almmustir. Ancak bu agiklamalarin literatiirde yer alan “ispat, matematigin bir
disiplin olarak farkina varilmasini saglar” (Yopp, 2011) ifadesiyle benzedigi ve 6grencilere
matematigin ispat iceren bir disiplin oldugunu gosterme amaci da igerdigi diisiiniildiigiinden
bu kategori altinda degerlendirilmistir. Tablo 6’da bu kategorinin de tiim 6gretim elemanlari

tarafindan 3. miilakatta se¢cme-siralama formunda 6nemli olarak isaretlendigi goriilmiistiir.

4.1.2. Ispatlar, égrencilerin diisiinme becerilerine katkist nedeniyle onemlidir!

Verilen yanitlar icerisinde, ispat yapma nedenlerini ya da ispatin 6nemini 6grencilerin
diisiinme becerileri ile iliskilendiren ifadeler “Ogrencilerin diisiinme becerilerine katk1” temas1
altinda gruplandirilmistir. Bu kategorinin Dr. Topoloji, Dr. Vektor ve Dr. Oklid’in yanitlariyla
olustugu sdylenebilir. 3. miilakatta (segcme-siralama goriisme formunda), bu temanin Dr.
Topoloji, Dr. Vektor ve Dr. Tiirev tarafindan ispatin matematik derslerinde anlatilmasina en
onemli neden olarak kabul edildigi goriilmiistiir (bkz. Sekil 6). Dr. Kompleks haricinde diger
tiim 6gretim elemanlarinin se¢imlerinde ise bu tema ikinci sirada yer almaktadir. Sonug olarak,
ispatin Ogrencilerin matematiksel diisiinme becerilerine katkisi bakimindan tim &gretim

elemanlarinca olduk¢a 6nemli kabul edildigi s6ylenebilir.

Dr. Topoloji’nin ispatin énemini, ispatin 6grencilerin diisiinme becerilerine katkisi ile

ispatin uygulamaya yonelik katkisini1 harmanlayarak ele aldigi sdylenebilir:

“Bana kalirsa ispat diisiinme yolunu oOgretiyor insanlara. Giinliik yasama dair
matematiksel diisiinmeyi sagliyor yani gelecekteki yasantilart icerisinde giinliik yasam
problemleri olsun ya da kendi mesleklerine dair problemleri olsun, bu problemleri
¢cozebilmek icin belli bir diisiince mantigina matematiksel diigiinme metoduna sahip
olmak lazim. Verileri, kosullari dogru degerlendirip bunun iizerine ¢oziim yollarin
kurmak gerekiyor. Bu da ispat yoluyla olduk¢a edinilebilir diye diisiiniiyorum.
Dolayisiyla, analitik diistinme becerisini sagliyor yani bu alti ¢izilir bir sey. Dedigim
gibi problem ¢ozme becerisini gelistiriyor. Yani sadece sayilarla islem yapmak
degildir problem c¢ozmek. Dolayistyla Polya’min (problem ¢ozme) adimlarin
diistinecek olursak ispat yaparken bu adimlart kullaniyoruz. Daha genis diigiinme,

neden-nicin sorgulama sansi veriyor bize. Siirekli yani biz matematik¢iler mesela
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herhangi bir yerde bir sey konusuldugu zaman neden diye sorariz yani bu seyi bize

sagliyor. Sorgulayict diisiinmeyi saglyyor.”

Dr. Topoloji, sebep sonug iliskileriyle birbirine bagladig: cesitli temalar1 da iceren
faydalar igesinden Ogrencilerin diisiinme siireclerine yonelik Tablo 6’da bu tema altinda
verilen ilk bes kategorinin olusumunu sagladig goriilmektedir. Ozetle, ispat yaparken problem
¢ozme adimlarinin da kullanildigini, dolayisiyla bu beceriye katki sagladigini, veri analizi
gerektirdigini ve bu analizin de analitik diisiinmeyi gelistirdigini, bir durumun nedenlerini
incelerken sorgulayici diisiinmeye de katki sagladigini, tiim bu siireglerle diisiinme yollarini
Ogrettigini ve giinliik yasama dair matematiksel diisiinmeyi icerdigini belirterek ispatin 6nemli
olduguna deginmistir. Bu kategoriler icerisinden ilk miilakatta yalnizca Dr. Topoloji
tarafindan belirtilen “analitik diisiinme becerisi saglama”, “problem ¢ozme becerisini
gelistirme” ve “diisiinme yolunu 6gretme” goriislerinin 3. miilakatta (segme-siralama goriigme

formunda) bu tema altinda en ¢ok tercih edilen goriisler oldugu da Tablo 6’da goriilmektedir.

Dr. Topoloji’nin agiklamalarinda bir teorinin dgrenilmesinin yani sira yeni teoriler

iiretmek icin gerekli olan farkl diistinme yollarina da vurgu yaptig1 séylenebilir.

“Kendini gelistirerek yeni teoriler iiretebilmede de onemli yani dedigim gibi sayisal
bazi islemler yapmak demek degildir matematik. Dolayisiyla teorileri dogru analiz
edip ispatlar yapip dogru sonuclar ¢ikarabiliyorsak eger yapilmislarin iizerinden
yavas yavas belli bir alt yap: edindikten sonra ufak tefek de olsa kendi teorilerimizi de
tiretebilir duruma geliriz veya ayni teoriyi farkli yollarla ispatlar hale geliriz. Bu

matematikgiler icin 6nemli. Farkl diistince yollarini bize saglar.”

Ispatin 6grenciye farkli bakis acis1 saglayabilecek olmasini Dr. Oklid de vurgulamgtir

ve agiklamasi yine bu kategori altinda degerlendirilmistir:

“Matematiksel diisiinmeyi gelistirmek i¢in onemli. Yani sadece ispat yapmis olmak
icin yapmiyoruz tabi ki. Ogrencinin bakis acisini gelistiriyor, farkl diisiinmesine

yardimct oluyor.

Dr. Topoloji lisede ispat yapmaya calisma deneyimlerinden yola ¢ikarak inlii

matematik¢ilere benzer sekilde muhakeme yapma deneyiminden bahsetmistir:

“Bunun yaminda bir de duyussal olarak matematiksel bir haz sagliyor bize. Bu ¢ok
onemli bence. Ciinkii lisede, ki ben meslek lisesi mezunuyumdur, matematigi bu kadar
seviyor olmamin sebebi herhangi bir sekilde ufak tefek de olsa orada yapilan
ispatlarda bir Pisagor ile ya da diger teorisyenler ile aymi diisiindiigiim hissini bende

uyandwnustir kendi yapabildigim ispatlar sonra iiniversite de benzer seyler veya
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hocalarimizin yaptigi ispatin aynisint ezberlemek yerine sinaviar i¢in acaba ben bu
bilgilerimle bunu nasil yapabilirim diye diisiintip isin icinden ¢ikabildiginiz zaman bu
size miithig bir matematiksel haz verir. Siz de demek ki artik dogru yoldasiniz anlamina

gelir. Bu énemli bence matematikgiler igin.”

Dr. Topoloji’nin bu agiklamasinin literatiirde yer alan “Matematikgilerinkine benzer
sekilde muhakeme deneyimi yasamalarim saglar” (Zaslavsky ve digerleri, 2011) ifadesini
icerdigi diigiiniildiigiinden bu kategori altinda degerlendirilmistir. Bu ifadenin, 6gretmenin
derste ispati yapmasindan ziyade 6grencilerin bu deneyimi yasamalari bakimindan ispat

yapmaya calismalarini igerdigi de sdylenebilir.

Dr. Vektor ise ispat 6gretimini hem kendi dersi hem de daha kii¢iik yas gruplar i¢in
degerlendirerek iki durumda da ispat yapmanin Ogrencilerin muhakeme becerilerini

gelistirdigini belirtmistir:

“Bir tiirevin maksimum minimumunu ifade eden bir Fermat teoreminin ispatini ve
mantigini 6grencinin anlamast lazim. Ciinkii aslinda onu verirken yerel maksimum ve
minimumu da tekrar etmis oluyorsun. Siireklilik konusunu tekrar etmis oluyorsun.
Dolayisiyla 6grencilerin ispat yapma yetenegi su bakimdan o6nemli. Onlarin
muhakeme giiciinii gelistiriyor. Kiiciik yaslarda yapilan ispatlar, dgrencilerin
kesinlikle muhakeme giiciinii gelistiriyor. Soyut diisiinmelerini arttiriyor. Uzamsal

diisiinmelerini arttiriyor. O bakimdan derslerde ispatlarin yapilmasi onemli.”

Dr. Vektor’iin bu ifadesi ile 0grencilerden bekledigi muhakeme deneyimi igin
ozellikle “matematik¢ilerinkine benzer” vurgusu yapmadig1 goriilmektedir. Bununla birlikte
hem diger kategorilere uymamasi hem de bu kategorideki amaci de kapsayabilecegi
diisiiniildiigiinden bu kategori altinda ele alinmistir. 3. miilakatta ise yalnizca Dr. Tiirev ve Dr.

Soyut’un bu kategoriyi 6ncelikli buldugu goriilmektedir.

Dr. Vektor’iin bu agiklamasindaki “égrencilerin ispat yapma yetenegi ...” ifadesine
aciklik getirmek amaciyla arastirmaci tarafindan “6gretmenlerin anlatmasini m1 6grencilerin
yapmasini m1” kastettigi sorulmustur. Dr. Vektor’lin cevabi 6gretmenin anlatmasi yoniinde
olmustur. Tablo 6’ya gore derste ispat yapmanin soyut diisiinmeyi arttirdigi goriisii ise Dr.
Vektor’iin yani sira Dr. Uzay ve Dr. Soyut tarafindan da diger goriislere gore daha dnemli
kabul edilmistir. Ispatin uzamsal diisiinme becerisine katkisina yonelik goriisiinii ise higbir

Ogretim elemaninin isaretlemedigi goriilmektedir (bkz. Tablo 6).
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4.1.3. Ispatlar, teoremin veya ilgili konunun égrenilmesine katkisi nedeniyle snemlidir!

Verilen yanitlar igerisinde, ispat yapma nedenlerini ya da ispatin 6nemini ispatt
yapilan teoremin veya ispatin bulundugu ilgili konunun daha iyi 6grenilmesi ile iliskilendiren
ifadeler “Teoremin veya ilgili konunun 6grenilmesine katki” temasi altinda gruplandirilmistir.
Bu temanin olusmasinda biiylik paya sahip olan Dr. Soyut ve Dr. Vektor tarafindan 3.
miilakatta (se¢me-siralama goriigme formunda) ispatin matematik derslerinde anlatilmasina en
onemli neden olarak kabul edildigi de goriilmiistiir. Diger 6gretim elemanlar1 ise bu temayi 3.
veya 4. sirada tercih etmislerdir. Dr. Topoloji ve Dr. Uzay’1in bu temaya yonelik bir agiklamasi

bulunmadig1 da sdylenebilir.

Hem Dr. Vektor’iin hem de Dr. Soyut’un, ispatin hem teoremi daha iyi anlamay1 hem
konuya hakimiyeti arttirdigini hem de daha kalict 6grenme sagladigimi diistindiikleri

sOylenebilir. Dr. Vektor:

“Mesela ben sunu hissettim. Ne kadar fazla ispat yaparsan o kadar konuya hakim
oluyor. Ispatlart anlayinca zaten konuyu yorumlamak da kolay oluyor. Ornegin, bu
ortalama deger teoreminin iginde de var. Ortalama deger teoreminin ifadesi ne
tiirevler igin? Bir f fonksiyonu veriliyor. [a,b] araliginda siirekli, (a,b) tiirevli ise en
az bir xe(a,b) icin ”(x)=F(b)-F(a)/b-a. Simdi burada ne diyoruz F(b)-F(a)/b-a ifadesi
egim diyoruz. Kirigin egimi. f°(x) de tiirevin geometrik anlamindan yine tegetin egimi.
Bunlarin esit olmast veya bunlarin paralel olmasi. Ya da ne diyoruz [A,B] kirisine
paralel en az bir teget vardir. Simdi soruyu dyle sordugum zaman ‘Aaa bu soru
ortalama deger teoremi!’ diye dgrenci ne yapar hemen anladiysa yapiyor. Ama ifadeyi
degistirdigin zaman anlayamiyor. Diyor ki ‘bu kirise paralel teget var midwr’ ne
demek? O yiizden ispati ve notasyonlari iyi bilirse 6grenci konuya olan hakimiyeti
giiveni kesinlikle artryor. Ben kendim de yasadim bunu ¢iinkii... Ezberleyince simdi
soyvle sitkinti oluyor belki bu teoremi anlyyor ama birka¢ hafta sonra sordugumuz
zaman bilemiyor. Mantigi da olusmuyor kafasinda. Ezberledigin zaman da zaten kafa
da ¢ok fazla dolmus oluyor. Simdi bir siirii teorem oldugunu diigiinelim. Hepsi ezbere
kafanda durdugu zaman onlarin mantigint da anlamiyorsun. O yiizden ezberlemeden,
mantigini anlamak hem ogrenmeyi kolaylastiriyor hem de 6grencinin kendine olan
giivenini arttirtyor. Ozetle bir konudaki ispatlarin ogrenilmesi o konunun daha iyi
ogrenilmesine ve pekistirilmesine sebeptir. Bu yiizden ispatlar matematik derslerinde
onemlidir. (...) Bir tiirevin maksimum minimumunu ifade eden bir Fermat teoreminin
ispatini ve mantigint ogrencinin anlamast lazim. Ciinkii aslinda onu verirken yerel
maksimum ve minimumu da tekrar etmis oluyorsun. Siireklilik konusunu tekrar etmig

>

oluyorsun.’
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Teoremin ve konunun daha iyi anlasilmasina ve kalic1 6grenmeye vurgu yapan bir
baska 6gretim elemani ise Dr. Soyut’tur. Dr. Soyut verdigi derslerin de ispatlar1 gerektirdigini

belirtmis ve ispatlarin neyin nereden geldigini bilmeyi de sagladigina dikkat cekmistir:

“Ispati yapmak ilgili teoremi de daha iyi anlamaya neden olabiliyor. Ozellikle
matematik boliimiinde neyin nereden geldigini bilebilmek amacli ispat yapilabilmeli.
Ispati bildigi zaman bir 6grenci belki de o teoremi daha iyi anlamlandirabiliyor.
Unutmayabiliyor. Daha uzun siireli 6grenme saglayabiliyor. Hatta bazen ispatlardan

bl

konuyu anladiklart oluyor diyebilirim.’

“Teoremi anlama” ve ‘“konuya hakimiyet” kategorilerinin birbirine benzedigi
diisiiniilebilir. Ancak ilki yalnizca teoremin daha iyi anlasilmasina vurgu yaparken ikincisi 0
ispatin bulundugu ilgili konunun anlagilmasi1 anlamina geldiginden bu iki ifade ayr1 kategoriler
olarak degerlendirilmistir. 3. miilakatta (se¢gme-siralama goriisme formunda), yalnizca Dr.
Vektor ve Dr. Topoloji’nin teoremi daha iyi anlamayi sagladigi goriisiinii 6nemli olarak sectigi
goriilmektedir (bkz. Tablo 6). Ispatin konuya hakimiyeti arttirdig1 goriisii ise Dr. Kompleks,
Dr. Vektér ve Dr. Tiirev tarafindan segilmistir. Ispatin “teoremi daha iyi anlamay1 saglamasi
ve konuyu yorumlamay1 kolaylastirmasi ifadelerinin ispatin “agiklama” (Hanna, 1990)
islevine paralel oldugu da soylenebilir. Ancak teorem ve konu i¢in ayri ayri yapilan
vurgulamanin ifade edilmesi ve 3. miilakatta (se¢gme-siralama goriisme formunda) 6gretim
elemanlar tarafindan bu ayrimin se¢imle vurgulanip vurgulanmayacagi (agiklama ile neyin
kastedildiginin anlasilmas1 amaciyla) merak edildiginden bu kategoriler yalnizca “agiklama”
bashigr altinda yazilmamistir. “Daha kalici 6grenme saglamasi” kategorisi ise Dr. Tiirev
haricinde tiim 6gretim elemanlari tarafindan segilmistir ve bu tema altinda en ¢ok tercih edilen

tic goriisten birini teskil etmektedir.

Dr. Soyut’un yukaridaki agiklamalarinda ispatin teoremi ve konuyu anlamayi
saglamasinda neyin nereden geldigini bilmeyi saglamasinin da payi oldugunu diisiindigii
goriilmektedir. Dr. Oklid ve Dr. Kompleks de anlatilanlarin nereden geldigini ve nasil
olustugunu Ogrencinin bilmesi gerektigini, bu nedenle de ispatin onemli oldugunu
soylemislerdir. Dr. Oklid: “Ayrica neyin nerden geldigini nasil olustugunu géstermek benim
icin onemli bir hal aliyor.” derken Dr. Kompleks: “Ogrenci neyin nasil oldugunu bilmeli.
Dolayistyla ezbere can sikict olur.” demistir. “Neyin nereden geldigini bilmenin” teoremi
dogal olarak daha iyi anlamay1 saglayabilecegi diistiniilebilir. Ancak bu iki ifade ayr1 olarak
ele alinmigtir. Ciinkii hem bu gerekgelerin ikisini birlikte ifade ederek baglanti kuran sadece
Dr. Soyut’tur hem de teoremin daha iyi anlasilmasinin bagka yollarinin da olabilecegi
sOylenebilir. 3. miilakatta (segme-siralama goriisme formunda) bu ifade bu tema altinda en ¢ok

tercih edilen goriislerden biri olmustur. Bu goriisii belirten dort 6gretim elemanindan iicii
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tarafindan da secildigi gorilmektedir. Bunun yani sira Dr. Topoloji ve Dr. Uzay da bu

kategoriyi se¢miglerdir.

Dr. Tiirev ise ispatlarin bagka konulara temel olabilecegine deginmistir. Bu ifadenin

ispatin “kesfetme” (de Villiers, 1999) islevi ile paralellik gosterdigi sdylenebilir:

“Ayni zamanda ben sunu diisiiniiyorum bir ispat bir sonraki diigiincenin de temelini

’

atyor. O yiizden ispatlarin onemli oldugunu diisiiniiyorum.’

Dr. Soyut “Ispat yaparken égrenci bildigi tammlart ve teoremleri kullanabiliyor.
Bunlart mantikly bir sekilde bir araya getirmesi gerekiyor” diyerek ispatin i¢inde tanimlar ve
teoremler gibi bilgilerin bir araya getirilerek organize edildigine deginmistir. Dr. Soyut’un bu
aciklamasinin ispatin sistemlestirme fonksiyonuna isaret ettigi sdylenebilir bu nedenle bu
ifade “Tamumlar, teoremleri, aksiyomlart tiimdengelimli bir sistem i¢inde organize etmeyi

’

saglamas1” (Bell, 1976) kategorisi altinda degerlendirilmistir. Bu ifadenin 6gretim

elemanlarindan besi tarafindan se¢ildigi de Tablo 6’da goriilmektedir.

Ispat yapmanin “ispat tekniklerinin 6grenilmesine faydasinin® ise higbir &gretim
elemani tarafindan secilmedigi yani derste ispat yapmakla hedeflenen amaglar igerisinde

oncelikli olarak yer almadigi goriilmektedir. Dr. Vektor bu goriisiinii su sekilde ifade etmistir:

“Aymi zamanda ne kadar ispat goriirse kendisinin ispat teknigini de gelistirir. Ciinkii
bu is tecriibedir. Mesela diyelim ki verdim sunun ispati nedir, neye bakacak? Tecriibe
yani. Gordiigii ispatlar: diigtinerek ona gore ispat yapacak. Bu mesela ispat yetenegini

’

de artinir.’

Tablo 6’ya bakildiginda, bu tema altinda ispatin matematik derslerinde Onemli
olduguna gosterilen en énemli nedenlerin “daha kalict 6grenme saglamasi”, “neyin nereden
geldigini bilmeyi saglamast ve “sistemlestirme yani tammlar: teoremleri aksiyomlart

tiimdengelimli bir sistem i¢inde organize etmeyi saglamasi” oldugu sOylenebilir.
4.1.4. Ispatlar, 6grencinin duyussal durumlarina katkisi nedeniyle onemlidir!

Verilen yanitlar igerisinde, ispat yapma nedenlerini ya da ispatin 6nemini giiven, haz,
heyecan, sikilma vb. gibi duyussal durumlar ile iliskilendiren ifadeler “Duyussal alana katki”
temasi altinda gruplandirilmistir. Sekil 6’da 3. miilakat sonuglarina gore, bu tema yalnizca Dr.
Kompleks tarafindan birinci sirada secilmistir. Dr. Vektor ve Dr. Topoloji’nin ise ikinci sirada

tercih ettikleri goriilmektedir.

Matematiksel diisiinme becerilerine katki temasi altinda “matematikgilerinkine benzer

muhakeme deneyimi yapmalarini saglamasi” kategorisinde degerlendirilen Dr. Topoloji’nin
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acgiklamalari, ayn1 zamanda yasadig1 duyussal hazza da vurgu yapmasi nedeniyle bu kategori

altinda da ele alinmustir:

“Bunun yaninda bir de duyugsal olarak matematiksel bir haz sagliyor bize. Bu ¢ok

>

onemli bence. Ciinkii lisede...’

Dr. Topoloji bu vurgusuyla aslinda giriste de bahsedilen ispatin “zihinsel meydan
okuma” (de Villiers, 1999) islevine de degindigi sdylenebilir. Bu kategori Dr. Vektor haricinde

diger tiim 6gretim elemanlar1 tarafindan isaretlenmistir (bkz. Tablo 6).

Dr. Vektor bir onceki tema basligi altinda ele alman ispatin konuya hakimiyeti
arttirmasinin  sonucu olarak &grencinin kendine giiveninin de artacagini belirtmistir.

Ogrencinin giiveninin nasil artacagi soruldugunda ise cevabini ayrintilandirnusgtir:

“Ne kadar fazla ispat yaparsak ogrencinin konuya olan hakimiyeti ve kendine olan
giiveni artar. Mesela ortalama deger teoreminin mantigint anladi o zaman ‘ben bunu
iyi biliyorum, buna hakimim’ kavas: yaratiyor ¢iinkii ispatini 6grenmigim ben bunun
uygulamasini mi yapamayacagim? OSrencide 6yle bir sey oluyor. Ispati ve
notasyonlart iyi bilirse ogrenci konuya olan hakimiyeti giiveni kesinlikle artiyor. Ben

kendim de yasadim bunu ¢tinkii.”

3. miilakat sonuglarina gore, Dr. Kompleks haricinde diger tiim dgretim elemanlarinin,
“ispatin 6grencinin giivenini arttiracagina” inandig1 sdylenebilir. Dr. Kompleks ise yine bir
onceki temada ele alinan 6grencilerin neyin nereden geldigini bilmelerine yonelik gerekce
olarak ayni zamanda konuyu can sikici olmaktan ¢ikardigini belirtmistir ve 6grencinin bir

ifadenin nedenini bilmesinin heyecan verici olduguna deginmistir:

“Ondan sonra ogrenci neyin nasil oldugunu bilmeli. Dolayisiyla ezbere can sikict

olur. Bir seyin nedenini bilmek heyecan vericidir.”

Bu tema altinda 6grencinin giiven duymasi, haz almasi ve heyecan duymasina sebep
olmasi arglimanlarmin se¢me-siralama formunda en ¢ok tercih edilen goriisler oldugu
goriilmektedir. Dr. Kompleks’in ispatin konuyu sikici olmaktan kurtarmasi goriisiine ise

yalnizca Dr. Vektor’iin katildig1 sdylenebilir (bkz. Tablo 6).
4.1.5. Ispatlar, uygulama yapmaya katkist nedeniyle énemlidir!

Verilen yanitlar igerisinde, ispat yapma nedenlerini ya da ispatin 6nemini matematigin
sorulara uygulanmas: ile iligskilendiren ifadeler “Uygulamaya katki” temasi altinda
gruplandirilmigtir. Burada uygulama ile kastedilen bir teoremde verilen bir formiiliin bir

problemi ¢dzme i¢in uygulanmasidir. Katilimcilarin bu ifadeyi agiklamalarinda bu anlamda
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kullandig1 soylenebilir. Bu temanin teoremin/konunun 6grenilmesine katki temasi altinda
degerlendirilebildigi de diisliniilebilir. Ancak bu tema altindaki kategorilerde katilimcilarin
uygulama yapmaya vurgu yapmasi ve uygulama yapmanin teoremi anlama veya konunun
Ogrenilmesine dogrudan baglanamayacagi goriildiigiinden ayr1 bir tema olarak ele alinmustir.
Sekil 6°da 3. miilakat (segme-siralama goriisme formu) sonuglarima gore, bu tema
(uygulamaya katki) bes 6gretim eleman: tarafindan son sirada tercih edilmistir. Ornegin, Dr.

Topoloji ispatin veri analizi uygulamalarina katkisina deginmistir:

“Veri analizi konusunda bize yardimct oluyor. Ciinkii bir ispat yaparken teoremi
dogru anlamamiz lazim en basta. Eger bunu dogru anlayabiliyorsak parcalara
aywabiliyorsak kendi mantigimizla ifade edebiliyorsak ondan sonra ancak ispata
gegebiliyoruz. Bu da bir tiir veri analizidir yani bakacak olursaniz. Bu aliskanligi
edinmek de ispatlar yardinmiyla bize dogru veri analizini saglyor. Verileri, kosullar
dogru degerlendirip bunun iizerine ¢oziim yollarini kurmak gerekiyor. Bu da ispat

’

yoluyla oldukga edinilebilir diye diistiniiyorum.’

3. miilakat (se¢cme-siralama goriisme formu) sonuglarma gore tiim Ogretim
elemanlarinin Dr. Topoloji’nin bu goriisiine katildig1 sdylenebilir. Dr. Oklid “Soru da ¢ézmek
onemli, sorulart ¢ézerken destek sagladigini diisiiniiyorum.” diyerek ispatlarin soru ¢6zmeye
katki sagladigimi diisiindiigiinii belirtmistir ve bu ifade “uygulama yapabilmelerini saglar”
kategorisi altinda ele alinmistir. Dr. Tiirev’in de ispatlarin soru ¢ézmeye katki sagladigim
diisiindiigli soylenebilir bu acidan bu agiklama Dr. Tiirev’in ifadesi ile ayn1 kategori altinda
degerlendirilmistir. Dr. Tiirev ayn1 zamanda bir teoremin ispatini dgrenmenin o teoremin
uygulamalarini ¢ozmekten daha 6nemli oldugunu, ¢linkii bunu anlarlarsa farkli sorulara da

uygulayabileceklerini belirtmistir:

“(...) Integraller icin ortalama deger teoremini ispatlamak onlar icin zor olabiliyor
ama onunla ilgili sorulari ¢ozebiliyorlar. Orada da hep sunu séyliiyorum. Onemli olan
o sorulart ¢ozmek degil. O sorulara temel olusturan sey ne, neden dyle? Onu artik
uygulama olarak farkli yerlere uygulayabilirler. Ispat aslinda her seyin temeli.
Oradaki ispatlart yaptiklarinda onlart  uygulayabiliyorlar. Farkli  durumlara

>

uygulayabiliyoriar.’

Dr. Tiirev’in ifadeleriyle olusan ispatin “uygulama sorularinin temelini géstermesi”
kategorisi, teoremin/konunun 6grenilmesine katki temasi altinda “neyin nereden geldigini
bilmeyi saglamasi” kategorisine benzerlik gosterdigi sdylenebilir ancak burada Dr. Tiirev’in

bu durumu 6zellikle uygulama sorulari izerinde de vurgulamasi nedeniyle bu tema altinda da
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degerlendirilmistir. Ayrica, bu kategori segme-siralama formunda da 6gretim elemanlarindan

besi tarafindan secilmistir.

Ozetle, 6ncelikli olarak secilen temalar cesitlilik gostermekle birlikte, tercih siralar:
dikkate alindiginda 6gretim elemanlarinin ispatlart 6nemli bulmasinda en etkili gerek¢enin
Ogrencilerin diisiinme becerilerine katki yapmasi oldugu séylenebilir. Bu temay1 sirasiyla,
teoremin/konunun 6grenilmesi, matematigin tanitilmasi, duyussal ozellikler ve son olarak
uygulamalar takip etmektedir. Tema ayirt etmeksizin bakildiginda ise tim ogretim
elemanlarinin da sectigi ii¢ goriis oldugu belirlenmistir: matematigin bir disiplin olarak farkina
varilmasini saglamasi, aksiyomatik yapisini anlamayir saglamasi ve verileri dogru
degerlendirip ¢Oziim {iretmeyi Ogretmesi Ogretim elemanlarinin derste ispatin 6nemli
goriilmesinde en ¢ok tercih ettikleri arglimanlar olmustur. Bununla birlikte tiim katilimcilar
tarafindan sec¢ilmemis olmakla birlikte cogunlukla tercih edilen goriisler: Analitik diisiinme
becerisi saglamasi, problem ¢dzme becerisini gelistirmesi, daha kalici 6grenme saglamasi,
neyin nereden geldigini bilmeyi saglamasi, tanimlari, teoremleri, aksiyomlar: tiimdengelimli
bir sistem icinde organize etmeyi saglamasi, gliven vermesi, matematiksel haz saglamasi,
heyecan saglamasi, bir problem durumunda kosullart dogru degerlendirmeyi saglamasi ve

uygulama sorularimin temelini gostermesidir.
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4.2. ikinci Alt Probleme fliskin Bulgular (Ispatin derste sunumuna bakis)

Ogretim elemanlarinin derslerinde ispat1 nasil anlattiklarma yonelik goriisleri ve
mevcut uygulamalari ikinci alt problemi olusturmaktadir. Bu alt problem ile teorem ve ispat
sunumu esnasinda 6nemli gordiikleri uygulamalara yonelik diistinceleri ve uygulamalarinin

anlagilmasi amaglanmigtir. Bu alt problem, ilk miilakatta sorulan;

> “Ispat yapmayr planladiginiz teoremi/onermeyi (vani ispatlanacak ifadeyi)
ogrencilerin anlamasina yardimci olmak igin neler yaparsiniz?”

“Ispatlamayt nasil yaptiginizi veya ispati nasil anlattiginizi tarif ediniz.”,
“Derste ispat yaparken kesinlikle yapiimali dediginiz bir sey var mi?”,

“Derste ispat yaparken ispatlama yonteminden bahseder misiniz? Neden?”,

YV V V VY

“Derste yaptiginiz ispatlart literatiire sadik kalarak mi yaparsiniz veya ispat

tizerinde herhangi bir degisiklik yapar misiniz? Neden?”

»  “Matematik dgretiminde derslerde sunacagmiz bir ispat hangi ozelliklere sahip
olmalidir?”

» “Derste verdiginiz tiim teoremleri ispatlar mistmiz? Yapmiyorsaniz buna nasil

karar verirsiniz?” ve “Derste ispat yapmanizi neler etkiler?”

sorularia &gretim elemanlarinin verdikleri yanitlarin ve ders video gdzlemlerinin

analizi ile yapilmistir.

4.2.1. Teoremin sunumuna iliskin bulgular

“Ogretim elemanlar1, ispatin1 yapmay1 planladifi teoremi/Gnermeyi Ogrencilerin
anlamasina yardimci olmak i¢in neler yapmaktadir?” sorusu bu alt problemde ele alinmustir.
Teoremin  anlagilmasi, ispatin  anlagilmast  i¢cin  bir  Onkosul kapsaminda
degerlendirilebileceginden, bu sorunun yaniti ile, 6gretim elemanlarinin ispatlanacak ifadeyi
Ogrencilerin anlamasi icin neler yaptiklari incelenmistir. Hem ders videolar: ile smiftaki
uygulamalarinin goriilmesi hem de miilakatlarla bu konudaki goriislerinin ve vurguladiklari
noktalarin anlagilmasi amaglanmistir. Asagida oncelikle miilakat verilerine ardindan da ders

gozlem verilerine iligkin bulgular sunulmustur.
4.2.1.1. Teoremin sunumuna iliskin miilakat analiz bulgulart

Bu bashk altinda, ilk miilakatta sorulan “Ispat yapmay: planladiginiz
teoremi/onermeyi (yani ispatlanacak ifadeyi) dgrencilerin anlamasina yardimct olmak icin

neler yaparsiniz?” sorusuna verilen yanitlara yonelik bulgular paylasilmustir. ilk miilakatta bu
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soruya verilen cevaplarin analizi sonucunda, Ogrencilerin teoremi/Onermeyi anlamasini

saglamak amaciyla yapildigi sdylenen cesitli uygulamalar Tablo 7°de verilmistir.

Tablo 7

Teoremin anlagilmasina yonelik beyan edilen uygulamalar

Uygulamalar Ogretim Elemam

Soru sorma Dr. Uzay, Dr. Soyut,
(Ispatin yontemi, teoremde verilenler-istenenler, teoremdeki Dr. Kompleks, Dr. Vektor,
kavramlar)

Agciklama yapma Dr. Uzay, Dr. Topoloji,
(Teoreme uygun 6rnek verme/olusturma, iligskilendirme yapma, Dr. Tiirev, Dr. Vektor,
sekil/grafik/gorsel olusturma, teoremin dnemine yonelik bilgi Dr. Oklid, Dr. Dr. Soyut,

verme, hipotez ve hiikmii vurgulama)

Sorumluluk verme (Ogrencileri teoremle bas basa birakma) Dr. Topoloji

“Ispat  yapmayr planladigimz  teoremi/onermeyi (yani ispatlanacak ifadeyi)
ogrencilerin anlamasina yardimci olmak igin neler yaparsiniz?” sorusuna verilen yanitlarin
analizi sonucunda, soru sorma, agiklama yapma ve sorumluluk verme olmak iizere ii¢ ana
uygulamanin tespit edildigi soylenebilir. Bu uygulamalar 6gretim elemanlarinin yaklagim
cesitliligine gore alt uygulamalarla kategorilendirilmistir. Bu kategoriler ve kategorileri
olusturan goriisler asagida agiklanmustir. Ornegin, Dr. Uzay, Dr. Kompleks ve Dr. Vektor
teoremi sunarken, teoremin ispatinin yontemine, verilen- istenene veya teoremdeki kavramlara
yonelik sorular sorduklarini belirtmislerdir. Zamanin yetmeyecegini diisiindiigii durumlarda
direkt olarak ispata gectigini belirten Dr. Kompleks 6grencilerin o teoremle ilgili neleri

bildigini anlamak i¢in bazen sorular sordugunu da sdylemistir:

“Soru cevap uygulariz. Simdi bakalim bu konuyla ilgili bildikleri var mi yok mu?
Yokluyoruz bazen. Bazen direkt olarak su ispati yapacagim diyorum. Zamana bagh
olarak, fazla zamanim varsa teorem ve ispata daha ¢cok zaman aywriyorum ama zaman
kisitlayict oluyor. Ciinkii her konu iizerine stirekli ac¢iklamalar yapmak, ¢ok ornek

¢ozmek... Bunu yaptiginiz zaman yetigmiyor konu.”

Bu agiklama dogrultusunda Dr. Kompleks’in soru sorarak &grencilerin teoremi
anlamasini saglamaktan ziyade 6grencilerin 6n bilgilerini yoklamay1 amagladigi sdylenebilir.
Bununla birlikte, bu uygulamanin dolayli da olsa 6grencilerin onbilgilerindeki eksiklikleri

tamamlama amacini i¢erdigi diisiiniilebileceginden burada degerlendirilmistir. Benzer sekilde
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sorular sordugunu belirten Dr. Vektor de 6grencilerin bilgilerini yoklamaktan ziyade teoremi

anlamalarini saglamak ve teoremdeki kavramlar1 vurgulamak i¢in bunu yaptigini aktarmistir:

“Orada yapilmasi gereken en iyi sey, ogrencinin teoremi ¢ok iyi anlamasini saglamak.
Mesela f, [a,b] araliginda siirekliyse’ diyoruz. Burada siirekliligin ne oldugunu
ogrenciye sorarim. Yani icindeki kavramlarin pekigtirilmesi onemli. Mesela (a,b) actk
araliginda tiirevli. Neden agik aralik, neden kapali aralikta degil? Onu sorarim. Bu

tarz sorular sorarim.”

Dr. Uzay da sorular sorarak basladigini belirtmistir. Ancak Dr. Uzay’in Dr. Kompleks
ve Dr. Vektor’den farkli olarak ispatin yontemine, hipotez ve hitkkmiine yani daha ¢ok ispatin

teknik tarafina yonelik sorulardan bahsettigi sdylenebilir:

“Biliyorsun, ise baglaci var bizim teoremde kullandigimiz. Ise veya ancak ve ancak
kullaniyoruz. Verilenler ve istenenler nedir diye muhakkak ayirt ediyorum, yani
burada ne isteniyor, nereden baglamalyiz? Bunu nasil elde edebiliriz? gibi ben soru

tizerinden genellikle basliyorum. Genelde yaptigim sey soru tizerinden.

Teknik agiklamalara deginen bir bagka Ogretim elemani olan Dr. Soyut’un bu
aciklamasiyla ayn1 zamanda teoremdeki kavramlara yonelik sorular sordugunu ve ispatta

yapilacaklart vurguladigini da aktardigi gérilmiistiir.

“Sonra mutlaka hipotez ve hiikiim kismum vurgulamaya ¢alisiyorum. ‘Bakin
hipotezimiz bu elimizdeki sey bu, ama gostermemiz gereken de bu! Gostermemiz
gereken seye odaklanmak gerekirse...” mesela biz buradan kosetlerin esit oldugunu
gosterelim ama bu aslinda ne demek? Iki kiimenin esitligini gostermek demek.
Kiimelerin esitligini géstermek icin biz ne yapryorduk, ana fikvimiz ne olmali? Yani
once par¢a parca yapilmasi gereken seyleri vurguluyoruz. Daha sonra da ispata

gecmeye calisiyoruz.”

Dr. Topoloji de teoremin dogru anlasilmasi gerektigini belirterek bunun saglanmasi

i¢in 6grencilere teoremde gereken Onbilgileri soru cevaplarla hatirlattigini sdylemistir:

“Bir kere kesinlikle o teoremin dogru anlasimasini saglamak lazim. Bunun igin de
gerekiyorsa teoremi parcalara boliip teker teker her parcanin iizerine konusup bu
parcayla ilgili on bilgilerin cagirilmas: gerekiyor. On bilgilerini yavas yavas soru

”»

cevaplarla hatirlatmak. Miimkiin oldugunca beraber yani dedigim gibi.

Teoremin anlagilmasini saglamaya yonelik yapildig1 sdylenen uygulamalardan bir

digeri de teoreme yonelik aciklamalardir. Bu agiklamalar 6rnek verme, sekil cizme,
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iligkilendirme yapma ve teoremin 6nemine yonelik bilgiler verme seklinde alt uygulamalar
icermektedir. Ornegin, Dr. Uzay soru sormanin yani sira drnek kullandigimi sdylemistir. Ancak

bunu yalnizca teoremi agiklamak i¢in yaptigini da eklemistir.

“Ornekle  gostermiyorum. Sagladigini  gostermenin  bir anlami  olmadigim
diistiniiyorum. Ama teoremi agiklamak babinda onu yapiyorum. Ciinkii teoreme uygun
dogru ve karsi érnek verebiliyorsa o zaman o teoremi anlamis demektir. Ispati unutsa

bile dogru ve karsi ornekle teoremi hatirlayacaktir.”

Benzer sekilde Dr. Topoloji de Ogrencilerin teoremi anlamasini saglamak igin
teoremin kosullarina uygun bir 6rnegi 6grencilerle birlikte iireterek daha somut hale getirmeyi

amagladigini séylemistir:

“Gerekirse bazi teoremlerde desifre ederken anlamakta ¢ok zorlaniyorlar. Yani daha
okurken anlamakta zorlaniyorlar. Zaten onun ispatina girmek miimkiin degil. O zaman
bu kosullara uygun bir érnegi hadi birlikte tiretelim! Mesela, A kiimesi iizerinde
calisiliyorsa bunu Reel sayilar ya da Tam sayilar iizerine indirgeyelim, acaba su
kosulu saglayan boyle bir kiime olusturabilir miyiz? Bunun iizerinden soylenenle
nereye gidiliyor gibi dyle biraz daha somut hale getirip gozde bir seyleri canlandirmak

cok sikistigimizda yaptigimiz seylerden.”

Dr. Topoloji 6rnek vermeye ek olarak iligkilendirme yaparak da dgrencilerin onceki

bilgilerini ¢agirmalarini sagladigini eklemistir:

“Benzer teorilerle iliskilendirip ifadeleri karsilagtirmasini bekleme... Mesela iste
icinden ¢ikamaduysak yani buna benzer bir teoriyle daha énce karsilastik mi? Peki o
teoriyle bu teorinin ifadesi arasinda ne gibi bir fark var ya da benzerlikler neler?
Orada nasil bir yontemle bu seyi ¢ozmiistiik? Acaba onu buraya ételeyebilir miyiz?

’

vs. gibi ipuglart yapilabilir.’

Dr. Oklid de teoremin anlasilmasina ydnelik yaptig1 bazi uygulamalardan bahsetmekle
birlikte, bunun igin ¢ok ugras gostermedigini de eklemistir. Dr. Oklid’in de teoremde

verilenlerle 6nceden bilinen postulatlarin iligkilendirilmesine vurgu yaptigi séylenebilir:

“Teoremi anlamasina yardimct olmak igin bence teoremi... Ne verilmis, verilenler ne?
Bizim bildigimiz kabul ettigimiz postulatlar neler? Geometri igin séyliiyorum. Onlart
belirleyip tizerine nasil ispat yapmasi gerektigini séyliiyorum. Teoremi anlamasi igin

de ¢ok da asir1 bir sey gostermiyorum.”
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Dr. Tiirev Ogrencilerden sundugu teorem ile diger teoremlerin sonuglari

arasinda iliskilendirme yapmalarini istedigini aktarmistir:

“Mesela bazen diyorum ki ‘Hangisi daha 6nce yapilmistir, neden?’ gibi sorularla

teoremlerin sonuglarin iliskilendirmeye ¢alistyorum.”

Iliskilendirme yaptigini belirten bir baska dgretim elemani olan Dr. Soyut, dersten bir
ornekle bu durumu agiklamistir. Bu agiklamasiyla ayn1 zamanda teoremin énemine de vurgu

yaptig1 soylenebilir:

“Ispata gecmeden once anlatmaya ¢alistyorum. Bu teorem ne demek istiyor? Ne ile
alakali? Yine bir érnek verelim Sylow teoremlerinden bahsedecegiz. Ornegin, Alt
gruplarla ilgili, p-gruplarla da ilgili. Once ben mutlaka sunu hatirlatirim:
“Arkadaglar Lagrange teoremi ne diyordu? Sonlu gruplarda, alt grubun mertebesi
grubun mertebesini boler. Tamam bunu biliyoruz. Gerekli drneklerimiz de verdik
ispatimizt da yaptik. Peki bu ifadenin tersi dogru mudur? Yani tam tersi sayilir mi
bilmiyorum ama alt grubun mertebesi grubun mertebesini boler ama peki grubun
mertebesini bélecek her mertebeden illa alt grup olmak zorunda mi? Yani bundan
sonraki anlatacaklarimiz aslinda bu soruya cevap verebilmek igin yapilmis seyler”
Iste p grup tammu, iste slow p gruptur. Once énemini vurguluyoruz. Sonra ne ile
alakalr neye hizmet etsin diye tiiretilmis? Eger ilgili kavramin boyle bir tarafi varsa

once bunlardan mutlaka bahsediyoruz.”

Benzer sekilde Dr. Tiirev de “Bu feoremi nerede uygulayabiliriz seklinde ornekler
veriyorum” agiklamasiyla teoremin 6nemine yonelik bilgi verdigini belirtmistir. Dr. Tiirev

buna ek olarak gosterimler kullandigini ve sekil veya grafik ¢izdigini de eklemistir.

“Oncelikle mutlaka Analiz dersi icin grafiksel yorumu dahil ediyorum. Ciinkii sekil
ogrencilerin daha kolay anlamasimi saglyor. Ve oncelikle teorem ifadesini
okuduklarinda anlamadiklarinda aslhinda onlara ne denmek istendigini sekil
kullanarak yorumlayabiliyorum Boylelikle hem cebirsel yonden hem de geometrik
acidan desteklenmis oluyor. O yiizden mutlaka o sekilde bir gosterim yapmaya

calistyorum.”

Sekil kullanmaya calistigini soyleyen bir baska dgretim elemani ise Dr. Vektor’diir.

Dr. Vektor eger gorsellestirmeye uygunsa sekil ¢izdigini aktarmusgtir.

Teoremin anlagilmasini saglamaya yonelik yapildigi soylenen uygulamalardan
sonuncu olarak Dr. Topoloji 6grencilere sorumluluk verdigini ve onlardan, birlikte bakmadan

once teoremi kendi baslarina da anlamaya ¢alismalarini bekledigini belirtmistir:
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“Bir kere stire verip birlikte okuma vs. agamalarint da gegtikten sonra ogrenci artik
ispat yapabilir duruma geldiyse, 6grenciye bir siire verip onu dogru okuyup anlamast
icin zaman birakmak lazim. Yani biz okuyup anliyoruz, belki senelerdir ayni seyi
verdigimiz i¢in artik bizim igin sorun degil. Ama onun oradaki matematik notasyonlart
anlamlandirmasi, kiigiik par¢alara ayirmasi, neyin ne oldugu iizerine biraz diisiinmesi
vs. i¢in bir siire verilmesi lazim bence. Gerek ders icinde siire gerekse daha biiyiik bir
seyse giin agirt stire vermek seklinde. Bunun iizerine parcalayp analiz ve farkh
bigimlerde yeniden ifade edebilecek mi etmeyecek mi? Mesela ben ona bakmay: tercih
ediyorum yani ‘burada ne diyor, peki su kosul ne, ne anlama geliyor?’ vs. seklinde.
Yani kendi kendine kaldiginda da bu sorulari kendisine sorabilme aliskanhigin

i3]

edinmesini saglamaya ¢alismak dnemli.

Sonug olarak, sorular sorma, teoreme yonelik acgiklamalar yapma ve Ogrencilere
sorumluluk verme, Ogrencilerin teoremi anlamalarina yardimci olma adina Ogretim
elemanlarinin beyan ettikleri uygulamalar olmustur. Buna ek olarak, 6gretim elemanlarinin bu
konudaki gercek sinif ortamindaki uygulamalarini da aktarmak adina ders video analiz

sonugclart da bir sonraki béliimde verilmistir.

4.2.1.2. Teoremin sunumuna iligskin ders video analiz bulgular:

Bu baslik altinda yalnizca teoremin nasil sunuldugu incelendiginden ders videolari
analiz edilirken Oncelikle teoremin sunumunun basladigi ve bittigi anlar belirlenmistir.
Belirleme asamasinda, O6gretim elemaninin ifadeleri veya yazdiklar1 dikkate alinmustir.
Teorem sunumunun baslangici asagidaki gostergeler kullanilarak belirlenmistir:

e Ogretim elemani tahtaya teorem/dnerme baslig1 yazar.
e Ogretim eleman1 teorem/dnerme yazacagini/yazdigini soyler.

Teorem ifadesinin sunumunun bittigi ve ispatin yapilmaya baglandigi anin
belirlenmesinin ise eger ogretim elemani ‘ispata bashiyorum’ seklinde bir agiklama
yapmadiysa veya tahtaya ispat basligi yazmadiysa daha zor oldugu sdylenebilir. Teoremin
anlasilmasi ispatin anlasilmasi i¢in bir agama olarak kabul edilebileceginden, teoremden ispata
gecis seklinde keskin bir ayrimdan s6z etmek bazi durumlarda zor olmaktadir. Ciinkii teoremin
aciklanmasinin bazen ispatin baslamasiyla i¢ ice gegmis oldugu goézlemlenmistir. Bu nedenle,
eger 0gretim elemant ‘ispata basliyorum’ seklinde bir agiklama yapmadiysa veya tahtaya ispat
basligi yazmadiysa, ispatin basgladigi anin tespit edilmesinde, 6gretim elemaninin verilen
ifadenin ispatina yonelik yaptig1 herhangi bir hamlede ispatin basladigi kabul edilmistir. Bu

andan sonra teoreme yOnelik atilan her adim, ispat siireci i¢inde degerlendirilmistir (bkz.
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Boliim 4.2.2). Ispatin basladigi anin da belirlenmesinin ardindan teoremin sunumunun
basladig1 andan ispatin basladig1 ana kadar 6gretim elemaninin yaptiklari ve soyledikleri, ders
videolar1 defalarca kez izlenerek ve transkriptler iizerinde notlar alinarak incelenmistir. Bu
notlar daha sonra tekrar video izlemeleri ile teyit edilerek kategoriler ve bu kategorilerin
goriilme sikliklarin1 gdsteren tablolar olusturulmustur. Ogretim elemanlarinin teoremin
anlasilmasina yonelik yaptiklarim sdyledikleri uygulamalardan (bkz. Tablo 7) ders
gbzleminde karsilagilanlara da ayrica deginilmistir. Asagida Tablo 8’de teoremin sunumu
esnasinda goriilen uygulamalardan tespit edilen kategoriler ve bu kategorilerdeki
uygulamalarin goriilme yiizdeleri verilmistir. Bu kategorilere yonelik ayrintili agiklamalar da

asagida boliimler halinde verilmistir.

Tablo 8

Teoremin sunulmast esnasinda gozlemlenen uygulamalar ve bu uygulamalarin ders

gozlemlerinde goriilme yiizdeleri

Teoremin
sunulmasi Dr. Dr. Dr. Dr. Dr. Dr. Dr.
esnasinda Kompleks Topoloji  Soyut Vektéor Uzay  Tirev  Oklid
yapilanlar
Teoremi
vurgulamalar %55 %16,7 %48,5 %444 %111  %58,8 %16,1

yaparak okuma

Teoremi agiklama %45 %76,7 %51,5 %44,4  %88,9 %41,2 %839
Ornek verme - %6,7 %3 - 95,6 %17,6 -
iliskilendirme
%20 %10 %6,1 %16,7 %16,7 %11,8 %3,2
yapma
Teknik agiklama
%10 %20 %9,1 %22,2 %5,6 - -
yapma
Sekil/grafik/gorsel
- - - %22,2 - %235 %74,2
olugturma
Ogrencilere siire
- %10 - - - - -
verme
Teoreme dikkat
%30 %10 %12,1 %111 %16,7 %5,9 %6,5
¢ekme
Durum analizi
- %16,7 - %16,7 - - -
yapma
Soru sorma* %10 %36,7 %24,2  %16,7 %66,7 %529 %355

*Tablodaki sorular yalnizca sonug¢ ve yorum sorularidir.
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Tablo 8 teorem sunumunda gozlemlenen uygulamalarin sunulan tiim teoremlerin
yiizde kaginda gerceklestigini gostermektedir. Ornegin, Dr. Kompleks sundugu teoremlerin
%355’inde agiklama yapmadan yalnizca vurgulamalar yaparak teoremi tekrar okumus ve ispata
gecmistir. Buna ek olarak, Dr. Topoloji sundugu teoremlerin %10’unda &grencilere teorem
iizerine diisiinmeleri i¢in siire vermistir ve bu uygulama yalnizca Dr. Topoloji’nin derslerinde
gdzlenmistir. Ogretim elemanlar1  birden fazla uygulamay1 bir teorem iginde
kullanabildiklerinden her bir 6gretim elemani i¢in tablodaki yiizdelerin toplamlart %100’
asabilmektedir. Tabloda gosterilen uygulamalara yonelik kategoriler ve derslerde bu
kategorilere yonelik gbzlemlenen transkript 6rnekleri asagida verilmistir. Ek olarak, 6gretim
elemanlarimin ders gozlemlerinde tespit edilen soru tiirleri igerisinde Ogrencilerin derse
katilimlarini saglayan ve bilgilerinin agiklanmasina ve Slglilmesine firsat veren sorularin
ozellikle sonug ve yorum sorulari oldugu sdylenebilir (bu soru tiirlerine iligskin bilgiler soru
sorma baglig1 altinda detaylandirilmistir). Bu nedenle, Tablo 8’de soru sorma uygulamasina
yonelik verilen yiizdeler yalnizca sonug ve yorum sorularindan olusmaktadir. Sonug ve yorum

sorularina iligkin bilgiler de soru sorma kategorisi altinda agiklanmustir.

4.2.1.2.1. Teoremi vurgulamalar yaparak okuma

Ogretim elemanlarinin bazi teoremlerde herhangi bir agiklama vb. bir uygulama
yapmadan yalnizca teoremi vurgulayarak okuduklart gézlenmistir. Bu uygulamada 6gretim
elemani, teoremi vurgulu seslendirerek yazar veya yazdiktan sonra vurgulama yaparak okur.
Teoremin vurgulama yapilarak okunmasinin, 6grencilerin hangi noktalara dikkat etmeleri
gerektigine isaret etmesi acisindan, teoremin anlasilmasina katki yaptigi sdylenebileceginden
bu uygulama bir kategori olarak ele alinmistir. Bazi teoremlerde ise 6gretim elemanlarinin
tahtaya teoremi yazip herhangi bir agiklama yapmadan ispata gectikleri veya calisma
kagidinda yazili olan teoremi 6grencilerden kendilerinin okumalarini isteyerek ardindan da
ispata gegctikleri goriilmiistiir. Bu uygulamalarin ¢ogunlukla benzer teoremlerin art arda
sunulmasi esnasinda veya formiil teoremlerinin sunumlarinda gériildiigii sdylenebilir. Ornegin
Dr. Vektor sundugu teoremlerin % 11,2’sinde, Dr. Topoloji ise %6,6’sinda agiklama veya
vurgulu okuma yapmadan direk ispata gegmistir. Bunun haricinde diger 6gretim elemanlarinin
ya vurgulu okuma veya agiklama yaptiklari goriilmiistiir. Tablo 8’¢ gore ¢ogunlukla ispat
yogunluklu olmayan derslerde sadece vurgulu okuma ile sunulan teoremlerin daha g¢ok
gozlemlendigi sonucu ¢ikarilabilir. Buna ek olarak miilakatta 6gretim elemanlar vurgulama

yaparak okuduklarindan bahsetmemislerdir.
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4.2.1.2.2. Teoremi aciklama

Teoremi acgiklama ifadesi ile kastedilen, teoremin biitiinsel olarak veya teorem
icindeki tanimlarin/notasyonlarm/islemlerin aciklanmasidir. Ogretim elemanlarmin teoremi
yazmadan Once, teoremi yazarken veya yazdiktan sonra, teorem ifadesinin agiklanmasina
yonelik en az bir ciimle kurmus olmalari, agiklama olarak kabul edilmistir. Buna ek olarak
Ogretim elemanlarinin teoremi agiklamak i¢in miilakatta da bahsettikleri gibi ¢esitli yontemler
kullandiklar1 da gozlenmistir. Bu yontemler; ornekler verme, iligkilendirme yapma,
sekil/grafik/gorsel  olusturma ve teknik agiklamalar yapma bashiklari altinda
degerlendirilmistir. Ogretim elemanlar1, teorem sunumlar1 esnasinda bu ydntemlerden birini

ya da birkagini birlikte kullanmislardir.
a. Ornek verme

Teoreme yonelik verilen 6rneklerin teoremde verilen bir kiimeyi, fonksiyonu, formiilii
veya notasyonu daha iyi anlamlandirma ve 6grencilerin sorularina yanit olusturma amach
kullanildig1 gozlenmistir. Ornegin, Dr. Uzay bir 6grencinin sorusu iizerine teoremde gecen

islem notasyonlarinin farkliliklarini anlatabilmek i¢in 6rnek kullanmistir:

Teorem: (V ds ) ve (W ', ) vektor uzaylari igin,

L:V->W

icin L(V,+9,)=L(%)®L(Y,) dir.

Ogrenci: Hocam artinin yuvarlak icinde olmas: farklilik gosteriyor mu?

Dr. Uzay: Bu vektor uzaymn artist ile digerinin artist aym olmak zorunda degil. Bu
neyde fark eder? Mesela, bir sayimin 5 katini almakla bir matrisin 5 katint almak farki
islemdir. Degil mi? Matrisin 5 kati nasil alinir? Her bir elemani 5 ile carpmak lazim.

Anladiniz mi? Buna dikkat ediyoruz.

Ders gozlemleri analizi sonucunda teorem sunumlarinda &rnek kullanim yiizdeleri
sirastyla Dr. Tiirev %17,6, Dr. Topoloji %6,7, Dr. Uzay %5,6 ve Dr. Soyut %3’tiir. Diger
Ogretim elemanlarinin teorem sunumlarinda 6rnek sunduklari gézlemlenmemistir. Buna ek

olarak, Dr. Uzay ve Dr. Topoloji miilakatta da 6rnek kullandiklarini belirtmislerdir.
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b. Iliskilendirme yapma

Ogretim elemanlarinin teorem sunumlarinda sunduklari teoremi ya da teoremdeki baz1
bilgileri baska bilgilerle iligskilendirdikleri gézlemlenmistir. Kullanilan iligkilendirmeler ders
ici baska bir konuyla, bagka bir dersle veya giinliik hayatla iligskilendirme olarak ii¢ baglik
altinda degerlendirilmistir. Ornegin, Dr. Tiirev ortalama deger teoremini agiklarken giinliik

hayatla iligskilendirme yaparak 6rnek vermistir:

Teorem: f, [a,b]’de siirekli, (a,b) de tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.

oy fO-f(@
3¢ e (ab) igin b-a dir.

“Simdi bu teorem ne diyor bize? Mesela soyle diigiiniin iki saat boyunca yol yaptim.
180 km yol aldim. Bu durumda ortalama hizzm nedir? (6grenciler de cevap verir)
90 dir. Ortalama hizimin 90 olmasi bana neyi gésterir? Ben yolculuk boyunca en az
bir defa doksanla gitmisim degil mi? Bunu gosteriyor bana. Simdi bu teoremle bunun

bir alakast var mi?...”

Ders ici iliskilendirmelerde o ders kapsaminda daha Once Ggrenilen konulara atif
yapilirken bagka dersle iligkilendirmede, teoremin iligkili oldugu derse veya o dersten bir
konuya atif yapildig1 gozlemlenmistir. Ornegin, Dr. Kompleks belirsiz integral tanimin

verdikten sonra Analiz dersinde 6grendikleri bilgiye atif yaparak 6nermeyi yazmustir:

“Simdi burada siz aslhinda Gergel Analizde bir belirsiz integral sabiti oldugunu
biliyorsunuz degil mi? Bu belirsiz integral sabiti nereden geliyor? Simdi size bir

onerme verelim burada.”

Ders gozlemleri analizi sonucunda teorem sunumlarinda tiim 6gretim elemanlarinin
iligkilendirme yaptiklar1 gézlenmistir. Kullanilan iliskilendirmelerin yiizdeleri sirasiyla Dr.
Kompleks %20, Dr. Uzay ve Dr. Vektor %16,7, Dr. Tirev %11,8, Dr. Topoloji %10, Dr.
Soyut %6,1 ve Dr. Oklid %3,2’dir. Buna ek olarak, miilakatta Dr. Oklid, Dr. Topoloji, Dr.

Soyut ve Dr. Tiirev teoremi agiklarken iligkilendirme yaptiklarini belirtmiglerdir.
C. Teknik agiklama yapma:

Teorem sunumunda teknik agiklamalar, teoremin ne tiir yapilar/kaliplar igerdigi
(hipotez-hiikiim kisimlar1 vb.), ispat yontemi, teoremde kullanilan notasyona yonelik bilgiler

vb. igeren agiklamalar olarak ele alinmistir. Bu tiir agiklamalarin 6grencilerin teoreme yonelik
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bir anlayis gelistirmesine katki saglayacagi sdylenebilir. Ornegin, Dr. Soyut teorem

climlesinde gegen ifadelere yonelik boyle bir agiklama yapmustir.

“Bir ve yalmz bir ¢oziimii vardir ne manaya gelecek? Bu ifade matematikte

>

kullanildiginda ne manaya geliyordu? Kesinlikle vardir ve bir tanedir arkadaglar.’
Dr. Uzay teorem ciimlesinde gegen notasyona yonelik teknik bir agiklama yapmustir:

“Bundan sonra dersimizde i¢ carpimi béyle gosterecegiz ( <uv >) ama kaynaklarda

nokta olarak da gérebiliyoruz.”

Ders gbzlemleri analizi sonucunda teorem sunumlarinda yapilan teknik agiklamalarin
yiizdeleri sirasiyla ve Dr. Vektor %22,2, Dr. Topoloji %20, Dr. Kompleks %10, Dr. Soyut
%9,1 ve Dr. Uzay %5,6°dir. Miilakatta Dr. Soyut ve Dr. Oklid hipotez ve hiikmii
vurguladiklarin1 ve verilenlerle 6nceki bilgileri iligskilendirdiklerini s6ylemislerdir. Buna ek
olarak, Dr. Uzay ispat yontemi, hipotez ve hiikiim gibi teorem sunumunun teknik yonlerine

yonelik sorular sordugunu belirtmistir.
d. Sekil/grafik/gorsel olusturma:

Ogretim elemanlarmin teoremi veya teoremdeki kavramlari agiklamak amacryla sekil
ve grafik cizdikleri veya gorsel agiklamalar yaptiklar1 gézlemlenmistir. Ornegin, Dr. Tiirev
logaritmik fonksiyonun tiirev formiiliinii igeren teoremi yazarken bu formiilii ve logaritmik
fonksiyonu 6grencilere hatirlatmaya c¢alisirken grafik cizerek agiklamalar yapmustir (bkz.

Sekil 7):

“Ustel fonksiyonun nasil bir grafigi var? (Ogrencilerden cevap bekler ancak cevap
gelmez) (tahtanin bir kenarina sekli ¢izerken agiklar) Mesela ‘a’ 1 'den biiyiikken artan
bir fonksiyon; a, 0 ile 1 arasindayken neydi? Azalan bir fonksiyon ve hepsinin gegtigi

yer buydu degil mi?”

Sekil 7. Dr. Tiirev’in teoremi agiklarken ¢izdigi sekil
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Ders gozlemleri analizi sonucunda teorem sunumlarinda sekil/grafik/gorsel olusturma
yiizdeleri sirastyla Dr. Tiirev %23,5, ve Dr. Vektor %22,2’dir. Bu sonuglar miilakat verilerini
desteklemektedir. Ciinkii Dr. Tiirev ve Dr. Vektor sekil ¢izdiklerini soylemislerdir. Bu verilere
ek olarak, Geometri dersinin icerigi geregi sekil gerektirmesiyle birlikte, Dr. Oklid sozel
olarak sunabildigi hatta 6nce sozel olarak verdigi teoremlerin %74,2’sinde teoremi agiklarken

sekli ¢izmistir.
4.2.1.2.3. Ogrencilere teorem iizerine diisiinmeleri icin siire verme

Bu uygulama 6gretim elemanlarindan yalnizca Dr. Topoloji’nin teorem sunumlarinda
gbzlemlenmistir. Bununla birlikte, 6grencilerin teorem sunumuna dahil edilmesi baglaminda
bu uygulamanin faydali olabilecegi diisiiniildiiglinden bir kategori olarak ele alinmistir. Dr.
Topoloji sundugu ispatlarin %10’unda, ispatlanacak ifadeyi dgrencilerin kendileri okuyarak
anlamalar1 icin kisa bir siire (ortalama 1-2 dk.) beklemistir. Dr. Topoloji bu uygulama
esnasinda 6grencilere teoremi anlamalari i¢in siire verdigini belirtmis ve 6grencilerin okumasi
bittikten sonra teoremi dgrencilerle birlikte aciklamistir. Ornegin, derste Dr. Topoloji teoremin
bulundugu calisma kagidini dagittiktan sonra bu yonde bir agiklama yapmustir:

r={0,@,A cl;A ={nn+Ln+2..},nell}

Teorem: ailesinin U itizerinde

bir topolojik yap1 oldugunu gosteriniz.

“Hemen ilk teoreme bakalim arkadagslar. Ne demistik Topoloji dersinde Topolojinin
ancak T’sine bakabilecegiz ama bizim genel amaglarimiz i¢erisinde okudugumuzu
dogru bir sekilde analiz edip anlayabilmek de var demistik. Bu bizim i¢in énemli.
Simdi burada bir 7 ailesi verilmis. Bu aile igin hangi ézelliklerin oldugunu bu isin
icerisinden ayiklayalim. Siz bir bakin énce okuyun (Bir siire bekler ve ardindan

Ogrencilere sorular sorarak teoremi agiklar). ”

Dr. Topoloji miilakatta da bu uygulamayi yaptigini yani 6grencilerin dncelikle okuyup

anlamasini bekledigini belirtmistir (bkz. 4.2.1.1).
4.2.1.2.4. Teoreme dikkat cekme

Teoremin neden 6nemli oldugu, nerede kullanildigi, bu teoremi bilmenin ne ise
yarayacagl ve teoremin bilinenlerden farkli olani nasil agikladigina yonelik agiklamalar,
teoreme dikkat cekme kapsaminda degerlendirilmistir. Bu sekilde Ogrencilerin teoreme
yonelik ilgilerini arttirmay1 amagladiklari sdylenebileceginden bu durum dgrencilerin teoremi
anlamalari icin bir adim olarak goriilebilir. Ornegin, Dr. Uzay hem teoremi yazmadan dnce

hem de yazdiktan sonra teoremin 6nemine dikkat cekmistir:
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“Simdi énemli bir teorem yapacagiz. Bundan sonra i¢ ¢arpim uzay diyecegiz. I¢
carpim uzayi deyince ne anlayacaksiniz? bir vektor uzayt iizerinde ne tammh artik?

I¢ carpim tammli. Dogal olarak biz ona i¢ ¢arpim uzay: diyoruz”.

Bu aciklamadan sonra Dr. Uzay teoremi yazmistir.

—

Teorem: (Cauchy-Schwarz esitsizligi) V bir i¢ ¢arpim uzay1 olmak tizere VU,V eV

<U’\7>2 = HUHZ anz dir.

i¢in
Teoremi yazdiktan sonra teoremin onemi ile ilgili agiklama yapmaya devam eder:

“Gelelim bu giizel, anlamli esitsizlige. Simdi Cauchy-Schwarz esitsizligi ¢ok onemli
bir esitsizlik ¢ocuklar. Isimizi ¢ok kolaylastiran bir esitsizlik. Ne diyor? I¢
carpimlarimin  karesi normlarimin karelerinin ¢arpimina egittir. Cok tinlii  bir
esitsizliktir. Bu bize gercekten hem soru ¢oziimlerinde hem de esitsizlik ¢oziimlerinde

destek olur. Yani farkl farkly ozellikler getiriyor bize. O yiizden ger¢ekten onemli.”

Baska bir teoremde, teoremin bilinenlerden farkli olani nasil agikladigini belirterek

teoreme dikkat geken Dr. Topoloji su aciklamay1 yapmustir:

“Simdi beg elemanly harflerden olusan bir X kiimesi aldik. Bunun iizerindeki topolojik
yapt olan ya da olmayan ornekleri inceledik. Ama tabi ki boyle sonlu elemanli olmak
zorunda degil elimizdeki tiim kiimeler. Dolayisiyla bakalim diger tiir kiimelerde nasil

ifade edecegiz? (Calisma kagidini dagitir) simdi su birinci teoreme bakalim.”

Dr. Kompleks’in de Cauchy-Riemann denklemlerini iceren teoremi anlatirken

teoremin adinin nereden geldigini aciklayarak teoreme dikkat ¢ektigi sdylenebilir:

“Bakin bu Riemann’in doktora tezi. Kompleks analizde tiirev olayr Riemann in
doktora tezidir. Orada bulmug bunlari. Sonra Cauchy bu denklemlere agiklik getirmis.

Dolayisiyla denklemler Cauchy-Riemann denklemleri olarak aniliyor.”

Ders gozlemleri analizi sonucunda teorem sunumlarinda tiim 6gretim elemanlarinin
teoreme dikkat ¢ekecek ifadeler kullandiklar1 gozlenmistir. Teoreme dikkat cekme yiizdeleri
sirastyla Dr. Kompleks %30, Dr. Uzay %16,7, Dr. Soyut %12,1, Dr. Vektor %11,1, Dr.
Topoloji %10, Dr. Oklid %6,5 ve Dr. Tiirev %5,9’dir. Buna ek olarak miilakatta yalmzca Dr.

Soyut ve Dr. Tiirev teoremin 6nemine yonelik bilgi verdiklerini sdylemislerdir (bkz. 4.2.1.1).
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4.2.1.2.5. Durum analizi (6grencilere durumlariyla alakali doniit verme) ve oneride bulunma

Durum analizleri, 6grencilerin kendi durumlar1 hakkinda fikir sahibi (bilingli) olmalari
ve 6grenmelerine engel olabilecek bir durumu agsmalarina yonelik bilinglendirme igerdiginden
bu uygulamanin 6grenmeyi arttirmay1 amacladigi sdylenebilir. Yapilan durum analizleri, bazi
durumlarda sunulan teoreme 6zel olurken bazi durumlarda ise sunulan teorem 6zelinde
ogrencilerin genel durumlarimi belirtmek seklinde gergeklesmistir. Ornegin, Dr. Topoloji
Ogrencilerin bir teoremi anlamakta sikinti yasadigini fark ettigi bir derste 6grencilere hem
yasadiklari sorunu hem de bu soruna sundugu ¢o6ziimii teknik agiklama kapsaminda da

sayilabilecek sekilde aciklamistir:

“Bu ifadeyi anlamakta sikinti ¢ektiniz. Eger soruyu anlamakta sikinti ¢ekiyorsaniz sizi
en rahatlatacak yol minyatiir bir 6rnek olusturup nasil bir sey oldugunu gormeniz
olur. Matematikgiler cogunlukia bir teoremi iiretip ondan sonra direk onun ispatini
¢ctkaramaziar. Ya orneklerden genelleme yaparlar. Teorem olustururlar oradan da
olusturduklari ornek tizerinden genelleme ile ispatlarini yaparlar. Cogu bu sekildedir.
Yani érnek olusturmaniz sizi her zaman rahatlatir. Ama bir érnek vermek ispat icin

yeterli degil. Onu da soylemis olalim.

Benzer sekilde Dr. Topoloji 6dev verdigi ispatlart gostermek i¢in yanina gelen

ogrencilerde fark ettigi bir soruna derste o teoremi sunarken deginmistir:

“3. calisma yapragindaki teoremimize gelelim. Sizin bana gelip de yaptiklarimizi
anlattiklarimizdan veya okuduklarimdan yola ¢ikarak genel olarak gordiigiim Soyut
Matematikteki ve Analizdeki bilgilerinizi kullanamama sorununuz var. Sorulari
¢Ozerken onlardan da bahsedelim. Ayrica notasyonla ilgili sorunlarinizdan
bahsetmiyorum bile. O genel bir sorun. Bir kisminiz bunu asmak i¢in ¢aba gosteriyor

bir kisminiz dzensiz davraniyor.”

Dr. Vektor derste anlatacagi bir teoreme giris yaparken &grencilerde gozlemledigi

genel bir durumun analizini yapmustir:

“Bugiinkii dersimizde ¢ok onemli iki tane teorem iizerinde duracagiz. Analizin temel
teoremleri. Iki tane temel teorem var. Bu iki temel teorem de integralle alakal.
Arkadaslar teoremler dgrenciler tarafindan... Bilhassa sinav siteminden dolayr bu
sinav sistemi hep teste yonelik oldugu icin. Mesela siz ne diyorsunuz? ‘Hocam teorem
ispatlarint sormayin’. Sorsak da ezbere ¢alistiginiz sey oluyor. Aslinda teoremi iyi
sekilde kafanizda oturtursaniz hangi ders olursa olsun o temeli atmis olursunuz. Yani

ispatim biliyorsaniz. Yorumunu biliyorsaniz. Ciinkii 6biir tiirlii ezber oluyor. Yalniz



117

ispat yaparken teknikler var. Bir defa bize ne verilmis ne isteniyor. Yani hipotez ve
hiikiim. Simdi eger onlart iyi kurgularsak ispat kolay. Daha dogrusu teoremin
ifadesini anlarsak ispati kolay. Bakin simdi bunu yaparken size soracagim teker teker.
Hatta adimlari size soracagim. Simdi once ne yapalim teoremin ifadesini yazalim. Ne

’

yaptiginuzi bilirsek ne olursa olsun yapariz arkadaslar.’

Ders gozlemleri analizi sonucunda teorem sunumlarinda yalnizca Dr. Topoloji ve Dr.
Vektor’iin durum analizi yaparak oneride bulunduklar1 gézlenmistir. Bu uygulamanin gériilme
yiizdesi iki 6gretim elemani i¢in de %16,7’dir. Buna ek olarak, miilakatta 6gretim elemanlari

bu uygulamadan bahsetmemislerdir.
4.2.1.2.6. Soru sorma

Bu boliimde 6gretim elemanlarmin sorulari, hem hangi bilgiye yonelik sorular
sorduklar1 hem de 6grencilerden bekledikleri cevap tiirii agisindan analiz edilmistir. Miilakatta
baz1 6gretim elemanlar1 teoremin ispatinin yontemine, verilen- istenene veya teoremdeki
kavramlara yonelik sorular sorduklarim belirtmislerdir. Ogretim elemanlar1 teoremi sunarken
o teoremin ispatinda kullanilacak yonteme dair sorular sorduklarini sdylemis olmalarina
ragmen ders gozlemlerinde, Dr. Soyut’un kendisinin cevapladigl boyle bir soru haricinde
higbir O6gretim elemaninin teoremi sunarken ispat yontemine yoOnelik soru sormadigi
gbzlenmistir. Bununla birlikte, yonteme yoOnelik sorularin daha ¢ok ispat sunumu
baslangicinda soruldugu sdylenebilir (bkz. 4.2.2.2). Benzer sekilde Dr. Topoloji’nin sundugu
teoremlerin %16,7’sinde teoremde verilen veya istenenlere yonelik sorular sordugu, bunlarin
cogunda da sorulart kendisinin yanitladigi gozlenmistir. Bunun haricinde teorem sunumu
esnasinda hipotez veya hilkkme y&nelik sorular sormadiklari goriilmiistiir. Ogretim
elemanlarinin teorem sunumlarinda sorduklari sorularin ¢ogunlukla teoremdeki kavram veya
notasyonlara yonelik oldugu sdylenebilir. Miilakatta yalnizca Dr. Kompleks ve Dr. Vektor
teoremdeki kavramlara yonelik sorular sorduklarmi belirtmis olmalarina ragmen, Dr.
Kompleks haricinde tiim dgretim elemanlarinin bu tiir sorular sorduklar1 goriilmiistiir. Bu
baglamda, ders gozlemleri analizi sonucunda, teorem sunumu esnasinda teoremdeki
kavramlara veya notasyonlara yonelik sorular sorma yiizdeleri sirasiyla Dr. Uzay %66,7, Dr.
Tiirev %41,2, Dr. Soyut %30,3, Dr. Topoloji %30, Dr. Oklid %25,8 ve Dr. Vektdr %16,7 dir.
Buna ek olarak, sunulacak teoremleri yazarken Dr. Oklid %9,7’sinde, Dr. Soyut %6,1’inde ve
Dr. Uzay ise %5,6’sinda, dgrencilere sorular sorarak teorem ifadesinin yazimini dgrencilerle
birlikte tamamlamiglardir. Miilakatta bahsedilmemis olan bu uygulama da teoremdeki

kavramlara yonelik soru sorma kategorisi i¢cinde degerlendirilmistir.
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Ogretim elemanlarmin sorulari, dgrencilerden bekledikleri cevap tiirlerine gore de
analiz edilmistir. Ogrencilerden cevap bekledikleri sorularin bazilarinda 6grencileri derse
katma veya bilgilerini yoklama gibi nedenlerle hareket ettikleri bir 6nceki boliimde miilakat
verilerinin analizinde de gdzlenmistir. (bkz. 4.2.1.1). Ogretim elemanlarinin sorduklar1 sorular
rehberlik, secenek, sonug, yorum, onay ve kontrol olmak iizere kategorilendirilmistir. Ogretim
elemanlarinin ders gozlemlerinde tespit edilen soru tiirleri igerisinde Ogrencilerin derse
katilimlarini saglayan ve bilgilerinin agiklanmasina ve Slglilmesine firsat veren sorularin
ozellikle sonug ve yorum sorulari oldugu soylenebilir. Bu nedenle, bu béliimiin baginda Tablo
8’de soru sorma uygulamasina yonelik verilen yiizdeler yalnizca sonug¢ ve yorum sorularindan
olusmaktadir. Ogretim elemanlarmin hem kendi sorduklari tiim sorularm hangi soru
tiirlerinden hangi yiizdelerle olustugu hem de sunduklar1 teoremlerin yiizde kaginda bu soru
tiirlerini sorduklar1 incelenmistir. Teorem sunumu esnasinda sorduklar1 sorularin tiirlerine
gore hem kendi sorulari icindeki (KSI) yiizdeleri hem de sunduklar1 teoremlerde bu soru
tirlerinin goriilme (TG) yiizdeleri Tablo 9’da verilmistir. Tablo 9’a gore teorem sunumunda

soru sorma baglaminda dikkat ¢geken sonuglar sunlardir:

e Teoremi sunarken Dr. Tiirev’in kendi sordugu sorularin ¢ogunlugunu (%36) sonug
sorular1 yani kisa cevap gerektiren sorular olusturmaktadir.

e Yorum sorulart yani Ogrencilerden agiklama beklenen sorular agisindan
degerlendirdirildiginde teoremi agiklarken en ¢ok Dr. Tiirev’in (%23,5) bu tiir
sorular sordugu, bununla birlikte kendi sorulari iginde de sonug sorularindan sonra
en ¢ok sordugu (%23,5) soru tiiriiniin yorum sorulart oldugu sdylenebilir.

e Dr. Topoloji sundugu teoremlerin yarisinda kendisinin cevapladigi rehberlik
sorular1 sormustur. Rehberlik sorular1 ayni zamanda Dr. Topoloji’nin teorem
sunumlarinda kendi sorulart i¢inde de en ¢ok sordugu soru tiiriidiir. Yani, Dr.
Topoloji teoremi sunarken sordugu sorularin ¢ogunu kendisi cevaplamaktadir.

e Dr. Uzay ve Dr. Kompleks teoremi sunarken Ogrencilere hi¢ yorum sorulari
sormamiglar yani 6grencilerin agiklama yapmalarini beklememislerdir.

e Dr. Oklid’in teoremleri sunarken sordugu tiim sorularin ¢ogunlugunu secenek ve
sonu¢ sorulari olusturmaktadir. Yani, ¢ogunlukla 6grencilerden ya kisa cevap
beklemis ya da sundugu segeneklerden birini segmelerini istemistir. Dr. Oklid ayn1
zamanda hem kendi sorulari i¢indeki ylizdesiyle hem de teorem bazinda secenek
sorularini en ¢ok kullanan 6gretim {iyesi olmustur.

e Dr. Kompleks teoremleri sunarken sordugu tiim sorularm ¢ogunlugunu (%57,1)
kendisi yanitlamigtir. Ayrica teorem bazinda yiizdeler baglaminda da teorem

sunumunda en az soru soran dgretim iliyesi oldugu soylenebilir.



119

e Dr. Uzay’m hem teorem bazinda hem de kendi sorulari igerisinde
degerlendirildiginde diger 6gretim elemanlarina gore daha fazla kontrol sorulart
sordugu yani Ogrencilerin anlayip anlamadigina yonelik sorular sordugu
sOylenebilir. Buna ek olarak sundugu teoremlerin yarisinda agiklama yaparken
Ogrencilerden onay beklemistir. Bununla birlikte her 6gretim elemaninin kendi
sorular i¢inde degerlendirildiginde onay sorulari Dr. Vektor’iin sorulari iginde
(%40) 6nemli bir yer tutmaktadir.

e Dr. Vektor teoremi sunarken ¢ogunlukla ya sordugu sorunun cevabii kendisi
vermektedir ya da soyledigi seyi Ogrencilerin onaylamasini bekledigi sorular

sormaktadir.

Tablo 9°da kendi sorular igindeki yiizdeleri toplami %100 diir. Ancak bir teoremi
sunarken farkli tiirde sorular sorabildiklerinden bu sorularin teoremlerde goriilme yiizdeleri
toplami %100’ii agabilemektedir. Ogretim elemanlarinin sordular1 sorularmn tiirleri ve

ornekleri asagida agiklanmistir.

Rehberlik sorulari: Bu sorular 6gretim elemaninin 6grencilerden bekledigi diisiinme
tarzin1 vurgulamak icin kullandiklar1 sorulardir. Ogretim elemani, bu sorularda ya sorduktan
hemen sonra kendisi cevaplamakta ya da oOgrencilerden soruya cevap vermelerini

beklememektedir. Ornegin:

“Dolayisiyla biz bu yaklasimlar: kullanmirken bu yaklagimlarin iginden bir tanesi dahi

’

farkl limit sonuglart verirse o limite ne diyecegiz? Limit yoktur.’

“Bu ifade matematikte kullanildiginda ne manaya geliyordu? Bir ve yalniz bir ¢oziimii

’

vardwr ne manaya gelecek? Kesinlikle vardir ve bir tanedir arkadaglar.’

“Acaba baska uzaylarda baska i¢ ¢carpimlar var mi? Tabi ki var. Yani sadece bir i¢

carpim yok.”

“Lineer bilesim neydi? Bir vektorii diger vektorler cinsinden yazabilmekti.”
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Tablo 9

Ogretim elemanlarinin teoremleri sunarken sorduklar: soru cesitlerine gore yiizdelik dagilimlar:

Rehberlik Sorulari Secenek Sorulari Sonu¢ Sorulari Yorum Sorulari Kontrol Sorulari Onay Sorulari

Kendi Teorem Kendi Teorem Kendi Teorem Kendi Teorem Kendi Teorem Kendi Teorem
sorulari bazinda sorulari bazinda sorulari bazinda sorulari bazinda sorulari bazinda sorulari bazinda

icinde goriilme icinde goriilme icinde goriilme icinde goriilme icinde goriilme icinde goriilme

Dr. Tiirev %13,4 %17,7 %7,4 %11,8 %36 %47,1 %22,4 %23,5 %1,4 - %19,4 %23,5
Dr. Soyut %30,5 %12,1 %16,6 %09,1 %30,5 %21,2 %11,1 %09,1 %3 %6,1 %8,3 -
Dr. Vektor %40 %5,6 - - %15 %16,7 %5 %05,6 = - %40 %22,2
Dr. Topoloji %49,1 %50 %7 %10 %31,6 %36,7 %1,8 %3,3 %1,8 %3,3 %09,7 %8,8
Dr. Oklid %3,2 %6,5 %35,5 %25,8 %35,5 %32,3 %3,2 %9,7 = - %22,6 %9,7
Dr. Uzay %35,6 %61,1 %1,3 %5,6 %27,4 %66,7 - - %13,7 %27,8 %22 %50

Dr. Kompleks  957,1 %10 - - %28,6 %10 - - - - %14,3 %5
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Secenek sorulari: Ogretim elemaninin 6grencilere secenek sundugu yani 6grencilerin
iki veya daha fazla segenekten birini se¢gmeleri gereken sorulardir. Evet/hayir sorular1 da bu
sorular i¢inde yer almaktadir. Ornegin,

“Bu kiime sayilabilir mi saytlamaz mi?”’

“Buradan baslayp boyle mi gidecegim?”

“Es midir? degil midir?”

“Simdi bu postulat midwr? teorem midir?”

“Eskenar iicgenin i¢inde bir noktadan kenarlara dikmeler ¢izersem bu dikmelerin
toplami bir kenar uzunluguna mu esit olur yoksa bir yiikseklik uzunluguna mi?”

Sonuc¢ sorulari: Kisa cevap gerektiren ve matematiksel bir kavrami veya islem
sonucunu soran sorulardir. Ornegin,

“Bu agirortaylarin kesisimi [ ise arada olusan a¢i ka¢tir?”

“Bu agimin olgiisii hangi agi ile iligkili?”

“Neydi tiirevler icin ortalama deger teoremi?”

“Neydi formiiliimiiz? "’

“Kompleks deyince ne anlayacaktik?

“Bu kiime hangi elemanlardan olugur”

Yorum sorulari: Kisa bir cevaptan daha fazlasini gerektiren veya agiklama ve yorum
beklenen sorulardir. Ogrencilerin verdikleri cevaplar1 agiklamalarim gerektiren “Neden?”
sorular1 da bu kategoride ele alinmustir. Ornegin,

“Ne demek istiyor sizce bu teoremde?”

“Ortalama hizimin 90 olmasi bana neyi gésterir?”

“Bu kosulu sagladigini nasil tespit ettin? ”

“Bunu aymi seyi soyleyecek sekilde baska tiirlii nasil ifade edebilirsiniz?

Onay sorulari: Ogretim elemanlarinin bu sorular1 gogunlukla dgrencilerin dikkatini
cekmek icin sorduklari sdylenebilir. Onay sorulari, 6gretim elemanlarinin soyledikleri
ciimlelerin ardindan 6grencilerin onay vermesi beklenen sorulardir. Ogretim elemanlar1 bu
sorular1 sorduktan sonra c¢ogunlukla Ogrencilere bakmakta ve Ogrenciler de kafalarini
sallamaktadirlar. Ornegin, “Dogru mu?”, “Degil mi?”, vb. sorular onay sorular1 olarak
degerlendirilmistir.

Kontrol sorulari: Ogrencilerin anlayip anlamadiklarini kontrol etmek i¢in kullanilan
sorulardir. Bu sorulara bazen cevap gelir, bazen sozlii cevap gelmez ama cevap jest veya
mimikler ile gelir yani 6gretmen Ogrencilere bakar ve cevabi anlar. Bu sorulara drnek:

“Anladiniz mi?”, “Tamam mi?”, “Sorusu olan var mi?” vb. dir.
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4.2.2. ispatin sunumuna iliskin bulgular

Bu boéliimde 6gretim elemanlarinin derste ispat anlatimlarina yonelik hem kendi
aciklamalar1 hem de siniftaki uygulamalari ve eylemleri aktarilmistir. Giris boliimiinde
bahsediligi gibi ispat sunumu teoremi/Onermeyi, ispatin kendisini ve teorem-ispat sunumu
icinde verilen tiim tanimlari, yorumlari, 6rnekleri, sorulart vb. igermektedir. Bir &nceki
bolimde (4.2.1) yalnizca teoremin nasil sunuldugu incelenmistir. Bu bolimde ise ispat
sunumunun  yukaridaki tanmimimi  da igerecek sekilde ispat sunumu biitiiniiyle
degerlendirilmistir. Derste ispat sunumuna iligkin 6ncelikle miilakat analizinin bulgular

ardindan da ders gozlemlerine iligkin bulgular paylasilmistir.
4.2.2.1. Ispatin sunumuna iligkin miilakat analiz bulgulart

Ogretim elemanlarindan “Ispatlamay: nasil yaptiginizi veya ispati nasil anlattiginizi
tarif ediniz.” sorusuyla derste ispatlamay1 nasil yaptiklarim tarif etmeleri istenmistir. Ders
video gozlemleri ile dersteki uygulamalar1 gozlemlenecek olmasina ragmen bu sorunun
sorulmasinin nedeni, 6gretim elemanlarinin ispat anlatimlarina yonelik neyi vurgulamak
istediklerini anlamaktir. Yani, bu konuda aktarmak istedikleri uygulamalarin neler oldugu
incelenmistir. Tablo 10°da 6gretim elemanlarinin bu soruya verdikleri yanitlara goére hangi
tirde uygulamalarin1 vurguladiklarim1 gostermektedir. Verilen yanitlar analiz edildiginde,
vurgu yaptiklart noktalara goére bu yanitlar ‘bilgi aktarimi’, 6grencileri ispata katma ve
sorumluluk paylasimi’ ve ‘gorsellik’ basliklart altinda toplanmigtir. Bu soruya ogretim
elemanlarinin verdigi yanitlarin biiyiikk gogunlugu ispat sunumuna yonelik diger basliklardaki
yanitlarim1 tekrar ettiginden ilgili basliklar altinda sunulan yanitlar1 burada tekrar

verilmemistir.

Tablo 10

Ispatlamayt nasil yaptiklar: sorusuna verdikleri yamitlarda vurgulanan uygulamalar

Vurgu noktasi Ogretim Elemam

Dr. Topoloji, Dr. Vektor, Dr. Soyut,
Bilgi aktarimi Dr. Kompleks, Dr. Uzay, Dr. Tiirev,
Dr. Oklid

Dr. Topoloji, Dr. Tiirev, Dr. Vektor,
Ogrencileri ispata katma ve sorumluluk paylasimi Dr. Kompleks, Dr. Soyut, Dr. Oklid,
Dr. Uzay

Gorsellik Dr. Vektor, Dr. Uzay, Dr. Kompleks
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Ogretim elemanlarmin ispat1 anlatirken hangi bilgiyi nasil aktardiklarina yonelik
vurguladiklari ifadeler “bilgi aktarimi” temasi altinda birlestirilmistir. Ornegin: Dr. Topoloji
ispat yaparken notasyonu ifade edip acikladigini ve bazi kavramlari somutlastirmak icin
ornekler verdigini; Dr. Soyut teoremin hipotez ve hiikiim kismini vurguladigini, iliskilendirme
yaptigini ve gerekli gordiigiinde sekil ¢izdigini; Dr. Uzay ispat yontemini vurguladigimi, sekil
¢izdigini, ispatin sonunda teoremin saglandigi-saglanmadigi durumlar1 ve nedenlerine iliskin
ornekler verdigini; Dr. Kompleks ispatin her adimini agikladigini; Dr. Vektor ispatin iginde
gecen kavramlarla ilgili kisa bilgiler sundugunu, gerekli gordiigiinde sekil ¢izdigini,
notasyonu ve ispatin her adimm da agikladigini; Dr. Oklid matematik dilinin dogru

kullanimini vurguladigini ve Dr. Tiirev ise sekil ¢izdigini vurgulamislardir.

Ogretim elemanlarmin 6grencilerin ispata katilimina ve dgrencilerden beklentilerine
yonelik agiklamalar1 “Ggrencileri ispata katma ve sorumluluk paylagimi” temasi altinda
degerlendirilmistir. Ornegin, Dr. Oklid ve Dr. Topoloji 6grencilerin ispati yapmaya
calismasini istediklerini belirtmislerdir. Dr. Oklid buna ek olarak dgrencilerden yapmak
isteyen olmazsa ispat1 6grencilerle diyalog halinde yaptigini soylemistir. Ayrica, tim 6gretim
elemanlar1 ispat yaparken soru sorarak Ogrencileri ispata katmaya calistiklarii da

aktarmislardir. Ornegin:

e Dr. Topoloji ispatin basinda hangi ispat yontemininin kullanilacagina iliskin ve
Ogrencilerin onbilgilerini hatirlatmak amagli sorular sordugunu,

e Dr. Vektor ispatin iginde kullandig1 tanimlari, kavramlari, teoremleri ve ispat
yontemini 6grencilere sorarak onlar1 ispata katmaya c¢alistigini ama 6grencilerin
ispata katilimlarinin az oldugunu, buna ek olarak 6grencileri ispat esnasinda
anlattig1 seyleri kagirmasinlar diye yazmayip dinlemeleri hususunda uyardigini,

e Dr. Uzay, ispatin adimlarina ve hipotez-hiikme yo6nelik sorular sordugunu,

e Dr. Kompleks ispat adimlarina yonelik sorular sordugunu,

e Dr. Soyut, hipotez-hiikme yo6nelik sorular sordugunu ve ispatin adimlarimi da
ogrencilere sordugunu, hatta bu sorularda Ogrencilerin yo6nlendirdikleri
durumlarda yanlis yere gidecek bile olsa yazip tikandigi yerde “Demek ki dogru
degilmis!” sonucuna varmalarini sagladigini,

e Dr. Tiirev, Ogrencilerin ispata baslamalarii saglayacak hipteze yonelik
tetikleyici sorular (elinde ne var?), ispat adimlarmma yonelik sorular ve
diisiinmeyi saglayacak kafa karistirici sorular sordugunu sdéylemislerdir. Ayrica
Dr. Tiirev sorularla olabildigince ¢ok Ogrenciyi dahil etmeye c¢alistigini da

eklemistir.
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Ogretim elemanlarinin tahta kullanimi veya ispatin gorselligine yonelik yaptig
aciklamalar “gdrsellik” temasi altinda degerlendirilmistir. Ornegin, Dr. Vektor ispattaki bazi
adimlara dikkat ¢cekmek ve akilda kalmasini kolaylastirmak i¢in kirmizi kalemle isaretledigini
ve renkli kalemle kutu igine aldigini belirtmistir. Dr. Uzay ve Dr. Kompleks ise tahtay1 kullanig
bicimlerinden bahsetmislerdir. Ornegin, Dr. Uzay 6zellikle cok karisik ispatlarda tahtada 6nce
sag tarafta ispat1 diizensiz bir sekilde anlattigimi sonra diger tarafina daha diizenli yazdigim
sOylemistir. Dr. Vektor ise tahta biiyiikse ikiye boldiigiinii ve bdylece daha derli toplu
yazdigini aktarmigtir. ek olarak Dr. Vektor Ogrencilerin yazarak Ogrenecegini ve tahta
kullanmaya ogretmenin tahta kullanmasini izleyerek alisacagimi bu nedenle de tahta

kullanmay1 6nemsedigini belirtmistir.
4.2.2.2. Ispatin sunumuna iligkin ders video analiz bulgulart

Teorem sunumunun incelendigi bir 6nceki boliimde teorem sunumunun bagladig1 ve
bittigi anlarin nasil belirlendigi aciklanmistir. Benzer sekilde ispatin basladigi (teoremin
basladig1 an ispat sunumunun da bagladig: kabul edilmistir) ve bittigi anlarin belirlenmesinin
ardindan bu aralikta gretim elemaninin yaptiklar: ve sdyledikleri, ders videolar1 defalarca kez
izlenerek ve transkriptler {izerinde notlar alinarak incelenmistir. Bu notlar daha sonra tekrar
video izlemeleri ile teyit edilerek kategoriler ve bu kategorilerin goriilme yiizdelerini gosteren
tablolar olusturulmustur. Bu tablolarda, ispata yonelik tespit edilen uygulamalarin kategorileri
ve derslerde bu Kkategorilere yonelik gozlemlenen transkript ornekleri asagida verilmistir.
Ogretim elemanlarinin ispat sunumu esnasinda ek agiklamalar yapma (6rn., drnek kullanma),
soru sorma, sorumluluk verme, 6grencilerin durumlarina yonelik doniitler ve Oneriler sunma,
uyar: yapma ve motive etme gibi cesitli uygulamalari tespit edilmistir. Ogretim elemanlarinin
ispat sunumunda yaptiklarini sdyledikleri uygulamalarlardan (bkz. Tablo 10) ders gdzleminde
karsilasilanlara da ayrica deginilmistir. Asagida Tablo 11°de ispatin sunumu esnasinda goriilen
uygulamalardan tespit edilen kategoriler ve bu kategorilerilerdeki uygulamalarin goriilme
yiizdeleri verilmistir. Bu kategorilere yonelik ayrintili agiklamalar da asagida boliimler halinde

yer almaktadir.

Tablo 11 derste ispat anlatimi esnasinda yapilan uygulamalarin, sunulan toplam ispat
sayisinin igindeki yiizdesini gdstermektedir. Ornegin, Dr. Topoloji sundugu ispatlarin
%43,3’linde (yani neredeyse yarisinda) &grencilere ispati yapmaya g¢aligmalari igin siire
vermistir. Dr. Tiirev ise sundugu teoremlerin %29,4’tinde 6rnek kullanmigtir. Dr. Soyut, Dr.
Uzay ve Dr. Tiirev sunduklar1 tiim ispatlarda sonu¢ veya yorum sorular1 sorarak dgrencilerin

katilimini saglamislardir.
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Ogretim elemanlar1 bir ispat sunumu icinde birden fazla uygulamay: birlikte
kullanabildiklerinden bu yiizdelerin toplamlar1 %100t asabilmektedir. Ek olarak, dgretim
elemanlarinin ders gozlemlerinde tespit edilen soru tiirleri icerisinde Ggrencilerin derse
katilimlarmi saglayan ve bilgilerinin agiklanmasina ve Olcililmesine firsat veren sorularin
ozellikle sonug ve yorum sorulari oldugu sdylenebilir. Bu nedenle, Tablo 11°de soru sorma
uygulamasina yonelik verilen yiizdeler yalnizca sonu¢ ve yorum sorularindan olugmaktadir.
Ogretim elemanlarmin uygulamalarina ydnelik kategoriler ve bu uygulamalara ders

gozlemlerinden 6rnekler asagida verilmistir.

Tablo 11

Ispat sunumu esnasinda ogretim elemanlarimin gozlemlenen wygulamalart ve bu

uygulamalarin goriilme yiizdeleri

Gozlemlenen Dr. Dr. Dr. Dr. Dr. Dr. Dr.
Uygulamalar Kompleks Topoloji Soyut Vektor Uzay Tiirev Oklid

Ornek verme - %26,7 %18,2 95,6 9022,2 %29,4 -
fliskilendirme
%55 %43,3 %30,3 %38,9 %44,4 %17,7 %100

yapma
Teknik
aciklama %45 %53,3 %60,6 %50 %55,5 %5,9 %22,6
yapma
Sekil/grafik/
gorsel %20 %23,3 - %77,8 %33,3 %41,2 %100
olugturma
Ogrencilere
sorumluluk - %43,3 %41 - %11 %71 %94
verme
D lizi

urum anatizt-— o410 %333 %152 %222 %333 %17 99,7
yapma
Soru sorma* %35 %96,7 %2100 %388,9 %100 %100 %67,7

* Sonug ve yorum sorulari
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4.2.2.2.1. Agciklama yapma

Ispat1 agiklama ifadesi ile kastedilen, ispatin biitiinsel olarak veya ispat igindeki
tamimlarmn, notasyonlarin, islemlerin vb. aciklanmasidir. Ogretim elemanlarinin ispati
sunmadan Once, ispat1 sunarken veya sunduktan sonra, ispatin agiklanmasina yonelik en az bir
climle kurmus olmalari, agiklama olarak kabul edilmistir. Buna ek olarak o6gretim
elemanlarinin ispat1 agiklamak icin miilakatta da bazilarindan bahsettikleri gibi ve teorem
sunumunda oldugu gibi ¢esitli yontemler/uygulamalar kullandiklar1 da goézlenmistir. Bu
yontemler; ornekler verme, iliskilendirme yapma, sekil/grafik/gorsel olusturma ve teknik
agiklamalar yapma basliklar1 altinda degerlendirilmistir. Ogretim elemanlar, ispat sunumlari
esnasinda bu yontemlerden birini ya da birkagin1 birlikte kullanmiglardir. Bu uygulamalar ve

ders gozlemlerinden 6rnek durumlar asagida bagliklar halinde verilmistir.
a. Ornek verme

Ogretim elemanlarinin ispat esnasinda drnekler sunduklar1 anlar belirlendikten sonra
hangi durumlarda &rnek kullandiklar1 ayrmntili olarak incelenmistir. Ornek kullanilan
durumlardan biri aksine 6rnek vererek ispat yapmalaridir. Dr. Topoloji 6 kez, Dr. Oklid 2 kez
ve Dr. Soyut 4 kez aksine 6rnek vererek ispat yapmislardir. Ancak, aksine 6rnek verme, ispat
yontemlerinden biri oldugu yani ispatin kendisi 6rnek oldugu i¢in bu durum, ispat i¢inde
aciklamalar dahilinde kabul edilen ornek kullanmanin kapsami disinda tutulmustur. Bu durum
disinda Ogretim elemanlarinin Ornekleri su amaglar dogrultusunda kullandiklari tespit
edilmistir:

e Notasyon ve formiil kullanimini géstermek veya bir tanimi agiklamak,

e Ogrencilerin sorularina yanit olusturmak veya kavrayislarindaki yanilgilari

gostermek,
e Ispata yol gosterecek referans drnekler olusturmak,
e Ogrencilerin anlamadiklar1 noktalar1 basitlestirmek.

Yukaridaki amagclar dogrultusunda, 0gretim elemanlarinin ispat sunarken teorem
sunumuna gore nispeten daha kapsamli amaglarla 6rnek kullandiklari soylenebilir (bkz.
4.2.1.2.2.a). Sunulan ornekler sayisal, cebirsel ve sekil ornekler seklinde olabilmektedir.
Ornegin, Dr. Uzay iiggen esitsizligi ispat1 igindeki bir notasyonu agiklamak igin sayisal bir

ornek kullanmustir:
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“Evet! I¢ carpim negatif olabilir. Kendisiyle carpimi pozitif olmali. Anlagilds mi? IKi
vektoriin ¢arpimi negatif olabilir. Peki iki vektoriin carpimi negatif olabilecegi icin..

(sesli sekilde yazmaya devam eder)

Sekil 8. Dr. Uzay’1n ispat sunumunda tahtaya yazdiklar1 1

“Peki size sorum su: Bu ifade negatif olabilecegi icin ben bunu soyle yazsam yanlis

olur mu?”

Sekil 9. Dr. Uzay’1n ispat sunumunda tahtaya yazdiklar1 2

“Etrafina mutlak koyunca negatif alacagi pozisyondan dogal olarak ne olacaktir?
(Ogrenciler cevap verir) Ya biiyiik olur ikisi de pozitifse de bu durumda esit olur.
Neden mutlak deger koydugumu anladiniz mi nasil gectigimi? O mutlak degeri
koydugum anda neyi sagliyorum? (6grenciler cevap verir) Biiyiik esitligi sagliyorum.
Bu sunun gibi degil mi? Mesela, 3 ile 4 ¢arpum 12 dir. -3 ile 4 ¢arpimi -12 dir. O

zaman biz buna seyi yazabilir miyiz? ” (tahtanin kenarina yazar)

Sekil 10. Dr. Uzay’m ispat sunumunda tahtaya yazdiklari 3

“Icerde istedigin varyasyonu yap. Ne demek istedigimi anliyor musunuz?”’

Dr. Soyut verilen bir yapinm islem olup olmadigimi ispatlarken oJgrencinin
cevabindaki yanlhgi gostermek i¢in 6rnek kullanmistir. Burada Dr. Soyut’un metaforik bir
ornek verdigi sOylenebilir. Islemin degisme ozelligini, arabadaki ABS sistemi ile

iligkilendirerek metafor kullanmistir:
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Dr. Soyut: Bir arkadasimiz diyor ki kapalilik da var iyi tammlik da var dolayisiyla

islem oluyor diyor bakin.

Ogrenci: Olmaz

Dr. Soyut: Neden olmaz?

Ogrenci: Degisme ozelligini saglamiyor.

Dr. Soyut: Ama biz demin onu soyledik ya, islem mi degil mi diye su an ilk etapta
ilgileniyoruz. Degisme 6zelligi yoksa islem degildir diye bir sey var miydi? Deminki
ornegimize geri donelim arabada ABS yoksa ona araba degil mi diyoruz artik? O
arabaliktan bir sey kaybetmez. Degisme bir ozelliktir isleme ait. Yoksa onun islem

olup olmamasini engellemez.

Benzer sekilde bagka bir ispatta Dr. Soyut dgrencilerin yaptigi bir islemdeki hatayt

gostermek i¢in 6rnek kullanmistir:

“Giizel bakin arkadaslar ispatin sakincali yeri neresi? (Tahtada ispati gostererek)
Buraya kadar sorun yok son esitlige kadar olan kisimda sorun yok ama buradan

buraya her zaman gecemezsiniz.”

Sekil 11. Dr. Soyut’un ispat sunumunda tahtaya yazdiklari 1

“Buradan buraya ge¢mek demek bunlarin sadelestirilebilir olmast demek ya da a’nin
tersi olmasi demek ki daha birim eleman var mi yok mu onu bile bilmiyoruz. Soldan
uyguladimiz gitti. Bunu yaparken birlesme ozelligi olmasi lazim, en kestirmesi
sadelestirme var mi yok mu bilmiyorsunuz ki bunlari goniil rahathgiyla
sadelestirdiniz, bilmiyorsunuz egit oldugunu. Olmayabilir bak mesela ben size ornek

vereyim.”

Sekil 12. Dr. Soyut’un ispat sunumunda tahtaya yazdiklari 2

“Stfir carpu ii¢ esittir sifir carpt bese peki buradan ti¢ bese esittir diyebiliyor musunuz
arkadaglar? (Ogrenciler ‘hayir’ der). Buradan buraya gegilmez arkadagslar tabi hig
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bir sey yapmamaktansa bu giizel, yani buraya kadar ugrasip olayr getirmeniz belli bir

seyin farkinda oldugunuzu gésterir ama buradan saga tarafa gecemezsiniz.”

Dr. Topoloji yaptig1 birgok teknik agiklamada Ogrencilere ispata baslarken sorun
yasadiklarinda bir 6rnekle somutlastirmalarini tavsiye etmistir. Kendisi de bazi ispatlarda,
ispata baslarken Once teoreme uygun bir ornek (referans érnek) iizerinde durumu gosterip

ardindan formel ispat boyunca drnege ara ara atiflar yaparak ispati tamamlamustir:

“Simdi gelelim alistirma 7 'ye. Ne diyor bir bakalim. Sonlu bir kiime iizerinde tanimll
bir topolojik yapimiz olsun. Sonlu bir kiime n elemanly bir kiime. Bir topolojik yapiniz
var. Ne isteniyor? Tek égeli her kiime kapalwysa bu topoloji ayrik bir topoloji olur
iddiast var dogru mudur diye soruyor. (Bir Ogrenci cevap verir). Peki dedi ki
arkadasiniz. Evet yani boyle bir ispat yapacagiz ama ii¢ elemanli bir kiime tizerinden
gorsek durumu. Bir gérelim. Sonra da acaba genelleme yapabilir miyiz yaparsak
acaba nasil ifade edelim ona bakalim madem. Simdi hangi kiimeyi aldim? a,b,c yi
aldim. Peki dedi ki arkadasiniz bu ifadedeki kosulda ne diyor? Tek elemanli kiimeler

kapalilar olsun. Yani...”
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Sekil 13. Dr. Topoloji’nin ispat sunumunda tahtaya yazdiklari 1
“Simdi bunlar kapaliysa bunlara karsilik gelen aciklar: soyleyebilir miyiz? ”

(6grencilerle birlikte sesli olarak yazar)
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Sekil 14. Dr. Topoloji’nin ispat sunumunda tahtaya yazdiklari 2
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“Su anda ispat yapmiyoruz ama minyatiir bir modelle bunun varligini gérmeye
calistyoruz. Peki simdi mademki bunlar agik kiimeler demek ki benim t ailemin icine

girmeye hak kazanmislar. (Agiklayarak yazar)
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Sekil 15. Dr. Topoloji’nin ispat sunumunda tahtaya yazdiklar: 3

“Bu ornek i¢in P(X) oldu. Peki her zaman olur diyebilmemiz i¢in ispatlamamiz lazim.

’

Veya diizgiin bir sekilde ifade etmemiz lazim. Nasil ifade edelim? Simdi sorumuz o.’
Ogrenci: “Indisleyelim.”

Dr. Topoloji: “O zaman sunu (verdigi 6rnegi gosterir) bir kenarda tutuyorum. Dedi

ki arkadasiniz biz indisleyelim bu elemanlari. Ornegin ne olsun?”

(Ornege atiflar yaparak yazar)
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Sekil 16. Dr. Topoloji’nin ispat sunumunda tahtaya yazdiklar1 4
Ogrenci: Simdi bunlar: yazacagiz ve birlestirip kesistirecegiz.

Dr. Topoloji: Hah. Elimizde bir topolojik yapi var. Topolojik yapt oldugu séyleniyor
ctinkii. Bunlar yardvmiyla olusturulan ailenin. O zaman bu agiklarin degisik
birlesimleri ve sonlu kesisimlerinin t’nun iginde olmasi gerekiyor. O zaman t’yu

agiyorum suraya. (Agiklayarak yazmaya devam eder)
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Sekil 17. Dr. Topoloji’nin ispat sunumunda tahtaya yazdiklar1 5
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“Notumuzu alalim ve bir daha tizerinde duralim. Bir yerde sezgisel bir ispat yapmug
olduk. Nereden yola ¢iktik? Arkadasimizin érneginden yola ¢ikarak. Simdi ispat
yapabilmenizin yollarindan bir tanesi de budur arkadaglar, yani direk ispata
giremiyorsaniz soruyu anladiniz yani onermeyi anladiniz ama nereden baslayacagim
ne yapacagim sikintisi varsa en koti ihtimalle eger birazcik gérsellenebiliyorsa
buradaki gibi kendinize minyatiir bir oOrnek segip bu ornegi dogru oldugunu
diigiiniiyorsamiz elinizdeki kosullarla onermenize uygun hale getirin orasi zaten size
gideceginiz yolu ii¢ asagr bes yukari séyler. Yanlis oldugunu diisiiniiyorsaniz zaten
onermenin. Bir yanlis ornek bulsaniz yine yetiyor. O zaman zaten ispat tamamlanmag

olur.”

Dr. Uzay, Gram-Schimdt metoduna yonelik ispat sunumu esnasinda Ogrencilere
sordugu bir soruya 6grencilerden ciliz bir sekilde cevap geldigini goriince bir an durmus
(6grencilerin anlamadigini anlamig) ve sordugu soruyu 6grencilerin anlayabilecegi bir 6rnek

sunmustur.

Dr. Uzay: Simdi dikkatlice izliyoruz. Arkadaslar bildigim ne var? ne biliyorum?

Ortagonal. Ne yapar bu az once bir sey ogrettim ben? (Agiklayarak yazar)
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Sekil 18. Dr. Uzay’1n ispat sunumunda tahtaya yazdiklar1 4
Dr. Uzay: “Bunlar birer say1 mi? istedigim degeri verebilir miyim bunlara?”’
(Ogrencilerden ciliz bir sekilde ‘evet’ cevabi gelir)
Dr. Uzay: Duyamiyorum!
Ogrenciler: Evet

Dr. Uzay: Bir sey sorabilir miyim? Neden istedigim degeri verebilecegimi

anlatacagim. (Tahtanin bagka bir kenarina yazar)
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Sekil 19. Dr. Uzay’n ispat sunumunda tahtaya yazdiklari 5
Dr. Uzay: x kagtir?
Ogrenci: Iki bilinmeyenli denklem.
Dr. Uzay: Yani?
Ogrenci: Birine deger verebiliriz.

Dr. Uzay: Birine istedigim degeri verebilirim. Burada da onu yapacagim. Birine

istedigim degeri verebilirim mesela... (Ispata devam eder).

Benzer sekilde Dr. Topoloji de “Reel sayilarin alt kiimelerinden acik araliklarin
birlesimi seklinde yazilabilenler R iizerinde bir topolojik yapi olustururlar” iddiasina yonelik
ispati sunarken bir onay sorusunun ardindan Ogrencilere bakmis ve anlamadiklarim

diistindiigiinii soyleyerek bir 6rnek sunmustur.

Dr. Topoloji: Ne istedigimizi gorelim. Ona ulasmaya ¢alisalim. Bir kenara yazalim

ne istedigimizi. (sesli sekilde tahtanin kenarina yazar)

Sekil 20. Dr. Topoloji’nin ispat sunumunda tahtaya yazdiklar1 6

“Biz buraya ulasacagiz. Nereye ulagmak istediginizi ne bilirseniz elinizdeki
bilgilerden gereksiz yerlere dagilmazsiniz. Simdi elimizde bu bilgiler var. Bunlar
kullanarak oradaki ifadeye nasil ulasirim? Bir kere kesisim Aj nin x elemanlar: demek

ne demektir?”
Ogrenci: Biitiin hepsinde var.

Dr. Topoloji: Ortak eleman demektir degil mi? simdi o zaman hepsinde birden var

olan x leri alacagim. Biraz gérselleyelim mi?
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Ogrenciler: Evet

Dr. Topoloji: Daha iyi olacak ¢iinkii sadece bakiyorsunuz, diigiinmiiyorsunuz!

(Aciklayarak ve sorular sorarak ornegi yazar)

Sekil 21. Dr. Topoloji’nin ispat sunumunda tahtaya yazdiklar1 7

“Bu ifade surada Al, A2, A3 icin tek tek yazdigimiz ifade. Mesela suradan bir tane

eleman seg¢sem ikisinde de ortak olan.” (agiklayarak ve sorular sorarak yazmaya

devam eder)
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Sekil 22. Dr. Topoloji’nin ispat sunumunda tahtaya yazdiklart 8

“Simdi bunu genel olarak olusturmak igin bir sistematik olusturalim kendimize.

Dolayisiyla suraya geri donersek. Nasil yazalim? (ispata devam eder)

Dr. Vektor, Analitik Geometride ispat sunarken ¢izdigi sekil iizerinde bir notasyonu

soran ogrencinin sorusunu yanitlamaya galismis ancak Ogrenci anlamadigimi sdyleyinde
ornek bir sekil ¢izmistir:

Dr. Vektor: ...Mesela, soyle diisiiniin(Sekil ¢izer)
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Sekil 23. Dr. Vektor’iin ispat sunumunda tahtaya yazdiklari 1
Bunu béyle ifade edebilir miyiz?
Ogrenci: Evet
Dr. Vektor: Onun gibi iste!
Ogrenci: Tamam

Ders gozlemleri analizi sonucunda ispat sunumlarinda kullanilan tiim 6rneklerin
%54,8’1 bir notasyonu/formiilii/tanimi agiklamak, %25,8’1 6grenci sorularini yanitlamak veya
yanilgilarin1 gidermek, %12,9°u ispata referans olusturmak ve %6,5’1 anlagilmayan noktalar1
aciklamak i¢in kullanilmigtir. Referans drneklerin yalnizca Dr. Topoloji tarafindan kullanildigi
ve Ogrenci sorulari veya yanilgilarina yonelik 6rneklerin ise en ¢ok Dr. Soyut tarafindan

sunuldugu gézlenmistir.

Ogretim elemanlarmin ispat sunumlarinda &rnek kullanim yiizdeleri sirastyla Dr.
Tiirev %29,4 , Dr. Topoloji %26,7, Dr. Uzay %22,2, Dr. Soyut %18,2 ve Dr. Vektor %5,6’dir
(bkz. Tablo 11). Dr. Kompleks ve Dr. Oklid’in gdzlemlenen dersleri boyunca drnek sundugu
goriilmemistir. Buna ek olarak, miilakatta ispat1 nasil sunduklarini agiklarken yalnizca Dr.

Uzay ve Dr. Topoloji 6rnekler verdiklerini sdylemislerdir.
b. lliskilendirme yapma:

Kullanilan iligkilendirmeler ders ici baska bir konuyla, bagka bir dersle veya giinliik
hayatla iligkilendirme olarak {i¢ baslik altinda degerlendirilmistir. Ders i¢i iliskilendirmelerde
o ders kapsaminda daha 6nce 6grenilen konulara atif yapilirken baska dersle iliskilendirmede
ispatin veya ispat i¢indeki bir kavramin/iglemin iliskili oldugu derse veya o dersten bir konuya
atif yapildigi gozlenmistir. Ornegin Dr.  Kompleks “Kompleks fonksivonlarda tiirev
teoremlerinden birinin ispatin1 yaparken artma miktarlarina yonelik baska derste 6grendikleri

bilgileri hatirlatmsgtir:

Dr. Kompleks: “Simdi diger tarafa dogru ispatlamak istersek yine Analiz III teki

diferansiyel konumuza ge¢meden dnce artma miktarlarint kismi tiirevier araciligiyla
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vermistik. Hatirlyyor musunuz? Hani Au esittir... (Bu sirada 6grencilere bakar ve
onlardan doniit alamayinca hatirlamadiklarini anlar) hatirlamiyorsunuz! “Dolayisiyla

Analiz Il dersinden Au artma miktar: su sekilde yazilabilir (sesli sekilde yazar):

((:) Au = hixy)- Uy, = (X~ Xo)(u f?)f (‘14(0) (“\ﬂiz’

: A= Uty - Vé(sﬂo\ = [X-k0) (W 4 § Y (‘Ho\ (V%rinl
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Sekil 24. Dr. Kompleks’in ispat sunumunda tahtaya yazdiklari 1

Hatirlattig1 formiillerin altina hangi dersten oldugunu da yazan Dr. Kompleks ispata

devam etmistir.

Dr. Vektor “Ortalama deger teoreminin” ispatini sunarken ortalama deger kavramini

giinliik yasamla iliskilendirmistir:

“Ashinda ortalama deger giinliik yasantida ¢ok kullandigimiz bir kavramdir. Mesela
ne diyoruz: llkégretim matematik égretmenligi 2-A sumfimn Analiz 1. vize ortalamasi
dedigimiz zaman ne yapicaz? Biitiin suiflarin ortalamalarin sunif sayisina bolecegiz
degil mi? Giinliik yasamda aslinda ¢ok kullandigimiz bir seydir. Peki geometrik olarak

ne anlama geliyor ona bakalim.”

Dr. Vektor “kutupsal koordinatlarda alan formiiliiniin” ispatini sunarken kartezyen

koordinat sisteminde alan formiillerine deyinerek ders igi iliskilendirme yapmustir:

“Bunlarin hepsi daire kesmesi degil midir? O zaman bu daire kesmelerinin
alanlarmmin n sonsuza giderken limiti bize neyi verir? Belirli integrale doniistiiriiriiz
degil mi? Ciinkii normalde Kartezyen koordinatlart verilmis bir egrinin altta kalan
alanmni bulurken ne yapryorduk? n tane dikdortgenlere boliiyorduk. Dikdortgenlerin
alanlart toplamimin limiti egri altinda kalan alani veriyordu. Soyle hatirlarsak...”

(sesli sekilde yazar)
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Sekil 25. Dr. Vektor’iin ispat sunumunda tahtaya yazdiklar1 2

“Bu f(tx). Ax« lar dikdortgenlerin alanlariydi. Bu dikdortgenlerin alanlart toplami
islemini suursiz sekilde yapmaya devam edersek limitinin a’dan b’ye f(x).dx
integraline egit oldugunu, bunu daha once ispatlanmistik biliyorsunuz. Burada da
olusan daire kesmelerinin alanlar: toplaminin limiti yine belirli integrale doniisecek

degil mi? Yine toplam ifadesi kullandim. O da alani verecek.”

Ders gozlemleri analizi sonucunda ispat sunumlarinda Dr. Oklid, Geometri dersinin
icerigini geometrinin bilimsel olarak ilerleyis sirasini1 dikkate alarak belirledigi ve derste bu
stray1 takip ettiginden her yeni teoremde onceki teorem, aksiyom veya tanimlara atif yapmistir.
Dolayistyla Dr. Oklid’in sundugu tiim ispatlarda ders ici iliskilendirme gdzlenmistir. Diger
Ogretim elemanlarinin ispat sunumlarinda iliskilendirme yapma ylizdeleri sirasiyla Dr.
Kompleks %55, Dr. Uzay %44,4, Dr. Topoloji %43,3, Dr. Vektor %38,9, , Dr. Soyut %30,3
ve Dr. Tiirev %17,7°dir (bkz. Tablo 11). Buna ek olarak, miilakatta ispat1 nasil sunduklarini

aciklarken yalnizca Dr. Soyut iliskilendirme yaptigin1 beyan etmistir.
C. Teknik agiklama yapma:

Teknik aciklamalar, ispatin yontemine, hipoteze ve hiikkme veya ispatta kullanilan
notasyona yonelik bilgiler veya oOneriler iceren agiklamalardir. Bu tiir agiklamalarin
Ogrencilerin ispata yonelik bir anlayis gelistirmesine katki saglayacagi disiiniildiigiinden bu
aciklamalar, teknik aciklama basligi ile bir kategori olarak ele alimmistir. Asagida teknik
aciklama kapsaminda degerlendirilen 6rnek ders kesitleri verilmistir. Ornegin, Dr. Kompleks
“Kompleks fonksiyonlarda limitin tekligini ” tahtada ispatlarken ispatta ge¢en notasyona dikkat
¢cekmistir:

“Her pozitif reel sayidan kiiciik olan sayr nedir? Sifirdir. Her ¢iinkii bakin bir tane
degil. Bu “her(V)” burada c¢ok énemli. Bunu buradan kaldirin bu islemez. Bu
hepsinden kiiciik kalan negatif olmayan say:. Sifirdir.”

Benzer sekilde Dr. Topoloji de kullandigr iki notasyon arasindaki farki vurgulamistir:
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“Bakin burada alt kiime burada ise eleman kullantyorum. Aradaki fark: goriiyorsunuz,
degil mi? Yani ifade ederken dikkat etmiyorsunuz. Neyin ne olduguna dikkat edin.

Notasyon kullanimi 6nemli!”

Dr. Oklid tahtada ispat yapan bir 6grencinin notasyonlar1 eksik kullandigim gériince
onu uyarir ve 0grencilerin ve bazi 6gretmenlerin notasyon kullanimina dikkat etmedigini

sOyler:

“Simdi geometride iigenilir. Mesela AOB agist yazmaya. Sembolik dil ¢ok onemlidir
geometrinin. Mesela AOK agisi estir KOB agisina diye yazdim ama ben olgiisii diye
kullansaydim egsittir koymam lazimdr degil mi? ve ogretmenler buna az dikkat
ediyorlar. Mesela su iicgende sunu yaptim demek bile zor geliyor veya su ii¢genlerde

benzerlik vardwr. Neden? Onu yazmak zor geliyor. Yazin arkadaslar!”

Dr. Soyut anlatacagi ispatin yoOntemini ve hangi durumlarda bu yOntemi

kullanabileceklerini agiklamustir:

“(...)Giizel iki tane aliriz. Bunlarin birbirine esit oldugunu gosteririz ve oradan
dolayisiyla tek oldugunu soylemis olacagiz zaten. Sadece burada degil bu tipte ‘varsa
tektir’ tirii ispatlarda bu yontemi kullanabiliyoruz. Farz edelim ki iki tane olsun

diyoruz daha sonra bunlarin birbirlerine esit oldugunu ifade ediyoruz.”

Dr. Topoloji derste sundugu ilk ispatta benzer durumalarda nasil bir yol

izlemeyebileceklerine yonelik 6grencilere agiklamalarda bulunmustur:

“Simdi burada zaten sonsuz miktarda alt aile se¢me sansimiz yok. Burada bes
elemanli bir aile var. Olasi tiim kombinasyonlar: diisiinecegiz yani. Yani ikili, tiglii
besli yapabildigimiz tiim kombinasyonlart alip birlesimlerini alacagiz. Simdilik teker
teker deniyorum ama genelleme yaptigimiz zaman veya olumsuz bir sey soylemeniz
gerekiyorsa ispatta bir tane olmayan ornek versek zaten yetiyor. Demek ki bir ézelligin
olmadigim gostermek istiyorsak veya dyle olmadigini gérebiliyorsak bunu yanlg

yapan bir tane érnek durumu bulmak yeterli olacaktir.”

Dr. Topoloji “Reel sayilarin alt kiimelerinden a¢ik araliklarin birlesimi bi¢iminde
vazilabilenler reel sayiar iizerinde bir topolojik yapr olustururlar. ’ifadesinin ispatinda
kullanilacak yontemle ilgili 6grencilere sorular sorduktan sonra nasil yapilacagini agiklamis

ve sonra ispata devam etmistir:
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Dr. Topoloji: “Bu teoremin ispati ¢ok temel bir ispat. Biz simdiye kadar 2-3 hafta
oldu hep klasik ispat yontemini tercih ettik. Yani elimizdekiler neydi onlar: aldik. eski
bilgilerimizi de kullanarak sonuca ulastik. Ama farkly ispat sekilleri de var. Neler var

mesela? ”

Ogrenci: “Gorsel ispat”

Dr. Topoloji: “Baska?”

Ogrenci: “Cift siitun ispat”

Dr. Topoloji: “Peki baska?”

Ogrenci: “Paragrafla ispat”

Dr. Topoloji: “Peki. Celiski diye bir sey duydunuz mu?”

Ogrenci: “Evet”

Dr. Topoloji: “En temel ispat yontemlerinden degil mi? Peki mantigi neydi?”
Ogrenci: “Basta kabul ettigimizin celiski oldugunu...”

Dr. Topoloji: “Yani diyelim mi soyle. Bu varken bu da vardir. p=>q tarzinda. Biz
simdiye kadar ne yaptik? Buradaki verilerimizi aldik islemlerimizi yaparak bunun
dogrulugunu ispatladik. Ama ¢eligkide ne yapryoruz?” (Tahtanin diger tarafina not

alir)

Sekil 26. Dr. Topoloji’nin ispat sunumunda tahtaya yazdiklar1 9

“Bunun olmadigini... Degili demek dogru olur mu onu bir diisiinmek lazim ama p nin
dogru olmadigini varsayarak ise basliyoruz. Bunun dogru olmadigini varsayarak ve
elimizdeki diger bilgilerle iglerimizi yiiriittiikten sonra ¢ikan sonug bir ¢eligkili durum
yaratiyorsa .. Mesela birazdan gorecegiz, yaptiniz yaptiniz x eleman bos kiime gibi bir

sey ¢ikti. Var mi boyle bir sey? Yok. Bu ¢eliski nerden geldi benim en bagstaki sunun
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dogru olmadigi kabuliimden geldi. Ciinkii bunun dogru olmadigimi varsayp bunun
tizerinden islerimi yiiriitmiistiim. O zaman bu c¢eliskili durum bunun varliginin
reddedilmesiyle olustuysa o zaman bu reddetmekten geri donecegim. Yani onun
dogrulugunu kabul edecegim gibi celiski durumlarinda kullanilan ispat. Peki bu

kenarda dursun.”

Dr. Soyut’un sundugu birgok ispatta teoremdeki hipotez ve hitkme dikkat ¢ektigi ve
0zellikle hiikiim olarak gdsterilmesi gereken ifadenin yazimina defalarca kez vurgu yaptigi
gdzlenmistir. Ornegin verilen bir yapmin grup oldugunu tahtada ispatlarken hipotez ve hiikkme

yine dikkat ¢ekmistir:

“Aslinda teoremler de ispat yaparken hipotez ve hiikme odaklanacagiz. Daha ¢ok
hiikiim kismina. Gostermemiz gereken sey ne? Bu kisimda neyi géstermeliyiz? H nin
grup oldugunu géstermeliyiz. Bunun i¢in hangi ozellikleri saglamasi gerekiyor

soyleyin bakalim?”

Benzer sekilde Dr. Uzay da once gosterilmesi gereken seye ardindan da verilenlere

vurgu yapmistir:

“Amacg neyi gostermek? Bunu (teoremde bir ifadeye isaret ederek) gosterecegiz degil

mi? Peki bildigimiz ne o zaman? Bak bildigini yazmazsan ¢ozemezsin!”

Ders gozlemleri analizi sonucunda ispat sunumlarinda yapilan tiim teknik
aciklamalarin %50’si hipotez ve hiikme, %34,2’si ispatin yontemine ve %15,8’1 notasyona
yonelik agiklamalardir. Ogretim elemanlarmin ispat sunumlarinda yaptiklar1 teknik
aciklamalarin yiizdeleri sirasiyla Dr. Soyut %60,6, Dr. Uzay %55,5, Dr. Topoloji 53,3, Dr.
Vektor %50, Dr. Kompleks %45, Dr. Oklid %22.6 ve Dr. Tiirev %5,9’dur (bkz. Tablo 11).
Buna ek olarak, miilakatta ispati nasil sunduklarini agiklarken Dr. Soyut hipotezi, hitkkmi ve
ispatin yontemini vurguladigini, Dr. Vektor yontemi vurguladigini ve sordugunu, Dr. Topoloji
ispatin basinda hangi ispat yontemiyle yapilacagini sordugunu, Dr. Kompleks hangi ispat
yontemi kullanacagini sdyledigini, hipotez ve hitkkme vurgu yaptigini, Dr. Uzay hitkme vurgu
yaptigint ve Dr. Oklid notasyonlara dikkat etmeleri konusunda ogrencileri uyardigin

belirtmistir.
d. Sekil/grafik/gorsel olusturma:

Ogretim elemanlarinin ispat1 veya ispattaki bazi kavramlar1 aciklamak amaciyla sekil

ve grafik ¢izdikleri veya gorsel agiklamalar yaptiklar1 gézlemlenmistir. Dr. Tiirev, Rolle
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teoreminin ispatinda teoremde verilen ‘tiirevlenebilir fonksiyon’ tanimina uygun 6rnek olan

ve olmayan sekiller ¢izmistir:

“Stirekli oldugunu biliyorum. Bagka ne biliyorum? Biitiin bu aralik boyunca da
tiirevlenebildigini biliyorum. Yani tiirevlenebilirin anlami su: Fonksiyonun grafigi

soyle bir sey olabilir mi? (tahtanin kenarina ¢izer)

Sekil 27. Dr. Tiirev’in ispat sunumunda tahtaya yazdiklari 1

“Boyle bir sey olmaz neden? Burada ¢iinkii tiirevlenemez. Peki soyle bir sey olabilir

mi bu aralikta?” (6grenciler ‘hayw’ der) (Yeni bir sekil gizer)

Sekil 28. Dr. Tiirev’in ispat sunumunda tahtaya yazdiklari 2

“Béyle bir sey olabilir mi? Haywr. Bu da niye? Ciinkii burada da siirekli degil
tiirevlenemez. Peki bu aralikta hem siirekli hem de tiirevlenebilir ise grafik nasil bir

sey olabilir?” (Yeni bir sekil ¢izer)
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Sekil 29. Dr. Tiirev’in ispat sunumunda tahtaya yazdiklari 3
“Béyle bir sey olabilir dogru mu?” (6grenciler ‘evet’ der)

Dr. Uzay siirekli fonskiyonlarda i¢ ¢arpimin ispatin1 yaparken fonksiyonun isaretine

dikkat ¢ekmek icin sekil ¢izmistir:
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“Icerideki fonksiyon pozitifse integrali de nedir? Pozitiftir. O zaman bunun integrali
ne olur? Pozitif olur. Ne zaman 0 olur? Fonksiyon ne alirsa? 0 fonksiyonu alirsa.
Dogru degil mi? Sifir fonksiyonunun integrali ne ¢ikar? Sifir ¢ikar. Cocuklar buraya

bakar misiniz! (tahtanin kenarina sekli gizer, ¢izerken sorular sorar)

Sekil 30. Dr. Uzay’1n ispat sunumunda tahtaya yazdiklar1 1

“Bu fonksiyon su egri x ekseninin iistiinde mi? Bunun anlami fonksiyonun ne oldugu?
Pozitif oldugu degil mi? Degerlerinin pozitif oldugu. Alan da surasi yapmaz mi? O
zaman integral degeri ne olmug oluyor? Pozitif olmus oluyor degil mi? Bu ozelligi

hatirlyyor musunuz? Gordiigiintiz gibi neyi sagladi? Pozitif tamimlilik saglandi.”

Dr. Uzay’in bunun haricinde de elindeki tahta kalemleriyle de ara sira gorsellestirme
yaptig1 gozlenmistir. Bir lineer doniisiimiin orten oldugunu ispatladiktan sonra ¢grencinin

sordugu soruya cevap olarak kalemlerle gorsellestirme yapmuistir:
Dr. Uzay: “O zaman ne diyecegiz L értenmis. Anladiniz mi?”
Ogrenci: “Hocam nasil bir islem olabilir bu?”

Dr. Uzay: “Cok giizel soru bu. Bu nasil bir fonksiyon? Bu ¢ok basit bir sey, bir

diigtiniin.”
Ogrenci: “Izdiisiim”

Dr. Uzay: “Bitti bu kadar. (Elindeki kalemi gosterir). Sunun ucunu gortiyor

musun? Kag boyutlu uzay burasi?”
Ogrenci: “Ug boyutlu.”

Dr. Uzay: “Bunu koordinatlart ne?”
Ogrenci: “(x.y,2)”

Dr. Uzay: (elindeki kalemi yere birakir) “Simdi koordinati ne oldu?”



142

Ogrenci: “(x.y)”

Dr. Uzay: “Nereye izdiigiim? R? ye izdiisiim. R® teki her noktay: R* ye indirebilir

misin?”

Ogrenci: “Evet”

Dr. Uzay: “R? de acikta eleman kalir mi?”’
Ogrenci: “Kalmaz”

Dr. Uzay: “Orten iste.”

Ders gozlemleri analizi sonucunda ispat sunumlarinda sekil/grafik/gorsel olusturma
yiizdeleri sirastyla Dr. Vektor %77,8, Dr. Tirev %41,2, Dr. Uzay %33,3, Dr. Topoloji %23,3
ve Dr. Kompleks %20°dir (bkz. Tablo 11). Dr. Soyut’un ispat sunumlarinda sekil/grafik veya
gorsel kullandigi durumlara rastlanmamustir. Bu verilere ek olarak, Geometri dersinin igerigi
geregi sekil gerektirmesi dolayisiyla kendisinin sundugu ispatlarin hepsinde sekli ya teoremi
aciklarken veya ispati yaparken ¢izmistir. Miilakatta ispatlart nasil sunduklarini agiklarken
Dr. Tiirev, Dr. Uzay, Dr. Topoloji, Dr. Vektor, ve Dr. Soyut gerektiginde sekil ¢izdiklerini ve
gorsel kullandiklarim1 sdylemislerdir. Ogretim elemanlarmin sekil/gorsel olustururken
Ogrencilere sorumluluk verip vermedigi de gozlemlenmistir. Dr. Vektor sekilleri sessizce
kendisi ¢izmekte ve ardindan agiklamaktadir. Dr. Kompleks ise sekli gizerken agiklama
yapmaktadir. Dr. Tiirev, Dr. Uzay, Dr. Topoloji sekli 6grencilerle birlikte soru cevap yoluyla
olusturmaktadirlar. Dr. Oklid teoremi sunarken sekli sessizce gizmekteyken ispat yaparken

ogrencilerle birlikte sekli olusturmaktadir.
4.2.2.2.2. Ogrencilere ispatlamaya ¢calismalar igin siire verme/sorumluluk verme

Bazi 6gretim elemanlarinin 6grencilerin ispat yapmaya c¢aligmalari i¢in 6grencilerden
ugrasmalarini isteyerek bir siire (ortalama 3 dakika) bekledikleri gdzlemlenmistir. Ogrencilere
verilen siireler ders iginde en az 30 saniye en fazla ise 15 dakika olarak gézlenmistir. Bununla
birlikte Dr. Toploji ve Dr. Tiirev’in birer hafta siire verdikleri ve ispatin1 derste yaptiklari
Odevleri de mevcuttur. Bazi ispatlarda, ispatin basinda ispatin tamami igin tek siire verildigi,

bazi 6zellik dogrulama ispatlarinda ise her bir 6zellik i¢in ayr1 ayri siire verildigi gozlenmistir.

Ogretim elemanlarinin dgrencilere ispat iizerinde ugrasmalari i¢in verdikleri ortalama

stireler yaklasik degerleriyle Tablo 12’°de verilmistir.



143

Tablo 12

Ogretim elemanlarimin égrencilerden ispat yapmalarin istedikleri ispat yiizdeleri ve

ogrencilere verdikleri ortalama siire

Ogrencilerin ugrasmalari icin siire verilen

Ogretim Ders icinde verilen ortalama
veya tahtada 6grencilerin yaptiklari ispat
Elemam siire (yaklasik)
yiizdesi

Dr. Oklid %94 4 dakika

Dr. Tiirev %71 4 dakika

Dr. Topoloji %43 2 dakika

Dr. Soyut %41 5 dakika

Dr. Uzay %11 1 dakika

Dr. Kompleks ve Dr. Vektor ispat acisindan Ogrencilerden boyle bir talepte
bulunmamuslardir. Dr. Oklid 31 ispattan 29 tanesinde 6grencilere ispat1 yapmaya calismalari
icin siire vermistir. Bu ispatlardan 21 tanesinde ise ispat1 tahtada 6grenciler yapmistir. Dr.
Topoloji, 30 ispattan 13 tanesinde Ogrencilere siire vermistir. Bu ispatlardan iki tanesinde
Ogrenciler ispat1 tahtada yapmuglardir. Siire verdigi ispatlardan 8 tanesi bir hafta siire verdigi
Odevlerdir. Bu 6dev verdigi ispatlart hem ders haricinde iiniversitedeki odasinda 6grenciler
kendisine anlatmaktadir hem de kendisi daha sonraki derste bu ispatlari yapmaktadir veya
ogrencilere yaptirmaktadir. Dr. Uzay siire verdigi iki ispattan birini 6grencilere yaptirmistir.
Dr. Tiirev, siire verdigi 12 ispattan 8 tanesini 6grencilere tahtada yaptirmigtir. Dr. Soyut, siire

verdigi 14 ispat1 da tahtada kendisi anlatmustir.

Ogrencilere ispat yapmalar1 igin sorumluluk verirken Dr. Oklid ve Dr. Topoloji’nin

bazen kiiciik gruplar halinde galigmalarini sagladiklar1 da goriilmiistiir.
4.2.2.2.3. Durum analizi (Ogrencilere durumlariyla alakali doniit verme) ve oneride bulunma

Yapilan durum analizleri, 6grencilerin kendi durumlar1 hakkinda fikir sahibi (bilingli)
olmalar1 ve 6grenmelerine engel olabilecek bir durumu asmalarina yonelik bilinglendirme
icerdiginden bu uygulamanin 6grenmeyi arttirmayi amagladigi sdylenebilir. Yapilan durum
analizleri, baz1 durumlarda o andaki ispata 6zel olurken bazi durumlarda ise o ispat 6zelinde
ogrencilerin genel durumlarim belirtmek seklinde gerceklesmistir. Ornegin, Dr. Topoloji
Ogrencilerden verilen matematiksel bir yapmmin topolojik yapt oldugunu ispatlamaya
calismalarini istemis ve onlar ugrasirken de sinif i¢inde dolasarak yaptiklarina bakmustir.

Ardindan gordiigii bir sorun durumunu 6grencilerle paylagmistir:
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“Buradan ortaya c¢ikiyor ki yani séyle bire dolastigim kadariyla birinci aksiyomu
sagladigini yazdiniz. Ama ondan sonrasinda takildiniz genel olarak. Sezgisel olarak
var oldugunu diistindiigiiniiz seyi ifade etmede sorun var. Yani bu ciddi bir sorun. Bu

size ait bir sorun degil. Genel bir sorun.”

Burada Dr. Topoloji 6grencilerin diigiindiiklerini matematik diliyle ifade etmede sorun
yasadiklarini diisiindiigii s6ylenebilir. Benzer sekilde 6dev verdigi bagka bir ispatin kontroliinii

yaparken karsilastigi ayni sorunu daha sonra derste ispat1 yaparken agiklamustir:

“Bunu bu sekilde anlatmaya ¢alisan arkadaslariniz oldu ama yazma konusunda ciddi

bl

stkintilariniz var. Dolayisiyla ben tek tek yazarak gotiirelim istiyorum.’

Dr. Topoloji gibi Dr. Soyut da tahtada ispat yaparken Ogrencilerin diislindiiklerini

ifade edemediklerini ve bu nedenle ispatin zorlastigini séylemistir:

“Burada genelde gordiigiim sikinti bir yerde béyle hissediyorsunuz ama tam ifade

edemediginiz i¢in olay sarpa sariyor yani genel olarak soyledikleriniz dogru degil!”

Dr. Topoloji bir ispat1 tahtada yaparken 6grencilere bakar ve onlarin anlamadiklarini

anlayarak ispat anlatimina 6rnek vererek devam eder:

“Ortak eleman demektir degil mi? Simdi o zaman hepsinde birden var olan x leri
alacagim. (konusurken Ogrencilere bakar ve onlarin anlamadiklarin1 anlar bir yiiz
ifadesi takinir). Biraz gorselleyelim mi? Gérselleyelim, daha iyi olacak ¢iinkii sadece

bakryorsunuz, diigtinmiiyorsunuz!”

Ogrencilerine durum analizleriyle bu tiir déniitler veren Dr. Topoloji derste bir ispat
sunumunda Ogrencilere sordugu bir sorunun cevabimi beklerken “Sesli diisiiniin! Bu sizi
diizeltmemi saglar” diyerek onlara bu sekilde yardimci olmak istedigini vurgulamistir.

Boylece ogrencileri cevaplarini agiklama noktasinda tesvik ettigi de sdylenebilir.

Dr. Uzay tahtada bir lineer doniisiimiin orten oldugunu ispatlarken 6grencilerin

ortenlik tanimini ispatta kullanamadigini fark ederek su agiklamay1 yapmustir:

“Bakin tanmim eksikligi... Bak bu tamimi bilmezsen nereden baglayacagin bilemezsin.
Simdi sizin en biiyiik sorununuz ne? ‘Ispata nereden baslayacagimizi bilmiyoruz
hocam!’ degil mi? Nereden bashyorsun ashinda tamim soyliiyor bak. Nereden

’

sececeksin elemanlari diyor? B’den.’

Ispatin sonunda da bu soruna tekrar deginmis ve 6nerilerde bulunmustur:
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“Tamim bilmiyorsunuz! Nereden baslayacaginizi bilmiyorsunuz! Sonra ispat zaten
yapamiyorsunuz. O zaman sizin yapmaniz gereken ne? Neyi 6grenecegiz? Tanim!
Tamimlar: bilmeden ispat yapamayiz. En basta tanimi bilmiyoruz nasil ispat
yapacagiz? Simdi ortenlik tanimini bilmeden orten oldugunu nasil gosterecegiz?
Eleman m: deneyeceksin sonsuza kadar? Yasin yetmez! Dogal olarak ne yapacagiz?
Once tammlar: 6grenecegiz. Sonra neyi dgrenin demistim soyut matematik dersinde?
Ispat yontemlerini ogrenin. Mesela biraz once ispat yaptim kullandigim ispat
yénteminin ne oldugunu biliyor musunuz? (Ogrencilerden cevap bekler ama gelmez).

Bak bilmiyorsunuz! Olmaz iste. Anladin mi?”

Dr. Tiirev bir ispati tahtada Ogrencilerle diyalog halinde sunarken Ogrencilere
yazilanlart dogru bulup bulmadiklarin1 sormus ve bu soruya bir 6grencinin verdigi yanitin

ardindan onu otoritenin her séyledigini dogru kabul etmemesi i¢in uyarmistir:
Dr. Tiirev: “Simdi ne yapacagim? Buraya kadar kabul ediyor musunuz?”
Ogrenci: “Siz kabul ediyorsaniz...”
Dr. Tiirev: “Ben ya yanlis soyliiyorsam? Niye kabul ediyorsunuz?”’

Dr. Oklid de tahtaya kalkan ogrencilerin tahtada sunum yaparken siralarinda
yaptiklarindan daha fazla hata yapmalarini elestirirken onlar1 neden tahtaya kaldirdigini da

acgiklamisgtir:
Dr. OKlid: “Tahtaya ¢ikinca mi gérmiiyorsunuz, nedir yani?”

Ogrenci: “Cok yakin ya hocam karisiyor” (Diger ogrenciler de bu ifadeyi

onayliyorlar)

Dr. OKlid: “Ama neden? Ogretmen olacaksiniz, tahtada olacaksiniz! Ashinda tiim

derslerde tahtaya kaldirarak size bu kazandwrilmaya ¢alisiliyor. O gozle yapin!”

Ders gozlemleri analizi sonucunda ispat sunumlarinda Ogretim elemanlarinin
yaptiklari durum analizlerinin yiizdeleri sirastyla Dr. Topoloji ve Dr. Uzay %33,3, Dr. Vektor
%22,2, Dr. Tiirev %17,7, Dr. Soyut %15,2, Dr. Kompleks %10, Dr. Oklid %9,7’dir (bkz.
Tablo 11). Buna ek olarak, miilakatta 6gretim elemanlar1 ispatlari nasil sunduklarini agiklarken

bu agiklamalarindan bahsetmemislerdir.
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4.2.2.2.4. Soru sorma

Bu boliimde 6gretim elemanlarinin sorulari, hem hangi bilgiye yonelik sorular
sorduklar1 hem de 6grencilerden bekledikleri cevap tiirii agisindan analiz edilmistir. Ogretim
elemanlarinin ders gozlemlerinde tespit edilen soru tiirleri icerisinde Ggrencilerin derse
katilimlarini saglayan, bilgilerinin aciklanmasina ve Olgiilmesine firsat veren sorularin
ozellikle sonu¢ ve yorum sorulari oldugu soylenebileceginden bu sorular o6zellikle
incelenmistir. Ogretim elemanlarinin sonug ve siire¢ sorular1 baglaminda genellikle sordugu

bilgi tiirleri ve 6rnekleri su sekilde tespit edilmistir:

>

e Ispatin adimlar (6rn., “Simdiki hamlemiz ne olacak?”, “Nasil baslayalim?”,

“Bunun ispatimi nasil yaparsiniz? ")

o Tamm/teorem/6zellik/notasyon (6rn., “Neydi alt vektor uzayi?”, “iicgenin tanimi
nedir?”, “Neydi integraller icin ortalama deger teoremi?”, “Bir kiimenin bir
topolojik yapimin agigi olmasi igin en temel kosul neydi?”, “Gegisme ozelligi

neydi?”’)
e Ispat yontemi (6rn., “Ne tiir ispat bu? Ne dersiniz?”)

e Teoremde verilenler istenenler (hipotez-hiikiim) (6rn., “Gdstermemiz gereken sey

ne?”, « Sermayemiz ne?”, “Ne verilmis?”)

e Islem/formiil ve islem prosediirleri (6rn., “Bunun formiilii neydi?”, “Kag¢ farkl

durum var?”)

Tablo 13, 6gretim elemanlarinin sorduklar1 sonug ve siire¢ sorularinin yukarida tespit

edilen bilgi tiirlerine gore dagilimlarini yiizdelik olarak gostermektedir.
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Tablo 13

Ogretim elemanlarimn ispat sunumlarinda sorduklar: sorularin bilgi tiirlerine gére

dagilimlar
. Islem/formiil Tamm/ Hipotez .
Ispat . i . Ispat
) adimlart veya islem teorem/ozellik ve sntemi
Ogretim elemani prosediirleri /notasyon hiikim Y
Dr. Tiirev %15,7 %53 %25,9 %5,4 -
Dr. Soyut %40,8 %28,4 %17,5 %8,1 %5,2
Dr. Vektor %6,7 %77,8 %14,4 %1,1 -
Dr. Topoloji %22,2 %44,4 %20,2 %12,1 %3
Dr. Oklid %49,2 %20 %26,2 - %4,6
Dr. Uzay %7,6 %64,6 %20,9 %5,7 %1,1
Dr. Kompleks %8,3 %50 %41,7 - -

Tablo 13’e gdre tlim Ogretim elemanlarinin miilakattaki beyanlarina paralel olarak
ispatin adimlarina yonelik sorular sordugu goriilmektedir. Bununla birlikte, bu tiir sorularin en
cok Dr. Oklid ve Dr. Soyut tarafindan soruldugu sdylenebilir. Buna ek olarak Dr. Oklid,
Ogrenciler tahtada ispat yaparken ispatin her adimi i¢in 6grencilerin gerekgelerini sormakta ve
bu gerekgelerin matematik diliyle yazilmasi i¢in 6grencileri uyarmaktadir. Miilakatta 6zel
olarak belirtilmemis olmasiyla birlikte igslem/formiil ve islem prosediirlerine yonelik sorularin
da tiim 6gretim elemanlari tarafindan yogun bir sekilde soruldugu gézlemlenmistir. Bu tiir
sorularin ispat yogunluklu derslerden ziyade islem agirlikli derslerde (6rn., Analiz)
yogunlugunun daha da fazla oldugu sdylenebilir. Miilakatta bazi 6gretim elemanalar1 (Dr.
Vektor ve Dr. Topoloji) tarafindan tanim/teorem/6zellik veya notasyonlara yonelik sorularin
soruldugu o6zellikle beyan edilmistir. Bununla birlikte yine tiim 6gretim elemanlarinin
birbirlerine yakin yogunluklarda bu tiir sorular sorduklar1 sdylenebilir. Hipotez ve hiikme
yonelik sorularin bazi 6gretim elemanlar1 tarafindan soruldugu goézlemlenmistir. Bununla
birlikte, burada bir hatirlatma yapmak gerekirse ders gozlemlerinde hipotez veya hiikiim ile
ilgili aciklamalar goriilmekle birlikte bu boliimde bu agiklamalarin 6grencilerden beklenmesi
yani onlara sorulmus olmasi incelenmektedir. Hipotez, hiikiim ve yonteme yonelik yapilan

aciklamalar “teknik ac¢iklamalar” kapsaminda degerlendirildiginden ilgili yiizdeler o baslhik
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altinda yer almaktadir. Miilakat analiz sonuglarina gore Dr. Soyut, Dr. Tiirev ve Dr. Uzay’in
hipotez ve hiikme yonelik sorular sorduklarini séylemislerdir. Benzer sekilde ispat yontemine
yonelik sorularin oldukga diisiik yiizdelerle ve bazi 6gretim elemanlar: tarafindan soruldugu
sOylenebilir. Miilakatta ise Dr. Vektor ve Dr. Topoloji yonteme yonelik sorular sorduklarini

beyan etmislerdir.

Ogretim elemanlarinin sorulari, dgrencilerden bekledikleri cevap tiirlerine gore de
analiz edilmistir. Ogrencilerden cevap bekledikleri sorularin bazilarinda 6grencileri derse
katma veya bilgilerini yoklama gibi nedenlerle hareket ettikleri bir 6nceki bdliimde miilakat
verilerinin analizinde de gdzlenmistir. (bkz. 4.2.1.1). Ogretim elemanlarinin sorduklar1 sorular
Boliim 4.2.1.2.6°da oldugu gibi rehberlik, secenek, sonug, yorum, onay ve kontrol olmak iizere
kategorilendirilmistir ve Tablo 14’te yiizdeleri verilmistir. O bdliimde bu soru tiirlerinin
aciklamalar1  verildiginden burada tekrar aciklama yapilmamistir. Yalnizca ispat

sunumlarindan o soru tiirlerine drnekler sunulmustur.

Ogretim elemanlarmin ders gozlemlerinde tespit edilen soru tiirleri icerisinde
Ogrencilerin derse katilimlarini saglayan ve bilgilerinin agiklanmasina ve 6l¢iilmesine firsat
veren sorularin 6zellikle sonug ve yorum sorular1 oldugu sdylenebilir. Bu nedenle, bu boliimiin
basinda Tablo 10°da soru sorma uygulamasia yonelik verilen ylizdeler yalnizca sonug¢ ve
yorum sorularindan olusmaktadir. Ogretim elemanlarinin hem kendi sorduklar1 tiim sorularin
hangi soru tiirlerinden hangi yiizdelerle olustugu hem de sunduklar ispatlarin yiizde kaginda
bu soru tiirlerini sorduklar1 incelenmistir. Teorem sunumu esnasinda sorduklar1 sorularin
tiirlerine gére hem kendi sorular igindeki yiizdeleri hem de sunduklari ispatlarda bu soru
tiirlerinin gériilme yiizdeleri Tablo 14’te verilmistir. Tablo 14’e gére ispat sunumunda soru

sorma baglaminda dikkat ¢eken sonuglar sunlardir:



Tablo 14

Ispat sunumlarinda sorduklar: soru tiirleri ve yiizdeleri

Rehberlik Sorulari Secenek Sorular: Sonug Sorular: Yorum Sorular: Kontrol Sorulari Onay Sorular
Kendi Ispat Kendi Ispat Kendi Ispat Kendi Ispat Kendi Ispat Kendi Ispat
sorulart  bazinda  sorular1  bazinda  sorular1 bazinda  sorular1 bazinda  sorular1  bazinda  sorular1  bazinda
icinde goriilme icinde goriilme icinde goriilme icinde goriilme icinde goriilme icinde goriilme
Dr. Tiirev %20,7 %88,2 %13,7 %70,6 %27,4 %100 %17,9 %64,7 %5,3 %64,7 %15 %76,5
Dr. Soyut %21,7 %66,7 %18,5 %87,9 %28,7 %97 %20,8 %75,8 %4,9 %39,4 %5,4 %42,4
Dr. Vektor %30,2 %889 %7 %611 %218 %889 %4,1 %33,3 %2 %22,2 %349 %100
Dr. Topoloji %51,3 %90 %14,1 %76,7 %16,3 %83,3 %6,3 %50 %0,6 %6,7 %11,4 %70
Dr. Oklid %15,9 %45,2 %29 %74,2 %16,7 %41,9 %10,9 %41,9 %5,8 %22,6 %21,7 %48,4
Dr. Uzay %16 %94,4 %13,8 %88,9 %33,9 %100 %5,9 %66,7 %11,3 %94,4 %19,1 %100
Dr. Kompleks %42,5 %85 %15 %50 %6,2 %30 %3,5 %15 %1,8 %10 %31 %75

149
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Ogretim elemaninin sordugu sorularin kategorileri ve drnekleri asagida verilmistir.
Soru tiirlerinin agiklamalari Boliim 4.2.1.2.6’da teoremin sunulmasina yonelik yapilan
analizlerde verildiginden burada tekar yer verilmemistir. Yalnizca bu soru tiirlerine ispat

sunumlarindan da 6rnekler sunulmustur.
Rehberlik sorularina ispat sunumlarindan érnekler:

“Ne istiyorum? Birinde bir eksiklik olsun ki tiireve gideyim.”

“x eksenine paraleldi. Bunun anlami ne? Egimi sifir.”

“Integrallenebilir oldugunu bilivoruz. Bu bana neyi gésterir? Demek ki f
sonluymus, bu aralikta simirliyymis, alan olgiilebiliyormus.”

“Ciinkii burada diyoruz ya gériintii birden fazla olabilir mi? Olamaz c¢iinkii teorem
var diyeceksiniz.”

“Bunu epsilon bolii iki degil de epsilon bolii bin alsam ne olur? Alabilirim fakat su

anda yaptigimiz ispat yolu bunun béyle olmasini gerektiriyor.”

Ders gdzlemleri analizi sonucunda Dr. Oklid haricinde tiim 6gretim elemanlarmin
sunduklar1 ispatlarin yarisindan ¢ogunda rehberlik sorulart sorduklar1 gozlemlenmistir
(bkz. Tablo 14).Kendi sorular1 i¢inde degerlendirildiginde ise Dr. Topoloji’nin sordugu
sorularin %51,3’linde soruyu kendisinin yanitladigi goriilmiistiir. Yani kendi sordugu

sorularin yarisindan fazlasini kendisi cevaplamistir.
Secenek sorularina_ispat sunumlarindan 6rnekler:

“Su haliyle bu eleman nudwr? Alt kiime midir?”
“G’leri mi f*(G) leri mi?”’

“Maksimum, minimum, hangisi olacak?
“Olciileri esit midir?”

“Klein grubu devirli midir?”

“Bunlar aym diizlemde degiller mi?”

Ders gozlemleri analizi sonucunda Dr. Oklid’in teorem sunumlarinda oldugu gibi
kendi sorulari iginde Ogrencilere secenek sundugu sorularin ¢ogunlukta oldugu
sdylenebilir. Ispat bazinda bakildiginda ise en ¢ok Dr. Uzay ve Dr. Soyut’un anlattiklari
ispatlarin %85’ inden ¢ogunda segenenk sorulari kullandiklar1 gézlenmistir (bkz. Tablo 14).

Sonug sorularina_ispat sunumlarindan 6rnekler:

“OP vektoriinii nasil ifade ederiz arkadaslar?”
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“Hangi iki iicgen es diyeceksiniz?”
“Bunlarin katsayilar: ne olmalidir?”
“Z1’in normu kactir?

“Bu ¢cemberin tistiinii temsil eden fonksiyon neydi?”

Ders gozlemleri analizi sonucunda derste ispat sunumlarinda Dr. Oklid ve Dr.
Kompleks haricinde tiim 6gretim elemanlarinin sunduklari ispatlarin biiyiik cogunlugunda
Ogrencilere kisa cevap gerektiren sorular sorarark onlari ispata dahil ettikleri sOylenebilir
(bkz. Tablo 14). Kendi sorular1 i¢inde degerlendirildiginde ise Dr. Kompleks’in sorularinin

%6’s1nda 6grencilere bu tiir sorular yonelttigi gozlenmistir.
Yorum sorularina ispat sunumlarindan 6rnekler:

“Niye boyle yazma geregi duydum sizce?”

“Simdi bu benim ne isime yarayacak?”

“Neden boyle diistiniiyorsun?”

“Bos kiimeyi zaten soylemistik, peki kendisi nasil var?”

“Evrensel kiimenin bunun elemant oldugunu nasil ifade edelim?”

“Bu varken bu dogruysa, bu yokken ifadede nasil bir degisiklik yaparsiniz?
“Celiskiyle ispat en temel ispat yontemlerinden degil mi? Peki mantigi neydi?”
“Mesela ornek verir misin soyle olsaydi boyle olmazd: diye?”

“Ispata nasil baslayalim, éneriniz nedir?”

“Simdi mesela ben bunu neden biiyiik esit sifir yazdim?”

Ders gozlemleri analizi sonucunda ispat sunumlarinda en ¢ok Dr. Soyut, Dr. Uzay
ve Dr. Tiirev’in 6grencilerden agiklama yapmalarim1 bekledikleri sorular sorduklar
goriilmiistiir (bkz Tablo 14). Bununla birlikte kendi sorulari icinde degerlendirildiginde Dr.
Soyut kendi sorularinin %20,8’inde, Dr. Tiirev %17,9’unda ve Dr. Uzay ise %5,9’unda
yorum sorular1 sormuslardir. Yani Dr. Uzay neredeyse her 3 ispattan ikisinde yorum
sorular1 soruyor olmasina ragmen sordugu tiim sorular i¢inde yorum sorularinin oldukca az

oldugu soylenebilir.

Kontrol sorulart: Ogrencilerin anlaylp anlamadiklarini kontrol etmek igin
kullanilan sorulardir. Bu sorulara bazen cevap gelir, bazen s6zlii cevap gelmez ama cevap
jestile gelir yani 6gretmen 6grencilere bakar ve cevabi anlar. Bu sorulara 6rnek: “Anladiniz
mi?”, “Tamam mi?”, “Sorusu olan var mi?” vb. dir. Ders gozlemleri analizi sonucunda
ispat sunumlarinda Dr. Uzay’1n neredeyse her soruda ve Dr. Tiirev’in de yarisinda cogunda

kontrol sorular1 sordugu gézlemlenmistir (bkz. Tablo 14). Dr. Uzay’in ayni zamanda diger
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Ogretim elemanlarina nazaran kendi sorulari i¢inde de bu tiir sorular1 sorma yiizdesinin

daha fazla oldugu sdylenebilir.

Onay sorulari: Ogrencilerin onay vermesi beklenen sorulardir. Ogretim
elemanlarinin bu sorulart ¢ogunlukla o6grencilerin dikkatini ¢ekmek icin sorduklari
soylenebilir. Ogretim elemanlar1 bu sorular1 sorduktan sonra cogunlukla Ogrencilere
bakmakta ve 6grenciler de kafalarii sallamaktadirlar. Ornegin, “Dogru mu?”, “Degil mi?”,
vb. sorulardir. Ders gozlemleri analizi sonucunda ispat sunumlarinda Dr. Uzay ve Dr.
Vektor’iin sunduklari her ispatta onay sorulari sorduklar1 gozlemlenmistir (bkz. Tablo 14).
Bununla birlikte kendi sorular icinde degerlendirildiginde de Dr. Vektor’iin sordugu

sorularinin yaklagik olarak tigte birinde 6grencilerden onay bekledigi sdylenebilir.
4.2.2.2.5. Diger uygulamalar

Yukarida bahsedilen kategorilere ek olarak O6gretim elemanlarinin derste ispat
sunumlarinda Ggrencilerin  dikkatini kendilerine ¢ekmek i¢in wuyariar yaptiklar,
ogrencileri ispata katmak igin onlart motive etmeye yonelik ifadeler kullandiklari, ispatin
tamamini ya da bir kismini tekrar anlatiklari, ispatin 6nemine vurgu yaparak ispata veya
teoreme dikkat cektikleri ve &grencilerin yanitlarina olumlu geri bidirim yaptiklar1 da

gbzlenmistir. Uyari ifadelerine 6rnek olarak su sdylemlere rastlanmistir:
“Bu dedigime dikkat edin!”
“Tepki ver!”
“Buraya bakar misiniz!”
“Yazmayin izleyin! Yazdik¢a bir sey olmuyor ¢iinkii! ”
“Beni izle, yazma!”
“Herkes tahtaya baksin!”
“Dinleyelim buray1!”
“Soruma dikkat et, hemen atlama!”

Ogrencilerin bu tarz uyari ifadelerinden sonra baska bir seyle mesgul olsalar bile
6gretim elemanina baktiklari sdylenebilir. Bu baglamda, bu uyar1 ifadelerinin 6grencilerin
dikkatini ispata ¢ektigi diisiiniilebilir. Gézlem verilerinde, Dr. Topoloji’nin 1 kere, Dr.

Soyut’un 2 kere, Dr. Uzay’in 24 kere, Dr. Tiirev’in 1 kere, Dr. Vektor’iin 7 kere uyari
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ciimleleri kurdugu gézlenmistir. Bununla birlikte, Dr. Kompleks ve Dr. Oklid’in bu tarz

uyar1 ciimeleleri kullanmadiklar1 gozlenmistir.

Ogrencilerin ispat 6grenmeye veya ispat yapmaya yonelik fikirlerini olumlu yénde
etkilemeye calisan ifadeler de tespit edilmistir. Gozlem verilerinde ispat sunumlari

esnasinda karsilagilan motive etmeye yonelik ifadelere sunlar 6rnek verilebilir:

Ornegin Dr. Oklid dgrencileri ispat yapmaya sevklendirmek icin “Ispat yapin
arkadaslar, yapmaktan ¢ekinmeyin, deneyin!” demistir. Bir 6grenciyi ispati yapmasi i¢in
tahtaya cagirdiginda, 6grenci “Yanhs yapmis olabilirim” demistir. Dr. Oklid &grenciye

cevap olarak yanlis da olsa korkmamasi gerektigini su sekilde belirtmistir:

“Tamam yanlg olsun. ne yapiyoruz burada tek ayak iistiinde bekletmeyecegiz.

Tartisiyoruz.”

Dr. Uzay da matrislerde verilen bir déniisiimiin lineer oldugunu ispatlarken yazdigi
bir adimdan sonra Ogrencilere “Ne yaptigimi anladiniz mui?” diye sormus ve asagidaki
ifadelerle onlart motive etmeye c¢alismustir: “Bir bakin bakalim. Sadece yapilisi uzun

’

cocuklar. Bildiginiz ozellikler ashinda.’

Ogrencilerin bu tarz motive edici ciimlelerle biraz da olsa ispat yapmay1 istemeye
yonelik cesaret kazanmasi dolayisiyla bu climlelerin faydali olacagi diisiiniilebilir. G6zlem
verilerinde, Dr. Uzay’in 1 kere, Dr. Tirev’in 4 kere, Dr. Vektor’in 2 kere , Dr.
Kompleks’in 2 kere, Dr. Oklid’in 2 kere bu tiir ifadeler kullandiklar1 gdzlemlenmistir.
Bununla birlikte, Dr. Soyut ve Dr. Topoloji’nin ispat sunumlarinda bu tiir ifadeler

goriilmemistir.

Ogretim elemanlarinin  bazen &grencilerin talebiyle bazen de kendilerinin
Ogrencilerin anlamadigina yonelik kanaatleri neticesinde ispatin bir kismini veya tamamni
tekrar anlattiklar tespit edilmistir.Ders gozlemleri analizi sonucunda ispat sunumlarinda
Ogretim elemanlarimin tekrar anlatim yaptiklan ispat yiizdeleri sirasiyla Dr. Topoloji
%26,7, Dr. Vektdr %222, Dr. Tiirev %11,8, Dr. Uzay %11,1, Dr. Oklid %3,2 ve Dr. Soyut

%3’tlir. Dr. Kompleks’in ispat sunumlarinda tekrar anlatim yaptig1 gézlemlenmemistir.

Ogrencilerin  sorularma veya sorulara verdikleri yamtlara iliskin 6gretim
elemanlarimin geri bildirimleri de incelenmistir. Bu geri bildirimlerin genellikle benzer
sekilde gergeklestigi sdylenebilir. Ornegin, Dr. Uzay, Dr. Tiirev, Dr. Kompleks, Dr. Oklid
ve Dr. Vektor 6grencilere yonelttikleri sorularda 6grencilerin cevaplart dogruysa genellikle
cevabi tekrar etmekte ve “degil mi? veya “dogru mu” vb. sorularla da 6grencilerden onay

beklemektedirler. Dr. Soyut ve Dr. Topoloji ise genellikle onay beklemeden yalnizca
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cevabi tekrarlamaktadir. Dr. Uzay, Dr. Vektor, Dr. Tiirev, Dr. Oklid, Dr. Soyut ve Dr.
Topoloji eger dgrencilerin cevabr dogru degilse baska bir soru sormakta ya da cevabi
kendisi vermektedir. Dr. Kompleks ise Ogrencilerden cevap gelmediginde soruyu

genellikle kendisi cevaplamaktadir. Bunlara ek olarak:

e Dr. Uzay 0Ogrencilerden cevap gelmedigi durumlarda Ogrencilerden tepki
vermelerini uyari climleleriyle agikca istemekte ve agiklayict hamlelerle tekrar

anlatimlar yapmaktadir.

e Dr. Tiirev ¢ogunlukla 6grencilerin dogru yanitlarinin ardindan hemen yeni

sorularla devam etmektedir.

e Dr. Tiirev ve Dr. Soyut 6grencilerin yanitlart yanlis da olsa yanlisligini 6grenciye

gostermek i¢in sdylediklerini cogunlukla uygulamaktadir.

e Dr. Soyut ve Dr. Uzay “Giizel!”, “Bravo!”, “Iyi fikir!” vb. olumlu geri bildirim
ifadelerini diger Ogretim elemanlarina nazaran daha fazla kullanmaktadir.
Bununla birlikte sorduklari sorulara nispeten bu geri bildirimlerin orani tiim

Ogretim elemanlarinda oldukga diisiiktiir.
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4.2.3. “Derste ispat yaparken kesinlikle yapilmal dediginiz bir sey var m1?” sorusuna

iliskin bulgular

Ogretim elemanlarinin derste ispat yaparken nelere dikkat ettiklerinin ve hangi
eylemleri 6nemli bulduklarinin incelenmesi amaciyla sorulan “Derste ispat yaparken
kesinlikle yapiimali dediginiz bir sey var mi?” sorusuna verdikleri yanitlarindan olusan

kategorileri ve bu kategorileri hangi sirada tercih ettikleri Tablo 15°te verilmistir.
Tablo 15

Ispat anlatimi esnasinda yapilmasi gerekli goriilen uygulamalar ve 3. miilakat

(se¢me-siralama formu) sonuglar

Ispat anlatim1 esnasinda yapilmasi

Dr. Uzay

gerekli goriilen uygulamalar

Dr. Kompleks
Dr. Vektor
Dr. Tiirev
Dr. Soyut
Dr. Oklid

Dr. Topoloji

Teoremin dogru anlagilmasi saglanmalidir.
On bilgiler hatirlatilmalidir.

Matematik dili dogru kullanilmalidir.

Ispatin degerlendirmesi yapilmalidir.

Mantik sirasi izlenmelidir.

Her adim nedenleriyle agiklanmalidir. 4 . 3 3 3* 3

Ogrencilerle soru cevap seklinde olmalidr. 4 . 3 4 > .
Ispati 6grencilerin yapmaya galismalari i¢in dncelikle 5 5
onlara zaman taninmalidir.

Yontem belirtilmelidir. 5 . a* 4

Tablo 15’te (*) isareti Ogretim elemanlarindan hangilerinin ilk miilakatta bu
kategorideki goriisleri ifade ettigini gdstermektedir. Numaralar ise 3. miilakatta (se¢me-
siralama formunda) 6gretim elemanlarinin bu goriislerden hangilerini sectiklerini ve bu
goriisleri kendilerince hangi sirada Onemli gordiiklerini gostermektedir (en Onemli
goriiglerin belirlenmesi amaciyla ilk bes tercihleri istenmistir). Renklendirme gorsellik
acisindan numaralara gére yapilmustir. Ornegin, ispat yaparken “én bilgilerin hatirlatilmast

gerektigi” goriisii ilk miilakatta Dr. Vektdr ve Dr. Topoloji tarafindan dile getirilmigtir.
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Bununla birlikte, 3. miilakatta (segme-siralama formunda) bu goriis, Dr. Vektor’iin derste
ispat yaparken yapilmasi gerekenler icinde ilk sirada tercih ettigi goriis olmustur. Dr.

Kompleks ve Dr. Topoloji ise bu goriisii ikinci sirada tercih etmislerdir.

“Derste ispat yaparken kesinlikle yapilmali dediginiz bir sey var mi?” sorusuna
verilen yanitlarin analizi sonucunda, 6gretim elemanlarinin 6nemli bulduklar1 9 farkh
uygulamanin belirlendigi sdylenebilir. Bu uygulamalar ve onlar1 iceren miilakat ifadeleri

asagida sunulmustur.

Teoremin dogru sekilde anlasiimasinin saglanmasi hem ilk miilakatta ii¢ 6gretim
elemani tarafindan dile getirilen hem de alt1 6gretim elemani tarafindan da birinci sirada
tercih edilen bir gereklilik olarak goriilmiistiir. Ornegin, Dr. Vektor ispat yaparken teoremin
adim adim kullaniliyor oldugunu belirterek oncelikle teoremin anlagilmasi gerektigine

vurgu yapmistir:

“Bir defa kesinlikle teoremin ifadesi anlasilmali. Teoremin ifadesi anlasiimiyorsa
ispati yapmanin bir anlami yok. Ezberedir. Ciinkii adim adim kullaniyoruz onu

(teoremi).”

Dr. Topoloji de teoremin dogru anlasiimast gerektigini belirterek bunun

saglanmasi i¢in neler yaptigindan bahsetmistir:

“Bir kere kesinlikle o teoremin dogru anlasimasim saglamak lazim. Bunun igin
gerekiyorsa teoremi par¢alara béliip teker teker her par¢anin tizerine konusup bu

par¢ayla ilgili 6n bilgilerin ¢agirilmasi gerekiyor.”

Dr. Uzay ise teoremin anlasilmasinin 6nemine deginirken teorem ve ispati,

problem ¢dzme bakimindan ele almstir:

“Bir kere ispatlanacak seyi cocugun ¢ok iyi anlamasi lazim. Teoremi anlamalarim
saglamak %50’si. Problemi anlamak her zaman %50 ’sidir. Oncelikle teoremi
anlamali ve neyi bulmasi gerektigini bilmeli. Yani 6yle korii koriine gittigi zaman

hi¢bir anlami olmuyor.”

Dr. Kompleks, Dr. Soyut, Dr. Oklid ve Dr. Uzay teoremin dogru anlasilmasi
ifadesini kullanmadan derste ispat yaparken verilenlerin ve istenenlerin yani hipotez ve
hilkkmiin vurgulanmasi gerektigine yonelik goriis belirtmislerdir. Hipotez ve hiikmiin
vurgulanmas1 teoremin anlasilmasina yonelik adimlar oldugundan onlar da bu kategori
altinda degerlendirilmistir. Ornegin, Dr. Soyut dgrencilerin neyi gdstermesi gerektigini ve

bunu gosterirken neleri kullanabileceginin vurgulanmasi gerektigini belirtmistir:
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“Bence en onemli sey neyi gostermeye ¢alistigimizi vurgulamaya c¢aligtyorum.
Gostermemiz gereken seyi vurguluyoruz ya da neyi gosterirsek biz bu ispati
tamamlamis oluruz once onu vurgulamaya ¢alisiyyorum. Hipotez hiikiim olayt yani
ne var elde, neyi gostermeliyiz o kesinlikle vurgulanmali. Ogrenci ne ile muhatap,
o an onu gérebilmesi icin hipotez hiikiim baglantisimin verilmesi lazim diye
diigtiiniiyorum. Ayrica o68rencilerle de neyi gostermeliyiz diye konusulabilir,
tartisilabiliv. Ama kesinlikle yapilmasi gereken, neye odaklanmamiz lazim yani
hiikiim, ozellikle ogrencilerin bunu anlamasi lazim. Hiikiim, yani ne gésterecegiz
ve bunu gosterirken sermayemiz ne? Sermaye derken hipotezde ne vermig, neyi

’

kullanabiliriz, o baglanti olayun séylemek lazim bence.’

Dr. Soyut gibi Dr. Uzay da ozellikle hilkmiin tespit edilmesi gerektigine

deginmistir:

“Ve yapisal agiklamalarda muhakkak bulunuyorum yani ‘Neden simdi buna
ihtiyacimiz var. Bu ispat ne zaman biter?’ Onu da séyliiyorum yani ispat ne zaman

bl

biter. Neyi gosterdigimizde biter? Sunu gosterdigimizde biter.’

Benzer sekilde Dr. Oklid de once verilenlere sonra da istenene odaklanilmasi

gerektigini belirtmistir:

“Oncelikle verilenlerin ne oldugu net bir sekilde belli edilmeli. Elimde neler var?
Ben bunlart kullanarak, bildigim aksiyomlar ne? Onlart da kullanarak acaba neye
ulasirim? Mutlaka yazilmali yani verilenler sunlar. Bundan sonra da gitmek

istenilen ya da ispati istenilen hiikiim nedir yani onun yazilmasi. Bunlar olmali.”

3. miilakatta (segme-siralama formunda), derste ispat sunumunda kesinlikle
yapilmasi gerekir diye belirtilen uygulamalar igerisinde “Teoremin dogru anlasilmasinin
saglanmasi” ifadesi Dr. Tirev haricinde diger tiim 6gretim elemanlari tarafindan birinci
sirada tercih edilmistir. Yapilmasi gerektigi belirtilen bir diger uygulama ise onbilgilerin
hatirlatilmasidir. On bilgilerin hatirlatilmas1 da Dr. Vektdr ve Dr. Topoloji tarafindan ilk
miilakatta dile getirilmistir. Dr. Vektor ispat iginde gecen kavramlari 6grencilere sorarak o

kavramlari/konulari da pekistirmeye calistir§ini aktarmistir:

“Eger mesela tiirev tanimi kullanacaksak “Bu tiirevin tamimi neydi arkadaslar?”
gibi égrencileri soru cevap seklinde katryorum. Analizin temel teoremi 1 islerken,
‘Bakin burada integraller icin ortalama deger teoremi gecti, neydi bu ifade?’ deyip
boyle kisa bilgiler sunarim. Mesela, Fermat teoremini ispatlarken ‘arkadagslar

birinci tirevin sifira esit oldugunu bulmaya ¢alisacagiz. Simdi yerel maksimum
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icin ispati yapiyorum neydi yerel maksimum ifadesi?’ deyip... Ciinkii birbirine

yakin konular oldugu icin hem onu pekistirmis oluyorsun.”

Dr. Topoloji ise hem ispati yaparken 6n bilgilerin hatirlatilmasindan hem de
yukarida aktarildig1 gibi teoremin anlasilmasinin saglanmasi esnasinda teoremde gereken
on bilgilerin hatirlatilmasina deginerek “On bilgilerini soru cevaplarla yavas yavas

hatirlatmak onemli.” demis ve eklemistir:

“Bir kere on bilgilerin hatirlatilmasi gerekiyor. Yeri geliyor bir ders dnceki seyi
unutmug oluyorlar ki hele seneler énceki ya da baska bir ders bizim alt yapimiz
soyut matematik topolojide ya da analitik geometride analiz kullaniyoruz. Olasilik
istatistikte digaridan bakan farkinda olmaz ama analizdeki double-triple
integrallere kadar kullanmamiz gerekebiliyor. Ya da sigma notasyonlart toplam
notasyonlart bunlarin ozellikleri vs. bunlart kullanarak bazi ispatlart yapmamiz
gerekiyor. Eger bunlarin olmadigim diisiiniiyorsak o zaten ispati yapmadan once
ogrencinin genel durumundan belli oluyor onun igin 6nce onlart hatirlatip onlar:

kullanabilir miyiz diye bakmak onlarr geri ¢cagirmak lazim.”

Onbilgilerin hatirlatilmas: goriisiinii, 3. miilakatta (segme-siralama formunda) Dr.
Vektor birinci sirada, Dr. Kompleks ve Dr. Topoloji ikinci sirada tercih etmislerdir (bkz.
Tablo 15). ispat sunumunda gerekli oldugu sdylenen bir diger uygulama da matematik
dilinin dogru kullamlmasidir. Dr. Oklid ve Dr. Topoloji matematik dilinin dogru
kullanilmas1 gerektigini belirtmislerdir. Dr. Oklid ispat1 yaparken notasyon kullanimina

0zen gosterdigini sOylemistir:

“Notasyonlara dikkat etmelerini istiyorum, neyi neden yazdiklarini yazmalarim
istiyorum. Yazmiyorlarsa ben yazdiriyorum. Biraz geometride iiseniyorlar.
Harflendirmeyi kullanmaya, notasyon kullanmaya falan onlarin yazilmasina ozen

gosteriyorum.”

Dr. Topoloji ise 6zellikle 6grencilerin birer matematik 6gretmeni aday1 olduguna

dikkat ¢ekerek matematik dilinin dogru kullanmasina vurgu yapmstir:

“Matematik dilini olmazsa olmaz dogru kullanmamiz lazim. Biz dogru
kullanmazsak 6grencimiz de dogru kullanmaz. Gittigi okulda da dogru kullanmaz.
Cocuklar stajda da sorulari ¢oziiyorlar ama bir konuyu anlatirken ¢ok

zorlanwyorlar.”

3. miilakatta (segme-siralama formunda), Dr. Kompleks, Dr. Vektor ve Dr.

Soyut’un “matematik dilinin dogru kullanilmas1” gerekliligini ikinci sirada tercih ettikleri
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goriilmiistiir (bkz. Tablo 15). Dr. Topoloji devam ettigi agiklamasinda bir kategorinin daha
olusumuna yol agarak ispat sunumunda ispatin degerlendirilmesinin yapilmast
gerekliliginden bahsetmistir. Dr. Uzay gibi ispat yapma siirecini problem c¢dzmeye
benzeterek problem ¢6ziimiiniin ardindan yapilmasi gereken ¢éziimiin degerlendirilmesi

asamasinin ispatlamada da olmasi gerektigini belirtmistir:

“Sonug ifade edilmeli yani yaptik ispatladik da biz ne yaptik mutlaka onun
degerlendirilmesi nihayete erdirilmesi gerekir. Problem ¢ozmede de ayni sey
tizerinde duruyoruz. Tamam anladik stratejimizi gelistirdik problemi ¢ozdiik,
orada birakmiyoruz, bir degerlendirme yapiyoruz, biz bu problemi gercekten
¢ozdiik mii yoksa baska bir sey mi bulduk baska yolla yapabilir miydik ne bulduk
ne ifade ediyor bu bize. Ayni sey bunun igin de gegerli. Dolayisiyla sonucun

toparlanmasi gerekir.”

Dr. Topoloji’nin 3. miilakatta (se¢me-siralama formunda) bu ifadeyi oncelikli
olarak gormedigi soOylenebilir. Bununla birlikte bu ifadenin yalnizca Dr. Kompleks
tarafindan ve besinci sirada tercih edildigi goriilmektedir (bkz. Tablo 15). Problem ¢6zme
stirecinde degerlendirmenin yapilmasinin, en 6énemli adimlardan biri oldugu sdylenebilir.
Bununla birlikte yalnizca bir 6gretim elemani tarafindan ve sonuncu sirada tercih edilmis
olmasi, ispat sunumunda diger gereklilikler icerisinde o kadar 6nemli goriilmedigini

gostermektedir.

Ispat anlatiminda bir baska gereklilik olarak sdylendigi tespit edilen mantik sirasi
izlenmelidir goriisii yine yalnizca Dr. Topoloji tarafindan dile getirilmistir. Dr. Topoloji
“Mantik silsilesi yani zincir kesinlikle izlenmelidir” diyerek mantik sirasina da deginmistir.
“ispati mantik sirasia uygun yapma " ifadesinin 3. miilakatta (se¢me-siralama formunda)
Dr. Kompleks, Dr. Tiirev ve Dr. Topoloji tarafindan sirasiyla ti¢lincii, dérdiincii ve besinci

sirada tercih edildigi goriilmektedir (bkz. Tablo 15).

“Ispatta her adimin nedenleriyle aciklanmasi” Ogretim elemanlarmin besi
tarafindan ilk miilakatta dile getirilen bir baska gereklilik olmustur. Bu baglamda 6gretim
elemanlarinin ispatta adim adim ilerlenmesi gerektigini diislindiikleri soylenebilir.
Ornegin, Dr. Kompleks ispatin her asamasinda agiklama yaptigini ya da soru sordugunu

vurgulamigtir:

“Mesela analizdeki ortalama deger teoremini érnegin kullanacaksin simdi ‘Bunu
kullanacaksan orada birtakim bir seyler yaptigin zaman bakin bunu ortalama
deger teoremi geregince yaziyoruz ona goére uyarladigin zaman zaten arkasi

geliyor’ gibi aciklamalarim oluyor. Yani yaptigumiz adimlart ac¢iklayacagiz ya da
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soracagiz. Diyelim yazdik ‘Hadi séyleyin bakalim neye dayanarak yazdim ben bu

adimi? Simdi buradan da devam ediyoruz’ gibi.”
Benzer sekilde, Dr. Vektor de ispatin her adiminda agiklama yaptigini belirtmistir:

“Tahtayr kullanirken her asamada o6grenciye sundan dolayr sudur diye
notasyonlart ifade ederim c¢iinkii ispatlar birbiriyle baglantilidir. Her adimin

’

birbiriyle baglantist var. Her adimi 6grenciye ifade ediyorum.’

3. miilakatta (se¢me-siralama formunda), Dr. Vektor, ispatta “her adim
nedenleriyle agiklanmalidir” ifadesini ispat sunumu esnasinda yapilmasi gerekenler i¢inde
birinci sirada tercih etmistir. Bununla birlikte, Dr. Tiirev, Dr. Oklid, Dr. Topoloji ve Dr.

Uzay bu goriisii ligiincii sirada tercih etmislerdir.

Derste ispat anlatilirken yapilmasi gerektigi diisliniilen bir baska uygulama ise
ogrencilerle soru cevap seklinde bir diyalogun kurulmasidir. Bu uygulama yani
Ogrencilerle diyalog kurulmasi, 6grencilerin ispata katilimia yonelik goriisler basligi
altinda ayrica bir soru ile 6gretim elemanlarma sorulmustur (bkz. Boliim 4.8.3). Ogretim
elemanlarinin katilim baslhigi altinda soru cevap uygulamasi ile ilgili ayrintili goriisleri o
boliimde yer almakla birlikte bu boliimde, “ispat anlatirken yapilmasi gerekenler” baslig
altinda 6zellikle bir uygulama olarak vurgulandigindan 6gretim elemanlarinin bu konudaki
goriisleri, bu soruya verdikleri yanmitlar cercevesinde burada ele almmustir. Ogretim
elemanlarindan besi derste ispatin 6grencilerle diyalog halinde yapilmasi gerektigini dile
getirmistir. Dr. Tirev, ispatt 0grencilerle etkilesim iginde yaptigini sdylemis ve buna

yonelik uygulamalarimi agiklamistir:

“Mutlaka soru cevap seklinde olmali. Yani biraz kafa karigtirma ve ondan sonra
onlara simifca yamit aramak énemli diye diisiiniiyorum. Dedigim gibi formel bir
sekilde tahtaya yazip ispat yapiumaz. Mutlaka ogrencilerle etkilesim iginde
yaparim ve o diyalogu hi¢ kaybetmem. Miimkiin oldugunca ¢ok dgrenciye
ulasmaya ¢calisirim. Ciinkii onun énemli oldugunu diisiiniiyorum. Bu ne saglar?

Hem 6grencilerin daha aktif olmasini hem de ¢cogunun diistinmesini saglar.”

Benzer sekilde Dr. Soyut da ispatlart 6grencilerle diyalog halinde yaptigim

sOylemistir:

“Mutlaka dgrencilerle konusuyoruz. ESer gerek-yeter kosullu bir seyse dolayisiyla
‘bu ispat nasil yapilmali? Peki bunun gerek kosulu neyi ifade ediyor?’ seklinde
tahtada bir o tarafi gosteriyoruz. Ogrencilerle de tartisarak ve onlardan da cevap

gelmesini bekleyerek ifade etmeye ¢alisiyoruz. Her adimda da ilgili baglantilar
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ogrencilerle kurmaya calistyorum. Bazen yoénlendirdikleri farkli yerler olursa
yanlis yere gidecek olsa bile yazdigimiz oluyor. Yazdwrdiklari seyler belki bir yerde

tikanabiliyor, demek ki gétiirmiiyormus deyip devam edebiliyoruz.”

Dr. Topoloji de kendi iiniversite okudugu sistemle giincel sistemi karsilastirarak
simdiki &grencilerin agiklamalara daha cok ihtiyag duydugunu ve bu nedenle ispatlar

ogrencilerle diyalog kurarak yaptigini belirtmistir:

“Dolayistyla tahta bizim icin ¢ok onemli. Diyalog olduk¢a onemli. Beraberce
teoremlerin ifadelerini analiz etmek beraber diisiinmek , ipuclart ile onlart yavas
yavasg iteklemeye ¢calismak... Matematik dilini de tahtada dogru bir sekilde ifade
edip agiklamak ama tabi diyalogsuz ben sevmiyorum. Sunu da yapabiliriz tahtaya
teorem ispat su su su... Ondan sonra bir buguk saat yazar ¢izer ¢ikar gideriz yani.
Oyle hocalarimiz yok muydu vardi ve ¢cok da faydalandik yani ama o kadar giizel
de ifade ederdi ki matematik dilini okumay biliyorsaniz baska bir kitap bakmaya
bile gerek kalmazdi. Onlarin tarzi farklt onlar: bir kenara koyuyorum. Bizim
ogrencilerimizin alt yapisi bize gore... Ben meslek lisesinden gelmis olmama
ragmen bu béliimii okuyabildim ama su an meslek lisesinden gelen bir 6grenci bu

’

boliimii okuyamaz.’
Dr. Uzay da sorular yardimiyla 6grencilerle diyalog kurdugunu aktarmstir:

“Ogrencilerle ¢ok sik diyalog kuruyorum ben. Karsilikli soru sorarak yapiyorum.
Soru soruyorum cevap bekliyorum. Ogrencilerle diyalog ¢ok daha énemli yani
bunu sadece tahtaya yazmaniz onemli degil ogrencinin onun neden orada

yazildigint anlamasi lazim.”

Dr. Oklid ise kendisinin yaptig1 ispatlarda dgrencilerle diyalog halinde yaptigini
aktarmugtir. Bunu aktarirken ayni zamanda 6grencilere zaman tamidigimi ve Oncelikle

onlarin yapmasini istedigini de belirtmistir:

“Once ben yapmiyorum zaten. Oncelikle onlardan yapmalarini istiyorum. Ciinkii
bunlar 3. Suuf. 3. Suufa kadar her seyi aliyorlar. Soyut matematik, Cebir, Topoloji
vb. alwyorlar. Onlarin yapmaswun istiyorum. Ve sonra birisi bile yapmis olsa
bekliyorum éncelikle ama sonra ogrencilerin tahtaya gelip yapmasini istiyorum.
Hi¢ kimse yapamiyorsa ogrenciyle diyalog halinde soru yamitla yapmaya

calistyorum ispatlari.”

Ispatin 6grencilerle diyalog halinde yapilmasi goriisii, 3. miilakatta (se¢me-

siralama formunda), Dr. Tiirev ve Dr. Uzay tarafindan ikinci sirada tercih edilirken, Dr.
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Soyut tarafindan iiciincii sirada, Dr. Kompleks ve Dr. Oklid tarafindan 4. sirada tercih
edilmistir. Dr. Topoloji’nin ise miilakatta bu uygulamay1 belirtmis olmasina ragmen 3.

miilakatta (segme-siralama formunda) bu ifadeyi se¢medigi gézlenmistir.

Ogrencilere zaman taninmasi ve onlardan ispat yapmaya ¢alismalarinin istenmesi,
ispat anlatiminda yapilmasi gerekenlerden biri olarak miilakatta yalmzca Dr. Oklid
tarafindan dile getirilmis olmasina ragmen 3. miilakatta (se¢gme-siralama formunda) Dr.
Kompleks ve Dr. Tiirev tarafindan birinci sirada, Dr. Topoloji ve Dr. Oklid tarafindan

ikinci sirada, Dr. Soyut ve Dr. Uzay tarafindan ise besinci sirada tercih edilmistir.

Ispat yapilirken kesinlikle yapilmali diye belirtilen bir baska uygulama da ispat
yonteminin belirtilmesi olmustur. Bir sonraki bdliimde bizzat ispat yontemlerinin ispat
anlatimi esnasinda vurgulanmasina yonelik goriislerden bahsedilecek olmasina ragmen bu
soruda 6zellikle ispat yaparken yapilmasi gerekenlere yonelik goriislerini belirttiklerinden
burada da yapilan bir agiklamaya yer verilmistir. Dr. Soyut tarafindan dile getirilen bu

uygulamaya yonelik onun agiklamasi su sekildedir:

“Bir de bazi ispatlarda belki yontem baslangicta vurgulanabilir... Hangi yontemle
yapacagimizi soylemek ogrencilerin fikir sahibi olmasint da saglhyor...Ozellikle
bazi ispatlarda diyelim ki tartisma yaptiniz karsilikli konustunuz doniitler belli bir
yerde kaldi, 6grenciyi isin icine iyice cekebilmek icin yontemi uygulamak ¢ok
faydali olabilir. Mesela burada dogrudan ispat yapacagiz dersek ogrenci bilir ki
buradan baslayip devam edecegiz. Olmayana ergi ile baslayacagiz deyince
ogrenci hiikmiin olumsuzundan harekete baslayacagini en azindan bilebilir. Ve

teoremle ispat yontemleri arasida boyle kuvvetli bir iliski de olusmug oluyor.”

Ispat yonteminin belirtilmesi, 3. miilakatta (segme-siralama formunda), Dr. Vektor
tarafindan ikici sirada 6ncelikli olarak degerlendirilirken, Dr. Soyut ve Dr. Uzay tarafindan

4. sirada tercih edilmistir. Dr. Kompleks ise bu uygulamay1 5. sirada tercih etmistir.

Ozetle, derste ispat sunumunda &grencilerin katiliminin saglanmasi (&rn., soru
sorulmasi ve Ogrencilerin yapmalarin i¢in zaman verme gibi), baz1 bilgilerin (6rn., 6n
bilgiler, adimlarin agiklamalar1 ve ydntem) sunulmast ve bazi prosediirlerin
(6rn.,matematik dilinin kullanimi, ispatin degerlendirmesi, mantik silsilesi gibi) takip
edilmesi gibi cesitli uygulamalarin gerekli goriildiigii sdylenebilir. 3. miilakat (se¢me-
siralama formu) sonuglarina gore ise “teoremin dogru anlagilmasinin saglanmasi” ve
“Ogrencilerin yapmaya ¢alismalari i¢in Oncelikle onlara zaman taninmasi” en ¢ok tercih

edilen goriisler olmustur.
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4.2.4. “Derste ispat yaparken kullandigimz ispat yonteminden bahseder misiniz?

Neden?” sorusuna iliskin bulgular

Derste ispat yaparken hangi ispat yonteminin kullanilacagina yonelik 6gretim
elemanlarinin bir agiklama yapip yapmadigi sorulmustur. Bu sorunun sorulma nedeni,
literatiirde Ogrencilerin ispatlama yontemlerini ya da hangi ydntemi ne zaman
uygulayacaklarini bilmediklerine yonelik bulgulardir. Ogretmenin ispat sunumu sirasinda,
ispat yontemlerini vurgulaylp vurgulamamasinin 6grencinin ispat yontemlerine olan
hakimiyetini etkileyebilecegi diisiiniildiigiinden bu soru da miilakat sorularina eklenmistir.
Ogretim elemanlarinin hem bu konudaki uygulamalarma hem de ispat yontemlerinin
vurgulanmasinin faydalarina yénelik fikirlerinin alinmasi amaglanmistir. Ispat yontemini
vurgulamak ifadesi ile kastedilen, ispati yaparken “Su yontemle yapiyoruz” veya “Bu
yontemi kullaniyoruz.” seklinde bir ifadenin kullanip kullanilmadigi ve bunun yani sira
yonteme yonelik bir agiklama yapilip yapilmadigidir. Yani ispat yontemlerinin anlatilip

anlatilmadigi kastedilmemektedir.

Ogretim elemanlarina dncelikle sunulan ispatin yontemini sdyleyip sdylemedikleri
sorulmustur. Dr. Tiirev, Analiz dersinde genellikle dogrudan ispat kullanildigini bu nedenle

de ¢ogunlukla ispat1 yaparken hangi yontemi kullandigindan bahsetmedigini belirtmistir:

“Genellikle vurgulamiyorum. Ogrencilerin zaten liseden gelirken bildigi
tiimevarim ile ispat. Zaten ispatin sadece tiimevarim ile oldugunu diigiiniiyorlar.
Ilk zamanlar mesela kék ikinin rasyonel olmadigi ispatinda soyliiyordum mesela.
Ya da sinavda Leibniz formiiliiniin ¢tkarilisinda tiimevarim yoluyla ispatti. Ama
analizde genelde dogrudan ispat kullamyoruz. O yiizden vurgulamamis

’

olabilirim.’

Dr. Tiirev haricinde diger tiim 6gretim elemanlar: ispat yaparken ispat yontemini
vurguladiklarini aktarmiglardir. Hem bu 6gretim elemanlarinin derste ispat yaparken ispat
yontemlerini vurgulama nedenleri hem de bu soruya yonelik 3. miilakat (segme-siralama

formu) sonuglar1 Tablo 16’da verilmistir.
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Tablo 16

Ogretim elemanlarinin, derste ispat yaparken ispatlama yontemlerini vurgulama

nedenleri

Ispat sunumunda kullanilan ispat yonteminin

Dr. Vektor
Dr. Tiirev
Dr. Oklid
Dr. Topoloji

vurgulanma nedenleri

Ogrenciye ispat icin fikir verir.

Ogrencileri isin (ispatin) igine ¢ekmeyi saglar.

w .- Dr. Kompleks

Ogretmen olduklarinda ispat yontemleri bilgisi lazim

olur.

Ispat yontemlerine dikkat ¢cekmeyi saglar.

Benzer yontemler gerektiren teoremleri anlayip

uygulayabilirler.

Tablo 16’da (*) isareti ogretim elemanlarindan hangilerinin ilk miilakatta bu
kategorideki goriisleri ifade ettigini gostermektedir. Numaralar ise 3. miilakatta (se¢cme-
siralama formunda) 6gretim elemanlarinin bu goriislerden hangilerini segtiklerini ve bu
goriigleri kendilerince hangi sirada oncelikli gordiiklerini belirtmektedir. Renklendirme,
gorsellik agisindan numaralara gore yapilmistir. Ornegin, “hangi yontemle yapilacagin
soylemenin dgrenciye ispata yonelik fikir verecegi” goriisi ilk miilakatta Dr. Vektor ve Dr.
Soyut tarafindan dile getirilmistir. 3. miilakatta (segme-siralama formunda) ise bu goriis
Dr. Kompleks, Dr. Tiirev, Dr. Soyut ve Dr. Oklid tarafindan birinci sirada; Dr. Vektdr ve
Dr. Topoloji tarafindan ii¢iincii sirada tercih edilmistir. Dr. Uzay ise bu goriisii tercih

etmemistir.

Derste ispat yaparken, kullanilan ispat yontemini sdyledigini belirten &gretim
elemanlari, bu uygulamalarina neden olarak toplam bes farkli goriis belirtmislerdir. Bu
goriigslerden ilki, ispatin nasil yapilacagina yonelik 6grencide bir goriis olusturmanin
amaclanmig olmasidir. Dr. Vektér ve Dr. Soyut, hangi yodntemle yapilacaginin
sOylenmesinin dgrenciye ispata yonelik fikir verdigini sdylemis ve bu uygulamay, ispati

kolaylastirmasi nedeniyle tercih ettiklerini belirtmislerdir. Dr. Vektor:

“Genelde yaparim ¢iinkii hangi yontemle yapildigini bilirse... Mesela tiimevarimla

yapilacak bir ispati, olmayana ergi ile yapmaya c¢alisirsa bir sonu¢ alamaz.
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Yontemi bilmesi ispati kolaylastirtr. Hangi tiir ispat yéntemlerinin kullanildigin

bilmesi lazim. Bu igi kolaylastirir ama bilmese de engel degil.”

Dr. Soyut da benzer sekilde yontemi sdylemenin 6grenciye fikir verdigine, dersten
ornekler vererek deginmistir. Ayn1 zamanda yontemi sdylemenin Ogrencilerin ispata
katilimlarmi sagladigini da belirtmistir. Yani bu uygulama ile 6grencileri ispatin i¢ine

cektigini vurgulamustir:

“Soyle diyelim, hangi yontemle yapacagimizi soylemek 6grencilerin fikir sahibi
olmasni da sagliyor. Mesela, yine es giicliiliik konusunda iki kiimenin es giiclii
oldugunu gostermek, olmadigini géstermekten nispeten daha kolay. Ciinkii arada
birebir ve orten bir esleme tammladiginizda dyle oldugunu gaosteririz ama reel
sayilarla dogal sayilar es giiglii degil. Bunun ispatint yapabilmek icin esleme
olayina girerseniz sonsuz iki kiime ve arada sonsuz esleme var ve dolayistyla bu
eslemelerden hicbirinin bijektif olmadigini gostermeniz lazim. Peki simdi bunu
Nasil yapacak? Celiski bulma yéntemiyle yapabiliriz bunu. Ispata nasil
baslayabiliriz o zaman. Yani, bu konuda yontemi vurgulamak, 6grencileri isin i¢ine
cekebilmek igin bir vasita olmug oluyor. ‘Hocam o zaman denk oldugunu kabul
ederek baslamaliyiz’ ve 6grenciye bunu dedirtebilmek icin yontemi vurgulamak
onemli. Ozellikle bazi ispatlarda diyelim ki tartisma yaptiniz karsilikli konustunuz
doniitler belli bir yerde kaldi 6grenciyi isin igine iyice ¢ekebilmek icin yontemi
uygulamak ¢ok faydali olabilir. Mesela burada dogrudan ispat yapacagiz dersek
ogrenci bilir ki buradan bagslayp devam edecegiz. Olmayana ergi ile baslayacagiz
deyince o6grenci hiikmiin olumsuzundan harekete bagslayacagimi en azindan
bilebilir. Ve teoremle ispat yontemleri arasinda béyle kuvvetli bir iliski de olusmus

oluyor.”

Ispat yontemini vurgulamanin, “Ogrenciye ispata yonelik fikir vermesi”, 3.
miilakatta (se¢gme-siralama formunda) Dr. Kompleks, Dr. Tiirev, Dr. Soyut ve Dr. Oklid
tarafindan birinci sirada tercih edilirken, Dr. Vektor ve Dr. Topoloji bu goriisii 3. sirada
tercih etmislerdir. Benzer sekilde 6grencilerin ispata katilimlarini saglama amaci ise Dr.
Kompleks ve Dr. Oklid tarafindan ikinci sirada, Dr. Uzay tarafindan iiciincii sirada, Dr.
Soyut tarafindan 4. sirada ve Dr. Tiirev tarafindan 5. sirada tercih edilmistir (bkz. Tablo
16).

Dr. Soyut ilk iki amaca ek olarak 6grencilerin mezun olduklarinda da &gretmen

olarak ispat yontemleri bilgisine ihtiya¢ duyacaklarina vurgu yapmistir:



166

“Su anda ortadgretim miifredatinda ispat yontemleri de var. Ve buradan mezun
olan bir ogrenci onlart da anlatmak da zorunda. Hem ispat yontemlerini

bl

igsellestirmis oluyor hem ilgili teoremin ispatina ogrenciyi daha iyi ¢ekebiliyor.’

Bu goriigiin 3. miilakatta da (se¢me-siralama formunda) olduk¢a kabul gordiigii
sOylenebilir. Dr. Vektor ve Dr. Uzay birinci sirada, Dr. Soyut ikinci sirada, Dr. Kompleks
ve Dr. Oklid 3. sirada, Dr. Tiirev ve Dr. Topoloji 4. sirada tercih etmislerdir.

Ispat yontemlerinin sdylemenin bir baska faydasi olarak da Dr. Kompleks bu

yontemlerin varligina dikkat ¢ekmeyi sagladigini ifade etmistir:

“Genelde vurguluyorum. Ciinkii 6grenciler genel olarak ispat yontemlerini
bilmiyor. Dikkatlerini ¢ekmek isterim. ‘Bu yolla yapacagiz’ diyorum. Biraz da
ispatlama yontemleri var yani hep diiz mantikla biz bunu ispatlamiyoruz bir bakin
suna bir farkina varin yani. Sunu merak edip aragtirin. Bak bununla yapiyoruz

1)

bunu.’

Dr. Kompleks’in “diiz mantik” ifadesiyle dogrudan ispati kastettigi ve bu ispat
yontemi disinda da ispat yontemleri oldugunu goéstermeye calistigi sdylenebilir. Dr.
Kompleks’in bu goriisii 3. miilakatta (se¢gme-siralama formunda), Dr. Topoloji tarafindan
birinci sirada tercih edilirken, kendisi ve Dr. Tiirev tarafindan da ikinci sirada tercih
edilmistir. Ispat sunumunda, kullamlan yéntemin vurgulanmasinda deginilen bir bagka
fayda da benzer teoremlerde/ispatlarda bu yontemlerin isi kolaylagtirmasidir. Dr. Uzay ve
Dr. Topoloji ispat yontemlerini vurgulamanin benzer teoremlerde faydali olacagina
deginmislerdir. Dr. Topoloji genellikle ispatin baginda hangi yontemin kullanilacagini

sordugunu sdylemistir:

“Ispata baglamadan énce boyle bir teorem ifadesi karsiniza geldiginde bunu hangi
yontemle ispatlamayr diistintirsiiniiz diye sormakla basliyoruz zaten. Ciinkii onu
ayirt edebilmesi onemli. Bdylece benzer teoremlerde uygulayabilir. Kimisi mesela
celigki ile ispatlanabilirken kimisi tamim yardimiyla ¢ok rahat, kimisi teoremler

yardimiyla ¢ok rahat.”

Dr. Uzay da ispat yontemini vurgulamanin bagka ispatlar yaparken ise

yarayacagindan bahsetmis ve 6rnek vermistir:

“Hangi ispat yontemini neden kullandigimizi bilmemiz gerekiyor. Ciinkii yarin
obiir giin bir seyle karsilastigi zaman, mesela, /2 nin irrasyonel oldugunu
gostermek icin farz edelim olmasin diye basliyoruz. Neden boyle basladigimizi

cocugun anlamasi lazim. Ciinkii eger bu sekilde bagslarsak kendi kendini
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dogrulamaya donecek is diye. Yarin obiir giin béyle baska bir seyle karsilastig
zaman o zaman tersini diisiinerek baglamast ¢ok onemli. O yiizden kesinlikle

vurgularim.

“Ogrencilerin benzer teoremleri ispatlayabilmesi” amaci 3. miilakatta (se¢me-
siralama formunda) Dr. Kompleks tarafindan birinci sirada, Dr. Vektor, Dr. Topoloji ve
Dr. Uzay tarafindan ikinci sirada, Dr. Tiirev ve Dr. Soyut tarafindan ii¢ilincii sirada tercih

edilmistir.

Ozetle, 6gretim iiyeleri derste ispat yaparken lokal ve genel gerekgelerle ispat
yontemlerine gerek sorularla gerekse aciklamalarla deginmektedir. Lokal gerekgelerin
temel olarak ispati sunarken Ogrencilere fikir vermek veya onlarin ispata katilmalarini
saglamak gibi amaglar icerdigi soylenebilir. Genel gerekceler ise 6grencilerin o ispattan
sonra da “ispat yontemleri bilgisini kullanabilmelerini saglamay1 icermektedir. Yani, ispat
yontemlerinden haberdar olmay1”, “benzer teoremlerle karsilastiklarinda bu yontemleri
kullanabilmeleri” ve “Ogretmen olduklarinda bu bilgilerinden faydalanmalari”
amaglanmaktadir. Ogrenciye ispata yonelik fikir vermesi ise dgretim elemanlar1 tarafindan

en ¢ok tercih edilen goriis olmustur.

4.2.5. Ispatta hangi 6zelliklerin bulunmasi gerektigine ve kendilerinin bu ézellikleri

elde etmek i¢in ispatta degisiklik yapip yapmadiklarina iliskin bulgular

“Ogretim elemanlarin derste yapilacak ispatin dzelliklerine yonelik goriisleri
nelerdir?” sorusu “derste ispatin sunumuna bakis” alt problemi altinda ele alinmistir. Bu
sorunun yaniti ile, pedagojik acidan ispatlara nasil baktiklarina yonelik Ogretim
elemanlarinin goriiglerinin alinmas1 amaglanmustir. Yaptiklari bir ispatta hangi 6zelliklerin
bulunmas: gerektigine ve kendilerinin bu 6zellikleri elde etmek i¢in ispatta degisiklik yapip

yapmadiklarina yonelik goriisleri bu baglik altinda degerlendirilmistir.

Bu alt problemin incelenmesi ilk miilakatta sorulan “Derste yaptiginiz ispatlar
literatiire sadik kalarak mi yaparsiniz veya herhangi bir degisiklik yapar misiniz? Neden? ”
sorusu ve “Matematik 6gretiminde derslerde kullanilacak bir ispat hangi ozelliklere sahip
olmalidir?” sorusuna verilen yanitlarin analizi ile yapilmistir. Bu sorulara verilen yanitlar

ayr1 basliklar halinde incelenmistir.
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4.2.5.1. Ogretim elemanlarinin derste anlatacaklar ispatta yaptiklar degisiklikler

Ogretim elemanlar1 derste sunacaklari ispatlarda, dgrencilerin yararma olacak
sekilde degisiklikler yaptiklarini belirtmislerdir. Tablo 17 yapildig1 s6ylenen degisiklikleri

gostermektedir.

Tablo 17

Ispatlarda yapilan degisikliklere yonelik goriisler

Yapilan degisiklik Ogretim elemam

Ispattaki kavramlara yonelik ek bilgi verme ya ~ Dr. Tiirev, Dr. Kompleks

da agiklama yapma

Farkly yontemle veya yolla ispatlama Dr. Uzay, Dr. Soyut, Dr. Oklid, Dr. Kompleks,
Dr. Topoloji

Ispatta eksik goriilen adimlar: tamamlama Dr. Soyut

Ispati daha yalin hale getirme Dr. Vektor, Dr. Topoloji

Ispata gerekli gordiigii durumlarda eklemeler yaptigi soyleyen &gretim
elemanlarindan Dr. Tiirev ispat iginde verilen kavramlara yonelik 6grencileri aydinlatici

bilgiler ekledigini belirtmistir:

“Kendim biraz degisiklik yapiyyorum. Mesela g(x) soyle bir fonksiyon diyor ama
orada iligkiyi 6grencinin kendisinin kurmasin istiyor. Ben orada g(x)’i a¢iyorum
diyorum ki dogrusal fonksiyondur. ‘Dogrusal fonksiyon nasildir neden?’ gibi.
Kitap 6grencinin kendisinin iliskilendirmeyi yapmasim saglyor. Ogrencinin

yararlanacag sekilde bazi kisimlarda degisiklik yapiyorum.”

Benzer sekilde Dr. Kompleks de ispatin igeriginde agiklamalar yapmak gerektigine
deginmis ancak neyi kastettigini belirtmemistir. Buna ek olarak literatiire sadik oldugunu

ancak farkli yolla da ispatlayabiliyorsa onu da yaptigini belirtmistir:

“Literatiire genel olarak baglyyim oradakine ispat sekline. Ama ben kendim orada
farkli bir ispat tiirii yaptiysam ya da farkl bir yolla da ispatladiysam da bunu
ogrencilerime yapmak isterim. Onu yaparim derim ki bu aslinda séyle de ispatlanir
seklinde ifade ederim. Eger farkll bir ispat yaptiysam literatiirde farkl bir ispat
biciminin oldugunu soylerim c¢iinkii d6grencileri matematiksel olarak farkh

bl

diistincelere sevk etmek gerekir. Ayrica ispatin igeriginde aciklamalar yapilabilir.’
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Dr. Kompleks’e ek olarak bes dgretim elemani da farkli ispat yontemleri veya
yollarini1 da derste ispat anlatimlarina eklediklerini belirtmislerdir. Dr. Topoloji farkli

yollarla ispat yapmanin neden 6nemli olduguna deginmistir.

“Literatiir temel zaten o olmazsa olmaz. Dedigim gibi varsa farkl alternatif ispat
mesela bir teorem tamm yardimiyla da ispatlanabilir ya da alt baska teoremler
yardimiyla da daha basit bir sekilde de ispatlanabilir. Dolayisiyla alternatifli
vermek yani bir seyin dogrusunun tek olmadigini da gosterimi acisindan onemli.

Varsa onlardan da alternatif diigiince yontemleri bana kalirsa dnemli.

Dr. Uzay, 6grencinin hem g¢esitliligi gérmesi hem de daha iyi 6grenebilmesi

amaciyla farkli yontemler kullandigini belirtmistir:

“Ustiinde degisiklik yaptigim oluyor. Farkli ispat yéntemlerini ayni ispat igin
kullanabiliyorum. Séyle ispatlanabiliv  gibi. Ozellikle geometrik ispatlari
miimkiinse ona ¢evirmeyi seviyorum, literatiiriin disinda geometrik ispatlar da
oluyor. Cesitliligi gorsiin. Gorselligi  zihninde daha iyi canlandirdigin

diigiiniiyorum ogrencilerin.”

Dr. Oklid, literatiirdeki ispatlardan daha farkli yollarla yapilanlari daha ¢ok

onemsedigini sdylemistir:

“Yani literatiirde olam kullanmirim. Zaten benim dersimde oyle bir sira dyle bir
takip var. Kullamirim ama miimkiinse énce égrencilere birakiyorum yapmalarin
istiyorum. Miimkiinse bagka yolla da yapip degisiklik yaparak farkli yollardan da
ispatlar yapilmasint istiyorum. Literatiirde olan kitapta olan ispata bagh kalmak
yerine farkl yollarla yapilanlar dogruysa onlari da tercih ediyorum.... Oyle ¢ok
bire bir almiyorum zaten. O ispatlarda zaten her yerde olmadigi icin ¢ogunlukla
kendim akil yiiriiterek yapiyorum. Mesela ‘i¢ ters agilar estir paralel dogrularda’
bunu bir yerde bulamiyorsunuz yok ki. Mesela yazdigim kitapta var dyle bir sey.

Cok eski kitaplarda belki goriirsiiniiz bulursunuz.”

Dr. Soyut farkli yontemlerle ispat yaptigindan bahsederek bu duruma derslerinden
bir drnek vermistir:

“Belki birkag farkl ispat yontemi varsa belirtilebilecek seyleri séyliiyoruz. Ya da

birini verip su yontemle de yapilabilir deyip kabaca tarif edip gegebiliyoruz.

Mesela kiimelerde alt kiime sayisi 2" dir. Daha ¢ok binom acilimi kullanilarak

bunun ispati yapiliyor. Ama saymanin temel ilkesiyle de bu yapilabilir. Mesela ben

hi¢hbir kaynakta bunu gérmedim. Bu ispat benim kendimce ifade ettigim bir sey.
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Belki de yapilmistir ben gérmeden derste anlatiyorum. Buna benzer aklima gelen,
belki 6grencinin daha da iyi anlayabilecegini diisiindiigiim seyler olursa kendim

de ispata uyarladigim oluyor.”

Bu aciklamasina ek olarak Dr. Soyut kitaplardaki bazi ispatlarda bazi adimlarin
eksik oldugunu diisiindiigiinii ve 6grencinin anlayabilecegi sekilde bunlar1 tamamladigini
aktarmustir:

“Degistirdiklerimiz elbette oluyor. Mesela ben normal kitaplarda goérdiigiim ve

diizelttigim yerler var. Mesela “birimli bir sistemde bir elemanin tersi varsa

tektir”. Kitaplar: inceledigimizde bazen kitaplar béyle ¢ok ziplayarak hareket
edebiliyorlar. Kald ki bu séyledigim ifade de dogru degil. Ciinkii birlesme 6zelligi
yoksa ispatin bir yerinde devam edemiyorsunuz. Ispat bir yerde kaliyor ashnda.

Ama birka¢ kaynak incelemistim. Hi¢ birlesme 6zelligine bakmadan ispati devam

ettirmig, ispatlar ¢ok kopuk, arada 6grencilerin anlayamayabilecegi seyler var.

Belki de okuyucuya birakilmis bazi yerler. Dolayisiyla o kisimlarda kendimize gére

degisiklikler yapmaya ¢alisiyoruz.”

Dr. Vektor ve Dr. Topoloji 6grencinin daha iyi anlamasini saglamak i¢in ispatlar
daha yalin hale getirdiklerini séylemislerdir. ‘Daha yalin hale getirme’ ifadesi ispattan bir
seylerin ¢ikarildigin1 diisiindiirmekle birlikte 6gretim elemanlarinin bu ifadeyi daha
anlasilir hale getirme anlamiyla kullandiklar1 ve bu nedenle bazen ekleme bazen gikarma
yaptiklari agiklamalarinda anlasilmaktadir. Ornegin Dr. Vektér daha yalin hale getirmek

icin gorseller kullandigini sdylemistir:

“Anlasilmast zorsa degisiklikler yaparim. Ama oyle ispatlar vardir ki
degistirilmesi miimkiin degildir. Ama bazen degisiklikler yaparim yani mesela
ortalama deger teoremini daha yalin hale getirebilirim. Rolle teoremini daha yalin
hale getirebilirim. Ogrencinin anlamasint kolaylastirmak icin yaparim. Mesela
geometrik yorumunu katarim. Sekil iizerinde anlatirim. Gorsellestivirim. Diger
tiirlii sadece sayisal oldugu zaman bazen dgrenci ezbere kagiyor. Bazen ¢ok
karmagsik ispatlar da oluyor. Onlari daha yalin hale getiririm. Ciinkii bakinca
anlamiyorsun. Ben kendim anlamadigim bir ispati 6grenciye neden anlatayim.

Kendin hakim olacaksin ki ogrenciye de anlatasin.”

Benzer sekilde Dr. Topoloji derste yapacagi ispati hem net ve sade bir hale

donistiirmeye ¢alistigini ve bazi notasyonlar1 daha kisa ifade ettigini belirtmistir:

“Tabi. Mesela Timur Karagay in kitaplari bizdeki eski kitaplar ozellikle hem dili

¢ok eskiydi simdi biraz revize oldu ama bu sefer de fazla Tiirkce olmus yani.
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Enteresan kelimeler var. Bir kere hem dilinde anlasilacak sekilde bir doniistim hem
belki bazi matematik notasyonlart vs. daha kisa ifade edebileceksem onlarin
anlayacag sekle getirip yani igi corba etmeye ya da karistirmaya gerek yok en net
en sade bicimde ama genel yapisini da bozmadan nasil ifade edebiliriz ona

bakryoruz. Sonrasinda alternatifleri de verebiliriz.”

Ozetle, ispatlar literatiire sadik kalarak mu yaptiklar1 veya iizerinde degisiklik
yapip yapmadiklarina yonelik sorunun cevabi ¢esitlilik gostermekle birlikte Dr. Soyut ve
Dr. Vektor’in de dile getirdigi gibi burada genel amacin pedagojik olarak 6grencinin daha

iyi anlayabilecegi hale getirmek oldugu sdylenebilir.

4.2.5.2. Ogretim elemanlarinin derste yapacaklart ispatin ézelliklerine iliskin goviisleri

“Matematik ogretiminde derslerde sunulacak bir ispat hangi ozelliklere sahip

olmalidir?” sorusuna verilen yanitlar Tablo 18’de verilmistir.

Tablo 18

Derste yapilacak ispatin ozelliklerine yonelik goriisler

Dr. Topoloji

_ o

Dr. Soyut

Ispatta olmast beklenen izellikler

w | Dr. Vektor

. Dr. Tiirev

w | Dr. Oklid

Iliskilendirme yapmay: saglamali
Olabildigince kisa olmali
Seviyeye uygun olmali

Agiklayict olmali

w w . IS . Dr. Kompleks

Tkna edici olmaly

Matematik dili bakimindan dogru olmali
Yalin olmali

Dersin kapsamina uygun olmali

Mantik swrast izlenmis olmali

Estetik goriinmeli
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Tablo 18’de (*) isareti Ogretim elemanlarindan hangilerinin ilk miilakatta bu
kategorideki goriisleri ifade ettigini gostermektedir. Numaralar ise 3. miilakatta (secme-
siralama formunda) 6gretim elemanlarinin bu goriislerden hangilerini segtiklerini ve bu
goriigleri kendilerince hangi sirada oncelikli gordiiklerini gostermektedir. Renklendirme,
gorsellik acisindan numaralara gore yapilmistir. Ornedin, derste sunulacak ispat
“matemetik dili bakimimdan dogru olmali” goriisii ilk miilakatta Dr. Vektor ve Dr. Topoloji
tarafindan dile getirilmistir. 3. miilakatta (segme-siralama formunda) ise bu goriis Dr.
Kompleks ve Dr. Vektér tarafindan birinci sirada, Dr. Soyut tarafindan ti¢iincii sirada, Dr.

Oklid ve Dr. Topoloji tarafindan ise dordiincii sirada tercih edilmistir.

Derste sunulacak ispatta olmasi beklenen ozelliklere yonelik on farkli goris
belirlenmistir. Derste sunulacak bir ispatin matematik dili bakimindan dogru olmasi, yalin
olmasi, dersin kapsamina ve Ogrenci seviyesine uygun olmasi, agiklayici ve ikna edici
olmasi, iligkilendirme igermesi, mantik sirasi izlemesi, estetik gériinmesi ve olabildigince
kisa olmas1 gerektigine yonelik goriisler tespit edilmistir. Ornegin, Dr. Kompleks dersiyle
iliskili diger derslerde verilen teoremler ve problemleri igeren ispatlari daha Onemli

buldugunu belirtmis ve bunun nedenini su sekilde agiklamistir:

“Ama bir de soyle analizin disinda geometri lineer cebir gibi orada gegen bir takim
teoremlerin, problemlerin ya da sonug¢lari ispatin icinde varsa gergekten benim
icin daha da énemli oluyor. Hem égrencilere oradan yonlendirme yapiyoruz hadi

bakalim neye dayanarak sunu doguruyor veya bu sonuca gidiyoruz.”

Dr. Kompleks’e paralel olarak Dr. Uzay da bagka teoremlerle baglantisi olan
ispatlara deginmistir. Dr. Kompleks 6zellikle dersiyle baglantili diger derslerde goriilen
teoremlere veya sonuglara vurgu yaparken Dr. Uzay’in bdyle bir ayrim yapmadigi

sOylenebilir. Dr. Uzay:

“Ogrencilere de izellikle béyle ispatin mihenk taslar vardur, ispatin énemli bir
noktast vardwr. Bunu nerede kullanacagimizi bizim lemma dedigimiz kisim onu
muhakkak anlatiyorum. Icinde sik kullanilan lemmast olan ispatlar seviyorum.
Genelde o tiir ispatlar.. Ciinkii sundan bu ¢ikmisti deyip ogrenci kendisi de baglam
kurabiliyor. Benim esas yapmak istedigim bu. Baglantis1 yiiksek olan ispatlart

seviyorum.”

Dr. Kompleks ve Dr. Uzay’in agiklamalarina bakarak ispatin, iliskilendirme
becerisine katki yapmas1 gerektigini diisiindiikleri sdylenebilir. Ayrica daha spesifik olarak
farkli teoremlerle baglanti kurmaya vurgu yapmuslardir. Benzer sekilde, Dr. Tiirev de

iliskilendirmeden bahsederek “Ogrencilerin iliskilendirmesini saglayacak, diisiindiirecek
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sekilde olmali.” demistir ancak bu ifadesini ag¢iklamamistir. Burada ispatin kendi i¢inde
iligkilendirme yapmaktan mi, ders ici baska bir kavram veya teoremle iligskilendirmekten
mi veya baska derslerle iliskilendirmekten mi bahsettigini belirtmemistir. 3. miilakatta
(se¢me-siralama formunda), Dr. Uzay bu 6zelligi ispatta olmas1 gereken 6zellikler icinde
ilk sirada tercih etmistir. Dr. Kompleks ve Dr. Tiirev ikinci sirada, Dr. Vektdr ve Dr. Oklid
ise iiciincii sirada tercih etmiglerdir. Dr. Uzay diger teoremlerle baglantili olmaya ek olarak

derste yapilacak bir ispatin gok uzun olmamasi gerektigine de deginmistir:

“Bir kere boyle ¢cok uzun ispatlar yapmamak lazim. Ogrenciler olaydan kopuyor.
Ozellikle kiiiik siniflarda zor oluyor agik¢asi. Yani mesela bir sayfalik bir ispat
cok uzun bir ispat 6grenciler icin. Ispatin bir kere akil yiiriitme kismini iyi goérmesi

gerekiyor.”

Benzer sekilde, Dr. Soyut ve Dr. Topoloji de yapilacak ispatin uzun olmamasi
gerektigine vurgu yapmuglardir. Bu oOzellik 3. miilakatta (segme-siralama formunda)
yalnizca D. Uzay tarafindan ii¢iincii sirada ve Dr. Kompleks tarafindan besinci sirada tercih
edilmistir. Dr. Soyut da ispatin uzunluguna deginerek 6grencinin seviyesine de uygun

olmasi gerektigini belirtmistir:

“Derste ispati yapulabilecek uzunlukta olmali. Mesela Fermat’in son teoreminin
ispatini derste yapalim desek miimkiin degil. Ogrencinin seviyesine uygun seyler
icerebilmeli. O konuyla ilgili ana teoremlerse, herkesin bilmesi gereken...Mesela
Soyut Cebirde birim eleman adina bir teorem soyleyin desek ¢ogu kiginin aklina
‘birim eleman varsa tektir’ gelir. Dolayisiyla o kavramin en akla gelen
teoremlerindense o kullanilabilir. Ogrencinin anlayabilecegi, verilenler isteneler,
hangi yontemleri kullanabiliyoruz net bir sekilde ifade edebilecegimiz tiirden
ispatlart ana ¢atidaki ispatlar: 6zellikle vermeye ¢calisiyoruz. Cok ayrintili olanlar

>

ifade edip gecebiliyoruz ya da édev olarak birakabiliyoruz.’

Dr. Soyut ayrica ispatin nerede anlatilacagina gore 6zelliklerinin degisebilecegini
de eklemistir. Bu aciklama &grenci seviyesine vurgu yaptigi seklinde anlagilmaktadir.
Ispatin agiklayic1 olmasina deginen dgretim elemanlar1 Dr. Oklid ve Dr. Vektér’diir. 3.
miilakatta da (segme-siralama formunda) bu &zellik hem Dr. Vektor hem de Dr. Oklid
tarafindan birinci sirada tercih edilmistir. Dr. Oklid “fkna edici olmasi gerekir. Ikna edici
iken de aciklayici tarafimin da olmasi gerekir. Ikisi de olmali.” diyerek hem ikna edici hem
de aciklayict olmasma deginirken Dr. Vektor agiklayici olmasinin yani sira notasyon
bakimindan dogru olmasi, dersin kapsamina uymasi, 6grencinin seviyesine uygun olmasi

ve yalin olmasi gerektigini de su sekilde agiklamustir:
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“Bir kere ispat ifadeyi kapsamli bir sekilde aciklamali. Ogrencinin anlayabilecegi
sekilde yalin olmali. Notasyonlar: dogru olmali. Ve amag dist olmamali. Yani
mesela analizle ilgili bir ispat yapryorum. Topolojiyle ilgili bir ispatin mantigi var
mi? ...Yani bir teoremin birkag ispati olabilir ama ogrencilere daha uygun olan
segilmeli ki ogrenci anlayabilsin. Bir de ispati ne amagla kullandigimiz 6nemli.
Ispati veriyoruz ama hi¢hir yerde kullanmiyoruz uygulamast da yok. O zaman o da
havada kalwyor. Konuyla ilgili, konuyu besleyen, konuya hakimiyetimizi arttiran,
konuyu daha iyi anlamamizi saglayan ispatlart se¢cmemiz lazim. Konuyla ilgili bir
strii ispat bulunabilir ama onlart kullanmiyorsan o zaman onlart vermenin bir

anlami da yok.”

Ispatlarin matematik dili bakimindan dogru olmasi gerektigi Dr. Kompleks ve Dr.
Vektor tarafindan 3. miilakatta (segcme-siralama formunda) birinci sirada tercih edilmistir.
Ispatin yalm olmas: ifadesi ise Dr. Kompleks haricinde tercih edilmemistir. Derste
yapilacak bir ispatin yalin ve matematik dili bakimindan dogru olmasi gerektigini ilk
miilakatta dile getiren bir bagka 6gretim eleman1 da Dr. Topoloji’dir. Dr. Topoloji ayni
zamanda ispatta bir mantik sirast olmasi ve ispatin estetik goriinmesi gerektigini de
belirtmistir:
“Mantik sirasumin ispat yaparken izlenmesi ¢ok énemli. Matematik dilinin dogru
kullaniimasi ¢ok 6nemli. Burada bana kalirsa is savsaklaniyor yani matematikgiler
agisindan. Ama biz dilimizi dogru kullanamazsak karst tarafa nasiu anlatacagiz bir
de isin o tarafi var. Bizim rol model olmamiz gerekiyor ogrencilere. Varsa
alternatif yollar ve en estetik ve anlasilir bigimde ifade edilmesi yani dedigim gibi
isi kargacik burgacik anlatip iste matematik boyle biiyiik bir seydir falan demek
degil net bir sekilde en basit en kisa en sade ve estetik bicimde nasil aktarabilirim

diye bakmak lazim.”

Ispatta mantik sirasinin izlenmis olmasi 3. miilakatta (se¢gme-siralama formunda)
ilk siralarda ve 6gretim elemanlarinin ¢ogu tarafindan tercih edilen 6zelliklerden biri
olmustur. Dr. Tiirev ilk miilakatta buna yonelik bir agiklama yapmamis olmasina ragmen
bu 6zelligi ilk sirada tercih etmistir. Diger tercih ise ikinci ve {ligiincii siradaki tercihlerdir.
Dr. Topoloji’nin ispatin ‘kargacik burgacik’ bi¢imde yazilmamasi yani estetik goriinmesi

gerektigi ifadesi de yalnizca Dr. Kompleks tarafindan ilk sirada tercih edilmistir.

Ozetle, Tablo 18’de 3. miilakat (segme-siralama formu) sonuglarina bakildiginda
Ogretim elemanlarimin derste kullanacaklar1 ispatlarin 6zelliklerine yonelik o6ncelikli
tercihlerinin farkli 6zellikler lizerine yogunlastig1 soylenebilir. Bununla birlikte, en sik

LIS

tercih edilen 6zellikler “dersin kapsamina uygun olmas1”, “mantik sirasi izlenmis olmas1”,
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“iligskilendirme yapmay1 saglamas1”, “6grenci seviyesine uygun olmas1” ve matematik dili

bakimindan dogru olmasi”dir.

4.2.6. Sunulmayan ispatlara iliskin bulgular

“Ogretim elemanlarmin derste verdikleri tiim teoremleri ispatlay1p ispatlamadiklar
ve bazi ispatlar1 yapmama gerekceleri nelerdir?” sorusu bu alt problem olarak ele
almmustir. Bu sorunun yanitt ile 6gretim elemanlarinin pedagojik acidan nelere 6nem
verdikleri ve hangi kosullar altinda bazi teoremleri derste ispatlamadiklar1 incelenmistir.
Bu alt problemin incelenmesi ilk miilakatta sorulan “Derste verdiginiz tiim teoremleri
ispatlar misimiz? Yapmyorsaniz buna nasil karar verirsiniz?” ve “Derste ispat yapmanizi
neler etkiler?” sorularina verdikleri yanitlarin ve ders video gozlemlerinin analizleri ile
yapilmistir. Oncelikle ilk miilakatta bu soruya verdikleri cevaplar analizi edilmistir.
Ardindan video kayitlarindan derste ispatim1 yapmadiklari ama verdikleri teoremler
belirlenmis ve bu durumda 6grencilere yaptiklari agiklamalar incelenmistir. Bu analizlerin
ardindan derste ispat yapmadiklar1 bazi durumlarin izahina ihtiya¢ duyulmasi sebebiyle bu
alt probleme 6zel olarak 6gretim elemanlari ile tekrar goriisiilmiis ve hangi amagla ve hangi
aciklamayla ispat1 yapmadiklarina yonelik belirlenen kategoriler onlara sunulmustur ayrica
belirlenemeyen kategoriler hakkinda da fikirleri alinmistir. Katilimcilarin hepsi belirlenen
kategorileri onaylamistir ve belirlenemeyen kategorilerin de belirlenmesine katki
saglamiglardir. Tablo 19 6gretim elemanlarimin gézlenen dersleri boyunca yapmadigi ispat

sayilarin1 gostermektedir.

Tablo 19

Ders video gozlemlerinde ispati yapilmayan teorem sayilar

Ispati yapilmayan
Ders ve 6gretim elemani
teorem/dnerme sayisi

Analiz 111 (Dr. Kompleks) 2

Kompleks Analiz (Dr. Kompleks) 2
Analiz I (Dr. Vektor) 1
Analitik Geometri I (Dr. Vektor) 0
Analiz II (Dr. Tiirev) 2
Cebire Giris (Dr. Soyut) 10
Geometri (Dr. Oklid) 7
Lineer Cebir | (Dr. Uzay) 2

Topoloji (Dr. Topoloji) 7
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4.2.6.1. Ogretim elemanlarinin 1. Miilakattaki yanitlarinin analizi

Analizler sonucunda 6gretim elemanlarinin bazi teoremlerin ispatlarini neden
yapmadiklarina yonelik toplam 14 farkli gerekce sunduklar1 gézlenmistir. Bu gerekgeler 4

kategori altinda toplanmustir. Tablo 20 kategorileri ve 6rnek ifadeleri gostermektedir.

Tablo 20

Osretim elemanalarinin derste bazi ispatlart sunmamalarina yonelik goriisleri

Kategori Ogretim elemanlarinin miilakattaki ifadelerinden 6rnekler

. ) ) “Ispatta ogrencilerin bilmedigi konular varsa o ispati
Ogretim elemaninin dgrenciler

yapmuyorum.” (Dr. Soyut)
hakkindaki goriislerinden .

“Ogrencileri agan karigik ispatlari  yapmiyorum” (Dr.
kaynaklanan nedenler

Kompleks)
Olgme-degerlendirme kaynakli “Ogrenciler ispat yapabilecek hale geldiyseler dogru sekilde
nedenler yapabilecekler mi diye édev olarak veriyorum” (Dr. Topoloji)

“Ispatin bilinmesinin faydast yoksa yapmiyorum.” (Dr. Soyut)
Pragmatik nedenler “Benzer teoremlerin ispatint oncekileri pekistirsinler diye
bwrakiyorum.” (Dr. Vektor)

“Kitaplarda bulunan ve her yerde olan bazi ispatlar
Diger Nedenler yapmiyorum” (Dr. Oklid)

“Zaman sikintisi varsa ispatt yapmiyorum.” (Dr. Kompleks)

4.2.6.1.1. Ol¢me degerlendirme kaynakl nedenler

Derste ispati sunmamamalarinin gerekcesi olarak dgrencilerin bilgilerini 6lgme
amacini igeren yanitlar bu kategori altidna degerlendirilmistir. Ornegin, Dr. Topoloji ve Dr.
Soyut 6dev vererek Ogrencilerin anlaylp anlamadigimi degerlendirdiklerine yonelik
aciklamada bulunmuslardir. Bazi teoremlerin ispatlarini 6grencilere 6dev olarak verdigini

belirten Dr. Topoloji bu uygulamasinin pedagojik gerekcelerini su sekilde agiklamistir:

“Zaman zaman ddevlerde birakiyorum ve her ¢alisma yapraginin arkasindan da
mesela 2-3 tane soru birakiyorum o sorulari da bir hafta icerisinde gruplar halinde
yapwyorlar bunlar yine ispata dayali seyler oluyor onlart da hafta igerisinde getirip
burada bire bir ¢alisarak yani 2 kisi 3 kisi neyse onlar yaptiklarini yaziyorlar hem
onlarin matematik dilini dogru kullamp kullanmadiklarini.. Bazen alt kiime ile
elemamdir isareti bile ¢ok biiyiik onem arz ediyor. Onlarin farkinda degiller.
Onlar diizeltmis oluyoruz. Hem de dogru diistinebilmisler mi birebir bir seyler

’

anlatmak bazen daha faydalr oluyor.’
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Benzer sekilde, Dr. Soyut da 6grencilerde altyapi olusturulduktan ve benzerleri
sinifta yapildiktan sonra bazi ispatlarin 6dev olarak verilebilecegini ve bunun onlar
gelistirecegini belirtmistir. Bununla birlikte, Dr. Topoloji’nin aksine Dr. Soyut 6grencilere

birakilan ispatin kontrol edileceginden s6z etmemistir:

“Belki de bu nerede ders anlattiginiza gére de degisebilir. O yiizden de alt yap
olustuktan sonra belli bazi ispatlar derste yapildiktan sonra onunla alakalr olacak
bazi ispatlar ddev olarak verilebilir bence de yani kendilerine de birakilabilir.
Bunun da onlar: gelistirecegine inaniyorum tabiki. Mesela benim yine derste édev
verdigim ispatlardan biri grubun merkezlestiricisi. Soyut cebirde grubun merkezini
tammliyoruz. Ne oldugunu anlatmaya ¢alisiyoruz. Ve onun ispatimi da derste
ogrencilerle birlikte yapryoruz. Daha sonra bir elemanin merkezlestiricisi geldigi
zaman onun ispatini genellikle 6grencilere ddev veriyorum. Ciinkii merkez
tammina ¢ok benzer kavramlar var. Ama o6ziinde ondan farkli. Dolayisiyla 6grenci
derste yaptigi o ispati gercekten anlamig mi? Eger o elemanmin merkezlestiricisi
taminunt evde kendisi yaparsa hem digerini pekistirebilir hem yeni seyle digerinin

arasidaki farki daha iyi kavrayabilir. Dolayisiyla faydalr bir etkinlik olur.”

Ikinci miilakatta &grencilere sorumluluk vermeden bunu nasil “6dev” olarak
adlandirdigr soruldugunda bu sekilde biraktigi bazi ispatlar1 sinavda sorabildigini
belirtmistir. Boylece Ogrencilerin 6devleri yapip yapmadigini sinavda kontrol etmis

oldugunu sdylemistir.
4.2.6.1.2. Pragmatik nedenler

Ogrencilerin faydasina olacak sekilde ispati sunma sunmamama kararlarinin
alindigina yonelik agiklamalar, bu kategori altinda degerlendirilmistir. Dr. Uzay haricinde
Ogretim elemanlarmin hepsi ispatt sunmamalarinin bir nedeni olarak bu kategorideki
gerekgeleri gostermislerdir. Ornegin, Dr. Soyut tiim ispatlart sunmadigini belirtmis ve bu
soruyu cevaplamaya Oncelikle hangi ispatlarin derste yapilmasi gerektigini soyleyerek
baglamigtir. Dr. Soyut, 0Ogrenciye faydasinin olmayacagini diisiindiigii ispatlart

anlatmadigini belirtmistir.

“Hepsini ispatlamiyoruz. Cok boyle ana arter, o kavram icin dgrencilerin fikir
sahibi olmasi gereken o kavramin beylik ispatlarindan olan ve herkesge bilinen
veya ispatt sinifta yapmaya uygun olanlar olabilir. Mesela Soyut Cebirde birim
eleman adina bir teorem soyleyin desek ¢cogu kiginin aklina ‘Birim eleman varsa

tektir’ gelir. Dolayisiyla o kavramin en akla gelen teoremlerindense o
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kullanmilabilir. Bazen oyle bir ifadedir ki belki ispatimi yapabilmek icin alt yapida
baska seyleri 0 an icin ispatinin bilinmesinin ogrencilere faydasinin olmayacagini
diisiindiigiimiiz seyler olabilir. Orada ispat yapiimayabilir.”

Dr. Soyut’a benzer bir aciklamay1 Dr. Vektor de yapmis ve bazi ispatlarin artik

derste gosterilmesine gerek olmadigini diislindiigiinii sOylemistir:

“Mesela Analiz 111 'te yakinsaklik kriterleri var. Ben bunlarin ispatlarini vermem.
Direk formiil olarak veririm ¢iinkii ¢cok onemli de degil. Uygulamaya yonelik bir
seydir o. Yani 6grencinin su kritere gore yakinsak veya raksak oldugunu bilmesi
benim i¢in yeterli. Ispatini bilmesine gerek yok...Biraz giincellemeyle de alakali.
Mesela diferansiyel denklemlerde bazi ispatlar var. Bakiyorsunuz artik miladi
gecmiy. Fen fakiiltelerinde bile gostermiyorlar. Birakmislar. O alanla ilgili bir sey
yok. O yiizden yapmiyorum. Ben soyle bakarim. Konuyu anlatirken hangi sekilde

’

islersem ogrenciye faydali olur diye bakarim.’

Miilakatta 6gretim elemanlara diger boliimlerdeki uygulamalar1 6zel olarak
sorulmamasina ragmen katilimcilardan dordii (Dr. Vektor, Dr. Topoloji, Dr. Soyut ve Dr.
Tiirev) cesitli boliimlerde girdikleri derslerde de bazi ispatlar1 yapmadiklarini
sOylemislerdir. Bu 6gretim elemanlar1 farkli béliimlerdeki (biyoloji, kimya, bilgisayar
ogretmenligi, simif 6gretmenligi vb.) matematik derslerini de vermektedirler. Bu nedenle,
bu kategorideki cevaplar, matematik Ogretmenligini ilkogretim-ortadgretim olarak
ayiranlar ve matematik egitimi disindaki diger boliimleri kastedenler olarak iki kisimda
incelenebilir. Ornegin, ilkdgretim matematik &gretmenligi boliimiinii 6rnek veren Dr.

Vektor gerekgesini su sekilde aciklamistir:

“Mesela ben L’ Hospital’in ispatint eskiden yapmiyordum. Ama ispati kafasinda
olugsun dedim ve bir ara yaptim. Ciinkii ortaégretime giriyordum. Ama sonra

’

ilkogretime girdim. Burada gerek yok dedim.’

Dr. Vektor, miilakatta bu agiklamasinin nedeni soruldugunda ilkogretim matematik
ogretmenlerinin bu ispatla edinecekleri bilgiyi derslerinde dgrencilerine 6gretim yaparken
kullanmayacaklarin1 gerekge olarak gostermistir. Dr. Vektor’iin bu agiklamasi digindaki
aciklamalarinda “diger boliimler” ibaresini biyoloji, kimya, bilgisayar 6gretmenligi, sinif

Ogretmenligi, fen bilgisi 6gretmenligi vb. boliimler i¢in kullandigi gorilmiistiir:

“Mesela fen bilgisi 6gretmenliginde matematige giriyorum. Orada diyelim
diferansiyelin ispati ya da ortalama deger teoreminin ispati karsima ¢ikti. Yan

branglarda ispat ¢ok fazla sey yapilmiyor. Hem akilda kalmiyor hem de birinci
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derecede onemli olmuyor. Daha ¢ok fen bilgisine tiirevin fiziksel uygulamalari...
Onlar daha ¢ok ilgilerini ¢ekiyor. Dolayisiyla ben Fen Bilgisi ve Fizik
ogretmenligine girdigim zaman Analizde onlarin ispatlari yerine bunlara agirlik
vermistim. Daha faydali oldu. Ispati unutuyor ogrenci. Ezberlemeye ¢aligiyor. Her

’

swifin seyi farkli amaci da farkli. Bundan dolayt bazen es gegiyorum.’

Diger ii¢ Ogretim elemanmin “diger boliimler” ibaresini matematik egitimi
digindaki béliimler igin kullandiklar1 goriilmiistiir. Ornegin, Dr. Topoloji lise matematik
O0gretmen adaylarina topoloji dersinde tiim ispatlart sundugunu ama diger boliimlerde
verdigi derslerde bu uygulamasinin ¢esitlendigini belirtmistir. Diger boliimlerde teoreme
yonelik uygulamalar yaparken 6grencinin o teoremin ispatinin mantigimi kullanmasi
gerekiyorsa yani problemi ¢ozmesine yardimei olacaksa ispatt yaptigini belirtmistir. Ayni
zamanda diger boliimlerde verdigi olasilik istatistik dersinde formel sekilde ispatlari

yapmasalar da ispatla ilgili agiklamalar yaptigini da eklemistir:

“Topolojide tiim teoremleri ispatlyyoruz. Zaten teorik tabanli bir ders. Gerek ben
gerekse siire¢ icinde yavas yavas ogrenciye dogru ama ispatlanmamis teori
kalmuyor. Birkag belki kabul vs. disinda peki bir sey birakmiyorum. Ama diger
boliimlerdeki uygulama gerekli olan diyelim ki rehberlik¢ilerde o teoremin
uygulamast onun igin 6nemlidir artik. Neden niginini anlatmam gerekiyorsa iste
hani o uygulamay: yaparken de o ispatin mantigini kullanacaksa o zaman ispati
gosterip problemlerinizi de bu ispat yoluyla ¢ozebilirsiniz seklinde gosteriyorum.
Ama sadece uygulama onun igin yeterliyse teoriyi verip uygulamasina gegiyoruz.
Olasilik istatistikte genelde ispatlamaya calisiyoruz. Yaziya dokmesek bile en
azindan sozlii olarak bunun nerden geldigini... Dis béliimlerde bu isi yapiyorsam
ve onlara sadece uygulamas yeterli olacaksa neden nigin detayina girmem ¢ok
gerekmiyorsa onu orada birakiyorum ama neden nigini o problemleri ¢ozmesine

’

yardimct olacaksa ispat mutlaka yaparim.’

Benzer sekilde 6grencinin okudugu boliim farkindan bahseden Dr. Soyut diger
boliimlerde ¢ok 6nemli oldugunu diisiindiigii ve ispatin1 bilmesi faydali olan teoremleri
ispatladigini sdylemistir. Dr. Soyut mithendislik fakiiltelerindeki 6grencilerin ihtiyaglarina

yonelik olarak ispat sundugunu da belirtmistir:

“Bu nerde ders anlattiginiza gore de degisebilir. Cok onemli gordiigiimiiz, bnun
ispatini da bilmesi konyu hatirlamast agisindan ¢ok faydali olur diye
diistindiigiimiiz seyleri o béliimlerde de yapiyoruz. Bazen de miihendislik

fakiiltesinde girdigim oldu. Orada bu tiir seyler anlatmistik. Programa gore ne
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istiyor bizden miihendislikte ¢ok da ispat istemiyorlar onlar kendi alanlarinda
kullanacaklar: matematik nedir ona hdkim olmak istiyorlar. Onlara daha ¢ok

kavramsal olarak ne oldugunu anlatiyoruz. Ispatlarina ¢ok deginmeyebiliyoruz.”

Dr. Tiirev ise matematik 6gretmenligi ve diger boliimleri ayirarak gerekgelerini
sOylemistir. Burada, Dr. Tiirev’in ispatlar bilmesi gerekenler ve gerekmeyenler seklinde

bir ayrim yaptig1 sOylenebilir:

“Eger ben ortaégretim matematik ogretmenliginde degil de bilgisayar
ogretmenliginde ya da kimya ogretmenliginde aymi dersi yiiriitiiyor olsaydim belki
ispatlardan bir derece taviz verebilirdim ama matematik 6gretmeni olacak kigilerin

’

o yollart bilmesi gerektigini diisiiniiyorum.’

Dr. Oklid, Dr. Kompleks, Dr. Soyut ve Dr. Vektér daha 6nce anlattiklari ispatlara
benzer ispatlar oldugunda bilgilerini pekistirmeleri veya oOgrenip Ogrenmediklerini
degerlendirmeleri acgisindan o ispatlar1 anlatmadiklarini ve Ogrencilere biraktiklarini
sOylemislerdir. Dr. Vektor ve Dr. Soyut haricinde diger katilimcilar ‘benzer ispat’ ifadesi
ile ne kastettiklerini yonelik bir 6rnek vermemislerdir. Dr. Soyut ve Dr. Vektor’iin
aciklamalarindan benzer adimlar igeren ispatlardan (6rn., 6zellik dogrulama ispatlar1) veya
benzer teorem ifadelerinden (6rn., ‘varsa tektir’) bahsettikleri sdylenebilir. Bir 6nceki
boliimde bahsedildigi gibi Dr. Soyut, benzer ispatlar1 6grencilere 6dev olarak biraktigini

belirtmistir. Dr. Vektor bu konudaki tercihini su sekilde agiklamistir:

“Ispatlar spesifik oldugu icin genelde birakmiyorum. Ama benzer bir ispat
yaptiysam mesela onu siz yapin diyebilirim. Mesela Fermat Teoremini ben
maksimum olmasinit kabul ederek yaparim minimum olmasin da siz benzer sekilde
yapabilirsiniz derim. Zaten ayni notasyonlari igleyecek. Bir tek maksimum olma
kosulu yerine minimum olma kosulu olacak. Yani benzer oldugu zaman pekigtirsin

>

diye birakabilirim.’
4.2.6.1.3. Ogretim elemanmin égrenciler hakkindaki goriislerinden kaynaklanan nedenler

Ispat1 yapip yapmama kararinin dgrencilerin akademik bilgilerine dayandirildig
yanitlar bu kategori altinda toplanmustir. Ogretim elemanlarindan besi ispati yapmama
kararlarinin 6grenciye bagli olarak degistigi yoniinde goriis beyan etmistir. Dr. Soyut bazi
ispatlarin altyap:r gerektirmesi ve &grencilerin heniiz gerekli altyapiya sahip olmamasi
nedeniyle o ispatlar1 vermedigini soylemistir. Bunun yani sira ¢ok ayrintili olan ispatlar1 da

formel bir anlatim yapmadan sadece agiklama yaparak gectigini de eklemistir:
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“Hepsini ispatlamiyoruz. Bazen oyle bir ifadedir ki belki ispatint yapabilmek igin
alt yapida bagka seyleri bilmeye gerek vardir. Orada belki ispat yapilamayabilir.
Ogrencinin anlayabilecegi, verilenler isteneler, hangi yontemleri kullanabiliyoruz
net bir sekilde ifade edebilecegimiz tiirden ispatlar: ana ¢atidaki ispatlari ozellikle
vermeye ¢alistyoruz. Cok ayrintili olanlart ifade edip gegebiliyoruz ya da odev

olarak birakabiliyoruz.”

Dr. Soyut’a benzer sekilde, Dr. Kompleks de &grencilerin kapasitesini astigini
diisiindiigli karmasik ispatlart anlatmadigini belirtmistir. Bununla birlikte mutlaka anlattigi

ispatlardan da bahsetmistir.

“Haywr hepsini ispatlamiyorum. Ispat ¢ok karisik ise 6grencinin boyunu asar diye
diigtiniiyorum. Cok kullanigh bir formiil veya sonug ¢ikiyorsa o teoremi ispatlarim.
Tabi égrencinin seviyesi onemli. OSrencinin seviyesi yiiksekse zaten mecburen
kendinizde ispatlart yapma geregi duyuyorsunuz. Ama simdi 6grencinin seviyesi
¢ok diisiikse anlatiyorsunuz zaten séyliiyorsunuz zaten onlarin dikkatleri dagiliyor
dinlemiyorlar da. Zaten bircok ogrencinin de ispat ashnda dikkatini
cekmeyebiliyor. Hemen ornegini ne zaman vereceksiniz. Uygulamasini ne zaman

yapacaksiniz tarzinda seyler gelebiliyor.”

Ogrencinin alt yapisin ispatlarin sunulmasinda énemli bir etken oldugunu
belirten bir bagka 6gretim elemani1 da Dr. Topoloji’dir. Dr. Topoloji hem matematik

Ogretmen adaylarinda hem de diger boliimlerde alt yap1 bilgisinin 6nemine deginmistir:

“Genel olarak konusacak olursak bir kere ogrencinin alt yap: bilgilerinin yeterli
olup olmamasina bakmak lazim yani alt yapr bilgisi yeterli degilse o teoremi
ispatlamast gereken alt teoremleri bilmiyorsa veya tammlari bilmiyorsa
notasyonlart bilmiyorsa zaten o teoremi ispatlamanmin bir anlami olmaz. Kendi
kendimize konusmak olur. Béliim onemli dedigim gibi matematikgilere genellikle
ispat yolu seklinde gidiyoruz. Ispat metotlarini biliyor olmasi lazim yani onu

bilmeden yine farkinda olmadan sadece yapilam gegirir.”

Dr. Soyut, Dr. Tiirev ve Dr. Vektor diger boliimlerde ispat sunmama tercihlerine
yonelik agiklama yaparken o bdliimlerdeki Ogrencilerin matematik altyapilarinin
durumun o béliimlerde ispatlarm yapilmasini etkiledigini de eklemislerdir. Ornegin, Dr.

Vektor:
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“Fen bilgisi, sinif, bilgisayar ogretmenliklerinin de analiz derslerine girdim. Simdi
matematik 6gretmenliginde yaptigim ispati onlarda da yapiyorsam bazen verim
alimmiyor. Ya da tiirevin geometrik anlamimin fiziksel uygulamalarini da
matematik ogretmenliginde islersem olmaz. Burada tabi ben sinif olarak bakarim.
Swnifin seviyesine bakarim. Suifi iyi tammaya bakarim. Eger ispata yatkinlarsa
ben de biraz zorlarim. Ispatlarin dozunu arttiririm. (vani verebilecegim her ispati
veririm) Ama anlama diizeyleri ¢ok iyi degilse mesela yaz okulunda karsilastigimiz
gibiyse onlara ispat yapmam. Cok faydali olacagimi diisiinmiiyorum. Ciinkii
dersten verim alinmaz. Bu dersi en iyi nasil verirsem verimli olur diye en azindan
temelini nasil veririm ona bakarim.”

Arastirmaci: “Verimlilik ifadesinden kastiniz nedir?”

Dr. Vektor: “Ogrencinin 6grenmesidir. Ben Ogrenci basarisim verim olarak
gormem. Yani ogrencinin ne kadar anladigi ve ona ne kadar katki yaptigina
bakarim.”

Arastirmaci:  “Yani anlamasimin  uygulamalarla daha miimkiin - oldugunu
diistiniiyorsunuz?”

Dr. Vektor: “Kesinlikle. Uygulamalarla pekismesi gerekiyor. Teorik ne kadar

anlatsan uygulama az oldugunda bu sefer 6grencinin kafasinda pekismiyor.”
4.2.6.1.4. Diger nedenler

Diger kategoriler altinda degerlendirilemeyen aciklamalar bu kategori altinda ele
alinmustir. Ornegin, Dr. Kompleks ders saatlerinin/siirelerinin tiim ispatlar1 anlatmalarina
imkan vermedigini zaman yetistirebilmek icin bazi ispatlart sunmadigini belirtmistir. Dr.

Vektor bazi ispatlarin diger derslerde anlatildigini bildigi i¢in sunmadigini belirtmistir:

“Mesela eskiden genel matematige girerken bir fonksiyonun tersi varsa tektir
teoremini ispatint yapardim ama sonra soyut matematikte de yapildigini gordiim o

>

yiizden artik gerek yok dedim.’

Dr. Uzay ispati anlatmama karar1 verirken ilgili teoremin daha &nce sundugu

teoremlerle ispatlanip ispatlanmadigina baktigini belirtmistir:

“Ben baslangictakileri kendim yaparim. Ama arada bazi teoremler bir éncekilerle
ispatlanabiliyorsa onlari égrencilere birakiyorum genellikle. Dogal olarak bir

ispati yapip yapmayacagima bu sekilde karar veriyorum.”

Dr. Oklid ise dgrencilerin ispata kolay ulagabilir olmasina gore karar verdigini

belirtmistir:
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“Menelous teoremini vermedim mesela. Cok siklikla kullanilan kitaplarda
rahatlikla bulunabilecek ya da kendilerinin daha kolay ispatlayabilecekleri, etrafta
¢ok bulunan teoremlerin ispatlari iizerinde ¢cok durmadim. Nasil olsa yapamasalar

da kaynak olarak ¢ok rahatlikla ulasabilecekleri ispatlar.”

4.2.6.2. Ogretim elemanlarinin ispat sunmama durumlarina yonelik gozlem ve ikinci

miilakat sonuclart

Tablo 19 gbézlem yapilan derslerde ispati formel olarak sunulmayan teorem ya da
Oonerme ifadelerinin sayisim1 igermektedir. Buna gore bu calismadaki tiim Ogretim
elemanlarinin derslerinde baz1 ispatlar1 sunmayi1 erteledikleri ya da formel olarak
sunmamayi tercih ettikleri gézlenmistir. Bu boliimdeki analizler ise 6gretim elemanlarinin
bu tercihlerini 6grencilerine nasil agikladiklarimi incelemeyi amaglamaktadir. Tablo 21
Ogretim elemanlariin gézlem yapilan dersleri boyunca bu tercihlerini 6grencilerine nasil

acikladiklaria yonelik kategorileri ve bu ifadeyi ka¢ kez tekrarladiklarini gostermektedir.

Tablo 21

Derste ispatin  sunulmadigr durumlarda o6gretim elemanlarimin  yaptiklar

aciklamalar

Kategoriler Alt kategoriler Ogretim Eleman Siklik

“Bu ispat size ddev...” “...kendiniz ispatlamaya calisin” Dr. Uzay 1

Dr. Tiirev 2

Dr. Topoloji 4

Dr. Soyut 6

Dr. Vektor 1

“...kitaptan arastirip bulup Dr. Kompleks 1

okuyun/inceleyin” Dr. Soyut 2

“Bu ispat1 size birakiyorum ~ “...kolay” Dr. Oklid 4

¢linki...” “...ben benzerini yaptim bunu da Dr. Oklid 3

siz yapabilirsiniz” Dr. Uzay 2

“... zaman kisitli” Dr. Topoloji 1

Diger agiklamalar “Ispat sevimli degil” Dr. Kompleks 1

“Ispat1 sonra yapacagim” Dr. Topoloji 2

Aciklama yok Dr. Kompleks 2

Dr. Soyut 3
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Teoremin ispatinin 6dev olarak verildiginin soylenmesi ve ispatin kolay olmasi
nedeniyle Ogrencilere birakilmasi gibi nedenler 6gretim elemanlarinin derste ispati
yapmamalarinin nedenlerini 6grencilere agiklarken kullandiklari temel argiimanlar olarak
on plana ¢ikmistir. Bu baglamda asagida bazi derslerden bu argiimanlara 6rnek olabilecek
kesitler ve bu kesitlerle ilgili &gretim elemanlarmin ikinci miilakattaki yorumlar

sunulmustur.
4.2.6.2.1. Ispatin édev olarak verilmesi

Derste teorem ya da onerme olarak verilen ifadelerin ispatinin 6dev olarak
verildiginin sdylendigi durumlar ispati sunmama tercihinin ag¢iklanmasinda en sik
karsilasilan gerekgeler olmustur. Bu kategorideki aciklamalar da kendi icinde alt
kategorilere ayrilmaktadir. Ogretim elemanlar1 bazi ifadelerin ispatinin yapilmasini

isterken bazilariin ise sadece incelenmesini istediklerini belirtmislerdir.

Dr. Tirev, tirev kurallarini ispatladiklart bir dersin sonunda, kalan iki kuralin
ispatin1  6dev olarak verdigini sOylemistir. Hatta bu iki kuralin diger kurallarla

aciklanabilecegini o yiizden ispatlamaya bile gerek olmadigini su sekilde belirtmistir:

“Son iki 6zelligi de yazacagim onlarin da ispati odev. Boliimiin tiirevini aslinda
ispatlamaya bile gerek yok neden? Béliim ne demektir zaten. f(x) ¢arpt bir bolii
g(x) fonksiyonu. Aslhinda ispati otomatikman ¢ikiyor. Digerinde de aslinda ispatim
yapmaya gerek yok ama verecegim. 1 bolii f(x) mesela. Onu niye vermeye gerek
yok?(...) Bunun ispati édeviniz. Bunlarin ikisini de tiirev tammindan ispatlarin
istiyorum. Bu iki ispati defterinizde gorecegim. Persembe giinii kontrol edecegim

ona gore.”

Dr. Tiirev, verdigi bu 6devi bir sonraki derste 6grencileri tahtaya kaldirarak onlara
yaptirmistir. Ikinci miilakatta bu uygulamasinin gerekcesi soruldugunda su aciklamayi

yapmuistir:

“Tiirev formiilleri artik tabi soyle ¢ok fazla yaptigimiz igin bir siire sonra
ogrenciler biliyorlar zaten tiirev tammundan hareketle gidiyorlar dolayisiyla
bazilarimi édev vermisimdir. Biraz da evde ugrassinlar diye. Béliimiin ve tersinin
tiirevi. Clinkii ¢carpimi yaptigim igin onlar da ¢arpim mantigindan da ¢ikabiliyor.
Onlart da yapabilir diye . Ama mesela bazen sunu da yapryorum mesela ortalama
deger teoremi nedir ne degildir arastirin gelin diyebiliyorum derse. Genelde zaten
bu tiir arastirma verdiginiz zaman 6grenciler yine yapamadan geliyor. Ciinkii

yapug sey kitaptakini dogrudan yazmak oluyor ve hichbir sey anlamiyorlar. Dersin
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basinda onu ele alryorum diyorum ki iste ne demek istiyor nasil yaptiniz falan...
Hichiri anlatamiyor. Bu seyden kaynaklaniyor hani ogrenci de odev deyince
dogrudan yazip getirme olarak anliyor. Sinifta sonra yaptigimizda anliyor ispati.
Ashinda yazilanlari aciklayict bir hale getiriyoruz. Biraz daha gorsellestiriyoruz o
zaman anliyor. Dolayisiyla ispati odev verdiginizde oncesinde genellikle ¢ocuk
kitaptan yazip getiriyor. Ama sinifta yaptiginiz bir seyin devami niteliginde bir
ispatta ugragiyorlar. Biraz da sey bakiyorum ben hani kolaywna kagiyor ¢ocuk
ctinkii burada sinifta yaptigi var. Ve ona benzetmeye ¢calistigi icin aslinda daha az
diigiinmesini gerektiriyor. Ama onceden onu arastirmasi demek anlayip yazmasi ya

’

da sunmasi demek ondan kagiyorlar genelde.’

Bu agiklamasiyla Dr. Tiirev’in hangi tiirde ispatlar1 6dev vermeyi tercih ettigini de
acikladigr sdylenebilir. Dr. Uzay lineer donisiim ile ilgili bir dizi teorem (verilen bir
doniisiimiin lineer doniisiim olup olmamasiyla ilgili) ispatladiktan sonra bu teoremlere
benzer bir teorem yazmistir. Teorem ve ispatla ilgili baz1 agiklamalar yaptiktan sonra
Ogrencilere bu teoremin nasil ispatlanabilecegini sormustur. Ardindan ispati 6dev olarak
verdigini sdylemistir. Bu ispat1 6dev vermesine gerekge olarak da 6devi verirken “g¢iinkii
gosterdigim her sey var” demistir. Yani ispat icin gereken bilgileri onlara O0gretmis
olmasini, ispat1 onlara 6dev olarak vermesine gerekce olarak gordiigii sdylenebilir. Bu

uygulamasinin soruldugu ikinci miilakatta da Dr. Uzay dersteki yorumunu tekrarlamistir.

Ogrencilere verdigi ddevleri onlarla ders disinda gruplar halinde ¢alisarak kontrol
eden ve onlara doniitler veren Dr. Topoloji, derste bir ispat1 6dev olarak verdigini sdyleyip

su aciklamay1 yapmstir:

“rtopolojik yapisi i¢in aksiyomlar varken acaba K ailesi i¢in de benzer aksiyomlar
soyleyebilir miyiz? Teorem size bunu soyliiyor (¢calisma kagidinda teoremi okur ve
agiklar) simdi o zaman buna biraz kafa yorun. De morgan kurallarina geri doniip
bakin. Benim verdigim problemlerde zaten kullanmaniz gerekiyordu. Bunu kendi
kendinize bir sonraki derse kadar ispatlamaya ¢alisin. Notasyonel olarak yazarak.
Ctinkii hayalden bir seyler oldugunu séyliiyorsunuz ama ifade etmede sikintiniz
var. Onlari da yavas yavas giderelim. Hem kendiniz yazin bir de birlikte yazalim

karsilastiralim.”

Aslinda burada Dr. Topoloji derste “6dev” ifadesini kullanmamugtir. Fakat ilk
derste, dersin isleyisi ve 6gretimiyle ilgili planlarini anlatirken bu ifadelerin 6dev anlamina
geldigini belirtmistir. Ek olarak, yapilan ikinci miilakatta bu ispat1 6dev olarak verdigini

fakat 6grencilerin kendisine gelip gostermeleri gereken 6devlerden olmadigini sdylemistir:
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“Bunu ders sonunda vermistim. Ciinkii ispati biraz uzunca ve salim kafa
gerektiriyor. Topolojik yapr olma aksiyomlarimi zaten o zamana kadar bol
miktarda  kullaniyoruz.  Benzer mantigi  kapalilar icin  oOtelemelerini,
genisletmelerini istiyorum. Dolayisiyla hem zaman kalmadi hem salim kafayla
yapalim, biraz da kendileri oncelikle diisiinsiinler diye bir sonraki derse kadar
bunun icin siire verdik. Bir sonraki dersin basinda da birlikte yaptik. Ama bir
onceki odev tiiriinden degil. Ciinkii bir sonraki derse tamamlanacak olan ddevler
var onlar sadece diisiiniin diye biraktiklarim. Bir de haftalik olanlar var, yani yine

gelip bana yaptiklarini gosterip bir sonraki hafta derste yaptigimiz édevier var.”

Dr. Topoloji bu 6rnek haricinde ii¢ teoremin ispatini1 daha 6grencilere 6dev olarak
birakmustir. Ikinci miilakatta da bu odevlerin haftalik &dev tiiriinden oldugunu teyit
etmistir. Daha sonraki derslerde de bu ddevleri derste ¢ozdiigii gdzlemlenmistir. Ikini

miilakatta bu uygulamasini tekrar ayrontili olarak anlatmistir:

“Her ¢alisma yapraginin sonunda 2-3 er tane o ¢alisma yaprag ile ilgili sorular
birakiyyorum. Onlar da ya ispat ya da uygulama seklinde. Her biri icin de birer
hafta siire veriyorum. Once kendileri alt yapilar: oldugu icin ugrassinlar ondan
sonraki hafta gruplar halinde bana getirip ¢oziimlerini yazili ve sozlii olarak
gostermelerini istiyorum. Yani hem matematik notasyonlarla ilgili kullandiklar
varsa yanliglart birebir giderebilmek hem de yaptiklar: seyi aslinda kitaplarda
bulamayacaklar: seyler degil ama orada bakarak veya kendileri olusturduklar
teorem ispatini mantik silsilesinde yani ispat gereginde yaptilar mi yapmadilar mi
veya varsa nerede eksik birebir giderebilmek amacli. Sonra da 1-1,5 hafta sonra
derste onlarin hepsini birlikte ¢oziiyoruz. Hatta miimkiinse onlart kaldirip tekrar

yaptiklarint anlattirryorum.”

Bir grubun alt grup olmasi igin gerek yeter iki sart1 igeren teoremi ve ispati derste
sunan Dr. Soyut ise bu islemi tek asamada yapmay1 saglayan teoremin ispatinin ilkine
benzer oldugunu belirterek bu ispati édev olarak verdigini sdylemistir. Dr. Vektor ise
integral uygulamalari ¢ozerken verdigi bir kardioidin uzunlugunun bulunmasini istemistir
ve 6grencilere bu soruda kullanacaklar1 formiili yazmistir. Yazdigi formiiliin ¢ikariligsinin
ispatini1 d6dev olarak verdigini belirtmistir. Ancak neden 6dev olarak verdigine yonelik bir
aciklamada bulunmamustir. Ispata yonelik ipucu vererek konuya devam etmistir. Bu
uygulamasi haricinde izlenen dersleri (Analiz ve Analitik Geometri) boyunca verdigi tim

teoremleri ispatladig1 goriilen Dr. Vektor miilakatta bu durumu su sekilde yorumlamustir:
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“Mesela nedir...onlarin yerine kutupsal koordinatlar cinsinden yerlerine yazip
Sformiilii tiiretiyorsun. O yiizden bunu ogrencinin kendisinin yapmast lazim. Mesela
ortalama deger teoreminin ispatint istemem. Kendim yaparim. Ama bir bilgi
kullanilarak yapilan ispatlarda 6grenci biraz ugrassin isterim. Cuinkii kendisi
yapamziyor mu, yapar. Daha once kullandiklarint uygulayarak yapilan ispatlar hep
demisimdir ki evde bir bakin. Odev veriyorum da uygulamaya yonelik 6dev
veriyorum. Maksimum olmasini veriyorum minimum olmasini onlara birakiyorum.
Zaten baka baka gitse kendisi ¢ikarir. Ama onun haricinde birakmiyorum.

Arastirma yok égrencilerde ya o yiizden.”

Boliim 4.2.6.1.1°de bahsedildigi gibi ilk miilakatta yalnizca iki 6gretim iiyesi ispat
yapmaya yonelik 6devler verdigini belirtmistir. Bununla birlikte ders gézlemlerinde beg

Ogretim liyesinin 0grencilere ispat yapma ddevleri verdigi goriilmiistiir.

Ispatin 6dev olarak verilmesine ikinci Ornek ise istenen ispatlarin ders
kitaplarindan bulunup incelenmesidir. Dr. Kompleks, bir uygulamada kullanacaklar1 bilgi
icin bir teoremi ispatsiz olarak verecegini ve ispatini incelemeleri i¢in de 6grencileri bir
kitaba yonlendirecegini belirtmistir. Teoremi yazdiktan sonra da altina kitabin adin1 ve

yazarini yazmistir.

“Ispatsiz olarak size bir teorem verecegim. Ispati igin sizi bir kaynaga

yonlendirecegim. Oradan alirsiniz zaten her yerde var.”

Ogrencilerden kitaptan ispat incelemesi yapmasim isteyen bir diger dgretim
elemani olan Dr. Soyut ise derste agikladigr iki teoremin ispatini bulup incelemelerini
istedigini belirtmistir. Bu baglamda, ogretim elemanlarinin mesleki deneyimleri
sonucunda, hangi ispatlar1 6grencilerin yapabilecegini ve hangilerini yapamayacaklarini
bilmelerinin, bazen d6grencilerden ispati yapmalarini bazen de ispati kitaptan incelemelerini

isteme tercihlerinde 6nemli rol oynadigi sdylenebilir.
4.2.6.2.2. Ispatin ogrencilere (Gdev sarti olmaksizin) birakilmast

Bu kategoride ispatlarin olusturulmasi &devlerde oldugu gibi 6grencilere

2

birakilmakla birlikte agiklamalarda “6dev” ibaresi kullanilmadigindan ayr1 bir kategori
olarak kabul edilmistir. Ogretim elemanlar1 teoremi/énermeyi sunduktan veya agikladiktan
sonra ispatt &grencilere biraktigini belirtmigler ve bu durum igin gesitli gerekgeler

sunmuslardir.

Ik miilakat analizinde belirtildigi gibi, Dr. Oklid geometri dersinde baz ispatlarda

Ogrencilerden ispatin yapilisi ile ilgili fikirlerini aldiktan veya ispatla ilgili kisa bir agiklama
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yaptiktan sonra 6grendikleriyle bu ispati yapmanin onlar i¢in kolay oldugunu belirterek
yapilisint 6grencilere biraktigim agiklamustir. Ispati dgrencilere biraktigi durumlarda
cogunlukla benzer aciklamayi1 yaptigi da sdylenebilir. Ayrica o ispatlarin kitaplarda mevcut

oldugunu belirtmistir.

Dr. Uzay bazi doniisiimler vererek bu doniisiimlerin i¢ carpim olup olmadigim
gosterilmesine yonelik ispatlamalar yaptiktan sonra matrislerde verdigi bir i¢ ¢arpimin
gosterilmesini Ogrencilere biraktigini ve bu ispatin benzerlerini yaptigini belirtmistir.
Uygulamalariyla ilgili agiklamalar yaptigi ikinci miilakatta bu durumu bir 6nceki
boliimdeki ifadesine (“¢iinkii gosterdigim her sey var”) paralel olacak sekilde soyle

acgiklamustir:

“Yani bu ispatla ilgili seyleri ben daha oncesinde ¢ok yaptim. Onlara da ornek
olsun diye birkag tane ozellikle ¢ok sik kullanilan érnekleri birakiyorum. Ciinkii
gosterdigim her sey var, yani ipuglart vererek onlara birakiyorum ki kendi
gelisimlerini tamamlasinlar. Her tirlii ipucunu veriyorum zaten ben onlara.
Osrencilerin bunu gerceklestirebilecek seviyeye geldiklerine inaniyorsam onlara
birakiyyorum ki bu inancin bende olugmasi lazim. Yani yeterince ornegin onda

’

olusmast lazim. O zaman karar veriyorum.’

Ayni sekilde, Dr. Oklid de ispatin1 sunmadig1 7 teoremden iciinde, benzer ispatlar
yaptigii ve bu sebeple ispati 6grencilere biraktigini sdylemistir. Ornegin “Paralel
dogrularda kesenin olusturdugu i¢ ters agilar estir” teoreminin ispatindan sonra “Paralel
dogrularda kesenin olusturdugu dis ters agilar estir” teoreminin ispat1 da benzer sekilde

yapilir diye o ispat1 6grencilere biraktigini belirtmistir.

Dr. Topoloji ise zamanin kisith oldugunu ve gerekli agiklamalari yaptigini

belirterek ispat1 6grencilere biraktigini sdylemistir:

“Simdi tammda genigletilmis reel sayilar kiimesini goriiyoruz. Bunlarin iizerinde
de topolojik yapiular tabi ki olusturulabilir. Ama zaman agisindan bunlarin
incelenmesini size birakiyyorum. Aciklamasint altta genig bir sekilde size verdim.

Simdilik bunlari gegelim. Siz yapmaya ¢alisin”
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4.2.6.2.3. Diger agiklamalar

Dr. Kompleks Analiz III dersinde Lagrange ¢arpanlar1 yonteminden bahsederken
Ogrencilerden birini tahtaya cagirmistir. Bazi teoremler yazacaklarini ama ispatlarini

vermeyecegini ¢linki ispatin sevimli olmadigini sdylemistir.

“Simdi biri gelsin ispatsiz bazi bagintilar yazacagiz. Esas biz bu bagintilarin
uygulamalarint yapacagiz. Lagrange ¢arpanlart yontemi diye bir yontemimiz var.

Yontemi agiklyyoruz ispat vermiyoruz. Sevimli bir ispatimiz yok.”

Bu aciklamasi ile ne kastettigi miilakatta soruldugunda ise bu ispatin 6grencilere
karmagik gelebilecegini diislindiigiinii belirtmistir. Bu aciklama Hersh (1993) de bahsi

gegen ‘stkici/mesakkatli ispatlar (tedious proofs)’ ifadesine paralel olarak diisiiniilebilir.

Dr. Topoloji dersin sonuna dogru, bir teoremin ispatim1 daha sonra yapacagini

belirterek sunmamigtir. Bu duruma sebep olarak zamanin yetmemesi oldugunu sdylemistir.

“Bitirme porjeleri i¢in anket yapmak isteyen 6grencilerimiz var onlara yardimci
olabilirseniz sevinirim. Onlar gelene kadar suradaki ifadeden ne anliyoruz dnce

onu ¢ikaralim ispatini daha sonra yapariz.”

Bu ispat1 6grencilere birakmamig olmasi ve daha sonra yapacagini sdylemis olmasi
nedeniyle farkli kabul edilmis ve ayr1 kategori altinda degerlendirilmistir. Benzer sekilde
daha sonra yapacagini belirttigi bir bagka teorem ise “Kapali kiimelerden olusan bir ailenin
herhangi bir birlesiminin kapali kiime olmayabilecegini gosteriniz” ifadesidir. Burada
ogrencilere “Bu ispati simdi yapmayacagiz bu soruyu yamitlayabilecek bir ornek daha

sonra karsimiza gelecek ”demistir. Tkinci miilakatta bu durumu su sekilde agiklamistir:

“Buradaki alt yapr bilgileri ve tamdiklart topolojik yapiar heniiz bu soruyu
¢ozmeye yeterli olmadigi icin ben demistim ki bunu bir sonraki ¢alisma kagidinda
bir kistm topolojileri gordiikten sonra geriye donecegiz ondan sonra ¢ézecegiz

demistim.”
4.2.6.2.4. Aciklama yok

Dr. Kompleks, Analiz I1I dersinde teoremi yazmadan Once baglig1 yazarken ispati
yapmayacagini soylemis ancak bu kararinin nedeniyle ilgili dgrencilere bir agiklama

yapmamistir:

“Cauchy integral formiiliinii ispatsiz vereyim size. Teorem olarak vereyim ispatini

’

yapmayayim. Bakin su haldeki durumlar i¢cin Cauchy sunu yapwn diyor...’
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Teoremi yazdiktan sonra, Dr. Kompleks “simdi problemi bu formiille ¢ézecegiz”
demis ve problemi ¢O6zmiistiir. Bu aciklamaya bakarak onun, Ogrencilerin teoremi
bilmesinin yeterli oldugunu diisiindiigii ve teoremin uygulamasin1 daha 6énemli buldugu
sOylenebilir. Benzer sekilde, Cauchy Tiirev formiiliine yonelik verdigi teoremin ardindan
ispattan hi¢ sdz etmeyen Dr. Kompleks teoremin sonucunun onemli olduguna vurgu
yapmugtir. Teoremle ilgili agiklama yaptiktan sonra ispattan hi¢ s6z etmeden Sonug olarak
suna bakin. Vermis oldugum su sonu¢ ¢cok onemli (tahtaya bahsettigi sonucu yazar). Simdi

bunun bir uygulamasini yapalim.” diyerek uygulamaya gegmistir.

Uygulamalariyla ilgili aciklamalar yaptig1 ikinci miilakatta ise yukaridaki bu iki

durumu su sekilde agiklamstir:

“Kompleks Analiz dersinin siiresi kisaltildigi icin vermedim. Gegmis yillarda
Cauchy tiirev formiiliiniin ispatini verirdim. Bu Kompleks Analizin temel
formiillerinden. Ama zaman yani 5 saatlik dersi 3 saate indirmisler. Iki donemi teke
indirmisler. Ayrica Egitim  Fakiiltesinde egitim-ogretim  ydntemlerine
yoneldigimizden ispata girmeyebiliyoruz. Hem de bu teoremin uygulamasi ve

sonucu daha onemli.”

Yani Dr. Kompleks’in hem zaman kisitlamasi1 nedeniyle hem de egitim fakiiltesinin

gerektirdiklerini goz onilinde bulundurarak bu iki ispati sunmadig1 s6ylenebilir.

Dr. Soyut bir dersin sonuna dogru vermis oldugu bir teorem ile ilgili agiklamalar
yaptiktan, Ogrencilerle tartistiktan ve onlara teoremle ilgili ornekler verdikten sonra
ispattan hi¢ bahsetmeden dersi bitirdigini belirtmis ve bir sonraki derste de ispatini
sunmamustir. Benzer tercihler, iki teoremi ‘not’ veya ‘sonug¢’ bashgi altinda verdigi

durumlarda da gdzlenmistir. ikinci miilakatta bu durumu su sekilde agiklamistir:

“Soyut Cebir dersinde bir¢ok sey (ifade, ornek vb.) ispata muhta¢ ama bu sekilde
hep teorem ispat olarak verdigimizde égrenci bogulabiliyor. Ben de dgrenciyi
yormamak adina ve ilgili ifadenin ispatina ihtiyaci da yoksa yani direk o ifadeden

yararlanacaksa ispatini vermeden onu not olarak veriyorum.”

Ozetle, 6gretim elemanlarinin 6grencilerle ilgili goriislerinden (6grencilerin bilgi
alt yapis1 vb.), dgrencilerin bilgisini 6lgme amaglarindan (6dev vb.), 6grencilerin ispati
bilip bilmemelerinin faydasindan, zaman kisitindan, ispatin ulasilabilirliginden vb.
nedenlerle ispat1 sunmamay1 uygun bulduklari sdylenebilir. Derste ispati sunmamayi tercih
ettikleri bazi durumlarda bu nedenleri de igeren agiklama yaptiklar1 ama bazi durumlarda

da hi¢ agiklama yapmadiklar gézlemlenmistir.
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4.3. Uciincii Alt Probleme iliskin Bulgular (Ogrenciye bakis)

Ogretim elemanlarmin ispat baglaminda grenciye yonelik goriisleri {igiincii alt
problemi olusturmaktadir. Bu alt problem ile ispat anlatim esnasinda 6grenci katilimina ve
ispatin 6grenci tarafindan anlasilmasina, 6grencilerin ispat okumalarina, yapmalarina, ve
ispatlamada yasadiklar1 giicliiklere iliskin diisiinceleri ve uygulamalarinin anlasilmasi

amaclanmistir. Bu alt problemin incelenmesi, ilk miilakatta sorulan;
“Sizce dgrencilerin ispati anlamast demek ne demektir?”,
“Bir 6grencinin yaptiginiz bir ispati anlayip anlamadigim nasil anlarsiniz?”

“Ogrencilerin ispati anlamalarina yardimci olmak icin neler yaptiginizi

belirtiniz.”,

“Ogrencilerinizin ispatlamada yasadigini  diisiindiigiiniiz ~ giicliikler ve bu

giicliiklerin nedenleri nelerdir?” ve “Bu giicliiklerin giderilmesi i¢in ne onerirsiniz?”
“Ogrencilerden yayimlanmus ispatlari incelemelerini istemeli miyiz? Neden?”’

“Ispat yaparken égrencilerinizin derse katilimini beklemek gerekir mi? Katilim

bekliyorsaniz bunun igin neler yaparsiniz?,
“Ogrencilerden ispat yapmalarini istemeli miyiz? Neden?”

Sorularina verilen yanitlarin ve ders video gézlemlerinin analizi ile yapilmistir. Bu

sorular basliklar halinde asagida ele alinmistir.

.3.1. “Sizce o68rencilerin ispati anlamasi demek ne demektir?” sorusuna iliskin
4.3.1. “S 1 t1 anl d k ne d ktir?” lisk

bulgular

Sunulan bir ispati anlamanin 6gretim elemanlarimin bakis acisiyla ne demek
oldugunu 6grenmek amaciyla 6gretim elemanlarina miilakatta bu soru yoneltilmistir. Tablo
22 dgretim elemanlarinin bu soruya vermis olduklari yanitlar1 ve bu yanitlar1 6nem sirasina

gore nasil siraladiklarin gostermektedir.
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Tablo 22

Bir 6grencinin ispati anlamasinin gostergelerinin neler olduguna yonelik goriisler

Ogrencinin ispat1 anladigim gosteren eylemler

Dr. Kompleks
Dr. Vektor
Dr. Tiirev
Dr. OKlid

Dr. Topoloji

Ispati anlatabilmesi
Diger bilgileriyle o ispat arasinda iliski kurabilmesi
Benzer bir teoremi ispatlayabilmesi

Ayni teoremi farkli yollarla ispatlayabilmesi

Ispattaki kavramlara ve notasyonlara hakim ve verilen

isteneni olusturabilmesi

(Bazi ispatlarda) saskinlik ve hayranlik hissetmesi

Tablo 22’de (*) isareti ogretim elemanlarindan hangilerinin ilk miilakatta bu
kategorideki goriisleri ifade ettigini gdstermektedir. Numaralar ise 3. miilakatta (se¢gme-
siralama formunda) 6gretim elemanlarinin bu goriislerden hangilerini sectiklerini ve bu
goriisleri kendilerince hangi sirada oncelikli gordiiklerini gostermektedir. Renklendirme,
gorsellik agisindan numaralara gore yapilmistir. Ornegin, dort 6gretim elemani (Dr.
Kompleks, Dr. Tiirev, Dr. Topoloji ve Dr. Uzay), Ogrencinin sunulan ispati
anlatabilmesinin onun ispati anladigin1 gosterdigini ilk miilakatta dile getirmislerdir. 3.
miilakatta ise bu goriis Dr. Uzay ve Dr. Soyut tarafindan birinci sirada, Dr. Oklid tarafindan
ikinci sirada, Dr. Tiirev, Dr. Kompleks ve Dr. Topoloji tarafindan ii¢iincii sirada tercih

edilmistir.

Dr. Kompleks 6grencinin sunulan ispati 6zetleyerek tekrar anlatmasinin onun

anladigin1 gosterdigini belirtmistir:

“Hadi bakalim sunu bir kisaca ozetle bakalim nasil basladik, nasil geldik diye

sorarim. Anladiysa ve anladigini ifade ettiyse tamam.”
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Dr. Uzay da 6grencinin hem ispati anlatmast hem de ispata yonelik ornekler

vermesi gerektigini de eklemistir:

“Ogrencinin ispati anlamasi demek bu ispati hangi yontemle neden yaptigimizi
anlatabilmesi ve bu ispati yaptiktan sonra buna (teoreme) uygun dogru ornek ve

karsi 6rnek verebilmesidir.”

Dr. Tiirev bir 6grencinin bagkalarma 6grendigi ispati anlatabilmesinin o ispati
anladigin1 gosterecegini belirtmis ve ispati bagka bilgilerle iliskilendirebilmesinin de

anlamanin gostergesi olabilecegini eklemistir:

“Ispati anlamas: onu baskalarina anlatabilmesidir. Anlamadigin bir seyi
anlatamazsin zaten. Anladigini géstermenin en giizel yolu anlatmak ki bunlar da
ogretmen olacaklart igin bu yoniin onemli oldugunu diigiiniiyorum. Aymi zamanda
anlayan bir égrenci onlar arasindaki iliskiyi kurabilir. Tabi ki sunu da goriiyoruz
derslerde ispati dogrudan yine de ezberleyen dgrenciler var. Yani siz sinif iginde
ne yaparsaniz yapin onlart ezberlemeye ¢alisanlar var. Ama ezberleyen 6grenci

zaten o ispati uygulayamaz. Ve farkli seylerle iliskilendiremez.”

3. miilakat (segme-siralama formu) sonuglarina gore, 6grencinin diger bilgileriyle
ispat arasinda iligki kurabilmesinin ispat1 anladig1 anlamina geldigi goriigiine tiim 6gretim
elemanlarinin katildig: sdylenebilir. Bu goriisii Dr. Kompleks birinci sirada tercih ederken
Dr. Tiirev ve Dr. Topoloji ikinci sirada, Dr. Vektér, Dr. Uzay, Dr. Soyut ve Dr. Oklid
ticlincii sirada tercih etmislerdir. Benzer sekilde Dr. Topoloji de 6grencinin hem ispati
kendi ciimleleriyle anlatabilmesi hem de benzer teoremleri ispatlayabilmesinin o ispati

anladigin1 gosterecegini belirtmistir:

“Bir ogrenciye baktigimda zaten gozlerindeki soru isaretlerinden anlagiliyor kimin
neyi anlayp anlamadigi ama bunun yani sira bunu kendi diliyle ifade edebiliyorsa
bu énemli. Kosullari, yani oradan motomod yazim sekliyle okumak degil de kendi
diliyle anlatabiliyorsa bu onemli kogullart anladi ve iizerine ne yapidigini
anlatabildiyse hangi yontemi kullandigimizi soyleyebildiyse anlamistir. Benzeri
teoremleri acaba benzeri yolla fark edip ispatlayabiliyor mu diye bakiyoruz mesela
birbirine ¢ok benzer birka¢ teorem varsa birisinde yaptigimiz ispati anladik

demesine ragmen digerinde yapamiyorsa bunu orada bir sikinti var demektir.”

Dr. Oklid, dnceki béliimlerde de yer verildigi gibi hem miilakatta hem de ders
gozlemlerinde gozlenmistir ki 6ncelikle 6grencilerin ispat1 yapmaya ¢alismasini istemekte

ve onlar1 beklemektedir. Bu soruya da buna paralel bir cevap veren Dr. Oklid, ayni
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zamanda sunulan ispatin benzerini yapmasimnin veya ayni teoremi farkli yolla

ispatlamasinin 6grencinin anladigini gésterecegini de belirtmistir:

“Kendileri yaptiklari zaman anladiklarinin kanitidir diye diisiiniiyorum. Ispati
anlamast o ispatin benzerini kendisinin yapmasi ya da ispati farkli bir yolla

’

olusturabilmesidir.’

Burada Dr. Oklid’in ispatin benzerini yapabilmesi goriisii, Dr. Topoloji’de oldugu
gibi benzer bir teoremi ispatlayabilmesi kategorisinde ele alinmistir. “Ogrencinin ispat:
anlamas1 demek benzer bir teoremi ispatlayabilmesi demektir” goriisii Dr.Oklid, Dr. Vektor
ve Dr. Topoloji tarafindan birinci sirada, Dr. Kompleks tarafindan ikinci sirada, Dr. Soyut
tarafindan iiclincii sirada, Dr. Tiirev ve Dr. Uzay tarafindan ise dordiincii sirada tercih
edilmistir. “Ayni teoremi farkli yollarla ispatlayabilmenin 6grencinin sunulan ispati
anladigim” gosterecegi goriisii ise yine Dr. Oklid tarafindan birinci sirada, Dr. Vektor
tarafindan ikinci sirada, Dr. Tiirev ve Dr. Topoloji tarafindan ise dordiincii sirada tercih

edilmistir.

Ogrencinin anladigmi gosterdigi iddia edilen gostergelerden bir digeri ise
Ogrencinin ‘ispattaki kavramlara ve notasyonlara hakim olmasi ve verilen-isteneni
olusturabilmesidir. Dr. Soyut, bu goriisiinii soyut matematik dersinden de 6rnek vererek

agiklamustir:

“Ispati anlamas: demek bir defa bu ispat ve teorem ne ile ilgiliyse, teorem neyi
anlatiyor, verilenlerden haberdar mi? Hiikiimden haberdar mi? Bunu gostermesi
gerekiyor mu? Onu séylemek lazim. Hatta bazen derste bile soyleyebiliriz, filanca
bagintinin tam sayilarin, dogal sayilarin kurulusunu saglayan denklik bagintilart
var diyelim ki o denklik bagintisinin yansima ozelligini gosteriyor mu gostermiyor
mu? bunu égrencilere soruyoruz, bunu gosterecekler bir sekilde, bu da bir ispat
olarak diisiiniilebilir. En azindan o soruya uygun olarak yansima ozelligi var mi
yok mu i¢in neyi géstermen lazim onu yazabilmesi lazim 6grencinin. Ogrenci onu
yazamiyorsa zaten ispati yapamaz. Bu da neyi gostermesi gerektigini anlayabiliyor
oldugunu, mesela bagintyr notasyonu okuyabilmis mi, baginti ona ne diyor,
bagintimin elemanlart hangi swraly ikililerden olusmus gibi. Hatta ogrencilere
takilirim hep bakin bu satirr yazarsaniz sinavda 1-2 puan kaparsmmiz diye.

Dolayisiyla ispati anlamast demek gostermesi gereken seyi yazabilmesi demek.”

Dr. Soyut’a benzer sekilde Dr. Vektor de bir ekleme yaparak 6grencilerin ayn

zamanda teoremdeki notasyonlara ve kavramlara da hakim olmasi gerektigini sdylemistir:
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“Teoremle ilgili verilen biitiin notasyonlarin olumlu yénde kullanildigim
anlayabiliyorsa, teoremin ifadesindeki biitiin kavramlara hakimse ve ne verilmis
ne isteniyor onu zihninde olusturabiliyorsa anlamis demektir. Mesela analizin
temel teoreminde F’(x) =f(x) olacak. Onu yaparken tiirevin tammint kullanarak
adim adim olusturmasim biliyorsa orada siirekliligi kullaniyorsa ortalama deger
teoremini kullamyorsa o zaman ne verilmis ne isteniyor anliyorsa zaten

’

ezberlemesine gere de kalmaz.’

“Ispattaki kavramlara ve notasyonlara hakim ve verilen isteneni olusturabilmesi”
gorlisii “ispat1 yapabilme” kategorisi olmasina ragmen ayri1 bir kategori olarak ele
almmustir. Bunun nedeni, bu goriisiin ispatin bitirilmesi gerektigine yonelik bir gereklilik
igermemesidir. Yani, 6grencinin teoremdeki/ispattaki kavramlari, notasyonlari, verilenleri
ve istenenleri agiklamasi ve ispatta ulagsmasi gereken seyi yazabilmesinin anladigim
gostermesi bakimindan yeterli oldugunu diisiindiikleri sOylenebilir. Bu goriis, Dr.
Kompleks ve Dr. Tiirev tarafindan birinci sirada, Dr. Vektor ve Dr. Uzay tarafindan ikinci
sirada, Dr. Soyut dordiincii sirada ve Dr. Topoloji tarafindan ise besinci sirada tercih

edilmistir.

Son olarak bir sonraki bdliimde bir dgrencinin bir ispati anlayip anlamadigini
nereden anlarsiniz sorusuna verdigi cevabi bu soruda da tekrarlayan Dr. Soyut bazi
ispatlarda Ogrencinin sagkinlik ve hayranlik hissetmesinin anladigin1 gosterdigine
deginmistir (bkz. 4.3.2). 3. miilakatta (se¢me-siralama formunda) ise bu goriis, Dr.
Kompleks tarafindan dérdiincii sirada, Dr. Soyut ve Dr. Uzay tarafindan ise besinci sirada

tercih edilmistir.

Ozetle, 6gretim elemanlarmin, égrencinin sunulan ispati anlayip anlamadigina
Olciit olarak daha baskin olarak kabul ettikleri davraniglarin sirasiyla, benzer bir teoremi
ispatlayabilmesi, diger bilgileriyle o ispat arasinda iliski kurabilmesi ve ispati anlatabilmesi

oldugu sdylenebilir.

4.3.2. “Bir 6grencinin yaptigimiz bir ispat1 anlayip anlamadigini nasil anlarsimz?”

sorusuna iligkin bulgular

Ogrencilerin ispat1 anlayip anlamadigini 6gretim elemanlarinin ispat esnasinda
nasil anladiklarini 6grenmek i¢in miilakatta “Ogrencilerinizin ispati anlayip anlamadigim
nasil anlarsiniz?” sorusu sorulmustur. Ogretim elemanlarinin bu soruya verdigi yanitlar

Tablo 23 de verilmistir.
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Tablo 23

Ogretim elemanlarinin, 6grencilerin derste sunulan bir ispati anlayip anlamadigim

nasil belirlediklerine yonelik goriisleri

Ogrencilerin anlayip anlamadigimi Ogretim Elemam

belirleme yollar

Sorular sorarim Dr. Tiirev, Dr. Topoloji, Dr. Kompleks, Dr. Vektor,
Dr. Uzay

Gozlerinden anlasilyyor Dr. Tiirev, Dr. Topoloji

Tepkisiz sekilde dinlemelerinden anlarim Dr. Soyut

Ogrencinin sordugu sorulardan anlasitliyor ~ Dr. Soyut, Dr. Oklid

Ogrencilerin anlayip anlamadigini anlamak icin dgretim elemanlarinin cogunlukla
kullandig1 yontemin soru sormak oldugu sdylenebilir. Buna ek olarak, 6grencilerle kurulan
g0z temasi, O0grencilerin sorduklar1 sorular ve ispatlara verdikleri tepkilerin de ispatin
anlasilip anlagilmadiginin 6l¢iilmesinde kullanildigr aktarilmistir. Dr. Tiirev, Dr. Topoloji,
Dr. Kompleks, Dr. Uzay ve Dr. Vektor Ogrencilerin ispati anlayip anlamadigini
degerlendirmek i¢in sorular sorduklarini belirtmislerdir. Dr. Kompleks bir 6nceki bolimde

sOyledigi gibi 6grencilerden ispati 6zetlemelerini istedigini aktarmigtir:

“Hadi bakalim sunu bir kisaca anlat ozetle bakalim nasil basladik nasil geldik?
diye sorarim. Ispatin icinden bir gecis sorarim. Ya da ‘Anladin mi?’ diye sorarim.

’

Fazla da tizerinde durmam.’

Dr. Topoloji ise “Teoreme dair sorular sormak. Ispat mantiginin kullanilabilecegi
bir problem sorarum” diyerek hem teoreme hem ispata yonelik degerlendirme yaptigini
belirtmistir. Dr. Vektor, 6grencinin ispatlama siirecini Ozetleyebilmesinin bir 6lgiit

oldugunu sdylemistir:

“Ogrenciye teoremin ifadesinde verilenleri nasil bulursun dive sordugumda
ogrenci hocam goyle olusturacagiz béyle adim adim gidebiliriz diyebiliyorsa zaten

onun uygulamasini da ¢ok rahat yapabilir.”

Dr. Uzay ise ispat i¢inde kritik gordiigii noktalar1 sordugunu ve aldig1 cevaplara

gore gerekirse o noktalar tekrar anlattigini aktarmistir:

“Cocuklara ilk bunu sorduktan, anlattiktan sonra ispat icerisinde kritik noktalar
soruyorum onlara. O kritik noktalar ozellikle ispatin gidigindeki kritik noktalari...

Anlayamadiklar: yeri gordiigiim zaman onlara diyorum ki hadi ispati en bastan bu



197

sekilde yiiriimeliyiz diye gidiyoruz. Yoksa en bastan kendim anlatmiyorum sadece.
Hem soruyorum hem sordugum cevaba gore onlardan gelen cevaplara goére
ayarlamasini yapiyorum. Bu cevabi onlardan alamadigim zaman o kritik noktada

onlara tekrar doniiyorum.”

Dr. Tiirev de sorular sordugunu ayni1 zamanda da bazi 6grencilerin anlamadiklarini

bakislariyla belli ettigini aktarmistir:

“Ders amnda aktif sorular sorarak ve her defasinda herkesin anlayp anlamadigin
teyit ederim. Kimi 6grenci vardir ki ¢ok belli eder kendini zaten bakislariyla. Oyle
seyleri hissettigimde tekrarlarim ve ozellikle o kisiye sorular sormaya ¢alisirim.
Yani ogrencilerin siirekli  diistincelerini  almak ashinda onlarin anlayip

anlamadiklarini anlik olarak gostermis oluyor.”

Ogrencilerin bakislarii 6lgiit olarak kabul eden bir baska 6gretim elemani da Dr.
Topolojidir. Dr. Topoloji “Bir 6grenciye baktigimda zaten gozlerindeki soru isaretlerinden
anlasiliyor kimin neyi anlayp anlamadigi.” demistir. Dr. Topoloji bu agiklamasina paralel
olacak sekilde sinifta ispat anlatiminda yasadigi bir durumda bir ispati tahtada yaparken
Ogrencilere bakmis ve onlarin anlamadiklarini anlayarak ispat anlatimina 6rnek vererek

devam etmistir (bkz. 4.2.2.2.3)

Dr. Soyut ise Ogrencilerin bazi ispatlara verdikleri tepkilerden anlayip

anlamadiklarin anladigimi aktarmstir:

“Mesela basta ornek verdigim fonksiyon ispatinda biz orada ifade ettigimizde
ogrencide bir saskinlik ve hayranlik ifadesi olmuyorsa bilin ki o ispati
anlamanmugtir. Ciinkii o ispati gergekten anlayan bir adam Ya bu nerden aklina
gelmig!” demesi lazim. Ama bakiyorsunuz ispati yaptiniz ¢ok tepkisiz bir sekilde
dinlediler bazi ispatlarda ama hepsinde degil. Mesela birim eleman varsa tektir
teoreminin ispatinda insanda bu hissi uyandwmaz. Ama bazi dyle enteresan

ispatlar var ki oyle hissettirir.”

Dr. Soyut buna ek olarak &grencilerin sorduklari sorulardan da anlamadiklar

noktalar fark ettigini de eklemistir:

““Ama’li ciimleler ¢ok kritik ve bazen 6yle sorular soruyor ki 6grencinin o konuda

’

bir sey anlamadigint anliyorsunuz. Sordugu sorular bunu belli ediyor.’

Dr. Soyut’tan biraz farkli olarak Dr. Oklid 6grencilerin anlamadiklari yerleri

kendilerinin sorduklarini bunun haricinde kendisinin bir sey yapmadigini belirtmistir:
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“Soru sorulursa anlasiimayan adimlar konusunda oyle anlarim. Hem bunlar zaten
soru sorma konusunda c¢ekinen ogrenciler degil. Sorduklart zaman anlayip

>

anlamadiklarini anlarim.’

Ozetle, Ogretim elemanlar1 sorular sorarak, 6grencilerin bakislarni, tepkilerini
(mimiklerini) takip ederek ve onlarin sorularini analiz ederek anlayip anlamadiklarina

yonelik fikir sahibi olduklarini belirtmislerdir.

4.3.3. “Ogrencilerin ispat1 anlamalarina yardime1 olmak i¢in neler yaptigimizi

belirtiniz.” sorusuna iliskin bulgular

Ogretim elemanlarnin ispat esnasinda dgrencilerin ispat1 anlamalarma yardimei
olmak adina neler yaptiklarmi ogrenmek amaciyla miilakatta “Ogrencilerin ispati
anlamasina yardimci olmak igin neler yaparsiniz” sorusu yoneltilmistir. Ders gozlemleri
ile 6gretim elemanlarinin yaptiklar uygulamalar goriilmils olmasina ragmen bu sorunun
sorulma nedeni, hem 6grencilerin ispat1 anlamasi adina hangi uygulamalar1 vurguladiklar
hem de dersleri sinirli sayida izlendiginden (varsa) gozlemlenmeyen diger uygulamalarini
da 6grenmektir. Tablo 24, dgretim elemanlarinin bu soruya verdikleri yanitlara yonelik

kategorileri ve alt kategorileri gostermektedir.

Tablo 24

Osrencilerin ispati anlamalarina yardimct olmanin amaglandigi uygulamalar

Kategori Alt kategori Ogretim Elemani
Ogrencileri Soru sormak Dr. Tiirev, Dr. Topoloji Dr. Kompleks,
siirece dahil Dr. Soyut, Dr. Oklid, Dr. Uzay
etmek Ogrencilerden yapmalarini Dr. Oklid, Dr. Topoloji
istemek
Agiklamalar Sekil-grafik ¢izmek Dr. Uzay, Dr. Soyut, Dr. Vektor, Dr. Tiirev,
yapmak Dr. Topoloji, Dr. Oklid
Ispat yontemini vurgulamak Dr. Vektor, Dr. Kompleks, Dr. Soyut
Hipotezi ve hitkmii vurgulamak Dr. Kompleks, Dr. Soyut, Dr. Uzay,
Dr. Oklid
On bilgileri hatirlatmak Dr. Soyut, Dr. Topoloji, Dr. Vektor
Diger derslerle iliskilendirme Dr. Soyut, Dr. Uzay
yapmak
Ispatin adimlarin1 vurgulamak Dr. Uzay, Dr. Vektor, Dr. Tiirev

Ornek vermek Dr. Tiirev, Dr. Topoloji, Dr. Uzay
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“Ogrencilerin ispati anlamasina yardimci olmak icin neler yaparsiniz? ” sorusuna
verilen yanitlar temel olarak iki kategori altinda toplanmistir. Bu kategorilerden ilki
Ogrencileri siirece dahil ederek onlarin anlamasina yardimci olmaktir. Bu kategorideki
aciklamalar bolim 4.3.6’da ogrencilerin derse katilimmin beklenmesine yd&nelik
yanitlarina atiflar igerdiginden buna yonelik agiklamalarina orada yer verilmistir (bkz.
Bolim 4.3.6). Ikinci kategori ise “Ogrencilerin ispati anlamasma yardimci olacag
diisiiniilen agiklamalar yapma” olarak belirlenmistir. Bu agiklamalar; 6rnek verme, sekil-
grafik ¢izme, teknik agiklamalar yapma, iligskilendirme yapma, Onbilgileri hatirlatma,
hipotez ve hikmii vurgulama, ispat adimlarii ve ispat yontemini vurgulamayi
igerebilmektedir. Ornegin, Dr. Uzay, Dr. Soyut, Dr. Vektor, Dr. Tiirev, Dr. Topoloji ve Dr.
Oklid &grencilerin anlamasina yardimei olmak adina gereken yerde sekil ¢izdiklerini

belirtmislerdir. Dr. Soyut sekil ¢izdigi durumlardan birini agiklamistir:

“Gerekirse sekil ¢iziyorum. Mesela ¢ekirdek kiimesi ile ilgili bir sey anlatacagiz.
Tanmumum yaptigimizda iginde deger kiimesindeki birim lafi gegtigi icin 6grenci
bunu tam idrak edemeyebiliyor. Ve tamm kiimesindeki grubun alt kiimesi oldugunu
goremeyebiliyor. Bunu kabaca ifade edecek bir sekille ¢ok daha iyi

1

anlayabiliyorlar.’

Dr. Soyut, Dr. Vektor ve Dr. Kompleks ispat yonteminden bahsettiklerini
aktarmislardir. Ispat yaparken ispat yonteminin belirtilmesinin 6grencinin ispatt
anlamasina yardime1 olacagina yonelik bu 6gretim elemanlarinin goriisleri Boliim 4.2.3 ve

4.2.4’te bahsi gegen goriislerinin tekrarini igerdiginden bu boliimde yer verilmemistir.

Dr. Kompleks, Dr. Soyut, Dr. Oklid ve Dr. Uzay &grencinin ispat1 anlamasim
saglamak adina yaptiklar1 uygulamalardan birinin teoremdeki hipotezi ve hiikmil
vurgulamak oldugunu belirtmislerdir. Bu dogrultudaki aciklamalari Bolim 4.2.3°te

teoremin dogru anlasilmasi saglanmalidir kategorisi altinda verilmistir.

Bolim 4.2.3’te ispat anlatiminda kesinlikle yapilmali denen uygulamalardan
bahsederken Dr. Topoloji ve Dr. Vektor onbilgilerin hatirlatilmasi gerektigine deginirken
Dr. Soyut bu uygulamay1 6grencilerin anlamasini saglamak i¢in uyguladigini belirtmis ve

bu uygulamayi siralamaya bile dahil etmemistir. Dr. Soyut:

“Bunun haricinde o konuyla ilgili dip metinde hatirlanmasi gereken seyler varsa

onlart anlatiyorum.”

Dr. Soyut ve Dr. Uzay Ogrencilerin ispati anlamasim saglamak i¢in onlarin

bildikleri diger derslerle iliskilendirdiklerini sdylemislerdir. Ornegin Dr. Soyut:
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“Diger kavramlarla da iliskilendirme yapryorum. Bu devirli gruplarin icinde
tireteg¢ sayisi var. Zm X Zn de iireteg sayisint belirlerken m ile n aralarinda asalsa
bu devirli oluyor. Uretece bakarken de @(n). @(m) oluyor. Ve orada @&(n). @&(m)
in @m.n)’e esit olmast gerektigini sordugumuz zaman yani onu sayilar
kuramindaki bir yere atifta bulunup onun ispatim soyut cebir de yapabilmis
oluyoruz. O an i¢in birbirinden farklymus gibi gériinen iki kavram arasinda iliski
bile kurulmus oluyor. Ya da tam tersi sayr kuraminda bu konu geldiginde cebirde
de bunu yapmstik. Iste giin bu giindiir deyip... Bu ashnda cok sik bir sey. Bakin
sayilar kuramindaki bu teoremi cebire tasimisiz. Ve hatta iirete¢ sayisindaki
ispatini yazsalar bile olur. Aslinda onun sayuar kuramindaki ispati baska ama

bunu devirli gruplara baglayip alternatif bir ispat olarak énerebiliyoruz.”

Benzer sekilde Dr. Uzay da 6grencilerin bildigi derslerden bilgilere atif yaptigim

ve boylece 6grencilerin daha iyi anladiklarini aktarmistir:

“Lineer cebir dersine girdigim i¢in o derste mesela ozellikle analitik geometriye
vurgu yapryorum ¢tinkii Lineer Cebirin ¢ok net uygulamalarindan birisi analitik
geometri. Analitik geometriden oOgrencilerin ¢ok daha hizli anladiklarim

goriiyoruz.”

Dr. Uzay, Dr. Vektor ve Dr. Tiirev ispat igindeki 6nemli adimlar1 vurguladiklarim
belirtmiglerdir. Dr. Vektor zor adimlar1 vurguladigimi ve o adimlart kutu igine aldigim
sdylemistir. Benzer sekilde, Dr. Uzay da 6nemli adimlarin altini ¢izdigini “Ozellikle
adimlart vurguluyorum belli adimlarin altim ¢iziyorum bize neden lazim oldugunu
anlatiyorum.” diyerek aktarmistir. Dr. Tirev ise ispat iginde Ogrenciler igin zor
olabilecegini diisliindiigii adimlar1 o adimlara yonelik sorular sorarak yani 6grencileri bu

adimlarla kars1 kargiya birakarak vurguladigini anlatmistir:

“Genelde ben ¢ok fazla soru sormayi tercih ediyorum o siirecte. Ama bu sorularda
dikkat ettigim su her zaman dogru seyleri sormam. Ozellikle Ogrencilerin...
Kendim de mesela égrenirken nelere dikkat ettim. Oncelikle ¢iinkii benim anlamam
onemli. Ben anlamadigim bir seyi karsimdakine anlatamam. Benim anlarken
yasadigim zorluklari ben ozellikle onlara dile getirerek o zorluklarla

’

karsilasmalarin sagliyorum. Zor adimlart mesela bu sekilde vurguluyorum.’

Dr. Tiirev, Dr. Uzay ve Dr. Topoloji 6grencilerin ispati1 anlamasini kolaylastirmak
igin ispat i¢inde Ornekler verdiklerini de aktarmuslardir. Dr. Tirev teoremin nerede
uygulanabilecegine yonelik 6rnekler verdigini belirtmistir. Dr. Topoloji ise “Gerekirse

orneklere indirgenip anlasilir hale getirip sonra tekrar onu daha genis sekle



201

doniistiirmek...” diyerek oOrnekleri kullandigini belirtmistir. Dr. Uzay ise ispatin

ogrencilerin aklinda kalmasini kolaylastirmak i¢in 6rnekleri kullandigini sdylemistir:

“Her ispatin sonunda hem karsi ornek hem dogrulayici ornek vermeye
calisiyorum. Global bir teoremse mesela her uzayda sagliyorsa neden sagladigini,
saglamayan bir uzay bir yer varsa orada neden saglamadigini vermeye
calistyorum. Ogrencilerin aklinda daha somut 6rnekler oldugu zaman net kaliyor.

Herkesin aklinda ispatin kalmas: oyle kolay bir sey degil.”

Ozetle, dgretim elemanlarmin 6grencilerin ispata yonelik anlayislarini gelistirmek
amaciyla agiklama baglig1 altinda cesitli yontemler uyguladiklar1 ve 6grencileri siirece

dahil ederek yaparak 6grenmelerini sagladiklart sdylenebilir.

4.3.4. Ogrenci giicliikleriyle ilgili goriislere iliskin bulgular

“Ogretim elemanlarinin  6grencilerin ispatlamada yasadiklar1 giicliiklere, bu
giicliiklerin nedenlerine iliskin goriisleri ve giicliiklerin giderilmesine yonelik onerileri
nelerdir?” sorulari bu alt problem altinda ele alinmistir. Bu alt problem ile 6gretim
elemanlarinin, 6grencilerin ispat agisindan durumlarina iliskin goriislerinin yansitilmasi
amaglanmistir. Bu alt problemin incelenmesi ilk miilakatta sorulan “Ogrencilerinizin
ispatlamada yasadigini diisiindiigiiniiz giicliikler ve bu giicliiklerin nedenleri nelerdir?” ve
“Bu giicliiklerin giderilmesi icin ne onerirsiniz? ” sorularina verilen yanitlarin analizi ile ve
ders video analizi ile yapilmistir. Oncelikle 6gretim elemanlarinin var oldugunu diisiindiigii

giicliikler ve bu giigliiklerin nedenleri ile ilgili bulgular paylagilmistir.

4.3.4.1. Ogrencilerin ispatlamada yasadig giicliikler ve bu giicliiklerin nedenleri

nelerdir? Sorusuna verilen yanitlarin analizi

Ogretim elemanlari, bu sorular1 yanitlarken dgrencilerin yasadig: giicliiklere ve bu
giicliiklerin nedenlerine yonelik fikirlerini i¢ ice gegmis olarak verdiklerinden bu iki
sorunun yanitlar1 Tablo 25, Tablo 26 ve Sekil 31°e atif yapilarak birlikte analiz edilmistir.
Oncelikle dgrencilerin yasadiklar giicliiklere yonelik goriisler ele alimmus, ardindan bu
goriiglerle birlikte ifade edilen nedenler ve bu nedenlerin siralaniglari verilmistir. Tablo 25
belirtilen gigliikleri ve bu gigliikklere yonelik 3. Miilakat (segme-siralama formu)

sonuglarini gostermektedir.
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Tablo 25°te (*) isareti Ogretim elemanlarindan hangilerinin ilk miilakatta bu
kategorideki goriisleri ifade ettigini gostermektedir. Numaralar ise 3. miilakatta (se¢me-
siralama formunda) 6gretim elemanlarinin bu goriislerden hangilerini sectiklerini ve bu
gortsleri kendilerince hangi sirada oncelikli gordiiklerini gostermektedir. Renklendirme,
gorsellik acisindan numaralara gore yapilnustir. Ornegin, “6grencilerin teoremi anlamakta
giicliik yasadig1” goriisii ilk miilakatta Dr. Soyut, Dr. Topoloji ve Dr. Vektor tarafindan dile
getirilmistir. 3. miilakatta (se¢gme-siralama formunda) ise bu gortis Dr. Tiirev, Dr. Vektor,
Dr. Topoloji ve Dr. Uzay tarafindan birinci sirada tercih edilmistir. Dr. Soyut ve Dr.

Kompleks bu gériisii dordiincii sirada tercih etmisken, Dr. Oklid ise tercih etmemistir.

Tablo 25

Ogretim elemanlarimn ogrencilerin ispatlamada yasadigi giicliiklere yonelik

fikirleri

Dr. Vektor
Dr. Tiirev
Dr. Soyut
Dr. Oklid
Dr. Topoloji
Dr. Uzay

Ogrencilerin ispata yonelik yasadiklar giicliikler

Teoremi anlamiyorlar

Notasyonu dogru kullanamiyorlar

Verilenleri iyi kullanamiyorlar

Dogru yontemi belirleyemiyorlar

Kavramlar arasindaki baglantilart dogru kuramiyorlar

Ispata nereden baslayacagina karar veremiyorlar

E

Miilakatta Ggrencilerin ispatlamada yasadiklar1 giicliiklerin nedenlerine yonelik
goriislerin analizi sonucunda ise toplam 15 kategori olugsmustur. Bu yanitlar 4 tema altinda
toplanmistir. Verilen yanitlar igerisinde, Ogrencilerden kaynaklanmadigi diisiiniilen
nedenler “Ogrenci dist nedenler” temasi altinda; Ogrencilerin isteksizligi, korkulari,
inanglar1 ve ilgilerine yonelik nedenler “Duyussal nedenler” temasi altinda; dgrencilerin

diisiinme becerilerine yonelik nedenler “Ggrencilerin diislinme becerilerindeki
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eksiklilerden kaynaklanan nedenler” temas: altinda; 6grencilerin 6nbilgilerine yonelik
nedenler “6grencilerin 6nbilgilerindeki eksiklilerden kaynaklanan nedenler” temasi altinda

gruplandirilnmgtir. Ogretim elemanlarimin ifadeleri ve temalar Tablo 26’da verilmistir.

Tablo 26’da (*) isareti Ogretim elemanlarindan hangilerinin ilk miilakatta bu
kategorideki goriisleri ifade ettigini, (X) isareti ise 3. miilakatta (se¢gme-siralama formunda)
hangi 6gretim elemaninin hangi goriisleri sectigini gdstermektedir. Ornegin, ‘smav sistemi
nedeniyle 6grencilerin teste alismis olmasi ve notasyonlari kullanamiyor olduklar1® goriisii
ilk miilakatta Dr. Vektor, Dr. Tiirev, Dr. Soyut, Dr. Topoloji ve Dr. Uzay tarafindan
sOylenmistir. 3. miilakatta (segcme-siralama formunda) tiim Ogretim elemanlarinin bu
ifadeyi sectigi goriilmektedir. Tablo 26°daki tiim goriisler ilk miilakatta 6gretim elemanlari
tarafindan Ogrencilerin ispatlamada yasadiklar giicliiklerin nedenleri olarak sunulmus
goriigler oldugundan bir kategorinin 6gretim elemanlari tarafindan segilmemis olmasi
onemsiz oldugu anlamma gelmemektedir. Ogretim elemanlar1 tiim goriisler icerisinden
daha 6nemli bulduklar1 goriisleri isaretlediklerinden, burada yalnizca isaretlenen goriislerin

diger goriislere gore daha 6nemli goriildiigiinden soz edilebilir.

Ikinci miilakatta, gretim elemanlarindan Tablo 26’da verilen temalar1 kendilerine
gore Onem sirasina gore siralamalari ve her temadan uygun gordiikleri kategorileri
secmeleri istenmistir. Temalar altinda bulunan goriislerin sayisinin fazla olmasi nedeniyle
bu goriislerin siralanmasi talep edilmemistir. Sekil 31, 6gretim elemanlarinin temalari
Onem sirasina gore nasil siraladiklarini gostermektedir. Sekildeki oklarin kalinligi belirtilen
onem diizeyine gore artmaktadir. Bu temalardaki goriislerden hangilerinin se¢ildigi yine
Tablo 26°da verilmistir. Ogretim elemanlar1 siralama yaparken, ayn1 énem diizeyinde
gordiikleri temalara ayni numaralar1 verme konusunda 6zgiir birakilmistir. Sonug olarak,
yalnizca Dr. Vektor’iin iki temay1 birlikte birinci sirada sectigi gézlenmistir. Bunun
haricinde, onun diger se¢imlerinde ve diger 6gretim elemanlarinin siralamalarinda ayni

onem diizeyinde goriilen temalarin olmadig1 goriilmiistiir.



Tablo 26

Osrencilerin ispatlamada yasadiklar: giicliiklerin nedenlerine iliskin goriisler
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@ _ S
Tema ifadeler g = S =3 § e 7
I
S G
o Q Q o Q [a)] [a)]
Ogrenci dis1 Liseden iiniversiteye gegiste sinav sistemi X X* X* X* X X* X*
nedenler sebebiyle teste alismislar, harflerle ve
notasyonlarla ¢alisamiyorlar
Ispatlart tamamen oOgretim elemanlart X *
yapiyor
Ispatlar kolay degil X*
Universitede ispata dayali dersleri ok *
erken gormek égrencileri sogutuyor
Duyussal Diistinmeye karsi direngliler ve isteksizler X X X X* X
nedenler
Ispatlara karsi on yargi ve korkularivar ~ X X* X X X X
fspat{n gereksizligine yénelik bir inang X X* X X* X* X*
var, Ispatin degerini anlamiyorlar
Ispat ilgilerini ¢ekmiyor X* X X
Ogrencilerin Tammlar: bilmiyorlar. X X X* X* X X X*
on
bilgilerindeki Matematik okuryazarhiginda problem var X* X X X X X*
eksiklilerden
kaynaklanan Kendileri az ispat yapiyorlar ya da farklh X X X* X X
nedenler yontemlerle yapmaya ¢alismiyorlar
Derse hazirlikli gelmiyorlar X* X X
Bir érnegin ispat icin yeterli oldugunu X X X X* X
diigtiniiyorlar
Ogrencilerin Soyut diigiinme becerileri gelismemis X X X X* X X
diisiinme
becerilerindeki
eksikliklerden Elestirel diisiinme becerileri ¢ok diisiik X X X* X X X X*

kaynaklanan
nedenler




205

\ v
v > /

Ogrencilerin én Ogrencilerin diigiinme
Ogrenci dist nedenler Duyussal nedenler bilgilerindeki eksiklilerden becerilerindeki eksikliklerden
kaynaklanan nedenler kaynaklanan nedenler

Sekil 31. Ogretim elemanlarmin dgrencilerin ispatlamada yasadiklari giicliiklerin nedenlerine yonelik temalar1 dnem diizeyine gore siralamalari
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Ogretim elemanlarinin dgrencilerin ispatlamada yasadiklar1 giigliiklerin neler
olduguna yonelik yanitlarinin analizi sonucunda alti temel giicliik tespit edilmistir.
Ogrencilerin teoremi anlamadigi, notasyonu ve verilenleri dogru kullanamadigi, dogru
yontemi belirleyemedigi, kavramlar arasinda baglanti kuramadigi ve ispata nereden
Vektor, Dr. Soyut ve Dr. Topoloji 6grencilerin teoremi anlamakta giigliik ¢ektigini
sOylemislerdir. Bu goriis aym1 zamanda 3. miilakatta (se¢me-siralama formunda)
Ogrencilerin yasadigi soylenen giicliikler igerisinde Ogretim elemanlarinca oncelikli
goriilen giigliiklerdendir ve dort 6gretim elemani tarafindan birinci sirada tercih edilmistir.
Dr. Vektor 6grencilerin teoremin ifadesini anlamakta giiclik ¢ektigini sdylemistir. Dr.
Soyut ise 6grencilerin teoremde hipotezi ve hiikkmii belirleyemedigini dolayisiyla teoremi

anlamadiklarim su sekilde agiklamustir:

“Bir defa bazen teoremi anlamayabiliyorlar. Zaten hep diyoruz ya bir problemi
¢ozmenin ilk basamag anlamak. Anlayabilmesi igin 6nce hipotez hiikiim kismin
ayut edebilmesi lazim. Bu teoremde bana hipotez olarak ne vermis benim
sermayem, ispatta kullanabilecegim ve benden ne istiyor ve ozellikle 6grencilere
bu konuda hep takilyyoruz. Birinci asama sudur ki o ispati yapabilmesi icin hiikiim
olarak neyi gostermesi gerektigini bilmesi lazim. Yani bu ispati tamamlamak igin
nasil gésterecegini de bilmesi lazim ama oncelikle neyi gosterecegini bilmesi
lazim. Cogu oOgrenci daha neyi géstereceginden habersiz. O yiizden diyoruz
ornegin bu soruda tiirevli her fonksiyon siireklidir bunu gésterecek. Bak ne demis
hipotezimiz ne burada fonksiyon tirevli ise siireklidir. Hipotezimizde
sermayemizde ne var fonksiyonun tiirevli olmasi. Dolayisiyla bir fonksiyon
tiirevliyse neyi sagliyorsa ben bunlari ispatta kullanabilirim. Gostermem gereken
sey ne onun stirekli oldugu. Ne olacak her noktada siirekli oluyor. Bir noktada
stirekli olmast ne demek limitinin o noktadaki degerine esit olmast demek. ben
burada her nokta igin limitinin degerine esit oldugunu gostermem lazim. Yani buna
once ogrencinin karar verebilmesi lazim. Bunu nasil gésterecegi ayri bir konu.
Yani ilk agamayr yapamazsa digerini zaten yapamiyorlar. Ve genellikle bizim
derslerde gordiigiim belki diger derslerde farklidr ama Soyut Matematik ve
tiirevleri dersler oldugu icin daha 6grenci gosterecegi seyin ne oldugunun farkinda

degil.”

Ogrencilerin teoremi anlamakta giigliik yasadiklarma yonelik goriis dort 6gretim

eleman1 tarafindan birinci sirada tercih edilmistir ve tercih onceliklerine bakilarak bu
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giicliglin Ogrencilerde ispatlamaya yonelik en yogun Kkarsilasilan giiglik oldugunu
diisiiniildiigii sOylenebilir. Dr. Soyut teoremi anlamamanin yani sira &grencilerin

ispatlamasi gereken seyi notasyonla gosteremedigini de belirtmistir:

“Ispatlama istendiginde sinifin en fazla %5 i bunu yapiyor. Ispatlamayr gegtim
neyi ispatlamasi gerektigini notasyonik olarak yazamiyorlar. Gosterecegi sey igin
gostermesi gereken seyi notasyonla yazamiyor, e sonrasi ispatt nasil yapabilsin
yani. Benim birinci sinif Soyut Matematik dersim var. Ozellikle oradaki ispatlarda
ogrenciler ¢ok zorlaniyorlar. Hem dersin kendisi de ispatlar agisindan sorun
yasanan seyler. Hem de lisede ispat gormeden geldikleri igin zorlanabiliyorlar. O
yiizden sinifin seviyesi bu baglamda onemli. Hani 4. Sinifa geldikce tecriibeleri
artiyor. Biraz daha rahatlayabiliyorlar. Hocamn stiline aligabiliyorlar. Ispat
yontemlerine alisabiliyorlar o baglamda bir hiyerarsik durum oldugunu zaten
diigtiniiyoruz. Ama onun haricinde de yine de biiyiik siniflarda da zorluk yasiyorlar
kesinlikle. Onlarda da bence altyapr eksiklikleri bu baglamda onemli oluyor.
Mesela o kadar alismislar ki 6grenciler Soyut Matematikte geldiklerinde sunu
soruyorlar hocam sinavda tanim soracak misiniz? tanimsiz matematik olmaz. Belki
hani ispatlarin anlasiimasinin temelinde de tanimlarin iyi yapilabilmesi tanimlarin
cok iyi sindirilmesi lazim. Belki kabaca islem yapiyor ama ben her zaman
sormusumdur baginti nedir fonksiyon nedir vs. bu tiir matematigin temel kilit
tammlart biri sordugunda matematik ogretmeni olarak tanimlar: adint soyleyecek
kadar bir ¢irpida soyleyebilmeli. Ama ya bilmiyorlar ya da akademik bir tanim yok
kafalarinda. Simdi tanim olmadigi icin ya da tamim i¢sellesmedigi igin ispat
yapmaya kalkistigin zaman béliik poriik oluyor. Iste o baglantilart kurmak ¢ok zor
oluyor. Belki de ispat yapabilmek icin tamimlarda ¢ok net olabilmek lazim ki
devami gelebilsin. Hani bir de soyut-somut iglemler donemlerinden bahsediliyor.
Ben bu somut-soyut diisiince diizeyinin iiniversite bazlisimin da oldugunu
diigtiniiyorum. Bu konuda bir aragtirma da yapmay: diisiiniiyorum. Ciinkii ayni
puanlarla gelen soyut cebirde topolojide ozellikle sinifiaki ogrencilerin bazilar
anlamyor. Ve soyle diyorlar bu ezberlenerek gegilecek bir ders. Anlamiyorlar
kalyorlar kalwyorlar, uzattiktan sonra bir aydinlanma yasworlar. Ve gelip
sorduklart sorulardan artik bunlart anlamaya basladiklarini anliyorum ben.
Herhalde tiniversite bazlisinda da soyut bir olgunluk lazim ve bazilart bu konuda
daha yetenekli olarak geliyor. Belki ¢oklu zekanin boliimlerinin de alt boliimleri
olmali belki de. Bazilar: anlayabilen ki az o yiizden Topolojiyi ben ¢ok rahat gegtim

diyen insan ¢ok azdwr.”
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Yukaridaki agiklamasinda Dr. Soyut, lisede ispat gérmemis olmalari, ispat igin
gereken alt yapilarinin eksik olmasi ki 6zellikle tanim bilmemeleri ve bazi 6grencilerin
soyut dersler i¢in zihinsel olgunluk seviyesine ulasmamis olmalarinin, &grencilerin
ispatlamada gii¢liik yasamalarinin nedenlerinden oldugunu aktarmistir. Dr. Soyut gibi Dr.
Vektér, Dr. Tirev, Dr. Topoloji ve Dr. Uzay da 6grencilerin lisede testlere aligtiklari, bu
nedenle de ispat gormedikleri ve notasyon kullanamadiklarina yonelik agiklamalarda
bulunmuslardir. Buna ek olarak tiim &gretim elemanlar1 6grenci disi nedenler temasi
altindaki bu goriisii isaretlemislerdir (bkz. Tablo 26). Tiim 6gretim elemanlarinin katildig
bir bagka goriis ise Ogrenci On bilgisinden kaynaklanan nedenler temasi altindaki
Ogrencilerin “tanimlar bilmiyor” olmalaridir. Bu goriis, miilakatta Dr. Tiirev ve Dr. Uzay
tarafindan dile getirilmistir. Ogrencilerin soyut diisiinme becerilerinin gelismedigi
yoniindeki goriis ise 3. miilakatta (se¢gme-siralama formunda) Dr. Topoloji haricinde tiim
ogretim elemanlar1 tarafindan segilmistir. Ogrencilerin notasyonu dogru kullanmakta
giicliik yasadigin goriisiine yonelik 3. miilakatta (segme-siralama formunda) Dr. Soyut bu
goriisii birinci sirada, Dr. Vektor ve Dr. Topoloji ikinci sirada, Dr. Kompleks ve Dr. Tiirev

ise tiglincii sirada tercih etmislerdir.

Dr. Topoloji de 6grencilerin hem teoremi anlamadiklarinmi hem de anladiklarini
yazmaya ¢alistiklarinda ise notasyon kullanuminda sitkinti yasadiklarini, bu sorunu

bagladigi nedenlerle birlikte ifade etmistir.

“Gerekirse bazi teoremlerde desifre ederken anlamakta ¢ok zorlanmyorlar. Yani
daha okurken anlamakta zorlamiyorlar. Zaten onun ispatina girmek miimkiin
degil... Bir kere okudugunu anlamiyor. Anladigini ifade etmek istedigini
yazamiyor. Yani matematik okur yazarliginda ¢ok biiyiik problem var. Liseden
gelen test aliskanhgr burada ¢ok biiyiik problem yani hep bir sey sordugunuzda
bunu en pratik yoldan nasil ¢ézerim derdindeler. Sayilarla islem yapmaya ¢ok
alisiklar harflerle notasyonlarla ugrasmanmuslar. Yani ben simdi bazi lise
ogrencileri de goriiyorum defter bile tutmuyorlar artik. Yazma aliskanliklart bile
yok. Bu bence dogru degil. O aliskanligi da buraya tasiyorlar. Diisiinmeye karsi
direncliler. Bir seyi verin ¢ozelim ¢ikalim isin icinden oyle bir seyleri var ya da
benzeri bir sey yaptik mi onunla ayni yolla ¢ozelim yani yeni bir sey diisiin ya da
sana verilen seyin iizerine biraz diisiin kendin bir sey iiret dendiginde ¢ok biiyiik
diren¢ var. ‘Yapamam’ yani tek kelimeyle. Bir boliimde daha soruyu sordum
hocam biz matematik¢i degiliz yapamayiz. Hemen béyle bir direng var. Once bir
oku yani anla. Teorem deyince gozlerinde biiyiitiiyorlar. Ispatin gereksizligine olan

inang var bazilarinda. Tamam teoremi anladik ispata ne gerek var. Faydasinin
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farkinda degiller. Ayrica bizim é6grencilerimizde bir ornegin ispat icin yetecegini

>

diistincesi de var.’

Dr. Topoloji, ders esnasinda teoremi sunarken yaptigi bir durum analizinde de
ogrencilerde gozlemledigi teoremi anlama sorunundan bahsetmis ve 6grencilere bu konuda
bazi tavsiyeler sunmustur (bkz. Bliim 4.2.1.2.5). Dr. Topoloji ayn1 zamanda derste ispat
esnasinda yaptigit durum degerlendirmelerinde de oOgrencilere notasyona yonelik

hatalarindan bahsetmistir (bkz. Boliim 4.2.2.2.3)

Yukaridaki agiklamasinda Dr. Topoloji’nin, 06grencilerin lisede test
aliskanligindan, matematik diliyle yazmaya aliskin olmamalarmin, 6grencilerin ispatta
matematik dilini kullanamama soruna neden oldugunu diisiindiigii soylenebilir. Bu
nedenlere ek olarak, 6grencilerin ispatlamada giigliik yasamalarinda, diisiinmeye karsi
direng gostermeleri, ispata karsi Onyargilarinin olmasi, ispat i¢in bir Ornegi yeterli
gormeleri, matematik okuryazaraliklarinda problem olmasi ve ispatin gereksiz oldugunu

diisiinmelerinin pay1 oldugunu aktarmistir.

Ogrencilerin diisiinmeye karsi direngli ve isteksiz olusu bes Ogretim elemamni
tarafindan; ispata yonelik ©n yargt ve korkularinin olmast ve matematik
okuryazarliklarinda problem olmasi Dr. Uzay haricinde tiim 6gretim elemanlar tarafindan;
ispatin gereksiz olduguna yonelik inanglarinin olmasi Dr. Tiirev haricinde tiim 6gretim
elemanlar1 tarafindan ve Ornekleri ispat olarak kabul etmeleri bes G6gretim elemani
tarafindan da se¢ilmistir. Sonug olarak 6gretim elemanlarinin ¢ogu tarafindan isaretlenmis
olmalar1 dolayisiyla tiim bu nedenlerin 6gretim elemanlarinca kabul edilen ve karsilasilan

nedenler oldugu sdylenebilir.

Dr. Oklid &grencilerin ispat yaparken teoremde verilenleri iyi kullanamadigini ve
ispati hangi yontemle yapacaklarini belirleyemediklerini aktarmigtir. Bu duruma neden
olarak da ispat1 6gretim elemanlarinin yaptigini, 6grencilerin ispatla az ugrastigini, farkl

yontemler kullanmay1 denemediklerini ve bazi ispatlar gereksiz gordiiklerini gostermistir:

“Ogrenciler verilenleri iyi kullanmiyorlar sanki. Bir de yéntem bilgisinde belki
hangisini yapacagim mesela ben bir olmayana ergi kullandigimda bir ispatta bir
dahaki sefere onu akillarina getiriyorlar. Yapma yolunu tercih ediyorlar.
Diisiiniiyorlar. Hangi yolu yontemi kullanacaklarimi belirleme konusunda giicliik
yasiyorlar. Bu da kendileri az ispat yapryorlar kendileri ispat yaparken farki
yontemler kullanmayr da siklikla yapmiyorlar. Dogrudan ispat yapryorlar mesela
sadece belki onu kullaniyorlar. Baskalarimi kullanmryorlar. Mesela iki stitunluyu

kullanmiyorlar belki. Iste cok sik karsilastirirsak 6grencilerle bu tiir ispatlari onlar
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da artik su da yapuir bu da yapilir diyebilirler. Ama iste verilenleri ¢ok iyi
kullanmyyorlar bir de yol yontem belirlemede ¢ok sikinti ¢ekebiliyorlar. Giigliik
cekiyorlar ¢iinkii 6gretmen tahtada paldwr kiildiir yapinca ispati, o ispat onun
olmuyor, o ispat hocamin yaptigi ve senin de bu fakiilteye de gelmigsen anladigin
bir durum oluyor zaten. Yani sey gibi bir soru var o soruyu ¢ozmiis gibi kitap ya
da ogretmen. Onun ¢éziimiine baktigin zaman zaten anliyorsun o ¢oziimii.
Anlamadigin kismuni da soruyorsun zaten. Yani aslinda bizim yaptigimiz ispatlar
zor degil. Anlayamayacaklart ispatlar degil. Sadece aliskin olmadiklar: basit
seylerin ispatimi yaparken ‘Bunun da wu ispatt yapilir?’ yaklagimi var

ogrencilerde.”

Ogrencilerin teoremde verilenleri kullanmada giicliik cektikleri goriisii 3.
miilakatta (se¢me-siralama formunda) Dr. Kompleks ve Dr. Vektor tarafindan birinci
sirada, Dr. Tiirev ve Dr. Uzay tarafindan ikinci sirada ve Dr. Soyut tarafindan ii¢lincii sirada
tercih edilmistir. Dr. Oklid ise miilakatta dile getirdigi bu goriisii tercih etmemistir. Dogru
yontemi belirlememe ise Dr. Kompleks ve Dr. Oklid tarafindan ikinci sirada, Dr. Topoloji
tarafindan igiincii sirada, Dr. Uzay tarafindan dordiincii sirada ve Dr. Soyut tarafindan
besinci sirada tercih edilmistir. Ispatlamada yasanan giicliiklere y&nelik tabloda
Ogrencilerin az ispat yaptig1 veya farkli yontemlerle ispat yapmaya ¢alismadiklar1 goriisii
bes 6gretim elemani tarafindan isaretlenmistir. Dr. Kompleks’in su agiklamasinin da Dr.
Oklid’in 6grencilerin verilenleri iyi degerlendiremedigi yani bu konuda giicliik yasadiklari

goriigiini destekledigi soylenebilir:

“Mesela limitin tekligini ispatliyoruz degil mi? ezbere bilinen sey. Ama 6grenci
onun farklinda degil yani. Oradaki epsilon, her epsilon ne anlama geliyor. Orada

bir sonuca varyoruz. Neden yani? Bu boyle hadi bakalim sen soyle, yok.”

Dr. Vektor 6grencilerin teoremi anlamamasnin yan sira matematiksel kavramlar
arasinda baglanti kuramadiklarini da sdylemistir. Ayrica Ogrencilerin yasadiklart bu

giicliiklere neden oldugunu diislindiigii baz1 durumlardan da bahsetmistir:

“Kavramlar arasinda baglantida sorun oluyor. Bilhassa bir kavram baska bir
kavrami iceriyorsa, onu onda kullanacaksak o zaman zorluk ¢ekiyor dgrenci. ‘Ya
ne alakast var ben tiirev ispati yaparken Bolzano teoremi nerden ¢ikti” diyor. Bir
defa teoremin ifadesini anlamakta zoriuk cekiyorlar. Ispatlarin genellikle uzun
olmasi da sorun. Bir de ispatlamak zor bir sey. Soru ¢é6zmeye gore daha zor 6grenci
icin. O notasyonlara hakimiyet, ispatin her adimina hakim olmak kolay seyler

degil. O nedenle tabi ki bir siirece bagh. Az énce de soyledim ispat matematigin en
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zor kismi. Kendim de teorik ¢alistigim icin genelde iist diizey makalelere baktiginiz
zaman en az 10 tane ispat vardir. Bunlar ¢ok kolay gelmiyor. Ya da yayinlarda ne
kadar fazla ispat varsa o kadar dikkat ¢ekiyor. Niye? Cok zor oldugu icin. Ama
uygulama olsa. Bu uygulama zaten deniyor. O nedenle ispatin zor olmast da var.
Zor ogrenilmesi de var. Aymi zamanda ¢ok fazla bilgi gerektirdigi icin de mesela
diferansiyel geometri de bir ispatin sonunda ¢oziimii ¢ok zor bir diferansiyel
denklem ¢ikabiliyor. Bu sebeple ¢ok yonlii bilgi gerektirdiginden bence zor. Mesela
egitim o6gretimimiz maalesef teste yonelik sinavlar ile alakali. O yiizden ispati
sevmiyorlar. Nasil olsa bana bunun uygulamasi lazim diyorlar. Teste yonelik
olmasi caydiriyor insam. Ogrencilerimiz de zaten genellikle pratik bilgiyle geldigi
icin dolayistyla ispata bastan ilgileri olmuyor. Hep teste yonelik ¢calismiglar. Simdi
burada secmeli dersler var. Ogrenci onlar: secerken de pratik bilgi icerenleri
sec¢iyor. Mesela her sinavda ‘Hocam teorem sormayin!’ diyorlar. Belki de giicliik
yasamadan giicliik yasayacaklarimi  diisiindiikleri de oluyor. Ispata karsi
onyargilart var. Ben genellikle ispatlardan sorarim dememe ragmen ‘Hocam ispat
sormasamiz’ diyorlar. Yani ispata karsi bir onyargi, bir korku var. Ama bir de
bunun yamnda sinaviarda nasil olsa ispat sorulmuyor dolayisiyla biz bunu
yapmayalim niye yapiyoruz ne gerek var deniyor. Bazen ilkogretim matematikte
‘Hocam bir nasil olsa lise 6gretmeni olmayacagiz niye ispatlart yapryoruz’ 0
tarzda bir yaklagim da var. Yani ispata yonelik kesinlikle bir onyargt var.

Diyeceksiniz ki ortaégretim matematikte yok mu? Orada da var.

Yukaridaki agiklamasinda Dr. Vektor’iin 6grencilerin ispatlamada yasadiklar
giicliiklerin, 6grencilerin lisede sinav sistemi nedeniyle testlere alistigini, bu nedenle ispati
sevmediklerini, ispata karsi Onyargilarinin oldugunu ve ispatlar1 gereksiz gordiiklerini
diistindiigii soylenebilir. Ayrica Dr. Vektor ispatlamanin ¢ok bilgi gerektirmesi yoniiyle zor
olmasinin dgrencilerin giicliik yasamasina neden oldugunu da eklemistir. ispatlarm zor
oldugu goriisii 6grencilerin ispatlamada yasadig1 giigliiklerin nedenlerine yonelik

goriiglerde yalnizca Dr. Kompleks tarafindan isaretlenmistir (bkz. Tablo 26).

Ogrencilerin kavramlar arasinda baglanti kuramadig: goriisii, 3. miilakatta (segme-
siralama formunda) Dr. Kompleks tarafindan birinci sirada, Dr. Vektor tarafindan ikinci

sirada, Dr. Soyut, Dr. Oklid ve Dr. Uzay tarafindan iigiincii sirada tercih edilmistir.

Dr. Kompleks yalnizca kendisinin isaretledigi gibi ispat yapmanin kendi
dogasindan kaynakli zor oldugunu ve Ogrencilerin kavramlar arasindaki baglantilari

yapamadiklarindan ispatlamada gii¢liik yasadiklarimi aktarmsgtir:
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Ispatin yapilmasi ¢ok kolay bir sey degil, cok bilgi gerektiren bir sey. Kompleks
Analizde bir ispatlayacagiz ama simdi onu Analiz 3-4 ile bagdastiriyoruz egrisel
integral konusunu anlatirken. Analize doniiyoruz yani. Analiz II1'teki diyelim limit
olayr yoksa kompleks analizdeki limit olayini biz simdi onunla bagdastiriyoruz.
Tabi teoremlerle bagdastiriyoruz. Iste o alt yapi yoksa nasil bagdastirabiliriz?
Soru ¢ozdiigiimiizde analiz yontemleri kullanmin dedigimizde bilmiyorsa nasil

yapacak?”

Ogrencilerin yasadigi diisiiniilen giicliiklerden bir digeri de ispata nereden
baslayacaklarini bilememeleri olmustur. Dr. Tiirev, Dr. Kompleks ve Dr. Uzay bu giicliikle
ilgili goriis bildirmislerdir. Ornegin, dgrencilerin ispata baslayamadigim sdyleyen Dr.
Kompleks o6grencilerin smif seviyesine gore ispatlama adina neler yapabildiginden
bahsetmistir. Ispatin grencilerin dikkatini cekmedigini ama daha da 6nemlisi dgrencilerin

islenen konudan bile habersiz oldugunu aktarmistir:

“1. sinifta zaten hemen hemen hi¢c yapamuyorlar. 2. Sinifta evet bazi teoremleri
yapabiliyorlar. 3. suifia diyelim daha fazla. Kompleks Analiz 3. sinifta. Ama
yapamiyorlar, kesinlikle once anlatmam lazim. Analiz Ill'te soyle, eger onlara
gorev verirsem hazirlamp gelip anlatiyorlar. Ispata hi¢ baslayamiyorlar. Zaten
bir¢ok dgrenci hazirlikly gelmiyor. Zaten é6grenci daha hangi konu islendigini
bilmiyor, simdi sen hangi ispattan bahsediyorsun? Zaten bir¢ok 6grencinin de
ispat aslinda dikkatini ¢ekmeyebiliyor. Hemen ornegini ne zaman vereceksiniz.

Uygulamasini ne zaman yapacaksiniz tarzinda seyler gelebiliyor.”

3. miilakatta (se¢gme-siralama formunda) 6grencilerin derse hazirlikli gelmedigi
goriisii ve ispatin Ogrencilerin ilgisini ¢ekmedigi goriisii ise iliger Ogretim elemani

tarafindan isaretlenmistir

Dr. Uzay da ogrencilerin ispata nereden baslayacaklarin1 bilemediklerini
belirtmistir. Buna ek olarak derste bir ispat sunumunda yaptigt durum analizinde

ogrencilere de bu durumdan bahsederek oneride bulunmustur (bkz. 4.2.2.2.3):

“Simdi sizin en biiyiik sorununuz ne? Ispata nereden baslayacagimizi bilmiyoruz

hocam degil mi? Nereden basliyorsun aslinda tamm soyliiyor bak!”

Dr. Uzay, 6grencilerin lisede ispat yapmadiklarini, ispatin degerini bilmediklerini,
elestirel diistinme becerilerinin diisiik oldugunu ve tniversitedeki dersleri alma sirasinin

Ogrencileri ispattan soguttugunu sdylemistir:
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“Elestirel diisiinme becerisi ¢ok diisiik cocuklarla muhatabiz. Elestirel diistinme
becerileri yiikseldikce dogal olarak ispat becerileri de artacaktir. Ben dogrudan
elestirel diigiinme becerisi ve ispatin paralellik icerdigini gordiim bir¢ok makalede
literatiirden de biliyoruz daha dogrusu. Aslinda problem su neden ispata ihtiyag
duydugumuzu bilmiyorlar. Once onu égretmemiz gerekiyor. Ciinkii o cocuk soru
¢cozerek gelmis hi¢ ispat yapmamus. Verilenler sagliyorsa yeterli olmug onun igin.
Lisede hi¢ ispat yapmadiklar: i¢in ve ispatin onemi vurgulanmadig igin niye
bunlarla ugrasiyoruz problemi var kafalarinda. Ispata dayali dersleri ¢ok erken
gormek de 6grencileri ispattan sogutuyor. Ve bunu daha dgrenemeden yapmalar

daha biiyiik sikinti.”

Universitede ispata dayali dersleri ok erken gérmelerinin 6grencileri ispattan
soguttugu gorisili higbir 6gretim elemani tarafindan isaretlenmemistir. Bununla birlikte,
elestirel diisiinme becerilerinin diisiik oldugu goriisii tiim 0gretim elemanlar1 tarafindan
isaretlenmistir. Ogrencilerin elestirel diisiinme becerilerini yetersiz buldugunu miilakatta
dile getiren bir bagka 6gretim elemant ise Dr. Tirev’dir. Dr. Tiirev dgrencilerin ispata

nereden baslayacaklarim bilemedigini ve bu durumun nedenlerini su sekilde agiklamistir:

“Nereden bagslayacaklarint bilemiyorlar. Ciinkii ashinda hepsi lisede tiirev,
integral, limit, siireklilik goriiyorlar. Ancak buraya geldiklerinde gérmedikleri
yonii gormeye bashyorlar. O yiizden ilk donem mesela ispatlar onlar igin ¢ok zor
olabiliyor. Mesela kok 2 rasyonel sayt degildir. Onun ispatiyla ilgili seylerimiz var.
O bile baslarda onlara zor gelebiliyor. Bunun ¢esitli nedenleri de var. Tamm
eksikligi de olabilir. Bir de mantiksal diistinmeyle ilgili. Yani mantiksal sorgulama
yapamayan ¢ocuklar var. Ciinkii maalesef sinav sistemi belli. Test usulii sorulart
yapip geliyorlar. Ama sinmifta ¢ok iyi akil yiiriiten dgrenciler var. Bunu fark
ediyorsunuz. Ashinda ispati da daha ¢ok onlarla yonetiyoruz diyebilirim. Yani belli
5-6 kisi var. Temel fikirler onlardan geliyor. Ancak digerlerini onlarin fikirleri

hakkinda diisiindiirtebiliyorum.”

Ozetle, dgretim elemanlarinin dgrencilerin en ¢ok teoremi anlamakta, verilenleri
iyi kullanmakta ve ispata nereden baslayacagina karar vermekte sorun yasadiklarini
disiindiikleri sdylenebilir. Sekil 31°de, 3. miilakat (segme-siralama formu) sonuglarina
gore Ogrencilerin ispatlamada giicliik yasamasinin sirasiyla Ogrencilerin  diisiinme
becerilerindeki eksikliklerden, duyussal durumlarindan, dnbilgilerindeki eksikliklerinden
ve son olarak da 6grenci dis1 nedenlerden kaynaklandigini diisiindiikleri goriilmektedir.

Temalar altindaki gorlislerden ise Ogrencilerin lisedeki egitimlerinin, tanimlarn
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bilmemelerinin ve elestirel diisiinme becerilerinin  diisiik olmasinin tiim 6gretim

elemanlarinca bahsi gecen giicliiklerin baslica nedenleri olarak kabul edildigi goriilebilir.

4.3.4.2. “Ogrencilerin ispatlamada yasadiklart giicliiklerin giderilmesine yonelik

onerileriniz nelerdir?” sorusuna verilen yanitlarin analizi

Ogretim elemanlarinin, dgrencilerin ispatlamada yasadiklar1 giicliikler ve bu
giicliiklerin nedenleri ile ilgili goriisleri alindiktan sonra bu giicliiklerin giderilmesine
yonelik onerilerinin olup olmadigi da sorulmustur. Verilen yanitlar sistemden (egitimde
kanun yapicilardan), 6gretmenden ve aileden beklentiler olmak iizere ii¢ tema altinda

toplanmustir. Bu temalar ve temalar1 olugturan miilakat alintilar1 Tablo 27°de verilmistir.

Tablo 27

Osrencilerin ispatlamada yasadiklar: ~ giicliiklerin  giderilmesi igin Ogretim

elemanlari tarafindan sunulan oneriler

Tema Ispatlama giicliiklerinin giderilmesi Ogretim Elemam

iliskin oneriler

Egitimde Universitedeki derslerde baz Dr. Uzay

kanun diizenlemeler yapiimali

yapicillardan Ispat teknikleri kiigiik yaslardan itibaren Dr. Vektor

beklentiler ogretilmeli

Ogretmenden  Ogrencilerin ispata katilimi saglanmal Dr. Tiirev, Dr. Oklid

beklentiler = —
Ogrencilerin matematik altyapisi ve Dr. Topoloji, Dr. Uzay

diistinme becerileri kuvvetlendirilmeli

Ispat ogretimde uygun yontemler Dr. Topoloji, Dr. Kompleks,
kullanmilmal Dr. Tiirev, Dr. Vektor
Aileden Ebeveynler ¢ocuklarin ¢ok soru Dr. Topoloji
beklentiler sormalarindan sikayet etmemeli

Dr. Uzay ve Dr. Vektdr, Ogrencilerin ispatlamada yasadiklar1 giigliiklerin
giderilmesine yonelik olarak ders igeriklerinin diizenlenmesi veya derslerin verilis sirasi
gibi egitimde kanun yapicilar tarafindan yapilabilecek uygulamalara deginmislerdir.
Ornegin, Dr. Uzay iiniversitede bu yonde degisiklikler yapilmasi gerektigini belirtmistir.

Hem ispat igerigi bakimindan bazi derslerin verilis sirasinin degismesi gerektigine hem de
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Soyut Matematik dersinin ispat felsefesini aktarmasi bakimindan daha yogun olmasi

gerektigine deginmistir:

“Bu ozellikle bence 1. Sinifta Lineer Cebir dersi ¢ok erken. 1. Sinifin 1. donemi bir
derste ispat yontemi ogrenirken diger derste ¢ok agiwr ispatlara maruz kaltyor
ogrenciler. Ben okurken Analitik Geometri 1. Siniftaydi. Analitik Geometrinin 1.
Swnifta olup Lineerin ikinci swnifta olmasim daha etkili daha iyi oldugunu
diistiniiyorum. Ctinkii ispata dayali dersleri ¢ok erken gérmek ogrencileri ispattan
sogutuyor. Ve bunu daha o6grenemeden yapmalar: daha biiyiik sikinti. Aslinda
derslerin 1. suuftan 4. simifa dogru ispata dayalilik swrasinda gore, yogun
kullanimina gére siralanmasi daha iyi olur diye diigiiniiyorum. 3. Sinif bir 6grenci
ispati neden yaptigini neden yapmasi gerektigini biliyor artik. Garipsemiyor daha
dogrusu. Ama 1. simif bir 6grenci her zaman garipsiyor bunu. Bir diger nokta da
ispat felsefesini ¢ok iyi anlatmamiz gerekiyor. Soyut Matematigin bence daha
yogun olmast lazim. 1. Simifta bunu ne kadar iyi verirsek o kadar iyi gider diye

diigtiniiyorum.”

Dr. Vektor ise ispat tekniklerinin daha erken yaslarda egitim igeriginde verilmesi
gerektigini ve bu noktada 6gretmenlere de ¢ok is diistiiglinii aktarmistir. Dr. Vektor burada
Ogretmenlere de atif yapiyor olsa da vurgu yaptigi noktanin 6grencileri ispata aligtirmak

adina 6gretim miifredatina ispatlama tekniklerinin de konmasi oldugu sdylenebilir:

“Kiictik yaglardan itibaren sevdirilmeli ve ispat teknikleri kiiciik yaslardan itibaren
ogretilmeli. Gorsel olabilir. Mesela hikaye olabilir. Drama olabilir. On bilgiler
verilip sonra ispata dokiilebilir. Kiiciik yaslardan teknolojiyi kullanarak ispat
tekniklerine alistirilabilir. Tabi ispat derken az bilgi gerektiren ispatlar var. Yani
once azar azar baslayip sonra arttirmak. Kiiciik yaslardan itibaren sevdirmek ve

’

alistirmak lazim. Tabi 6gretmenlere ¢ok is diigiiyor burada.’

Ogrencilerin ispatlamada yasadiklar giigliiklerin giderilmesine y&nelik sunulan
Onerilerin biliylik ¢ogunlugunun Ogretmenlerden beklentiler icerdigi soylenebilir. Bu
beklentilerin de, ispata katilimi1 saglama, beceri ve altyapt kuvvetlendirme ve farkh
yontemler kullanma gibi kendi iginde farkli dneriler icerdigi gdzlenmistir. Ornegin, Dr.
Tiirev ve Dr. Oklid, 6grencilerin ispat anlatimina dahil edilmesi gerektigini sdylemislerdir.
Dr. Tiirev 6grencilerin ispatta nereden baglayacagini bilememe sorununa ¢éziim olarak

sorularla onlari1 ispata dahil etmeye calistigini aktarmistir:

“Ama ben sunu yapryorum mesela diyelim ki bir ispati dogrudan yapamuiyoriar.

Nereden baglayacaklarimi bilemiyorlar. Onlara hep sunu vurguluyorum. Elimde ne
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var? Nereden baglayacagim? Hani en azindan bu sekilde tetikleyici sorularla da

>

ispat1 onlara miimkiin oldugunca dahil etmek gerekir.’

Dr. Oklid ise dgrencilerin kendilerinin ispat yapmaya ¢aligmasiyla bahsi gegen
giicliiklerin asilabilecegini belirtmis ve bunu da 6gretmenlerin saglayacagini eklemistir. Bu

goriis, Dr. Oklid’in ¢6ziim 6nerisi olarak sundugu tek goriistiir.

“Benim diisiincem o giicliiklerin yasanmamasi i¢in herhangi bir seyi benim
ispatlamam degil onlarin ispatlayabilmesini saglayabilmek beklemek, onlarin
diisiinmesini saglamak. Olmuyorsa ben devreye girmeyi tercih ediyorum. Bu bence
onlari gelistiren bir taraf oluyor. Ama o soruyu ya da o ispati tek basina yapiyorsa
herhangi bir yere bakmadan ugrasmasi bile yeterli. Cézemese bile ogrencinin
ugrasmasini ¢oziim viretmesini saglamamiz gerekiyor. ancak bu tiir giicliikler béyle
giderilir diye diisiiniiyorum. Ogretmenin yapmasi yerine Ogrencinin yapmasini

saglayabilmek.”

Ogrencilerin ispatlamada yasadiklar1 giicliiklerin giderilmesi i¢in 6gretmenlere,
Ogrencilerin Onbilgisinde veya diistinme siireclerindeki eksiklikleri tamamlamalar1 da
onerilmistir. Ornegin, Dr. Soyut kendi uygulamalari iizerinden bu konuda yapilmasi

gerekenlere deginmistir:

“Ispati oncelikle iyice anlamalarini saglamaya calisiyoruz. Neyle muhatap
olduklarimi gérmeleri i¢in. Notasyona vurgu yapiyoruz. Bir ispati yapabilmedeki
en onemli sey matematiksel notasyonu diizgiin kullanabilmekten de geciyor
aslinda. Ya da onunla ilgili 6n kavramlarda da iyi olabilmeli ¢iinkii cogu ispat bir
sekilde ya iki kiime esitligi ya birbirini kapsama yani diger matematiksel alt
kavramlari igeriyor. Dolayistyla on bilgilerini orada eger ispatlayamiyorlarsa
hatirlatmaya gelistirmeye ¢alisiyoruz. Ben birinci sinifta olmasi nedeniyle Soyut
Matematik derslerinde vurguluyorum bu ders bence ¢ok onemli ¢iinkii matematik
boliimiindeki bundan sonraki tiim derslerde kullanabilecekleri temel kavramlart
iceriyor. Kiime, mantik, 6nerme, fonksiyon, baginti, notasyon kullanma vs bunlari
cok iyi sindirmeleri lazim diye diistiniiyorum yani. Ve belki de lisede de
baslayabilmeli bunlarin onciil temelleri lisede atilabilmeli. Ve tamimlara dnem

verilmeli.”

Dr. Soyut notasyonun dogru kullanilmasiin ispat yapmada o6nemli oldugunu
sOylemis ve Ogrencilerin temel matematiksel kavramlara hakimiyetinin 6zellikle lisede
baslamasi1 gerektigine de vurgu yapmistir. Benzer sekilde Dr. Topoloji de notasyona

deginerek “Ilkokuldan itibaren matematik dilini kullanmaya tesvik etmek lazim.” demistir.
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Dr. Topoloji ve Dr. Uzay 6grencilerin diisiinme becerilerine dikkat ¢ekerek
ozellikle elestirel diisiinme becerilerinin gelistirilmesi gerektigini aktarmiglardir. Dr. Uzay
Ogrencilerin elestirel diistinme becerilerindeki disiikliigiin 6zellikle lisede cesitli

etkinliklerle ve felsefe derslerinde arttirilabilecegini aktarmistir:

“Elestirel diisiinme becerisi ¢ok diisiik cocuklarla muhatabiz. Elestirel diisiinme
becerileri yiikseldikce dogal olarak ispat becerileri de artacaktir. Ben dogrudan
elestirel diigiinme becerisi ve ispatin paralellik icerdigini gordiim bircok makalede
literatiirden de biliyoruz daha dogrusu. O yiizden elestirel diisiinme becerisini

arttiracak etkinlikler yapilmasi lisede ¢cok énemli.”

Dr. Topoloji ise dgrencilerin ilkokuldan itibaren sorgulayici olarak yetistirilmesi

gerektigine vurgu yapmis ve ayni zamanda ailelerden beklentisini de aktarmistir.

“Bizim matematik anlanminda soyledigimiz ispat biiyiik kalabilir ama ilkogretimden
itibaren ¢ocuklar: sorgulayici olarak yetistirmek lazim yani bir kere neden nigin
sorusunu sormalart lazim bir. Ikincisi de 6gretmenler ve ebeveynlerin de bu ¢ocuk
neden bu kadar soru soruyor diye merakint kesmemesi lazim. Merak siirekli

uyandirilmalr ¢ocuklarda.”

Ispatlamada yasanan giicliiklerin giderilmesine yonelik &gretmenlerden
beklentilerden bir digeri de uygulanan yéntemleri kapsamaktadir. Ornegin bu konuda en
¢ok oOneride bulunan Dr. Topoloji, 6grencilerin agik uglu sorularla da degerlendirilmesi
gerektigini, ¢aligma yapraklar1 gibi materyaller kullanilmasini, 6grencilerin okuduklari
ispatlar1 sinifta sunmalarinin saglanmasini, ispat yontemlerinin 6gretilmesini ve daha basit

ispatlardan zora dogru siralama yapilmasini onermistir:

“Sadece testlerle ogrencilerin degerlendirilmesi buna set ¢ekiyor. Bu ¢ok yanlis.
Ben itiniversite sinavlarinda ya da katilimin ¢ok oldugu sinaviarda acik u¢lu
sorularla isi gétiirelim ama en azindan sunif icerisinde daha kiigiik gruplarda bu
tir aliskanliklart acik kapali ama daha kombine sorularla yapabilmek daha
mantikl olur. Uygun materyaller miimkiinse hazirlanabiliv. Calisma yapraklart vs.
gibi. Var olan ispatlar: inceleyip bunlart sunmalarin saglarsak o zaman anlayp
anlamadiklarimi  belki biraz daha rahat anlayabiliriz. Hem bizim onu
degerlendirmemiz agisindan hem de onun daha i¢sellestirmesi agisindan onemli
bence. Sonraki siirecte kendi ispatlarini tartisabilmeleri simif icerisinde grup
icerisinde saglamak da fayda var. Kimsenin kimseyi tenkit etmeden. Ispat

yontemlerinin kesinlikle pesin pesin anlatiimast lazim. Temel ispatlarin mutlaka
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verilmesi lazim. Temelden kombine ispatlara dogru yavas yavas ogrenciyi itmeden

’

gotiirsek daha iyi olur.’

Dr. Topoloji’ye benzer sekilde Dr. Kompleks  Ogrencilerin sinifta ispat

sunmalarinin saglanmasini 6nermis ve baska oneriler de eklemistir:

“Stnaviarda kolay da olsa bazi ispatlar sorulmali. Bizler ispati yaparken
yangindan mal kagirir gibi ispati yapmamaliyiz. Ispat 6devleri verilerek sunmalart
saglanmali. Biraz zorlamayla olmasi gerekir bence. Tamam suf i¢i 6zgiir bir
ortam olmalr sevgi saygi cercevesinde olmali ama birazda bence dgrenci
zorlanmali. Ashinda gorev verdigim zaman ogrenciyi zorlarim ben. Tahtada
kendini gor ve kendin yapmaya ¢alis. Sen burada tahtada dgrencilere ders
anlatacaksin. Ogreneceksin sonra 6greteceksin. Bu nasil égretilir surada bir gor

bir konus yani. Sorun degil yanlis yap.
Dr. Tiirev ise ders iginde uygulanabilecek bazi etkinlikler 6nermistir:

“Belki boyle etkinlik formatinda bireysel olarak ya da iki kisilik gruplar halinde
diisiinebilecegi sorular olabilir oncelikle ispata hazirlayan. Daha sonra o
sorularin yamtlanmasi olabilir. Belki ispata onlart kullanarak gegis yapabiliriz.
Yani ispattan once bir gecis etkinligi. Hi¢ yapmadim ama aklima geldi bu
yapilabilir. Belki su da olabilir. Ispatta bazi adimlari bos biwrakip onlardan
doldurmalart istenebilir. Ya da ispatla ilgili bir sey yazdigimda bunun

gerekgelendirmesi istenebilir. Cift siitun ispatlar gibi. Neden seklinde.”

Dr. Vektor ogretmenlerin kendilerini ve &gretim yontemlerini yenilemesi

gerektiginden bahsetmistir:

“Ogretmenlerin de giincel seylere ayak uydurmas: gerekiyor. Mesela 30 sene énce
yapilan ispatla onun giincellenmis teknolojiyle desteklenmis seyleri olabilir onlart
takip etmesi lazim. Tiirkge kullamim agisindan da éncemli. Eskiden hipotez hiikiim
diyorduk simdi verilen istenen diyoruz mesela. Kavramsal bakimdan da biraz

yenilemesi gerekiyor.”

Dr. Topoloji, Dr. Uzay ve Dr. Kompleks dgrencilere ispatin 6neminin faydalarinin
anlatilmasinin da gerekli olduguna vurgu yapmuslardir. Ornegin, Dr. Topoloji 6grencilerin

ispatin faydalarini anlamasi gerektigini sdylemistir:

“Ispatin faydalarimn vurgulanmasi lazim. Dolayisiyla bunun asagidan gelmesi

lazim. Zamana yayilan aliskanliklar edinilmeli. Mesela bir Topoloji dersinde bir
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donem icerisinde bir ¢ok seyi kazandirmaya ¢alistyoruz veya diger derslerde
saglanmaya ¢alisiliyor ama hep boyle kisitli zamanlar oluyor. Biraz daha genis
zamanlara yaymak. Siire¢ icerisinde de hocalarin mutlaka rol model olmasi

b

lazim.’

bl

Dr. Kompleks de “Ogrencilere ispatin éneminin anlatilmas:” gerektigini
vurgularken Dr. Uzay bir 6nceki boliimde “6grencilerin ispata neden ihtiya¢ duydugumuzu
bilmedikleri” yoniindeki -elestirisine ¢6ziim Onerisi olarak “Neden ispata ihtiyag
duydugumuzu once ogrencilerin 6grenmesi gerekiyor, once onu ogretmemiz gerekiyor”

demistir.

Ozetle, dgretim elemanlarin dgrencilerin ispatlamada yasadiklar1 giicliiklerin
¢Oziimiinde yogunluklu olarak 6gretmenden beklentileri oldugu, bunun yani sira egitimde
kanun yapicilara ve ailelere de Ogrencilerin daha kiiclik yaslarda ispatlamaya yonelik

becerilerinin gelistirilmesi i¢in Oneriler sunduklar1 sdylenebilir.

4.3.5. “Ogrencilerden yayimlanmus ispatlar1 incelemelerini istemeli miyiz? Neden?”

sorusuna iligkin bulgular

“Ogretim elemanlarinin  dgrencilerinden yapilmis ispatlar1  incelemelerini
istemelerine yonelik goriisleri nelerdir?” sorusu bu alt problemde ele alinmistir. Bu sorunun
yanit1 ile, dgrencilerin bir ders kitabindaki ispati kendilerinin incelemesi ve anlamaya
calismasima yonelik Ogretim elemanlarmin goriislerinin  alinmas1  amaglanmigtir.
Kendilerinin 6grencilerden bdyle bir uygulamayi isteyip istemedigi ve bu uygulamanin
faydali olup olmayacagina yonelik goriisleri bu alt problem altinda degerlendirilmistir. Bu
alt problemin incelenmesi ilk miilakatta sorulan “Ogrencilerden yayimlanmis ispatlar:
incelemelerini istemeli miyiz? Neden? ” sorusuna verdikleri yanitlarin ve ligiincii miilakatta
yaptiklar siralamalarin analizi ile yapilacaktir. Bu soruya “istemeliyiz” diyen dgretim
elemanlarinin bu tercihlerinin gerekgelerine yonelik gorisleri ve bu goriislere iligkin 3.

miilakat (se¢gme-siralama formu) sonuglar1 Tablo 28’de verilmistir.
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Tablo 28

Ogrencilerin ispat incelemelerinin istenmesinin gerekgeleri

Ogrencilerin ispat okumalarinin istenme

Dr. Kompleks
Dr. Vektor
Dr. Tiirev
Dr. Soyut
Dr. Oklid

Dr. Topoloji
Dr. Uzay

gerekgeleri

Derste yapilacak bir ispatin incelenmesi derse
hazirlikli gelmelerini saglar.

w
w

Ogrenciye pratiklik kazandirir.

5 *
Ogrencinin muhakeme giiciinii arttirir. 4 . . 4 .

Ogrencinin ispat yontemlerini 6grenmesini saglar

Ogrencilerin bilgilerinin pekismesini saglar. 4*
Benzer teoremlerin ispatlarinin incelenmesi 3 3

Ogrenciye ispat i¢in yol agabilir.

Bir teoremin farkli ispatlarinin incelenmesi o 4 3
teoremin anlagilmasina katki saglar.

Tablo 28’de (*) isareti Ogretim elemanlarindan hangilerinin ilk miilakatta bu

kategorideki goriisleri ifade ettigini gostermektedir. Numaralar ise 3. miilakatta (se¢cme-
siralama formunda) 6gretim elemanlarinin bu goriislerden hangilerini segtiklerini ve bu
goriigleri kendilerince hangi sirada 6nemli gordiiklerini gostermektedir. Renklendirme,
gorsellik agisindan numaralara gére yapilmistir. Ornegin, bir dgrencinin ispat inceleyerek
“muhakeme giiciinii arttirabilecegi” goriisii ilk miilakatta yalnizca Dr. Vektor tarafindan
dile getirilmistir. Bununla birlikte, 3. miilakatta (se¢me-siralama formunda) bu goriis, Dr.
Vektor, Dr. Oklid ve Dr. Uzay tarafindan dgrencilerin ispat incelemelerini istemelerine
sebep olarak ilk sirada tercih ettikleri goriis olmustur. Ogretim elemanlarmin segimleri
yoniinden 6rnek vermek gerekirse ornegin, Dr. Tiirev “Bir teoremin farkli ispatlarinin
incelenmesi o teoremin anlasilmasina katki saglar” ifadesini birinci sirada; “Derste
vapilacak bir ispatin incelenmesi derse hazirlikli gelmelerini saglar” ifadesini ikinci
sirada; “Benzer teoremlerin ispatlarinin incelenmesi dgrenciye ispat igin yol agabilir”
ifadesini {iciincii sirada; ve son olarak da “Ogrencinin ispat yontemlerini égrenmesini
saglar” ifadesini dordiincii sirada tercih ettigi goriilmektedir. Tablo 28’de Dr. Uzay’in
yalnizca {i¢ goriisii siraladigi, Dr. Vektor ve Dr. Kompleks’in de bazi goriisleri ayni nem

derecesinde gordiigii goriilmektedir.
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“Ogrencilerden ispat incelemelerini istemeli miyiz?” sorusuna verilen yanitlar
istemeliyiz ve istememeliyiz diyenler agisindan dncelikle iki kategoriye ayrilmaktadir. Dr.
Tiirev ve Dr. Oklid istememeliyiz derken diger 6gretim elemanlar1 istemeliyiz yanitin
vermistir. Dr. Oklid 6grencilerden bdyle bir sey istemedigini ve Ogrencilerin ispat

incelemelerinin onlara bir sey katmayacagini belirtmistir:

“Hi¢ 6yle bir sey istemiyorum. Istemedim. Yapmalarin istedim hep. Istemeli
miyiz? Bence o bir sey katmaz. Ben mesela derslerde hep bekliyorum énce onlar
yapsin diye. Ben bile ¢cok ge¢ yapryorum. Onlarin oncelikle yapmasini bekliyorum.
Clinkii o zaman o dedigim becerileri (matematiksel diisiinme, elestirel diisiinme,

akul yiiriitme) kazandirma konusunda eksik davranirim diye diigiiniiyorum.”

Bu aciklamasinda Dr. Oklid’in dgrencilerin ispat incelemesiyle ispat yapmalarini
karsilastirdig1 ve yapmaya ¢aligmalarim tercih ettigi sdylenebilir. Ik miilakatta istememe
yoniinde bir tercih belirtmis olmasina ragmen 3. miilakatta (segcme-siralama formunda) bu
soruya siralama yaparak yanit verdigi goriilmiistiir (bkz. Tablo 28). Yani, 6grencilerin ispat
okuyarak muhekeme giiciiniin artacagini, benzer teoremin ispatinin incelenmesinin ispat
icin yol saglayacagini ve bir teoremin farkli ispatlarinin incelenmesinin teoremin

anlagilmasina katki yapacagini diisiindiigii soylenebilir.

Dr. Tiirev ise Ogrencilerden ispat okumalarini/incelemelerini istemedigini
belirtmistir. Kendileri incelerken anlamayabileceklerini belirterek bunu istememek

gerektigini ancak derse hazirlikli gelmek agisindan bunun uygulanabilecegini sdylemistir:

“Bu sekilde bir seyi incelemelerini istememeliyiz. Ama su olabilir belki diyelim ki
0 giin bir teoremi ispatlayacagim yani hi¢ boyle bir sey yapmadim ama ¢ocuklarin
arastirma yapmalarmi saglamak icin Analizin Temel Teoremi ne, neden temel
teorem denmig? Nasil ispatlanir, nerden ¢ikmis gibi 6nceden hazirlikli gelmeleri
saglanabilir. Ama herhangi bir Analiz  kitabim aldiklarinda da ispati
anlamamalari da olasi. Verilen derse gore istenebilir. Ben Analiz I-1l dersinde oyle
bir sey istemiyorum. Ciinkii zaten bu derste konu konu yapilmasi gereken ispatlart

yapiyoruz simifta.”

3. miilakatta (segme-Siralama formunda) “derse hazirlikli gelmeyi saglar” goriisii
Dr. Kompleks ve Dr. Tiirev tarafindan ikinci sirada, Dr. Soyut ve Dr. Uzay tarafindan

ticlincii sirada tercih edilmistir.
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Dr. Topoloji, Dr. Oklid’in 6grencilerin gerekli becerileri ispat1 incelemekle
kazanamayaca@i diigiincesine paralel bir agiklama yapmis bununla birlikte yine de

Ogrenciye bir yol agmasi agisindan faydali olacagini belirtmistir:

“Bana kalirsa bunun faydasi var. Ciinkii bir yerde rol model edinme gibi diye
diigiiniiyorum ben. Tamamen yapimis ispatlarin iizerinden c¢alismak belki
ogrenciyi ¢ok fazla bir yere gétiirmez ama baslangic acisindan ozellikle el
aliskanliklar: edinip kim nasil yapmuis dedigim gibi onu rol model edinip acaba ben
bu mantigi kullanabilir miyim diye gidebiliriz. Yani neyi nasil incelemis matematik
diliyle nasil ifade etmig, nasil sonuglandirmis, gérsel olarak nasil konumlandirmaus,
ispatin estetigi de ¢iinkii bizim icin 6nemli dolayisiyla bunlari gérmek agisindan
bence faydali. Yani kitaplardan vs. de incelenebilir bu sinifta bizim yaptigimiz
ispatlar birlikte incelememiz seklinde de olabilir zaman zaman sonra yavas yavag

’

ogrencinin kendisine dogru agirligi kaydirmak daha mantikly oluyor.’

Dr. Topoloji’nin rol model edinme baslig1 altinda “ben bu mantig1 kullanabilir
miyim” yoniinde yaptig1 aciklamalar “Benzer teoremlerin ispatlarinin incelenmesi
Ogrenciye ispat i¢in yol acabilir” kategorisi altinda degerlendirilmistir. Ayn1 sekilde, Dr.
Soyut da benzer teoremlerin ispatlarini incelemenin 6grenciye bir yol agabileceginden

bahsetmis ve bu durumu kendi tecriibeleriyle 6rneklendirmistir:

“Yine ben zamanminda bir yerde yayinlanmisti transandant sayiarla ilgili. Bir
transandant sayt gelmisti aklima, onun transandant oldugunu ispatlamaya
calismigtim. Arastirdim, bu tarzda ilk olarak bir matematik¢i gostermis. Ve onun
ispatini incelemistim. Kendi tammladigi transandant sayimn transandantligin
nasil ispatlamis diye. Celigki bulma yontemi kullanmis ve ortalama deger teoremi
bile geciyordu. Sonra ben orada yapilan ispati bir sekilde kendi sayima uyarladim.
Ve onun transandant oldugunu gosterebilmistim. Mesela Kurt Mahler diye bir
matematikgi bu sayimin ispatini yapmis. Mesela onun nasil gésterdigini hi¢
bilmiyorum yani bulamadim onu. Ama diger matematik¢in ispatini uyarlayarak
ispatladim. Dolayisiyla var olan ispatlart incelemek o konuda bilgi sahibi olmatk,
belki daha sonra baska ispatlarda faydali olabilir. Bir yol agabilir. Bir éneride

bulunabilir.”

3. miilakatta (segme-siralama formunda) “Benzer teoremlerin ispatlarinin
incelenmesi 6grenciye ispat i¢in yol agabilir” goriisii Dr. Kompleks ve Dr. Soyut tarafindan
birinci sirada, Dr. Oklid, Dr. Topoloji ve Dr. Uzay tarafindan ikinci sirada, Dr. Vektér ve

Dr. Tiirev tarafindan ise {igiincii sirada tercih edilmistir.
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Dr. Kompleks de o6grencilerin ispat incelemelerinin, ispatlamanin nasil
yapilacagina yonelik bir fikir verecegini belirtmistir. Dr. Kompleks’in bu goriisii de
“Benzer teoremlerin ispatlarinin incelenmesi 6grenciye ispat i¢in yol acabilir” kategorisi
altinda degerlendirilmistir. Ek olarak ispat incelemenin, bilgilerinin pekismesinde faydali

olacagini da sdylemistir:

“Evet yapilmis olan ispatlari inceleseler iyi olur diye diistiniiyorum. En azindan su
agidan ne nerden nasil oluguyor yani bir genellemeye nasil varryoruz bir teorem
nasu ispatlaniyor? Daha sonra ogrencinin kendisi buradan yola ¢ikarak yeni bir
seyler yapabilir mi bulabilir mi? Ya da teoremler gelistirebilir mi? Faydalansin

diye yani. Inceleseler iyi olur. Bilgileri yerine daha ¢ok oturur.”

Ispat incelemenin “ispat yapmaya bir yol acacagma” deginen Dr. Vektdr de bu
uygulamanin 6grenciye ayn1 zamanda pratiklik kazandiracagini ve 6grencinin muhakeme

giiclinil arttiracagini sdylemistir.

“Ne kadar ispat goriirse muhakeme giicii o kadar artar ve teknik 6grenmis olur.
Pratiklik kazandirr. O yonii de var. Mesela ne kadar ispat goriirse ona benzer bir
ispat yaptigi zaman... Sadece ispat olarak diigiinmemek lazim, soru icin de gegerli.
Baska da ¢cok bir sey kazandiracagim diigiinmiiyorum. Aslinda ne kadar ispat
goriirse fazla muhakeme giicii geligiyor. Aym zamanda ne kadar ispat goriirse
kendisinin ispat teknigini de gelistirir. Ciinkii bu is tecriibedir. Mesela, diyelim ki
verdim sunun ispati nedir? Neye bakacak. Tecriibe yani. Gordiigii ispatlar

diisiinerek ona gore ispat yapacak. Bu mesela ispat yetenegini de artirir.”

“Ogrenciye pratiklik kazandirir” goriisii ise 3. miilakatta (segme-siralama
formunda) yalnizca Dr. Kompleks tarafindan besinci sirada tercih edilmistir. Bununla
birlikte “0grencinin muhakeme giiciinii arttirir” goriisii i 6gretim elemani (Dr. Vektdr, Dr.
Oklid ve Dr. Uzay) tarafindan birinci sirada ve Dr. Kompleks tarafindan ise dordiincii

sirada tercih edilmistir.

[k miilakatta istemeliyiz cevabimi veren dgretim elemanlarindan Dr. Uzay bu
uygulamanin 6grencilerin ispat yontemlerini 6grenmesine faydasi olacagini diisiindiigiinii
belirtmistir. Bu uygulamay1 o6zellikle lineer cebir dersine girdigi lise matematik

ogretmenligi 1. simif 6grencileri agisindan ele aldig1 soylenebilir:

“Evet istemeliyiz. Ciinkii ozellikle 1. simiftaki 6grenciler ispat yaparken g¢ok
zorlanyorlar. Ispati nasiul yapacaklarin bilmiyorlar. Ispat yontemlerine tam hakim

degiller. Ve birinci sinifta Soyut Matematik, Lineer Cebir ve Analiz derslerini ayni
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anda alyyorlar. Hepsinin icinde ispat var. Ama soyut matematikte ispat yontemini
daha ogrenmeden Lineer Cebirde ve Analizde ispat yapmaya bagliyorlar. Tabii,
¢ogu basarili olamiyor. O yiizden olabildigince fazla ispat yontemlerini
ogrencilere gostermeliyiz. Bir de farkli dersler icin ¢ok sik kullanilan ispat
yontemleri var. Mesela Analizde dogrudan ispat yontemi ¢ok fazlayken mesela
Cebirde ¢eliskiye ulasma ya da olmayana ergi yontemi daha fazla kullanilabilir. O

’

yiizden olabildigince incelemeleri lazim.’

Dr. Uzay ayni1 zamanda derste bir ispatin sonunda durum analizi yaptig1 konugsmada
da o6grencilere ispat okumalarii tavsiye etmis ve 6zellikle bunun icin kiitiiphanelerden

faydalanmalarii 6nermistir:

“Ispat konusunda ¢ok ciddi eksikler var. 1. simfta genellikle boyle olur. Ama bunu
ispatlari iyi okuyarak gecebilirsiniz. Yani ispat okumaniz lazim. Nasil diisiinmiis?
Nereden gelmis? Soyut Matematik dersi altyorsunuz degil mi? Soyut Matematik
dersi ozellikle ispati anlatan bir derstir. Ispat yontemlerini anlatmistir hocaniz.
Dogrudan ispati anlatmigtir, dolayli ispati anlatmistir. Biraz onlarin iistiinde
durun. Siz boyle gegiyorsunuz dyle degil o is. Mesela benim yaptigim ispatin tiirii
ne su anda? Diisiiniiyor musunuz ne tiir ispat yaptigimi? (6grencilerden farkl
cevaplar gelir) Bakin emin degilsiniz... Ya iste bunu ¢ozmeden olmaz. Bunlart iyi
okumaniz lazim. Matematigin esasi bu. Biz 4 y1l boyunca ispat yapacagiz. Dogal
olarak ispat nasil alisiyor anlamaniz lazim. Internette o kadar cok érnegi var ki!
Ama iyi kaynaklart okuyun. Ben ¢ogu zaman kiitiiphane kullanirim. Siz internette

1)

iyi bilgiyi ayirt edemezsiniz ¢linkii.’

3. miilakatta (segme-siralama formunda) “ispat yontemlerini 6grenmeyi saglar”
goriisii Dr. Vektor tarafindan birinci sirada, Dr. Kompleks ve Dr. Topoloji tarafindan
tcilincii sirada, Dr. Tiirev ve Dr. Soyut tarafindan dordiincii sirada tercih edilmistir. Dr.
Soyut da ispat yontemlerine deginmis ancak oOzellikle bazi sik ispatlarda kullanilan
yontemlerin incelenmesinin benzer durumlarda ispat yaparken faydali olabilecegini ve akla
gelmeyebilecek seyleri Ogrenmelerini saglayacagini vurgulamistir. Bu nedenle Dr.
Soyut’un bu agiklamasi “ispat yontemlerini 6grenmeyi saglar” kategorisi altinda degil de

“Ogrenciye bir yol acabilir” kategorisi altinda degerlendirilmistir:

“Mesela es giicliiliik de sonsuz kiimelerin birbirine denkligi kavraminda
fonksiyonlar kiimesi var. (0,1) araligindan reel sayilara tamiml tiim fonksiyonlarin
kiimesi. Bunun kardinalitesi reel sayilardan biiyiik. Ve éyle enteresan bir ispat var

ki ben hep ¢ok stk bulmusumdur. Ben de bir sene sonra falan ispatta gergekten ne
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dedigini anlayabildim. ‘Vay be!’ demistim. Ogrencilere de dedim eger bir tepkide
bulunmuyorsaniz bu ispati tam olarak anlamiyorsunuz demektir. Ciinkii o ispatin
orada ne yaptigini anlayan bir insan vay be’ diyebilir ger¢ekten. Dolayisiyla bazt
yapilmis ¢ok ozel ispatlart incelemeleri bu baglamda faydali olabilir. Ciinkii
insanin o tiir bir ispati kendi basina yapabilmesi ¢cok zor. Ciinkii tarih seriiveninde
bile ilgili matematikgilere iin kazandwmus ispatlar. Yani normal akademisyenlerin
bile sifirdan baksalar tek basina akil edemeyecekleri argiimanlar icerebiliyor. O
yiizden bu tiir ozel ispatlarda oézellikle yapilmis ispatlar incelemeleri faydall
olabilir. Hatta bundan sonrasinda benzer baska seylerde o ispat yontemleri faydali

olabilir.”

Dr. Soyut yukarida bahsi gecen “bir teoreme benzer baska teoremlerin ispatinin
incelenmesinin” yani sira bir teoremin farkli ispatlarinin incelenmesine de deginmistir. Bu
uygulamanin da teoremin daha iyi anlagilmasina katki yapacagmi su sekilde

orneklendirmistir:

“Bazi teoremlerin birkag farkl ispati olabiliyor. Bunlart incelemeleri onlar i¢in
faydali olabilir. Ya da farkl: disiplinler arasinda iligki bile kurabilir. Farkl disiplin
derken matematigin kendi kavramlart arasinda. Ki iliskilendirme miifredatin bile
kazandirmayr hedefledigi siire¢ becerilerinden. O yiizden lazim. Diger ispatlart
incelemeleri belki de yaptig1 ya da bildigi... Diyelim ki bir teoremi ispatlamaya
calistyoruz. Bu konuda yapilmis baska ispatlar varsa onlart incelemeleri mevcut
yapimis ispatt da daha iyi anlamlandirmalarina da sebep olabilir. Mesela
gegenlerde derste soyut cebir konulart anlatirken orada devirli gruplarla ilgili bir
yer var. Bu devirli gruplarin icinde iirete¢ sayisi var. Zm X Zn de tirete¢ sayisini
belirlerken m ile n aralarinda asalsa bu devirli oluyor. Uretece bakarken de @(n).
@(m) oluyor. Ve orada @(n). @&(m) in @(m.n) e esit olmasi gerektigini sordugumuz
zaman yani onu sayilar kuramindaki bir yere atifta bulunup onun ispatini soyut
cebir de yapabilmis oluyoruz. O an icin birbirinden farkliymis gibi goriinen iki
kavram arasinda iliski bile kurulmug oluyor. Ki diger tarafta biz o ispat farkl
sekilde yapiyoruz ama burada cebire gelince devirli grup kullanarak bunu
yapabiliyorsun. Dolayisiyla yapilnus diger ispatlart da incelemek bu baglamda
iliskilendirme yapmak ve topyekiin daha iyi anlamak a¢isindan faydali olabilir diye

bl

diistintiyorum.’

“Bir teoremin farkli ispatlarinin incelenmesinin o teoremin anlagilmasma katki

yapacag1” gorlisii li¢ 6gretim eleman1 (Dr. Kompleks, Dr. Tiirev ve Dr. Topoloji) tarafindan
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birinci sirada, Dr. Soyut tarafindan ikinci sirada, Dr. Oklid tarafindan iigiincii sirada ve Dr.

Vektor tarafindan dordiincii sirada tercih edilmistir.

Ozetle, genel olarak ogrencilerin ispatlar1 incelemelerinin istendigi ve bu
uygulamanin farkli agilardan fayda saglayacagina yonelik goriisler elde edilmistir. 3.
miilakatta (se¢me-siralama formunda) ise bu goriislerden “6grencinin muhakeme giiciinii
arttirir”, “Bir teoreme benzer teoremlerin ispatlarinin incelenmesi 6grenciye ispat igin yol
agabilir”, “Bir teoremin farkli ispatlarinin incelenmesi o teoremin anlagilmasina katki

saglar” ifadelerinin en ¢ok ve Oncelikli tercih edilen goriisler oldugu sdylenebilir.

4.3.6. “Ispat yaparken 6grencilerin derse katilimim beklemek gerekir mi? Katilim

bekliyorsaniz bunun i¢in neler yaparsimz? sorularina iliskin bulgular

Ogretim elemanlarinin derste ispat yaparken, dgrencilerin derse katilimini bekleyip
beklemediklerine ve katilim bekliyorlarsa bunun i¢in neler yaptiklarina yonelik goriisleri
almmstir. Oncelikle grencilerin ispat sunumuna katihmini bekleyip beklemedikleri
sorulmustur. Dr. Vektdr haricinde tiim oOgretim elemanlar1 Ogrencilerin katiliminm
beklediklerini belirtmiglerdir. Dr. Vektor, geleneksel 6gretimde gerekli olmamasi ve zaman
kaybi olacag: diisiincesiyle 0grencinin bir ispati yapmasini ya da 6gretmen ispat1 yaparken

katilim gdstermesini beklemedigini sOylemistir:

Dr. Vektor: “Yok dyle bir seyim yok. Mesela maksimum minimum olmast igin
birinci tiirev sifir olmast gerektigini ispatltyyorum. Bunu ben vermeliyim. Ciinkii
zaten ispati yapilmis. Simdi onu yaparsam ders saatlerinde zaman kaybederiz.

Ctinkii ispati yapilmis ve niye yapildigini bizim ifade etmemiz gerekiyor.”

Arastirmact: “Katilimdan kastedilen sadece ispati 6grencinin yapmasi degil, peki

ispatin adimlarina katilim bekler misiniz?

Dr. Vektor: “Yani ben ¢ok énemli oldugunu diigiinmiiyorum bunun. Bir ara aktif
ogrenme vardi. Belki o tiir 6grenme yontemlerinde belki oyle bir katilim istenebilir
ama geleneksel ogretim yonteminde gerekli degil. Zaten hocamn hakimiyeti de
onemli. Ogrencileri dahil etmek maalesef ¢ok fazla olmuyor. Ogrenciler genellikle
teorem ispatlarinda suskun kaliyorlar. Ispata katki yapma taraftar: olmuyorlar.
Ben de ilk baslarda katmak istiyordum ama sonradan baktim ki hem zaman kayb:
oluyor hem de katilim olmuyor. Bastan da soyledigim gibi teorem ve ispatlar

matematikte tizerinde durulmasi gereken konular, 6grenciler de bunlarda ¢ok
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zorlandiklar igin bir siirecten sonra takip edebiliyorlar o nedenle birden bunlar

>

yapamiyorsunuz.’

Dr. Vektor bu soruya yukaridaki yanitt vermis olmasina ragmen “ispat yaparken
kesinlikle yapilmasi gereken uygulamalar” a yonelik fikirlerini anlatirken soru cevapla

Ogrencileri ispata kattigin1 da sdylemistir (bkz. Boliim 4.2.3):

“Eger mesela tiirev tanimi kullanacaksak bu tiirevin tanimi neydi arkadaslar gibi

ogrencileri soru cevap seklinde katryorum.”

Dr. Vektor’in bu agiklamalart dogrultusunda, ispat anlatirken 6grencilerin soru
cevapla kiiciik katilmlar gostermesini istedigi ancak 6grencilerden daha biiyiik katilimlar
beklemedigi ve bunu gerekli gérmedigi diisiiniilebilir. Dr. Vektor haricindeki diger 6gretim
elemanlar1 Ogrencilerin katilimin1 beklediklerini ve katilim ic¢in neler yaptiklarim
belirtmislerdir. Katilimi neden istedikleri ile ilgili verdikleri yanitlarin analizi sonucunda
ise, dgrencilerin ancak ispata katilarak anlayabilecegi ya da diisiinme becerilerinin bu
yolla gelisebilecegi yoniinde temel olarak iki neden iizerinde durduklari gozlenmistir.
Ornegin, Dr. Oklid daha énceki béliimlerde de bahsedildigi gibi dgrencilerin katilimini,
onlarin ispat yapmaya caligmalar1 seklinde bekledigini ve bunun da onlarin diigiinme

becerilerini gelistirecegini belirtmistir:

“Ispat yaparken o akil yiiriitme becerisi, matematiksel diisiinme becerisi, elestirel

diigiinme becerisi kazandirma ancak kendilerinin yapmasiyla ger¢eklesir.”

Benzer sekilde, dgrencilerin diisiinmelerini saglamaya calistigini belirten Dr.
Tiirev de bu uygulamanin ayn1 zamanda dgrencileri derste aktif hale getirdigini de

sOylemistir:

“Miimkiin oldugunca ¢ok 6grenciye ulasmaya ¢alisirim. Ciinkii onun onemli
oldugunu diisiintiyorum. Bu ne saglar? Hem 6grencilerin daha aktif olmasint hem

de ¢cogunun diigiinmesini saglar.”

Anlatilanlarin anlagilmas1 i¢in diyalogun 6nemli oldugunu belirten Dr. Uzay

ogrencinin ogretmeni yakalayabilmesi i¢in bu uygulamanin gerekli oldugunu aktarmistir:

“Ogrencinin katilimin beklemek gerekir. Yoksa égrenci sizi yakalayamiyor. (...)
Ogrencilerle diyalog ¢ok daha énemli yani bunu sadece tahtaya yazmaniz onemli

’

degil 6grencinin onun neden orada yazildigint anlamast lazim.’
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Dr. Uzay’a gibi Dr. Soyut da ogrencilerin anlatilan1 anlamasinin Onemine
deginirken ayn1 zamanda bu uygulamanin ogrencilerin anlayp anlamadiklarint olgmeyi

sagladigina da vurgu yapmustir:

“Elbette beklemek gerekir. Ciinkii 6biir tiirlii direk kendiniz anlatirsaniz yani ne
kadar iyi anlatilirsa anlatilsin onlar bir sekilde dahil olmadikiar: zaman bence
anlamayabiliyorlar. Ya da derste bu ispat anlasildi mi anlasiimadi mi bunu

anlayabilmek icin ogrenci katilimi iyi bir 6l¢iit aslinda.”

Dr. Kompleks ise “Evet katilim beklemek gerekir...” derken bunu neden istedigine
yonelik bir aciklama yapmanustir. Ogretim elemanlarma ispat yaparken ogrencilerin
katilimlarini bekleyip beklemediklerinin yani sira katilim bekliyorlarsa bunun i¢in neler
yaptiklar1t da sorulmustur. Tablo 29 6grencilerin ispat sunumuna katilim gostermesi
gerektigini sdyleyen Ogretim elemanlarinin, katilim saglamak adina yaptiklarini
sOyledikleri uygulamalar1 gostermektedir. Bu tabloya gore 6gretim elemanlarinin 6grenci
katilmint saglamak adma yaptiklarin1 sdyledikleri uygulamalar ii¢ baslik altinda
degerlendirilmistir. Bu basliklara yonelik agiklamalar ve miilakat transkriptleri asagida

verilmistir.

Tablo 29

Ogretim elemanlarinin ispat anlatimi esnasinda ogrencilerin katilimini saglamak

i¢in yaptiklar: uygulamalar

Ogrencilerin ispata katitlimim saglamak Ogretim Elemam

adina yapilanlar

Soru sorma Dr. Topoloji, Dr. Uzay, Dr. Soyut, Dr.

Kompleks, Dr. Tiirev, Dr. Oklid
Cesaretlendirme Dr. Topoloji, Dr. Kompleks
Ogrencilere sorumluluk verme Dr. Oklid, Dr. Topoloji

Katilim bekledigini belirten tim O6gretim elemanlarmin bunun igin en sik
basvurdugu uygulamanin ‘soru sorma’ oldugu sdylenebilir. Ornegin, Dr. Kompleks
genellikle 6grencilerin katilim gostermedigini belirtmis ve soru sorarak onlar1 ispat

anlatimina katmaya ¢alistigini aktarmigtir:

Dr. Kompleks: “Diyorum bazen buradan sonra devam etmek isteyen var mi? Ama

simdiye kadar 1-2 ogrenci ¢itkmistir. Hemen tahtaya ispati yaptim bitirdim degil
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zaten. Basamak basamak, mesela bir yere kadar geldik evet soyleyin bakalim bunu
yazdim neye dayanarak? Surada sunu kullandim. Baska bir sey kullansam ne

olur?”
Arastirmaci: “Soru sorarak onlari katiyorsunuz yani?”’

Dr. Kompleks: “Tabi. Mesela limitin tekligini ispathiyoruz degil mi? Ezbere
bilinen gey. Ama ogrenci onun farklinda degil yani. Oradaki epsilon, her epsilon
ne anlama geliyor. Orada bir sonuca variyoruz. Neden yani? Bu boyle hadi
bakalim sen séyle. Yok. Sen soyle. Yok ! Bunu bakalim biliyor musun bilmiyor
musun bazen soruyorum yani. Bazen de dgrencilere ispata gegislerini sorarak

ispatin i¢ine onlart ¢cekerim.”

Bu agiklamada Dr. Kompleks’in sordugu sorulara cevap alamamaktan da yakindigi
sOylenebilir. Benzer sekilde Dr. Uzay da 6grencilerle ¢ok sik diyalog kurdugunu ve sorular
sordugunu yukarida belirtilen nedenleriyle birlikte aktarmustir. Dr. Soyut ise soru
cevaplarla 6grencileri derse katmaya calistigini ancak cevap veren 6grencilerin genellikle

ayn1 6grenciler oldugunu fark ettigini belirtmistir:

“(...)Oyiizden ben stirekli soru cevapli anlatmaya ¢alisirim. “Burada gostermemiz
gereken gey ne? Hipotezimiz ne? Bunu gosterebilmek icin ne yapmak lazim?” vs
diye ogrencileri konusturmaya ¢alisirim. Ama burada da soyle bir tecriibem var.
Soru cevap tiiriinde bir sey yapiyorsaniz ne yaparsaniz yapin bir an bakiyorsunuz
her sorunuza cevap geliyor bu aldatict bir sey biraz. Eger dikkatli olursaniz bizim
derslerde ozellikle aslinda 40 kisilik bir sinifta bu sekilde cevap verip konusanlar
ayni 6-7 kisi. Ozellikle de bu kisiler simifta farkl yerlerde oturmuslarsa bir an
insana sunu hissettirebiliyor bak sinif ne giizel katiiyor! Ama boyle olmuyor. Bu
baglamda neredeyse sinifin %10 una ulagmis oluyorsunuz. Digerleri sadece takip
ediyor. Belki o tartismalardan da bir seyler 6greniyorlar ama direk derse dahil

olanlar ¢ok degil diye goriiyorum.”

Benzer sekilde Dr. Tirev de 6grencilerle diyalog halinde ispatlar1 yaptigim
aktarirken ayn1 zamanda Dr. Soyut’un fark ettigini sdyledigi ‘hep ayn1 6grencilerin cevap

vermesi’ durumunda da neler yaptigini belirtmistir:

“Mutlaka 6grencilerle etkilesim iginde yaparim ve o diyalogu hi¢ kaybetmem. Tabi
ki suifta bazi égrenciler var ki onlar ¢ok hizli diisiiniiyor. Digerlerine gore daha

iyiler. Onlart da genelde sanki soyledikleri dogru degilmis gibi ifade edip diger
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ogrencilerin dikkatini ¢ekmeye ¢alisirim. Ya da bazen onlardan sessiz kalmalarin

>

isteyebiliyorum biitiin 6grenciler dahil olsun diye.’

Soru sordugunu ifade eden bir baska 6gretim elemani ise Dr. Oklid’dir. Dr. Oklid
aynt zamanda bir diger kategoriyi de olusturacak sekilde, 6grencilerden ispatlamaya

calismalarini istedigini aktarmigtir:

“Once ben yapmiyorum zaten. Oncelikle onlardan yapmasini istiyorum. Ve sonra
birisi bile yapmus olsa bekliyorum oncelikle ama sonra 6grencilerin tahtaya gelip
yapmasint istiyorum Hi¢ kimse yapamiyorsa ogrenciyle diyalog halinde soru

bl

yanitla yapmaya ¢alistyorum ispatlari.’

Dr. Oklid gibi Dr. Topoloji de ders iginde dgrencilerden ispatlamaya ¢alismalarini
istedigini sOylemistir. Dr. Topoloji’nin ayni zamanda soru sormaya ve diyaloga vurgu
yaptig1 da gozlenmistir. Buna ek olarak, Dr. Topoloji hem 6grenci katilimi i¢in sorular
sordugunu hem de derste sunacagi teoremlerin bir kismint 6grencilere onceki derslerde
vererek ¢ozmeye calismalarini ve dersten once Ogrencilerin kendi odasina gelerek ne
yaptiklarint anlatmalarini istedigini yani Ogrencilerin cevaplarmi degerlendirdigini
aktarmistir (bkz. 4.2.6). Bu uygulamay1 neden yaptigina yonelik ise sdyle bir agiklama da
bulunurken ayn1 zamanda 6grencilerin katiliminin 6niindeki en biiyiik engelin 6nyargilart

oldugunu belirterek onlar1 cesaretlendirmeye ¢alistigini da sdylemistir:

“Ders icinde diyalog soru cevap bizim en ¢ok kullandigimiz seyler. Diyalog
olduk¢a 6nemli. Beraberce teoremlerin ifadelerini analiz etmek beraber diigiinmek,
ipuglart ile onlart yavas yavas iteklemeye ¢calismak, ellerindeki calisma kagitlar
da ozellikle topoloji i¢in énemli. On bilgilerini yavas yavas hatirlatmak soru
cevaplarla. Miimkiin oldugunca beraber yani dedigim gibi... Ben gerek ders
icerisinde gerekse ¢alisma yapraklarimin sonundaki sorulari yanitlayp getirip ne
yaptiklarint anlatmalar: seklinde istiyorum... Cesaretlendirme de ¢ok onemli yani
ben yapamam diyerek baslyyor zaten topoloji igin. Soruyorum 1. Sinif veya 2. Sinif
ogrencilerine topoloji diye bir isim duydunuz mu diye. Hocam ¢ok zormus diyorlar.
Geldikleri anda béyle bir bariyerle karsilasiyoruz zaten. Dolayisiyla
cesaretlendirme.. ‘Bak yapabilirsin, oluyor!’ seklinde onemli yani. Geri doniit
mutlaka vermek gerekiyor. Onu da ozellikle 2-3 kisi grup olarak yanima geldiginde
daha ¢ok saglayabiliyorum nerde yanlis yapmuislar, neyi yanls yazmislar, neyi
yanliy diistinmiigler, bunun geri doniitiinii verdiginizde is biraz daha hizlanarak

gidiyor. Her fikir dogru yanlis olsun degerlendirmek gerekiyor yani refiize etmeden



231

bu isi yapmak gerekiyor. Varsa yanlislarin da neden yanls oldugunu géstererek

ipuglart... Olumsuz tenkit yok. Olmamast gereken bir sey.”

Dr. Topoloji gibi Dr. Kompleks de d6grencilerin katilimini arttirmak amaciyla ispat
esnasinda 6grencilere yol gosterdigini ve ipuglart verdigini belirtmistir. Bu uygulamasiyla

Ogrencileri cesaretlendirmeye calistig1 soylenebilir.

“Bazen de soyle oluyor. Mesela diyelim ki improper fonksiyonlarda bir ézellik.
Onerme biciminde veriyoruz. Hadi bakalim bu onermeyi kim ispatlayacak.
Soruyorlar. Yol gosteririm. Tamm kullamin bakalum ne olacak tarzinda yol

gosteririm.”

Ozetle, 6gretim elemanlarinin, 6grencilerin anlamalarim arttirma ve diisiinme
becerilerini gelistirme gibi amaglarla onlarin ispat sunumuna katilimlarini bekledikleri ve
bunu saglamak i¢in de soru sorma, cesaretlendirme ve sorumluluk verme gibi yontemler

uyguladiklar sdylenebilir.

4.3.7. “Ogrencilerden ispat yapmalarim istemeli miyiz? Neden?” sorusuna iliskin

bulgular

“Ogretim elemanlarmin dgrencilerin ispat yapmalarina yonelik goriisleri nelerdir?”
sorusu bu alt problemde ele alinmistir. Bu sorunun yanit1 ile, dgrencilerin bir teoremi
kendilerinin ispatlamaya c¢alismasina yonelik dgretim elemanlarimin goriiglerinin alinmast
amaglanmigtir. Kendilerinin 6grencilerden boyle bir uygulamayi isteyip istemedigi ve bu
uygulamanin faydali olup olmayacagina yonelik goriisleri bu alt problem altinda
degerlendirilmistir. Bu alt problemin incelenmesi ilk miilakatta sorulan “Ogrencilerden
ispat yapmalarint istemeli miyiz? Neden?” sorusuna verdikleri yanitlarin ve uglincii

miilakatta bu yanitlara yonelik yaptiklari siralamalarin analizi ile yapilmgtir.

Bu soruya verilen yanitlarda tim 6gretim elemanlarinin “istemeliyiz” dedigi
goriilmiigtiir. Ancak hangi durumlarda istenmesi gerektigi konusunda farkli 6n sartlar 6ne
siiriildiigii belirlenmistir. Ogrencilerden ispat yapmalarin1 bekleme nedenleri de Tablo

30’da verilmistir.
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Tablo 30

Ogretim elemanlarimn ogrencilerinden ispat yapmaya ¢alismalarini isteme

amaclart

(2]

3 S

— ~ o

o HY - L ~ -
Sgrencilerin i . 5 3 £ 3 5 8 B
Ogrencilerin ispat yapmalarinin istenme < N = 3 S 2 =)
gerekgeleri ) S S a S a a
Ogrenciyi dersin i¢ine cekmek 3* . 3

Anlayip anlamadiklarint gérmek
4 3* 4
3 4 4 SR

Matematigin isleyisini 6grenmelerini saglamak

Akil yiiritme/matematiksel diistinme/elestirel
3
diisinme vb. becerileri kazanmalarini saglamak
Bilgilerini veya benzer diger ispatlar1 . .
5 4 3

pekistirmelerini saglamak

Tablo 30’da (*) isareti 6gretim elemanlarindan hangilerinin ilk miilakatta bu
kategorideki gorisleri ifade ettigini gostermektedir. Numaralar ise 3. miilakatta (segme-
siralama formunda) 6gretim elemanlarinin bu goriislerden hangilerini sectiklerini ve bu
goriisleri kendilerince hangi sirada dnemli gordiiklerini gostermektedir. Renklendirme,
gorsellik agisindan numaralara gore yapilmustir. Ornegin, bir 6grencinin kendilerinin ispat
yapmaya calismalarim “Ogrenciyi dersin i¢ine ¢cekmek” amaciyla yapilmasi gerektigini ilk
miilakatta yalmizca Dr. Kompleks dile getirmistir. Bununla birlikte 3. miilakatta (se¢me-
siralama formunda) bu gorlis Dr. Soyut tarafindan Ogrencilerin ispat yapmalarim
istemesinde ilk sirada tercih ettigi amac olmustur. Dr. Kompleks ve Dr. Oklid ise bu goriisii

tiglincii sirada tercih etmislerdir.

Ogretim elemanlarinin, dgrencileri dersin icine ¢cekmek, anlayip anlamadiklarim
O0lemek, matematigin isleyisini 0grenmelerini saglamak, cesitli diislinme becerilerini
kazanmalarini saglamak ve bilgilerini saglamlastirmak gibi gerekgelerlerle onlardan ispat
yapmalarini isteyebildikleri belirlenmistir. Ornegin, Dr. Kompleks dgrencileri dersin igine
¢ekmek amaciyla (yapabileceklerinden emin olmayarak) derste sunulan bir teoremin

ispatin1 onlarin yapmasini istemek gerektigini belirtmistir:
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“Kendilerinin ispat yapmalarini isteyebiliriz ama yapabilirler mi bilemiyorum
yani. Bazi kolay ispatlart yapmalarint isteyebiliriz. Ama her ispati yapmasini da
beklemeyiz ogrenciden. Ciinkii oyle ispatlar var ki bizim bile igin icinden ¢ikmamiz
bazen zor oluyor. Ama arada istemeliyiz dersin i¢ine cekmek icin. Ilgilerini ¢cekmek

’

icin istemeliyiz. Yapan olursa da onu odiillendirmeliyiz.’

Dr. Uzay bu uygulama ile matematigin isleyisini O6grenmelerinin miimkiin
olabilecegini belirtmistir. Ancak bunun i¢in Ogrencinin Oncelikle ispat yOntemlerini

Ogrenmesi gerektigine vurgu yapmistir.

“Ispat yapmalarin istiyoruz ki matematigin isleyisi hakkinda bilgi sahibi olsunlar.
Matematigin isleyisi hakkinda ya da bir metni okudugu zaman ne yaptigini
gormeli. Neden yanlisla basladigini ispata gormesi lazim. Ya da bir onermenin
dogru olmadigimi gostermek icin tek bir ornegin neden yeterli oldugunu bilmesi
lazim. Ya da dogru oldugunu gostermek icin uzaydaki her elemani sagladigini
gostermesi lazim. Bence bu sinifina gore degisir. Once dgrencilerin ispat
yontemlerini 6grenmeleri sonra ispat yapmalarint istenmelidir. Ciinkii yeni gelen

bir ogrenci ispat yap dedigimizde birkag sayi veriyor ve sagladigini diigiiniiyor.”

Dr. Oklid diisiinme becerilerine vurgu yaparak bu becerileri kazandirmanin

Ogrencilerin ispat yapmaya calismalarindan gectigini diistindiigiinii belirtmistir:

“Evet. Bir de birden fazla ispat ile kendilerinin yapmalarini istiyorum miimkiinse.
O teoremle ilgili birden fazla yolla ispat yapilabiliyorsa oyle yapilmast
taraftariyim. Ben mesela derslerde hep bekliyorum énce onlar yapsin diye. Ben
bile ¢ok ge¢ yapryorum. Onlarin oncelikle yapmasini bekliyorum. Ciinkii o zaman
o dedigim beceriyi kazandirma konusunda eksik davramirim diye diistiniiyorum.
Ispat yaparken o akil yiiriitme becerisi, matematiksel diisiinme becerisi, elestirel
diisiinme becerisi kazandirma ancak kendilerinin yapmasiyla gerceklesir yoksa

incelemekle degil gibi geliyor.”

Benzer sekilde Dr. Tiirev de Ogrencinin iliskilendirme yapabilmesini ve
diisiinebilmesinden séz etmistir. Bu baglamda, onun ifadeleri de diisiinme becerilerinin

kazandirilmasi kategorisi altinda ele alinmstir:

“Kendilerinin yapmalarim éncelikle mutlaka istemeliyiz. Iliskilendirmelerini
istemeliyiz. Bunlarmm onemli  oldugunu  diisiiniiyorum. Ogrenci  kendisi

diistinebilmeli.”
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Bu uygulamay1 istemenin siirece bagli olduguna dikkat ¢eken Dr. Vektor,
formiillerin ispatlarinin 6grencilerin kendilerinin yapmaya g¢alismasinin, o formiillerin

pekistirilmesinde 6nemli olduguna deginmistir:

“Istemeliyiz. Bir defa séyle bir sorun oluyor. ispati ezbere 6grendigi zaman konuyu
ogrenmekte de zorlaniyor. Mesela kati cisimlerin dénel cisimlerin alanlar: simdi
onun kafasinda olusturmasi i¢in bir defa nasil yapildigini bilmesi gerekiyor. Simdi
onu bilmeden ezbere yaptigi zaman formiile gére yaptigi zaman unutuyor. Mesela
nerede unutuyor? Diyelim formiil kutupsal koordinatlarda alan formiilii, ben niye
unutmuyorum yaptigim i¢in. Ama 6biir tiirlii bakiyorsunuz alan formiiliiyle hacim
Sformiiliinii karistiriyor. Neden? Ispatim yapmadigi icin. Mantigim o6grenmedigi
icin bocaliyor. Ispatini bir gorse o bocalama siiresi zaten gider. Ama ezbere

formiile gore yaptigi zaman yapilisini bilmedigi icin formiil aklina gelmiyor.”

Dr. Vektor konunun ve 6zellikle formiillerin pekistirilmesine deginirken Dr. Soyut
ise benzer diger ispatlarin pekistirilmesinden séz etmistir. Bu nedenle Dr. Vektor ve Dr.

Soyut’un bu yondeki agiklamalar1 ayn1 kategori altinda degerlendirilmistir. Dr. Soyut:

“Tabi ki. Simdi aktif egitim diyoruz. Giiniimiiziin yiikselen degeri. Ogrencilerin
kendilerinin yapilandirmasi lazim belki de ispatlari da. O yiizden de alt yapi
olustuktan sonra belli bazi ispatlar derste yapildiktan sonra onunla alakalr olacak
bazi ispatlar odev olarak verilebilir bence de yani kendilerine de birakilabilir.
Bunun da onlar: gelistirecegine inaniyorum tabi ki. Mesela benim yine derste édev
verdigim ispatlardan biri ‘grubun merkezlestiricisi’. Soyut Cebirde grubun
merkezini tammliyoruz. Ne oldugunu anlatmaya ¢alistyoruz. Ve onun ispatini da
derste dgrencilerle birlikte yapiyoruz. Daha sonra bir elemanin merkezlestiricisi
geldigi zaman onun ispatimi genellikle ogrencilere 6dev veriyorum. Ciinkii merkez
tammina ¢ok benzer kavramlar var. Ama 6ziinde ondan farkli. Dolayisiyla 6grenci
derste yaptig1 o ispati gercekten anlamig mi? Eger o elemamn merkezlestiricisi
tamnunt evde kendisi yaparsa hem digerini pekistirebilir hem yeni seyle digerinin

’

arasindaki farki daha iyi kavrayabilir. Dolayisiyla faydali bir etkinlik olur.’

Tiim bu agiklamalarina ek olarak Dr. Soyut’un ayn1 zamanda dgrencilerin anlayip
anlamadiklarin1 degerlendirme amaci oldugu da sdylenebilir. Bu yonde agiklama yapan bir

diger 6gretim elemani ise Dr. Topoloji’dir:

“Kesinlikle istenmelidir. Once bir rol model edinecek kendisine gerek kitaptan
gerek hocayi izleyerek birlikte onun yaptiklarini inceleyerek ve sonrasinda da

zaten smavlarda bile topoloji icin konusursak ya da analitik geometri icin
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konugsursak yani bir teori ama alt yapilarinda daha once yapmis oldugumuz
ispatlar ve teoremlerin zaten hazir bulunmug oldugu teoremleri vermeyi tercih
ediyorum ben. Sinavda soruyorum. Belki 2-3 satirlik ispat olabilir ama 6nemli olan
o eski bilgiyi geri cagirabilmek. Dogru bir sekilde ifade edebiliyor mu bir araya
getirebiliyor mu ispat mantigin elde edebilmis mi? Degisik ispat yontemleri var
bunlardan hangisini kullanacagina karar verebilmis mi? Onemli o yiizden de sinif
icerisinde once yapilmig ispatlart inceleyerek gerekirse onlari drneklere
indirgeyerek birlikte yaparak siire¢ icerisinde ve ondan sonra kendilerinin artik...
Yeni teoriler iiretip ispatlamalar: veya yapilmis olan ispattan farkl bir yolla ispat
yapabilmeleri de ekstra giizel olur herhalde. Zaman zaman istiyorum. Kendilerine
biraktigim zaman zaten donem sonuna dogru ozellikle farkly alternatif yanitlar
gelmeye baglyor. Sunu séyle yapsak olur mu? Dogru ya da yanls onemli degil her
bir alternatifi degerlendirip neden dogru neden yanlys iizerinde durursanmiz

>

sonrasinda zaten onun daha giizeli geliyor.’

Bazi dgretim elemanlarinin 6grencilerden ispat yapmalarinin istenebilmesi igin
bazi sartlarin yerine gelmis olmasi gerektigini diigiindiikleri soylenebilir. Bu sdylemlerde
en 6nemli sartin gerekli bilgi alt yapisinin olusturulmasi oldugu goriilmektedir. Ornegin,
Dr. Soyut 6zellikle yapilmasi istenen ispatlara benzer ispatlarin derste yapilmis olmasi
gerektigini, Dr. Topoloji Oncelikle 6gretmenin derste yaptigi ispatlar1 veya kitaplardaki
ispatlar1 incelemis olmalari gerektigini, Dr. Uzay, 6grencilere oncelikle ispat yontemlerinin
Ogretilmesi gerektigini, Dr. Vektor de gerekli alt yapinin olusturulmasi gerektigini bunun
da stirece bagli oldugunu ve Dr. Kompleks ise kolay ispatlarin istenmesi gerektigini

sOylemistir.

Bazi Ogretim elemanlarinin derste Ogrencilerden ispat yapmalarimi istedigi
bazilarinin ise 6dev vermek suretiyle bu uygulamayi talep ettigi goriilmiistiir. 3. miilakata
(se¢me-siralama formuna) bakildiginda ise 6grencilerin diistinmeye sevk edilmelerinin ve
diisiinme becerileri kazanmalarimin &gretim elemanlarinca en ¢ok tercih edilen goriis

oldugu soylenebilir (bkz. Tablo 30).
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4.4. Dordiincii Alt Probleme iliskin Bulgular (Ders kitabina bakis)

“Ogretim elemanlarmin derslerinde kullandiklari/kullanacaklari kitaplari (varsa)
secimlerinde ispatlarin pay1 konusundaki goriisleri nelerdir?” sorusu dordiincii alt problem
(ders kitabina bakis) olarak ele alinmistir. Bu alt problemin incelenmesi &gretim
elemanlarinin “Derslerinizde bir kitap takip eder misiniz? Bir kitap takip ediyorsaniz bu
sec¢iminizde ispatlarin payr var midir?” sorusuna yonelik goriisleri ve tiglincli miilakatta
yaptiklar1 6nem diizeyine gore siralama verileri ile yapilmistir. Miilakatta bu sorunun
sorulmasinin nedeni, Ogretim elemanlarinin ders kitaplarina ispatlar agisindan nasil

baktiklarini 6grenmektir.

Dr. Kompleks, Dr. Uzay ve Dr. Soyut bir ya da daha fazla kitap takip ettiklerini
sOylemislerdir. Dr. Tiirev, Dr. Topoloji ve Vektor ise kitaplarla birlikte kendi olusturduklari
ders notlarmi takip ettiklerini belirtmislerdir. Bununla birlikte, kitap takip eden 6gretim
elemanlarinin tiimii 6grencileri bir kitabi almalar1 konusunda yalnizca yonlendirdiklerini,
onlar kitap almaya zorlamadiklarin1 aktarmislardir. Ders gozlemlerinde de bu konuda
yalnizca yonlendirme yaptiklar1 goriilmiistiir. Dr. Oklid ise bir kitap takip edemedigini

sOylemis ve nedenini su sekilde agiklamistir:

“Swnifla takip ettigim bir kitap yok. Cok diizenli bir icerigi olmadigt igin. Yani
benim yapacagim sekilde bir icerigi olan bir kitap olmadig igin.”

Ogretim elemanlarinin miilakatta yukaridaki soruya vermis olduklari yanitlar
analiz edildiginde 7 goriis 6n plana ¢ikmustir. Bu goriislerin, ispatin kitaptaki yerlesimi,
yogunlugu ve niteligine yonelik oldugu goriilmiistiir. Tablo 31 goriisleri ve bu goriislerin

tercih siralarin1 gostermektedir.

Ispatin kitaptaki yerlesimine yonelik Dr. Oklid yukaridaki aciklamasina paralel
olarak tarihsel akisa dikkat edilerek verilip verilmedigine baktigini ve geometri dersi adina

bdyle bir kitaba rastlamadigini soylemistir.

“Geometride ozellikle benim temel en bastan baslayp da iste postulatlardan
baslayip sonra da tek tek hangi ispatlar geliyor hangi teoremler geliyor yani bulus

swrasina gore yok. Olmadig icin takip edemiyoruz.”

Ispatlarin kitap se¢imindeki payini kitaptaki yogunlugu baglaminda ele alan Dr.
Kompleks kitapta bulunan teoremlerin ispatlarinin da verilmis olmasimi istedigini

aktarmigtir:
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“Ispat yapilmis mi yapilmamis mi diye bakiyorum. Ciinkii ben de kendim ispat

>

yapacagim icin en azindan oradan yararlanmak istiyorum.’

Tablo 31

Ogretim elemanlarimn ders kitaplarinda ispatlara iliskin goriigleri

(2]
4 —
@ x =)
H . . . . (o8 HY - +— ~ —_
Ders kitaplarinda ispatlara yonelik beklentiler £ ] ® =3 S =3 =
¢ 2 £ 88 & 5
& < 2 o 2 o o
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4*

Ispatlar tarihsel akisa dikkat ederek vermeli

Ispatlar1 adim adim nedenleriyle aciklamali

Verilen tiim teoremlerin ispatlarini yapmig olmali

4 .

*

Ispatlar1 olabildigince gorsellestirmeli

Ogrencinin anlayabilecegi sekilde ispat1 sunmali .....
Akis semast icermeli .

Tablo 31°’de (*) isareti ogretim elemanlarindan hangilerinin ilk miilakatta bu

Ispat icin gereken &n bilgileri vermis olmali

kategorideki goriisleri ifade ettigini gostermektedir. Numaralar ise 3. miilakatta (segme-
siralama formunda) 6gretim elemanlarinin bu goriislerden hangilerini segtiklerini ve bu
goriisleri kendilerince hangi sirada dncelikli gordiiklerini gostermektedir. Renklendirme
gorsellik acisindan numaralara gore yapilmistir. Ornegin, bir ders kitabinda ispatlarin
“adim adim nedenleriyle agiklanmasi1” gerektigi goriisii ilk miilakatta Dr. Soyut, Dr.
Topoloji ve Dr. Uzay tarafindan dile getirilmistir. 3. miilakatta (segme-siralama formunda)
ise bu goriis Dr. Kompleks, Dr. Vektdr ve Dr. Uzay tarafindan birinci sirada tercih
edilmistir. Dr. Tiirev ve Dr. Topoloji bu gériisii ikinci sirada, Dr. Oklid {igiincii sirada ve

Dr. Soyut ise dordiincii sirada tercih etmislerdir.

Dr. Oklid ve Dr. Kompleks haricinde diger 6gretim elemanlarmin verdikleri
yanitlarin, kitap se¢iminde ispatin payinin, ispatin niteligine yonelik fikirler igerdigi

soylenebilir. Ornegin, Dr. Tiirev bazi kitaplarin ispatlar1 daha giizel sundugunu belirtmistir.
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“Hangi kitapta neresi égrencilerin daha iyi anlayabilecegi sekilde ona dikkat
ediyorum. Ve kendimin de anlamasi ¢cok onemli mesela bazi analiz kitaplar: var ki
oradaki ispatlari benim bile anlayabilmem icin ¢ok diisiinmem gerekiyor. Yani ¢cok
karmasik yollardan ispatlamis oluyorlar. Onlara da dikkat ediyorum. Ozellikle
Thomas in Calculus kitaplar: yurt disi odakl kitaplarin daha anlasilir oldugunu
diistiniiyorum. Icerigi ve ispatlart daha giizel sunduklarindan onlari daha ¢ok

kullantyorum.

“Daha giizel sunma” ifadesiyle neyi kastettigi soruldugunda ise akis semasi
icerme, gerekli Onbilgileri verme ve dgrencinin seviyesine uygun olma gibi 6zellikleri

kastettigini su sekilde agiklamustir:

“Daha ¢ok dgrencinin diisiincesini yansitan.. Simdi bazi kitaplarda ispat formal,
cocugun anlamayacag sekilde anlatilmis, karmasik bir sekilde verilmis. Mesela
bazi kitaplara baktiginda ¢ocuk hichir sey anlamiyorum diyor yani buradaki
semboller bile bizim kullandigimizdan farkli diyor. Dolayistyla Thomas’'in
Calculus iinde ya da Tiirkiye de de Balci’nin kitabi 6grencilerin daha anlayacagt
sekilde. Ogrencinin diisiinebilecegi sekilde ispati sunmast ashnda. Yani égrenci
diigiincesini onemseyen, bir de mesela o ispatla ilgili bilinenler ne, oradan
hareketle nereye ulagsmam gerekiyor. Sonugta o cocugun bilgi iiretmesini istiyoruz,
o bilgiyi iiretmek i¢cin... Hmm ben ona akis semasi diyorum onu vermesi diyeyim
giizel sunmast o. Karmakarisik ya da mesela ispatta atiyorum ¢ocugun dogrusal
bir fonksiyon olusturmasi gerekiyor ama ispata direk onunla bagladiginda ¢ocuk
ne yaptigint anlamiyor. Oysa o bilinenleri vurgulasa hani buradan hareketle ben
dogrusal fonksiyonumu olusturabilivim dese ¢ocuk o zaman daha iyi

anlayabilecegi hali giizellik o anlamda.

Dr. Tiirev’in “6grencinin anlayacagi sekilde ispatlarin sunulmasi” goriisii gibi Dr.
Vektor de kitaplarda ispatlarin “6grencinin seviyesine uygun olmasina” dikkat ettigini
belirtmistir. Dr. Vektor’iin bu gorisii de “6grencinin anlayacagi sekilde” sunulmali

kategorisi altinda degerlendirilmistir.

Tablo 31 incelendiginde “Ispatin adim adim nedenleriyle agiklanmis olmasi”
talebinin birden fazla Ogretim elemanin tarafindan ortak olarak dile getirildigi

goriilmektedir. Dr. Soyut:

“Baska Soyut Matematik kitaplar: da var ama gergekten bazi kavramlar: ¢ok

yiizeysel gegiyorlar. O yiizden daha da ayrintili anlattigy igin... O ayrintimin i¢inde

’

tabi ki ispat bazinda seyler de var. Onlara dikkat ediyorum.’
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Dr. Uzay, Dr. Soyut’un bu talebine benzer bir talebi ‘agiklamasi ve ispati net olan’

ifadesiyle dile getirmistir. Bu ifadeyi su sekilde agiklamistir.

“Ag¢iklamasi net olan... A¢iklamastyla ispati net olan kaynaklari se¢iyorum. Yani
adim adim ispati aciklayan yani ispati 6grenciye daha az birakan kitaplart tercih

ediyorum.

Dr. Topoloji, Topoloji ve Analiz derslerinde 06zellikle ispatta adim adim

aciklamalarla adimlarin nedenlerinin anlatilmasim istedigini belirtmistir:

“Analizle Kalkiiliis 'ler tamamen o sekilde yani neyi neden niginiyle anlattigi igin
zaten orada onemli yoksa dedigim gibi Tiirkge kitaplar da bir miktar yarim anlatim
ve arkasindan bir iki tane de soru seklinde gidiyordu. Ne neden nigin nerden
geliyor anlatimi fazla yok. Topolojilerde kesinlikle zaten yani onlarda ispatlardan

’

faydalanmak igin...’

Dr. Topoloji ayni zamanda oOzellikle bazi derslerin kitaplarinda ispatlarin

olabildigince gorsellestirilmesi gerektigine deginmistir:

“Ozellikle analitik geometriyle birlikte analizin anlatildigi kitaplari tercih ederim
clinkii ispatlart gorsel olarak yapabilmek analitik geometriyle iliskilendirmek

benim icin o6nemli.”

3. miilakatta (segme-siralama formunda) sonuglarina gore ispatlarin her adiminda
yapilanlar1 nedenleriyle agiklanmig olmasi dgretim elemanlarinin hem en fazla hem de 6n
siralarda ragbet ettigi ifade olmustur. Bu tercihle 6gretim elemanlarinin, dgrencilerin
kitaplardan kendi baslarina ¢aligtiklarinda ispatlari rahatlikla anlayabilmesini istedikleri
diisiiniilebilir. Ozetle, dgrencinin anlayabilecegi sekilde sunulmus olmasi ve ispat igin
Ogrencinin sahip olmasi gereken On bilgileri vermis olmasi da en ¢ok tercih edilen

goriiglerdendir.
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BOLUM V

TARTISMA, SONUC VE ONERILER

5.1. Tartisma

Ogretim elemanlarmin ispat anlatim yapilarini, goriisleri ve mevcut uygulamalariyla
incelemeyi amaglayan bu calismada, icerdigi diisiiniilen tiim yonleriyle ispat anlatim
yapilar ele alinmis ve bu ydnlere iliskin bulgular bir dnceki boliimde sunulmustur. Bu

boliimde bu bulgular literatiir 15181nda ele alinarak degerlendirilmistir.

5.1.1. Birinci alt probleme iliskin tartisma (ispatin 6nemine bakis)

Bir egitim fakiiltesinde gorev yapan Ogretim elemanlarinin derslerinde ispatlari
hangi amagclarla yaptiklar1 yani ispati derslerde neden 6nemli bulduklarina yonelik
bulgular, ispatin matematik derslerinde hem ne kadar ¢ok c¢esitli amaglarla
yapildiginin/anlatildigimin hem de ne kadar farkli gerekgelerle onemli goriildiigliniin
gostergesi olarak kabul edilebilir. Bu bulgu, Dickerson ve Doerr’in (2014) 6gretmenlerin
ispatla ilgili goriislerinin farklihigina iliskin bulgularim desteklemektedir. Ogretim
elemanlarimin ispatlart 6nemli kabul etmesinde en etkili gerekgenin ispatin dgrencilerin
diistinme Dbecerilerine katki yapmasi oldugu soOylenebilir. Bu temay1 sirasiyla,
teoremin/konunun Ogrenilmesi, matematigin tanitilmasi, bazi duyussal deneyimlerin
yasatilmas1 ve son olarak uygulama becerilerinin gelistirilmesine yonelik amaglar takip
etmektedir. Tema ayirt etmeksizin bakildiginda ise tiim 6gretim elemanlarinin da sectigi li¢
goriis oldugu belirlenmistir: Bir disiplin olarak matematigi fark etmeyi, onun aksiyomatik
yapisini anlamay1 ve bir problem durumunda kosullart dogru degerlendirmeyi saglamasi
Ogretim elemanlarinin derste ispatin Onemli goriilmesinde en ¢ok tercih ettikleri
arglimanlar olmustur. Diger taraftan tiim katilimcilar tarafindan secilmemis olmakla
birlikte cogunlukla tercih edilen gerekgeler: ispatin, analitik diisiinme ve problem ¢dzme
becerilerini gelistirmesi, daha kalic1 6grenmeyi, neyin nereden geldigini bilmeyi, bilgiyi
sistemlestirmeyi saglamasi, giiven, matematiksel haz ve heyecan hissettirmesi ve uygulama
sorularinin temelini gdstermesidir. Tercih edilme yogunlugu gézetmeksizin bakildiginda
burada ulasilan goriislerin bircogu literatiirdeki goriislere paralellik gostermektedir.
Ornegin, matematigin aksiyomatik yapisiin anlasilmasi (Yopp, 2011); matematiksel
diisiinme becerilerini gelistirme (Knuth, 2002b; Hemmi, 2010; Yopp, 2011); farkli bakis
acilar saglama (Weber, 2012); matematik¢ilerinkine benzer muhakeme deneyimi yagama
(Zaslavsky ve digerleri, 2011); teoremi daha iyi anlamay1 saglama (Yopp, 2011; Weber,
2012); daha kalici 6grenme saglama (Weber, 2012); neyin nereden geldigini bilmeyi
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saglama (Hanna, 1990; Hersh, 1993; Yopp, 2011; Weber, 2012) ve ispat tekniklerinin
Ogretilmesi (Lew ve digerleri, 2016; Weber, 2012; Yopp, 2011) bu bulgulara 6rnek
gosterilebilir. Bununla birlikte bu calismada ispatin 6grenciye giiven vermesi, heyecan
duymaya sebep olmasi vb. farkli goriisler de tespit edilmistir. Yani, 6grencinin ispatlar
yardimiyla konuya daha hakim olarak kendine giiveninin artmasini ve bilgileri ezberlemek
yerine nereden geldigini yani nedenlerini bilmenin heyecanini hissetmesini saglamak gibi
amaclarla ispat yapiliyor olmasi bu alt problemin en ilging sonuglarindan biridir ve bu
bulgunun daha ayrintili incelenmesi gerektigi sdylenebilir. Buna ek olarak, bu duyussal
deneyimlerin 6grenciler tarafindan nasil algilandig1 yani 6rnegin ispat yapmanin onlarda
giiven ve heyecan gibi hisler uyandirip uyandirmadiginin arastirilmasi da 6grencilerin ispat

algilarinin anlasilmasina ve gelistirilmesine katkida bulunabilir.

Bu c¢alismada bahsi gegen islevler, ispatin temel fonksiyonlarimi (dogrulama,
aciklama, kesfetme, zihinsel meydan okuma, sistemlestirme) i¢ermesi bakimindan da
Hersh (1993), Hanna (1995), de Villiers (1999) ve Bell’in (1976) calismalarini
desteklemektedir. Bununla birlikte iletisim islevine hi¢ deginilmemis olmasi yoniiyle
Hanna (1995), de Villiers (1999), Harel ve Sowder’dan (2007) ayrilmaktadir. Buna ek
olarak, agiklama islevinin, ispatin siniftaki en onemli islevi olmasi gerektigini savunan
Hanna (1990) ve Hersh’e (1993) benzer sekilde 6gretim elemanlarinin ispata, agiklama

islevini igerecek pedagojik amaglar yiikledikleri sdylenebilir.

Knuth (2002a) oOgretmen adaylarinin ispat algilarinin  sekillenmesi  ve
zenginlesmesinde dgretim elemanlarinin roliinden bahsederken 6grencilerin ispat1 anlaml
bir ara¢ olarak deneyimlemeye ihtiya¢ duyduklarimi sdylemistir. Bu nedenle onlara bu
deneyimi saglayacak olan Ogretim elemanlarinin ispatin islevlerine iligkin algilarinin
zengin olmast beklenmektedir. Knuth (2002a) aym zamanda lise matematik
Ogretmenlerinin ispatin matematikteki rollerinin farkinda olmalarina ragmen matematik
egitiminde ispat1 bir arag¢ olarak gormediklerini aktarmistir. Sonug olarak, her ne kadar bu
calismada katilimcilar 6gretim elemanlar1 olsa da matematik 6gretmen adaylarini hazirliyor
olmalar1 bakimindan onlarin bu tiir algilar olusturmalarina sebebiyet vermeyecek bir ispat

algisina sahip olduklari ve derslerinde de bunu yansittiklari sdylenebilir.

Ogretim elemanlariin derslerinde ispat yaparken ispatin islevlerinden birini veya
birkagini birlikte amacgladigi diisiiniilebilir. Bununla birlikte her ispat i¢in ayr1 amag¢ da
planliyor olabilirler. Cilli-Turner (2017) ispatin islevlerinin igerige ve sunuma bagl olarak
cesitlilik gosterebildigini belirtmigtir. Bu baglamda, bu alt problemin sonuglarinin

genellenemeyecegi diisiiniilebilir. Ancak bu sonuglarin, 6gretim iiyelerinin 6gretmen
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adaylarina matematik derslerinde ispat 6gretme amaglari olarak kabul edilebilecek olmasi

baglaminda bir anlam ifade ettigi sdylenebilir.

5.1.2. Ikinci alt probleme iliskin tartisma (Derste ispat sunumuna bakis)

Ogrencilerin teoremi anlamadiklari ve teoremde verilenleri kullanamadiklarina
iligkin literatiirdeki bulgular (6rn., Weber, 2001; Pedemonte, 2007; Selden ve Selden,
1995) teorem sunumunda &gretim elemaninin 6grencilerin anlamasi igin gosterdigi ¢abayi
kiymetli kilmaktadir. Bu baglamda &gretim elemanlarinin miilakatta sorulan “Ispatlanacak
ifadenin anlasilmasina yonelik neler yaparsiniz?”’ sorusuna verdikleri cevaplar bu
cabalarina iliskin goriislerini yansitmaktadir: Sorular sorma, teoreme yonelik agiklamalar
yapma ve Ogrencilere sorumluluk verme, Ogrencilerin teoremi anlamalarina yardimci
olmak adina 6gretim elemanlarinin beyan ettikleri uygulamalar olmustur. Biitiin dgretim
elemanlarinin bazi teoremlerde yalnizca vurgulu okuma yaptiklari ve teoreme yonelik
herhangi bir agiklama yapmadiklart da gozlenmistir. Bu uygulamanin ¢ogunlukla formiil
teoremlerinde veya bazi benzer teoremlerin (6zellik dogrulama vb.) sunumunda goriildigi
hatta bu tiir teoremlerde bazen direk ispata gecildigi gozlemlenmistir. Bununla birlikte, Dr.
Oklid, Dr. Uzay ve Dr. Topoloji’nin sunulan ispatlarm biiyiik ¢ogunlugunda teoremi
acikladiklar1 sOylenebilir. Teoremde hipotezin, hiikmiin, icerigindeki matematiksel
notasyonlarin ve teoremin ispatinda kullanilacak yonteme yonelik agiklamalar olarak kabul
edilen teknik aciklamalar yapildigi da goriilmiistiir. Teoremi sunarken en ¢ok Dr.
Topoloji’nin teknik agiklamalar yaptig1, Dr. Oklid ve Dr. Tiirev’in ise teoremi sunarken bu
tiir agiklamalar yapmadig1 sdylenebilir. Dr. Topoloji ispata gegmeden Once dgrencilerin
ispatlanacak ifade {izerine diisiinmeleri i¢in bazi teoremlerde 6grencilere siire vermistir. Bu
uygulamasinin temelinde Ogrencilerin okudugunu anlayip analiz etmelerini saglamak
oldugunu da hem miilakatta hem de derste 6grencilere sdylemistir. Bu uygulamasiyla
problem ¢6zmenin 6nemli bir basamagi kabul edilen problemi anlamaya yonelik

ogrencilere sorumluluk verdigi diisiiniilebilir.

Bu c¢alismada ogretim elemanlarinin ispat sunumlarimin Hemmi’nin (2010)
temellendirdigi timdengelimli stili yansitan goriislere daha yakin oldugu sdylenebilir.
Ogrencinin ispat1 bilmesi ve matematiksel dile alismasi gerektigi ve dogru anlatimla ispat:
anlayip soyut diisiinmeyi 6grenebilecegi ve bu nedenle de ispatin dgretilmesi gerektigine
paralel goriisler bu calismada gozlemlenmistir. Bununla birlikte ispat yapmalarinin en
onemli amaci “ikna etmek” yani bir ifadenin dogrulugunu sorgulamayi Ogretmek
olmadigindan bu ¢aligsma bu agidan Hemmi’den (2010) farklilik gostermektedir. Bu durum,
Ogretim elemanlarinin ispata pedagojik olarak bakislarinin daha fazla cesitlenebilecegine

isaret etmektedir. Ayrica, Gabel ve Dreyfus (2017), bir ispatin, 6gretmenin sunumuyla ilgili
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tercihlerine bagli olarak farkli akiglara sahip olabilecegini iddia etmistir. Sonug olarak
Ogretim elemanlarinin hem bakis acilarinin cesitliligi hem de bu ¢esitliligin ispat akislarina

yansimalari arastirilabilir.

Weber (2004) geleneksel 6gretim yaklasimini benimseyen bir 6gretmenin ayni
dersinde farkli icerikleri sunarken farkli ispat 6gretimleri sergileyebildiklerini gostermistir.
Hatta bu 6gretimlerin cogunlukla birbirinden ayrik ya da az ortak 6zellikler barindirdig: ve
bunlarin birlikte ¢cok az goriildiigiinii aktarmistir. Bu baglamda, bu ¢alismadaki 6gretim
elemanlarinin “tanim-teorem-ispat” formatinda 6gretim yapiyor olmalartyla bu anlamda
geleneksel bir yaklasima sahip olduklar1 sdylenebilirken Weber’in (2004) siniflandirdigi
gibi ispat igeriklerini bu Ogretim stillerinin bir tanesiyle sinirhi kalacak sekilde
anlatmadiklar1 ve bu stilleri genellikle bir arada sergiledikleri gdzlemlenmistir. Ogretim
elemanlar1 bir yandan ispatin mantiksal ve yapisal tarafina yani ispatlamada temel seyleri
yapabilmek i¢in gereken bigimsel Ozelliklere dikkat ¢ekerek Ogrencilerin bu ydnlerini
gelistirmeye calisirken bir yandan da kavramlar ve ispati anlamsal olarak da tartistigi
yaklagimlar sergiledikleri hatta ayn1 zamanda ispat i¢in gereken stratejik bilgilere de vurgu

yaptiklari sdylenebilir.

Ispat1 nasil sunduklar1 sorusuna verdikleri cevaplarda dgretim elemanlarinin soru
sorma-sorumluluk verme, bilgi aktarimi ve gorsellige iliskin eylemlerini vurguladiklar
belirlenmistir. Bilgi aktarimi ig¢inde yapildigi sdylenen uygulamalardan biri de Ornek
vermedir. Ogretim elemanlarmin ispat1 agiklarken 6rnekleri su amaglar dogrultusunda

kullandiklar tespit edilmistir:

* Notasyon ve formiil kullanimini géstermek veya bir tanimi agiklamak,

» Ogrencilerin sorularina yanit olusturmak veya kavrayislarindaki yanilgilari
gostermek,

» Ispata yol gosterecek referans drnekler vermek,

+ Ogrencilerin anlamadiklar1 noktalar1 basitlestirmektir.

Bu amaglar Mills’in (2014) ispat sunumunda Orneklerin kullanimina iliskin
bulgularini desteklemektedir. Ogrencilerin ispatlamada yasadiklari giicliiklerden biri de
ispat yapmalarin1 kolaylastiracak sekilde ornekler olusturamamalari veya oOrnekleri
kullanamamalaridir (Alcock ve Weber, 2010; Ko ve Knuth, 2009; Moore, 1994). Bu
baglamda bu bulgular O6gretmenlerin ¢esitli amaglarla ornekleri ispat sunumunda
kullandiklar1 ve orneklerin nasil kullanilabilecegini &grencilerine  aktardiklarini

gostermektedir. Lew ve digerlerinin (2016) 6gretim elemaninin 6gretmeyi amagladiklariyla
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Ogrenciler tarafindan anlasilanlarin bazen ortlismedigi bulgusu ise bu aktarimlarin basarili

olup olmadigina iligkin kesin yargilara varmay1 engellemektedir.

Dr. Soyut’un ispat1 sunarken metafor 6rnek kullanmasi Mills’in (2014) bulgulariyla
ortiismekle birlikte bu calismada benimsenen metafor Ornek tanimlamasi ile ondan
ayrilmaktadir. Matematiksel bir yapiy1 baska bir matematiksel yapi ile karsilamak seklinde
metafor 6rnekleri tanimlayan Mills’in (2014) aksine bu ¢alismada matematiksel bir yapiy1
baska bir alandan bir yapi ile karsilamanin daha uygun olacag: diisiiniilmiis ve Mills’in
metafor 6rnek tanimu iligkilendirme 6rnegi olarak kabul edilmistir. Dr. Soyut’un arabada
baz1 6zelliklerin olup olmamasinin araba olma kosuluna nasil etki edecegi metaforunu
ispatta bir yapmin islem olup olmadigina karar verirken islem olma kosullarim

degerlendirmeye 6rnek vermesi metafor 6rnege daha uygun bulunmustur.

Dr. Soyut, Dr. Uzay ve Dr. Topoloji sunduklar ispatlarin yarisindan ¢ogunda, Dr.
Vektor yarisinda ve Dr. Kompleks ise yarisina yakininda teknik agiklamalar yapmislardir.
Teknik agiklamalar 6grencilerin ispata iliskin algilarinin sekillenmesinde yani bir teoremin
hangi yapilardan olustuguna, matematiksel dilin ve ispatlama yoOntemlerinin hangi
durumda nasil kullanildigina yonelik farkindalik kazanmalarinda 6nemli bir paya sahip
oldugundan bu calismadaki 6gretim elemanlarinin ¢ogunun bu baglamda 6grencilere

faydali olabilecegi diisliniilen eylemler sergiledikleri sdylenebilir.

Pinto ve Karsenty (2018), calismasindaki 6gretim elemaninin derslerde ispat
sunumlari, haftalik ev oOdevleri ve oOgrencilere calismalar1 hakkinda sagladigi geri
bildirimlerin, 6grencilerin ispatlar1 bagimsiz olarak 6grenmelerine yardimci olacak sekilde
planlandigina dikkat ¢cekmistir. Bu baglamda degerli bulunan bu eylemlere bu ¢alismada
da rastlandig1 sdylenebilir. Ornegin, Dr. Tiirev ve Dr. Topoloji 6grencilere ders disinda da
calisacaklari ispat 6devleri vermigler ve 6grencilerin bu ispatlari derste veya ders diginda
kendilerine sunmalarimi isteyerek onlara geri bildirim saglamiglardir. Buna ek olarak, ders
i¢inde de Dr. Oklid sundugu ispatlarin neredeyse hepsinde, Dr. Tiirev yarisindan ¢ogunda,
Dr. Topoloji ve Dr. Soyut ise yarisina yakininda 6grencilere ispati kendilerinin yapmasi
igin onlara sorumluluk vermislerdir. Bununla birlikte, Dr. Kompleks ve Dr. Vektor
Ogrencilere yalnizca uygulama sorulari i¢in sorumluluk verirken ispat yapma konusunda

sorumluluk vermemislerdir.

Ispat yaparken sorduklari sorularda hangi bilgi tiirlerini dgrencilerden bekledikleri
incelendiginde Dr. Soyut ve Dr. Oklid’in sorduklar1 tiim (sonu¢ ve yorum) sorularinin
yarisina yakininda ispatin adimlarina iliskin sorumlulugu bu sorularla &grencilere

yonelttikleri goriilmiistiir. Teknik agiklamalarla ilgili sorularin ise en ¢ok Dr. Topoloji ve
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Dr. Soyut tarafinda soruldugu, tanim/teorem/6zellik ve notasyon sorularimin en ¢ok Dr.
Kompleks tarafindan soruldugu soylenebilir. Dr. Tirev, Dr. Vektor, Dr. Uzay, Dr.
Kompleks ve Dr. Topoloji sorularinin ¢ogunda islem/formiil veya islem prosediirleri
sormuslardir. Ogretim elemanlarinin ¢ogunun sorularmmn islem/formiil veya islem
prosediirlerine yogunlagsmasi nedeniyle Fukawa-Connelly’nin (2012a) bulgularina paralel
eylemler sergiledikleri yani tanim hatirlamak ve basit bir iglemi yapmak gibi sorularla
Ogrencilere sorumluk veriliyor olsa da ispat i¢in anlamli bir sorumluluk verilmedigi
sOylenebilir. Bununla birlikte, Dr. Tiirev ve Dr. Topoloji’nin 6grencilere ispat yapma
sorumlulugunu da veriyor olmalarina ragmen bu tiir sorularinin daha yogun olmas: ilging
bir sonu¢ olarak kabul edilebilir. Bu durum, &grencilerine ispatlama sorumlulugu
vermedikleri yani kendilerinin sundugu ispatlarda sorumlulugu daha cok {istlendikleri

seklinde yorumlanabilir.

Sorduklar1 sorular incelendiginde, tim ogretim elemanlarinin bazi sorular
kendilerinin cevapladig1 sdylenebilir. Dr. Topoloji sordugu tiim sorularinin yarisini, Dr.
Kompleks ise yarisina yakiini kendisi cevaplamistir. Hem ispat bazinda hem de kendi
sorulart igesindeki yiizdeleri géz oniinde bulunduruldugunda en az Dr. Oklid’in kendi
sorularini yanitladigi sdylenebilir. Rehberlik sorulari, 6grencilerden beklenen diisiinme
tarzin1 Ogretmek icin her ne kadar faydali olsa da Ogrencilere sorularla yiiklenen
sorumlulugu azalttigindan bu sonug, Fukawa-Connelly’nin (2012a) ve Ugurel’in (2010)
aktardig1 bulgular1 desteklemektedir. Buna ek olarak, tiim 6gretim elemanlar1 tarafindan
neredeyse her ispatta kisa cevap gerektiren sonu¢ sorulart sorulurken ogrencilerin
fikirlerini agiklamasini gerektiren yorum sorularinin her ispatta sorulmadigi da
gdzlemlenmistir. Ispat bazinda degerlendirildiginde sirastyla en gok Dr. Soyut, Dr. Uzay,
Dr. Tiirev ve Dr. Topoloji sunduklar1 ispatlarin yarisindan ¢ogunda yorum sorulari
sormuslardir. Bununla birlikte kendi sorulari i¢inde degerlendirildiginde ise Dr. Soyut ve
Dr. Tiirev yorum sorularina en ¢ok yer veren 6gretim elemanlaridir. Basarili bulunan
Ogretmen eylemleriyle ilgili bulgular paylasan Mata-Pereira ve Ponte (2017) 6gretmenin,
sOylenenlerin nedenlerinin aciklanmasini veya alternatif gerekceler sunulmasini

istemesinin, 6grencilerin ispatlamaya iligkin becerilerine katki sagladigini aktarmistir.

Ogretim elemanlarinin  ispat sunumunda &grencilere yonelttikleri sorulari
bakimindan dikkat ¢eken diger sonuglar sunlardir: Dr. Uzay teorem sunumunda oldugu gibi
hem ispat bazinda hem de kendi sorulari i¢inde kontrol sorularint en ¢ok soran dgretim
elemanidir. Dr. Vektor’iin ve Dr. Kompleks’in sorulariin ¢ogunlugunu onay sorulart ve

kendi yanitladig1 sorular olusturmaktadir.
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Derste ispat sunumunda yapilmasi gerekli goriilen uygulamalar/eylemler sirasiyla:
Teoremin dogru anlasilmasini saglama, 6grencilere ispati yapmaya calismalart i¢in siire
verme, ispatin her adimini nedenleriyle aciklama, 6grencilerle diyalog halinde yapma,
matematik dilini dogru kullanma, 6nbilgileri hatirlatma, ispat yontemini belirtme, mantik
sirasini izleme ve ispatin degerlendirmesini yapmadir. Bu bulgulara paralel olarak, Gabel
ve Dreyfus (2017) ispat adimlarinda hangi se¢imin neden yapildiginin aydinlatilmasinin,
bu segimlerin belirgin hale getirilmesinin, ispat yapisinin netlestirilmesinin, ispata yol agan
soru dizilerinin kullanilmasinin ve ¢ok dnemli oldugu diisiiniilen fikirlerin vurgulanmasinin
ispat1 6grenciler i¢in daha agiklayici ve anlagilir hale getiren 6zellikler oldugunu iddia etmis
ve bir dgretim elemaninin ispat akisinda yapilan bu miidahalelerin ispat 6gretimini daha
verimli hale getirdigini savunmustur. Bu baglamda, ispat adimlarimin nedenleriyle
aciklanmasinin dnemli oldugu sdylenebilir. Fukawa-Connelly (2014) de bu agiklamalarin

yapilmamasinin ispat sunumunun pedagojik degerini diisiirdiiglinii iddia etmistir.

Lai ve Weber (2014) 6gretmenlerin ispat yaparken deger verdikleri ve olmasi
gerektigini diisiindiikleri eylemleri her zaman yapmadiklarini aktarmistir. Bu ¢alismada da
Ogretim elemanlarinin deger verdikleri bu eylemleri her zaman gergeklestirmedikleri
sdylenebilir. Ornegin, Dr. Kompleks derste ispat sunumunda dgrencilere ispat yapmalar
icin siire verilmesi gerektigi goriisiinii birinci sirada tercih etmekle birlikte derslerinde bu
tercihini yansitacak eylemlere rastlanmamistir. Bu bulgulara iliskin diger sonuglar bir

sonraki boliimde tartisilmustir.

Lai ve digerleri (2012), egitmenlerin ispatlarin Ortiilk mantiksal yapisini ortaya
¢ikarmak i¢in varsayim ve sonuglarin altini ¢izerek ispatlart diizenledikleri ve ayrica,
Ogrencilerin zorlayic1 bulabilecegi mantiksal bosluklari doldurmak i¢in gerekgeler
ekleyerek veya Ogrencilerin daha asina ve rahat olduklari ispat tekniklerini kullanarak,
ispatlar1 belirli hedef kitlelere gore ayarladiklarini aktarmiglardir. Bu ¢aligsmanin bulgular
da bu sonuclar1 destekler niteliktedir. Buna ek olarak ispati daha yalin hale getirmek i¢in
gorsel kullanma ve matematiksel dili anlagilir hale doniistiirme de dgretim elemanlarinin
yaptiklarint soyledikleri degisikliklerdir. Benzer sonuglarin varligi, olmasi istenen
ozellikler i¢in bir standardin varligina isaret etmesine ragmen Miller ve digerleri (2018)
calismalarinda bir 6gretim elemaninin derste sundugu ispatlari inceleyen farkli 6gretim
elemanlarimin  dogru olarak kabul ettikleri ispatlara farkli puanlar verdiklerini
aktarmiglardir. Bu acidan her ne kadar neyin dogru bir ispat olduguna iliskin temel bir
kanaatin oldugu sdylenebilse de bir ispatin pedagojik kalitesi i¢in bir standardin olmadigi
da diistiniilebilir. Bunun bir nedeni de 6grencilerin egilimleri (bilgi altyapilar1 vb.) veya

kisitlayici durumlar (zaman vb.) gibi faktorlerin ispat sunumlarini ¢esitlendirmesi olabilir.
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Sears ve Chavez (2014), 6gretmenlerin ders kitabindaki etkinlikleri sinifta isleme seklinin
kendi inanglarindan, o6grencilerin egilimlerinden ve degerlendirme ydntemlerinden
etkilendigini bulmuslardir. Bu c¢alisma baglaminda ogretim elemanlarinin derste
yapacaklar ispatta deger verdikleri ve olmasini bekledikleri temel 6zellikler siralama
tercihleri g6z 6niinde bulundurularak sdyle siralanabilir: Ispat dersin kapsamina uygun
olmali, ispatta mantik sirasi izlenmeli, dgrencinin iliskilendirme yapmasini saglamali,

matematik dili bakimindan dogru ve 6grencinin seviyesine uygun olmalidir.

Ogrencilerin ispat yontemlerini bilmiyor veya dogru uygulayamiyor olmalari
ispatlamada yasadiklar1 siklikla sdylenen giicliikklerdendir (Baker ve Campbell, 2004;
Bleiler ve digerleri, 2014; Demiray ve Isiksal Bostan, 2017; Giiler ve Dikici, 2014; Ko ve
Knuth, 2009; Uzun ve Biilbiil, 2013; Stylianides ve digerleri, 2007; Wheler ve Champion,
2013). Her ne kadar ispatlama yontemlerini Soyut Matematik veya ispata gegis olarak
adlandirilan gesitli derslerde goriiyor olmalarina ragmen bu bulgularin aktarilmasimnin, tim
derslerde sunulan ispatlarda ispatlama yontemlerinin vurgulanmasimi gerekli kildigi
sOylenebilir. Dr. Tiirev haricinde tiim &gretim elemanlar1 ispat yoOntemlerini
vurguladiklarini belirtmislerdir. Dr. Tiirev ise dersinde genellikle ayni tiir ispat yontemi
kullaniyor olmasindan dolay1 bahsetmedigini sdylemistir. Bununla birlikte, 6grencilerin
ispata nasil baglayacagina iliskin fikir sahibi olmalari, benzer yontemler gerektiren ispatlart
daha kolay yapabilmeleri ve Ogretmen olduklarinda (6zellikle lise matematik
Ogretmenlerinin) ispat yontemleri bilgisine daha hakim olabilmeleri, ispat yontemlerinin
farkinda olmalar1 ve ispat sunumuna dahil olmalar1 Ogretim elemanlarinin ispat

yontemlerini vurgulama gerekgeleridir.

Ogretim elemanlarinin matematik derslerinde bazi teoremlerin ispatlarin1 neden
sunmamayi tercih ettikleri ve bu tercihi 6grencilerine nasil agikladiklar1 da incelenmistir.
Bu galigmadaki nedenlerin ve agiklamalarin ¢ogu, literatiirdeki bulgulari desteklemektedir.
Gorlismede yapilan agiklamalar ve derslerdeki uygulamalara yonelik yansimalar birlikte
incelendiginde, ispatin sunulmamasi tercihi, Ogrencilerin yararmin degerlendirildigi

durumlar ve kisitlayici durumlar olmak iizere daha genel iki kategoride tartisilabilir.

Ogretim elemanlarmin ispati sunmama tercihlerine, ¢ogunlukla &grenciler
hakkindaki inanglar (6rn., 6grencilerin seviyesi) rehberlik ediyor gibi gériinmektedir. Lai
ve Weber’deki (2014) bulgulara paralel olarak derslerde ispati sunmama ile ilgili yapilan
aciklamalarin ¢ogunda, dgretim elemanlarinin dgrencilerin bazi teoremleri kolayca ispat

edebilecegine veya bazi ispatlara kolayca ulagabileceklerine inandiklar1 goriilmiistiir.
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Ogretim elemanlarinin goriisleri dogrultusunda, ispat sunma yogunlugunun sirastyla
matematik boliimii, ortadgretim matematik egitimi, ilkogretim matematik egitimi ve son
olarak matematik disindaki diger béliimler boyunca azaldigi sdylenebilir. Ilkdgretim ve
ortadgretim matematik egitimi boliimlerinde ogrencilerin  meslek hayatlarinda
kullanacaklar bilgilerin bazi ispatlar1 sunma veya sunmama tercihinde dikkate alindig
goriilmiistiir. Ogrencilerin seviyeleri ve dersten kazanmayi bekledikleri faydalar ise diger

boliimlerde ispat yaparken daha gok dikkate alinmaktadir.

Ogretmenlerin mevcut 6gretim uygulamalarmi gézlemlemek, bazen goriismelerde
yaptiklar agiklamalardan daha fazla bilgi saglayabilmektedir. Pinto ve Karsenty (2018),
bu sonucu zit bir perspektiften dogrulayan bir bulguyla 6gretmenlerin hedeflerinin sadece
goriismelerde ortaya ¢iktigini ve siifta ortiik birakildigini savunmustur. Bu nedenle, ispat
yapmama gerekgelerini derslerinde agiklayip agiklamadiklarini dgretim elemanlarina
sormak, d6gretimdeki tercihlerini daha iyi anlamaya katkida bulunabilir. Ciinkii nedenlerin
birgogunun Ogrencilere soylendigi ancak az da olsa bir bdliimiiniin (6grencilerin

kapasitesinin agsmasi vb.) agiklanmadigi da goriilmiistiir.

Odev vermenin, dgrencilerin ispat olusturmaya iliskin engellerini &gretmenin
belirlemesine ve derste Ogretilenleri anlayip anlamadiklarini degerlendirmesine olanak
sagladigi soylenmistir. Ciinkii ispat, tanimlar, teoremler, aksiyomlar, gosterimler vb. ¢esitli
matematiksel bilgileri gerektirmektedir. Pinto ve Karsenty’nin (2018) ispat okuma ile ilgili
olarak bildirdigi gibi, mevcut ¢aligma, 6grencilerin ispat yapma konusundaki katilimlarinin
ogrencilerin konuyu gercekten anlayip anlamadiklarini belirlemede 6nemli bir role sahip

oldugunu vurgulamigtir.

Pinto ve Karsenty (2017) ve Mills (2014) 'te aktarildigindan farkli olarak, bu
calismada Ogretim elemanlarinin sadece formel ispat sunduklari durumlarda ispati
destekleyecek drnekler kullandiklari, bunun disinda ispat1 yapmak yerine 6rnekle agiklama

yoluna gitmedikleri gézlemlenmistir.

Ogretim elemanlar1 &grencilerin notasyonlardan haberdar olmadiklarmi, kendi
diisiincelerini ifade etmekte zorlandiklarini, arastirma yapmadiklarini, zayif matematiksel
altyapiya sahip olduklarini ve ispati ezberlemeye ¢aligtiklarini sdyleyerek ispat sunmama
gerekegelerini  desteklemislerdir. Bazi c¢aligmalarda (6rn., Hemmi, 2010) bildirilen

matematik¢ilerin goriisleri de bu bulguyu dogrulamaktadir.

Bazi 6gretim elemanlarinin dgrencilerin ispatlart bogucu gordiigiine, bu nedenle
ispata katilim gostermediklerine veya smifta az kisinin katilim gosterdigine iliskin

aciklamalar1 Sears ve Chavez’deki (2014) katilimecilarinin goriislerini desteklemektedir.
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Ayni nedenlerle 6rnegin Dr. Soyut’un her teoremi, teorem adi altinda vermedigi, not basligi
altinda sundugu, Dr. Vektor’iin ise bu nedenle 6grencilerden katilim beklemedigi

sOylenebilir.

Bu tiir calismalarin farkli boliimlerde matematik dersi veren daha fazla 6gretim
elemanlari ile yapilmasinin bu alana daha genis bir bakis a¢is1 saglayacag diisiiniilebilir.
Bu arasgtirmada bazi O6gretim elemanlarinin uygulamalar1 birden fazla derste
gdzlemlenirken bazi 6gretim elemanlarmin sadece bir dersi gozlemlenebilmistir. Ogretim
elemanlarinin uygulamalarinin farkli derslerde degisiklik gosterip gostermediginin
yorumlanmasi bu agidan tiim 6gretim elemanlar1 i¢in miimkiin olmayabilir. Diger taraftan,
birden fazla dersi gozlemlenen 2 6gretim elemaninin farkli derslerinde ispat sunma
tercihlerinin degismedigi goriilmiistiir. Daha sonraki ¢aligmalarda, bu durumu 6grencilerin
perspektifinden ele alarak, 6grencilerin 6gretim elemanlarmin bu tercihleri hakkindaki
goriislerini ve bunlarin pedagojik gerekgelerini anlayip anlamadiklarini incelemek, ispat

Ogretimine bu baglamda daha fazla 1s1k tutabilir.

5.1.3. Uciincii alt probleme yonelik tartisma (Ogrenciye bakis)

NCTM’ye (2000) gore anaokulundan 12. sinifa kadar standart 6gretim programlari,
ispat ve akil yirlitme baglaminda tiim ogrencilerin: Matematiksel varsayimlar
olusturmasina ve bu varsayimlarini arastirmasina, matematiksel argiimanlar/ispatlar
gelistirmesine ve bunlar1 degerlendirmesine, ¢esitli ispat ve akil yliriitme ydntemleri
segmesine ve kullanmasina olanak saglamalidir. Bu maddeler 12. Simifa kadar olan
Ogrencilere ispat sorumlulugu vermeyi ve bunun 6nemini gerektirmekle birlikte onlari
egitmek lizere yetistirilen 6gretmenlerin de bu siire¢lerden gegmesi gerektigi sdylenebilir.
Buna ek olarak ogretmenlik meslegi 6zel alan yeterlikleri (ilkdgretim ve ortadgretim)
basligi altinda Ogretmenlerden beklenen yeterlikler ve iiniversiteler tarafindan bu
dogrultuda belirlenen matematik 6gretmenligi (ilkogretim ve ortadgretim) temel program
kazamimlar1 da bu siirecleri gerekli kilmaktadir. Ogretim programlar1 ve literatiirdeki
calismalar (6rn., Ko ve digerleri, 2016; Stylianides ve Stylianides, 2009a) 6grencilerin ispat
yapmaya katilminin gerekliligini vurgulamalar1 bakimindan bu c¢alismadaki &gretim
elemanlarinin ¢ogunun goriisiinii desteklemektedir ve Ogretim elemanlarinin ¢ogunun
ogrencilere ispatlama sorumlulugu verdigi gdzlemlenmistir. Ispatin matematik
egitimindeki 6nemine iliskin goriislere de paralel olarak ispat sorumlulugu vermelerinde
oncelikli goriilen amagclar sirasiyla 6grencilerin gesitli diigiinme becerilerini kazanmalarini
saglamak, anlayip anlamadiklarin1 6l¢mek, matematigin isleyisini 6grenmelerini saglamak,
bilgilerini saglamlastirmak ve onlar1 dersin i¢ine ¢ekmek gibi gerekcelerle onlardan ispat

yapmalarini isteyebildikleri belirlenmistir. Bununla birlikte Dr. Vektor bu agidan farkli bir
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bakis agis1 sunarak geleneksel Ogretim yaptigini ve &grencilerin katilimini gerekli
gdrmedigini aktarmistir. Buna ek olarak, 6grencilerden ispat yapmalarini istemenin onlarin
bilgilerinin pekismesini saglayacagini belirtmis ve diisiinme becerilerini gelistirecegi
goriigiinii de oncelikli tercih etmis olmasina ragmen derste bir 6dev disinda 6grencilere
bdyle bir sorumluluk vermemistir. Dr. Kompleks de sdylemlerinde katilimi 6nemsedigini
belirtmekle birlikte ispat sunumlarinda &grencilerden bdyle bir sey istememistir. Dr.
Kompleks’in  aciklamalar1  dogrultusunda, bu tercihinde Ggrencilerin  ispati
yapabileceklerinden emin olmamasimin etkili oldugu disiiniilebilir. Ayni zamanda
Ogrencilerden ispat yapmalarini istemenin onlar1 dersin igine ¢ekecegini belirtmis ama
kolay ispatlarin istenmesi gerektigini de eklemistir ve onlarin diisiinme becerilerini
gelistirecegi goriisiinii  Oncelikli tercih etmistir. Dolayisiyla bu c¢alisma Ggretim
elemanlarinin ¢ogunlugunun tercihleri ve uygulamalar1 dogrultusunda Fukawa-Connelly
(2016) ve Martin ve digerleri (2005) gibi 6grencilere ispatlama sorumlulugu verme
eylemlerini icermekle birlikte yetkinin biiyiik cogunlukla 6gretmende oldugu Otten ve
digerleri (2017), Harel ve Rabin (2010), Martin ve McCrone (2003) ve Herbst’iin (2002)
bulgularina paralel eylemler de igermektedir. Buna ek olarak &grenciler her iki tiir
eylemlere de hem lisans egitimleri boyunca hem de ayni 6gretim dénemi i¢inde maruz
kalmaktadirlar. Ogrenciye sorumluluk vermemeye iliskin eylemlerin Harel ve Sowder'in
(1998) ana hatlarini ¢izdigi otoriter ispat semasini gosteren 6grenci davraniglarina neden
olup olmayacagini anlamak ic¢in 6grencilerin de dahil oldugu daha detayli ¢alismalar
gerekmektedir. Bununla birlikte, Dr. Tiirev’in dersinde, bir ispat sunumu esnasinda, bir
Ogrencinin, ispatin adimlarimin dogruluguna, 6gretim elemaninin dogru kabul edip
etmemesine gore karar verecegine iligkin soylemleri, 6grencideki otoriter ispat semasinin

mevcudiyetine ipucu da olabilir.

Ogrencilerin ispat1 anladifinin en 6nemli gdstergeleri olarak sirastyla benzer bir
teoremi ispatlayabilmesi, ispatla bilgileri arasinda iligskilendirme yapabilmesi, ispat1 kendi
climleleriyle anlatabilmesi, ispattaki kavramlar1 bilmesi ve verilen isteneni olusturabilmesi
kabul edilmistir. Bu eylemlerden ¢ogunun Ogrencinin anlaylp anlamadigi
degerlendirilirken istendigi gdzlemlenirken bazilar1 hi¢ gdzlemlenmemistir. Ornegin
ogrencilerden ispati kendi ciimleleriyle 6zetlemesinin istenmesi, 6grencilerin ispat1 anlayip
anlamadigmin degerlendirilmesinde neredeyse hi¢ goézlemlenmemistir. Bu sonug,
ogretmenlerin deger verdikleri eylemleri her zaman sergilemedikleri bulgusunu (Lai ve
Weber, 2014) desteklemektedir. Ogretim elemanlar, sorular sorarak, o&grencilerin
bakislarin1 ve tepkilerini (mimiklerini) takip ederek ve onlarin sorduklari sorulari analiz
ederek ispat1 anlayip anlamadiklarina iligkin fikir sahibi olduklarini belirtmislerdir. Uzun

ve digerlerinin (2013) 6gretmenlerin, 6grencilerin ispati ne kadar anladiklarini nadiren
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degerlendirdiklerini belirtmistir. Bu bulgunun aksine bu c¢alismada, bazi 6gretim
elemanlarinin 6grencilere anlayip anlamadiklarini sorarak, onlarin bilgilerini yoklayacak
sorular1 onlara yonelterek ve onlarin mimiklerini takip ederek anlayip anlamadiklarini

degerlendirdikleri sdylenebilir.

Bu calismadaki 6gretim elemanlari, en az 10 yil olmak iizere (bkz. yontem
boliimiinde meslek tecriibelerini gosteren bilgiler) lisans diizeyinde Ogrencilere (hatta
cogunlukla 6gretmen adaylarina) ispat sunmalar1 da gereken matematik dersleri vermekte
olduklarindan gerek ders iginde ispat sunumunda gerekse sinavlar yoluyla 6grencilerin
ispatlamada yasadiklar1 giicliiklere iliskin bilgi sahibi olduklar1 sdylenebileceginden
aktardiklar1 giicliiklere iliskin bilgilerin kiymetli oldugu diisiiniilebilir. Ogretim
elemanlarinin bu ¢aligmada 6grencilerde gozlemlediklerini belirttikleri ispatlamaya iliskin
giicliikler: Ogrencilerin ispatlanacak ifadeyi anlamamalari, ispata nereden baslayacaklarina
karar verememeleri, teoremde verilenleri ve matematiksel notasyonlar1 dogru
kullanamamalari, kavramlar arasinda baglanti kuramamalart ve dogru yontemi
secememeleridir. Ogretim elemanlarinin bu tespitleri, ortaokuldan {iniversiteye kadar
cesitli diizeylerdeki 6grencilerin ispata iligkin yeterliklerinin gozlemlendigi ¢caligmalardaki
(Moore, 1994; Uzun ve digerleri, 2013; Ugurel ve digerleri, 2015; Giiler ve Dikici, 2014
Selden ve digerleri, 2018; Baker ve Campbell, 2004; Stylianides, digerleri, 2007; Ko ve
Knuth, 2009; Wheler ve Champion, 2013; Bleiler ve digerleri, 2014; Demiray ve Isiksal
Bostan, 2017; Epp, 2003; Selden ve Selden, 1995; Weber, 2001; Pedemonte, 2007)
bulgular1 desteklemektedir. Her ne kadar bu calismada oOgrencilerin bu giigliikleri
yasadiklarina iliskin bir gozlem yapilmamis olsa da deneyimli 6gretim elemanlart
tarafindan ortak fikirle aktarilmis olmalar1 ve bahsi gegen giicliiklerin her birinin en az iki
Ogretim elemaninca oncelikli olarak siralanmis olmasi bu giicliiklerin mevcudiyetinin ve

sikca karsilasilir oldugunun gostergelerinden sayilabilir.

Bu giicliiklerden bahsederken 6gretim elemanlarinin ispat okuma, ispat yapma ve
verilen bir ispati dogrulama-degerlendirme eylemleri bakimindan ayrim yapmadan
degerlendirdikleri ve ¢ogunlukla da yalnizca ispat yapma eylemine odaklanarak cevap
verdikleri goriilmiistiir. Bununla birlikte, &grencilerin okuduklar1 bir ispati anlayip
anlamadiklarina veya anladigini soyledikleri ispat1 agiklayip agiklayamayacaklarina ve bir
ispatin ~ dogrulugunu degerlendirip  degerlendiremediklerine iligkin  bir  goriis

aciklamalarinda yer almamistir.

Ogrencilerin ispatlamada giicliik yasamasinin temel olarak dgrencilerin diisiinme
becerilerindeki eksikliklerden (soyut diislinme vb.), duyussal durumlarindan (6nyargi,

inang, ilgi vb.) dnbilgi (tanim, notasyon vb.) eksikliklerinden ve son olarak da 6grenci dis1
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nedenlerden (lisedeki matematik egitimi vb.) kaynaklandigini diisiindiikleri goriilmektedir.
Spesifik olarak belirtilen nedenlerden ise 6grencilerin lisede ispata iliskin aldiklar1 yetersiz
egitimin, tanimlar1 bilmemelerinin ve elestirel diisiinme becerilerinin diisiik olmasinin tim
Ogretim elemanlarinca bahsi gecen giicliiklerin baslica nedenleri olarak kabul edildigi
goriilmiistiir. Ayrica Ogrencilerin ispata karsi Onyargili olmalari, ispattan korkmalari,
ispatin degerini anlamamalari, matematik okuryazarligina iliskin eksiklikleri, soyut
diistinme becerilerindeki yetersizlik ve ornekleri ispat icin yeterli gérmeleri 6gretim

elemanlarinin ¢ogu tarafindan bahsi gegen giigliiklerin nedenleri arasinda kabul edilmistir.

Dr. Soyut’un bazi 6grencilerin soyut diisiinme becerilerinin gelismedigi goriisline
Ogretim elemanlarinin ¢ogu katilmistir. Selden ve Selden’in (1995) 6grencilerin kompleks
mantiksal iddialar1 anlamakta zorlandigim1 ve Moore’un (1994) da 6grencilerin ispata
dayali derslere gecis dersleri almalarina ragmen ispatta sorun yasadiklarini aktarmis olmasi
Dr. Soyut’un bu goriiniisii desteklemektedir. Buna ek olarak Dr. Uzay, ispata dayali dersleri
bu tiir ispata ge¢is dersleri almadan gérmenin ispatlamada gii¢liik yasanmasinin bir nedeni
olarak agiklamis ancak kendisi de dahil olmak tizere hi¢bir 6gretim elemani bu nedeni diger
nedenlere nazaran 6nemli gérmemis ve isaretlemislerdir. Cihan (2019), lise matematik
Ogretmen adaylarimin ispata yonelik alan ve pedagojik alan bilgilerini gelistirmeyi
hedefleyen bir ders tasarlamig ve bu dersi uygulayarak faydali oldugunu aktarmistir. Bu
baglamda, ispata gecis derslerinin varhigindan =ziyade bu derslerin igerigi ve

uygulanmasinin daha 6nemli oldugu sdylenebilir.

Dr. Kompleks’in, 6grencilerin derse hazirlikli gelmedigini belirtmistir. Buna benzer
olarak, Lew ve digerleri (2016) 6grencilerin derste anlatilanlari anlamamasinda ders
notlarimi evde tekrar etmeye vakit ayirmadiklarint ve Sar1 ve digerleri (2013) de sunulan
ispatlar1 ¢alismaya vakit ayirmadiklart ve kendilerinden bunun beklendiginin farkinda
olmadiklarim1 aktarmiglardir. Miilakatta dile getirilmemis olmasimna ragmen Dr.
Topoloji’nin derste teoremi sunarken yaptigi bir durum degerlendirmesinde 6grencilerden
bazilarinin yasadiklar1 giicliikleri agmak i¢in gaba gosterdigini bazilarinin ise bu konuda
Ozensiz davrandigii sdylemesi Ogrencilerin kendilerinden beklenen davranislardan ya

habersiz olduklar1 ya da bu beklentilere kayitsiz kaldiklarina isaret ediyor olabilir.

Ogrencilerin ispatin degerini anlamadiklar1 ve bunun sonucu olarak da ispatin
gereksiz oldugunu diisiindiikleri goriisline paralel ¢aligmalar (Stylianides ve Stylianides,
2009a; Ugurel, 2010) yer almaktadir. Ogrencilerin ispatlara kars1 dnyargili olduklari da
Ogretim elemanlarinin ¢ogu tarafindan desteklenen goriislerdendir. Bu baglamda bu
bulgular, Yilmaz’in (2015) ve Sears ve Chavez’in (2014) bulgularini 6gretmen bakis
acistyla desteklemektedir.
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Ogrencilerin ispatta kullanabilecekleri tamimlar1 bilmedikleri goriisiine de 6gretim
elemanlarinin hepsi katilmistir. Bu baglamda bu sonug, benzer ¢alismalarin (Moore, 1994;
Ko ve Knuth, 2009; Giiler ve Dikici, 2014) bulgularin1 dogrulamaktadir. Bununla birlikte,
bu calismada 6gretim elemanlari, 6grencilerin tanimlari bilip de mi kullanamadiklar1 ya da

tanmimlarin nerde kullanilacagini m1 bilmedikleri gibi ayrintilara deginmemislerdir.

Ogretim elemanlar1 &grencilerin  bir drnegin ispat igin yeterli oldugunu
diisiindiiklerini yani deneysel argiimanlarla ispat yaptiklarini belirtmislerdir. Literatiirde de
bu sonuglara benzer bulgulara (Martin ve Harel, 1989; Coe ve Ruthven, 1994; Harel ve
Sowder, 1998, 2007; Knuth, 2002b; McCrone ve Martin, 2004; Stylianides, 2011; Uzun ve
Biilbiil, 2013; Martinez ve Pedemonte, 2014; Stylianou ve digerleri, 2015; Demiray ve
Isiksal Bostan, 2017) rastlanmaktadir. Diger taraftan, 6grencilerin ispatta drnekleri nasil
kullanacaklarini bilip bilmemelerine yonelik bulgulara yer veren ¢aligmalarin (Ugurel ve
digerleri, 2015; Alcock ve Weber, 2010; Moore, 1994; Ko ve Knuth, 2009) aksine 6gretim
elemanlari, bu konuda daha detayli bir agiklama yapmamuslardir. Ayrica, dgrencilerin
ispata dair kesin fikirlere sahip olmamalari da (Moore, 1994; Selden ve Selden, 1995;
Weber, 2001; Inglis ve Alcock, 2012; Uzun ve Biilbiil, 2013; Giiler ve Dikici, 2014; Bleiler
ve digerleri, 2014; Demiray ve Isiksal Bostan, 2017) bir 6rnegi ispat icin yeterli
gormelerinin nedeni kabul edilebilir. Orneklere dayanan bu giigliikler baglaninda,
Stylianides ve Stylianides’in (2009b) deneysel argiimanlarin sinirhiliklarini gdsteren

Ogretim uygulamalarina iliskin 6nerilerinin 6nemli oldugu soylenebilir.

Tiim bunlara ek olarak epistemolojik bir neden olarak kabul edilebilecek ispatlarin
kendi dogasindan kaynakli olarak kolay olmadig1 goriisii de doktoralarini diger dgretim
elemanlarindan farkli olarak matematik boliimiinde yapmis olan iki 6gretim elemani
tarafindan dile getirilmistir. Bu 6gretim elemanlarindan yalnizca biri tarafindan secilen bu
goriis, literatiirde Stylianides ve Stylianides’nin (2017) goriislerini desteklemekle birlikte

bu baglamda ¢ok sik karsilagilmamasi bakimindan farkli bir sonug olarak kabul edilebilir.

Ogretim  elemanlarimin ~ 6gretmenlere  yonelik  elestirilerinden  biri  lise
Ogretmenlerinin smav sistemi nedeniyle ispat anlatmamasi ve ikincisi ise Ogretim
elemanlarinin ispatlar1 kendilerinin sunmasi ve 6grencilere ispatlama igin sorumluluk
vermemesidir. Bu baglamda bu bulgular1 destekleyen ¢alismalar (Bastiirk, 2010; Stylianou
ve digerleri, 2015; Harel ve Rabin, 2010; Weber, 2004; Ugurel, 2010) goriilmekle birlikte
literatiirde 6gretmenlerin alan ve pedagojik alan bilgilerindeki eksikliklere deginilmemesi
bakimindan bu c¢aligma Martin ve Harel (1989) ve Knuth’un (2002a) ¢aligmalarindan

ayrilmaktadir.
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Knuth’un (2002b) c¢alismasinda lise Ogretmenlerinin Ggrencilerinin ispatlari
Ogrenemeyecegini diisiinmelerini belirtmelerinden farkli olarak bu calismada 6gretim
elemanlari ispat 6gretiminin lisede de olmasi gerektigini belirtmislerdir. Tastepe’ye (2012)
paralel olarak oOgretim elemanlarindan bazilar1 ispat Ogretiminin kademeli olarak

ilkokuldan itibaren baglamasi gerektigini de sdylemislerdir.

Yukarida bahsi gecen giicliiklerin giderilmesi i¢in Ogretim elemanlarinin
Ogretmenlerden, ailelerden ve egitimde kanun yapicilardan beklentileri bulunmaktadir.
Ogrencilerin  sorgulama becerilerinin sadece derslerde sergilenmesinin  yeterli
olmayacagini diistinerek aile ortamlarinda da bu becerinin engellenmemesini istedikleri
sOylenebilir. Ayrica iiniversitedeki derslerin verilis sirasinda diizenleme yapilmasi ve
ispatin kii¢iik yaslardan itibaren 6grenilmesine firsat veren kazanimlarin miifredatlarda yer
almas1 da beklenmektedir. Ogretmenlerden beklentilerin ise daha fazla vurgulandig
goriilmiistiir. Ornegin, dgretmenlerin sinifta tek otorite olmasi yerine dgrencilerin ispat
yapma siirecine katilmalarini destekleyen caligmalara (6rn., Ko ve digerleri, 2016;
Stylianides ve Stylianides, 2009a) benzer sekilde o6gretim elemanlarindan bazilan
Ogrencilerin ispatlama becerilerinin gelisimi igin Ggrencilerin ispata dahil edilmesini
onermiglerdir. Buna ek olarak, Ogrencilerin ispatin 6nemini anlamalari ig¢in bunun
anlatilmas1 ve faydalarinin vurgulanmasi gerektigi sdylenmis ancak bunun nasil
yapilacagindan bahsedilmemistir. Literatiirde de ispatin Oneminin vurgulanmasina
deginilmis (6rn., Nardi ve Knuth, 2017; Demiray ve Isiksal Bostan, 2017) ancak bunun
nasil yapilacagina iligkin goriiglerin bu ¢alismada oldugu gibi o c¢alismalarda da ortiik
kaldig1 soylenebilir. Ogrencilerin acik uclu sorularla degerlendirilmesi, sinavlarda ispatin
sorulmasi, ¢aligma yapraklari gibi materyaller kullanilmasi, 6grencilerin sinifta ispatlarini
sunmalar1 gibi ¢esitli yontemlerin uygulanmasi1 da tavsiye edilenler arasinda yer
almaktadir. Bu baglamda, bu c¢alismada benzer oOnerilerin faydalarini bulgulariyla
dogrulayan caligsmalarin (6., Inam, 2014; Unveren, 2010; Yesilyurt Cetin, 2017; Yilmaz,
2015) amaglarini destekleyen goriisler bulundugu sdylenebilir.

5.1.4. Dordiincii alt probleme iliskin tartisma (Ders kitabina bakis)

Ogretim elemanlarindan iicii, bir ya da daha fazla kitap takip ettiklerini, yine ii¢
tanesi kitaplardan da faydalanarak olusturduklari notlart kullandiklarini ve biri ise istedigi
icerige sahip bir kitap olmamasindan dolay1 kitap takip etmedigini belirtmistir. Tastepe
(2012) deki 6gretim elemanlarinin uygulamasina benzer sekilde bu ¢calismada da ders kitabi
takip eden veya etmeyen hicbir Ogretim elemanmin Ogrencileri tek bir kitaba
yonlendirmedigi veya bir kitab1 almak konusunda zorlamadiklar1 gézlemlenmistir. Tercih

edecekleri ders kitabinda ispatlarin niteligine iliskin beklentileri oldugu ve bu beklentilerini
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ogrencilerin faydalarim gozeterek acikladiklari da sdylenebilir. Ispat adimlarinin
nedenleriyle aciklanmis olmasi, ispatin 6grencinin anlayabilecegi sekilde seviyesine uygun
sunulmasi1 ve ispat iginde gereken Onbilgilerin verilmis olmasi en ¢ok tercih edilen
beklentiler olmustur. Benzer sekilde, Lai ve digerlerinin (2012) ¢aligmasinda ders kitab1
icin hazirlanan bir ispatta, &gretmenlerin ispatlarin Ortiik mantiksal yapisini ortaya
¢ikarmak igin varsayim ve sonuglarinin altini ¢izerek ispatlar1 diizenlediklerini ve ayrica,
Ogrencilerin zorlayic1 bulabilecegi mantiksal bosluklari doldurmak i¢in gerekceler

ekleyerek ispatlart belirli hedef kitleler gore ayarladiklarini aktarmiglardir.

Dr. Oklid’in igerik siralamasinin tarihsel akisa dikkat edilerek verilmedigine yonelik
aciklamalarina benzer sekilde Sears ve Chavez (2014) bir 6gretmenin ders kitabindaki
icerigin sunuldugu siranin daha mantikli olmasini bekledigini aktarmistir. Ayrica yine ayni
calismada matematiksel fikirler arasinda baglanti saglanmasi beklentisinin, ispatlar
Ozelinde bakildiginda bu ¢aligmadaki &gretim elemanlarinin  adimlar arasindaki
baglantilarin acgiklanmasina, akis semasiyla ispatin Ozetlenmesine ve Onbilgilerin

verilmesine iliskin beklentilere paralel oldugu sdylenebilir.

Zazkis ve digerleri (2016) inceledikleri kitaptaki ispatlarin ¢ok azinin resimlerle
sunuldugunu ve ispat adimlarinin gorsellerle gerekgelendirilmedigini aktarmistir. Bu
calismada da Dr. Topoloji ders kitabinda ispatlarin olabildigince gorsellestirilerek
sunulmasi gerektigini dile getirmis ve Dr. Vektor de bu goriisii 6ncelikli olarak tercih
etmistir. Benzer sekilde, Samkoff ve digerleri (2012) ve Lai ve Weber (2014) de 6gretim

elemanlarimin sekiller/diyagramlar iceren ispatlara deger verdiklerini aktarmiglardir.

Bu alt probleme iliskin bulgularin biiylikk ¢ogunlugunun o6gretim elemanlari
tarafindan oncelikli bulundugu goriilmiistiir. Bu baglamda, birgok matematik egitimcisi
tarafindan g¢ogunlugunun onaylanabilecegi de tahmin edilebilir. Bununla birlikte,
literatiirde genellikle tam tersi beklentinin varligindan s6z edilebilecek bir bulguya da
ulasilmistir. Ornegin, Dr. Kompleks tarafindan dile getirilen ve yalnizca Dr. Soyut
tarafindan 6ncelikli olarak tercih edilen “kitaptaki tiim teoremlerin ispatlarinin yapilmisg
olmas1” beklentisi Ogrencilerin yararinin gozetildigi aciklamalar icermekle birlikte
ispatlarin bir kisminin dgrenciye birakilmasini da destekleyen ¢aligmalar (6rn., Ayalon ve
Hershkowitz (2018) bulunmaktadir. Ayrica, Lai ve Weber (2014) dgretim elemanlarinin
ogrenciler i¢in bir ders kitabina ispatlar yazarken tiim teoremleri ispatlamadiklarina ve
Ogrencilerin yapabilecekleri ispatlar vermediklerine dair bulgulara ulagmislardir. Benzer
sekilde Tastepe (2012) yerli kitaplarda yayinlanma yillarina gore ispati 6grenciye birakma
miktarinin arttigini, yabanci yayin evine ait kitaplarda ise ispatlarin birgogunun 6grenciye

birakildigini aktarmistir.
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5.2. Sonug¢ ve Oneriler
“Hocam sizin yaziginiz gibi yazmaya ¢alisiyorum!”

Ders video gozlemlerinde tahtaya kalkmis ispat yapmaya calisan bir 6grencinin
(yukaridaki) ciimlesi aslinda bu tezin amacim da dzetlemektedir. Ogretmen aday1 olan
ogrencilerin matematik bilgilerinin yan sira bilgiyi aktarim yollarinin da sekillendigi lisans
egitiminde, beklenen seklin olusmasinda en dnemli unsurun 6gretim elemanlart oldugu
kuskusuzdur. Dolayisiyla bu calisma, 6gretmen egitiminde deneyimli yedi &gretim
ilyesinin ispat 6gretiminin birgok boyutuna iliskin fikirlerini ve mevcut ders uygulamalarini
icermesi bakimindan onemli kabul edilebilir. Hem deneyimli 6gretim elemanlariin
matematiksel ispatin 6gretiminde goriisleriyle insa edebilecegi ortak yapinin ne olabilecegi
hem de ayr1 ayr1 kendi yapilarinin ne 6lgiide goriindiigli ve hangi ogeleri icerdigi bu

caligmanin temel konusudur.

Kuskusuz ki matematiksel ispatlarin 6nemsenmesinde 6grencilere kazandirilmasi
hedeflenen bazi beceriler ve bilgiler rol oynamaktadir. Bununla birlikte, bu hedeflere
ulagmak i¢in kisa vadede amaglanan sey ise 6grencilerin sunulan ispat1 hem konu hem de
ispat yapma baglaminda islemsel ve kavramsal olarak anlamasidir. Dolayisiyla bir
egitimcinin bu amaca gotiirecek inanglara sahip olmasi ve bu amaca hizmet edecek
eylemleri gergeklestirmesi beklenir. Elbette ki bu eylemlerin 6grenci ve ortam farkindan
etkilenmesi normaldir. Bu ¢aligmanin amaci, 6gretim elemanlarin1 bu amaca hizmet eden
eylemleri baglaminda degerlendirmek, derecelendirmek veya kiyaslamak degildir. Ayni
inanclarin farkli eylemlere yonlendirebilecegi veya ayni eylemlerin farkli inanglar
tastyabilecegi goz ardi edilmemistir. Dolayisiyla, ispat 6gretiminde ayni, benzer veya farkl
inanglara sahip olabilecek dgretim elemanlarinin 6gretim uygulamalariin hangi ériintiileri,
benzerlikleri veya farkliliklar1 barindirdigi ve bu oriintii, benzerlik ve farkliliklarin hangi
pedagojik amaglara/inanglara dayandirildiginin - betimlenmesi amaglanmigtir. Ayni
zamanda eylemler ve amaglarin tekrar eden yapilar teskil edip etmedigi ve bu yapilarin
hangi goriis veya uygulamalarda kesisip hangilerinde ayr1 diistiikleri betimlenmeye
calisilmigtir. Degerlendirme amaci giitmemekle birlikte analiz siirecinin siirekli
karsilastirma islevi geregince ayni amaca hizmet edecek eylemlerin kiyaslanmasi da
kaginilmaz olmustur. Ornegin, anlamanin saglanmasinda veya dgrencilerin siirece dahil
edilmesinde sarf edilen ¢aba ¢ok 6nemlidir ve 6gretim elemanlarinin buna yonelik cabalar

farkli eylemleri ve sdylemleri icerebilmektedir.

Baz1 uygulamalar her ders icin gecerli olup pedagojik bir deger igerirken bazilarinin

her derste uygulanamadigi sdylenebilir. Ornegin, ispat yaparken 6rnek kullanmak geometri
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dersi i¢in daha az tercih edilebilirken sekil ¢izmenin de en ¢ok geometri dersi i¢in gegerli
olabilecek bir uygulama oldugu diisiiniilebilir. Bununla birlikte, onemi dersten derse
degismeyen (ve hatta bazilarn NCTM ve MEB gibi kurumlarca gerekli goriilen)
uygulamalar ve eylemler de bulunmaktadir. Ornegin, yaparak yasayarak ogrenmeyi
saglamak adina O6grenciyi ispat yapmaya (veya en azindan ispatin bazi adimlarim
olusturmaya) tesvik etme, durum analizi/degerlendirmesi yaparak ogrencilere kendi
mevcut pozisyonlarini yansitma ve onlarin kendi durumlari hakkinda fikir sahibi olmalarini
saglama, ispatin adimlarina 6grenci katilimimi saglamak adina sorular sorma, teorem ve
ispatlarin teknik/yapisal yonlerini tanitma veya bu yonlerin nasil kullanilacagina yonelik
bilgi verme vb. durumlarin ispat temelli olsun olmasin her ders i¢in gegerli ve gerekli
oldugu sdylenebilir. Iste bu calismayla, dersten derse degismemesi gerektigi diisiiniilen
onemli uygulamalarin varligi veya goriilme sikliklari, derste veya miilakatta bariz olarak
farklilik iceren sdylemleri ve goriislerdeki fikir birlikleri veya ayriliklar1 sonucunda iki
onemli teoriye ulasilmistir. Teorilerden biri, O6gretim elemanlarinin  gorisleriyle
olusturduklar “ideal ispat anlatim yapisi ’dir. Bu ideal ispat anlatim yapisi, miilakatta ispat
anlatimina yonelik olmast gerekene (ideal olana) isaret eden sorulara Ogretim
elemanlarindan gelen yanitlar ve bu yanitlarin secilis ve siralanislari sonucunda
sekillenmistir. Ikinci teori ise 6gretim elemanlarmin ispat anlatimlarinda veya gériislerinde
baskin bir farklilik gosteren ve bir Oriintii olusturan (dersten derse deg§ismemesi beklenen
ve pedagojik agidan 6nemli kabul edilebilecek) ozelliklerini iceren “odak ispat anlatim
yapisr’dir. Bu anlatim yapilarinin belirlenmesi ise 6gretim elemanlarinin ispat sunumlari
stiresince tespit edilen uygulamalarindaki oriintiiler ve farkliliklarin analizi ile saglanmistir.

Asagida bu iki teoriye yonelik detayl bilgilere yer verilmistir.
5.2.1. ideal ispat anlatim yapisi

Ispat anlatim yapisinin incelenmesinde temel alinan baglamlar dogrultusunda
Ogretim elemanlarinin yapilmasi veya olmasi gerekenlere yonelik diisiinceleri derlenmistir.
Olmasi gerekenlere yonelik fikirleri igermesi sebebiyle “ideal” olarak tanimlanmustir. Ispat
yapmanin ve ispatlarla aktarilmaya c¢alisilan bilgilerin 6gretilmesi siirecinde ispatin
matematik egitiminde 6nemine iliskin inanglari, bu 6gretimde gerekli gordiikleri 6gretmen
eylemleri/uygulamalari, 6grencilerden ve ders kitaplarindan beklentilerinin bu yedi
deneyimli 6gretim elemaninin (ve belki de birgok egitimcinin) ideal buldugu ispat anlatim
yapisini teskil ettigi sdylenebilir. Sekil 32, bu calismada ulasilan ideal ispat anlatim

yapisin 6zetlemektedir.
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Ispat sunumunda
orencilerin ispat

saglanmalidir

Derste ispat sunarken
hangi yéntemin

Matematiksel ispatlar
derslerde Gnemsenmeli
ve sunulmahdir

vurgulanmalidir

Oncelikle teoremin
dogru anlagiimasi
saglanmali ve ispatt

Ogrencilerin
ispatlamada
ilecegi giglikler
g6z dniinde
bulundurulmali ve
uygun stratejiler
kullaniimahdir

Ogrencilerden ispat
yapmalar istenmelidir.

ogrencilerin yapmaya
calismalari icin onlara
firsat taninmalidir

o

Ogrencilerin sunulan
ispati anlayip

Ders kitabi segiminde
ispatlarin niteligine
dikkat edilmelidir.

anlamadigi
degerlendirilmelidir.

o)

Derste yapilacak ispatin
pedagojik agidan sahip
olmasi gereken
ozelliklere dikkat
edilmelidir.

Ogrencilerden ispat
okumalari istenmelidir.

Sekil 32. Ideal ispat anlatim yapis1 dzeti

Ideal ispat anlatim yapisina gére olmas1 beklenen inanglar ve eylemler/uygulamalar

asagida maddeler halinde 6zetlenmistir:

e Matematik egitiminde ispat, Ogrencilerin diisiinme becerilerini (analitik
diisiinme ve problem ¢ozme vb.) gelistirmesi, matematigi bir disiplin olarak
Ogrencilere tanitmasi, konunun 6grenilmesini saglamasi (kalic1 6grenme vb.) ve
Ogrencilerin giiven, haz, heyecan vb. duyussal hislerini beslemesi yonleriyle
Onem arz etmektedir. Bu baglamda derslerde 6nemsenmeli ve sunulmalidir.

e Ogrencilerin bagimsiz olarak ispat okumalari desteklenmelidir. Ciinkii:
Ogrencilerin yapilmis bir ispati okumalar1 ve anlamaya g¢aligmalari onlarin
muhakeme yetenegini attirir. Eger 6grenci benzer bir teoremin ispatini incelerse
kendi yapacag ispat i¢in fikir gelistirebilir. Ayrica bir teoremin farkl ispatlarini
incelediginde de o teoremi daha iyi kavrayabilir.

e Hem becerilerini gelistirme hem de degerlendirme amaglariyla 6grencilerin ispat
yapmaya c¢alismalar1 istenmelidir. Ogrencilerin bagimsiz olarak diisiinmeye
baslayabilmesi ve diistinme becerilerini kazanmalar1 bunun en 6nemli amacidir.
Buna ek olarak, bu yolla 6grencilerin ispatlamay1 ve konuyu anlayip anlamadigi
degerlendirilebilir ve 6grenciler matematigin bir disiplin olarak isleyisini de
yasayarak kavramis olurlar. Bununla birlikte, derse ve 6grencilerin durumuna
gbre bazi on sartlar da gerekebilir. Ornegin, 6grencilerden ispat yapmalarini
istemeden ve beklemeden oOnce ispat icin gereken bilgilere sahip olup

olmadiklarindan emin olmak (benzer ispatlar gdstermis ve ispatlama
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yontemlerini 0gretmis olmak gibi) ve &grenciler igin zor olabilecek ispatlari
secmemek gerekir.

Derste ispat anlatimi bazi gereklilikleri de beraberinde getirir. Bunlar:
Ogrencilerin katimmin saglanmasi (érn., soru sorulmali ve &grencilerin
yapmalarin i¢in zaman verilmeli), baz1 bilgilerin (6., 6n bilgiler, adimlarin
aciklamalari ve yontem) sunulmasi ve bazi prosediirlerin (6rn., matematik
dilinin kullanimi, ispatt degerlendirme, mantik siras1) takip edilmesidir.
Ogrencilerin ispat yaparken yasadig1 en énemli giicliigiin teoremi anlamamalar1
olmasi nedeniyle 6ncelikle teoremin dogru anlasilmasi saglanmalidir. Buna ek
olarak ispat1 sunmadan dnce 6grencilerin yapmaya calismalari i¢in onlara firsat
taninmalidir.

Derste ispat yaparken hangi ispat yonteminin kullanildigi vurgulanmalidir.
Ciinkii ispat yontemini bilmesi o anda Ogrenciye ispat icin fikir verebilir ve
Ogrencinin ispat sunumuna dahil olmasin saglayabilir. Ayrica benzer yontemler
gerektiren ispatlar1 yapabilmeleri kolaylasir, ispat yontemlerine yonelik
farkindaliklari artar ve boylece profesyonel yasamlarinda da ispat yontemlerine
daha hakim birer 6gretmen olabilirler.

Ogrencilerin ispata katilarak anlayabilecegi ve diisinme becerilerinin de bu
yolla gelisebileceginden dolay1 6grencilerin ispata katilimlar1 saglanmalidir. Bu
katilim sorular araciliftyla 6grencileri ispat adimlarina dahil etmek veya ispati
ogrencilerden beklemek seklinde saglanabilir.

Derste ispat yaparken segilen ispatin dersin kapsamina ve 6grenci Seviyesine
uygun olmasina, 6grenciye iliskilendirme yapmayi saglamasina, adimlarin
mantikli siralanmasina ve matematik dilinin dogru kullanilmasina dikkat
edilmelidir.

Ogrencilerin derste sunulan ispati anlaylp anlamadigi degerlendirilmelidir.
Ogrencinin ispat1 anladigin1 gdsteren en dnemli gdstergeler: Benzer bir teoremi
ispatlayabilmesi, onceki bilgileriyle ispat arasinda iliskilendirme yapabilmesi ve
ispati1 kendi climleleriyle anlatabilmesidir.

Ogrencilerin ispat yapmaya, okumaya, anlamaya iliskin yasayabilecegi
giicliikler goz dniinde bulundurulmalidir. Ogrenciye gore cesitlenmekle birlikte
en ¢ok karsilasilan gii¢liikler: ispatlanacak ifadeyi yani teoremi anlamamalari,
verilenleri  kullanamamalari, ispata nereden baglayacaklarina karar
verememeleri, matematik dilini dogru kullanamamalari, kavramlar arasindaki
baglantiy1 yapamamalari ve dogru ispat yontemini belirleyememeleridir.

Ogrencilerin bu giicliikleri yasamasi ise bazi1 diisiinme becerilerinin yeterince



260

gelismemis olmasi, duyussal (diisiinmeye direng gostermeleri, 6n yargilari,
korkulari, ispatin degerini anlamamalar1) durumlari, 6nbilgi yetersizligi ve
ogrenci dis1 bazi (lisede teste aligmalari ve ispat yapmamalar1) nedenlerden
kaynaklanmaktadir. Bu giigliiklerin azaltilmasi igin 6gretmenler: Ogrencilerin
ispata katilimini saglamali, matematik altyapilarii ve diisiinme becerilerini
kuvvetlendirmeli ve ispatlar1 sunarken faydali olabilecek 6gretim yontemleri
kullanmalidir.

e Derste Ogrencilerin ve 0gretmenin takip edebilecegi ders kitab1 igerigindeki
ispatlarin niteligi agisindan bazi 6zelliklere sahip olmalidir. Buna gore kitapta
ispat adimlar1 nedenleriyle aciklanmis, ispat 0grencinin anlayacagi sekilde
seviyesine uygun sunulmus ve ispatin basinda gereken Onbilgiler verilmis

olmalidir.

5.2.2. Odak ispat anlatim yapisi

Odak ispat anlatim yapisi, Ogretim elemanlarinin ispat anlatimlarinda veya
goriiglerinde baskin bir farklilik gosteren ve bir Oriintii olusturan (dersten derse
degismemesi beklenen ve pedagojik acidan 6nemli kabul edilebilecek) 6zelliklerini iceren
yapilardir. Bu anlatim yapilarinin belirlenmesi, 6gretim elemanlarinin ispat sunumlari

stiresince tespit edilen uygulamalarindaki oriintiiler ve farkliliklarin analizi ile saglanmistir.

Ogretim elemanlarinin ders gdzlemleri ve miilakatlarmin analizleri sonucunda
teorem ve ispat sunumunda sorular sorduklari, 6grencilere sorumluluk verdikleri, teoreme
dikkat cektikleri, iligskilendirme, tekrar anlatim ve teknik aciklamalar yaptiklari, sekil,
gorsel grafik kullandiklari, 6rnek verdikleri, durum degerlendirmeleri yaptiklart vb.
uygulamalar1 gozlemlenmis ve bu uygulamalarin goriilme sikliklar1 betimlenmistir.
Bununla birlikte, yukarida bahsedildigi gibi 6zellikle dersten derse degismemesi beklenen
uygulamalarla Ggretim elemanlarimin hangi noktalara vurgu yaptiklar1 ya da odak
noktalarinin neler oldugu ve bu odak noktalarinin ispat sunumlarinda goriilme sikligi,
Ogretim elemanlarinin hangi yapiy1 daha baskin olarak sergiledigine iliskin fikir vermistir.
Bu noktalardan bazilar1 tiim 6gretim elemanlarinda gesitli diizeylerde bazilar1 ise sadece

belirli 6gretim elemanlarinda gozlemlenmistir.

Ayn1 yapty1 gosteren Ogretim elemanlariin uygulamalarinda farkliliklar
olabildiginden bu yapilarin higbiri kendi i¢inde homojen gériilmemelidir. Buna ek olarak
ogretim elemanlar1 bazi ispatlarda tek yapiy1 bazilarinda hepsini sergileyebilmektedirler ve
her yapidan ¢esitli diizeylerde bir seyler yansitabilmektedirler. Burada hem kendi i¢inde

hem de diger Ogretim elemanlarma nispeten baskin sekilde gozlemlenen yapilar ele
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alimmustir. Bu yapilardan baska yapilar da mevcut olabilir ve aym1 zamanda 6gretim
elemanlar1 farkli derslerinde farkli yapilar da sergiliyor olabilirler. Burada, farklilik
gosterdigi tespit edilen ve baskin olarak goriilen otorite, prosediir, deneyim ve
degerlendirme odakli yapilara yer verilmistir. Belirlenen bu yapilarin hangi eylemleri ya
da sdylemleri igerdigi ve bu yapilarin ispat sunumlarinda goriilme sikligina gore hangi
Ogretim elemanlan tarafindan baskin sekilde sergilendigi asagida maddeler halinde

aciklanmigtir:

1. Prosediir odakl yap:: Ispat anlatiminda prosediire yonelik eylemler sayilabilecek
hipotezin, hitkkmiin, yontemin veya notasyonlarin vurgulanmasi ve agiklanmasi yani
ispatin teknik yonlerinin vurgulanip agiklanmasina odaklanan yapidir. Teknik
aciklamalar, teoremin ne tiir yapilar/kaliplar igerdigi (hipotez-hiikiim kisimlari vb.),
ispat yontemi, teoremde/ispatta kullanilan notasyona yonelik bilgiler vb. iceren
aciklamalar olarak ele alinmustir. Bu tiir agiklamalarin 6grencilerin teoreme ve ispata
yonelik bir anlayis gelistirmesine katki saglayacagi sdylenebileceginden onemli
kabul edilmistir. Teknik agiklamalarin tim G6gretim elemanlar1 tarafindan gesitli
yogunluklarda yapildig1 sdylenebilir. Bununla birlikte, Dr. Soyut, Dr. Uzay ve Dr.
Topoloji sunduklari ispatlarin yarisindan ¢ogunda, Dr. Vektor yarisinda ve Dr.
Kompleks ise yarisina yakininda bu yapiy1 sergilemistir. Bu yapiy1 en az sergileyen
ogretim elemani ise Dr. Tiirev’dir. Sorular acisindan degerlendirildiginde ise Dr.
Topoloji ve Dr. Soyut’un diger 6gretim elemanlarina nispeten teknik aciklama
gerektiren daha fazla sonu¢ ve yorum sorular1 sorduklari goriilmiistiir. Yalnizca
teoremin sunumu goz Oniinde bulunduruldugunda da 6gretim elemanlari icinde
teoremi sunup anlatirken en ¢ok teknik agiklama yapan 6gretim elemanlari da Dr.
Vektor ve Dr. Topoloji’dir.

2. Deneyim odakh yapi: Bu yap1 6grencinin yaparak yasayarak Ogrenebilecegini
savunarak Ogrencilere ispat yapma sorumlulugu vermeyi icermektedir. NCTM nin
(2000) ogrencilerin akil yiiriitme ve ispatlama siireclerinin icinde yer almasina
yonelik tavsiyeleri ve yaparak yasayarak Ogrenmenin Onemi g6z Oniinde
bulunduruldugunda bu uygulamanin hem pedagojik olarak Ogrencilere faydal
oldugu hem de 6gretmen egitiminde de bu agidan gerekli oldugu diislintilebilir.
Sunulan ispatlarda bu yapiy1, Dr. Oklid neredeyse tiim ispatlarda, Dr. Tiirev yaklasik
olarak dortte ticlinde, Dr. Topoloji ve Dr. Soyut ise yarisina yakininda sergilemistir.
Bu noktada o6grencilerin katillminda 6gretim elemanlar1 arasindaki farkliligin
derslerin igerikleri bakimindan anlaml1 oldugu sdylenebilir. Yani, Dr. Oklid ve Dr.
Tiirev’in derslerinin (Geometri ve Analiz), Ogrencilerin lisedeki bilgileriyle

dogrudan alakali olmasi ve O6gretmen olduklarinda bu bilgilerin (teoremlerin)
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¢ogunu dogrudan kullanacak olmalar1 onlarin ispatlara katilimlarini kolaylastiriyor
olabilir. Diger taraftan, Dr. Soyut ve Dr. Topoloji’nin dersleri (Soyut Cebir ve
Topoloji), bu baglamda bahsi gecen diger derslere nispeten daha soyut ve
ogrencilerin onceki bilgilerine daha uzak kalan ve genellikle daha zor olduklar
diistiniilen dersler oldugundan ve o dgrencilerin 6gretmen olduklarinda bu bilgileri
(teoremleri) dogrudan kullanmayacak olmalarindan dolay: katilim gostermelerinin
daha zor oldugu varsayilabilir. Ozetle dersleri de hesaba katilarak diisiiniildiigiinde
bu 6gretim elemanlarinin hepsinin 6grencilere ispat sorumlulugu verme noktasinda
baskin bir yapr sergiledikleri soylenebilir. Dr. Soyut diger 6gretim elemanlarindan
farkl1 olarak &grencilerin yalnizca siralarinda yapmalart agisindan sorumluluk
verirken yaptiklari ispatlar1 sinifta sunmalarini istememis ancak sinifta dolasarak
Ogrencilerin yaptiklarin1 kendisine anlatmalarini istemistir. Teorem sunumlarinda
ise bu uygulama 6gretim elemanlarindan yalmizca Dr. Topoloji’nin derslerinde
gbzlemlenmistir. Dr. Topoloji sundugu teoremlerin bazilarinda ispatlanacak ifadeyi
ogrencilerin kendileri okuyarak anlamalar i¢in kisa bir siire beklemistir.
Degerlendirme odakh yapi: Yorum sorulari, kontrol sorular1 ve durum analizleri
gibi Ogrencilerin bilgilerini veya kavrayiglarini degerlendirmeyi amaglayan
uygulamalari igeren yapidir. Bu yap1 bahsi gecen uygulamalarla alt basliklar halinde
degerlendirilmistir.

a. Yorum sorulariyla degerlendirme odakh yapi: Yorum sorulari
Ogrencilerin aciklama yaparak kendi bilgi diizeylerini yansitmalarini
gerektirdiginden bu tiir sorular hem ogretim elemaninin, Ogrencinin
ogrenmesini degerlendirebilmesini hem de 6grencilerin derse aktif olarak
katilimlarin1 saglayabilmektedir. Dr. Soyut, Dr. Uzay ve Dr. Tiirev
sunduklar ispatlarin yarisindan ¢ogunda, Dr. Topoloji yarisinda ve Dr.
Oklid ise yarisina yakininda yorum sorulari sormuslardir. Bununla birlikte,
Dr. Topoloji sundugu ispatlarin biiyiik ¢cogunlugunda ve Dr. Uzay da
yarisindan ¢ogunda yorum sorulari soruyor olmalarina ragmen kendi
sorularinin ¢ok azinin yorum sorularindan olustugu sdylenebilir. Dr.
Soyut’un ise hem sundugu ispatlarin gogunda yorum sorulari sordugu hem
de kendi sorular1 igerisinde de yorum sorulariin (sordugu tiim sorularin
yaklasik olarak beste biri) diger 6gretim elemanlarina gore daha dnemli bir
yer tuttugu gorlilmiistiir. Yalmzca teorem sunumu g6z Oniinde
bulunduruldugunda da Dr. Tiirev hem teorem bazinda hem de kendi
sorulan i¢inde degerlendirildiginde diger 6gretim elemanlarina nispeten

cok daha fazla yorum sorulart sormustur. Kendi sorulari i¢inde de yorum
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sorularinin  6nemli bir yer tuttugu soylenebilir. Dr. Uzay ve Dr.
Kompleks’in ise teoremi sunarken hi¢ yorum sorulart sormadiklari
gbzlemlenmistir.

b. Kontrol sorulariyla degerlendirme odakh yapi: Kontrol sorular
Ogrencilerin anlayip anlamadiklarinin agik olarak soruldugu (“Anladiniz
m1?”, “Sorusu olan var mi1?” vb.) sorulardir. Ogrencileri soru sormaya veya
tekrar anlatilmasini istemeye tesvik edebilecek olmasi bakimindan bu tiir
sorularin 6nemli oldugu diigiiniilebilir. Tiim 6gretim elemanlarinin ispat
yaparken c¢esitli yogunluklarda kontrol sorulart sorduklari gozlenmistir.
Bununla birlikte, Dr. Uzay’in hemen hemen her ispat sunumunda, Dr.
Tiirev’in ise ispatlarin yarisindan ¢ogunda kontrol sorular1 sorduklari ve
Ogrencilerin anlayip anlamadigini bu yolla degerlendirmeye calistiklar
sOylenebilir. Buna ek olarak, Dr. Uzay’in kendi sorular igerisinde de
kontrol sorularimin diger 6gretim elemanlarina gére daha onemli bir paya
sahip oldugu soylenebilir. Teorem sunumunda da kontrol sorularinda hem
teorem bazinda hem de kendi sorular i¢inde diger 6gretim elemanlarina
gore ¢ok daha fazla kontrol sorusu sormustur.

C. Durum analizleri ile degerlendirme odakl yapi: Durum analizleri,
ogrencilerin kendi durumlar1 hakkinda fikir sahibi (bilingli) olmalar1 ve
ogrenmelerine engel olabilecek bir durumu asmalarma yonelik
bilinglendirme igerdiginden bu uygulamanin ©grenmeyi arttirmayi
amacladigr soylenebilir. Bu yapryr tim Ogretim elemanlarin ¢esitli
diizeylerde sergiledigi yani tim oOgretim elemanlarinin Ogrencilerin
durumlarina yoénelik degerlendirmelerini agikladiklar1 gdzlemlenmistir.
Diger uygulamalar kadar sik goriilmemekle birlikte bu yapiy1 Dr. Topoloji
ve Dr. Uzay’in diger 6gretim elemanlarina nispeten daha baskin olarak
sergiledikleri sdylenebilir.

4. Otorite odakl yapi: Ogrencilerin ispat adimlarinda ya da ispat1 yapmak noktasinda
aktif katiliminin ve sorumlulugunun ¢ok az oldugu veya olmadigi yani ispat
sunumunda sorumlulugu biiyiik ¢ogunlukla 6gretmenin iistlendigi yapidir. Bu yap,
diger yapilardan farkli olarak dncelikle miilakat bulgulariyla ortaya ¢ikmis ve ders
gozlem bulgulartyla da desteklenmistir. Dr. Vektor derste ispati anlatirken
ogrencilerin katilim gostermesinin beklenmesine yonelik miilakat sorusuna verdigi
yanitla diger Ogretim elemanlarindan farkli olarak Ogrencilerin ispat sunumuna
katilimim beklemedigini ve bunu gerekli gérmedigini belirtmistir. Ispat1 6gretim

elemaninin anlatmas1 gerektigini de eklemistir. Miilakattaki diger sorulara verdigi
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yanitlardan, 6grencilerin derste ispata kiigiik katilimlar géstermesini bekledigi (yani
sorulara cevap vermek gibi) ama ispatin adimlarinda veya ispat yapma acgisindan
katilim beklemedigi sdylenebilir. Zaten sonug sorulari (islem sonucu vb.) gibi kisa
cevap gerektiren sorularla Ogrencilerin katilimini sagladigi goriilmiistiir. Bu
baglamda, hem mevcut bir ispati kendisinin smifa sunup agiklamasi gerektigi
yoniinde bir misyon hissettigi hem de dgrencilerin bu sorumlulugu alamadigini
diistinmesi nedeniyle ispat sunumlarinda otorite odakli bir yap1 sergiledigi
diisiiniilebilir. Bunun yani sira, ders gozlemlerinde de hem soru sorma hem de
ogrencilere sorumluluk verme agisindan da ¢ogunlukla bu yapiya yakin eylemler
sergiledigi  gozlemlenmistir. Ornedin, ogrencilere ispatlama sorumlulugu
vermemenin yani sira sundugu ispatlarda yorum sorular1 gibi 6grencilerin agiklama
yapmasi ve aktif olarak katilim gostermesi beklenen sorular1 hem ispat bazinda hem
de kendi sorular1 iginde oldukg¢a nadir yer almaktadir. Dr. Vektor’iin hem eylemleri
hem de sdylemleriyle bu yapiy1 baskin olarak sergilemesiyle birlikte, sdylemlerinde
bu yapiya rastlanmayan ancak dersteki uygulamalariyla otorite odakl1 yapiya paralel
eylemler sergileyen diger 6gretim elemani da Dr. Kompleks’tir. Benzer sekilde Dr.
Kompleks’in ispat sunumlarinda 6grencilerin ispatlamaya veya ispatin adimlarina
katilimlarina imkan saglayacak eylemlerin ya gézlemlenmedigi ya da bazilarinin
cok nadir olarak goriildiigii sOylenebilir. Dr. Uzay da ogrencilere ispatlama
sorumlulugunu diger 6gretim elemanlarina nispeten daha az vermis olmasina
ragmen ispat esnasinda Ogrencilere yonelttigi yorum sorulariyla onlarin aktif
katilimlarim sagladigindan bu yapiyr Dr. Vektér ve Dr. Kompleks kadar baskin
sergilemedigi sdylenebilir. Dr. Vektér ve Dr. Kompleks’in derslerinde ispat
icermeyen uygulama agirlikli soru ¢oziimlerinde 6grencilerine sorumluluk
verdikleri, tahtaya kalkma ve ¢Oziimli sunma firsatlar1 olusturduklar
gozlemlenmistir. Bu nedenle otorite odakli yapiy1 yalnizca ispat sunumlarinda
sergiledikleri soylenebilir. Buna ek olarak ispatlarin zor oldugunu yalnizca onlarin
sOylemis olmalarmdan onlarin ispat haricindeki ders igeriklerine 6grencileri dahil
edip ispatlarda tim sorumlulugu kendilerinin almalarinin bu inanglarindan

kaynaklandig: diistiniilebilir.

Sekil 33, hangi 6gretim elemanlarinin hangi yapilar baskin sekilde gosterdigini

sema ile gostermektedir.
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Dr. Oklid

K Dr. Tiirev \
Dr. Topoloji \

Dr. Soyut

Dr. Vektor

Dr. Kompleks Dr. Uzay

- /
/

- k‘ Prosediir odakh yap:

Sekil 33. Odak noktalarina gore ispat anlatim yapilar1 ve 6gretim elemanlari

Sekil 33’te goriildiigii gibi O6gretim elemanlar1 farkli yapilart baskin olarak
sergileyebilmektedirler. Yukarida bahsedildigi iizere bu ¢aligmada baskin oldugu tespit
edilen yapilar bunlar olmakla birlikte bu yapilardan baska yapilar da mevcut olabilir. Bu
nedenle bu tir c¢alismalarin daha detayli olarak daha fazla 6gretim elemani ile
gerceklestirilmesi farkli yapilarin varligina ve hangi yapilarin birlikte daha ¢ok
sergilendigine iligkin bilgi vererek 6gretim elemanlarinin ispat anlatim yapilarini daha iyi

anlamamizi saglayabilir.

Burada yer alan yapilardan bazilar1 Weber’in (2004) ispat 6gretim stili olarak
adlandirdig1r yapilara (mantiksal-yapisal, prosediirel ve anlamsal) bazi benzerlikler
icermekle birlikte temel olarak ondan ayrilmaktadir. Weber (2004) bir 6gretim elemaninin
bir donem boyunca farkli i¢eriklerde farkli stilleri sergiledigini ve bu stillerin birbirinden
ayrik oldugunu iddia etmistir. Ornegin, dgretim elemanmin prosediirel dgretim stilini
sergiledigi ispatlarda yalnizca ispat i¢in gereken stratejik bilgiyi 6grencilere aktardigini,
bilginin ve ispatin anlamlandirilmasina yani kavramsal olarak 6grenilmesine firsatlar
sunmadigini aktarmigtir. Buna ek olarak 6gretim stillerini olusturan temel ¢ergeve yalnizca
ogretmenin aktardiklarina bakilarak belirlenmistir. Yani Weber (2004) &gretmenin ispat
sunumunda hangi bilgileri aktarmaya 6zen gosterdigine odaklanmistir. Bununla birlikte
yukarida agiklanan ispat anlatim yapilar1 6gretim elemanlarinin aktarmaya calistiklar: bilgi
tiirlerinden ziyade onlarin tim eylemleri ve sdylemleri dikkate alinarak belirlenmistir.

Ayrica, yalnizca otorite ve deneyim odakli yapilarin birbirinden ayrik oldugu bunun
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haricinde bu yapilarin diger yapilarla birlikte baskin sekilde birlikte gézlemlenebildigi

sOylenebilir.

Ogretim elemanlarinin, kendi inanglari, 6grencilerin egilimleri ve dersin gerekleri
gibi faktorlerle 6gretimlerini sekillendirdikleri ve ispat 6gretiminde de bu faktorlerden
etkilendikleri  goriilmiistir.  Ayrica, ispat sunumlarmi g¢esitli aciklamalarla,
iligkilendirmelerle, 6rneklerle ve sekillerle zenginlestirdikleri sdylenebilir. Sonug¢ olarak
ispatlart yalnizca teoremlerin dogrulugunu gostermek icin sunmadiklar1 ve ispat
sunumlarin1  &grencilerin  pedagojik ihtiyaclarina yonelik algilarina dayali olarak
uyarladiklar1 disiintilebilir. Buna ek olarak, bir 6gretim elemaninin zaman iginde derste
ispat yapma nedenlerinde degisiklik olmasa bile bu nedenlerin 6nceliginde degisiklik
olabileceginden bu goriislerin ve uygulamalarin zaman i¢inde degisip degismediginin de

incelenmesinin faydali olacagi sylenebilir.

Kalict 6grenmenin saglanmasinda, yapip yasamanin goriip dinlemekten daha etkili
olusu bu noktada bizi 6gretmenin deneyimleyerek 6grenmeyi gerektiren ortamlari nasil
olusturdugu ve onlara bu ortamlarda nasil rehberlik ettigini anlama arayisina itmektedir.
Bununla birlikte, bu ¢alisma lisans 6grencilerinin, Martin ve digerlerinin (2005) kurdugu
metaforu her iki yonden de destekleyen 6gretim uygulamalari ile karsilastiklarini yani, hem
“oyunu oynayarak” hem de “bagkalarmin oynamasini izleyerek” oyunun kurallarim
O0grenmeyi gerektiren ortamlarda bulunduklarini gostermektedir. Bu baglamda, ispat
oyununun 6grenciler tarafindan oynandigi ve 6gretmenin kogluk yaptigr ders ortamlarinin
lisans diizeyinde 6zellikle de matematik 6gretmen adaylarinin egitiminde daha fazla yer
bulmasi i¢in dgretim elemanlarinin 6gretimlerinin gézlemlenmesine izin vermeleri ve bu
tiir caligmalarin arttirilmasi gerektigi soylenebilir. Diger taraftan, 6grenciler agisinda da ele
almarak onlarin goriisleri ve Ogrenme ¢iktilarinin da dahil edildigi daha zengin

sayilabilecek ¢aligmalarin yapilmasi da dnerilebilir.

Bu ¢alismanin en 6nemli katkilarindan birinin 6gretim elemanlarinca belirtilen
goriiglerin, yine Ogretim elemanlar1 tarafindan birbirleriyle kiyaslanmasina olanak
saglamasi oldugu sdylenebilir. Diger taraftan, bu ¢aligmada yapilmamis olmakla birlikte,
bu kiyaslamay1 yaparken de hangi goriisii neden Oncelikli tercih ettiklerini de
agiklamalarinin istenmesi, tercihlerinin nedenlerini de anlamamiza yardimei olabilir. Buna
ek olarak, Ogretim elemanlarmin, miilakatta sorulan bazi uygulamalarnn gerekli
bulmadiklarin1 sdylemis olmalarina ragmen bu uygulamalarin faydalar1 veya amaclarina
iliskin diger &gretim elemanlarinin goriisleri dogrultusunda ortaya ¢ikan fikirlerden
bazilarina siralama yaparak katildiklar1 yani bahsi gecen uygulamayi aslinda gerekli

gordiikleri gézlemlenmistir. Bu durum, 6gretim elemanlarinin bazi pedagojik eylemlere
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kendi 6gretimlerinde yer vermemeleri ya da o pedagojik eylemlere iliskin inanglar1 ve
fikirleri tizerine diisinmemis olmalarindan kaynaklaniyor olabilir. Gabel ve Dreyfus
(2017), 6gretimleri hakkinda disaridan bir gozlemci ile konusmanin, 6gretim elemanlarinin
Ogretimlerinin altinda yatan inanglarini yeniden gézden gecirmelerine neden olabilecegini
dogrulayan bulgulara ulagmislardir. Bu da ispat 6gretiminde &gretmenlerin pedagojik
meseleler hakkinda konugmalara katilmalarinin onlara bakan faydasini gostermesi

bakimindan bu ¢aligmanin da katkilar arasinda yer almaktadir.

Hemmi (2010) ve Lai ve Weber (2014) 6gretmenlerin 6gretimlerinin kendi inanglart
ve degerlerine ters diisebildigini belirtmislerdir. Bu sebeple, olabildigince ¢ok 6gretim
elemaninin hem goriisleri hem de mevcut 6gretim uygulamalarinin uzun stireler icerecek
sekilde incelenmesi onlarin hem beyan edilmis hem de sahnelenmis inanglarin
anlamamiza da yardimci olacaktir. Fukawa Connelly (2012b) geleneksel 6gretmenlerin
genellikle Ggrencilerinden bekledikleri davraniglari modellediklerini belirtmistir. Bu
acidan 6gretim elemanlarinin ispat anlatirken neler yaptiklari, tercihlerinin altinda yatan
pedagojik gerekceleri ve goriislerine yonelik ¢aligmalar, matematik egitimi literatiiriine bu

baglamda da katkida bulunabilir.

Bu galismanin bir diger 6nemli katkis1 ve sonucu, nitel arastirmalarda bu tiir
amagclarla yapilan miilakatlarda, katilimcilarin sdylediklerinden ziyade (o anki kosullara
gbre unutmalart vb. nedenlerle) sdylemediklerine yonelik kendi sOylediklerinden daha
fazla inang besleyebildiklerini gdstermis olmasidir. Ornegin, Dr. Tiirev ilk miilakatta
ispatin 6neminden bahsederken 6grencilerin diisiinme becerilerine yonelik bir amagtan s6z
etmezken siralama anketinde bu temay1 oncelikli olarak birinci sirada se¢mistir. Sonug
olarak, miilakat verilerinin hem diger veri tiirleriyle (g6zlem vb.) desteklenmesi hem de ek

miilakatlarla detaylandirilip derinlestirilmesinin daha faydali olacagi sdylenebilir.

Ogretim elemanlarmin, &grencilerin ispata iliskin yasadiklar1 giicliiklerden
bahsederken yalmizca ispat yapma eylemine odaklandiklari ve ispat okuma veya ispat
degerlendirme eylemlerine iliskin goriislerini belirtmedikleri goriilmiistiir. Bu baglamda,
bu dogrultuda yapilacak ¢aligmalarin bu eylemleri vurgulayarak yasanan giigliiklerin veya
bu giicliiklerin giderilmesine iligkin 6nerilerin daha spesifik olarak belirlenmesine olanak
saglamasi Onerilebilir. Boylece ispat yapma eylemi kadar pedagojik degere sahip oldugu
sOylenebilen ispat1 anlamak i¢in okuma ve bir ispati1 degerlendirme eylemlerine iligkin

farkindaligin da arttirilmasi saglanabilir.

Ogrencilerin diisiinme becerileri &gretim elemanlar1 tarafindan hem ispatin

Ogrenilmesinde yetersizligi bakimindan en biiylik engel hem de O6grenilmesinde bu
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becerilere en dnemli katki olarak goriilmektedir. Diger taraftan, 6gretim programlarinda bu
becerilere iliskin kazanimlarin yer aldigi bilinmektedir. Bu kazanimlarin sayisinin
arttirllmasi onerilmekle birlikte, dncelikle diisiinme becerilerinin gelistirilmesine iliskin
Ogretim programlarindaki bu kazanimlarin ders ortamlarina taginabilmesi gerekmektedir.
Her ne kadar vakit aliyor olursa olsun her bir 6grencinin bu diisiinme siireglerini

yasayabilecegi 6grenme firsatlari 6gretmenler tarafindan olusturulmalidir.

Literatiirde 6grencilere yonelik yapilan calismalarin sonuglarini destekleyecek
sekilde bu calismada 6gretim elemanlarinin goriisleri dogrultusunda &grencilerin ispat
yapmanin gerektirdigi temel bilgi ve beceri donanimindan yoksun olduklar1 ve ispatlarla
kavramsal olarak Ozellikle tniversiteye geldiklerinde karsilastiklart soylenebilir. Bu
baglamda yapilan bazi tavsiyelerin bu caligma dolayisiyla da yenilenmesi gerektigi
diisiiniilmiistiir. Ispat yapma becerilerine katkis1 olabilecek 6gretim uygulamalarmi (6rn.,
bir duruma uyan ve uymayan drnekler verebilme, varsayim olusturma ve varsayimi test
etme, bir ifadenin dogrulugunu veya yanligh@mi gerekgeler iireterek tartisma vb.)
ilkokuldan itibaren uygun kosullar altinda uygun etkinliklerle 6grencilerin deneyimlemesi
saglanmalidir. Bu dogrultuda bu etkinliklerin hangi agamalarla hangi seviyelerde nasil

verilecegine iliskin fikir verecek ¢aligmalarin yapilmasi dnerilebilir.

Ideal ispat anlatim yapis1 gibi ciktilariyla bu c¢alisma, ders gdzlemlerinden ve
Ogretmenlerle yapilan goriismelerden elde edilen verilerin, uygulamaya iliskin yararl
aciklamalar ve i¢ goriiler iiretmede ne kadar verimli olabilecegini gostermektedir. Diger
taraftan, bu c¢alisma bir {iniversite ve bir egitim fakiiltesiyle simirlidir. Hem farkli
universitelerde matematik 6gretmen adaylarina ders veren 6gretim elemanlarinin hem de
fen fakiiltelerinde matematik boliimii &grencilerine ders veren &gretim elemanlarinin
goriiglerinin alinmasi farkliliklar ve benzerliklerin ortaya ¢ikarilmasinda ve ozellikle de
faydali olabilecek baska uygulamalarin kesfedilmesinde 6nemli rol oynayabilir. Bununla
birlikte ders bazinda da ispatin onemi farklilasabileceginden &gretim elemanlarinin

goriiglerini bu dogrultuda paylagmalari saglanabilir.

Ispat yapma, matematiksel diisiinmenin hem bir siire¢ hem de “iiriin” (Tall, 1991)
olarak sergilenmesine olanak taniyan bir eylemdir. Bu baglamda, 6gretmen adaylarina
ispatin nasil Ogretildigi, aslinda yalnizca giinlimiiziin degil, o adaylarin 6gretmen
olduklarinda Ogrencilerinin matematiksel diisiinme becerilerini gelistirmek adina
sececekleri pedagojik uygulamalarina yansimalartyla egitimimizin goriinen yiiziinii temsil
etmektedir. Ciinkii matematiksel diisinme yalnizca matematik problemlerinin ¢dziimiine
degil 6grenciye matematiksel bakis acisi kazandirmasi cihetiyle hayatin her alaninda

problemlere ¢oziim iiretebilme, varsayimlar olusturup test edebilme, elestirel diisiinebilme,
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bir fikri makul gerekg¢elerle savunabilme, gesitli fikirleri degerlendirebilme vb. becerileri
kazandirabilir. Dolayisiyla, deneyimli Ogretim elemanlarimin hem tecriibelerinin
golgesinde dinlenmis goriisleriyle ispat anlatiminin nasil olmasi gerektigine iliskin bilgiler
iiretmenin hem de inanclari, tecriibeleri, 6grencilerin egilimleri vb. faktorlerle sekillenen
mevcut uygulamalarina bakarak goriislerinde ortiik kalan eylemlerini gézlemlemenin
faydali olacagi sOylenebilir. Bununla birlikte, ispat 6gretiminin nasil olacagina iligkin
inanglarinin ¢esitli nedenlerle derse yansitilmamasi ve inanglarina ters diisecek sekilde
Ogretim yapilmasi da hem bu ¢alismada hem de literatiirde de karsilasilan bir durumdur.
Bu baglamda, bu tir caligmalar Ogretmenlerin ve Ogretim elemanlariin kendi
uygulamalarina ve uygulamalariyla inanglar1 arasindaki baglantilara farkindaliklarini ve
duyarhliklarin1 da arttirabilir. Bu baglamda, 6gretme eyleminin zorlugunu, 6grenme
eyleminin higbir zaman bitmemesi hatta zamanla artmasiyla agiklayan Heidegger (2019)
“Diisiinmek ne demektir?” adli kitabinda “6grenmeye birakmak™ tabiriyle Ogretmen
olmanin 6grenmeye iliskin sorumlulugu arttirdigini belirtmis ve bu durumu su sekilde ifade

etmistir:

“Ogretme, dgrenmekten daha zordur. Bu pekala bilinir: fakat nadiren
dikkate almip diisiiniiliir. Ogretme ogrenmeden neden daha zordur?
Ogretmenin bilyiik bir miktar bilgiye sahip olmasi ve bunlarmn her zaman
hazirinda olmas: gerektiginden dolay1 degil. Ogretme dgrenmekten daha
zordur, zira Ogretmek su demektir: 0grenmeye birakmak. Hatta asil
Ogretmen, 6grenme disinda hicbir seyi 6grenmeye birakmaz. Dolayisiyla
“ogrenmek” ile simdi sadece faydali bilgilerin tedarik edilmesi
anlagiliyorsa eger, onun eylemleri cogu zaman kendinden aslinda higbir
sey Ogrenilmedigi intibaim1 uyandirir. Ogretmen c¢iraklardan sadece
onlardan ¢ok daha fazla sey 6grenmesi gerektigi konusunda dndedir, yani
sunu: Ogrenmeye birakmak. Ogretmen giraklardan daha &gretilebilir
olmaya muktedir olmalidir. Ogretmen, kendi meselesine dair giraklarin
kendi meselelerine nispeten daha az emindir. Bu sebeple 6gretmen ve
Ogrenen arasindaki iligki eger hakiki ise hi¢bir zaman ¢ok bilenin otoritesi
ve gorevlinin otoriter etkisi devreye girmez. Bundan dolayr 6gretmen
olmak yiice bir mesele olarak kalir ve bu, meshur bir dogent olmaktan

bambaska bir seydir” (s. 30).
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EK 3. Birinci Goriisme Sorulari

M wnp e

o

10.
11.

12.
13.
14.

15.
16.
17.
18.
19.

20.

Son yillarda ispatlarin kullanildig1 hangi dersleri vermektesiniz?

Bu dersleri kag yildir vermektesiniz?

Derslerinizde bir kitap takip eder misiniz? Bu se¢cimde ispatlarin pay1 var mi?
Matematik derslerinde ispatin énemi hakkinda ne diigiiniiyorsunuz? Yani derslerde
neden ispat yapmaliy1z?

Ogrencilerden yapilmis ispatlari incelemelerini istemeli miyiz? Neden?

Ogrencilerin ispat yapmalarini istemeli miyiz? Neden?

Derste verdiginiz tiim teoremleri/Onermeleri ispatlar misiniz? Yapmiyorsaniz bir
ispat1 yapip yapmayacaginiza nasil karar verirsiniz?

Sizce derste ispat yapmanizi neler etkiler?

Derste yaptiginiz ispatlar literatiire sadik kalarak mu yaparsiniz veya herhangi bir
degisiklik yapar misimiz? Neden?

Matematik 6gretiminde derslerde yapilacak bir ispat hangi 6zelliklere sahip olmalidir?
Ispat yapmay1 planladigmiz teoremi/dnermeyi Ogrencilerin anlamasina yardimci
olmak i¢in neler yaparsiniz?

Ispatlamay1 nasil yaptiginizi veya ispati nasil anlattiginiz tarif ediniz.

Ogrencilerin ispat anlamalarina yardime1 olmak icin neler yaptigimzi belirtiniz.
Ispat yaparken ogrencilerinizin derse katilimimi beklemek gerekir mi? Katilm
bekliyorsaniz bunun i¢in neler yaparsiniz?

Sizce dgrencilerin ispat1 anlamast demek ne demektir?

Bir 6grencinin yaptiginiz bir ispat1 anlayip anlamadigini nasil anlarsiniz?

Derste ispat yaparken ispatlama yontemlerini vurgular misiniz? Neden?

Derste ispat yaparken kesinlikle yapilmali dediginiz bir sey var mi?

Ogrencilerinizin ispatlamada giigliik yasadigini diisiindiigiiniiz giicliikler nelerdir? Bu
gii¢liiklerin nedenleri nelerdir?

Bu gii¢liiklerin giderilmesi i¢in ne Onerirsiniz?
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Ogrencilerin ispatlamada giicliik yasadiklarim diisiindiigiim durumlar:

(Asagidaki ifadeleri en sik karsilagtiginiz durumlart gz 6niinde bulundurarak siralayiniz)

Teoremi anlamak

Notasyonu dogru kullanmak

Verilenleri iyi kullanmak

Dogru yontemi belirleyebilmek

Kavramlar arasindaki baglantilar: dogru kurabilmek

Ispata nereden baslayacagina karar verebilmek

Bence

bir 6grencinin ispati1 anlamasi demek ................... demektir.

(Asagidaki ifadeleri size gore onem sirasina gore siralayiniz.)

Ispati anlatabilmesi

Diger bilgileriyle o ispat arasinda iliski kurabilmesi
Ayni teoremi farkli yollarla ispatlayabilmesi
Benzer bir teoremi ispatlayabilmesi

Ispattaki kavramlara ve notasyonlara hakim ve verilen isteneni

olusturabilmesi

(Bazi sik ispatlarda) saskinlik ve hayranlik hissetmesi







