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Bu tez bes bolimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Bu
béliimde literatiir bilgisine yer verilmistir. Ikinci boliimde Oklid uzayi ile ilgili temel
tanim ve teoremler ifade edilmistir. Uciincii béliim olan Materyal ve Yéntemler
kisminda ardil egriler ayrintili bir sekilde agiklanmistir. Daha sonra ise spinorlarla ilgili
temel bilgilerden bahsedilmistir.

Dordiincii boliim ise tezin orijinal kismmi olusturmaktadir. Bu bolimde Z°, ii¢
boyutlu Oklid uzaymda verilen bir egrinin ardil egrilerinin spinor formiilasyonu
arastirtlmistir. Bunun i¢in, 6ncelikle, herhangi bir birim hizli egriye ve bu egrinin bir
ardil egrisine birer spinor karsilik getirilmistir. Daha sonra alinan birim hizli bir egri
ile bu egrinin ardil egrisinin arasindaki iligkiler kullanilarak bu egrilere karsilik gelen
spinorlar arasindaki iligkiler elde edilmistir. Ayrica, elde edilen bu iligkiler kullanilarak
bu egrilere karsilik gelen spinorlarin bazi denklemleri teoremlerle ve sonuglarla ifade
edilmistir. Ek olarak, bu spinorlar i¢in geometrik yorumlar sonuclar ile birlikte
verilmigtir. Daha sonra, alinan birim hizli bir egrinin ardil egrisi helis egrisi olarak g6z
Oniine alinarak ardil helis egrisinin spinor gosterimi bazi teoremler ile ifade edilmistir.
Son olarak iki tane Ornek verilmistir. Besinci boliim ise sonug¢ ve Oneriler kismina
ayrilmistir.
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This thesis consists of five chapters. The first chapter consists of the introduction. In
this section, literature has been given. In the second chapter, basic definitions and
theorems in Euclidean space have been expresed. In the third section, at the Materials
and Methods part, the successor curves have been explained in detail. Then, basic
information about spinors has been mentioned.

The fourth section is the original part of this thesis. In this section, the spinor
formulations of successor curves of given a unit speed curve in three dimensional
Euclidean space E° has been investigated. For this, first of all, two spinors
corresponding to the unit speed curve and a successor curve of this curve have been
taken separately. Then, by using the relationships between the unit speed curve and its
successor curve, the relationships between two spinors corresponding to these curves
have been obtained. Moreover, some spinor equations of spinors corresponding to these
curves have been expressed with theorems and results. In addition, some geometric
interpretations for these spinors have been given with the results. Then, by taking the
successor curve as a helix curve, the spinor representation of the successor helix curve
has been characterized with some theorems. Finally, two examples have been obtained.
In the fifth section, results and recommendations have been given.
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1. GIRIS

Egri teorisi farkli boyutlarda ve uzaylarda ortaya konan caligmalarla, diferensiyel
geometrinin en ¢ok c¢alisilan alanlarindan biridir. Newton ve Leibniz tarafindan yapilan
egri ve egrilik ile ilgili arastirmalar egri teorisinin temelini olusturmaktadir. 18. yiizyilda
Euler tarafindan egrilik tanmmi verildikten sonra Monge tarafindan uzay egrileri
tanimlanmigtir. Daha sonra 19. yiizyilda ise Serret ve Frenet tarafindan, ayr1 zamanlarda,
giinimiizde Serret-Frenet catis1 ve formiilleri olarak bilinen denklemler ¢alisilmstir.
Genel olarak uzayda hareketli bir noktanin hareket boyunca aldigi farkli konumlarin
geometrik yeri bir egridir. Bu harekette, egrinin parametre araligi hareket boyunca gegen
zamani simgeler. Ayrica egrinin parametresi egriyi karakterize etmekte 6nemli bir yere
sahiptir. Ornegin; verilen bir egrinin parametresi, egrinin yay uzunlugu cinsinden
parametrelendirilmis olup olmamasi agisindan bir¢cok farkliliga sahiptir. Egrinin yay
uzunlugu cinsinden parametrelendirilmis olmasi egrinin karakterizasyonunda biiyiik
kolaylik saglamaktadir. Uzayda herhangi iki egri gbz Oniine alindiginda; bu egrilerin
karsilikli noktalarindaki Frenet vektorleri arasinda bazi farkl: iliskiler kurularak cesitli
ozel egriler tanimlanmustir. Ornegin; 1850 yilinda Bertrand tarafindan herhangi iki
egrinin normalleri arasinda 6zel bir iliski kurularak Bertrand egri ¢ifti tanimlanmistir.
Diger bir 6zel egri ¢ifti ise, 1878 yilinda A. Mannheim tarafindan verilen ve iki egriden
birinin normali ile digerinin binormali arasinda iligki kurularak elde edilen Mannheim
egri ¢iftidir (Wang ve Liu, 2007). Bir digeri ise, herhangi iki egrinin tegetleri arasinda

Ozel bir iligki kurularak elde edilen involiit-evoliit egrileridir (Millman ve Parker, 1977).

Bu tezin temelini olusturan egriler ardil egrileridir. Ardil egriler tanimi Menninger (2014)

tarafindan “Ug boyutlu Oklid uzaymda birim hizli bir () egrisi gz dniine alinsin. Eger
() egrisi ile ayn1 yay parametresine sahip bir (f) egrisinin normal vektor alani (&)
egrisinin teget vektor alani ise (/) egrisine (@) egrisinin bir ardil egrisi denir. Her Frenet
egrisi bir ardil egrisine sahiptir.” seklinde tanimlamustir. Burada, hem (&) egrisi hem
(f) ardil egrisi aynm yay parametresine sahip birim hizli egrilerdir. Dolayisiyla her iki

egrinin Frenet catilar1 ve Frenet egrilikleri arasinda bir iligki mevcuttur (Menninger,
2014). Daha sonra Masal, c¢alismasinda ardil diizlemleri tanmimlayarak ve ardil

egriliklerinin geometrik anlamlarini arastirarak ardil egrilerin yer vektorlerine bagh



iligkiler elde etmistir (2018). Ayrica, ardil doniisiimiin tersi olarak 6nciil doniisiim, genel

olarak iyi tanimlanmis olmamakla birlikte, Bilinski tarafindan verilmistir (1963).

Diger taraftan, spinorlar uygulamali bilimlerin birgok alaninda kullanilan fiziksel
yapilardir. Fizikte, 6zellikle kuantum mekaniginde, spinorlar teorisi, elektron spini ve
gorelilik teorisi uygulamalarinda kullanilmaktadir. Spini 42 olan bir pargacigin dalga
fonksiyonuna spinor denir. Ayrica, elektromanyetik teoride spinorlarin uygulamasi ¢ok
onemlidir. Dort boyutlu uzayda bir spin yapisi, fizikte Dirac spinorlarini elde etmek igin
spinorlarin genigletilmis halidir. (Delanghe vd., 1966; Landau and Lifshitz, 1977;
Wachter, 2011). Spinorlar siitun vektorleridir ve Pauli spin matrisleri iizerinde hareket
ederler. Pauli spin matrisleri 2x2 boyutlu kompleks matrislerdir. Kuantum teorisinde
spin, Pauli matrisleri ile ifade edilir. Spinorlar1 geometrik olarak inceleyen, Lie gruplar1
tizerine ilk ¢alismalar1 yapan Cartan’dir (1966). Cartan’in (1966) bu ¢alismasi temel
geometrik tanimlarm spinor temsillerini vermektedir. Cartan’n ¢alismasinda C* vektor
uzayindaki izotropik vektorler kiimesinin C? uzaymnda iki boyutlu bir yiizey olusturdugu
vurgulanmistir. Cartan bu ¢alismasinda C* kompleks vektor uzaymndaki her bir izotropik

vektoriin C? uzayindaki iki vektore karsilik geldigi goriilmektedir. Cartan iki boyutlu bu

vektorleri spinor olarak adlandirmistir (Cartan, 1966).

2x 2 boyutlu iiniter matrisler grubu olan SU (2) ’yi temsil eden Pauli matrisleri lizerinde

hareket eden iki kompleks bilesenli spinorlar cebiri ii¢ boyutlu reel vektor uzayinda
donmelerin farkli bir gosterimini verir. Vivarelli bu bilgiyi kullanarak spinorlar ile
kuaterniyonlar arasinda bir iliski kurmus ve ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda dénmelerin
kuaterniyon temsilinin spinor gosterimini elde etmistir (Vivarelli, 1984). Daha sonra
Torres del Castillo ve Barrales tarafindan ii¢ boyutlu Oklid uzaymda egrilerin spinor
gOsterimini vermistir (2004). Onlar, bu c¢alismalarinda egrilerin Frenet vektorlerini ve
egriliklerini spinorlar cinsinden ifade etmistir (2004). Dolayisiyla bu ¢aligma bu teze
biiyiik oranda katki saglamistir. Bu calismadan yola ¢ikilarak Kisi ve Tosun tarafindan {i¢
boyutlu Oklid uzaymin bir yiizeyi iizerinde bir egrinin Darboux gatisinin ve Frenet ile
Darboux ¢atilarimin arasindaki iligkinin spinor formiilasyonu verilmistir (2015). Daha
sonra bir baska caliymada yine ii¢ boyutlu Oklid uzayinda egrilerin Bishop ¢atismin
spinor formiilasyonu elde edilmistir (Unal vd., 2013). Ayrica, Erisir ve Kardag, ii¢

boyutlu Oklid uzaymda involiit-evoliit egri ciftlerinin spinor denklemlerini elde etmistir



(2019). Diger bir galismada ise, Bertrand egrilerinin spinor formiilasyonu verilmistir
(Erisir, 2021). Daha sonra, ii¢ boyutlu Oklid uzaymda yapilan bu ¢alismalardan yola
cikilarak, ii¢ boyutlu Minkowski uzaymdaki bazi 6zel egrilerin spinor formiilasyonlari

elde edilmistir (Erisir vd., 2015; Ketenci vd., 2015; Balc1 vd., 2015).

Bu tez caligmasimin amaci ise {i¢ boyutlu Oklid uzayinda ardil egrilerin spinor gdsterimini
vermektir. Bunun i¢in, oncelikle Cartan (1966) tarafindan tanitilan spinorlar ile ilgili
temel tanim ve teoremler verilmistir. Daha sonra, Torres del Castillo ve Barrales (2004)
tarafindan verilen iic boyutlu Oklid uzaymda alinan bir egrinin Frenet vektorleri ve
egriliklerinin spinor formiilasyonlarindan bahsedilmistir. Ayrica, ilk defa 6zel bir egri
ciftinin spinoru gosterimini veren Erigir ve Kardag’in ¢aligmasi goz Oniine alinmistir
(2019). Bu temel ¢alismalar gz dniine alinarak, ii¢ boyutlu Oklid Uzaymda birim hizli
bir egri ile bu egri ile ayn1 yay parametresine sahip olan bir ardil egrisinin spinor gésterimi
incelenmistir. Bunun i¢in, 6ncelikle, birim hizli egri ile onun ardil egrisi farkl: iki spinora
karsilik getirilmistir. Daha sonra, bu egriler arasindaki iligkiler kullanilarak bu egrilere
karsilik gelen spinorlar arasindaki iliskiler verilmistir. Ayrica, bu egriler ve bu egrileri
karsilik gelen spinorlarin geometrik yorumlar1 yapilmistir. Ek olarak, spinorlarin esleri
ve tiirevlerinin farkli spinor denklemleri incelenmis olup yine bu spinor denklemlerinin
geometrik yorumlar1 verilmistir. Daha sonra ise ardil egrilerin helis egrisi olma

durumunda spinor denklemleri elde edilmistir. Son olarak iki 6rnek verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER
Bu boliimde Oklid uzayi ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2.1. OKlid Uzay1

Tammm 2.1. A bostan farkli bir cimle ve K cismi iizerinde bir vektor uzayr V olsun.

Eger

f:AxA>V
(P,Q)— f(P,Q)=PQ

olmak tizere asagidaki sartlar1 saglayan bir f fonksiyonu varsa A ciimlesine V vektor

uzaya1 ile birlestirilmis afin uzay denir;
i) VP,Q,Re Aicin f(P,Q)+ f(Q,R)=f(P,R)
ii) VPe A, VaeV i¢in f(P,Q)=a olacak sekilde tek bir Q € A noktasi vardir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2. Bir reel afin uzay A ve 4 ile birlestirilen n-boyutlu vektor uzayr IV olsun.

={X = (X, X100 X, ) i X € R} vektor uzaymdaki iki vektor X=(X,X,,...X,) Ve

Vy=(Y,,Y,,...Y,) olmak iizere,
():VxV >R

(X ¥)—>(X.¥)= ZXY.

olacak sekilde Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa A afin uzayma Oklid uzay: ad1 verilir ve

E" ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.3. VX € R” igin



scklinde tanimli fonksiyona norm fonksiyonu denir. |X| pozitif reel sayisina ise X

vektoriiniin normu denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.4. d:E"xE" > R*

(V) > 0 =XV = [3 04 -%°

seklinde tanimli d fonksiyonu géz 6niine almsm. d fonksiyonuna £” n -boyutlu Oklid
uzaymda uzaklik fonksiyonu denir. Burada d(X,Y) reel sayisina ise X ve ¥ noktalar1

arasindaki uzaklik adi verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1. n-boyutlu Oklid uzaymda uzaklik fonksiyonu bir metriktir
(Hacisalihoglu,1983).

Tamm 2.5. {R,,R,P,,...RP,}c£&" Oklid uzaymda alinan n+1 noktaya R" uzayinda

karsilik gelen {POPl, RP,..., POPn} n—1i vektor sistemi R"’in bir ortonormal bazi ise

{R,,P,P,,...P,} sistemine E" uzaymnda Oklid ¢atis1 denir.

Tamm 2.6. £", n- boyutlu Oklid uzayinda herhangi bir X noktasmin standart Oklid

catisina gore ifadesi

olsun. Bu durumda
X FE"—>R (1<i<n)

seklinde tanimlanan X, fonksiyonlart X noktasinin Oklid koordinat fonksiyonlar1 olarak

adlandirilir.



2

0 k
Tamm 2.7. ¢’ fonksiyonunun seri agilimi e’ =1+ 60 +— + — Zg— kullanilarak

2! o Kl

2 4 6 3 5 7
eig:{l—e—+9——0—+. j [9—0—+9——9—+ J
! ! 3 51 71

yazilabilir. Burada

2 4 6 3 5 7
cosd = 1—H—+0——0—+ ,8in@ = 0—‘9_+‘9__9_+
21 41 ¢! 31 51 71

seri agilimlarindan faydalanilirsa

» i (2.1)
e =cos@+isin@

formiilii elde edilir. Bu formiile Euler formiilii denir. Euler formiilii ilk kez 1714 yilinda

Robert Cotes tarafindan In(cosx+isinx)=ix formunda verilmistir. Daha sonra

Leonhard Euler tarafindan, 1774 yilinda, iki tarafin sonsuz serilerin esitligi yardimiyla

ispatlanmistir.

Tanim 2.8. /, R ’de bir agik aralik olmak tizere

al > E"
t—a(t)

seklindeki diferensiyellenebilir « fonksiyonuna E”, n— boyutlu Oklid uzayinda bir egri

denir. Burada verilen /c R araligma « egrisinin parametre arahg, te/’ya (@)
egrisinin parametresi ve (I,a) ifadesine de (o) egrisinin koordinat komsulugu denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tanm 2.9. «:1 > E" ve f:J — E" diferensiyellenebilir egrileri verilsin. O halde

h=a"0B:J — | olacak sekilde bir diferensiyellenebilir fonksiyon varsa (8) = (aoh)

egrisine (@) egrisinin yeniden parametrelendirilmesi denir (Hacisalihoglu, 1983).
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Sekil 2.1. Parametre degisimi (Hacisalihoglu, 1983).

Sekil 2.1’de A:a ' o 8 parametre degisim fonksiyonu kullanilarak ﬂ(S):a(h(S)) ve

h(s)=t yazilarak f(s)=a(t) elde edilir.
Tamm 2.10. £" °de bir (a) egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin. O halde

le|:1 > &
t— o' (t)

fonksiyonuna (a) egrisinin (/,a) koordinat komsulugunda skaler hiz fonksiyonu ve

Tamm 2.11. £”, n-boyutlu Oklid uzayinda (/,&) koordinat komsulugu ile bir (a)

a'(t)” reel sayisina (a) egrisinin skaler hiz1 denir (Hacisalihoglu, 1983).

egrisi verilsin. V se/ igin Ha'(s)”=1 ise (cr) egrisine birim hizli egri denir. se/

parametresine ise (a) egrisinin yay parametresi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.12. Her noktada hiz1 sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir (Hacisalihoglu,
1983).



Tamm 2.13. a : | — E" olmak iizere (@) egrisi( |, a ) koordinat komsulugu ile verilsin.

a,b e | olmak iizere (@) egrisinin a dan b ’ye yay uzunlugu, a(a) ve a(b)noktalar
arasindaki uzakliga karsilik gelen i”a’(t)” dt reel sayisi ile tanimhidir. Bu sekilde taniml
yay uzunlugu koordinat komsulugundan bagimsizdir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.14. (a)e£” egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin.
W= {a',a”,...,a(”} seklindeki lineer bagimsiz ciimlesi Va(k), k > i¢in o €S, {y}
oluyorsa y ciimlesinden elde edilen {\71(t),\72(t),...,\7r(t)} ortonormal sistemine (o)

egrisinin Serret-Frenet I' —ayaklialan1 ve her bir \7I , 1<1 <r vektoriine ise Serret-Frenet

vektorii ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.15. a:1 — E" s yay parametreli bir egri olmak iizere () egrisinin a(s)

noktasindaki Serret-Frenet r —ayaklisi {\71(8),\72 (s), ,\7r (S)} olsun. Buna gore

kil >R, 1<i<r

k() =W V()

seklinde tanimlanan k; fonksiyonuna i. egrilik fonksiyonu denir. Ayrica s €/ igin k;(S)

reel sayisina ise @($) noktasinda (@) egrisinin i. egriligi denir.

Teorem 2.2. a:/ — E° egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin. V£ e 7 icin (@)
egrisinin «(t) noktasindaki Serret-Frenet vektorleri {f(t), N(t), Ig(t)} olmak {izere bu

vektorler

_ 1 .
THt)=——a'(t
Ve
N(t) = B(t) xT (t) (2.2)

B 1 o
B(t)= m (a'(t)xa"(t))



seklinde hesaplanir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.3. a:l c R — E° egrisiicin, t € | herhangi bir parametre olmak iizere, (@)

egrisinin a(t) noktasindaki egriligi x(t) ve burulmasi 7(t) olmak iizere bu egrilikler

sirastyla,
-0 0]
e@r - (23)
)= <a OAra"(t),a (t)>

ol | - n 2
||a (N1 (t)||
olarak bulunur (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.4. a:l c R — E° egrisinin keyfi bir parametresi tel olsun. Bu egrinin

Frenet 3-ayaklisi {f(t), N(t), é(t)}, egrilik ve burulmasi, sirasiyla, x(t) ve z(t) olmak

tizere () egrisinin Frenet formiillleri

T'(t) = |la'®)]x )N ()
N'(t) =& O] (== O)T (t) + 7 (1) B(1)) (2.4)
B'(t) =—]a't)| s (t)N (t)

seklinde elde edilir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.5. E° uzaymda (/,a) koordinat komsulugu ile bir (@) egrisi verilsin. (@)

egrisinin yay parametresi se/ olmak iizere (@) egrisinin a(s) noktasindaki

{f(s), N(s), B(S)} Frenet vektorleri

T(s)=a'(s)
- 1
N — =n
(s) —”07,, Ol a'(s) (2.5)

B(s) =T (s)xN(s)

olarak elde edilir (Hacisalihoglu, 1983).



Teorem 2.6. o : | c R — E® egrisinin yay parametresi s € | olsun. Bu egrinin Frenet 3-
ayaklis1 {f(s), N(s),é(s)}, egrilik ve burulmasi, sirasiyla, x(s) ve z(s) olmak iizere
(o) egrisinin a(s) noktasindaki Frenet formiillleri

T'(s) = k(s)N(s)

N'(s) = —x(s)T (s) + 7(s) B(s) (2.6)
B'(s) = —7(s)N(s)

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.7. a:1 c R — E° egrisinin yay parametresi S € | olsun. Egrinin bir dogru

olmasi i¢in gerek ve yeter sart egrinin x(S) egriliginin sifir olmasidir (Yiice, 2017).

Teorem 2.8. .1 c R — E° egrisinin yay parametresi S € | olsun. Egrinin diizlemsel

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul egrinin 7(S) burulmasinimn sifir olmasidir (Yiice, 2017).

Teorem2.9. o : | ¢ R — E°egrinin yay parametresi s € | olsun. Egrinin cember olmasi
icin gerek ve yeter sart egrinin «(S) egriliginin sabit ve sifirdan biiyiik, egrinin 7(S)

burulmasinin sifir olmasidir (Yiice, 2017).

Tanmm 2.16. a:1 c R — E° egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin. sel yay
parametresi olmak iizere, () egrisinin teget vektdr alani T ve U herhangi bir birim

vektor olsun. Eger T teget vektor alani, U sabit vektorii ile sabit ag1 yapiyorsa, (@)

egrisine helis egrisi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.10. a: |1 c R — E°® egrisinin yay parametresi S e | olsun. « ve r swrasiyla

(a) egrisinin egriligi ve burulmasi olmak iizere, bu egrinin helis olmasi igin gerek ve

yeter sart x(s) =0 ve L oranmnmn sabit olmasidir (Yice, 2017).
K
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Ispat: =: a:1 c R — E® egrisi helis egrisi, bu egrinin yay parametresi se | ve ﬁ,
() egrisinin teget vektor alami olsun. O halde sabit bir U birim vektorii icin

<'I?(s),U(S)> = c0s & olacak sekilde @ sabit agis1 vardir. Buradan

(7,6 +(T,0") =0

dir. Dolayisiyla
(T"U)=0

elde edilir. T' =N oldugundan <KN,U> =0 ve <N,U> =0 bulunur. O halde U vektorii
{f , é} diizleminde olup U =cosdT +sin@B seklinde yazilabilir. Buradan U sabit
vektoriiniin tiirevi alinirsa

U'=0=cosdT'+sin OB’

=cosO(xN) +sin g(—zN)
=(kcos@—rzsinO)N

bulunur. Boylece L —cotd elde edilir. @ =sabit oldugundan L —cotd sabittir.
K K

<: @ =sabit ve z sabit olmak tizere izcote olsun. Buradan xcos@—zsin@=0 elde
K K

edilir. U =cosdT +sin @B vektoriiniin tiirevi alindiginda U’ = (x cos@—7sin )N olarak

bulunur. Burada teoremin kabulii geregi xcos@—zsin@=0 oldugundan U vektorii sabit

bir vektdrdiir. Buradan <f,l]>=cosé’=sabit elde edilir. O halde, her noktada («)

egrisinin teget vektorii sabit bir U vektorii ile sabit ag1 yapar. Dolayisiyla (cr) egrisi

helistir. Boylece ispat biter.
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Tamm 2.17. E°, ii¢ boyutlu Oklid uzaymda bir egrinin Frenet catismin agisal hiz

vektoriine Darboux vektérii denir. Buna gore, bir egrinin T, N, B Frenet vektor alanlari
icin

T'=DxT
N'=DxN
B'=DxB

esitligini saglayan D vektdriine Frenet ¢atisinin Darboux vektorii denir (Ozdemir, 2020).

Onerme 2.1. E°, ii¢ boyutlu Oklid uzaymda birim hizli bir () egrisinin {T, N, é}
Frenet catisinin Darboux vektorii

5=(T,O,K)=rf+K|§

(2.7)
ile belirlidir (Ozdemir, 2020).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliim ii¢ alt basliktan olusmaktadir. Ik boliimde ardil egriler ile ilgili temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Ikinci boliimde, spinorlar i¢in temel bir ¢alisma olan, Cartan
(1966) tarafindan tanitilan spinorlar ile ilgili temel tanim ve teoremlerden bahsedilmistir.
Ayrica, Torres del Castillo ve Barrales tarafindan verilen spinor denklemleri ifade
edilmistir (2004). Ucgiincii boliimde ise ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda egrilerin spinor

formiilasyonu verilmistir.

3.1. Ardil Egriler

Tamm 3.1. E°, ii¢ boyutlu Oklid uzaymda a:1 — E° egrisi (l,¢) koordinat

komsulugu ile g6z Oniine alinsin. Ayrica (¢) egrisi ile aymi yay parametresine sahip
B 1 — E° egrisi verilsin. Eger () egrisinin teget vektor alam () egrisinin asli
normal vektor alani ise ( ) egrisine (« ) egrisinin bir ardil egrisi denir. Her Frenet egrisi

bir ardil egri ailesine sahiptir (Menninger, 2014).

Teorem 3.1. ¢, fB: 1 > E° egrileri ayn1 yay parametresine sahip iki egri olmak {izere

(B) egrisi (a) egrisinin bir ardil egrisi olsun. Bu durumda (&) egrisinin Frenet sistemi
F= {f, N,B,x, r} ve (B) ardil egrisinin ardil sistemi F, = {ﬂ,lﬁl,lgl,xl,zl} olmak tizere

bu sistemler arasmda

!

0 —cosd sind\(T
=1 o 0 [N (3.1)
5 0 sing cosd) B

Zi =

=

ve

K, . cos g (3.2)
T, sin g

13



iligkileri vardr. Burada & agis1i B ve |§1 binormal vektor alanlari arasindaki agidir.

Ayrica 4, =sabit € R olmak tizere () egrisinin z burulmasi igin
9(s) =9, + [ 7(s)ds (3.3)

esitligi vardir (Menninger, 2014).

Ispat: E°, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda ayn1 yay parametresine sahip (o ) ve (£) egrileri
g0z Oniine alinsin. Ayrica ( f) egrisi (a ) egrisinin bir ardil egrisi olsun. O halde Tanim
3.1 geregi («) egrisinin teget vektor alani, ( £ ) egrisinin normal vektor alan1 oldugundan
T = Nl alinabilir. Buradan B ile I§1 vektor alanlar1 arasindaki ag1 @ olsun. Dolayisiyla

() ve (B) egrilerinin Frenet vektorleri i¢in asagidaki sekil verilebilir.

Sekil 3.1. B ile I§1 vektor alanlar1 arasindaki ag1
Sekil 3.1 g6z Oniine alindiginda I§1, N ve B vektor alanlar1 arasinda
B, =sin 9N +cos 9B
esitligi yazilabilir. Benzer sekilde T,, N ve B vektor alanlari arasinda
T, =—cos 9N +sin 9B

iliskisi mevcuttur. O halde () egrisinin {f,N,é} Frenet vektorleri ile (£) ardil

egrisinin {Tl, N,, él} Frenet vektorleri arasindaki iliskilerin matris formu
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T,) (0 —cos9 sing)(T
N,[=|1 0 0 ||N
B 0 sing cos$)| B

=

seklinde elde edilir. Diger taraftan x;, (f) ardil egrisinin egriligi olmak iizere
K, = <ﬁ’, N1> esitligini elde etmek icin Denk. 3.1°de T. = —cos 9N +sin 9B esitliginden
tiirev alinirsa

T)=9'sin 9N —cos 9N’ + ' cos 9B +sin 9B’
esitligi elde edilir. Burada Denk. 2.6 kullanilirsa

T, =xcosIT +sin 99 —7)N +cos 9(F —7)B

esitligi bulunur. Ayrica (f) egrisi () egrisinin bir ardil egrisi oldugundan T= qu

esitligi de gbz Oniine alinirsa

K :<-|?1’1 N1>
_ Kc038<f,f>+sin ,9(9’—r)< %,f>+cosl9(l9’—r)<§,f>

ve dolayisiyla

K, = KC0S§

elde edilir. Benzer sekilde z; =<Nl', I§1>, (B) ardil egrisinin burulmasi olmak {iizere

N/=T'=«xN ve B, =sin9N +cos 9B esitlikleri goz 6niine almnirsa
T, = < N/, |§1>
=(xN,sin 9N +cos 9B)

+
=K‘Si|’119<N, N>+KC058<N,I§>

esitliginden
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7, =kSinY
esitligi bulunur. Boylece Denk. 3.2 ispatlanmis olur.

Son olarak r=<N', I§>, () egrisinin burulmasi olmak tizere Denk. 3.1 gbz Oniine

alinirsa
N’ = &'sin JT, +sin IT,'+ & cos IB, +sin 9B,
= §'sin I, +sin X, —7,)N, + ¥ cos IB,
olacak sekilde
T= < N’, I§>
= 9'sin (T, B) +sin 9(x, —7,) (N,, B) + ¥ cos (B, B)
esitliginden

=9 (3.4)

elde edilir. Dolayisiyla J(S) =&, + I 7(s)ds bulunur. Burada 9, € R ve sel, (&) ve

() egrisinin yay parametresidir. Boylece ispat biter.

Teorem 3.2. B:1 — E°® egrisi a:1 —> E° egrisinin bir ardil egrisi olmak iizere D, ,

(p) ardil egrisinin Darboux vektori olsun. O halde

D, =«B (3.5)

dir. Burada x ve B, sirasiyla, (a) egrisinin egriligi ve binormal vektér alamidir

(Menninger, 2004).

Ispat: (B) egrisi (a) egrisinin ardil egrisi olmak iizere (f) ardil egrisinin Darboux
dénme ekseni D, olarak verilsin. Bu durumda Denk. 2.7°de D, =T, + &, B, oldugu gz

Ontine alinirsa Denk. 3.1 ve 3.2’den
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Ij1 = Tlfl + Klél

= csin 9(—cos 9N +sin IB) + x cos 9(sin N +cos IB)

olmak tizere

B, = B

esitligi elde edilir. Boylece ispat biter.

Tamim 3.2. (B) egrisi () egrisinin bir ardil egrisi olmak iizere E°, ii¢ boyutlu Oklid
uzayinda («, f) egrileri verilsin. () egrisinin ardil sistemi {ﬁ, Nl, él,lcl,rl} olsun. Eger

(p) ardil egrisinin her noktasinda 'rl teget vektor sabit bir vektorle sabit ac1 yapiyorsa

(f) ardil egrisine helis egrisi denir (Menninger, 2014; Masal, 2018).

Teorem 3.3. (B) egrisi () egrisinin bir ardil egrisi olsun. () ardil egrisi helis egrisi

ise X1 —sabittir (Masal, 2018).
(]

Ispat: (B) ardil egrisi helis egrisi olsun. Bu durumda

<‘fl,U>=cosezsabit¢0 (3.6)

olacak sekilde sabit bir U vektorii vardir. Burada 0, 1:1 teget vektor alani ile U sabit
vektorii arasindaki a¢idir. Eger Denk. 3.6°dan s € | yay parametresine gore tiirev alinirsa

<K1N1,U>=O olmak ftizere <N1,U>=O bulunur. Dolayisiyla N; LU oldugundan

U =Sp{T,,B,} dir. O halde
U=uT,+u,B, (3.7)

yazilabilir. Burada u; =sabit olmak {izere Denk. 3.7 nin tiirevinden
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0=u,T,+u,B
0=u,;N, +U,(-7,N,)

0=ux —U,r,

. K, u . v e e
olmak tizere — =-% orani sabit bulunur. Ayrica Denk. 3.6 ve 3.7 goz Oniine alinirsa

7, U
<'f1 *>=u1:cose
ve
<I§1 ﬁ>=u2 =sin@
olmak iizere
5 _SN9 o (3.8)
7, Ccosé

olur. Dolayisiyla (f) ardil egrisi helis egrisidir.

Teorem 3.4. () egrisi () egrisinin bir ardil egrisi olmak tizere ( ) egrisi helis egrisidir

gerek ve yeter sart (o) egrisi diizlemseldir (Menninger, 2004).

Ispat: =: (a) egrisinin (B) ardil egrisi helis egrisi olsun. O halde Denk. 3.8’den

8 _tang
1
esitligi vardir. Burada € =sabit olup 'rl ile U sabit vektdrii arasindaki agidir. O halde

Denk. 3.2 gz 6niine alinirsa

ﬁ=tam9= K C0S 9 _

7, Ksing

cot 9
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bulunur. tan @ =sabit oldugundan cot 4 =sabit ve boylece ¢ =sabit olur. O halde ¢ =0

olmak tizere Denk. 3.4 yardimiyla 7 =9 =0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla, (&) egrisi

diizlemseldir.

< (&) egrisinin bir ardil egrisi () egrisi olsun. Kabul edelim ki () egrisi diizlemsel
bir egri olsun. Bu durumda Teorem 2.8 geregi («) egrisinin r burulmasi Vsel igin

7 =0 dir. Dolayisiyla Denk. 2.6 goz Oniine alinirsa
B'=0

oldugundan (o) egrisinin B binormal vektor alani B =sabit olur. O halde T., (B) ardil

egrisinin teget vektor alan1 olmak iizere

(T:B)=(

o)
HZl
S~~——

Il

A
—_—
H21
o
-

bulunur. Oyleyse <'I?1’, I§> =0 oldugundan
<'f1 §> = sabit

oldugu bulunur. Buradan goriiliir ki 'rl, sabit bir B vektorii ile sabit ac1 yaptigindan (/)

ardil egrisi helis egrisidir. Boylece ispat biter.

3.2. Spinorlar

Ug boyutlu kompleks vektor uzayr C° olmak iizere C* uzaymda bir izotropik vektor
X =(X,%,, %) €C® olsun. O halde <>?,)?>:O esitligi vardir. C® vektdr uzayindaki
izotropik vektorler ciimlesi, C* kompleks uzaymnda &, ve &, parametreleri ile yazilabilen

bir yiizey olusturur. Eger burada X € C® izotropik vektorii goz oniine alinirsa, bu vektor

& ve &, parametreleri cinsinden
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X = 6512 _522
X, = i(§12 _522)
X3 :_2981 ézz

(3.9)

seklinde yazilabilir. Buradan & ve &, parametreleri

olarak bulunur. O halde C° vektdr uzayinda her bir izotropik vektor (&,&,) ve

(—=&,-&,) olacak sekilde C* uzayinda iki vektore karsilik gelir. C* uzaymdaki bu iki

vektore ise ayn1 X izotropik vektorii karsilik gelir. Burada bahsedilen &=(&,¢&,)

kompleks vektorler Cartan tarafindan spinor olarak adlandirilmistir. EK olarak, Cartan,
spinorlarin sadece iki boyutlu kompleks vektorler degil ayni zamanda {i¢ boyutlu

kompleks izotropik vektorlerin bir temsili oldugunu séylemistir (Cartan, 1966).

SO(3), R’ uzaymnda orijin etrafinda donmeler grubu ve SU (2), 2x2 boyutlu iiniter
matrisler grubu olmak iizere SO(3), SU(2) grubuna homomorfiktir. Ayrica SO(3)

grubunun elemanlar1 R® uzaymdaki vektdrleri hareket ettirirken SU (2) grubunun
elemanlar1 ise spinorlar1 hareket ettirir (Goldstein, 1980; Sattinger ve Weaver, 1986;
Torres del Castillo ve Barrales, 2004). Bu bilgiler 1s13inda, &,b e R® vektorii goz 6niine

=

2

alinirsa  a+ib e C* vektoriine karsilik gelen spinor & =(&,&,) =[ j olmak iizere

a+ib = (X, X,, X;) vektoriiniin bilesenleri

X = 512 _‘522
X, = i(§12 +§22)
X3 :_2981 52

olarak yazilabilir (Cartan, 1966; Torres del Castillo ve Barrales, 2004). Diger taraftan
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P_Ol P_O—i I3_10]
1711 o) 27l o) BT o 41 (3.10)

olarak bilinen Pauli matrisleri goz oniine alinsin. Bu durumda Denk. 3.10°da verilen Pauli

matrisleri kullanilarak (i =1,2,3) olacak sekilde o; =CP denkleminden o, matrisleri

10 i 0 0 -1
01:[0 —J’ Gzz(o ij’ 03{—1 0 ] -

0 1
seklinde elde edilir. Burada C =£ 1 Ojdir. (Torres del Castillo, 2003; Payne, 1952).

Ayrica bir & spinorunun esi 92 olmak tizere 92 spinoru

. (0 1) (0o 1] [-&
52_( 10]52_( 10)| ;|| 2
r B & &

olarak bulunur (Torres del Castillo ve Barrales, 2004). Bu bilgiler yardimiyla a+ib

izotropik vektori

a+ib =¢&'of
seklinde yazilabilir. Benzer sekilde bir ceR® reel vektori g0z Oniine alinsin.
c= (c,,c,,c;) reel vektori igin c=—¢'o¢ esitligi goz Sniine alinirsa {5,5,6} vektor
t¢liisii & spinoru cinsinden

a+ib=glog=(& - &i(& + &), 288 )
c—-fos (55 +85 (65 -85) L4 - 1)

olarak yazilabilir. Burada “ > kompleks esleniktir. Burada a+ib eC® bir izotropik

vektor ve ¢ e & reel bir vektdrdiir (Torres del Castillo ve Barrales, 2004).
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Burada gerekli islemler gdz 6niine alindiginda a,b,c e &° vektdrlerinin boylari birbirine

esittir ve [a]| = o] = ¢]| = £'£ dir.

Ayrica <§ +ib,¢ > i¢c carpimi1 hesaplanirsa

(a+ib,c)=((&-ghi(& + &) ~268 ). (68 + & (65 -8& ) L4l -l )

(&-8)(6&+4&)+* (& +&)(6& -85 )-285 (8 -l&f )

olmak tizere
(a+ib,¢)=2675¢, - 25868, - 2666l + 26616,

= 282 EE, - 2808 E, — 286,88 + 288,85,
=0

seklinde  bulunur. Buradan <a +ib, E> =(&,C)+i <5, 6> =0 oldugundan
(a.b)=(a,c)=(b,c)=0 esitligi vardr ve &b,CeR® vektorleri karsilikh
ortogonaldir. det(a,b,c) >0 oldugundan {é, b, 6} sirali Gigliisii sag sistem teskil eder.

Burada dikkat etmek gerekir ki {a, b,c}, {5, c,a}, {6,5,5} siral ticliilerine farkl

spinorlar karsilik gelir (Torres del Castillo ve Barrales, 2004). Ayrica spinorlar i¢in

asagidaki onerme verilebilir.

Onerme 3.1. £ ve ¢ herhangi iki spinor ve A, ¢ € C olmak iizere

i. foE=—¢of

i, (Ag+ug) =g+ g

esitlikleri yazilir (Torres del Castillo ve Barrales, 2004).
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Onerme 3.2. Sifirdan farkli & spinoru icin {g,é} spinor ikilisi lineer bagimsizdir

(Torres del Castillo ve Barrales, 2004).

3.3. Egrilerin Spinor Gosterimi

| = R bir acik aralik olmak iizere ii¢ boyutlu Oklid uzayinda birim hizl1 (&) regiiler

egrisi gbz Oniine alinsin. Bu egrinin yay parametresi s € | olmak tizere ||0{'(S)|| =1"dir.

Bu durumda, (&) egrisinin {N, é,f} Frenet {igliisiine

(3.12)

olacak sekilde bir & spinoru karsilik gelir. Burada {N, E,T} Frenet vektorleri birim

vektorler oldugundan &'E =1 esitligi s6z konusudur (Torres del Castillo ve Barrales,

2004).

Buradan

N+iB=glot =(&2 &7 1(62 + &), 258,

B (3.13)
T=-foc=(65+E6.iE5-aa) el &l

denklemleri yazilabilir.
(a5 = : ... dg
Simdi {N, B,T} Frenet t¢liisiine sahip (a) egrisine karsilik gelen & spinoru igin ds

d ) . . )
tiirevi incelensin. d—f spinoru, f ve g fonksiyonlar1 kompleks degerli ve keyfi

fonksiyonlar olmak fizere, {f, é} spinor ikilisi cinsinden

—=f&+9¢ (3.14)
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seklinde yazilabilir. Denk. 3.13’de verilen ilk esitligin Se | parametresine gore tiirevi

almirsa
—«T —ir(N+iB)=2f (N +iB)—2gT
—i
denkleminden f ve g kompleks fonksiyonlari f:TT, gzg olarak bulunur.

Dolayisiyla Denk. 3.14 yardimiyla

‘;—f = %(—ifg ) (3.15)

elde edilir. Burada x ve 7, srasiyla, () egrisinin egrilik ve burulmasidir. Béylece (&)
. WINE- , dé . . .
egrisinin {N, B,T} Frenet catisia karsilik gelen £ spinorunun G tiirevi sayesinde

(a) egrisinin Frenet egrilikleri tek bir spinor denklemi ile ifade edilmis olur (Torres del

Castillo ve Barrales, 2004).

Teorem 3.5. a:l — E® birim hizli bir regiiler egri olmak iizere, (a) egrisinin
{N, é,f} Frenet tgcliisiine bir & spinoru karsilik gelsin. O halde {N, é,f} Frenet

vektorlerinin, ayr1 ayri, spinor formiilasyonu
T=-('c
1 .\ A
N = 3 (§'og - &'og)
~ "
B= > (§'og +&'08)
seklindedir (Erisir ve Kardag, 2019).

Teorem 3.6. a:1 — E° birim hizli bir regiiler egri olmak iizere, («) egrisinin
{N, é,f} Frenet {i¢liistine bir & spinoru karsilik gelsin. O halde bu {N, é,f} Frenet

vektorlerinin spinor denklemleri, bilesenleri cinsinden
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T= (é:lé?z +é?1§21 i(élé?z _5_152)7 |§l|2 _|§2|2)
N =%(§f —& - E B G+ B8, 288, - 28
é = _%(512 _522 _522"'%?12’ i(é:lz +§22 +é?12+ 98_22)7 _2§l§2 + 25152)

seklinde bulunur (Erisir ve Kardag, 2019).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliim tezin orijinal kismmi olusturmaktadir. Bu béliimde, birim hizl bir o : | — E°
egrisi ve () egrisi ile ayni1 yay parametresine sahip (@) egrisinin bir ardil egrisi
B:1 = E° gbz oniine alinmistir. Ayrica, () egrisi ile () egrisinin (f) ardil egrisine
birer spinor karsilik getirilmistir. Daha sonra, bu egriler arasindaki iliskiler gbz oniine

alinarak bu egrilere karsilik gelen spinorlar arasindaki iliskiler elde edilmistir. Ek olarak,

bu spinorlar arasindaki agilar i¢in geometrik yorumlar verilmistir. Daha sonra, (&) egrisi
ile (B) ardil egrisine karsilik gelen bu spinorlarin esleri ve tiirevleri i¢in spinor

denklemleri elde edilmis ve bu denklemlerin geometrik yorumlar1 yapilmustir. Ikinci alt

baglikta ise, (f) ardil egrisinin helis olmasi g6z Oniine alimarak bu egrinin spinor

denklemleri i¢cin bazi teorem ve sonuglar elde edilmistir. Son olarak iki tane 6rnek

verilmistir.

4.1. Ardil Egrilerin Spinor Gosterimi

a:l — E°® egrisi, se| yay parametresi ile verilen birim hizh bir egri olmak iizere (o)

egrisinin Frenet catisi {f,N,é} olsun. Bu durumda bilindigi tizere, (a) egrisinin

{N, é,f} Frenet tigliisiine karsilik gelen spinor & olmak {izere bu Frenet gatisinin spinor

denklemleri
N +iB = &'o
_ . <o (4.2)
T=-¢'c&

seklindedir (Torres del Castillo ve Barrales, 2004). Ek olarak (&) birim hizli egrisinin

{N, é,f} Frenet vektorlerinin, ayr1 ayri, spinor denklemleri

T=-('c
Sl N
sz(fﬁf—fof) 4.2)

8= (fog+E'od)
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seklinde elde edilmistir (Erisir ve Kardag, 2019).

Simdi yukarida bahsedilen (¢) egrisi ile ayni yay parametresine sahip (@) egrisinin bir
ardil egrisi B:1 — E° gbz dniine alinsm. Ek olarak, (f) ardil egrisinin Frenet vektorleri
{'ﬁ, N,, I§1} olsun. Burada, {'Ii, N,, Igl}, {Nl, él,'fl} ve {él,'ﬁ, Nl} Frenet catilarina farkl
spinorlar karsilik gelir. Simdi, ilk olarak, (f) ardil egrisinin {I§1,'I:1, Nl} Frenet
vektorlerine bir ¢ spinoru karsilik gelsin. Bu durumda, {Bl,ﬂ, Nl} Frenet ¢atisinin spinor

denklemleri

B, +iT, = #'cyp (4.3)
Nl = _¢310_¢

olarak alinabilir. O halde, Denk. 4.3 g6z Oniine alinarak asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 4.1. f:1 — E® egrisi a:1 — E° egrisi ile ayn1 yay parametresine sahip (o)
egrisinin bir ardil egrisi olsun. Bu durumda (f) ardil egrisinin {él,T],Nl} Frenet

lcliisiine karsilik gelen spinor ¢ olmak {izere (f) ardil egrisinin {Kl,Tl} Frenet

egrilikleri tek bir spinor denklemi olarak

seklinde yazilir.

Ispat: (o) egrisinin ardil egrisi () egrisinin {él,T], Nl} Frenet tigliisiine karsilik gelen

spinor ¢ olsun. O halde {¢, g;} spinorlar ikilisi spinor uzayi i¢in bir taban teskil ettiginden

dg

—= spinoru
ds

S PIRY (45)
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seklinde yazilabilir. Burada f ve g fonksiyonlar1 keyfi kompleks degerli
fonksiyonlardir. O halde Denk. 4.3’de verilen I§1+i'1:1 kompleks vektoriinlin (f£) ardil

egrisinin se| yay parametresine gore tiirevi alinirsa

= = t
ds ds ds ds

esitligi elde edilir. Burada Denk. 2.1°deki Frenet tiirev formiileri ve Denk. 4.5’deki

d A
d—f = f@+ ¢ spinoru gz oniine alinirsa

(_71 + iKl) Nl = (f¢+ gé)to-¢+¢to-(f¢+ g¢?)
= fg'op+gd'op+ f g op+gg'op

denklemi bulunur. Ayrica, Onerme 3.1°de verilen ¢'cg = @'c¢ esitliginden
(-7 +ix)N; =21 (¢'o) + 29(9'op)

denklemi elde edilir. Son olarak, Denk. 4.3°deki B, +iT, = #'op ve N, = —4'o¢ esitlikleri

kullanilirsa f ve g fonksiyonlari

f=0ve g:Tl_TlKl

seklinde bulunur. Dolayisiyla, Denk. 4.5°de f ve g fonksiyonlar: yerine yazilirsa

dg _(7-ix ),
ds_( 2 j¢

spinor denklemi elde edilir. Boylece () ardil egrisinin x; ve 7, sirasiyla, egrilik ve

burulmasi tek bir spinor denklemi olarak ifade edilerek ispat tamamlanir.

Teorem 4.2. &°, ii¢ boyutlu Oklid uzaymda ayn1 yay parametresine sahip (a) ve (5)

egrileri sirasiyla (I,a), (I, ,8) koordinat komsuluklar1 ile verilsin. (f) egrisi (@)
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egrisinin bir ardil egrisi olmak {izere () egrisinin {Bl,fl, Nl} Frenet vektorlerinin spinor

denklemleri
1, N
B, :E(¢ op—§ o)
L5 - (4.6)
T, = P (¢'op+¢'op)
Nl = _(I;t0¢
seklindedir.

Ispat: (f) egrisi (a) egrisinin bir ardil egrisi olsun. (f) ardil egrisinin {Bl,Tl,Nl}

Frenet vektorlerine ¢ spinoru karsilik gelmek {izere Denk. 4.3’den I§1 + iﬁ = ¢'o¢ spinor

denklemi g6z oniine alinsin. O halde Denk. 4.3’deki bu denklemden goriildiigii tizere

B, = Re(4'09)
T, = Im(¢' o)

yazilabilir. Dolayisiyla buradan

T, =2 (¢op-gop)

B, = $op+#op)

oldugu kolayca goriiliir. Ayrica, Onerme 3.1’den ¢t0'§:—¢3t0'$ oldugu g6z Oniine

alinirsa 'rl ve |§l Frenet vektor alanlarinin spinor denklemleri

T, =2 (fop+ o)

B, =2 (Yo ')

olarak bulunur. Gergekten de () ardil egrisi birim hizli bir egri oldugundan
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F =2 @op+dod @.7)

denklemi g6z oniine alinirsa Denk. 4.7°nin s e | yay parametresine gore tiirevi alinirsa

=, =l d d d
=2 opi o8 Byoji oD
- oy . d¢ Tl_iKl n . . .
denklemi elde edilir. Burada Denk. 4.4’deki E:T¢ spinor denklemi yerine

yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

ﬁ"—;‘[( 5 o+ o) (1 ¢+¢a¢)}

bulunur. Ayrica Onerme 3.1°den ¢'c¢ = ¢'og oldugu kullanilirsa son denklem

Br=—rid'op (48)

olarak bulunur. Diger taraftan Denk. 2.3°de verilen Frenet formiillerinden 8" = x,N, ve

Denk. 4.8 kullanilirsa
N, =—¢'cs (4.9)

elde edilir. Bu ise Denk. 4.3’iin ikinci denklemidir. Son olarak Denk. 4.9’un se| yay

d¢ _7-ing » . . -
parametresine gore tiirevi alinir ve Denk. 4.4’ deki —— ds > ¢ spinor tiirev denklemi
kullanilirsa
N d¢?t 7t d¢
N/ =—(—)op—-¢po—
[=(DVop-fo
ve

N/ = ( “"l)¢ op— (2 "‘1)¢a¢
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esitligi bulunur. Son olarak, Denk. 2.6’da verilen Frenet tiirev formiillerinden

Nl = —Klfl +17, él oldugu dikkate alinir ve Denk. 4.7 kullanilirsa

Tlél :(n +2i1<1)¢10¢_(T1—Ti’<1)¢3t0¢3_4TK(¢tG¢+(/;ta¢3)
28, =2 (¢'op~¢'og) (4.10)

.1 " A
B,= > (¢'cp—¢'c9)
denklemi bulunur. Boylece ispat biter.

Simdi {B,,T,N,} Frenet vektdrlerinin bilesenleri spinorlar cinsinden ifade edilsin. O

halde Denk. 4.6°daki {él,'fl, Nl} catisnin spinor denklemleri gdz oniine alinirsa ¢'c¢

spinor denklemleri i¢in

10 il 2 2
¢t01¢:(¢1 ¢2)[0 _1j[¢j:¢1 _¢2

9,
i 0
¢t62¢:(¢1 ¢2)((I) ij[zl)=i(¢12 +¢22) (4.11)
t 0 -1
¢ 03¢:(¢1 (152)[_1 0 j=—2¢1¢2

denklemleri elde edilir. Burada o;,i =1,2,3 matrisleri Denk. 3.12°de verilen matrislerdir.

Benzer sekilde ¢'cg spinor denklemleri hesaplanirsa

Fod=(-4 a)[; OJ[;JJZ
op=(~4, %)(g ?j[_fz}i(@zwf) (4.12)
bod-(n &) 5, ‘01](‘?2}:@

bulunur. O halde Denk. 4.6, 4.11 ve 4.12°den
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B, =2 (- 42—+ &G+ 42 - 82— ). 209, - 205 )
¥ o o L (4.13)
T= (070 + 8 00 + 62+ 7 + )20+ 200 )

N, = (46 + A 164~ )l -l

esitlikleri elde edilir.

Simdi (f) ardil egrisinin Darboux ani donme ekseninin spinor denklemi elde edilsin. O

halde asagidaki teorem ve sonug verilebilir.

Teorem 4.3. a1 — E° egrisinin bu egri ile ayn1 yay parametresine sahip bir ardil egrisi
B:1 — E° egrisi olsun. O halde, (f) ardil egrisinin Darboux dénme ekseni D, olmak

uzere

_ K[t o L9t 2
\= 7 & op-eflop)
dir. Burada ¢, (f) ardil egrisine karsilik gelen spinordur.

Ispat: () egrisinin bir ardil egrisi olan (f) egrisinin {I§1,'I:1, Nl} catisina ¢ sSpinoru

karsilik gelsin. O halde 51, () ardil egrisinin Darboux vektorii olmak lizere Denk. 2.7
geregi
Ij1 = Tlfl + Klél
yazilabilir. Burada Denk. 4.6 g6z Oniine alinirsa
S A N AN I SR )
D, =—*(¢'op+d'op)+ 7 (¢'op~'op)
1 . N
- _|:(K1 ~ir,)g'op—(x, + 'Tl)(bto'(é]

2

seklinde bulunur. Burada ¢, B ve |§1 binormal vektorleri arasindaki a¢1 olmak {izere

Denk. 3.2°den «; =xC0s9, 7, = xsin$ oldugu dikkate alinirsa son denklemden
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61 _ g[e—i9¢ta¢_ei9¢?ta¢?j|

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3 yardimiyla asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.1. B:1 — E* egrisi ayn1 yay parametresine sahip a : 1 — &° egrisinin bir ardil
egrisi olmak lizere () egrisinin Frenet sistemi {f, N, B, x, z‘} ve (f) ardil egrisinin ardil

sistemi {'Ij, Nl,él,xl,rl} olsun. Bu durumda D,, (B) ardil egrisinin Darboux vekt§riiniin

spinor denklemi

B, =% (siog+ &)

seklinde yazilabilir. Burada & spinoru (a) egrisinin {N,E,f} Frenet catisina karsilik

gelen spinordur.

Ispat: (a) egrisinin B binormal vektdr alanmin spinor denklemi i¢in Denk. 4.2°den
|§=_'E(§ta§+$‘aé) oldugu biliniyor. Burada ¢ spinoru () egrisinin {N,B,T]

Frenet ¢atisma karsilik gelmektedir. Dolayisiyla, (£) ardil egrisinin Darboux vektorii

Denk. 3.5°de D, = «B oldugundan kolayca

D,

Ik (. 52
(o +&0t)
oldugu goriiliir. Burada x, () egrisinin egriligidir. Boylece ispat biter.

Simdi («) egrisi ile (B) ardil egrisine sirasiyla karsilik gelen & ve ¢  spinorlari

arasidaki iligki elde edilsin. O halde asagidaki teorem verilebilir

Teorem4.4. a, B:1 — E° egrileri ayni yay parametresine sahip birim hizl egriler olsun.

(B), (a) egrisinin bir ardil egrisi olmak tizere () egrisinin Frenet vektorleri {N, é,f}
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Frenet tgliisiine & spinoru ve (f) ardil egrisinin {él,'rl, Nl} Frenet tigliisiine ¢ spinoru

karsilik gelsin. Bu durumda bu spinorlar arasinda

9
) (4.14)

iligkisi vardir.

Ispat: (a) egrisinin {N,E,f} Frenet gatisma kargilik gelen spinor & ve (f) ardil

egrisinin {él,'lrl, Nl} Frenet gatisia karsilik gelen spinor ¢ olsun. Bu durumda B ve I§l

binormal vektor alanlari arasindaki a¢1 ¢ olmak {izere Denk. 3.1°den

T, =—cos 9N +sin 9B (4.15)
B, =sin 9N +cos 9B

oldugu biliniyor. O halde, B, +iT, e C* kompleks vektorii

B, +iT, =sin 9N +cos 9B +i(—cos 9)N +isin 9B
=—i(cos $+isin )N + (cos 3 +isin 9)B

olmak tuzere

B, +iT, = —ie” (N +i8) (4.16)

seklinde elde edilir. Diger taraftan Denk. 2.1°de verilen Euler formiilii gz oniine alinirsa

/4

—ie" yerine e "2 yazilabilir. Dolayisiyla bu formiil gz oniine alinarak Denk. 4.1’deki
N+iB=¢'cf ve Denk. 4.3’deki B, +iT, =¢'c¢p esitlikleri Denk. 4.16°da yerine

yazilirsa
gto_g — ei(579)¢to_¢ (4.17)
denklemi bulunur. Burada £'c& ve ¢'og spinor denklemlerinin bilesenlerinin
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Eot=(82-& (& + &), 288,
Bop =88, 1(8 +8). —244,)
oldugu g6z Oniine alinirsa

51 =xe ¢1

& = iei[z_g@

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla

esitligi bulunur. Burada & ve —& ayni N +iB vektoriine karsilik gelirken ¢ ve —¢ ayn1

B, +iT, vektdriine kargilik gelir. Boylece ispat biter.

Simdi Teorem 4.4 geregi asagidaki geometrik yorum verilebilir.

Sonug¢ 4.2. () egrisinin bir ardil egrisi (8) egrisi olmak tiizere {N, é,f} ve {Bl,Tl, Nl}
Frenet catilari, sirasiyla, (o) ve (B) egrilerinin Frenet catilar1 olsun. Ayrica, & ve ¢
spinorlari, sirasiyla, (@) ve (B) egrilerinin bu catilarina karsilik gelsin. Bu durumda B

ve I§l binormal vektor alanlar1 arasindaki ag1 & ise & ve ¢ spinorlar1 arasindaki ag1
79 Vg,
4 2
. 9

. i) .
Denk. 4.14°de verilen &=1e * 2 ¢ denklemine benzer olarak & ve ¢ spinorlari

arasindaki asagidaki sonug agiktir.

Sonug 4.3. £ ve ¢ spinorlar, sirasiyla, («) egrisiile (8) ardil egrisine karsihik gelsin.

O halde, bu spinorlar arasinda
i
§=i%§@+uez¢
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iligkisi vardir.

i(z-2
Ispat: & ve ¢ spinorlar1 icin Denk. 4.14°de verilen e(4 Zj ifadesi goz Oniine alinsin.

i(z-2
e [4 Zj Euler formiiliinde trigonometrik toplam fark formiilleri g6z 6niine alinirsa

(3-2) (ﬂ 9) (ﬂ .9)
e =C0S| ——— |+ISIn| ———
4 2 4 2

N

g .4 . 9 .. 9
=——| COS—+sin—+icos——isin—
2 2 2 2 2

N

=—(1+i)e 2
2
elde edilir. Dolayisiyla Denk. 4.14’de son denklem g6z Oniine alinirsa

_i8
& :ig(lﬂ)e 20
bulunur. Béylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.5. B:1 — E° egrisi a1 — E° egrisinin bir ardil egrisi olmak tizere & ve ¢
spinorlari, swrasiyla, (@) ve (B) egrilerine karsilik gelsin. Bu durumda & ve ¢

spinorlarmin esleri arasinda

¢3=ie(“ 2)5 (4.18)
iliskisi vardir.

Ispat: & ve ¢ spinorlary, sirasiyla, (@) egrisive (f) ardil egrisine karsilik gelsin. Ayrica

& ve ¢ spinorlarinin esleri, sirasiyla, cf ve ¢? olsun. Bu durumda Denk. 4.14’tin her iki

tarafinin esi alinirsa
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elde edilir. Burada Onerme 3.1°den (A¢+ ,uf)A = 1d+ & oldugu goz dniine alinirsa son

denklemden

i(Z-2) o

E=te 424

9 7 8
2 42

denklemi elde edilir. Ayrica, burada ei(r ) =eil(ﬁi) oldugu dikkate alinirsa & ve ¢

spinorlariin esleri arasindaki iliski

~

é= iei(“ Zjé
olarak elde edilir. Boylece ispat biter.
Teorem 4.5°den, & ve ¢ spinorlariin esleri i¢cin asagidaki geometrik yorum verilebilir.

Sonug 4.4. £ ve ¢ spinorlari, sirasiyla, («) egrisi ve () egrisinin ardil egrisi olan (f3)

egrisine karsilik gelsin. Bu durumda ¢ spinoru & spinoruna (%—gj ac1 ile donerken

¢f spinoru f spinoruna ayni agi ile ters yonde bir ddnme yapar.
Simdi £ ve ¢ spinorlarmin tiirevleri ile ilgili baz1 teoremler asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 4.6. «, B:1 — E° egrileriayn1 se | yay parametresine sahip birim hizli egriler

olmak tizere (), (@) egrisinin bir ardil egrisi olsun. Bu durumda & ve ¢ spinorlari,

: d .
sirasiyla, () ve (B) egrilerine karsilik gelmek iizere d—f spinoru

seklinde yazilabilir. Burada «, (@) egrisinin egriligidir.

Ispat: ¢ spinoru (B) ardil egrisinin {él,Tj, Nl} tigliisiine karsilik gelmek tizere Denk.

4.4°den
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oldugu biliniyor. Ayrica Denk. 3.2’den () ve (f) egrilerinin egrilik ve burulmalari
arasindaki iligkiden &, =xc0s$ ve 7, =xsSin$ oldugu goéz Oniine alinirsa son

denklemden

d¢ _ xsind—ixcosd »

ds 2 ¢
_j . (4.19)
%zﬁ(cosgﬂsing)gﬁ
ds 2
d¢ _ -k s
ds 2 ° ¢

oldugu kolayca goriiliir. Diger taraftan Denk. 4.14, Denk. 4.19°da yerine yazilir ve

T

. i) ...
g =g 2 esitligi kullanilirsa

bulunur. Boylece ispat biter.

Teorem 4.7. £ ve ¢ spinorlary, sirastyla, (@) egrisiile (f) ardil egrisine karsilik gelsin.

de

Bu durumda, & spinorunun T

tiirevi ¢ spinoru cinsinden

!

seklinde yazilir. Burada a9 =9 =1, (@) egrisinin burulmasidir.

ds
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Ispat: & spinoru (a) egrisinin {N,g,f} Frenet catisina karsilik gelmek {izere Denk.

3.15’den

L rire )

oldugu biliniyor. Bu denklemde Denk. 4.14 ve 4.18 g6z Oniine alinirsa

ds_ il[—ire{z_i)qé - Ze(%gj %j
ds 2 ds

ve

d—f = +ei(%_gj (_7” o+ i—fj

bulunur. Son olarak Denk. 3.4°’de 7 =9 = i—f oldugu g6z 6niine alinirsa
(m 8 1]
ac _ ie'[?}] (d_¢ i j
ds ds 2

bulunur. Boylece ispat biter.

4.2. Ardil Egrilerin Helis Egrisi Olmasi Durumunda Spinor Gosterimi

Bu boliimde, E? ii¢ boyutlu Oklid Uzayinda alman birim hizli bir (er) egrisinin (8) ardil
egrisi helis egrisi olmasi durumu incelenmistir. Bu durumda (f) ardil helis egrisinin

spinor gosterimi i¢in asagidaki teorem ve sonuglar verilebilir.

Teorem 4.8. («) egrisinin () ardil egrisi {'I?l, Nl,gl,Kl,rl} ardil sistemine sahip olsun.
Ayrica, (f) ardil egrisinin {El,fl, Nl} catisina bir ¢ spinoru karsilik gelsin. Bu durumda

(B) ardil egrisi helis egrisidir gerek ve yeter sart U sabit vektoriiniin spinor denklemi
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Gl ¢t0¢+e_i( 2)¢3ta¢3 (4.20)

seklindedir. Oyle ki, @ =arccos <ﬂ,U> sabit acisidir.

Ispat: (=): () egrisinin bir ardil egrisi (), helis egrisi olsun. Bu durumda, Tanim 3.2
geregi () ardil egrisinin T, teget vektorii sabit bir U vektorii ile sabit & agis1 yapar.

Dolayisiyla, Denk. 3.8°den
U =cosdT, —sin 9B,

yazilabilir. Buradan Denk. 4.6 geregi

y
L1 A
B, = (#op—'op)
oldugundan U vektorii
U= %[(—i cos 0 +5in 0)¢'cp+(~icosd—sin 0)(/3%;(/3]

olur ve bu denklem diizenlenirse

g =_12|:ei9¢t6¢+e—i9¢?t0¢’i|

T

seklinde elde edilir. Ayrica, —€" = e ? oldugu dikkate almirsa

V4

- i(0-" | N
U _L e 2)¢ta¢+e ( 2)¢t0¢

bulunur.
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(<) : (a) egrisinin bir ardil egrisi () ’ya bir ¢ spinoru karsilik gelsin. Ayrica, U sabit

bir vektor olmak tizere

olarak g6z oniine alinsin. burada @ =sabitdir. Bu durumda, T, = _?i(¢‘a¢+¢?‘ao‘) olmak
lizere <'I:l,lj> hesaplanirsa
(e (42 -)+ e (-8 +87)) (47 - 47+ &7 - 8) |

== (67 (47 + 8 )+e (B2 +8)) (47 + 67+ 87 +8))
+(-20, + 4 ) (-2 00, + 2674,

olmak tizere

<'|:1,L]>:%(|¢1|2+|¢2|2)(ei6+eig)
:cose(|¢l|2+|¢2|2)

esitligi elde edilir. Burada ¢ spinoru {B,,T,, N, ! Frenet birim vektérlerine karsilik geldigi
1 1

icin ¢'¢ =1 olup |¢l|2 +|¢2|2 =1 dir. Dolayisiyla
<'IiU> =cosd

dir. Dolayisiyla, () ardil egrisinin T, teget vektorii sabit bir U vektorii ile sabit ag1

yaptigindan (3) ardil egrisi bir helis egrisidir. Boylece ispat tamamlanr.

Simdi Teorem 4.8°den U sabit vektorii i¢in asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.5 («) egrisinin () ardil egrisi helis egrisi olsun. O halde (o) egrisine karsilik

gelen spinor & olmak iizere U vektdriiniin spinor denklemi
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g= %[_ei(ew) tO_§+e—i(€+9) Ato_é] (4.21)

seklinde yazilabilir.

Ispat: (&) egrisinin () ardil egrisi bir helis egrisi olmak iizere <'I:1,U> = C0s 6 =sabit

olacak sekilde sabit @ agis1 vardir. Denk. 4.20°den

U- %(eiw%‘ame“‘g‘z)é‘“g}

ve Denk. 4.17’den

pop=cl et

olmak iizere her iki tarafin eslenigi alinirsa
2t 7 4(97%] gt _¢
pop=e e
oldugu biliniyor. Dolayisiyla, U vektorii
U= %[ei(9+9ﬂ)§tgg+ei(ﬂ(0+9))§"to_é':i|

seklinde yazilabilir. Ayrica,

0+9-1) i(0+9)

el —

i(z—(6+9)) e—i(0+8)

e

oldugundan

7 1 019wt “i(0+9) pt__¢
U —E[—e fog+e' o]
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bulunur. Burada, Teorem 3.4 geregi (f) ardil helis egrisidir gerek ve yeter sart ()

diizlemsel egridir. Dolayistyla 7=0=9 =0 olup 8 ve 9 sabit agilardir.

o~
»
el

Sekil 4.1. 9 ve 9 acilari
Ayrica @ ve 9 sabit agilar1 igin Sekil 4.1 ¢izilebilir. Boylece ispat biter.

Simdi Denk. 3.15°de verilen

> (-ire +x)

4¢
ds
denklemi g6z Oniine alinsin. Burada, (f) ardil egrisinin bir helis egrisi oldugu goéz oniine

almirsa (a) egrisi diizlemsel olup 7 =0 dir. O halde, agik¢a asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.6. (f), («) egrisinin bir ardil egrisi helis egrisi olmak iizere («) egrisine bir &

de

spinoru karsilik gelsin. Bu durumda Y spinoru igin
S

LY (4.22)

d¢é
ds

N | X

esitligi yazilabilir.

Sonug 4.7. (&) egrisinin bir ardil egrisi (f) ve () ardil egrisi helis egrisi olmak iizere

¢ spinoru (f) ardil egrisine karsilik gelsin. Bu durumda,
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d¢ 7 -0 7
L —-——2 ¢
ds 2cos@ ¢ (4.23)

spinor esitligi vardir.
Ispat: (@) egrisinin bir ardil egrisi () ve () ardil egrisi helis egrisi olsun. Bu

durumda, Denk. 3.8 geregi X _ tan @ = sabit olur. Dolayisiyla,
2}

K, = tan 6z, (4.24)
yazilabilir. O halde Denk. 4.24, Denk. 4.4’de yerine yazilirsa

d_¢_r1—itan6?rl¢§
ds 2
_ﬁ(l_isiné?j&

2 cosd

- (cosO—-isin6)¢

~ 2c0sé
oldugundan
d_¢ —_f g0 {1;
ds 2cos@

bulunur. Boylece ispat biter.

Sonug 4.8. («) egrisiile () ardil egrisinin spinor karsiliklari, sirasiyla, £ ve ¢ olsun.

Bu durumda, (3) bir helis egrisi olmak iizere C(ii_é ve c;—¢ spinorlar1 arasinda
S S
d¢ _ iwei{%_g_gj das
ds cos@ ds

iligkisi vardir.

Ispat: (a) egrisiile (a) egrisinin () ardil egrisine, sirasiyla, & ve ¢ spinorlari karsilik

gelsin. Bu durumda, Denk. 4.23 g6z Oniine alnirsa
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% _ 7 -io {Z gjé
ds 2cosd

Ve 7, = x'sin$ oldugundan
dg_, sing {557)dg
ds cosd@ ds

olur. Bdylece ispat tamamlanir.

Ornek 4.1. a:1 = E® birim hizli egrisi a(s) = ( oSS, —=sins, j olarak goz

FoS

oniine almsm. O halde, Denk. 2.5 kullanilirsa birim hizl1 («) egrisinin {f, N, I§} Frenet

vektorleri

T(s) = %(—ZSin s,2¢c0s5,1)
N(s) = (—coss,—sin s, 0) (4.25)
B(s) = i(sin $,—C0s5,2)

N3

seklinde bulunur. Ayrica Denk. 2.3 g6z 6niine alinarak gerekli islemler yapildiginda (@)

egrisinin kK ve r Frenet egrilikleri

(4.26)

olarak elde edilir.

Simdi (a) egrisinin {N, E,f} Frenet tigliisiine bir £ spinoru karsilik gelsin. Bu durumda
Denk. 3.13 ve Denk. 4.25 g6z oniine alinarak gerekli islemler yapildiginda & spinorunun

&, &, bilesenleri
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J5+1, =

ie 2

G=4%

2.5 (4.27)
S =% \/g_lei
25
de . L , dée 1, . .
olarak bulunur. Son olarak N ifadesi i¢in Denk. 3.15’den E:E(—|r§+z<§)

esitliginde Denk. 4.26°da bulunan x ve 7 degerleri yerine yazilirsa
da& 1 . s
9 _ % (hig+2
&2 \/g( &+2¢)
esitligi elde edilir.
$imdi birim hizli (o) egrisinin ardil egrisi (8) egrisi olsun. O halde, ardil egriler tanimi
geregi («) egrisinin Frenet catisi {f,N,E}, (B) egrisinin Frenet catisi {'ﬁ,Nl,él}

olmak iizere aralarmda T = N, iliskisi vardir. O halde (/) egrisinin N, normal vektor

alani

N, = i(—Zsin s,2c0s5s,1)

N3

olarak yazilir. Ayrica Denk. 3.1°den

T, =—cos 9N +sin 9B
B, =sin 9N +cos 9B

dir. Burada 7 =9 = 49 _1 oldugundan
ds 5
1
J=—=s+¢C
J5

bulunur. O halde 9, Denk. 3.1°de yerine yazilirsa
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U1

COS(—E—S+C]COSS+—l—ﬁn(—l- jﬂns
5

J5
cos(is+c]5in S —isin (i
NG 5 5

!

JCOSS

=

5
—S+C

2 .

ﬁs'”(ﬁ

—sin(is+cjcoss+ L cos(i ]sms
J5 N3 5

—sin(is+cj5ins ! cos(i jcoss
J5 5

5
%cos(%wcj

!

=

olarak elde edilir. Ayrica, Denk. 3.2 gbz oniine alindiginda «, =xc0s$ ve 7, =xsing

oldugundan () egrisinin Frenet egrilikleri

2 1
K —ECOS(ES'FC] (428)

olarak bulunur.

Simdi (B) ardil egrisine karsilik gelen spinor ¢ olsun. Denklem 4.14 ve 4.27 g6z Gniine

alinirsa ¢ spinoru

s+c ’dir. Sonolarak Denk. 4.4 ve Denk. 4.28 g6z Oniine

eklinde bulunur. Burada 9 =
’ J5

alinirsa () ardil egrisinin Frenet denklemleri tek bir spinor formiilii sayesinde
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a9 __1 sin(is+cJ—2icos(is+C] é
ds 2450 (5 5
olarak bulunur.

Ornek 4.2. a:1 — E° seklindeki verilen birim hizh (&) egrisinin bir ardil egrisi

olacak sekilde helis egrisi olarak goz Oniine alinsin. Bu

[C"SI Nt fj

durumda (o) egrisinin Frenet sistemi {f,N,E,K,f}, (B) egrisinin ardil sistemi
{f N,, él,Kl,Tl} olmak iizere; () ardil helis egrisinin Frenet vektdrleri Denk. 2.5 goz

Onune almarak

T, :i(—sini C0S —— 1)
CEC T
leﬂ—cos%,—sin%,oj (4.29)
L1

I(S'nf T j

olarak bulunur. Ayrica Denk. 2.3 g6z Oniine alinarak gerekli islemler yapildiginda (£)

ardil helis egrisinin &, 7, Frenet egrilikleri

"
) (4.30)
1
2

- T : .
olarak elde edilir. Gergekten de — =1=sabit oldugundan (/) egrisi bir helistir. Burada
Kl

T,
-+ =cotd=1 oldugundan 0=""alnabilir. Ayrica, Teorem 3.4 geregi («) egrisinin
Kl

burulmasi
(4.31)
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dir. Ek olarak, Denk. 3.2°de verilen x, =xcos$ esitliginde Denk. 4.30 ve Denk. 4.31

yerine yazilirsa

olarak bulunur. Simdi () ardil egrisine karsilik gelen spinor ¢ olsun. Denklem 4.13 ve

4.29 g6z Oniine alinirsa ¢ spinorunun @ ve @, bilesenleri

1+i s
¢ == e 22
V242

1+i i
=+ [——e2V?
¢, N

olarak elde edilir. Ardil egriler tammidan T = N, oldugundan (c) egrisinin teget vektor

alani

oo

seklinde bulunur. (er) egrisi birim hizli bir egri oldugundan T = /(s) esitligi vardir. O

halde («) egrisi

(5) =2 s o5 3.1

olarak alinabilir. Denk. 2.5 g6z Oniine alinarak (¢) egrisinin normal vektor alani ve

binormal vektor alani ise

N = (sm S OJ
2 2

B=(0,0,1)

olarak elde edilir.
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i, (a) egrisinin {N,E,f} Frenet igliisiine bir & spinoru karsilik gelsin.

- = . S S .
N +iB =| sin—,—cos—,i | oldugundan Denk. 3.13 g6z Oniine alinarak gerekli
[ V2 J2 j

islemler yapildiginda
£y L lia)
2
& = iizel[fﬁ]

olarak bulunur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde ii¢ boyutlu Oklid uzaymda ardil egrilerin spinor gosterimi incelenmistir. Bunun
icin dncelikle ii¢ boyutlu Oklid uzayinda ardil egriler tanitilmistir. Daha sonra spinorlar
ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir ve iic boyutlu Oklid uzaymnda verilen bir
egrinin spinor formiilasyonu incelenmistir. Bu temel bilgilerden yola ¢ikilarak {i¢ boyutlu
Oklid uzayinda verilen birim hizli bir egri ile bu egrinin ardil egrisine spinorlar karsilik
getirilerek ardil egrilerin spinor formiilii elde edilmistir. Ayrica ardil egrilere karsilik
gelen spinorlar arasindaki iligkiler teoremlerle ifade edilmistir. Ek olarak bazi geometrik
yorumlar verilmistir. Daha sonra, ardil egrilerin helis olmasi géz oOniine alinarak bu

durumda spinor denklemleri elde edilmistir. Son olarak 2 tane 6rnek verilmistir.

Bu tez calismasindan yola c¢ikilarak Minkowski uzaymnda ardil egrilerin spinor

gosterimleri incelenebilir.
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