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OZET

OKLID UZAYINDA BENZER FRENET EGRILERI

Bu calisma yedi boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; bazi temel tanimlar ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde; Bir egrinin ortogonal (dik) ¢atis1 incelendi.

Ucgiincii boliimde; Kendine benzer Frenet egrilerin varlik ve teklik teoremleri incelendi.
Dordiincii boliimde; Kendine benzer Frenet egrilerin odak(focal) egrisi incelendi.
Besinci boliimde; ¢ift boyutlu Oklid uzayinda kendine benzer Frenet egrileri incelendi.

Altinc1 boliim ¢alismanin orijinal kismi olup bu boliimde Kendine benzer Frenet egrileri ile
ilgili sonuglar verildi.

Yedinci boliimde bulunan sonuglar yorumlIndi.

Anahtar Kelimeler: Frenet egrileri, kendine benzer Frenet egrileri,



SUMMARY
SIMILAR FRENET CURVES IN EUCLIDEAN SPACES
This thesis consists of seven chapters.
In the first chapter; some fundemental definitions and theorems are given.
In the second chapter; An orthogonal n-frame of a curve is examined.

In the third chapter; the uniqueness and existence teories of similar frenet curves are
examined.

In the Fourt chapter; the focal curve of similar frenet curves is examined.

In the fifth chapter; the self-similar curves in the even-dimensional Euclidean spaces are
examined.

The sixth section is part of the orijinal study on the results in this section were self-similar
Frenet curves.

In the seventh; interpreted the results.

Keywords.Frenet curves, self similar Frenet curves.
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1.GIRIS
Diferansiyel geometrinin belki de en ilging ve onu iyi temsil eden calisma alani
egriler teorisidir. Egrilerin yerel 6zelliklerinin incelenmesi farkli ve 6nemli sonuclar verir.

Bu teorinin lineer ve nonlineer diferensiyel denklemler ve fizikte ¢ok farkli uygulamalar

vardir.

Egriler teorisinin en fazla kullanilan ve dogal yapisini temsil eden konularinin
basinda ise Frenet denklemleri gelmektedir. Bu denklemler geometride oldukca elit bir
statlide olup bir¢ok fakli alanda kullanim yerine sahiptir. Bu formiiller ilk 6nce 1852
yilinda Frenet tarafindan bulunmus ve yaymlanmistir. Ondan habersiz olarak Serret, 1851
yilinda ayni1 formiilleri hesaplamistir. Bundan dolay1 bu formiillere bugiin her ikisinin ad1

verilerek Frenet-Serret formiileri olarak adlandirilir.

IR" deki herhangi Frenet egrisi ile baglantili olan dikkate deger iki egri vardir. Bu
egrilerin ilki; kiiresel teget gostergesidir. Bir Frenet egrisinin kiiresel teget gdstergesinin
yay uzunlugu yardimiyla, bu Frenet egrisinin yeni parametrizosyonu, egrinin 6zelliklerinin

incelenmesinde kullanilir. Bu yeni parametrizasyonun uygulamalart 9,10 ve 7 de

verilmistir.

IR®  de bir egri igin lg degismezleri ilk olarak 1 de E.Cartan tarafindan

tartisildi JR*> ve IR’deki egrilerde lz nin hesaplanmasi i¢in farkli formiiller 3 ve 4

de verildi.

Sifirdan farkli Oklidyen egrilikleri ve bir Frenet egrisiyle yakindan iligkili olan
ikinci egri, oskiilator hiper diizlemlerin merkezlerini olusturdugu “focal(odak) egriler“dir.
Odak egriler kullandiktan sonra, R. Uribe Vargas, bir Frenet egrisinin odak egrilikleri

kavramimna giris yapti ve odak egrilikleri ve onlarin ilk tiirevleri yardimiyla Oklid

egriliklerinin bir temsilini verdi. 12

IR" de kendine benzer egrilerle ilgili detayli kavramlar 2009 yilinda Radostina P.

Encheva ve Georgi H. Georgiev tarafindan ayrintili olarak incelendi.



2. BIRINCi BOLUM
2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1.1

V, sonlu boyutlu bir reel vektor uzayi olsun. Bir

Y:.VxV—>R
fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglarsa ¥ ye V iistiinde bir i¢ ¢arpim denir.
(i) ¥ bilineer formdur :

Va ,a,eRveV x,,%,,y,y,,x,y€V i¢in

Y(ax, +a,x,,y)=a'¥(x,y)+a,¥(x,,y),
Y(x,ay +a,y,)=a\¥(x,y)+a,¥(x,y,)

(ii) ¥ simetrik formdur :
Y(x,y)=¥(y,x) . Vx,yeV
(iii) ¥ pozitif tanimhidir :

Y(x,x)=0 , VxeV,
Y(x,x)=0=x=0

[15]

Tanim 2.1.2
I, R de agik bir kiime olmak iizere : I — R" doniisiimii C” siifindan ise « bir

egridir denir. [16]

Tanim 2.1.3

Normu 1 olan vektore bir birim vektor denir. 13



Tamm 2.1.4
u ve v gibi iki vektorden biri digerinin bir skaler ile ¢arpimina esit ise bu iki

vektore lineer bagimlidirlar denir; aksi halde bu iki vektore lineer bagimsizdir denir.

Geometrik bir ifade gerekirse u = AE, olmak lizere u ve v vektorleri nin lineer

bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart A, E, ve E, noktalarinin kolineer (ayni bir dogru

tizerinde)olmasidir. 13

Tamm 2.1.5
E" , n-boyutlu Oklid uzayinda , (n-1)-boyutlu bir yiizey genellikle
hiper yiizey olarak adlandirilir. 14

Tanim 2.1.6

M cE" egrisi (L, ) koordinat ~ komsulugu ile  verilsin.  Bu
durumday = o, ,...,a"”

sistemi lineer bagimsiz ve V a'*, k> rigin a™ eSp{wy } olmak
tizere y den elde edilen V,,V, ...,V ortonormal sistemine , M egrisinin Serret-Frenet r-
ayakli alan1 ve meM i¢in V,(m) ,V,(m) ,..,V.(m) ye ise meM noktasindaki Serret-

Frenet r-ayaklis1 denir.

Herbir V., 1<i<r ye Serret-Frenet vektorii adi verilir. [14].

. toRy
|
T

Sekil 2.1 R’ de Frenet 3 ayaklisi



Tanim 2.1.7.

M egrisi (I,a ) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger Vsel icin

parametresine yay parametresi adi verilir. [14].

a’(s)” =1 ise M egrisi (I, ) ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda egrinin sl

Tamm 2.1.8.

M ,NcCE" egrileri sirasiyla (I,a ), (I, ) koordinat komsuluklar ile verilsin.
sel yakarsilik gelen o (s)eM , B (s)e N noktalarinda M ve N nin Frenet r-ayaklilart
sirastyla V,(s),...,V.(s) , V(5),...., V' (s) olarak verildiginde Vsel igin V,(s),V, (s)

lineer bagimli ise, (M, N) egri 2-lisine bir Bertrand egri ¢ifti denir . [15].

M
V,(s) VTX

x(s5) & e

>N f -

Sekil 2.2 Berdrand egri ¢ifti

Tamm 2.1.9.
M ,NcE" ikiegriolsun. M, N sirastyla (I ,a0 ) , (I, ) koordinat
komsuluklar1 verilsin. o (s) ve B (s) noktalarinda M, N nin Frenet r-ayaklilar sirasiyla,

Vi(5),...,V.(s) ve V/(s),....,V (s) olmak iizere

Vi)V, () =0



ise, N ye M nin involiitii, M ye de N nin evoliitii denir. [15].

~
ar (s) ¥ (5)
v B(s)
{ nimn
M evoliitii
¥z (5) T F1v(s)
M nin involii
Sekil 2.3 involiit Evoliit
Tanim 2.1.10.

o :1— R’ birim hizli egrisine «(s,) noktasinda ikinci basamaktan degen
Y:J—>R"

cemberine, & egrisinin « s, noktasindaki egrilik cemberi denir. [16]

oskillatir

" yiizey

Sekil 2.4 Egrilik cemberi



Tanimm 2.1.11.
a :1— R’egrisinin birim hizli olmadigin1 varsayalim.
« nin yay uzunlugu fonksiyonu f olsun. A= f' olmak iizere ccoh egrisinin birim hizli
oldugunu biliyoruz.
aoh = f diyelim. f 1 =J olmak iizere s € J i¢in
Ps=ahs =at
dir .Birim hizl1 #:J — R’ egrisinin # s noktasindaki egrilik kiiresine, o egrisinin ¢

noktasindaki egrilik kiiresi denir. [16]

Tanim 2.1.12.

f,R" uzayindan R ye giden bir fonksiyon olsun. f siirekli ise “ f fonksiyonuna,
C’smifindan bir fonksiyondur,’denir. R"den R ye giden C° smifindan biitiin

fonksiyonlarin kiimesi C° R",R bigiminde gosterilir.

R" nin her noktasinda f fonksiyonunun kismi tiirevleri varsa ve bu tiirevler
siirekli fonksiyonlar ise “ f fonksiyonuC' sinifindandir,” denir.

f fonksiyonunun R"nin her bir noktasinda k inc1 basamaktan kismi tiirevleri varsa
ve bu tiirevler siirekli fonksiyonlar ise “ f fonksiyonu C*smifindandir”. denir. R" den

R ye giden C* sinifindan biitiin fonksiyonlarin kiimesi C* R",R biciminde gosterilir.

R"nm her bir p noktasinda f fonksiyonunun her basamaktan kismi tiirevleri

varsa “ f fonksiyonu C” sinifindandir veya diizgiin(piiriizsiiz)fonksiyondur,”denir.

[16].

Tanim 2.1.13.

a:1— R’bir egri olsun. Jagik bir aralk olmak iizere, bir

« egrisinin h ile yeniden parametrelendirilmisi denir. [16].

6



Tanim 2.1.14

Eger X #0 ve Y #0 iken <X Y >= 0 ise bu iki vektore birbirine ortogonaldirler

denir. Sifirdan farkli vektorlerin bir S climlesinde herhangi iki vektor birbirine dikse bu
S ciimlesine ortoganaldir denir.S ortogonal iken S deki her bir vektor birer birim vektor

ise S ye ortanormal denir. [13]

Tanim 2.1.15

V bir reel vektor uzayi ve V nin bir baz1 V,,...,V, olmakiizere V den secilen

1o,

n

n-tane g, =2a;y , 1<i<n ,vektdri igin bir ® e A"(v) alterne n-tensoriiniin

degerini

@ Py P, :det[ay}go Vi,...,V,

olarak hesaplanir.

Bu son ifadeye gore sifirdan farkli bir @ € A"(v) n-formu V nin bazlarini iki ayrik

gruba ayrir, bunlar, @ V,,...,V >0 ve o V,,..,V, <0 olan bazlardir.
Eger v,,...,v, ve u,,..,u, ikifarklibaziseler bir

A= [ai j] € IR! matrisi bu iki baz arasinda bir lineer doniistimii

n
ui=2a[jvj, 1<i<n,

j=1

olarak belirtir.

Eger detA>0 veya detA<O ise bu iki baz ayni gruptandir denir. Bu kriter

@ mn A" (v) deki secilisinden bagimsiz olarak V nin bazlarim1 ayrik iki gruba ayirmak
icin uygulanabilir. Bu gruplardan her birine V vektor uzayi i¢in bir yonlendirme

(orientasyon) ad1 verilir.  [17]



Tanim 2.1.16

M egrisi (I ,a) koordinat komsulugu ile verilsin. s €I ya karsilik gelen ,
o s) noktasindaki Frenet r- ayaklist  V,(s),V,(s),....,V.(s) olsun.

Buna gore
k.:1—>R , 1<i<r,

sk () = (V/(9),V,,(s))
seklinde tanimli &, fonksiyonuna M egrisinin i- yinci egrilik fonksiyonu ve s e/ igin

k, (s) reel sayisina da o s) noktasinda M nin i- yinci egriligi denir. [15].

Tanim 2.1.17

M c E" egrisi I, koordinat komsulugu ile verilsin.
Vsel igin @ s hiz vektori, bir U sabit vektori ile sabit a¢1 teskil ediyorsa, M ye bir
egilim cizgisi ve Sp U yada , M egilim ¢izgisinin egilim ekseni denir.

M c E" egrisi I, koordinat komsulugu ile verilsin.

V s € I ya karsilik gelen ou( s)e M noktasinda M nin 1. ve 2. egrilikleri k, s vek, s ise,

H:I—>IR

k, s
k, s

s—>H s =

seklinde taniml1 H fonksiyonuna, M nin s noktasindaki 1-inci harmonik egriligi denir. [14].

Tanim2.1.18
R® uzaymdaki birim hizli «: 1 — R egrisi igin

kil >R,k s =|

T s ”
fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k& s sayisina o egrisinin
o s noktasindaki egriligi denir.

R® uzaymndaki birim hizli olmayan «:1 — R egrisinin egrilik fonksiyonu



o o]

ks =——F
e

dir. 16

Tanim 2.1.19

R’ uzayindaki birim hizli «:1 — R egrisinin frenet vektdr alanlar1 T,N,B olmak

lizere,

7:l >R, T s :—<B’ s ,N s>
fonksiyonuna «egrisinin burulma fonksiyonu denir.z s sayisina o egrisinin
a s noktasindaki burulmasi denir.

R® uzaymdaki birim hizli olmayan «:1 — R egrisinin burulma fonksiyonu ise

(a'xa’,a™)
., a2

||a’>< o’

dir. 16

Tanim 2.1.20

Bir Az[ay] reel matrisinde —A=A"ise, A matrisine antisimetrik matris

denir. 13

Tanim 2.1.21

Bir A:[a,.j} matrisinde A= A"ise,yani a; =a, ise, A matrisine simetrik’tir

denir. 13

Tanim 2.1.22

A" = A" ise A matrisine ortogonaldir denir. 13



Tamm 2.1.23
a ve b gergel parametreler, e ise Euler sayisi iken Kutupsal koordinat sisteminde
r = a.ebg

seklinde gosterilen egriye logaritmik spiral denir.

Kartezyen koordinat sisteminde ayni egri, su parametrik denklem ciftiyle ifade

edilir:

x(t) = a.e” cos(t)

y(t) = a.e” sin(z)

Sekil 2.5 Logaritmik spiral 18

10
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Teorem 2.1.1 (Egriler i¢cin Varlik ve Teklik Teoremi)

s bir reel degisken olmak tlizere x = x(s), 7 =7(s) herhangi iki siirekli fonksiyon
olsun. Uzaydaki konumu diginda, x(s) yi egrilik 7(s) yi burulma ve s yi de egri boyunca
bir dogal parametre olarak kabul eden bir ve yalniz bir uzay egrisi vardir.

ispat :

Genel olarak Frenet denklemlerinin ¢oziimleri integrasyonla elde edilemez.
Bununla birlikte egrinin bir diizlem egri, yani 7=0 olmasi durumunda, Frenet

denklemlerinin integrasyonu miimkiindiir.

C bir diizlem egri olsun. Asagidaki sekilde goriildiigii gibi C egrisinin herhangi bir

noktasindaki 7 teget birim vektorii ile x, ekseni arasindaki agiy1 ¢ gosterelim.

Ay

Sekil 2.6 Teget birim vektorii ile x, ekseni arasindaki ag1

f = (cosgp)eé, + (sin p)é, (2.1)
i, t ye dik oldugundan

n = (—sin g)e, + (cosg)e, (2.2)
yazilabilir.

11



r

d - . , o - -
=7 ((cosp)e +(sinp)e,) = ¢ (—sinp)e, +cos(p)e, =pn

n= di ((—sing)é, +cosp)e,) = ' (—cosp)é, —(sinp)e, =—@'t
s

i

7 =0 oldugundan Frenet Denklemleri 7 = k7,7’ = —xt ye indirgenir. Boylece
@ =K veya ¢ = Izcds+ c, (2.3)

bulunur. Bu sekilde ¢ belirlendikten sonra (2.1) esitliginden
%= [fds+¢, = [feosp()é, +(sin §(5))é, ds+¢, (2.4)

elde edilir. (2.3) teki integrasyon sabiti, ¢ nin c¢ kadar 6telenmesi, yani egrinin orjin
etrafinda dondiiriilmesi, (2.4) teki integrasyon sabiti ise egrinin ¢, kadar otelenmesi
demektir. Eger biitiin s ler i¢in x # 0 ise biitlin s ler i¢in ¢'# 0 ve bunun sonucu olarak

¢ =¢(s) bir diizgin parametre degistirme fonksiyonudur. Buradan s=s(4) ve

ds = 5—;d¢ oldugu goz oniine alinirsa (2.4) ten

= [leosg)é, + (sin $)e, :§d

Jdp+C, = j%@ fcos ¢)2, + (sin p)2, dp+7c,

bulunur. 19 ve 20

Teorem 2.1.2

Bir egri dogal parametrenin fonksiyonu olarak egrilik ve burulmasi ile tek tiirlii

olarak belirlidir.

Ispat:

Her dogal parametre s i¢in x(s) =" (s) vez(s)=17"(s) olsun.

12



=t +(xn)t =k i +nr’)

di(ﬁﬁ*) it +iA =kt b))+ (—kT +1h) i
S

=~k (it +1i" )+ (b +bii")
+b' b =b.(~T )+ (~rii)b" = —1(bdi" +iib")
ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

d —
@i it +bb)=0
ds( )

elde edilir . Buradan, integral alarak,
{1*+iii* +bb*=sabit

bulunur. s = s, noktasinda Q ,ﬁo*,l;()* _ Ugelust ile Q,ﬁo,go _Uglisii ile gakigtirildigindan

s=s, noktasinda 7 =7r", n=n", b=b" ve bdylece

*=bb =1

|
=
I
S
3y

elde edilir. Her s igin 7.7* +7.7i° +b.b"= sabit oldugundan s = s, i¢in ve dolayisiyla her s
i¢in

(1" +ii"+bb"=3
bulunur. Herhangi iki birim vektor u#, u” igin

—1<uu" =cosb <l

dir. Buna gore 7.1+ “+bb’=3 esitliginden 71" =nni" = b" =1, buradanda her s

Sy

i¢in

13



elde edilir, =7 =77 = &

ten X(s) =X (s)+c ve X(s,) =X"(s,) oldugundan ¢ =0
ds ds

ve boylece biitiin s ler i¢in X(s) = Xx"(s) bulunur. Bu ise C ile C" egrilerinin gakismasi

demektir. 19 ve 20

14



3.IKINCi BOLUM
3.1.Bir egrinin ortagonal (dik) catisi

Bu bolimde IR" ’deki Sim'(IR") gurubu agisindan yonlendirilmis ve benzerlik

altinda korunan bir egrinin diferansiyel ve geometrik degismezlerini verecegiz.
F:IR" — IR"
doniisiimii direkt benzerlik olarak adlandirilir ve

F(x)=AAx+b (3.D

seklinde gosterilir. Burada;

x e IR" de keyfi bir nokta,
A, nxn tipinde ortagonal matris,

b, bir 6teleme vektori

A>0, n tek ise

A reel sabiti
A#0, n ¢ift ise

sartin1 saglayan bir katsayidir.

Bir I, c IR arahig iizerinde tamiml ve birim hizli olan
c=c(s):1, > IR"

Frenet egrisini goz Oniine alalim.

e.e,, ..., e vektorleri c¢ egrisinin Frenet hareketli n-gatis1 ve

n'n

sembolii s yay uzunlugu parametresine gore tlirevi gostersin.

Eger n>3 ise ¢, c”,..,c"" lineer bagimsizdir ve i=1,2,...,n-2 igin

c egrisinin Oklid egrilikleri k, >0 ve k,_, #0 dir.
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Eger
ky=k,=0 ([6] veya [8])

alinirsa

c'(s) =¢e,(s)
e =—k e +ke , 1<i<n (3.2)

i i—17i—1 i i+l

Frenet denklemleri tanimlidir.

Kabul edelim ki

1:¢',¢" tiirevleri lineer bagimsiz

2: Egrinin uygun bir yonlendirilmesi mevcut olsun.

Bu taktirde k, >0 olmak lizere n=2 i¢in (3.2) den Frenet denklemleri elde edilir.

(3.1) ile verilen F direkt benzerligi altinda ¢ egrisinin; goriintiisii ¢ = F(c),
yay uzunluk parametresi s = |ﬂ|s ve Oklid egrilikleri E = |/1|ki , (i=12,...,n-1) iken,

bu doniisiim sayesinde
¢ =Foc:1,—>IR"
seklinde yeni bir Frenet egrisi tanimlanir.

sel,, c egrisinin kiiresel teget gostergesi olmak tlizere y(s)=¢/(s) ve o da

y(s) nin yay uzunluk parametresi olsun. Bu durumda c egrisi, o  yardimiyla;

c=c(o):1 - IR" (3.3)

seklinde bir temsile sahip olur ve yeni o parametresi ¢ egrisinin kiiresel yay uzunluk

parametresi olarak adlandirilir.
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Bu durum da

do =kds
ve
4 _14d
do k, ds
oldugu agiktir.
Buradan o €1 i¢in
de_1de_1, G
do k ds k
ve
e, =—kye,+ke,=ke,

— —_
e, =—ke +ke,

'
e, =—k,e,+ke,

! P —
e -1 = kn72en72 +knflen

n

—k

n—-1

e

n-1

'
e =—k e  +k

n-n+l T

veya matris formunda

17



[0 kK O 0.. 0 0 O
-~k 0 k O0..0 O O
0 -k, 0 k.. 0 0 0
d
g(el,ez,...en)T =
00 0 0..k,0Kk,
0 0 0 .0 k0
elde edilir. Diger taraftan
d_14d
do k ds
oldugundan
0 1 0 0 0 0
-1 0 k 0 0 O
kl
0 _k 0 L 0 O
k, k,
d—a(e],ez,...en)T =
0 O 0 ks 0
kl
0O 0 0 O 0 ke
L kl

matrisi elde edilir.

18

(3.5)



(3.3) ile verilen c(o) egrisiigin; o€l olmak ilizere

: (o) : (o) : (o) (3.6)
—e(0),—e,(0),....,—e (o .
k k

Frenet hareketli ortagonal n-catis1 olsun. c¢(c) egrisinin Oklid egrilikleri de

- 1dk d 1
=—— "1 =" log(—
'k do do( g(kl)]

ve
k, . .

k=—, i=234,..,n-1 i¢in (3.7)

fonksiyonlartyla tanimlansin.

Bu taktirde

ya da

olarak yazilabilir.

Frenet hareketli ortagonal n-gatisi kl e (o), kl e (0),..., kl e (o) oldugundan
1 1

19



' 1 ' 1 o 1 N
elj :(] el-l—k—(el) :klel-l—k—.kle2 =k e +e,
1

1

1Y 1 1 - -
kj ez+k—(ez) =klez+k—(—k1 e +kye)=—e +k e, +kye,

1 1

1y 1 ~ ~ o~
kJ e3+k—(e3)’=k1 €3+;(—k2 e,+kye,)=—k,e,+k e, +ke,

1 1

1Y (1Y ~
(e"l] - (] €1t i(en—l)’ =ke, + i(_sz e, ,+k, e,)
k, k

1
== _%n72 €n72 + E €n71 + Enflen
1 1Y 1

! ’ . 1 _ .
[klenJ = [kl] e, + E (e,) =k e,+ ?1 (—k, e, ,)=—kn1e, +ke,

olarak bulunur.

Burada olusan katsayilar matrisi

20



M
I

seklindedir.

k1
-1k
0 —k,
0 O
0O 0

0 0.
k, O .
~l ~3
0O 0
0O o0

0O O
O O
0O O

(3.2), 34) ve (3.5) den yararlanildiginda

d
do

veya

da
do

ya da

I 1

T
1 j 1 d
—e,—e,..,—e, | =—
kl kl kl

1 1
—e,—e

kl l’kl 2

"k ds

—e,,—é¢€ —e
kl l,kl 2’.“’]{1 !

1,

k'

1 Y 1d|—e

ys—e, | =——| k| :
k, k ds| |
1

_en

_kl _

21
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dfi, 1, 1 )1
do\k kT k

olur. Buradan da

veya

ve nihayetinde (3.8) matrisi kullanilirsa
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T T
i le,,lep...,ien -K lel,lez,...,len 3.9)
do\ k  k k, k k k,

elde edilir.

Onerme 3.1.1

(3.3)de verilen c=c(o):1 — IR" Frenetegrisii¢in; o€l olmak lizere

1 1 1
—e(0),—e,(0),...—e (0
kl,()klz() kl()

Frenet hareketli ortagonal n-¢atis1 ve

k=——=—1 ve k= K , (1=2,3,..n-1)
k do k,

fonksiyonlariyla tanimli Oklid egrilikleri tim Sim*(IR") gurubunun benzerlikleri altinda

degismezler.

Ispat:

F:IR" — IR" doniisimiive A pozitif bir reel sayl, A bir doniisiim matrisi,

b bir 6teleme vektori olmak tizere F(x)=AA(x)+b seklinde verilsin.

Bu durumda  Foc bileske doniisimi %ki Oklid egrilikleriyle bir Frenet
egrisidir. Ayrica A(e)),A(e,),..., Ale,) lerde Foc nin Frenet ¢atilar1 ve
F(e)=AA(e)

seklindedir.

O halde bu Frenet catilar1 ve lg,. fonksiyonlar1 degismezdir.

Ayrica n=2m ve A <0 olmasi durumunda da ispat aynidir.

23



Tanim 3.1.1

c=c(o):1 — IR" bir Frenet egrisi olsun. ¢ egrisin de bulunan

fonksiyonlar1 ¢ egrisin Oklid egrilikleri olarak adlandirilir.
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4.UCUNCU BOLUM
4.1. IR" de Direk Benzerlige Gore Tanimlanan Frenet Egriligi

Bu boliimiin amaci, direkt benzerlikler gurubunu kullanarak egrilerin lokal

teorisindeki temel teoremi genisletmektir.

IR" Oklid uzayinda; aym Oklid egrilikleri ve ayn1 modiilde Oklid hareketleriyle iki

Frenet egrisi iyi tanimhidir. 6 ve 8

Afin diferansiyel geometride varlik ve teklik teoremleri 2 ve 11 de

verilmistir.

Teorem 4.1.1 (Teklik Teoremi):

I c IR agik bir aralik
¢ : 1 —>IR"
ve

c,: I —>IR"

olmak tizere ¢, ve ¢, Frenet egrileri aym kiiresel yay uzunluk parametresi o ya
baglanmis olsunlar.

¢, ve ¢, egrilerinin ayni lgi,j degismezlerine sahip oldugunu kabul edelim.

Yani herbir cel ve j=1,2,3,...,n—1 i¢in

k; =k, 4.1)

olsun. Budurumda IR" inbir F direkt benzerligi vardir. Oyle ki; ¢, = Foc, dir.
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ispat:

j=12,..,n—1 olmak lizere Igl.,j Oklidyen egrileri ve i=1,2 iken s,’de c,

egrisinin yay uzunluk parametresini versin.

(4.1) den k,, =k,, ve k, -1 ittiklerinden
’ ’ k, do

1 dk, 1 dk,,

k, do  k,, do

veya

dk, |

A1 dky dk,,
k., k, ds

N
k,, k,, ds

buradan da

kl,l k2,1
elde edilir. Diger taraftan (3.1) de verilen F doniisiimiinden A >0 reel sabiti igin

kl,l - ﬂ“kZ,l

oldugunu gosterir.

Bu durumda Igu :122’1 esitligt j=2,..,n—1 igin

k., =2k,

Lj

yi gerektirir.

Diger taraftan do =k, ds esitliginden

ds, = Ldo
kl,l

ds, = Ldo
k2,l

26



yazilir ve bu durumda

ds, _kyy
ds, ki,
ve
1
ds, = 7 ds,
oldugu agiktir.

A, nxn tipinde bir ortogonal matris olmak tizere;

H:IR" = IR"
1
x—>H x =—Ax
A

ile verilen H benzerligini diislinelim.
Burada
c,=H c,
Frenet egrisi ¢, ile ayn1 Oklid egriliklerine sahip olsun.

Oklid uzayimdaki egri teorisindeki teklik teoremine gore, bir G:IR" —IR" Oklid

hareketi vardir.Oyle ki
G ¢ =c
diir.

Sonug olarak
F:H'0G:IR" —>IR"
bileskesi bir direkt benzerliktir ve
Foc, =c,

dir.
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Simdi direkt benzerligin , C* smifindan olan her (n-1) tane fonksiyonlarin, bazi

sartlar altinda bir Frenet egri uzayi tanimlandigini gésterecegiz.

Teorem 4.1.2 (Varhk Teoremi):

IR ve bu aralikta h,h,..,h_:I —>IR , Cc”  smifindan fonksiyonlar1

verilmis olsun. Kabul edelim ki 4, &, , ... ,h _, fonksiyonlari ayni isarette sahip olsun.

c, €IR" olmak iizere ¢ ,e),..,e" , IR" Oklid uzayinda , ¢, noktasinda

n

ortonormal 7 ¢ati olsun.
Bu durumda ; ¢, merkeziyle benzerligi koruyan bir doniisiime gore;

a :0,€el vardr, 8yleki ¢ o, =¢, ve e/ ,e),...,e da c¢’nin ¢, noktasindaki Frenet

n

n catisidir.

b : Herhangibir c el ve i=2,3,..,n—1 igin lgl o =h o drr.

Sartlarini saglayan, kiiresel yay-uzunluk parametresi ile parametreye baglanmig bir

tek c:1 — IR" Frenet egrisi vardir.

ispat:
Matris degerli, € ¢ = ¢ o ,e, 0 ,...,e, O ! fonksiyonlarini goz oniine
alalim.
0 1 0 . 0 0 0
-1 0 hy o .0 0 0
~h, o 0 0 0 0
Mo = 0 -h, o . 0 0 0
0 0 0 co—h,_,(o) O h,_ (o)
0 0 0 0 -h_(c) O
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seklinde matris tanimlayalim ve e, e, ..., e’ ortogonal gatisina gore olusturulan

ie c =M(o)e o 4.2
do

diferansiyel denklemini ele alalim. Bu birinci dereceden lineer diferansiyel denklemi

¢oziildiikten sonra bir tek & ¢6ziimii elde ederiz. Bu ¢oziim tim o €1 lar i¢in tanimlanir

ve baz1 ¢, €/l ‘lar icin

saglanir.

g6 nn &0 transpoz matrisi icin 4.2 sistemi uygulandiginda ; M o

matrisi anti simetrik oldugundan

T
E o0 &0

nin sabit bir fonksiyon oldugu sonucuna ulagir.

e ,ey,....e) , bir ortonormal n ¢ati oldugu i¢in burada E birim matris olmak

uzere,

T
o, €0, =E

matris esitligi saglanir.Sonug olarak & o matrisi ortogonaldir.

Buda e o ,e, 0 ,.,e, o  vektorlerinin herhangi bir o €/ i¢in IR" de bir

e €

ortonormal n c¢att olusturdugunu gosterir.Kabul edelim ki
c:1 —IR",

ve

,uazjjnhlz'dr

olmak uzere
co-:co_Ee“ e T dr , oel
0

ile verilen bir ylizey egrisi olsun.Bu taktir de
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c o ,bir ¢ 0 ,e, 0 ,.,e, o Frenet n catisive
i=1,23,..,n-1gink, o =h ©

degismezleriyle IR" de bir Frenet egrisidir.
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5.DORDUNCU BOLUM
5.1.S1fir Olmayan Oklidyen Egrilikleriyle Frenet Egrileri:

Kabul edelimki c¢:I— IR" egrisi e, ,e,,...,e, , Frenet n catisi ile tanimlanan

birim hizli bir Frenet egrisi olsun ve ¢ egrisinin yay uzunlugu parametresini s ile

gosterelim.

¢ egrisinin V sl icin k, s OKklid egriliklerinin, sifir olmadigim kabul edelim.

¢ egrisinin oskiilator hiper kiirelerinin merkezlerinin olusturdugu C:I — IR"
egrisine , ¢ egrisinin odak(focal) egrisi denir.

Bu durumda C odak egrisi,

Cs =cs+fise+.+f_ se,

seklinde bir yazilima sahiptir.

Burada f, f,.....f,, ., c¢ egrisinin odak(focal) egrilikleri diye adlandirilan

diizgiin fonksiyonlardir.

Boylece her bir sel i¢in k s #0 oldugundan i=1,2,...,n—1 olmak lizere

lgl. degismezleri de tanimlanir. Yani daha agik bir bi¢im de

ve
k. ,i1=23,...,n-1 5.1
k

yazilabilir.
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ONERME 5.1.1

Kabul edelimki c¢:1 - IR", V sel igin k,(s)#0 olan birim hizli Frenet egrisi

olsun. Bu durumda

lgl :f1,
k.= i L fl+fy fL A fo fL L i=23, 01 52
fia fi
dir.
Ispat:
k (s)#0 oldugundanve 12 den
k f, =1
veya
fi= (5:3)
1 kl .

elde edilir. Buradan da

fl,= k,

sonucuna ulagsilir.

Benzer sekilde Vse I icin k,(s)#0 , i=2,3,...,n—1 oldugundanve 12 den

RV Sy A T

fa 1

yazilir.

Bu esitligin her iki taraf kl ile carpilirsa
1
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koo (flfl' +fofs +ot £ f;IJ

k k fof (5.4)

bulunur.(5.4) de (5.3) ve (5.1) kullanilirsa

. Lflf; + o f) et fio f

k=f — J , i=2.3,..,n-1
i-1Ji

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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6.Besinci Boliim
6.1 Kendine Benzer Frenet Egrileri:

Tanim 6.1.1

c:1 — IR" Frenet egrisi, direkt benzerliklerin bir parametreli bir grubun hareketi

altinda bir yoriinge ise kendine benzerdir denir.

Bu nedenle , IR" de bir Frenet egrisinin kendine benzer olmasi i¢in Frenet

egrisinin biitlin £, ,122 sk egriliklerinin sabit olmasi gerek ve yeterdir.

S|
Tanim 6.1.2

c:1 - IR" kendine benzer egrisi

ky=0,i € 23,..n—1
ve

k#0 , i#l,i

l

sartlarii sagliyorsa IR""' de gdémiilmiistiir(hapsedilmistir) denir.

Sonug 6.1.1

i=2,3,..,n—2 olmak lizere lgl =0, lgl >0 ve Ign_l #( sabit degismezlerle her
bir kendine benzer egriler

k>0, ky=kk >0 ,... .k _, =k _,k>0,k_ =k_k #0

sabit Oklid egrilerine sahiptir.

Bu béliimiin geri kalan kisminda  IR"" de gomiilii olmayan ve kendi kendine

eslenik olmayan [R" de kendine benzer Frenet egrileri verecegiz.

Diger bir ifadeyle,

kK =0 , kK, =0, ... .,k =0 (6.1

1 2 > n-1

sabit degismezlerle Frenet egrilerine 6n hazirlik yapacagiz.
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0 1 0 0 . 0 0 0

-1 0 k O . 0 0 0

0 —k, 0 k. 0 0 0
M=/0 0 -k 0 - 0 0 0

0 0 0 k., -

0 0 0 0. 0 -k, 0 |

Sabit ve ters simetrik matrisini goz oniine alalim.
Bu durumda, simetrik M? matrisi tam olarak

A=A = A [m = [gD gibi 2. dereceden negatif 6z degerlere sahiptir.
M Matrisin normal formu (sekli) 5

n ’nin ¢ift olmast durumunda;

0 4 00 0 0
24 0 00 -0 0

0 0 0 40 0

0 0 -4 0 -0 0
0O 0 0 0 0 4

0 0 0 =4 0

seklindedir.

n’nin tek olmasi durumunda ise sifirlardan olusan bir satir ve bir siitunun

eklenmesiyle ayn1 matrisi sekillendirebiliriz.

Bunun yani sira i # j icin A4 #A; oldugunu 8 in 2.16 sinda geometrik olarak

gosterilmistir.
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6.2 Cift Boyutlu Oklidyen Uzaylarda Kendine Benzer Egriler

Bu béliimde n=2m olmak iizere ¢ift boyutlu Oklidyen uzaylarda kendine benzer

egrileri tammlayacagiz. Ornegin Logaritmik spiral, /R> Oklid uzayinda kendine benzer

bir egridir ve onun lgl sabit degismesi sifirdan farklidir.

Sonuc¢ 6.2.1
Teorem( 4.1.2) ye gore , IR*™ de her bir kendine benzer egri, kendisinin (6.1) de

verilen sabit degismezleri tarafindan belirlenir(tanimlanir).

Teorem 6.2.1

c: I ——>IR™ lgl 0, lgz 20, ..., k,__ #0 sabit Oklid egrilikleriyle kendine

2m—1
benzer bir egri olsun. M> simetrik matrisinin birbirinden farkli —47%, - 4%, ..., -4’

negatif 6z degerleri oldugunu kabul edelim.

Bu durumda

b=\ki+4> ,
’/1 2
0. = A’ o +arccos| —m———
ki+ A’
a,,a,, ...,a, birbirinden farkl sifir olmayan reel sayilar
ve
<€l €l>:1 N i:1, 2,...,m

ozelligine sahip

36



(6.2)

vektorleri yardimiyla kiiresel yay uzunlugu ¢ parametreli olan ¢ egrisinin bir parametrik
gosterimi;

i=1,2,...,m i¢in

m

a i . —a a . —a.
c(o) =| L € .sin@ ,—L €7 .cos b ,...,—= €' .sin@ ,— "7 .cos@ 6.3
b b T "

1 1 m m

seklinde m tane cebirsel quadratik denklem sisteminin bir ¢oziimiidiir.

ispat:
Teoremin ispatina (6.2) denkleminde verilen e, o ,e, o ,...,e, o vektorlerin

ispatiyla baglayalim.

de 1 , 1
—=—C'=—¢,
do Kk, k,

veya
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olarak yazilir.Buradan da
e (o) = e N ic(a)
do
elde edilir.Diger taraftan
e; =—k,e, +ke,

oldugundan

olarak yazilir. Boylece
d
c, (o)=— ¢ (o)
do
elde edilir. Benzer sekilde
e, =—ke, +kye,

oldugundan
1 '
e, = © ke, +e,

ya da

olarak yazilir. Boylece

e3(a):%(el(a)+iez(a))

) do
elde edilir. Ayn1 yontemle
e, =—-k,e, +kse,
oldugundan

1 '
e,=— kye, +e,
3

k, {k !
5o
3 1 1

olarak yazilir.Buradan da

ya da
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1(~ d
e, (o) = R—(kzez(a) +d—0e3(0)j

3

elde edilir. Bu yontemle devam ederse
€ = _km—ZCm—Z + km—lem

veya

ya da

olarak yazilir. Sonug olarak

e (o)= é(f(m_zem_z (o) + dio_em_] (0))
elde edilir.
Ohalde
e o .,e, O ,...e, , O ,e, o birim vektor sistemi
%5 =Mg

seklinde verilen birinci dereceden adi diferansiyel denklem sisteminin 6zel bir ¢éziimii

olan

T
£ 0 =¢ 0,6, O ,..6, , 0,6 O

matris degerli fonksiyon olarak diisiiniilebilir.

Buradan, M matrisinin normal formundan e, birim vektoriiniin
m

2a’ =1

i=1

sartin1 saglayan bazi reel a, sabitleriyle

e, 0 = a,cos(40),a sin(4o),....,a, cos(L oc),a, sin(l o)

m m

ile verildigi sonucuna ulasir. Yani
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<e,,e, >=<(a, cos(40),a,sin(40),....,a, cos(4 o),a_sin(4 o)),

(a, cos(4,0),a, sin(4,0)),...,a_cos(A o),a_sin(A o)) >

veya
alz(cosz(/Lo-) + sinz(ﬂp)) +..+ am2 (cos’ (4,0)+ sin2(/"tmo-))
dir. Boylece
<e,e > =a’+a, +..+a, =1

olarak bulunur.

Kabul edelim ki
X = x(0),x(0),...x,_,(0),x,,(0)
¢ egrisinin parametrik denklemi olsun.
Bu durumda 3.4 esitliginden 4 X = 1 e, olup
do k,
¢ egrisinin birinci Oklidyen egriligi de
k, =e™
seklinde yazilir. Boylece

i=12,...,m i¢in

d -
—x,  =a,e" cos Lo (6.4)
dU 2i—1 i ]
ve
d P
=t =4, e sin Ao (6.5)
o
elde edilir.

(6.4) ve (6.5) esitliklerinin integrallerini alalim. I1k olarak (6.4) iin integrali alinirsa
j%xﬁ_,da = jaie'z“’.cos(/lla)da
olup kismi integrasyondan

i

a i .
= =L e" cos Ao + =x, (6.6)
kl 1

2i-1

olarak bulunur. Benzer sekilde (6.5) in integrali alinirsa
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-[diaxzida = .[aielz“’.sin(ﬁ,la)da

olup kismi integrasyondan

klo‘ 1 i
e sin Ao —=x, (6.7)

k

Xy =

R

1
olarak bulunur. Bdylece (6.6) ve (6.7) de olusan bir lineer denklem sistemi elde ederiz.
Simdi bu lineer denklem sistemini ¢ozelim. (6.6) ve (6.7) den
Ko | ==Xy = & M7 cos(4,0)
ki ki

veE

yazilabilir. Buradan

. A
3 ek cos(4,0) -t
1 1
i gk sin(4.0) 1
1
Xoi1 = 1
1 —
kl
/,li
~ 1
kl
veya
i e cos(A.0)+ f(i.JeE‘“ sin(4.0)
Xy =— iz 1
1+
ya da k,
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A ko T :
X1 —m.e k, cos(4,0)+ A, sin(4,0)

olarak bulunur.§imdi de x,, denklemini ¢6zelim.

4 ke
1 =-e"” cos(L,0
g (4;0)
A i
- =e"7 sin(4,0)
_ kl 1
i T 7,
1 —=
kl
/11
— 1
l(l
veya
& A a
& ehe sin(A,0) —=". i ek cos(4,0)
X = k, 1
2i 2
I+—
1
ya da
i ko T .
Xy = T €7 k, cos(4,0)—4 sin(4,0)
(6.9)

olarak bulunur.

Diger taraftan

A
6, = 4,0 +arccos| ————
JkZ+ A%

esitligide her iki tarafin siniis ‘Ui alinirsa
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A,
sin@, =sin [ﬁia +arccos —————

Jk 2+ A%
1 i

olarak bulunur. Buradan

A A
sing, =sin(4,0).cos| arccos| ———— | |+ cos(4,0).sin| arccos| ———
L Vklz +/12i J \/k12+ﬂ'21

veya

sind, = L sin(A. o) +L cos(A.o)

l Jk?+ 2% 1 Jk?+ 2% 1

ya da

sind, = ~;.(/1i sin(4.0)) + 121 cos(4,0)) (6.10)

Jk2+ 22

elde edilir.

Bezer sekilde

/11
6, = A,c +arccos [—J

Jkz2+A%

esitligide her iki tarafin cosiniis ‘i alinirsa

A
cos@, = cos| Ao +arccos [—‘

k2 + A2
1 i

olarak bulunur. Buradan

A
cos 8, = cos(A4,07).cos| arccos LL} —sin(4,0).sin| arccos [—'J

veya



ya da
A ~
c08 Y, = —=——=—== A4, cos(4,0) -k, sin(1,0) (6.11)
Jk2+ 4%

elde edilir.

(6.10) ve (6.11) esitlikleri (6.8) ve (6.9) denklemlerin de yerine yazilirsa

a. P .
X | = —t e k cos(Ao)+ (A sin(Ao
2i-1 k]2+ﬂ2i 1 ( i ) ( i ( i )
veya
a, ko 1 ~ .
Xy k, cos(4,0) + (4, sin(4,0)

=— e’ —
JR2+25 K2+ 2
seklinde yazilir. Buradan

a

i

~—.ek1".sin6?i
2 2
k“+A4%

Xoio1 =

veya
A Ko
Xy, =—.&"7.sin0, (6.12)
bi
elde edilir. Benzer hesaplamayla

a. e .
X, ==—————¢" k,sin(1.o)— A cos(L.o
2i k12+/12i 1 ( i ) i ( i )

veya

a. fo 1

1

T \/f(f + A% ¢ .\/1212 + A%

seklinde yazilir. Buradan

—(A, cos(A.0) =k, sin(A.0)

k
X, = —=—==—=£".c0s6,

. JkZ+ 22
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ya da

X, = ~4 12“’.0056?i (6.13)
elde edilir.

Sonug olarak bu ¢ézlimler

a, fo ) a io .
X, =—=—"t—e" k cos(Lo)+ A sin(lo) =L sing
2i—1 k2+;bz 1 i i i b i
1 (3 i
ve
a. P a i
X, ==———e€" k sin({,o)—A4 cos(4,0) =———e" cosf,
2 7 7 (4 i
k,+ A4 b,

seklindedir. Buradan Kendine benzer ¢ egrisii¢in 3.6 esitligi kullandiginda, 6.2 deki

birim vektorlerini elde ederiz.

e, (o) =(a, cos(4,0),a,sin(4,0),...,a  cos(4, 0),a,_sin(4 o))
ve

<e.,e >=1
esitliginden yararlanarak

<(a,cos(4,0),a,sin(4,0),...,a,, cos(4,0),a,, sin(4,0)),

(a,cos(4,0),a,sin(4,0),...,a, cos(4,0),a,, sin(4,0)) >=1

veya

a; cos’(Ao)+a; sin’(40)+...+a’, cos’ (A4o)+a’ sin’(40) =1
olur. Buradan da

ay+as+..+a., =iaf =1

P

elde edilir. Ayn1 yontemle

e,(0)= ie1 (o)

do

esitliginden

e,(0) =(-a,4 sin(40),a,4 cos(40),...,—a_A sin(4 o),a_A cos(4 o))

45



elde edilir ve
<e,,e, >=1

oldugundan

m

al Al vards +..+apds =Y alAl =1
i=1
elde edilir. Eger
1 d
e,(0)==1]¢ (0)+—e, (O
;(0) kz(l( ) e o( )j

oldugu g6z Oniine alinirsa

e;(0)= l%((al —alﬂf)cos(ﬂp'),(a1 —alﬂf)sin(AO'),...,(am —amﬂi)cos(/lma), (a,—a

2

olarak bulunur ve
<e;, €, >=1

oldugundan

2

yani
Z al2(1 _ /112))2 — 1222
i=1

elde edilir. Yani ilk ti¢ ifade

mn

—_— 2 —_—

<e e >=1= E a’ =1
i=1

m
<e, e,>=1= E a A =1
i=1

<e; e;>=1= Zaiz(l—ﬂf)z = Igzz

i=1

seklinde bulunur. Ispatin geri kalan kismi1 benzer hesaplamalarla yapilabilir.
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Sonug 6.2.2:

c:I1>IR™  (m>))

(6.3) parametrik temsiliyle kendine benzer bir egri olsun. Bu durumda bu egri,

2 2 2

b
L2, L2 (I ) 2 1N 2 2

= N tX F T X, st X, = (m-1) 2 Xy, TX5, (6.14)
1 m—1 m

denklemiyle ikinci dereceden hiper yiizey iizerinde yatar.

Ispat:
(6.3) esitligi (6.14) iin sol tarafinda yazilirsa
2 b2
4 X+ e+ 2L X i +x,, =
1

2
amfl

b2 2 2 b2 2 2
a, i . —-a, i _ a. . i . a . i
=L [—le“’smﬁlj J{—‘e“’cos@lj +o+ (—””e‘“smﬁm_l +| —=2=Le" cos b,
al bl bl am—l bm—l bm—l

2 2 2

) ) i,
= e + e 4.+ e

|

(m-1) tane

_ 2
=(m-1) "

b’ |(a ’ e 2. 2 [ —a, i ’
=(m-1)-%||-=|.e7 .sing, "+ b—me‘”.cosé’m

m

elde edilir. Buda (6.14) denkleminin ikinci dereceden hiper yiizey iizerinde yattigini

gosterir.
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Ornek 6.2.1:

n =2 alinirsa ¢, egrisi lgl sabit Oklid egriligiyle bir logaritmik spiral olsun. Bu

durumda
2m=n=2

oldugundan

m=1, -A'=-1ve ali’ =1

dir.
Boylece ¢, egrisinin bir kiiresel yay uzunlugunun parametrizasyonu;
A’
0, = \JA’o +arc cos| ————
JkZ+ A2
esitliginden

0 =0 +arc cos ~1
kl+1

olmak tzere

c,(0)= ~1 "7 sin @, :_161;16 cosd
kl+1 kl+1

dir.

Ornek 6.2.1:

n= 4 alinirsa c,egrisi lgl , 122 ve l€3 sabit Oklid egriliklerine sahip IR* de kendine

benzer bir egri olsun.

Bu durumda

48



-1 0 :, 0
, 0 -1-4 O koky
M" = 2 2
k, 0 -k -k O
~ o~ ~2
|0 Ky 0 ~ ky

matrisi 2 tane negatif 6zdegere sahiptir.

Bu 6zdegerler i=1,2 olmak iizere

1

wE :—%(1+l€22 +l€§+(—1)i\/ R _4,g32j

veya
~ ~ ) ~ ~ 2 ~
_/Ifz—%(1+k22+k§+(—l)’\/l—kj—kf +4k§j
duir.
A=-A7>0, A -1>0 ve 1-47>0 igin
al +a; =1
ve

@+l =)

ikinci derece denklem sistemleri

A -1
Zay

1 =

ve

1-22
/ﬁtz2 - /112

a,=

seklinde ¢ozlimiine sahiptir.
Buradan c,egrisi
i=12 igin

b, = 1/1512 + A7
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veE

0 =\//1T26+arc cos %

olmak lzere

a io . -a, i a o . -a, i
c,(6)=]| Le"sinf,, —Le" cosf , —2e"7sinf,, —=€"7 cos b,
bl bl b2 2

seklinde yay uzunlugu temsiline sahiptir.
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7.Altinc1 Boliim
7.1 Kendine Benzer Frenet Egrileri icin Bazi Karakterizasyonlar

Bu boliim ¢alismamizin orijinal bélmii olup kendine benzer Frenet egrileri i¢in bazi

karaktizasyonlar verilmistir.

7.2 Egrilik Cemberi

Bir [, c IR araligi lizerinde tanimli ve birim hizli ¢ =c(s): 1, - IR" egrisinin

Frenet hareketli n-gatist ¢ (s),e, (s), ..., e,(s) , Oklid egrilikleri k,,k,,k;,....k

> Vn-1
olsun.

c=c(s):1, > IR" egrisinino ile parametrelendirilmis ve kendisine benzer Frenet

egrisi  c=c(o):1 —IR" olsun.

c=c(o):1 - IR" egrisinin Frenet hareketli n-catis1 ¢ (o),e, (o), ..., e (o) ve

~ o~ ~

Oklid egrilikleri %, ,k, ;K ,---;k | olsun.

n—

Bu durumda asagidaki kavramlar1 tanimlariz.

Tanim 7.2.1

c=c(o):1 — IR’ egrisine bir nokta da temas eden ikinci basamaktan bir ¢gember
vardir. :J — R" egrisinin c=c(c):1 — IR’ egrisine k’ mnc1 basamaktan degmesi

asagidaki sekilde tanimlanir.

c(o):1 — IR® egrisinin ¢(0,) noktasi verilsin. ~:J — R™ bir egri olmak iizere

t, €J igin
V(ty) = (o)
oluyorsa 7V egrisi ¢(o) egrisine 0 mnc1 basamaktan degiyor, eger
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W) =do,) V)=o) =6 (s)

1

oluyorsa 7 egrisi ¢(o) egrisine 1 inci basamaktan degiyor

1

V) =clo), 7t)=c0)= =4 (s) . 7(t)=c"(o,)= (kl)’e1 (s) +¢,(s)

1 1

oluyorsa 7 egrisi ¢(o) egrisine 2 inci basamaktan degiyor ve en son olarak

V() = clo,), VI(to) =c(o,) = klel(s) ()=o) = —/;7,,_1 e (s)+ 121 e (s)

1

oluyorsa 7 egrisi c¢(o) egrisine k inc1 basamaktan degiyor denir.

Tanim 7.2.2

el 1 .
c(o):1 — IR’ egrisinin birinci egriligi k olmak iizere ~ fonksiyonuna, (o)
1

egrisinin egrilik yaricapi fonksiyonu denir ve p ile gosterilir. Yani

1
p=— (7.1)
ky
dir.
Sonug 7.2.1
c(o): 1 — IR’ egrisinin egrilik yarigap fonksiyonu ¢ = c(s): 1, —> IR"
egrisinin birinci egriligi cinsinden
— k:f
p= (7.2)

kll

seklinde tanimlanir.
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ispat:

c=c(s):1, —> IR" egrisinin birinci egriligi k, olmak iizere (7.1) den bulunur.

Tanim 7.2.3

(o) : I — R? birim hizli bir egri ve o, € I olsun. (o) egrisine ¢(o,) noktasinda
2 inci basamaktan degen ~:J — R' ¢emberine c(o)egrisine ¢(o,,) noktasindaki egrilik

¢emberi denir.
Tamm 7.2.4

c(o): I — R? birim hizli bir egrisinin egrilik gemberinin merkezi

m=c(0,)+ pyey(0,)

seklinde tanimlanan noktadir.
Sonug 7.2.2

c(o): I — IR® egrisinin egrilik cemberinin merkezi ¢ = c(s): I, > IR"

egrisinin Frenet vektorleri ve Oklid egriligi cinsinden

seklinde yazilir.
Ispat:

c(o) egrisinin egrilik gemberinin merkezi m ve c(s) egrisinin birinci egriligi k,
ve k/#0 olmak tizere (3.7) ve (7.2) den
—k 1 k

gk

1

m = c(o,)+ p,e,(0,) = c(o,) +

olarak elde edilir.
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Tanim 7.2.5

c(c,) noktasma iligkin egrilik merkezinden gegen ve e,(0,) vektdriine paralel olan

dogruya c(o,) noktasin da egrilik ekseni denir ve € R olmak iizere

() = (o) + pye,(0) + ey (o)
ya da

A1) = (o) — L e, () + Ly (9)
k, Ky

seklinde ifade edilir.

Tanim 7.2.6

c(o): I — R® birim hizli bir egri ve o, € I olsun. (o) egrisine ¢(o,) noktasinda 2

inci basamaktan degen bir
vy:d — R"

¢emberi vardir. Bu ¢cember

7(0) = )+ pyea(0) + 1y cosp%<—e2 @)+, sinp%elw)

denklemiyle verilir.

Sonug 7.2.3

c(o): I — IR’ egrisinin egrilik gemberinin denklemi ¢ = c(s): I, > IR"

egrisinin Frenet vektorleri ve Oklid egriligi cinsinden

¥(0) = (o) — ﬂ/e2 (s)+ ﬂ, cos _951 e,(s) — ﬁ/sin _efl e,(s)
k, k, ki k, ki

seklinde yazilir.
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ispat:

c(o): I — IR® birim hizh egri olsun. c¢(o) egrisine c(o,) noktasinda 2. basamaktan

degen cemberin denklemi

7(0) = ) + pyea(0) + 1y cosp%<—e2 @)+, sinp%el@

olup (3.7) den

veya
¥(0) = c(o)— ﬂ/eQ(s) +—Lcos _Hfl ey(s) — ﬂsm _051 e (s)
KKk Kooh
elde edilir.
Tanim 7.2.7

(o) : I — R? birim hizl bir egri ve o, € I olsun. (o) egrisine ¢(c,) noktasinda 3

incii basamaktan degen bir ve yalniz bir kiire vardir ve bu kiirenin merkezi

veya

esitligiyle belirli d dogrusudur.
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Tanim 7.2.8

(o) egrisinin ¢(o,) noktasindaki egrilik kiiresinin yarigap: r ise, bu takdirde

T—\/(pO)Q‘F((pI)()'%)Q :\/ 1 +(_2k12‘|‘ kl”kl?) )2
k O RN

2

seklinde tanimlanir.

7.3 Egilim Cizgisi
Tanim 7.3.1

c=c(o):1 — R" egrisinin birim teget vektor alan1 (o) ve X € x(R") sabit bir

birim vektor alani olsun. Eger p € ¢ igin

<(0),X>| =cosp=sabit , (p=7)

ise C(O' ) egrisine " de bir egilim ¢izgisi , ¥ acisma C(U ) egrisinin egilim agis1 denir.

Sonu¢ 7.3.1
C(O‘ ) egrisinin ikinci egriligi k2 olmak {tizere C(S) egrisinin birinci Harmonik
egriligi
1
o, ==
k2
dir.
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Sonug 7.3.2
C(S) egrisinin 1. egriligi kl , 2. egriligi k2 ise c¢(o) egrisinin

birinci Harmonik egriligi

ky ‘é'fﬁ . kllzkl (k)

e M O _  _do _ o _

H(o)=H =—= = — = —

S S i S ¥
Ky

dir.

Teorem 7.3.1

c=c(s): 1, — R" egrisi R" debir egilim cizgisi ve birinci egriligi
k, =sabit ise o ile parametrelendirilmis ve kendisine benzer Frenet egrisi olan
c= C(O‘) : 1 — R™ egriside R" de bir egilim ¢izgisidir.
Ispat:

X € x(R") sabit bir birim vektor olsun. Egilim ¢izgisi oldugunu gostermek i¢in

< (o), X >=sabit oldugunu gostermeliyiz.
pec ve c=c(s):1, — R" egrisinin birim teget vektor alani
0 (0)= e
ky

oldugundan

<e(0),X >= <klel(s),X >

1 _COSY ..
T <el(s),X >‘p - — sabit

P 1

olarak bulunur. Buda ispat1 tamamlar.

Teorem 7.3.2
(o) bir egilim ¢izgisi ve c(s) egrisinin birinci egriligi &, = sabit ise
¢(8) egrisinin e,(s) vektdrii X € y(R") sabit birim vektdr alanina diktir yani

<e,(s),X>=0

dir.
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ispat:

c(o) egilim ¢izgisi oldugundan < e (o), X >=sabit tir. Bu takdirde
1 .
< Eel(s),X > =sabit

tir. Her iki tarafin tiirevini aldigimizda
1

< 0.e(s)+ B

.k]eQ(s) ,X>=0
olur.

Buradan da
<e,(s5),X>=0
olarak bulunur. Bu da bize ¢(s) egrisinin birinci dik vektorii e,(s) nin , X € x(R")

sabit birim vektor alanina dik oldugunu gosterir.

Teorem 7.3.3
c=c(s): 1, — R" egrisi bir egilim ¢izgisi ve birinci egriligi k olsun. o ile

parametrelendirilmis kendisine benzer Frenet egrisi olan ¢ = C(J) I — R" egrisi de

~

bir egilim ¢izgisi ise c(o) egrisinin birinci egriligi &, sabittir.

Ispat:
X € x(R") sabit bir birim vektor olsun. ¢(o)egilim ¢izgisi oldugundan
<e(0),X>=< k]lel(s),X > =sabit

tir. Her iki tarafin tiirevi alinirsa

q<s>>',x>+<<%el<s>,o> >=0

<(

1
ky

veya
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<k e,(s)+€,(s), X >=0

buradan

by <), X >+ <eyfs), X >=0
elde edilir.

<e(s),X >= cosp ve <e,(s),X >=sinp alinirsa

l;lcosgo—l—singp =0

veya

/Zl = tan (180 — )
buradan da

];1 =sabit
elde edilir.

7.4 involiit ve Evoliit Egrileri

Teorem 7.4.1

c= C(s) 1 0 R"™ egrisinin o ile parametrelendirilmis ve kendisine benzer
Frenet egrisic:c(0): 1, = R" , c¢"=c*(s)=1,— R" egrisinin o ile
parametrelendirilmis ve kendisine benzer Frenet egrisi ¢* : c* (J ) : I — R"olsun.

ct*=c*s)=1,—R" eprisi c=c(s):1, — R" egrisinin involiiti ve bu
egrilerin 1. egrilikleri sirastyla Kk, =0  ve k=0 ise c*:c* (0): 1 — R" egrisi

c:c(0): I, — R" egrisinin involiitidir.
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ispat:

(o) egrisinin involiitiiniin ¢*(0) olmast igin
<e(0),e(0)>=0

olmalidir. Buradan

<q<o>,q*<a>>=<%el<s>,ier<s>>: %

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 7.4.2

Eger c*(0) egrisi ¢(o)egrisinin involitii ise

i) (o) = f 1

veya

1
dclo) a))z‘—*
( ( ik
dir.
Ispat:
c*(o)egrisi c(o) egrisinin involiitii ise
¢*(0) = o)+ Aey(0)

yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin tiirevi alindiginda

1*—ls /.is i’ses
E%(S)—kl%( )+ A klel()+)‘(<k1)el()+ 2(5))

olup
Ler(s)= (e x 2 ACL e (5) 4+ e (s
Eel() <k1+A.kl+A(kl))61(>+A62())
veya
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FA) =+ E))a)Ha() 7.3
denklemi elde edilir.

Eger (7.3) esitliginin her iki tarafi €;'(s) ile i¢ garpima tabi tutulursa

2= (7.4)

bulunur Benzer sekilde (7.3) denkleminde her iki tarafi e, (s) ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa

1 A
— =Y
ko Ok
olup
A 1
Z=—| =ds
i
buradan
1
A=—k.| —=d 7.5
ky f R (7.5)
bulunur.

Diger taraftan

d(c(0),c*(0)) =

c*(o)— C(O’)H = ”)\.el (J)H = H)\.%el(s)

ve Hel (S)H =1 oldugundan

A (7.6)

d(c(0),c¢"(0)) =

1

elde edilir. (7.5) denkleminde (7.4) esitligi kullanilirsa

S

d(c(0),¢"(s) = ‘—kl( | %d)%

elde edilir.

Son olarakta (7.6) denkleminde (7.4) esitligi kullanilirsa
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dlelo). (@) = ‘ k}‘

bulunur.

Sonu¢ 7.4.1
Eger k' =k secilirse
2

d(c(s),c*(s)) = ‘SZ ks + k?

dir.

Ispat:

(7.3) denkleminde £ = k alinirsa (7.4) esitliginden

A€j(s) = (A +(X%) )e,(s) +Aey(s)
bulunur. Her iki taraf e (s) ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa
A+2XN"=0
veya
A= _73 +k  (k€R)

bulunur.

(7.6) denkleminde (7.4) ve (7.7) yerine yazilirsa

d(c(s),c"(s)) =

2
Sz—ks+k2

elde edilir.
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7.5 Bertrand Egri Cifti:
Teorem 7.5.1

c=c(s): 1, — R" egrisinin kendisine benzer Frenet egrisic: c(0): 1, — R" |
ve ¢ =c*(s): [, - R" egrisininde ve kendisine benzer Frenet egrisi
c*:c*(0): 1 — R™ olsun.

c(s) egrisi ile ¢*(s) egrisi Bertrand egri gifti ve birinci egrilikleri k, ile kf

sabit ise c¢(o)egrisi ile ¢*(0) egrisi de Bertrand egri giftidir.

Ispat:

c(s) ile c*(s) Bertrand egri cifti oldugundan €,(s) ile €5(s) lineer bagimlidir.
Benzer sekilde

ey(0) ile €(0)

nin lineer bagimli oldugunu gosterelim.

e azle S ve e*azie S
5(0) klz() 5(0) kf?()

dir.
(s) il *(s) lineer bagiml L 1R oldugund
62 S 11e 62 S meer pagimii ve E ) E oldugundan

%62 (S) ile kl—;e2 (8) lineer bagimli olur.Yani e, (o) ile e (o) lineer bagimlidir.

Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 7.5.2

c=c(s): 1, — R" egrisinin ¢ ile parametrelendirilmis ve kendisine benzer
Frenet egrisi c: of ), &= " , <" =c(s)=I,—R" egrisinin o ile

parametrelendirilmis ve kendisine benzer Frenet egrisi ¢* : c* (0) : 1 — R" olsun.
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*

c(s) ile ¢*(s) Bertrand egri cifti ve E =sabit ise c(c) ile c¢*(0) Bertrand egri

ciftidir.

ispat:

c(s) ile c*(s) Bertrand egri cifti oldugundan €, (s) ile € ($) lineer bagimlidir.
Yani a € R olmak iizere 62(5):&6; (s) seklinde yazilabilir.

*
1 1

e,(0)= %62(5):%&6;(5) % —akie;(0) = kl a.e;(0)

olarak bulunur. Buda

ﬁ.a € R oldugundan €, (0)ile e, (o) m lineer bagiml oldugunu verir.

ky

Teorem 7.5.3

Eger *(0) egrisiile ¢(o)egrisi Bertrand egri cifti ise
d(c(o),c*(0)) z‘a‘ ,(a€R)
dir.

Ispat:

c*(0) egrisi ile (o) egrisi Bertrand egri ¢ifti oldugundan
(o) = (o) + Mey(0)

yazilabilir. Bu esitlikte her iki tarafin tiirevi alindiginda

%q@ziqo+x

3 0+ A () —a(s) + 2 ()

ky 1 ky
veya

—q@ze_»qwﬂx%+xi

&ym@+A%%@ 7.9

olarak bulunur.
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e;(s) ile 62(8) lineer bagimli oldugundan (7.5) esitliginin her iki tarafi 62(8) ile i¢
carpima tabi tutulursa

1Ly =
N A =0

veya

bulunur. Buradan da

(% N=a€ R
veya

A=k.a
elde edilir.

Diger taraftan

d(c(0),¢*(0))

1

ky

&(3)

(o) — C(O’)H = ”)\.62 (a)” = H/\

“62 (S)“ = 1oldugundan

a.k,

=lal

A
e

elde edilir.

Sonug 7.5.1
Eger c¢*(o) egrisiile c(o)egrisi Bertrand egri ¢iftiise  (a € R) igin
¢(0) = cf0) +hyae,(0)

ya da
¢'(0) = c(0) +a.eys)

olarak yazilir.
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Sonug 7.5.2

Eger c¢*(0) egrisiile c(o)egrisi Bertrand egri ¢iftiise  (a € R) igin

&%@y=%quweh4@+@%@>

veya

@%wzﬁ—mm@ﬂwQ@

olarak yazilabilir.

Teorem 7.5.4

Eger c¢*(0) egrisiile c¢(o)egrisi Bertrand egri ¢ifti ve l*.ki:sabit ise

=

€ (U) ile €f (0‘) teget vektorleri arasindaki aci sabittir.
Ispat:

61(0 ) ile €(0) teget vektorleri arasindaki agmin sabit olmast igin

(6 (0),e,(0)) =0

veya
1 1
(=€ (5),7-¢e) =0
AR

olmalidir.

<1 * 1 1 1 1 . 1

veya
1 1 1,1, 1 /1
=66, 6) = (Z) o+ ()
ya da
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1 * i s ! — ll/
<Eel<s>,kle1<>> (ki“ ’%)
1

olarak bulunur. =sabit oldugundan

1
*kl

okl

G =0

ol

elde edilir. Bu da ¢ (0)ile € (0) teget vektorleri arasindaki aginin sabit oldugunu gosterir.
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8.SONUC

Bu tez; direkt benzerlikler yoniinde IR"deki bir Frenet egrisinin Diferansiyel
geometrik degismezleri i¢in verilmistir. Boyle degismezler, kiiresel teget gostergesinin yay
uzunlugu vasitasiyla Oklid egrilikleri yardimiyla verilebilir. Bu metotla kendine benzer

egriler inga edilip bunlarin 6zellikleri incelenebilir.

Bu caligmanin temel amac1 kendine benzer egrilerin geometrik yapisini verip bunun
lizerine invaryant kalan ve kalmayan teorileri incelemektir. Bu ama¢ dogrultusunda
kendine benzer egriler i¢in baz1 karakterizasyonlar verilmistir. Kendine benzer egrilerin
involiit-evoliit , Bertrand egri c¢ifti gibi 6zellikleri incelenerek bazi 6nemli teoremler ifade

ve ispat edilmistir. Elde edilen teoriler oldukea farkli ve kullaniglhidir.

68



KAYNAKLAR

[1] E. Cartan, La M ethode de Rep ere Mobile, la Th'eorie des Groupes Continus, et les

Espaces Gen’eralis’es, Expos’es de G’eom etrie V, Hermann, Paris, 1935.

[2] D. Davis, Generic affine differential geometry of curves in R", Proceedings of the

Royal Society of Edinburgh: Section A Mathematics 136 (2006), 1195-1205.

[3] R. Encheva and G. Georgiev, Curves on the shape sphere, Result. Math. 44 (2003),
279-288.

[4] R. Encheva and G. Georgiev, Shapes of space curves, J. Geom. Graph. 7 (2003),
145-155

[S] W. Greub, Linear Algebra, 3rd ed., Springer Verlag, Heidelberg, 1967.
[6] P. Griffiths, On Cartan’s method of Lie groups and moving frames as applied to
uniqueness and existence questions in differential geometry, Duke Math. J. 41 (1974),

775-814.

[7] S. Izumiya and N. Takeuchi, Generic properties of helices and Bertrand curves,

J. Geom. 74 (2002), 97-109.

[8] W. K"uhnel, Differential Geometry — Curves — Surfaces — Manifolds, 2nd ed., AMS,
Providence, RI, 2006.

[9] A. Schwenk-Schellschmidt, U. Simon and M. Wiehe, Eigenvalue equations in curve

theory, Part I: Characterizations of conic sections, Result. Math. 40 (2001), 273-285.

[10] St. M uller, A. Schwenk-Schellschmidt and U. Simon, Eigenvalue equations in
curve theory, Part II: Evolutes and involutes, Result. Math. 50 (2007), 109—124.

69



[11] U. Simon, A. Schwenk-Schellschmidt and H. Viesel, Introduction to the Affine
Differential Geometry of Hypersurfaces, Science University of Tokyo, Tokyo, 1991.

[12] R. Uribe-Vargas, On vertices, focal curvatures and differential geometry of space

curves, Bull. of the Brazilian Math. Soc. 36 (2005), 285-307.

[13] Hacisalihoglu ,H.,H., “Lineer Cebir” Ankara Universitesi, Istanbul 1982

[14]. Hacisalihoglu H. H. , “Diferensiyel Geometri” , Ankara Universitesi , 1993.

[15]. Hacisalihoglu H. H. , “Yiiksek Diferansiyel Geometriye Giris”, Firat Uni., 1980.
[16].Sabuncuoglu, A.,” Diferansiyel Geometri” Nobel Yayin Dagitim,2006,Ankara

[17]. Haaisalihoglu H. H. , “Diferensiyel Geometri 3.cilt” , Ankara Universitesi ,Kasim

2003.
[18]. http://tr.wikipedia.org/wiki/Logaritmik _spiral

[19]. Manfredo P.do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surface, Prentice-

Hall,1976.

[20]. YELKENKAYA, Nese, Diferensiyel Geometri Ders Notlari, Istanbul Kiiltiir
tiniversitesi Fen Edebiyat Fak. Matematik Bilgisayar Boliimi, Boliim IV- Egriler Teorisi

Sayfa 49-50

[21]. Radostina P. Encheva and Georgi H. Georgiev , Similar Frenet Curves ,

Birkhauser Verlag Basel/Switzerland, Result. Math. 55 (2009), 359-372

70


http://tr.wikipedia.org/wiki/Logaritmik_spiral

10. OZGECMIS

1982 Yilinda Gélbasi'nda dogmusum. Ilk, orta ve lise dgrenimimi Mersin’de
tamamladim. 2000 yilinda Inénii Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik béliimiine
girdim ve 2004 yilinda Matematik boliimiinden mezun oldum. Ay y1l Malatya da 6zel bir
dershanede ogretmen olarak ise basladim ve 6 yil c¢alistim. 2005 yilinda Inénii
Universitesinde Egitim Bilimleri Enstitiisiinde tezsiz yiiksek lisansa basladim ve 2006
yilinda bitirdim. 2010 yilinda Bingdl Universitesi Sosyal Bilimler Meslek Yiiksek Okuluna

Ogretim gorevlisi olarak atandim. Halen 6gretim gorevlisi olarak ¢alismaktayim.

71



