F Y
A Y

T.C.
TOKAT GAZIOSMANPASA UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGITiM ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

YUKSEK LiSANS PROGRAMI

OKLID UZAYINDA CAYLEY FORMULU VE UYGULAMALARI

YUKSEK LiSANS TEZi

Emine ilayda KATCA

Damisman: Prof. Dr. Bahaddin BUKCU

TOKAT- 2025



ETiK SOZLESME

Tokat Gaziosmanpasa Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii tez yazim kilavuzuna
gore, Prof. Dr. Bahaddin BUKCU danmismanliginda hazirlamis oldugum “Oklid Uzaymda
Cayley Formiilii ve Uygulamalar1” adli Yiiksek Lisans tezinin bilimsel etik degerlere ve
kurallara uygun, 6zgiin bir calisma oldugunu, aksinin tespit edilmesi halinde her tiirlii yasal
yaptirimi kabul edecegimi beyan ederim.

03/07/2025

Emine {layda KATCA



JURI KABUL VE ONAY
Emine Ilayda KATCA tarafindan hazirlanan “Oklid Uzayinda Cayley Formiilii ve

Uygulamalar1” adli tez ¢alismasinin savunma simavi 03.07.2025 tarihinde yapilmis olup
asagida verilen Jiiri tarafindan Oy Birligi ile Tokat Gaziosmanpasa Universitesi Lisansiistii
Egitim Enstitlisii Matematik Anabilim Dali’nda Yiiksek Lisans Tezi olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri Imzas1
Uye
Uye
Uye
ONAY
....... [oviiid oo,

Lisansiistii Egitim Enstitiisti Midiiri



OZET
OKLID UZAYINDA CAYLEY FORMULU
VE UYGULAMALARI

Katca, Emine Ilayda
Yiiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Tez Damsmani: Prof. Dr. Bahaddin BUKCU
Temmuz 2025, 70 sayfa

Bu tez galismasi beg boliimden olugmaktadir. Girig boltimii ve ikinci boliim
temel kavramlara ayrildi. Uciincii boliimde Cayley formiilii elde edildi ve bu formiiliin
bazi uygulamalar1 verildi. Dordiincii bolimde, Frenet hareketi tanimlandi ve bu
hareketten elden edilen H/H' hareketinin, H sabit ve H' hareketli uzaylarina goére
pol eksenleri bulundu. Tartigma ve sonu¢ boliimiinde ise bu tez ¢aligmasindaki
sonuglar kullanilarak farkli matrisler iizerinde hangi caligmalarin yapilabillecegi

vurgulanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Cayley Formiilii, Oklid Uzay1, Dénme Hareketi, H/H'
Hareketi
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ABSTRACT
CAYLEY FORMULA AND ITS APPLICATIONS IN EUCLIDEAN SPACE

Katca, Emine Ilayda
Master’s Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Bahaddin BUKCU
July, 2025, 70 pages

This thesis consists of five chapters. The introduction and the second chapter
are devoted to basic concepts. In the third chapter, the Cayley formula is obtained
and some applications of this formula are given. In the fourth chapter, the Frenet
motion is defined and the pole axes of the H/H’ motion obtained from this motion
are found with respect to the H fixed and H' moving spaces. In the discussion and
conclusion section, it is emphasized which studies can be done on different matrices

using the results of this thesis.

Keywords: Cayley Formula, Euclidean Space, Rotation Motion, H/H' Motion
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1. GIRIS

n-boyutlu Oklid uzayinda, Cayley formiilii iizerine calismalar simdiye kadar yogun
bir gekilde yapilmigtir. Evren hareket etmektedir. Bu hareket ardigik donmeler,
sekil degistirmeler ve 6telemeler yoluyla yapilir. Eger cisim kat1 ise, bu bahsettigimiz
hareket bir donme ve 6teleme yoluyla yapilir. Cayley formiilii de bize kat1 cisimlerde

hareket konusunda kolaylik saglayacaktir.

OKklid uzayinda Cayley formiilii antisimetrik matrisler ile ortogonal matrisler arasinda
bir iligki kurarak, doniigiim matrislerinin daha kolay hesaplanmasini saglar.
Baslangi¢ noktalar1 ayni olmayan ortonormal iki koordinat sistemi arasinda degisim
x = Axo+ c denklemiyle verilir. Burada A € R} tipinde bir pozitif ortogonal matris
ve ¢ € R} tipinde bir 6teleme matrisidir. Dénmeler pozitif ortogonal matrislerle
yapilir. Cayley formiilii de verilmig bir eksen etrafindaki donmeye karsilik gelen

pozitif ortogonal matrisi bulmamiz saglar.

Cayley formiilii, bir anti-simetrik matris S icin A = (I — S)™'(I + 5) seklinde
tamimlanir. Burada A pozitif bir ortogonal matrisi ve I birim matrisi temsil eder.
Bu formiil 6zellikle ti¢ boyutlu uzayda bir eksen etrafinda belirli bir agiyla dondirme

islemiyle ortogonal matrisi bulmamiz saglar.

Sonuc olarak, Oklid uzaymda Cayley formiilii, dénme matrislerinin bulunmasi ve

diferansiyel geometri uygulamalarinda énemli bir formildiir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boéltimde tez boyunda kullanilacak olan temel tanim ve kavramlara yer verilecektir.

2.1. Temel Tanim ve Kavramlar

Tanim 2.1.1. (Afin Uzay) A # @ bir kiime ve bir vektor uzayr V' olsun.

Y 1 AxXA-V (2.1.1)
(P,Q) — ¢(P,Q)=PQ

dontigimi
— — —
(i) YP,Q,R € A icin PR = PO + QR
(171) VP € Ave a € V igin ]% = « olacak bigimde bir tek @) € A noktasi vardir.

Eger bu sarti1 saghyor ise A kiimesi V ile birlegtirilmis bir afin uzay denir.

(Hacisalihoglu, 1998)

Tanim 2.1.2. (Oklid Uzay) A bir reel afin uzay ve A ile birlegen vektor uzay1 V

olsun. V' de bir i¢ carpim iglemi olarak,

() + VxV-—R (2.1.2)

n r = (21, ..., Ty)
(x,y) — <'T7y>:szyz
i=1 Yy = (ylv"wyn)

Oklid i¢ carpimi tanimlamirsa bu islem yardimi ile A afin uzayma Oklid uzay, ic

carpim iglemine de standart Oklid i¢ carpimi denir. (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.3. Bir i¢ ¢carpim uzayinda herhangi bir 7 vektériinin normu
— ——
2] = (&)

olarak tamimlanir.

Tanim 2.1.4. Normu 1 olan vektére birim vektor denir. Eger 7 # 0 ve y # 0 iken

<:?,§> = 0 ise bu iki vektor birbirine ortogonaldir denir. Sifirdan farkh vektorlerin bir

2



S ctimlesinde, herhangi iki vekor birbirlerine dik ise bu S ciimlesine de ortogonaldir

denir.

Tanim 2.1.5. AT, A matrisinin transpozu olmak iizere,
A=-AT

esitligini saglayan matrise, antisimetrik matris denir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 2.1.6. (Cayley-Hamilton) Her kare matris, kendi karakteristik denkleminin
bir kokiidiir. Yani,
P(\) = det(A — A1)

karakteristik denklemi igin P(A) = 0 kalir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.1.7. Inversi transpozuna esit ve determinanti “+1” olan matrise, pozitif

ortogonal matris denir. Boyle matrislerin ctimlesi, SO(n) ile gosterilir. Ayrica
det(A+1)#0

ise A matrisine Cayley matrisi denir (Biikeii, 2003).

Tanim 2.1.8.

d : E"XE"—>R (2.1.3)

(Xy) = dxy) = x| =, z<y e

olarak tanmmmlanan d fonksiyonuna E™ 6klid uzazyda uzaklik fonksiyonu ve d(X,Y)

reel sayisina da X, YeE" noktalar: arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.1.9. Diizlemde bir A noktas1 ve radyan bir a-acist alalim. Bir P noktasi

icin PAP' = a ve |AP|| = HAP'

’olacak sekilde P yi P’ noktasina gotiiren ve A’y1

sabit birakan déniigiime dénme hareketi denir (Biikeii, 2003).



Tanim 2.1.10. (Genel Hareket) E™, n-boyutlu Oklid uzayimnda A, n x n tipinde bir

ortogonal matris, C' bir 6teleme gosteren n x 1 tipinde matris olmak iizere
Y =AX+C (2.1.4)

ile verilen genel izometrinin ifadesindeki A ve C matrisleri eger, zaman ile
6zdesglenebilen bir ¢ parametresinin fonksiyonlari, ayrica A nin determinant1 1 ve
biitiin karakteristik degerleri farkli ise izometrilerinin herhangi birine de bir genel
hareket denir (Tttiinct, 2009).

Y =AX (2.1.5)

Bir genel harekette A.X kismina hareketin déonme kismi, C' kismina da hareketin
oteleme kismi denir. Donme hareketlerini yaptiran ortogonal matrisler, anti-simetrik
matrisler kullamlarak Cayley formiili yardimiyla da elde edilebilir. McCarthy (1990)

de bir vektore kargilik gelen anti-simetrik matris agagidaki gibi tanimlanmigtir.

Tamm 2.1.11. s = (s1, 52, s3) vektoriine kargilik gelen 3 x 3 tipinde anti-simetrik

S matrisi asagidaki gibi verilmigtir:

S = S3 0 —S1 (2.1.6)

Bu sayede, donme ekseni belirlenen ortogonal matris, S anti-simetrik matrisi kullanilarak

Cayley formiilii yardimiyla elde edilebilir.

Tanmim 2.1.12. (Cayley Formiilii) A bir ortogonal matris ve S de bir antisimetrik

matris olmak tizere Cayley formiilii agagidaki gibi verilir:
S=(A-DA+D). (2.1.7)

Cayley dontstimii ayrica

A=I-9)"1I+29) (2.1.8)



ile de gosterilebilir. Bu sayede, bir anti-simetrik matris yardimiyla bir ortogonal
matris elde edilebildigi gibi bir ortogonal matristen de bir anti-simetrik matris elde

edilebilir.



3. E" DE BIR ORTOGONAL MATRIS ICIN CAYLEY FORMULU

3.1. E™de Bir Ortogonal Matris igin Cayley Formiilii

Orijin etrafinda bir donme hareketi
y=Az, A€ SO(n)
ile verilmekte olup, bir harekette iki nokta arasindaki uzunluklar degismediginden
(o, 0x) = (0}, 0y)
olur. Yazimda kolaylik olmasi i¢in or =, o_g) =y ile gosterilirse,
(7,7) = (¥, )

ve

veya

yazilabilir. Boylece

vektorleri ortogonal olup, y = Ax egitligi de goz 6niine alinarak

f=(A-L)e, g=(A+L)s,  {(f.9)=0 (3.11)
bulunur. Ax = —z hali hari¢ tutulursa (yani, A nin 6zdegerlerinden birisinin -1
olma hali hari¢ tutulursa); o zaman (A — A\I) determinantinda A = —1 6z deger

olmadigindan A + I, # 0 dir. Bu nedenle A + [,, matrisi regiilerdir.

Bu durumda (3.1.1) esitligindeki ikinci denklemden x ¢ekilir ve (3.1.1) denklemindeki

birinci egitlikte yerine yazilirsa,



f=(A-DA+D)yg (3.1.2)

elde edilir.
B=(A-D(A+D)! (3.1.3)

denirse,

=By (3.1.4)
bulunur.

Teorem 3.1.1. B matrisi antisimetrik bir matristir.

Ispat. (3.1.4) denkleminin her iki yan1 g ile ig garpilirsa,

(f,9)=(Bg,9), Vg

> (bij +bji)gigs + > _(bij + bji)gig; = 0
i#j=1 1=j
(Bg,g) =0
(Bg)"g =0
g'B'g =
bii bz ... bip g1
bai by ... Doy g2
L bnl an bnn 1L gn ]
= > bigigi = > (bij + bji)gigs + > (bii + bii) gigi
i i#] i=j
bij = —bji, 09 = g;
dir. Buradan
> bijgigi = > (b +bji)gig; + > (bii + bii)gigi = 0
i i) i=j



elde edilir. Bu egitlik Vg i¢in dogru oldugundan

bij—i-bji:O\/ebii:O

olmasini gerektirir. Bu da B matrisinin antisimetrik olmasi demektir. Diger taraftan
(3.1.3) denkleminden
(I, — B)A= (I, + B) (3.1.5)

yazilabilmekte olup, B bir reel antisimetrik matris oldugundan det B > 0 dir.
det(B — AI) € R, negatif olmayan katsayilar ile A ya goére bir polinomdur. O halde
biitiin reel 6zdegerler sifirdir. Boylece 6zel olarak A = 1 i¢in det(B — AI) # 0 olup
B — I, matrisi regilerdir. Bu durumda B — [, matrisinin tersi vardir ve (3.1.5)
denkleminde 6z degerlerinden biri —1 olmayan herhangi bir A pozitif ortogonal

matrisi

A= (I,—-B)(I,+B) (3.1.6)

bigiminde yazilabilir. (3.1.6) denklemi Cayley formiilii olarak bilinmektedir. Béylece

0z degeri —1 den farkli ortogonal matrislerin ciimlesi
A=(I,—B)'(I,+ B)

matrislerin ciimlesine 6zdestir. Her reel antisimetrik matrise, (3.1.6) ile belirlenen bir
CAYLEY matrisi ve her CAYLEY matrisine de (3.1.3) ile belirlenen bir antisimetrik
matris karsilik gelir. Fakat genel olarak her A ortogonal matrisi, antisimetrik bir
matris yardimiyla elde edilmez; bunun i¢in A + I regiiler olmalidir. Fakat bu her

zaman mumkiin degildir. Mesela

(I2 — 62 — C2 2ab 2ac
1
T2t i+ 2ba —a? + b — ¢ 2bc (3.1.7)
2ca 2¢b —a? - b+

matrisi ortogonaldir, fakat det(A+17) = 0 oldugundan A+ I matrisi regiiler degildir.
Teorem 3.1.2. A bir Cayley matrisi ise A + I = 2(I — B)™! dir.

8



Ispat. A = (I — B)"Y(I + B) bulunmustu.

A+I = (I-B)'I+B)+I=(I-B)'[(B-I)+2I]+1
= (I-B)y'"(B-I)+(I—-B)"2I+1I

= —[U-B) ' I-B)|+2(I-B) ' +1=-T+21(1-B) " +1
veya

A+T=2(1-B)" (3.1.8)

3.2. Rodrigues Denklemi

Sekil. 3.1: Rodrigues Denklemi

Bir A pozitif ortogonal matrisi igin

y—x=B(y+x) (3.2.1)

oldugunu gordiik. Son denklem dénen cisim noktalarinin, hareketli ve sabit ¢atidaki

koordinatlar1 arasindaki iligkiyi verir. n = 3 icin,



T-T=UAT+7) (3.2.2)

%
yazilabilir. (3.2.2) denklemi dénmeler i¢in Rodrigues denklemi ve b vektorii de
Rodrigues vektorii olarak bilinir. 7 ve 7 arasmdaki iligki ? ve Zin diizleme

iz diigtimleri olan y % ve xj arasinda da gegerhdlr Gergekten, 7 ve 7 vektorlerinin

b ye paralel izdiigtimleri y _*Z _92 olsun. b vektori O dan gecen diizlemin normali
olarak secildiginden dolayi, b vektorii ?, x* ve y % _*> vektorlerine diktir. Sekil
3.1 den
_>
T =0+ — ? T -2 (3.2.3)
7= 42D . (3.2.4)
Az* = A(x — \b) = Az — MNAb=y — \b

veya

Az* =y” (3.2.5)

yazilabilir. y = Az donmesinde elde edilen

T-T=bA(T+7) (3.2.6)

denkleminin diizlemdeki karsihigr y* = Az* donmesi yardimiyla

?—?:?A(er?) (3.2.7)
seklindedir. O halde
o = = [T o+ & BT + 2
-] - F + 7]
H _ 7 —HbH Hy 47 (3.2.8)

10



bulunur. Diger taraftan

2 N 2
= \/H? —2’ x| cos ¢ + a??
oldugu gortliir.
[ =[] -
dersek
H? — ? = \/a2 — 2a”cos ¢ + a? = \/2a2 — 2a2cos ¢ = \/2a2(1 — CoS @)

= av2,|1- (1—251112 (?)) :a\/ﬁ\ll—l—l—QSiIP (;b)

= aV2,|2sin? <¢>

2
_ogsin [ @
y — x = 2asin 5 (3.2.9)
bulunur. Benzer iglemler yapilirsa
_ ¢
y + 7| = 20 cos 5 (3.2.10)

elde edilir. (3.2.9) ve (3.2.10) esitlikleri oranlanirsa,

7 -7 _wsin(3) o
ey )
= =2
wn(§)= o 2

11



elde edilir. (3.2.7) esitliginin normu alimirsa,

H?—_’Z = H?H Hg?+f (3.2.12)
bulunur. (3.2.11) ve (3.2.12) denklemlerinden
H?H = tan (“5) (3.2.13)

— —
bulunur. b yéniindeki birim vektér & = (a,b,c) ise b vektoriniin bilegenleri

b; = tan (%) a
by = tan (§) b (3.2.14)
bz = tan (%) c

seklindedir. Buradaki a,b,c sabitlerine Rodrigues parametreleri denir.

3.3. Euler Parametreleri

A ortogonal matrisi i¢in Cayley formiilii; ¢ dénme acgis1 ve B = tan (%) S ile

belirlenmis olan § birim vektoriiniin terimleri cinsinden ifade edilebilir. Bu ifade

A foo(2) - ()] o (¢ eem(2) 8] coa

seklindedir. Burada
C= lcos (;b) I —sin <§> S] (3.3.2)

matrisi i¢indeki sabitlere A nin Euler Parametreleri denir. Bu parametreler

Cop = COS
c1 = asin (3.3.3)

cy = bsin

c3 = csin

N N o N

—~ o~ — —
—" —— ~ —

12



3.4. E¥de Cayley Formiiliiniin Baz1 Uygulamalari

0 —c b
(1) (3.2.1) denkleminde B antisimetrik matrisi B=| ¢ (0 —q | olsun.
—b a O
Bu durumda A ortogonal matrisi
-1
1 ¢ —=b 1 —c b
A=| - 1 a c 1 —a
b —a 1 —b a 1
dir. Buradan
14+a2—b2—c? 2(ab—c) 2(ac+b)
1+a24+b2+c2  1+a?4+b2+c2 1+a?+b2+c?
_ 2(ba+-c) 1—a?4+b2—c2 2(bc—a)
A= T+a24b2+c2 1+22+b2+22 T+a24b2+c2 (34.1)
2(ca—b) 2(cb+a) 1—a?—b%+c?

1+a?+b2+c? 14+a?+b%2+c?  1+a?+b%+c?

elde edilir.

(2) (3.3.1) denkleminde £ = z olsun.

A=(I-B)"YI+B)

esitliginden
A=[I—Stana] " [I 4+ Stan ]
Ao {I_Ssinx]_l {I_i_ssinx]
CoS T CoS T
A [Icosx — Ssing] ! {]cosx + Ssinx}
B CoS T Cos
A=[lcosz — Ssinz| " [Icosz + Ssinz]
veya

_ Ek[Icosx — Ssinz]
~ det [I cosx — Ssin ]

[1 cosx + S'sin z]
veya K = Icosz — Ssinz ve L = [ cosx + S sinx olmak tizere,

(CofK)"

A:
K|

L

13



dir. Burada

|K| = |Icosz — Ssinx| = cosz

CcoS T csinx —bsinzx cosr —csinxz bsinz
K= | —csinz cosz asinz |, L=1| csinzx cosr —asinx
bsinx —asinz coszx —bsinx asinz CcoS T
2sin? x _ sin” x sin?
. cos + a3 = csmx+abcow ac® o= + bsin?x
M:%_ in + bsm:c _|_b2sm:c _ +b sin?
K| csinz cosx + ab> CcosS T e asinzx oz
_ sin“x sin® x 2sin?
bsmx+accosx asmx—i—bccow cos T + 20
veya
. 9
. sin“ x
M =Icosx+ Ssinz + (I+S?%
CcoS T

dir. Boylece A = ML esitliginden esitliginden

F 02

A= (Icosx—i—Ssin:c—l— o4 I(I+82)> (I cosz + Ssinz)
cos

03 03
SN~ xr SN~ xr
S3 +

COS T COS T

A= (]cos z + I? sin? x) (S sin?z + 5?1 sin? a:)—i—(

sin®

A=T1+ ((S3+5’) + (cos x sin 27) S) + (281n2x> S?

COS T

veya S® + 5 = O dan
A=1+ (sin2z) S+ <2sin2 x) S?

A=1T+ (sin2z) S+ (2sin?2)S?  cos2z =1—2sin’zx
A =1+ Ssin2x + S*(1 — cos 27)
A=1+ (sin2z) S+ (1 —cos22)S*, =z =¢/2
A=1T+(sing)S + (1 — cos$)S? (3.4.2)

elde edilir.

14
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0 By 0

(3) B=| -k, 0 ky |, E® de egrilikler matrisi olsun. Bu durumda (3.4.1)
0 —ko O
denkleminde a = —ko, b = 0, ¢ = —k; alinirsa, A matrisi
1—k?+k3 2k 2k1ko
1+k2+k2  1+k3+k3  1+ki+k2
— —2k 1—kj—k3 2k
A= 1+k:§+1k:§ 1+k%+k§ 1+k$ik§ (34.3)
2k ko —2ko 1+k2—k2
1+k2+k2  1+k3+k3  1+ki+k2
bulunur.
0 —c 0
(4) B=| ¢ 0 0 | olsun. Bu durumda (3.4.1) denkleminde a =b =10 ve ¢ # 0
0 0 O

aliirsa, A matrisi

—c2 _
1—c 2c O

1+c2  1+c2
il 2 1—c?
A= 1+i2 1+§2 0
0 0 1
. 2c . 1—¢ .
bulunur. sinf = denirse, cos ) = —— olur. Buradan A matrisi
1+ ¢? 1+c?

cosf@ —sinf 0
A= | sinf cosf 0 (3.4.4)
0 0 1

bulunur. A matrisi, xOy diizleminde (0, 0, 1) ekseni etrafinda 6 radyanlik bir donmeyi

gosterir.

3.5. Donme Matrisleri

R¥de 0 < 0 < 7 olmak tizere bir S birim vektorii etrafinda 6 kadar pozitif bir
donme R(?, 0) ile gosterilsin. Benzer gekilde 5 vektorii etrafinda —6 kadarhik bir
%
S

negatif donmenin — s vektorii etrafinda 6 kadar bir pozitif donme ile ifade edildigini

ve R71(5,0) = R(—=75,6) olduguna isaret edelim. Bir dénme altinda 7 — * ise 0
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taktirde R(,0)r = r* = A.r yazabiliriz. Ayrica her reel 3 x 3 tipinde determinant

1 olan ortogonal bir matrisin bir donme gosterdigi de ispatlanacaktir.

Orijin noktasinda Kl ye dik olan ¢ vektoriiniin iginde yattigl dizlemi géz oniine
alalim. Aym zamanda, £ yi R® de bir vektér belirlemek ve A gibi matrislerle &
iizerinde islem yapmak i¢in kullanacagiz. Her S birim vektoriinii, bir antisimetrik

matris ile egleyecegiz. Bunun tersini de digiinebiliriz.

S = (s1, 82, 53) birim vektériine karsihk gelen antisimetrik matris

0 —S83 S9
S = S3 0 —S;

—S9 S1 0

olsun. S r = §A 7 (vektérel carpm) ve S s = §A § = 0 esitliklerinin var
oldugunu kolayca gorebiliriz. £ diizleminde A ? = S¢ oldugunu g('jriiyoruz.?A
? vektorit hem & ye hem de ? ye dik olan bir vektordiir. Dolayisiyla bir ?
vektoriinii bir § vektorii ile soldan vektorel carpmak; ? vektorinii ¢ vektori
etrafinda 90° déndiirmek demektir. O halde & vektériiyle eglenmis S antisimetrik

%
matrisi de ¢ vektorini S vektorii etrafinda 90° dondiiriir.

3.6. Oz Degerler Uzerine Teoremler

Teorem 3.6.1. Au = Au (u # 0) olacak sekilde bir A matrisinin bir 6z degeri A ise
o taktirde, A"u = A"u dur. (Hacisalihoglu, 1998)

Teorem 3.6.2. f reel degigkenli, reel katsayili bir polinom ve A bir kare matris
olsun.

Au = du ise f(A)u= f(Nu (3.6.1)

dir. Bagka bir ifadeyle, A nin 6z degeri A ise f(A) nin 6z degeri de f(A) dir
(Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.6.3. Bir S reel antisimetrik doniigtimiin 6z degerlerinin hepsi imajiner

eksen lzerindedir.
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Ispat. S, C fizerinde 3 x 3 tipinde reel antisimetrik bir doniigiim olsun.

S: RP —- R3
U = S(W) =\

U # 0 olacak sekilde bir 7 € R? vektorii vardir. S (7) = \U esitligi sagdan U ile
carpilirsa,

(S(2), 7Y = MW, ) (3.6.2)

ve soldan carpilirsa,
(7, 5()) = —A{W, W)
olur. S, C' tizerinde reel antisimetrik doniigiim oldugundan
(S(0), ) = — (¥, 5(W))

dir. Bu nedenle,

(W, S(W)) = -\ (W, ) (3.6.3)

yazilabilir. (3.6.2) ve (3.6.3) denklemlerinin sol taraflar1 ayni olur. Buradan A = —A\
veya A+ A = 0 elde edilir. Bu yiizden S nin biitiin 6z degerleri imajinerdir. Sonug
itibariyle, A\ # 0 hari¢ 6z degerler +i¢\ formundaki kompleks sayilardan olugur.
Buradan da S reel antisimetrik bir doéniigiimiin 6z degerlerinin hepsinin imajiner

eksen tizerinde oldugu sonucu cikar.
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3.7. Kuadratik Gosterim

M(s,\g)——g

n V

£ -diizlemi

Sekil. 3.2: Kuadratik Gosterim

Teorem 3.7.1.
R(S,0)r=Ar

esitliginde A matrisi
A=1T+ (sin)S + (1 — cosf)S* = f(9)

egitligini saglayan pozitif ortogonal bir matristir. Ayrica det A = 1 dir.

. —
Ispat. Sekil 3.2’den, R?® deki keyfi bir 7 vektori 7 = kS + ¢ olarak yazilabilir.
3 x 3 tipindeki antisimetrik matrisler ile vektorel carpim arasindaki baglantilar

kullanilarak

Sr=FAT=FAGRT+E)=FAKN+TAE

bulunur. S.r = 3 A 7 esitligine S uygulanirsa,

S.(Sr) = S.(S.€)

S%r=5%¢
S.(Sr)=—¢

elde edilir. Bu bilgilerden sonra,

18



(i) P = Py olsun. Bu durumda O noktas: etrafinda, ?—ye dik bir diizlem i¢inde 6

_>
kadar bir donmede, ¢ vektoriiniin bitis pozisyonu vektoriinii hesaplayalim.

R(F,6).€ = cos B +sinB(F A ?) = cos 0 + (sin 6)(S.€) = cos B¢ + (sin0)(S.r)

yazilabilir.

(ii) P € R? de olsun. Buradan

R(3.0)r = R(F,0)(k3 + €)=k +R(T,0).6 = (r — €) + (cosO)¢ + (sin 0)S.r
R(F,0)r = r4(1—cosf)(=E) + (sinb)S.r =7l + (1 — cos8)S%r + (sin)S.r
R(%,0).r = [I + (sinf)S + (1 — cos 9)52} T

veya
R(S.,0).r = Ar

Geriye A nin ortogonal ve det A = 1 olugunu gostermek kaldr’

(a) A ortogonaldir. Gergekten,

1—s2 252
1— =1- =1 = 7.1
cos 6 T2 cos 6 e (3.7.1)
0 yerine —0 yazilirsa ve A(—0) = B dersek,
B=1-(sin#)S+ (1 — cos 6)52 = f(=9) (3.7.2)

olur. A nin transpozu alinirsa,
AT =T+ (sin®)S™ + (1 — cos0)(SHT = f(s7), ST =-S5

AT =1 — (sin#)S + (1 — cos 0)S?
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olur. Buradan B = AT dir. & yerine S yazilirsa —6 lik bir dénme yapiliyordu
ve bu durumda R~(%,60) = R(=5,6) ile gosteriliyordu. O halde A~! = £(5) dir.
Buradan A~! = AT bulunur. Oyleyse A ortogonaldir.

(b) det A =1 dir. Gergekten, S nin 6z denklemi det(S — I\) = 0 dir.
M4+A=0 (3.7.3)

yazilirsa (3.7.3) denkleminden A\ = 0, A = —i , A = ¢ bulunur. Yani S nin 6z
degerleri 0,—i,i dir. Teorem 3.6.2’den dolay1 f(S) nin 6zdegerleri f(0), f(—i), f(4)
dir. O halde f(S) nin 6z degerleri,

fA) =1+ (sin@)A + (1 — cosO)\?
yardimi ile bulunacaktir.

f(0) = 1+ (sinf)0+ (1 —cosh)0
f(=i) = 1+ (sin@)(—i) + (1 — cos)(—i)* = cosf — sinf = e %

f(i) = 1+ (sin@)(i) + (1 — cosf)(i)*> = cos @ + sin § = e

Sonug olarak, S nin 6z degerleri 0, —i, i ise f(.S) nin 6z degerleri f(0) =0, f(—i) =

e . f(i) = € bulunur.

Bir matrisin determinant1 baz degisiminden bagimsiz oldugu i¢in, f(.S) matrisinin
0z degerleri diyagonal olacak sekilde bir koordinat sistemi degisimi veya baz degisimi

daima yapilabilir. Bu yiizden
det A=1.e"e? =1

olur. Boylece A pozitif ortogonaldir.

Sonuclar:

1) A— AT = [I 4 (sin6)S + (1 — cos0)S?] — [I — (sin6)S + (1 — cos 0)S?]
A — AT =2(sin0)S
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2) Bir matrisin izi baz degigsiminden bagimsiz oldugu igin

e—i@ + ei@

IzA:1+ei9+ei9:1+2[ :

] =14 2cosf

bulunur.

3.8. Cayley Doniisiimii

Tanim 3.8.1. S € R3 bir antisimetrik matris olsun.

fi SO(3) = SO(3)
S o f(S)=A =T -S)YI+8)

f(S) = A seklinde tanimlanan f doniigimiine S nin Cayley déniigiimi denir.
Teorem 3.8.2. S € R3 bir antisimetrik matris ise, A = (I — S)™!(I + S) olmak

tizere A bir pozitif ortogonal donme gosterir. Burada

_>
S
— 3.8.1
- (38.1)

0 .
S = (51,59, 53), tan§:H§>H:37é1, §=

ve
0 —S3 So
S = S3 0 —S1
—S9 S1 0
dir.

Ispat. S nin 6z denklemi \* + s2\ = 0 ve Cayley-Hamilton teoreminden dolay1

S3 4+ 28 =0 ise S3 = —s29 dir.

(I-8)"'=1+aS+bS? (3.8.2)
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yazilabilir. Son egitlikten

(I-8)"'(I-=8)={I+aS+bS*.(I1-29)
I=1+aS+bS*—S—aS*—bS5*

aS +bS* — S —aS? + b(s%S) = 0
(a—1+bs*)S+(b—a)S*=0

veya
a+bs® =1
b—a =0
denklem sistemine varir. Buradan a = b = 5 bulunur. Bu degerler (3.8.2)
denkleminde yerine yazilirsa,
—1 1 2
(I-=8)" =1+ S+ S (3.8.3)

1+ 52 1+ 52

bulunur. (3.8.3) esitliginin her iki tarafi (I + S) ile carpilir, A = (I — S)" (I + 5) ve

S3 = —52S oldugu goz 6niine alinirsa,
A—(I+ L gy 1 52> (I+5)
B 1+s27  1+s2 /)7

olur. Son egitlikten,
2 2 2

A=1T S
+1+s2 +1+32

elde edilir. S = % konumuyla, S yerine sS yazilarak,

25\ & 25\
4= ”<1+sz)5+<1+32)5

Hipotezde tang = s verilmisti. Buradan,

0 S 0 1
sin — = , Ccos — = 3.8.4
2 V1482 2 J1+4s? ( )
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252

bulunur. (3.8.4) esitliginden de sin§ = 1_2:9 7 ve 1 —cosf = 575 bulunur.
A =1+ (sinf)S + (1 — cos6)5? (3.8.5)

olup, A matrisi R(?, 6) y1 temsil eden pozitif ortogonal bir matristir.

Bazi Ozel Durumlar:

1) (3.8.5) denkleminden 6 = 0 ise A = R(S,0) = I bulunur.

2) 0 = mise s = tang = oo olur. Bu yilizden § = 90° sart1 Cayley formiiliinde

bir anlam kazanmaz. Fakat s — oo olmasmma misaade edildiginde, tan 7 = oo
denkleminde § = 7 bulunur. 6 = 7 oldugunda A = 1 + 252 elde edilir. Bu da
R(, 7) dénmesini gosterir.

3.9. Cayley Matrisi

Teorem 3.9.1. A, 3 x 3 tipinde reel pozitif ortogonal ve S = (A —I)(A+ )7} ise

S antisimetrik ve S nin Cayley doniigimii A dir.
fspat. (A—DI)(A+1) = (A+D)(A—1) = A2 — T dir. S=(A-D(A+1)"
esitligi soldan ve sagdan regiiler A + I matrisiyle carpilirsa, sirasiyla (A +1).5 =
S (A+1) = A— I esitligi elde edilir. Buradan

[(A+D)S) =(A-DT

STAT + 1) =AT -1

STAT+1)= AT — 1

olur. Esitligin her iki tarafi A regiiler matrisyle carpilirsa,
ST(AT + DA = (AT = T) A

ST(ATA + A) = (ATA - A)

STA4+1)= (I —-A)
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veya son esitligin (I + A)™! ile carpimindan
ST =_8

olup S antisimetriktir.

Simdi de S = (A —I)(A + I)~! formiiliinden A y1 bulahm.

S(A+I) = (A-DA+D) Y A+]T)
S+S5A = A-1
(I-S)A = (I+5)

olur. Son esitlikten A y1 ¢ekersek
A=T -89 +S9)

elde edilir.
Teorem 3.9.2. (I — S)~! ve (I +S) matrislerinin ¢arpimi degigmelidir.

Ispat. M = I + S olsun. Buradan M7 = I — S dir. Buradan MMT = MTM =
I — S? bulunur. Bu da M ve M7T matrislerinin carpimlarimm degismeli oldugunu
gosterir. O halde

(I=8S)I+S)=T+95I-29)

dir. M ve M matrisleri regiiler olduklarindan,
I+S=I—-8)"YI+8)(I-S5)

yazilabilir.
[+8={(I-8)"I+8)}(-5) (3.9.1)

[+8=A(-S5)

bulunur. (3.9.1) esitliginin her iki tarafi sagdan (I —S)~! ile ¢arpilirsa,

A=(I+S)(I-S)!
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bulunur ve det A = 1 oldugundan
A= -9 I+9)=T+S)(I-9"

elde edilir.

Bu teoremde A + I matrisinin tersinin oldugu kabul edildi. Simdi A + I matrisinin

tersinin olmadigi durum ile ilgilenelim.

3.10. A+ I Matrisinin Regiiler Olmadigi1 Durumlar

Farz edelim ki det(A + I) = 0 olsun. Bu yiizden —1 sayis1 A nin 6z degeridir. A
pozitif ortogonal oldugu i¢in ti¢ 6z degerinin ¢arpimi +1 dir. A nin 6z polinomu
iigiincii dereceden reel katsayili bir denklemdir. Bundan dolay1 da koklerden ikisi
eslenik kompleks geriye kalan reel veya biitiin kokler reeldir. A matrisi ortogonal

oldugundan 6z degerleri 1,—1,—1 dir. 1 ve —1, A nin 6z degeri olduklari i¢in, A.s = s,

A.u = —u, sartlarini gercekleyen S ve W birim vektérleri vardir.
As=s Au=—u
A7l (As) =Als Au=—u
(i) (A71 A)s=AT.s (i7) (A1 Awu=-A"1u
I.s = AT s Tu=—-ATu
Als =35 u =—-ATu

— =
(iii) A ortogonal oldugundan uzunluklar korur yani (', @) = <As, Au>.

() ve (1) kullanmlirsa,

(FW) = —(3,°)
(FWU)+ () = 0
(&) = 0

bulunur. Buradan & vektoriiniin @ vektériine dik oldugu anlagilir. T =SAU

olsun. Bundan dolay1

(U, F)=0ve (¥, ) =0
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olur. Simdi,

(AT, F) =0ve (AU, ) =0

oldugunu gésterelim.
(Av,F) = (T, ATs) = (V,7) =0
ve benzer sekilde
(Av, W) = (T, ATu) = (V, = W) = (V, - W) = — (V&) =0

dir. Bundan dolay1 A7, ¥ A U nin bir kat1 olmak zorundadir. Yani Av = v dir.
Burada A, A nin bir 6z degeri olup, A i¢in kullanigh deger sadece —1 dir. Bundan
dolay1 Av = \v ve S, U, W vektorleri As = s, Au = —u, Av = v olacak sekilde R?

iin ortonormal bir bazini olugtururlar.

3.11. Uygulamalar

Bu kesimde A pozitif ortogonal matrisi verildiginde dénme a¢isinin ve dénme ekseninin

bulunmasina ait iki 6rnek verelim.

29 —20 28
Ornek 3.11.1. A = % 28 35 —4 | matrisini gbz Oniine alalm. det A =1

—-20 20 35

ve det(A + I) # 0 dir. Yani, A + I matrisi regiilerdir. A matrisine kargilik gelen

donme eksenini ve donme acisini bulalim.
Doénme agist ... I12A=142cosf (3.11.1)

Dénme ekseni ... A — AT =2sinfS

a3z — 23 S1
a3 —az | =2sinb | s,
a21 — Q12 53
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formiillerinden bulunacaktir. 1zA = % ve % = 142 cos # denkleminin ¢oziimiinden

3 jse sinf = £ elde edilir. Donme ekseni formiiliinden

cosf = % bulunur. cosf = £ :

de (s1,52,53) = 2—14(%,%,%) bulunur. Sonug¢ olarak, A matrisinin yaptirdigi pozitif

donmede;

3
donme agisif = arccos (5)
1 /71 2 2
4 . .—>:<>
onme ekseni s 21\333
dir.
—41 12 =24
Ornek 3.11.2. B = 4% 12 —31 —36 | matrisini gbz ontine alalim. det B =1

—24 =36 23

ve det(B + I) = 0 dir. Yani, B + I matrisi regiiler degildir. BY = B oldugundan,
BT — B = 0 olur. Bu yiizden 2(sin#).S = 0 olur ki, buradan s ekseni bulunamaz.
(1) ye benzer sekilde IzB = —1 bulunur. /2B = 1+ 2cos 6 denkleminden —1 =1+
2cos ) veya cosf) = —1 veya 0 = 7 bulunur. Fakat BT — B = 2(sin6)S esitliginden,
BT — B =2sinw.S veya 0 = 0.S veya 0 = 0 bulunur ki bu buradan ekseni bulmak

mumkiin degildir. O halde simetrik ortogonal matrisler i¢in,
B+ B = [T+ (sin0)S + (1 - cos0)S?] + [I — (sin0)S + (1 — cos0)S?]

B+ B =2 + 452
B =1+ 252

eksen denkleminden bulunur. Sayisal degerleri yazilirsa;

—41 12 =24 1 00 0 —s3 59
1
19 12 =31 =36 |=|01 0]+2| s 0 -5
—24 —-36 23 0 01 —S2 81 0

27



—-41 12 =24
1
19 12 —-31 =36 | =
—24 —-36 23
—41 12 =24
1
19 12 —-31 —-36
—24 —-36 23
—41 12 =24
1
19 12 —-31 —-36
—24 —-36 23
(3.11.2) esitliginden

{8182 =

1 +2(—s3 — s3) 25159 25183
25951 1+ 2(—s7 — s2) 25953
25351 25389 1+2(—s? —s2)
1+4+2(s? 1) 25189 25183
= 25951 14+ 2(s3—1) 25783
28351 28382 1+ 2(8% — 1)
14252 —2 25159 25153
= 28251 14 25% —2 25253 (3112)
25387 25389 1+ 28% -2
= =1+2s3-2
—41 2 _ 12
5 =2s1—1 = S1 = :]:?
St=1+42s3-2
N 2 ; (3.11.3)
_479 = 232 -1 = So — :i:
2 =14 22 —2
%= 233 -1 = s3==¢
6 —12 —18
7y = = — 3.11.4
197 P T Tyg PR T g (3.11.4)

bulunur. (3.11.3) ve (3.11.4) denklemlerinden 5 = 1(2,3,—6) ve 55 = 1(—2,-3,6)

eksenleri elde edilir.

3.12.

Genelleme Yoluyla Cayley Hareketi

Teorem 3.12.1. f(z) = a,2"+a,_ 12" ' +...4+a1x+ag reel degerli ve reel degigkenli

bir polinom ve S, 3 x 3 bir antisimetrik matris ise o taktirde f(S) regiilerdir.
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0 —c b
ispat. S = ¢c 0 —a | ves?=a?’+b’>+c® =1 olmak iizere, S nin 6z denklemi

—-b a 0
det(S — M) = 0 dir. Buradan A3 + X\ = 0 olur. Cayley-Hamilton teoremi geregince

her kare matris kendi 6z denklemini gercekler. Bu nedenle S®+S = 0 veya S® = —S

yazilabilir. Simdi
C = f(S) = anS™ + an_1S" ' + - +a1S + aol

matrisinin regiiler oldugunu gosterelim.
n=0,1,2,..i¢in S*" ! = (=1)"S ve S*"*2 = (—1)"5? oldugundan C' matrisi genel

olarak I, S ve S? matrislerinin bir lineer birlesimi olacaktir. Yani,
C=f(S)=(ay—as+as—ar+..)S+ (—ay +ay —ag+..)S* +ap.l

f(S) =aol +xS+yS* v,y e R (3.12.1)

yazilabilir. ag # 0, m = 2 ven=2 denilirse, (3.12.1) denklemi,
Qo an

F(S) = ao(I + 28+ L.82) = ag(I + mS + nS?) = aF(S)

Qg Qo

olur. Bu durumda f(S) nin regiiler olmasi det(F'(S)) # 0 olmas: ile miimkiindiir.

m # 0 ve n # 1 olmak tizere det(F(S)) # 0 dir. Gergekten

F(S) =1+ mS+nS?

1 00 0 —c b a?—1 ab ac
FS)=1010|+m| ¢ 0 —a|+n| ba -1 b
001 -b a 0 ca cb -1

1+na®>—n —mc+nab mb+ nac
F(S) = mc+abn  1+nb>—n —ma+ nbc

—mb+nac ma-+nbc 1+nc®—n
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det(F(S)) = (1 4+ na* —n)P — (—me + nab)Q + (mb + nac) R

det(F(S)) = (1 4+ na* — n)P + (mc — nab)Q + (mb + nac)R

P = [(14nb = n)(1+nc* —n) — (ma+ nbc)(—ma + nbe)|

= 1+nc —n+nb® +n?b* —n’b* —n —n’c® +n® — n?b’c + m?a?
= 14+ nc® —n+nb* —n??* —n —n’c® +n® +m?a?
= 14+nb*+E+a*—a®—2) —n*(b* + 4+ a® —a* — 1) + m?d?
= 1+n(l-a*-2)—n*(1-a*—1)+m??
= 1-n(a®+1) +n’d® + m?a®

2 2

= 1—na—n+n%d®+ma
veya

P = (1—-n)+ad*(m*+n*-n) (3.12.2)

Q = (1+nc® —n)(me+ nab) — (—bm + nac)(nbc — am)

= mc(l+nc® —n) +nab(1 + nc® —n) + (mb — nac)(nbc — am)

3 2

= mec+ mnc® — mne + nab + n?abc® — nab + mnb*c — m2ab — n®abc® + mna’c

= mc+ mnc® — mne + nab + mnb*c — m2ab + mna’c
= mnc(c® — 1 +b* + a®) + mc + nab — n*a — abm

= mc+ nab — n*ab — abm?

veya

Q = mc — ab(m® +n* — n), (3.12.3)
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R = (mc+nab)(ma+ nbc) — (1 + nb®> — n)(—bm + nac)
= (mc+ nab)(ma + nbc) + (1 + nb* — n)(bm — nac)
= mPac + mnc®b + mna®b + n*b*ac + bm + mnb® — mnb — nac + n*ac
= m?ac+ mnc®b + mna*b + bm + mnb®> — mnb — nac + n*ac
= mnb(a®> + b* + ¢ — 1) + m*ac + bm — nac + n*ac

= m2ac + bm — nac + n’ac

R = bm + ac(m?® +n? —n) (3.12.4)

dir. £k =m?+ n? — n olsun.

det(F(S)) = (1+nb*—n) [(1 —n)+ a2k] + (mc — nab) [mc — abk]

+(mb + nac) [bm + ack]

= ((1—=n)+nad® {(1 —n)+ a2k] + (mc — nab) [mc — abk]
+(mb + nac) [bm + ack]

= (1-n)*+na'k+ (1 —n)a’k + (1 — n)a’n + m?*c* + nka’b*
+kna®b® — kmabe — mnabe + m*b* + nka*c® + kmabce + mnabe

= (1-n)*+na*k + (1 —n)a’k + (1 — n)a’*n + m?c* + m?v?
nka’b® + nka*c®

= (1-n)*+ (1 —=n)a*k+ (1 —n)a’n +m*( +b* +a* — a®) +
na’k(a® +b* + %)

1—n)?+ (1 —n)a’k+ (1 —n)a*n +m?*(1 — a®) + na’k

2 2

1 —n)?+ a’k — na®k + a®*n — a®n® + m? — m?a® + nad’k

( )?
( )?

= (1—-n)*+ad’k+a*n—a*n®* +m?* — m?ad?
( )?

det(F(S)) = (1—-n)*+ (m*+n*—n)a® — (m*>+n*—n)a* +m?

det(F(S)) = (1 —n)* +m?

denklemi n = 1 ve m = 0 (yani det(/ + 5?) = 0) durumu harig tutuldugunda, daima
det(F'(S)) # 0 olur. Bu da bize f(S) nin regiiler oldugunu gosterir.

31



Teorem 3.12.2. S, 3 x 3 tipinde bir antisimetrik matris, A € SO(3) ve f(z) =

A" + ap_12" ' 4+ ... + a1 + ag olsun.

A= (f(8")f(5)

ise f(ST) ve f(S) matrisleri degigmelidir.

Ispat. M = f(S) olsun. Bu durumda,

MT =[f(S)]" = f(ST) = f(-S)

(3.12.5)

dir. Gostermem gereken esitlik MMT = MTM dir. f(z) = apz™ +a, 2" 1+ +

a1r + ag Cayley-Hamilton teoreminden f(S) = a,S™ + ap,_ 15" ' +---+a15 +ag ve

3.12.1) denklemi f(S) = aol +msS + nS? idi.
( ) f(5)

MMT = (agl + nS? +mS)(aol +nS* — mS) = (aol +nS*? — (mS)?

ve
M"M = (agI +nS* — mS)(apl +nS? +mS) = (apl +nS?)?* — (mS)?
oldugundan
MM" =M™ M
ve

F(S)F(S) = F(S)F(ST)

elde edilir. Teorem 3.12.2’den dolay1 da

A= (f(ST)T(8) = F(S)(f(sT)™

yazilabilir.

Teorem 3.12.3. f(z) = a,2" + ap_ 12" ' + ... + 17 + ag ve S ;3 = —Ssx3 olsun.

A= (f(ST)"1f(S) ise A pozitif ortogonal bir matristir.
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Ispat. (a) Once A € O(3) oldugunu gésterelim. M = f(S) olsun. Buradan
MT = f(ST) olur. f(ST) ve f(S) matrisleri degismelidir. Bu durumda AT =
{(f(ST))’lf(S)]T = f(ST)(f(S))! olur. AAT matrisinin

(FET) TSNS F ()
= (M) HED] [FEFS) ]

AAT = (f(ST) T (S)F(ST)(f(S)

veya AAT = I ve benzer sekilde AT A = I bulunur. AAT = ATA = I oldugundan A
ortogonal bir matristir.

(b) Simdi de det A = 1 dir. Gergekten,
det A = det((f(ST))7'f(S)) = det(f(ST)) " det f(S) = (det f(ST)) ™" det f(5)

veya

det f(S)  detf(S)  det f(S)
(det f(ST))  (det(f(S)T)  det f(S)

olur. (a) ve (b) den dolay1, A pozitif ortogonal bir matristir.

det A = 1

Teorem 3.12.4.
A= (f(ST))" f(S) pozitif ortogonal ise (f(ST))"*f(S) = f(S)(f(ST))~" dur.

Ispat. Hip.: A pozitif ortogonal.
Hiik.: (f(ST))71f(S) = f(S)(f(ST))~" dir. A nin inversi ve transpozu hesaplanirsa

ATH=(f(9)) 7 f(ST) (3.12.6)

AT = £(STY(F(S) (3.12.7)

olur. A ortogonal oldugundan (3.12.6) ve (3.12.7) esitliklerinden

(F(S) (ST = F(ST)(f(S) ™
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bulunur. f(S) matrisi regiilerdir. Son esitliginin inversi alinirsa, istenilen esitlik elde

edilir.

f(S) nin Farkli Durumlari:
(1) f(S) =1+ S olsun. f(S5), (3.12.5) denkleminde yerine yazlirsa,

A= -8)1I+S8)

olur. Bu durumda f en basit Cayley doniistimii olarak adlandirilir.

(2) f(S)=1—mS +nS?olsun. f(S), (3.12.5) denkleminde yerine yazilirsa,

= (I —mS+n8)") " (I —mS +nS?)
= (I+mS+nS*! (I —msS + n52)

olur. Bu durumda, f ye genellestirilmis Cayley doniigimii denir. Burada S 5 ile

birlesen 3 x 3 tipinde bir antisimetrik matristir.

3.13. Genellestirilmis Cayley Hareketinin Geometrik Yorumu

S nin 6z denklemi A\* + s?\ = 0 dir. Bundan dolay1 S nin 6z degerleri 0, is, —is dir.

A nin 6z degerleri ise,

(f(0))71f(0), (f(=is)) ™. f(is), (f(is))~".f(~is)

dir. Daha acik bir ifadeyle,

f0O) = 1—a0+b0=1
flis) = 1—a.(is) +b.(is)* = (1 — bs?) —ias
flis) = p—iq
f(=is) = 1—a.(~is) +b.(=is)® = (1 = bs®) +ias = p+ iq
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dir. Sonug olarak A matrisinin 6z degerleri,

1, (p+iq)(p —iq) ve (p —iq)(p +iq)

dar.

3.14. Donmelerin Bilegkesi

Teorem 3.14.1. 3 x 3 tipinde reel pozitif ortogonal A, B matrisleri tarafindan
temsil edilen ardigik iki donme verilmis olsun. A matrisine karsilik gelen antisimetrik
matris S ve B matrisine kargilik gelen antisimetrik 7" ise AB matrisine kargilik gelen

antisimetrik matris

 S4T-ST+TS
det( + ST)

w

dir. (Room, 1952).

Bu formil paydasindaki kok sebebiyle hesaplamalarda sikinti veriyor. Bu ytizden

paydadaki koki kaldiralim. Asagidaki hesaplamalar yapilirsa,

%
<§>, t > = STt = 81151 + Sgtg + Sgtg =k

S1 s1t1 s1ta sit3

G=G=stl= So {tl to t3:|: Sot1 Sala Saots | s

S3 sgti  S3ta  S3t3
—sS3t3 — Salo Soty s3ty
ST = Sltg —Sgtg — Sltl Sth
81t3 82t3 —SQtQ — Sltl

ST =—-kI+G" , TI+ST=(01-kI+G"

1-— 83t3 — SQtQ Sgtl Sgtl
I+ ST = 81t2 1-— $3t3 — Sltl Sth
S1ts Sots 1 — soty — 5111
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det( + ST) = det [(1 = k)] + G"| = det [(1 — k)I" + G}T = det[(1 — k)] + G]
12(ST) = —2(s1ty + sty + s3t3) = —257t = —2k (3.14.1)
G? = (stT)(st") = s(tTs)t! = s(s"t)t" = kst” = kG

G nin 6z denklemi \2 — kX = 0 dir. G? nin 6z denklemi \* — kA? = 0 dir. Bundan
dolay1
det(G — \I) = )\2(k3 —A)

dir. A =k — 1 denirse,

det (1 —KI+G) = (1—k)?ve
det(I + ST) = (1—k)*= {1 + ;MST)}2

bulunur. (Yukaridaki ara iglemlerde, Room karekokiin igsaretini agiklamadan muglak

bir bigimde aliyor).

0 Sgtl - Sth S3t1 — Sltg
ST =TS = | s1ty — soty 0 s3lo — Sat3 (3.14.2)

Sltg — Sgtl Sgtg — Sgtz 0

U = ST — TS antisimetrik matrisiyle eslenen vektor U olsun. Bu durumda
_>
7 = ? Nt = (Sgtg — 53t2, Sgtl — Sltg, Sltg — 82251)

bulunur. Ardigitk dénmenin W matris formunu elde etmek i¢in, “ Chong and
Andrews” makalesinin sayfa 252 deki anlattigi metod uygulanir ve makaledeki a,

b, \ sirasiyla s, t, w ile yer degistirirse,

R(3,20)R(T,26) = R(W&,27)
elde edilir. Burada W = ES(

e tx> dir. (3.14.2) kullamlmasiyla W = S+1-5T4T5
ve (3.14.1) in kullamilmasiyla da 1 —k =1 — <§>, ?> = 1+ 172(ST) elde edilir.
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3.15.  Yiiksek Boyutlu Uzaylarda Donmeler
3.15..1 R*de Doénmeler

R? deki dénmeler tek noktay: invaryant birakirlar. R? deki dénmeler, bir dogruyu
invaryant birakirlar. Fakat R* deki dénmeler, 2-boyutlu bir diizlemi invaryant
birakirlar. Bu diizlem u = (w3 + ug + uz + ug) ve v = (v1 + vg + v3 + v4) ortonormal
yer vektorleri tarafindan gerilmis olsun. S antisimetrik matrisi, tensér notasyonu
ile,

Sij = eymurvr, (1 <14,5 < 4) (3.15.1)

seklinde ifade edilir. Burada e;n , (¢,7,k,0) gibi dort semboliin permiitasyon

4
tensorudur. (3151) e§itli§inden, S12 = Z €12k ULV = (61234)U3U4 + (61243)U4U3 =
k=1

4
U3Vy — UgV3 V€ S13 = Y €13pUpl] = (61324)U2U4 + (61342)U2U4 = —U2Vq4 — UqUz VE

)

s;i = 0, 1 <4 <4 bulunur. Diger bilegenler benzer gekilde hesaplanirsa, S matrisi,

0 (U3’U4 —= U4U3) —(UQ’U4 — U4U2> (U2U3 — U3U2)
—(Ug’U4 — U4U3) O (U1U4 — U4U1) —(Uﬂ)g — U3U1) (3152)
(ugvy — uqvy)  —(u1v4 — ugvq) 0 (u1ve — ugy)
I —<UQU3 — U3U2) (Ul’Ug — U3U1> —(Ul’UQ — UQU1> 0 |

seklinde yazilabilir. Ayrica, Su = Sv = S(Au+ pv) =0; (A, u € R) dir. Boylece, S

matrisinin belirledigi # radyanlik dénme,
9] ek .
R(u,v,0) = exp(0S) = ,;ES
ile gosterilebilinir. Simdi bu dénme matrisini bulalim. S anti-simetrik matrisi
S L =u®utveu (3.15.3)

esitligini saglar ve

S(S*+ 1) = S(uu” +vo?)

S? 4+ S = (Su)u” + (Sv)v”
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dir. Buradan S® = —S elde edilir. Béylece, A pozitif ortogonal matrisi
R(u,v,0) = exp(0S) = A =1+ (sin)S + (1 — cos9)S? (3.15.4)

seklinde bulunur. Son denklem, ii¢ boyutlu Oklid uzaydaki dénme matrisi ile ayni

formdadar.

3.15..2 R"de Donmeler

R™ igindeki dénmeler bir (n — 2) boyutlu alt uzay: invaryant birakirlar. Bu alt uzay,
Uy, Uz, ..., Uy_o Ortonormal vektorleri tarafindan gerilmis olsun. Tensoér notasyonu
kullanarak anti-simetrik matris, S% + I = niguk QU =U QUL+ ... +Upg ® Up_a
egitligini saglar. Son esitlik S matrisiyle S;rlplhrsa, S3 = —S elde edilir. Boylece

verilen gartlar altinda, R™ deki dénme matrisi
R(ur, t, ..., U2y, 0) = exp(0S) = I + (sin6)S + (I — cos§)S>

dir. Bu son egitlik de yine, digerleri ile benzer formdadir. Diizlemde dénme roliinii

oynayan, U,—1) ve U, vektorleri hesaplanmak istenirse,
2, —
S Up = )\kuk

0z sistemi ¢ozilir. 1 < k < n — 2 igin, 6z degerler A\, = 0 ve 6z vektorler daha
onceden belirlenmis (n — 2) vektordir. & =n — 1 ve k = n — 2 i¢in 6z degerler
“—17 dir ve bu iki 6z degere kargilik gelen 6z vektorler donmenin yapildigi diizlemi

gererler.
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4. H/H HAREKETININ ACISAL HIZ MATRIiSi

4.1. H/HI Hareketinin Acgisal Hiz Matrisi

H harekeli H sabit uzay olmak iizere, © = Axy + ¢ hareketinin dénme kismin
goz oniine alalim ve xy, H da sabitttir olsun. z = Axzy denklemininden z = A~ 'z
bulunur. x = Axq esitliginin tirevi alinirsa,

' =Azy=A (A_lx) = (A’A_1> x=QOx

bulunur. Pozitif ortogonal bir A matrisi icin A~! = AT veya ATA = AAT =] dur.
Son AAT = T esitligin tiirevi alimirsa, A’AT + A (A")" = 0 veya A’AT = —A (A"

elde edilir. Q2 = A’AT denilir ve son esitligin transpozesi alinarak,
OF = (4AT)" = A(A)" = — (447) =~

bulunur. Boylece €2 matrisinin antisimetrik oldugu gosterildi.

1—k}+k3 2k 2k1 ko
KT+k3+1  kI+k3+1 K24k3+1
2 2
A=| 2k LMok 2k 4.1.1
KT+k3+1  kI+k3+1 K24k3+1 ( )
%1 ks —2ky LAk k3

kI+k3+1  kI+k3+1 K24k3+1

dir. (4.1.1) deki A matrisinindeki (kolon vektorlerinin paydasini harig tutarak) kolon

vektorleri
1— k2 + k2 2k, 2k ko
Ey = —2k; s EBa= 11—k k3 |, E3= 2ks
2k ko —2k, 1+ kf — k:%
olsunlar.

H=5p{0" By, B, Es} | H =Sp{Oier eaes}



sirasiyla, hareketli ve sabit uzaylari belirtsin. A pozitif ortogonal matrisi yerine

(4.1.1) matrisini ve ¢ Gtelemesi yerine de ¢ = «(t) egrisini alarak,
x = Axg+c (4.1.2)

ile £3 Oklid uzayinda « egrisi boyunca bir kati cismin bir parametreli bir hareketi
elde edilir.

Simdi (4.1.2) deki hareketin Hiz ve Darboux vektérlerini pol noktolarim (pol eksenlerini),
hesaplayalim. (4.1.2) ile belli olan H m H' ye gére hareketini H/H' ile gosterecegiz.

A matrisinin turev matrisi

—4ky (K, + K k2 — Kk k) —2 (=K, + kK2 — KLk + 2Kk ko)
a;; = , =
B (K + k3 +1)° N (K} + k3 + 1)’
o 2k — Ry — RRS — KRS + KKty + Kbk
Y (k2 + k3 +1)° ’
2 (=K, + K k2 — K\ k2 + 2KLk1 k) Kiky + kbko
ag = 7 12 2 ’ G2 = =4 =5
(ki+ k3 +1) (ki + k35 +1)
o T2 — R+ KGR + 2Kk k) o 2 — RORT + kpS + 2K ko ko)
23 — ) 32 —

(k2 + k3 +1) (k2 + k3 +1)
—2(—kiks — Koy — kK3 — kyk? + Kikiho + kyki K3)
(k2 + k2 +1)°

Aley (=K — KhK2 + k) keyks)
(k2 + k2 +1)°

asy =

ass =
olmak tizere

ai; Qr2 a3

A= asn ax ax

asy as2 ass
dir. x = Axg + ¢ hareketinin x = Axg donme kismini disiinelim. t-ye gore tiirev
alimirsa, ©' = A'xg bulunur. x degeri yerine yazilirsa x’ = (A’AT) x = Qux elde
edilir. Burada €2 antisimetrik bir matristir. Bu matrise, A ya kargilik gelen hareketin

Darboux matrisi denir. Simdi H/H' hareketinin Darboux matrisini hesaplayalim:
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/ / /
a1 Q19 Q3 a11 Q21 a3 Qi Qg Q3

Q=AA" = Ay Ahy Aoy 12 Az asy | = | Qo oy (g
a§,1 aég Clég @13 Q23 Q33 Q31 Q3o 3
0 Ky — (Kike — kSky)
2
Q= - ! / 4.1.3
k4 k3 + 1 g 0 k2 (4.1.3)
(kiks — koki) —kj 0

bulunur. (4.1.3) ile belli olan Darboux matrisini ele alip, bu matrisin € ile gosterilen
Darboux matrisinden ani agisal hiz matrisinin bilegenlerini bulalim. €2 antisimetrik
matrisinin {i¢ elemanini biliyorsak matrisini yazabiliriz. (4.1.3) denkleminden belli

bir sirada alinan ti¢ elemandan

— 2

“1TR TR (K, kykg — Kok, KY) (4.1.4)

%
vektorit bulunur. Bu son denklemin belirttigi €2, H' sabit uzaymndaki ¢atiya gore
Darboux vektoriinti veya ani agisal hiz vektoriiniin bilegsenlerini verir. H hareketli

uzayindaki

{O/; Ey, E2>E3}

— — —

catisina gore Darboux vektoriinii W ile gosterelim. 2 = AW egitliginden W =
— — —

A71Q dir. Boylece W = AT Q) esitliginden bulanabilir.Gercekten,

1—ki+k3 2k 2k1 ko k!
ki+k34+1  kf+k3+1  KS+kI+1 2
— 2 —2k1 1*’“%*’“% 2ko k/ ]{7 - k/ /{3
1+ k2 4+ k3 | KiHk3+L Ri+k3+1 RP+k3+1 172 21
%1 ks —2ky  LHRP—k3 k'
1

ki+k3+1  kf+k3+1 k$4kI+1

1

W= —"
k%+k§+1<

Ky, Ky — K ko, k).

Teorem 4.1.1. H min H' ye hareketini veren B matrisi ile, hareketin 2 Darboux

. . ' ’ ’ =g
matrisi arasinda Q = m (BB - BB+ B )Veya Q = W (O'AND+)
H

bagmtilar: vardir. Burada b veya b’ vektorleri sirasiyla, B ve B nin ticer elemanindan

meydana gelen vektorlerdir.
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Ispat. Biri agagidaki esitlikleri kolayca elde edebilir.

0 k 0 0 Kk 0 — K ky 0 kb ke
BB ' =| -k, 0k —K 0 K |= 0 —kiki—kiks O
0 —ky 0 0 -k, 0 K, ko 0 — Ky
0 Kk 0 0 k0 —Kiky 0 K, ke
BB=| -k 0 K||-k 0 kl|= 0 Kk —kyka 0
0 —k, 0 0 —ky O K key 0 — Ky
0 0 Kiks — Kbk
B'B - BB = 0 0 0
khky — k\ky 0 0
0 0 Kiks — Kbk 0 Kk 0
BB —-B'B+B = 0 0 0 +| =k 0 K
kbky — K\ ky 0 0 0 —kb 0
0 K, kg — Kbk
BB -BB+B = —K, 0 kb
khky — K\ ky —k) 0

dir. Buradan

0 ki — (kiks — koky)
B (BB'~BB+B)= 2 —K 0 %
k¥ +k3+1 k¥ +k3+1 1 2
K ky — Kyky —F) 0

yazilabilir. Boylece

2

Q=
k¥ +k3+1

(B/B — BB + B’)
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dir. Benzer sekilde,

ko 0 Ky

ve

VA4 = (K K ky — Kk, k) + (kb, 0, ;) = (K, Ky — Kbk, k)

Boylece
%

=———bAb+V
k¥ +k:+1 *

— —
elde edilir. 2 ve W vektorleri arasindaki iligkiyi bir teoremle verelim.

Teorem 4.1.2. H/H' hareketinin sabit ve hareketli uzaya gore Darboux vektorleri
— —
sirasiyla €2 ve W ise

6:I?/<:>>lesabit.
2

dir, burada k; = ki(s) ve ky = ko(s) bir a = «(s) uzay egrisinin egrilikleridir.

. — — —
Ispat. =: Q@ = W olsun. Q = m (kb kiko — kbky, kY)  ve
— -
W = m (Kb, kbk1 — ki ko, k}) oldugundan, 2 = W egitliginden
1 2

K ks — Kbk = Ky — K ks
K ks — Ky = 0

K ky — K1k
k3

d (ks
~(2) =0
ds (kg)

Sonug: £y ve ko egrilikleri sabit olmayan ve yay parametresine gore verilmis bir egri

=0

ky _

veya it = sabit.

a olsun. H/H' hareketinde sabit ve hareketli uzaylardaki Darboux vektorleri paralel

k
ise k—l sabittir. Bu durumda, o uzay egrisinin bir genel helis olmasini gerektirir.
2
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Teorem 4.1.3. A € SO(3), rankA" = 2 ve 5), W vektérleri de sirastyla, H/H'
hareketinin sabit ve hareketli uzaya ait Darboux vektorleri ise o taktirde asagidaki
esitlikler dogrudur.

(i <A'>Tﬁ =0

(ii) AW = O

(i3i) A" W = O ise AW =0
(iv) AT = O ise AT = O

Ispat. 0 = olsun.

_>
(i) : (AT = AT (5 [ Ky Kky—khk, K

50 =0 veya (A’)Tﬁ> - 0.
(i7)

! — A / / / / g — ! / / / / g 8
AW = A 0| Ky Ky —Kks K, | | =6 (A | K, Kky— Kk K, | |0

)i

1.

K, Kky—kiks K,

veya

AW = (0,0,0) (4.1.5)

bulunur.
(1it) AW = 8 esitliginin her iki tarafinin s ye gére tirevinden yani &L (A'W) =
% (8) dan

AW 4+ AW' =0

olur. A” IT/ = 8 oldugundan A'W’ = 8 elde edilir.

(1v) ((A’)Tﬁ>> = 8 esitliginin her iki tarafimin s ye gore tiirevinden yani
%
CZ ((A’)T5>> - CZ (0) dan (47" G+(4)" & = Oolur. AT = O oldugundan

— . -
(A )T Q' = O elde edilir. Ileride bu egitlikleri saglayan 2ve I?/ vektorlerine sirasi

ile sabit ve hareketli uzayin ani vida eksenleri denilecektir.
_>

Q2
Teorem 4.1.4. (F ile E* arasindaki bagint1). £* = ——— ve F = j vektorleri

T I U H

ve A € SO(3) olsun. A pozitif ortogonal oldugundan AT = A~ dir. Son esitlikten
ATA = T olur. Son esitligin diferansiyeli almirsa, (A)" A+ ATA' = 0 veya
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(A" A= —ATA olur. Buradan
((A)TA) A~ = (—ATAT) A
(AN = —ATA'A?
elde edilir. Son egitlikten
(AN G = —ATA A
(A G = ATA W

yazilabilir. A" TV = 0 oldugu icin son esitlikten

(A G =0

olur. denklem sistemine varilir. Bu sistemin ¢oziimiinden A~'E* = AE, X € R veya
(AATYE* = A(\E) veya
E* = )\AFE (4.1.6)

esitligine varilir. (4.1.6) esitliginin normunun karesi alinirsa,
(E*  E*) = (\AE,\AE) = \* (AE, AE)
elde edilir. Dénme uzunluklar: koruyan bir déniigtim oldugundan,
(E* \E*) =)\ (E,E)

IE* |I” = N | E|?
1=X1=\°

bulunur. A =1 i¢in £* = AF olur.

4.2. H/H' Hareketinin Pol Noktalar1 (Pol Eksenleri)
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A'xy + ¢ ile verilen siiriiklenme hizi sifir olan noktalar pol noktalar: oldugundan
Azg+¢ =0 (4.2.1)

denklem sisteminin ¢o6ztimi,

x = Axg+c (4.2.2)

ile belirlenen (4.2.2) hareketinin hareketli pol noktalarim verir. (4.2.1) denklem

sisteminin ¢oziilebilmesi igin,
rankA = rank(A’,c) =2
esitligi saglanmalidir. Yani sistem bagdasabilir olmalidir. (4.2.2) den
Arg=x —c

A Az = A (z —¢)
o= A"z —¢) (4.2.3)
dir. (4.2.3)"1, (4.2.1) denkleminde yerine yazalim. Yeni denklem;

Azg+d =0 (4.2.4)

AA N x—e)+d =0
AA o —c)+d =0

olur. (4.2.4) denkleminde A’/A~! = Q ve  — ¢ = z* denilirse, (4.2.4) denklemi
—
QAN+ =0 (4.2.5)

sekline gelir. (4.2.5) denkleminin ¢oziimleri bize H/H' hareketinin sabit pol noktasin

verir. (4.2.5) denkleminin ¢oziilebilmesi igin

<ﬁ¢§:0 (4.2.6)



sart1 saglanmalidir. Genel olarak (4.2.6) sart: saglanmaz. Fakat ¢ vektoriinii

Darboux vektoriine dik ve paralel olmak tizere iki bilesene ayirabiliriz. Yani,

Q, ) (Q,c)
d=d— (6, Q+ 0 (4.2.7)
Q.0 Q.9
yazilabilir. Burada
(Q,c) {$2,¢)
U=d - Q V = Q
T T TRy
denirse, (4.2.7) egitliklerinden
d=U+4+V (4.2.8)

sekline gelir. (4.2.8) deki esitlikten,

_ 87
V=100
Q,U) = <Q,c’ - Eg:g;9> =(Q,d) — gg: g; (Q,Q) =(Q,) = (Q,)y=0
_ &g
V= <Q,Q>Q_)\Q

oldugundan ¢ vektori biri 2 Darboux vektoriine dik ve digeri € Darboux vektoriine
paralel olmak tizere iki bilegene ayrilmig olur. (4.2.5) denklem sisteminde ¢ yerine

U vektort yazilirsa

Q"4+ U =0 (4.2.9)

bulunur. (4.2.9) denklem sisteminde (€2, U) = 0 sart1 saglandigindan

rank(Q,U) = rankQ = 2

olup sistem ¢oziilebilirdir. Simdi

Qz* =0 (4.2.10)
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homogen kismin genel ¢oztimini bulalim. (4.2.10) homogen denklem sisteminin bir

¢Ozimi,
Q |
E* —> ) a = !/ !/ ! !/
H Q H VER + k2 + (Kiks — kik))?
veya

E* = a (ky, kiks — kuky, ky) (4.2.11)

olarak bulunur. O halde (4.2.10) homogen denklem sisteminin biitiin ¢éziimleri
r* = \E” (4.2.12)

seklindedir. Ayrica
(Q,U)=0

sart1 altinda (4.2.9) denklemi ¢oziiliirse,
Qe*+U =0

Q/\x*+ﬁ> = 0
QANQAZ"+U)= QNO
AQNQAZ)+ QAU =0

Q92— (Q,Naz"+ QAU =0

(QQ) " = Q20+ QAU

veya
QAU (Q,x%)
*: ) Q
T o T
QAU "
* = 0
T T
QANU
* = A Q
STON TR
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elde edilir. Bu durumda denklemin bir 6zel ¢oztimii, €2 bir vektor olmak tizere

alimabilir. Boylece (4.2.9) denklem sisteminin genel ¢oziimi, (4.2.12) ve (4.2.13)

esitliklerinden

f— + AE*

olarak bulunur. (4.2.13) esitliginde

' =x—c

degeri yerine yazilirsa

QAU
= AE*
<(Q, Q) + c) +
bulunur. (4.2.14) egitliginde
Q= QAU L
(2.9
denilirse,
r=0Q+ \E*

(4.2.13)

(4.2.14)

(4.2.15)

(4.2.16)

olur. (4.2.16) nin anlami, () noktasindan gegen ve dogrultmani1 E* olan bir dogrudur.

Bu dogruya H' sabit uzayimda sabit pol(vida) ekseni diyecegiz.

Sabit pol ekseninin H hareketli uzayinda ifadesi x = Axq+ c esitliginde z-in (4.2.16)

deki degeri yerine yazilarak bulunur ve (4.2.16) yerine yazilirsa hareketli uzaym pol

ekseni olarak,

r=Axy+c
QAU
W+C+)\E* :AIO+C
QAU
Axy = E*
Zo <Q,Q> + A
veya
QAU
= At MR
RO
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QAU

= 0 )

+ A\E

bulunur.
Teorem 4.2.1. E* vektori €2 vektortine paraleldir.

Ispat. £* = a(ké,k’ll@ — klk;,kll) dir. Ayrica (4.7.3) den H' sabit uzayndaki

Darboux vektori . ;o
2 (k2, kyko — k1ky, kl)

14 k3 + k3
idi. Buradan
2a
Q=pF" 1= ———F—
R Ry

bulunur. Bu ise sabit pol ekseninin, {2 Darboux vektoriine paralel oldugunu gosterir.

Sonug 4.2.2. H/H' hareketinin sabit pol ekseni,
1 * *
r=—(E" ANU)+c+ \E
n

dir.
Ispat. Teorem (4.2.1) den

2x

Q=nE*n=——
& 1+ k2 + k3

olarak bilinmektedir. Bu degeri (4.2.7) de yerine yazarsak ,
d=cd—(/,E")E* +(d,E")E"
bulunur. Ayrica
U= —(/,E*)E* |, V={( E)E"
olur. O halde

Ar+U=0
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denkleminin 6zel ¢oziimi olan (4.2.16)

1
R* = EA*1 (E* ANU)+ M AT'E*

bulunur. Ayni gekilde sabit pol ekseninin yeni ifadesi olarak

1
:E(E* ANU) +c+ AE”

bulunur.

4.3. H/H' Hareketinin Ani Vida Ekseni

x = Axg + ¢ hareketinin, H hareketli uzayinda sabit normlu hiz vektoriine sahip
noktalarin geometrik yerini bulalim. Az, = 0 homogen denklem sisteminde rankA =
2 oldugundan ¢6ziim uzayini gerer. Bu vektorii E ile gosterelim ve E yi normlayalim.

(Ko, kel — Kyka, k) @3.)

\/k + k2 + (ks + K kQ)

olarak bulunur.

{A’y:() , y=Axy+

homogen denklem sistemini (4.3.1) deki gibi digiintir ve ¢éziim uzayim geren vektor

E* ile gosterilirse,
(ki Kk — ki, )

N 2
\/k; + (ks — kiky)

(4.3.2)

olarak bulunur.

B=<¢—-(/,E*)E* (4.3.3)

olmak iizere H hareketli uzayinda sabit normlu bir hiz vektoriine sahip noktalar

A'zg+ B =0 (4.3.4)
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denklemini saglarlar. (4.3.4) denklem sistemini ¢ozelim. A’zy = O homogen kismin

bir ¢oztimi E oldugundan A’zy = O denkleminin biitiin ¢oztimleri
w0 = \E (4.3.5)
bigimindedir. Simdi (4.3.4) denklem sisteminin bir 6zel ¢dziimiinii bulalim.
(B,E*) =0 (4.3.6)

oldugu deki (4.3.3) deki B nin egitinin yerine yazilmasi ile gortilebilir. Teorem 4.3.1
den

Q=nkE"

olarak bilinmektedir. O halde (4.3.4) denklem sisteminin bir ézel ¢oziimii

1
P 5A—1 (E* A B) (4.3.7)

olarak bulunur. Gergekten

1 Q
A’P+B:EA’A—1(E* /\B)+B:E(E* AB)+B=FE*AN(E* AB)+ B

AP+B=0

bulunur. Buradan A’zg+ B = 0 denklem sisteminin genel ¢oztimii (4.3.5) ve (4.3.7)
den

29 =P+ \E (4.3.8)

bulunur.
(4.3.8)’in anlamu :
P noktasindan gegen ve dogrultman vektéri E olan bir dogrudur. Buna gore

asagidaki teoremi ispatlamig olduk.

Teorem 4.3.1. (4.2.2) ile belli olan x = Axy + ¢ hareketinin H hareketli uzayinda
sabit normlu bir hiz vektortine sahip noktalarin geometrik yeri (4.3.8) ile verilen

dogrudur.
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Tanmim 4.3.2. H/H' hareketinin H hareketli uzaymnda herhangi bir ¢ aninda sabit
normlu bir hiz vektortine sahip olan noktalarin geometrik yeri olan dogruya ani vida

ekseni denir ve bu kisaca [.5.A ile gosterilir. (4.3.8) de verilen ani vida ekseni i¢in

2+ 12+ (K ey — ki)
P—lA_l(E*/\B)' B i+ 2+<12— 12)
_77 1= 1+ k2 + k3

(Ko kaky — Kk, K )

E =
li I I ! 2
\/ K2+ k2 + (Rl + Kok

dir. (4.3.8) ile verilen

ani vida ekseninin H sabit uzayinda vektor temsili olarak,

1
zo=—(—E* AB)+c+ \E
U

bulunur.
Sonug 4.3.3. H/H' hareketinde 1.5.A =Pol eksenidir.

Ispat. Sonuc 4.2.2’den
U=d - (/,E")E*

olmak tizere A'zy 4+ U = 0 denkleminin ¢6ziimii

1
T =AY (E* ANB)+\AT'E*
U

olarak bulunmugtu. Bu denkleme hareketli pol ekseni adi verilmigti. (4.3.3) de,
B = —{(d,E*) E* idi. U = B oldugundan pol ekseni i¢in
1 —1 * —1
ro=—-A" (E* AB)+ ) AT'E
n

olur. Bu ise (4.3.8) ile verilen ani vida eksenidir.
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4.4. t Aninda (2 ya Paralel Olan Noktalarin Geometrik Yeri

xo € H sabit noktasinin hiz

= Awxy+ (4.4.1)

dir.
x=Axg+c (4.4.2)

(4.4.2) den, g = A~!(z — ¢) bulunur. Bunu (4.4.1) de yerine yazarsak

r=QAN(@x—-c)+c (4.4.3)

olarak bulunur. Biz 2’ya paralel hiz noktalarin ariyoruz. Bu noktalar

¥=0Q,0€eR

bagimtisini saglamahdir. = degeri (4.4.3) de yerine yazilirsa

QN (z—c)+ =00

QA (z—c¢)=—(d —0Q)
bulunur. a A z = b denkleminin (a, b) = 0 gsart1 altinda ¢oziim ctimlesi

alb
(a,b)

T = + na

dir. Bunu (4.4.3) esitligine uygularsak, ¢oztim ciimlesi

B _Q/\c’+ 0O
T g
QN
= Q 444
x <Q’Q>+c+?7 ( )

bulunur.

Sonug 4.4.1. H/H' hareketinin herhangi bir ¢ amnda, hiz1 Q ya paralel olan

noktalarin geometrik yeri, yine {2 paralel bir dogrudur.

o4



ispat. Hiz1 2 ya paralel olan noktalar (4.4.4) denkleminden,

B QAL
T

+c+nQd

. QN .
idi. Qg = m + ¢ denilirse,

x = Qo+ n2 (4.4.5)
olur. (4.4.5) nin anlami @)y noktasindan gegen ve dogrultman vektori €2 olan bir

dogrudur. Bu ise ispati tamamlar.

4.5. E? de Frenet-Serret Hareketi

Bu béliimde, bir uzay egrisinin Frenet—Serret hareketi tanimlanip bu hareketin

Darboux matrisi hesaplanacaktir.

4.5..1 Bir Egri I¢in, Frenet-Serret Hareketinin Olusturulmas:

Inceledigimiz bu ozel hareket, aksoidler ve onlarmm bogaz egrilerinin kesinlikle
belirlenebildigi ve heniiz agik olmayan, genel teorinin bir 6rnegini sunar. Bu hareket,
H' iginde sabitlenmis bir o uzay egrisi cinsinden tanimlanir. Bu hareket, x ve y
eksenlerini, sirasiyla, o egrisinin teget ve asli normalini ¢akisacak sekilde dondiirmesine
karsin, Oy,,.) hareketli catisin1 a boyunca O ile birlikte tagiyacak sekilde bir harekettir.
Bu O noktasi a’nin bir () noktasi ile cakistiginda, O,y catisimin ) noktasindaki
Qenpy Frenet ticylizlisi ile gakistign anlamina gelir. Bu tigytizlii, karsihkh olarak
birbirine dik olan, teget Q¢y, asli normal @y, ve binormal (){,; binormal eksenlerinden

olugur. Acikca bu hareketin geometrisi, tamamen « tarafindan belirlenir.

Eger x ve xg, sirasiyla H' ve E’de olgiilen, bir hareketli noktanin konum vektorleri

iseler, o zaman herhangi bir hareket icin

x = Axy+c (4.5.1)
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oldugunu biliyoruz. A, bir ortogonal matris ve ¢, O baglangich bir 6teleme vektoriidiir

ve A ve ¢ hareketin parametresine baglidir.

Ozel hareketimiz O noktasimi o boyunca hareket ettirdiginden dolay1, x = ¢, o uzay
egrisini temsil eder. Hareketin parameresi olarak, a nin yay uzunlugunu s semboliinii

n/n

ve s ye gore tiirevleri belirtmek icin de """ semboliinti kullanacagiz.
Qrey, Qqny, Qppy boyunca birim vektérler ¢ = (t1,12,t3), n = (n1,n2,n3), b =

(b1, by, b3) olsunlar. Egri yay uzunluguyla verildiginden

1
t=ad, n(s)= k—a”, b(s)=1t(s) An(s) (4.5.2)
1
denklemlerine sahiptir. A matrisini
ti n1 b
A= ta ng by (453)
tg ng b3
(4.5.2) den
= Axy+ . (4.5.4)

« egrisinin egriligi k ve torsiyonu 7 olmak tizere Frenet formiillerinden
{ t'=kn , V=—m , n'=—kt+71b . (4.5.5)

(4.5.1) den
ro=A"t(r—c), (4.5.6)

ve A7t = AT oldugunda (4.5.2) ve (4.5.6) denklemlerinden, A’AT =  esitligini

kullanarak ve (4.5.5) anlamim kullanarak xo’1 elimine edilerek
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veya agcik ifadesiyle

0 — (Fu‘b3 + Ttg) libg + Ttg
Q= I{bg + Ttg 0 — (I{bl + Ttl) (457)
— (kby + Tto) kb1 + Tt 0

antimetrik matris elde edilir. Boylece
Q= (Ttl + K,bl, libg + Tt3, Hbg + Ttg) N (458)
H' igindeki ani agisal hiz vektorii ve (2 = AW egitliginden bulunan
%
W = (7,0,k) (4.5.9)

vektori de, H icindeki ani agisal hiz vektoriidiir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada geometri alaninda 6nemli yeri olan Cayley formiiliinden bahsedilmig
ve uygulamalariyla gosterilmistir. Dénme konusuyla ilgili Cayley, n- boyutlu Oklid
uzayda iki ortogonal vektor icin, belirli sartlar altinda her reel anti-simetrik matrise
bir Cayley matrisi ve her Cayley matrisine, bir antisimetrik matris kargihik geldigi

gosterilmigtir.

Diger taraftan ilk olarak Euler, bir dénme formili ortaya koymus, sonrasinda
Rodrigues, bu formiilii gelistirmis yorumlamis ve Euler-Rodrigues parametreleri
olarak ifade edilmistir. E", n-boyutlu Oklid uzaymda, Cayley formiilii tizerine bir

¢ok caligma yapilmigtir.

Oklid uzaymmda, doénme ve dénme eksenin bulunmasi, geometrinin 6nemli
kavramlarindan biridir. E3 de, dénme matrisi ve dénme ekseni ile ilgili olarak,
Chong, Kantor, Room ve Taber tarafindan cesitli makaleler yayinlanmigtir. Fakat
bunlarin atifta bulundugu makaleler oldukca eski tarihlidir. Sonug olarak bu tezde,
E3deki ifadelerin bulunmasinda bu calismalardan yararlanild: fakat farklh bir teknik
ve islup igerisinde tekrar ifade edildi. Bu sayede yapilan ¢alismalarin bir genellemesi

ortaya konuldu.

Bu calismada E3de bir o birim hizli egrisinden elde edilen x = Axg + ¢, A €
SO(3) ve ¢ = o, H/H' 6zel hareketinin sabit ve hareketli uzaylarda, sabit kalan
vektorler calistik, fakat kompleks ve dual matrisleri géz oniine almadik. Bu tez
vektorler konusunda ¢aligma yapmak isteyen arasgtirmacilar, 3x3 kompleks ve 3x3
Dual matrisleri alarak, bu tezin hangi sartlar altinda tekrarlanabilir sorusuna cevap

arayabilirler.
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