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Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris kismi i¢in ayrilmistir. Bu
boliimde literatiir bilgisine yer verilmistir. Ikinci boliimde bu tezin temelini olusturan
Oklid uzayinda bazi tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde ise éncelikle ii¢
boyutlu Oklid uzayinda Mannheim egri ¢ifti tanitilmigtir. Ayrica, bu egri ¢iftinin baz
karakterizasyonlar1 verilmistir. Daha sonra, spinorlar cebiri kisaca tanitilip ii¢ boyutlu

Oklid uzayindaki egrilerin spinor formiilasyonu verilmistir.

Dordiincii boliim bu tezin orjinal kismini olusturmaktadir. Bu béliimde, ti¢ boyutlu
Oklid uzayinda Mannheim egri ciftinin Frenet vektdrlerinin spinorlar cinsinden
ifadesi arastirilmigtir. Ayrica, Mannheim egrisi ve Mannheim partner egrisine
karsilik gelen spinorlar arasindaki iligkiler teoremlerle verilmistir. EK olarak,
Mannheim egri ciftine karsilik gelen spinorlarin geometrik yorumlar: verilmistir.
Daha sonra, Mannheim egrisi helis olarak g6z Oniine alinmistir ve bu durumdaki
spinor formiilasyonu arastirilmistir. Son olarak, bir 6rnek verilmistir. Besinci boliim

ise sonug ve Oneriler kismindan olusmaktadir.
2021, 62 Sayfa
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This thesis consists of five chapters. The first chapter consist of the introduction. In this
section, literature information has been given. In the second chapter, some basic definitions
and theorems in Euclidean space that form the basis of this thesis has been given. In the third
chapter, firstly, Mannheim curve pair in three-dimensional Euclidean space has been
introduced. In addition, some characterizations of this curve pair have been given. Then, the
spinor algebra has been briefly introduced and the spinor formulation of curves in three-

dimensional Euclidean space has been given.

The fourth chapter is the original part of this thesis. In this chapter, the expression of Frenet
vectors of Mannheim curve pair in three-dimensional Euclidean space in terms of spinors has
been investigated. In addition, the relations between spinors corresponding to Mannheim
curve and Mannheim partner curve have been given by theorems. Moreover, geometric
interpretations of spinors corresponding to Mannheim curve pair have been given. Then, the
Mannheim curve has been considered as a helix and the spinor formulation in this case has
been investigated. Finally, one example has been given. The fifth chapter consists of results

and recommendations.
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1. GIRIS

Diferensiyel geometri, geometri bilim dalinin énemli ¢alisma alanlarindan biri olup
geometride problemleri ¢ozebilmek icin diferensiyel ve integral hesaplamanin yanisira
lineer cebir bilgisi kullanan matematigin bir alt dalidir. Diferensiyel topoloji ve
diferensiyel denklemler ile yakindan iliskili olan diferensiyel geometri, matematigin
diger alanlarinda oldugu gibi bilimin bir¢ok farkli alaninda kullanilmaktadir. Ornegin;
fizikte, Einstein’nin genel gorelilik teorisi ve sicim teorisi gibi teorilerde diferensiyel
geometri kullanilmaktadir. Buna ek olarak kara deliklerin ¢aligmalarinda, Lagrange ve
Hamilton mekanigi uygulamalarinda yine diferensiyel geometrinin bazi temel
teoremleri yer almaktadir. Ekonometri alaninda ise, 0rnegin Philips egrisi iktisadin
temel ilkelerini aciklamada yardimci olmustur. Miihendislik alaninda, dijital sinyal
isleme sisteminde olusan sorunlar1 ¢ozmek i¢in yine diferensiyel geometrinin katkisi

bulunmaktadir.

Egri teorisi, diferensiyel geometrinin en O6nemli ¢alisma alanlarindan biridir. Farkli
boyutlarda ve uzaylarda ¢alisma imkaniyla bilim insanlar tarafindan ¢ok fazla dikkat
cekmektedir. Newton ve Leibniz tarafindan 18. ve 19. yiizyillarda sunulan egri ve
egriliklerle ilgili calismalar egri teorisinin temelini olusturmustur. Egrilik tanimi, 18.
yiizyilda Euler tarafindan verildikten sonra uzay egrileri Monge tarafindan tanitilmistir.
Ayrica, Serret-Frenet formiilleri olarak bilinen formiiller elde edilmistir. Ug boyutlu
Oklid uzayinda egri teorisi iizerine ¢ok fazla ¢aligma yapilmgtir. Ozellikle herhangi iki
egrinin karsilikli noktalarinda alinan Frenet vektorleri arasinda bazi 6zel baglantilar
kurularak bir¢ok teori gelistirilmistir. Bunlardan en iyi bilinenleri, Bertrand egrileri,
involiit-evoliit egrileri ve Mannheim egrileridir. Mannheim egrisi ilk olarak A.
Mannheim tarafindan 1878 yilinda ortaya atilmistir. Ug boyutlu Oklid uzayinda alman

herhangi bir egrinin Mannheim egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
K=A4 (K‘Z +7° )

oldugu ispatlanmistir. Burada x ve 7 ; egrinin egrilikleri olup A=sbt=0 dir. Son

zamanlarda ise Mannheim egrisi Wang ve Liu tarafindan yeniden tanimlanmistir (Wang

ve Liu, 2007). Wang ve Liu tarafindan verilen bu tanima gére («) ve (8), £°, Oklid



uzayinda herhangi iki egri olmak iizere (a) egrisinin asli normal vektorii ile ( Jij )
egrisinin binormal vektorii lineer bagimli ise (a) egrisine Mannheim egrisi (,3)
egrisine ise Mannheim partner egrisi denir. (a, ,B) ikilisine ise Mannheim egri ¢ifti
denir (Wang ve Liu, 2007; Liu ve Wang, 2008). Ayrica, (/) egrisinin (a) egrisinin

Mannheim partner egrisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
K 2_2
7,'=—(1+ At
1 ) ( 1 )

olmasidir. Burada x,, 7; ( B ) egrisinin egriligi ve burulmasidir (Wang ve Liu, 2007

Liu ve Wang, 2008). Bu caligmanin ardindan Mannheim egrileri {izerine bir¢ok ¢alisma
yapilmistir (Orbay ve Kasap, 2009; Azak, 2009; Matsuda ve Yoruzu , 2009; Giingor ve
Tosun, 2010; Akyigit vd., 2011; Ersoy vd., 2012; Senyurt ve Bektas, 2012).

Spinorlar, su ana kadar ¢ogunlukla fizikte kullanilmis vektorel yapilardir. Pauli 1927°de
spin matrislerini tanittiginda spinorlari matematiksel fizige uyarlamistir (Pauli, 1927).
Daha sonra, spinorlarla Lorentz grubu arasindaki iligki Dirac tarafindan gosterilmistir ve

spinorlar elektron spini ile gorelilik teorisi uygulamalarinda kullanilmistir  (Dirac,

1928). Fizikte spini % olan bir pargacigin dalga fonksiyonuna spinor denir. Dort

boyutlu uzayda ise spinlerin yapisi, Dirac spinorlarini elde etmek amaciyla spinorlarin
genisletilmis seklidir (Delanghe vd., 1966; Landau ve Lifshitz, 1977; Wachter, 2011;).
Spinorlar kompleks siitun vektorler olup Pauli spin matrisleri {izerinde hareket ederler.
Lie gruplar iizerine ilk ¢alisanlardan biri olan Fransiz matematik¢i Cartan, spinorlari
geometrik acgidan inceleyen ilk kisidir (1966). Cartan bir ¢alismasinda geometrideki
temel tanimlarin spinor formiillerini elde etmis olup C° kompleks vektdr uzayindaki
izotropik vektorlerin C? kompleks uzayinda iki boyutlu bir yiizey olusturdugunu
vurgulamistir. Ayrica, C° uzayimda her izotropik vektdriin C? uzaymnda iki vektdre
karsilik geldigini gostermistir. Daha sonra da C° uzayinda bu kompleks vektorleri
spinor olarak adlandirmistir (Cartan, 1966). iki kompleks bilesenli spinorlar cebiri, ii¢
boyutlu reel vektor uzayinda déonmelerin farkli ve hos bir gésterimini verir. Vivarelli bir

caligmasinda kuaterniyonlar ile spinorlar arasinda lineer bir iligki kurarak ve ii¢ boyutlu



Oklid uzayinda dénme hareketlerinin kuaterniyonlar ile gdsterimini géz Oniine alarak
donmelerin spinor formiilasyonu elde etmistir (1984). Baska bir ¢alismada Torres del
Castillo ve Barrales ii¢ boyutlu Oklid uzayindaki egri teorisini spinorlar ile gdstermistir
(2004). Daha sonra yapilan ¢alismalardan yola ¢ikilarak, Unal vd. tarafindan Bishop
catistnin spinor formiilasyonu verilmistir. Ayrica, Bishop catisi ile Frenet catisi
arasindaki iligskisinin spinor denklemleri elde edilmistir (2013). Ek olarak, Kisi ve
Tosun tarafindan ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda yénlendirilmis bir yiizeyin Darboux
catisinin spinor gosterimi elde edilmistir (2015). Ayrica, li¢ boyutlu Minkowski
uzayinda secilen bazi 6zel egrilerin spinor formiilasyonlarma verilmistir (Erigir vd.,
2015; Ketenci vd., 2015; Balc1 vd., 2015). Bu calismalara ek olarak Erigir ve Kardag,
iic boyutlu Oklid uzayinda &zel bir egri ¢ifti olan involiit-evoliit egrilerinin spinor
denklemlerini bulmustur (2019). Yapilan farkli bir ¢alismada ise Bertrand egrilerinin

spinor formiilasyonu elde edilmistir (Erisir, 2021).

Bu tezin amaci ise ii¢ boyutlu Oklid uzaymda Mannheim egri ¢iftinin spinor gdsterimini
vermektir. Bunun i¢in ilk olarak Cartan (1966) tarafindan verilen spinorlar tanitilmistir.
Daha sonra Torres Del Castillo ve Barrales (2004) tarafindan ifade edilen {i¢ boyutlu
Oklid uzayindaki segilen egrinin Frenet vektorleri ve egriliklerinin spinor formiilasyonu
verilmistir. Bu temel bilgilerden yola ¢ikilarak ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda Mannheim
egri ¢ifti goz oniine alimustir. Bu egrilerin her birine C? uzaymda bir vektor olan
spinorlar karsilik getirilmistir. Bu eslestirme sayesinde Mannheim egri cifit arasindaki
ilisgki goz Oniine alinarak bu egrilere karsilik gelen spinorlar arasindaki iliskiler
teoremlerle verilmistir. Ayrica, geometrik yorumlar sonuglar ile birlikte elde edilmistir.
Ek olarak, Mannheim egrisi bir helis egrisi olarak gz Oniline alindiktan sonra
Mannheim helis egrisinin spinor formiilasyonu teorem ve sonuglarla ifade edilmistir.

Son olarak bir 6rnek verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde, Oklid uzayinda temel tanim ve teoremler verilmistir.

2.1. OKlid Uzay1

Tamim 2.1. A bos olmayan bir ciimle ve K cismi iizerinde bir vektor uzayr V olsun. O

halde

f:AxA—>V
(P,Q)— f(P,Q)=PQ

olacak sekilde verilen bir f fonksiyonu

i. VP,Q,ReAicin f(P,Q)+f(Q,R)=f(P,R),

ii. VPeA ve VaeV i¢in f(P,Q)= a olacak sekilde tek bir Q € A noktas: vardir,

sartlarin1 sagliyorsa A climlesine V vektdr uzayi ile birlesen bir afin uzay denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2. Bir reel afin uzay A ve A ile birlestirilen n—boyutlu vektér uzayr V
olsun. O halde V vektdr uzayinda X =(X,X,,...X,) Ve Y=(Y,,¥,,...y,) herhangi iki

vektor olmak tizere
():VxV >R

(53) (55} 31y

seklinde tanimlanan i¢ ¢arpim Oklid i¢ carpim ise A afin uzayna Oklid uzay: denir
(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.3. VXeR" i¢in

I[:R" >R

i =T



seklindeki fonksiyon tanimlansin. Bu fonksiyona norm fonksiyonu ve H)?H pozitif reel

sayisina da X vektoriiniin normu denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.4.

d:EB"xE" > R"

(x¥) > 806 =[X7] = 3 )

olarak tamimlanan d fonksiyonuna, Z", n—boyutlu Oklid uzaymda uzaklik
fonksiyonu ve d(X,Y) reel sayisina X,Y € £" noktalar1 arasindaki uzaklik denir

(Hacisalihoglu. 1983).

Teorem 2.1. E", n—boyutlu Oklid uzaymda uzaklik fonksiyonu bir metriktir
(Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.5. £", n—boyutlu Oklid uzay1 olmak iizere

d:B"xB" >R*
(X,Y)—)d(X,Y):HWH

seklinde d fonksiyonu tanimlansin. Bu d fonksiyonuna Oklid metrigi denir.

Tanmm 2.6. VX,Y,Z € E" noktalarindan elde edilen XY ile XZ vektorleri arasindaki

ac1 @R olsun. O halde 0<@ <z olmak lizere bu vektorler arasindaki ag1

(X¥.X2)

c0sf = +——"
HXY sz

seklinde tanimhidir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.7. " n—boyutlu Oklid uzayinda sirali bir {P,,P,P,,..., P,} nokta n+1 lisi

g6z Oniine alinsin. R", n—boyutlu reel vektor uzayinda bu noktalara karsilik gelen



{POPl,POPZ,...,POPn} n—tane vektdr, R" icin bir ortonormal baz ise {PF,,P,P,,... P}

nokta sistemine Oklid ¢atis1 denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.8. E", n—boyutlu Oklid uzayinda {Ey EL,E,,...E,} nokta n+1 lisi

E, =(0,0,...,0), E, =(1,0,0,...,0),......E, =(0,0,...,1)

n

seklinde alinsin. Bu noktalar bir Oklid gati olustururlar ve bdylece <E0 E., EE; > =9

esitligi vardir. O halde E", n—boyutlu Oklid uzayinda {EO,El,EZ,...,En} catisina

standart Oklid catis1 denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.9. £, n—boyutlu Oklid uzayinda bir X noktasi géz oniine alinsin. Bu
noktanin standart Oklid gatisina gore ifadesi

ﬂ:ixi E.E

i=1

seklinde verilsin. O halde
X :E"—>R

biciminde ifade edilen X, fonksiyonlarma X noktasinin Oklid koordinat fonksiyonlar
denir. Burada {x,X,,...,X,} 1<i<n olmak iizere n—1li fonksiyon ciimlesine ise Oklid

koordinat sistemi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.10. e’ fonksiyonun seri agilim1

kullanilirsa



yazilabilir. Burada

0> o0 0 ¢
cosf=1-—+———+—+
2! 41 6! 8!
3 5 7
sin6:0—9—+9——9—+
3r 51 71

seri acilimindan faydalanirsa
e =cos@+ising

elde edilir. Bu esitlige Euler formiilii denir (Yiice, 2017). Euler formiilii 1714 yilinda
Roger Cotes tarafindan ilk olarak verilmistir. Daha sonra iki tarafin sonsuz serilerin

esitligi yardimiyla da Leonhard Euler tarafindan 1774 yilinda ispatlanmstir.

Tamm 2.11. R ’de | bir agik aralik olmak tizere

a:l—>E"
t—a(t)

seklinde verilen « diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere bu fonksiyona £",

n—boyutlu Oklid uzayimnda bir egri denir. Ayrica | araligina (a) egrisinin parametre
araligl, tel’ya («) egrisinin parametresi ve (l,«) ikilisine ise (o) egrisinin

koordinat komsulugu denir (Hacisalihoglu,1983).

Tamm 2.12. E", n-—boyutlu bir egri (lI,a) ve (J,B) seklinde iki koordinat

komsulugu ile verilsin. O halde «: 1 — £" ve B:J — E" olmak lizere
h:aof:J > |

seklinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon tamimlanirsa () egrisine (a) egrisinin

yeniden parametrizasyonu ya da egrinin | *daki parametresinin J ’deki parametre ile

degisimi denir (Hacisalihoglu, 1983).



o
h=a'op
A
S /I
S {

Sekil 2.1. Parametre degisimi (Hacisalihoglu, 1983)

Tamim 2.13. E", n— boyutlu Oklid uzayinda (l,a) koordinat komsulugu ile verilen
bir (er) egrisi i¢in

Ha” 1SR
e

seklinde bir fonksiyon tanimlansin. Bu sekilde tanimlanan Ha” fonksiyonuna (a)

egrisinin (I,ar) koordinat komsuluguna gére skaler hiz fonksiyonu ve Ha(’[)” reel

saylisina ise (a) egrisinin skaler hiz1 denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.14. ;1 — E" egrisi (1,«) koordinat komsulugu ile verilsin. O halde Vs e |
icin Ha'(s)uzl ise (a) egrisine birim hizli egri denir. se| parametresine ise ()

egrisinin yay parametresi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.15. Her noktasindaki hizi sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir

(Hacisalihoglu, 1983).



Tanmm 2.16. «:|1 — E" egrisi ( |,a) koordinat komsulugunda verilsin. O halde

b
a,bel icin a dan b ye (a) egrisinin yay uzunlugu, t el olmak tizere I||a'(t)||dt

a

seklinde bulunur. Bu sekilde verilen «(a) ve o (b) noktalari arasindaki uzunluga yay

uzunlugu denir. Yay uzunlugu koordinat komsulugundan bagimsizdir (Hacisalihoglu,

1983).

Tammm 2.17. E"’de bir (a) egrisi (I,a) koordinat komsuluguyla verilsin. Bu

durumda t//={a',a",...,a(”} climlesi linecer bagimsiz olmak iizere k>r ve
Va“eS,{y} olacak sekilde y ciimlesinden elde edilen {\71(t),\72(t),...,\7r(t)}

ortonormal sistemine (&) egrisinin a(t) noktasindaki Serret-Frenet r —ayaklisi, her bir

Vi, 1<i <r vektdriine de Serret-Frenet vektorii denir (Hacisalihoglu,1983).

Tanim 2.18. " de bir («) egrisi (1,«) koordinat komsuluguyla verilsin. O halde
(a) egrisinin (t) noktasindaki Serret-Frenet r- ayaklisi {\Z(t),\TZ(t),...,Vr(t)} olmak

uzere

ki:l >R, 1<i<r

sk (t) = <\T'i ),V M(t)}

seklinde tanimlanan k; fonksiyonuna (o) egrisinin i. egrilik fonksiyonu denir.
Burada t e | i¢in k;(t) reel sayisina ise (cr) egrisinin c(t) noktasinda i. egriligi denir
(Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.2. £° de bir («) egrisi (1,«) koordinat komsulugu ile verilsin. Vte | igin

(a) egrisinin «(t) noktasindaki Serret-Frenet vektorleri {f(t),ﬁ(t),g(t)} olmak tizere

bu vektorler



1

T(t)=——a'(t)
EO
N(t)=B(t) AT (t) (2.1)
1

B(t) = W (a' ) Aa’(t)

bi¢imde bulunur (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.3. a:l cR— E® egrisi igin te | keyfi bir parametre olmak iizere (a)

egrisinin & (t) noktasindaki x(t) egriligi ve (t) burulmasi sirasiyla,

i e (t) A 073"(t)H
) B
» :<E'(t)/\07"(t),a—'"(t)> 22)

E_. J— 2
') ne o)
olarak bulunur (Hacisalioglu, 1983).

Teorem 2.4. a:1 cR — E® egrisi keyfi bir t € | parametresi ile verilen herhangi bir
egri olmak tizere (a) egrisinin Frenet 3-ayaklisi {f(t),ﬁ(t),g(t)} olsun. Bu egrinin,

egriligi x(t) ve burulmasi z(t) olmak iizere, & (t) noktasindaki Frenet formiilleri

T'(t) = HE'(t)HK(t)N(t)
N(t) = Ha?(t)u(-x(t)f (t) + r(t)ﬁ(t)) (2.3)
B'(t) = —HE'(t)H (ON(D)

seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).
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Teorem 2.5. a:1 — F° egrisi (1,a) koordinat komsulugu ile g6z éniine almsin. (a)

egrisinin yay parametresi Sel ve «(S) noktasindaki Serret-Frenet vektorleri

{f(s), N(S), E(S)} olmak {izere bu vektorler

T(s)=a'(s)

N(s)=—a'(s)

=0

B(s)=T(s) AN(s) (2.9)
seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.6. a:1 cR— E® egrisi sel yay parametresi ile verilen birim hizli egri
olmak iizere bu egrinin Frenet 3-ayaklis {'IT(S), N(s), §(S)} olarak verilsin. O halde ()
egrisinin egriligi x(S) ve burulmasi z(s) olmak iizere () egrisinin @ (S) noktasindaki

Frenet formiilleri

T'(s) =x(s)N(s)
N'(s) = —x(s)T (s) + 7(5) B(s)
B'(s) =—7(s)N(s) (2.5)

seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.7. a:l cR— E° egrisinin yay parametresi Sel olsun. O halde («)

egrisinin bir dogru olmasi i¢in gerek ve yeter sart egrinin egriliginin sifir olmasidir

(Yiice, 2017).

Teorem 2.8. a:1 =R — F&° egrisinin yay parametresi se | olsun. Bu durumda ()

egrisinin yay parametresi olmak iizere, (a) egrisinin diizlemsel olmasi i¢in gerek ve

yeter sart egrinin burulmasinin sifir olmasidir (Yiice, 2017).
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Teorem 2.9. «:l cR—E° egrisinin yay parametresi sel olsun. O halde («)

egrisinin egriligi sabit, sifirdan biiyilk ve egrinin burulmas sifir olmasi i¢in gerek ve

yeter sart (o) egrisinin gember olmasidir (Yiice, 2017).

Tamm 2.19. o:l cR— E°, egrisi (I,a) koordinat komsuluguyla verilsin. Yay
parametresi s el olmak iizere, (a) egrisinin teget vektor alani T veU da herhangi bir

birim vektdr olsun. Bu vektorlerden T teget vektor, U sabit vektorii ile sabit bir ag1

yapiyorsa, («) egrisine helis egrisi denir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.10. a:1cR—>E°, («) egrisi sel yay parametresi ile verilsin. ()
egrisinin egriligi ve burulmasi sirasiyla x, 7 olmak {izere, (a) egrisinin helis

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart «(s)=0 ve L~ sbt olmasidir (Yiice, 2017).
K

Ispat: =:a:1 cR — E° egrisi Se | yay parametresi ile verilmis helis egrisi olsun. O

halde sabit bir U birim vektérii igin <f,U> =c0Sd dir. Buradan
(TU)=0

esitligi elde edilir. Burada Denk. (2.5) den T'=xN oldugu kullanilirsa <KN,U> =0 ve

x#=0 olmak izere <N,U>:0 oldugu gorilir. O halde, U vektorii {f,g}

diizlemindedir. Dolayisiyla
U =cosdT +singB
bigiminde yazilabilir. Buradan U sabit vektoriiniin tiirevi alinirsa

U'=0=cosdT '+sinOB"
= cos&(/cﬁ)Jrsin 0(—rﬁ)

=(xcos@—zsind)N
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bulunur. Boylece L —cotd elde edilir. 6 =sbt oldugundan £ —cotd sabit bulunur.
K K

& @=sbt ve r_ sht olmak lizere z:Cow olsun. Buradan
K K

KCc0sf@—zsind=0

elde edilir.  U=cosdT +sin@B  vektoriine tirev  islemi uygulandiginda
U =(xcos@-zsind)N =0 elde edilir. Dolayisiyla U vektorii sabit bir vektordiir.
Buradan <17,U>:cos(9:sbt elde edilir. Buradan, her noktada () egrisinin teget
vektorii sabit bir U vektorii ile sabit ac1 yapar. O halde, (o) egrisi helistir ve bdylece
ispat biter.

Teorem 2.11. a:1 cR — £&° egrisi yay parametresi sl olan birim hizli bir egri
olsun. Bu durumda (o) egrisinin egriligi sabit ve sifirdan biiyiik; ayrica, egrinin
burulmasi sabit olmast i¢in gerek ve yeter sart (a) egrisinin dairesel helis olmasidir

(Yiice, 2017).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bolim ii¢ kistmdan olusmaktadir. ilk kisimda, bu tezin temelini olusturan
konulardan biri olan Mannheim egri ¢ifti tanitilmistir. Ayrica, Mannheim egri ¢iftini
karakterize eden temel teoremler verilmistir. Ikinci kisimda, Cartan (1966), Torres del
Castillo ve Barrales (2004) tarafindan verilen spinorlar temel olarak tanitilmistir.
Ugiincii béliimde ise ii¢ boyutlu Oklid uzayindaki egrilerin spinor denklemleri

verilmistir.

3.1. U¢ Boyutlu Oklid Uzayinda Mannheim Egri Cifti

Tamm 3.1. E°, i¢ boyutlu Oklid uzaymda a:1 > E° ve £:J— E® egrileri,

sirastyla, (I,a) ve (J, p ) koordinat komsuluklariyla verilsin. Bu egrilerin karsilikli
noktalarinda (a ) egrisinin asli normal vektor alani ile ( p ) egrisinin binormal vektor
alan1 lineer bagimli ise, ((z) egrisine  Mannheim egrisi; ( yis ) egrisine (a) egrisinin
Mannheim partner egrisi denir. Ayrica, {a, p } egri ¢ifti de Mannheim egri ¢ifti olarak

adlandirilir (Wang ve Liu, 2007).

B(s,)

> |

(ar) Mannheim egrisi () Mannheim partner egrisi

Sekil 3.1. Mannheim egri ¢ifti
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Bu durumda (o) Mannheim egrisinin Frenet vektor alanlari {T,N,E} ve (B)

Mannheim partner egrisinin Frenet vektor alanlari {ﬁ,ﬁl,a} olmak iizere (a,p)

Mannheim egri ¢ifti icin Sekil 3.1 ¢izilebilir.

Teorem 3.1. E°, ii¢ boyutlu Oklid uzaymda (a,ﬂ ) egri cifti Mannheim egri ¢ifti
olsun. Bu durumda, sel ve s, €J parametreleri sirasiyla (o) ve (/) egrilerinin yay

parametreleri olmak iizere bu egrilerin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik sabittir

(Liu, Wang, 2008).
Ispat: £°, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda (a,B) egri ¢ifti Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu

durumda Sekil 3.1°den bu egri ¢ifti i¢in

a(sl)zﬂ(sl)""ﬂ(sl)Bl(%) (3.2)
esitligi yazilabilir. O halde Denk. 3.1’in S, € J parametresine gore tiirevi alinirsa

d_a:d_ﬂ+d_l§]:+ﬂﬁ
ds, ds, ds ds,

elde edilir. Burada N ile B, vektor alanlari lineer bagimli oldugundan son denklemin
her iki tarafi N ile i¢ carpim yapilirsa

() - () () 2 )

4y
ds,

oldugu bulunur. Boylece A = sabit elde edilir. Dolayisiyla (3.1) denkleminden
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|18(s,) e (s,)] = 2| = sabit

oldugu goriilir. O halde, (a,ﬁ’) Mannheim egri ¢iftinin karsilikli noktalarindaki

uzaklik sabittir. Boylece ispat biter.

Simdi Orbay ve Kasap (2009) tarafindan verilen ¢alismadan yola ¢ikilarak asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 3.2. £° Oklid uzayinda (@, ) Mannheim egri ¢ifti verilsin. Bu durumda bu

egrilerin T ve 'Fl teget vektor alanlar1 arasindaki ag1 @ olmak iizere bu Mannheim egri

¢iftinin Frenet vektor alanlar1 arasinda

T =cosdT, +sinON,
N=-B, 3.2)
B =—sindT, +cosON,

iliskisi mevcuttur (Orbay ve Kasap, 2009).

Ispat: o:1 — £° Mannheim egrisi olmak iizere B:J — E° egrisi Mannheim partner
egrisi olsun. Bu durumda N normal vektdr alani ile B, binormal vektér alani lineer

bagimhdir. O halde, T ile T, teget vektor alanlari arasindaki agi @ olmak iizere

asagidaki sekil cizilebilir.

Sekil 3.2. Mannheim egri ¢iftinin Frenet vektor alanlar arasindaki ac1

Bu durumda Sekil 3.2°den T vektdr alant icin
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T =cosdT, +sinON,
esitligi yazilabilir. Benzer sekilde B vektor alant igin Sekil 3.2 den
B =—sindT, +cosON,

oldugu goriiliir. Dolayisiyla

N=BAT= (—sin 9ﬂ+cos€E)A(coseﬁ+sin Hﬁl)
:(c0329+sin26)(ﬁlx\ﬂ)
AT

oldugundan
N =-B
elde edilir. Boylece ispat biter.

Teorem 3.3. E°, ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda («) ve () egrileri gdz Sniine alinsin.
() egrisinin egrilik ve burulmasi, sirasiyla, &, ve 7, olmak iizere () egrisinin, (a)

egrisinin bir Mannheim partner egrisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

. dr, K
7, =d—511=71(1+ A°tf) (3.3)

denklemin saglanmasidir. Burada A =sbt =0 dir (Liu ve Wang, 2008).

Ispat: (=): E°, ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda verilen (&, /) egri ¢ifti Mannheim egri
¢ifti olsun. Bu durumda (/) egrisi (¢r) egrisinin Mannheim partner egrisi olmak iizere

Denk. 3.1’den

a(s,)=p(s)+4B,(s,) (3.9
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yazilabilir. Burada A=sbt=0 olmak iizere B,, () egrisinin binormal vektorii olup

s ed, ( ,B) egrisinin yay parametresidir. O halde Denk. 3.4’iin s, parametresine gore

tirevi alinirsa

ds, ds ds,

i@ _dp _,d&

elde edilir. Burada Denk. 2.5°de verilen Frenet formilleri kullanilirsa

— ds . .
Td—Sl=T1—/1rlNl (3.5)

esitligi bulunur.

Diger taraftan Denk. 3.2°den T=cosdT, +sin@N, oldugu biliniyor. Bu denklemins,

parametresine gore tiirevi alinirsa

Kﬁﬁz_sine d—9+r<l ﬁ+cos€ d—9+1(1 Wl+sinerl§l
dSl dsl dSl

esitligi elde edilir. Burada («, B) egri ¢ifti Mannheim egri ¢ifti oldugundan N ile gl

vektor alanlari lineer bagimlidir. Dolayisiyla

(K‘l +d—9]5in 6=0
ds,

(Kl +d—9jcose =0
ds,

esitlikleri elde edilir. O halde

_do

-_2Y 3.6
K ds, (3.6)

bulunur. Ayrica, Denk. 3.5 ve T=cos 49'?1 +sin QE esitligi goz Oniine alinirsa
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s_1 __4n (3.7)
ds, cos¢  sind

ve
Ar,=—tan @ (3.8)

esitlikleri elde edilir. Burada Denk. 3.8’in s, parametresine gore tiirevi alinir ve Denk.

3.6 kullanilirsa
dr, » o
— =K (1+A°7
dSl 1( 1 )
ve son olarak
_dn K 22
n,=—=—(1+1"c
Yo ds, /1< !)

elde edilir.

(<:): Tersine «, ve 7,, sirastyla (/) egrisinin egrilik ve burulmasi olmak iizere

7, :3—;1 = ﬁ(1+ /122'12)

esitligi goz Oniline alinsin. Ayrica (a, p ) egrilerinin arasindaki iliskinin

oldugu kabul edilsin. O halde A=sbt=0 olmak iizere bu denklemin s ’e gore tiirevi

alinirsa

TE TN
ds, (3.9)

esitligi elde edilir. Denk. 3.9’un tekrar s, ’e gore tiirevi alinirsa
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ds)  =d’ — [ dr]— —
xN +T—:/1KTT+ K,—A—2|N,-A7,’B (3.10)

esitligi bulunur. Burada Denk. 3.9 ve Denk. 3.10’a vektorel ¢arpim uygulanirsa

s ) 5 20T 422N+ -2 9 222 B (3.12)
dsl ds,
bulunur. Denk. 3.11°de teoremin kabulii geregi
9% 5 (14 2222
ds, 4
esitligi gbz oniine alinirsa
3
ds ;
k| — | B=A% T + At} N (3.12)
ds,

denklemi bulunur. Denk. 3.9 ve Denk. 3.12’ye vektorel ¢arpim uygulanirsa

4
ds | = 2 2 2\ R
K(d_le N=-A7 (1+/1 rl)B1

oldugu goriilir. Buradan N ile gl vektor alanlarmin lineer bagimli oldugu goriiliir.

Dolayistyla (a, ) Mannheim egri ¢iftidir. Bdylece ispat tamamlanur.

Teorem 3.4. a:1 — E® egrisi se| yay parametresi ile birim hizli Mannheim egrisi

olmak iizere f:J — E°® egrisi s, €J yay parametresi ile Mannheim partner egrisi
olsun. Bu durumda (o) egrisinin Frenet egrilikleri {x,7} ve (/) egrisinin Frenet
egrilikleri {x;,7,} olmak iizere

T, =—

Yoar

esitligi vardir. Burada A =sbt = 0dir (Orbay ve Kasap, 2009).
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Ispat: (a,8) Mannheim egri ¢ifti icin sel ve s, €J, sirastyla () ve () nmn yay

parametreleri olmak tizere Denk. 3.1’nin s e | ya gore tiirevi alinirsa

d—ﬁ:d—a+/1(—ch+r§)
ds ds

elde edilir. Burada Denk. 2.3 g6z 6niine alinirsa

T, % =(1-Ax)T + A7B (3.13)

esitligi bulunur. Difer taraftan Denk. 3.2°den T, =cosdT —sindB  Denk. 3.13 ile

birlikte kullanilirsa

ds

cosf =(1-Ax)— 3.14
(=255, (314)
ve
siné?:—/lrE (3.15)
ds,

esitlikleri elde edilir. Ayrica Denk. 3.7°den cosez% ve sinez—ﬂwl(jlj—s1 esitlikleri
S s

kullanilirsa Denk. 3.14 ve Denk. 3.15°den
cos’@=(1-4x), sin®0=2A’rr,
esitlikleri bulunur. Burada cos® @+sin® @ =1 esitligi kullanilirsa
1-Ax+A’rr, =1

esitliginden

denklemine ulagilir. Dolayisiyla ispat tamamlanr.
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Teorem 3.5. a:|1 — £° Mannheim egrisi ile B:J — £° Mannheim partner egrisi
verilsin. {x,7} ve {x,,7,} sirasiyla (a,) Mannheim egri ¢iftinin Frenet egrilikleri

olmak tizere asagidaki esitlikler dogrudur.

i 7 :(—Ksin¢9+rcose)§—: :
1

ii. x=-r,8In 49% ,
ds

ds
ii. 7 :rlcosed—l,
S

(Orbay ve Kasap, 2009).

Ispat: (a, p ) Mannheim egri ¢ifti gdz oniine alinsin. O halde;

I. N ile B, vektor alanlar lineer bagimli oldugundan <N,Wl> =0 elde edilir. O

halde bu denklemin s, € J parametresine gore tiirevi alinirsa

elde edilir. Buradan Denk. 2.5’deki tiirev formiilleri kullanilirsa

(TN (B m{N.T o V.80
bulunur. Diger taraftan, Denk. 3.2°den <fNi> =siné, <§W;> = 0s 0, <N,§1>:—1
oldugu ve («, ) Mannheim egri ¢ifti oldugundan <N,'I?l> =0 oldugu son denklemde
kullanilirsa

7, =(—xsin@+zcos G)d—s
1

elde edilir.
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i. N ile gl vektor alanlari lineer bagimli oldugundan <f,§1>=0 esitligi soz

konusudur. Dolayisiyla buradan s, € J parametresine gore tiirev alinir ve Denk. 2.3

ds, ds,
ds

Kd—51<ﬁ,§l>—rl <'IT,W1> =0

kullanilirsa

ve N =-B, ile <f,Wl>=sin9 oldugundan

K =—1,5in 49ﬁ
ds

elde edilir.

iii. Nile B, vektdr alanlari lineer bagimli oldugundan <§,§1> =0 dir. O halde s, €J

‘ye gore tiirev alinir ve Denk. 2.3 g6z Oniine alinirsa

ds, ds,

rj_:l<n,§l>+q<§,m>:o

ve buradan N =—B; ve <§, NT> =c0s6 oldugundan

ds
T=1 cosé?d—1
S

bulunur ve boylece ispat biter.

Onerme 3.1. (a) egrisi s yay parametreli birim hizli Mannheim egrisi ve (J) ise
Mannheim partner egrisi olsun. Bu durumda (a) Mannheim egrisi bir helis egrisi ise

() Mannheim partner egrisi bir dogrudur (Wang ve Liu, 2007).
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ispat: (), s yay parametreli Mannheim egrisi bir helis olsun. O halde, T, («)

egrisinin teget vektor alan1 olmak tizere Tanim 2.19 geregi

<f,U> = cos y = sht (3.16)

olacak sekilde sabit U vektdrii vardir. O halde Denk. 3.16’nin s yay parametresine

gore tiirevi alinirsa xk = 0 olmak {izere
(N,U)=0
elde edilir. Burada N ile B, lineer bagimli oldugundan
<§1,U>=0 (3.17)
esitligi yazilabilir. Denk. 3.17’nin tekrar tiirevi alinirsa
<§l', U > -0
-7 <W;, U> =0

olur. Son denklemde 7, =0 olamaz. Ciinkii 7, =0 olursa Teorem 3.5’den x=7=0
olur. Bu ise (&) egrisinin helis olmasiyla gelisir. Dolayistyla <W1,U> =0 dir. Buradan
tekrar tiirev alinirsa

—K, <'?1,U>+z'l<Bl,U > =0
bulunur. Burada Denk. 3.17 dikkate alinirsa
—K; <'IT1, U> =0

elde edilir. Ayrica, T, , hem B, ile hem N, ile dik oldugundan <1T1,U> =0 olamaz. O

halde «; =0 dir. Dolayisiyla () Mannheim partner egrisi bir dogrudur. Boylece ispat

biter.
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Onerme 3.2. () egrisi Mannheim egrisi ve () egrisi Mannheim partner egrisi olsun.

Bu durumda, () helis ise («) egrisinin , 7 egrilik ve burulmasi i¢in

T:C_Zs_l s

— e ——¢€
K 2 2c,

dir. Burada ¢, ve c, sifirdan farkl sabitler ve s, (&) nin yay parametresidir. Ozel

olarak ¢, =c, =1 alinirsa

dir (Wang ve Liu, 2007).
3.2 Spinorlar

Bu béliimde spinorlarla ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Oncelikle
Cartan (1966) tarafindan tanitilan spinorlar verilmistir. Daha sonra ise Torres Del
Castillo ve Barrales (2004) tarafindan elde edilen spinorlardan bahsedilmistir.

C?, ii¢ boyutlu kompleks vektdr uzay: olsun. X = (X, %y, X;) € C° bir izotropik vektor
olmak tizere <;(, ;(> =0 esitligi vardir. C* kompleks vektdr uzayinda izotropik vektdrler
ciimlesi, C? uzayinda iki boyutlu bir yiizey iiretir. iki boyutlu bu yiizey ¢, ve &,

olarak parametrelendirilirse bu iki parametre x vektériiniin bilesenleri cinsinden

olarak yazilabilir. Burada i kompleks birim ve i* =—1 dir. O halde bir x e C* izotropik

vektorii bu parametreler cinsinden
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X = 512 _gf
X, =i(¢7+¢7) (3.18)
Xq =-2¢,4,

olacak sekilde yazilabilir. O halde C°® kompleks vektor uzaymda verilen her izotropik
vektoriin (51,4’ 2) ve (—4’1,—§ 2) olacak sekilde C? uzayinda iki vektore karsilik geldigi

asikardir. Tersi olarak; C? kompleks uzayinda her iki vektore de ayni X vektorii

karsilik gelir. Cartan, bu sekilde tanimlanan

é,:(é/l’é/z):(?J (3-19)

seklindeki iki boyutlu kompleks vektorleri spinor olarak adlandirmistir (1966).

SO(3) olarak bilinen orjin etrafinda donmeler grubu ile SU(2) olarak bilinen birim

determinantli 2x2 boyutlu kompleks {initer matrisler grubu g6z oniine alinsin. O halde

SO(3) ile SU(2) arasinda bir homomorfizm oldugundan SO(3), R*’deki vektorleri
harekete gegirirken SU(2) ise iki kompleks bilesenli vektorleri, yani spinorlari, harekete
gecirir (Goldstern, 1980; Sattinger ve Weavar, 1986; Torres del Castillo ve Barrales,
2004). O halde verilenler sayesinde a,b € R® olmak iizere a+ibeC® izotropik vektori
Denk. 3.19 ile verilen ¢ spinoru ile eslessin. Burada Denk. 3.18 yardimiyla

a-+ib= (X, %,%)eC * kompleks vektoriiniin bilesenleri

X = 412 - 22
X, =i(¢0+¢7)
X3 = -26,¢,

seklinde ifade edilebilir (Cartan, 1966; Torres del Castillo ve Barrales, 2004). Ote
yandan Pauli matrisleri

Y

g0z Online alinirsa
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1 0 i 0 0 -1
0,=CP, = , 0,=CPh,= 0l o,=CP, = 10 (3.20)

seklinde o matrisleri elde edilir. Burada o matrisleri 2x2 boyutlu kompleks simetrik

01
matrisler olmak tizere C :( 1 Oj dir (Payne, 1952; Torres del Castillo, 2003).

Ayrica, bir £ spinorunun esi ¢ olmak tizere; bu spinor

. 01)= 01\ &) (<
== ¢=- i = 52 (3.21)
-10 -1 0){ ¢, ¢
seklinde tanimlanir (Torres del Castillo ve Barrales, 2004). O halde, Denk. 3.19 ve
Denk. 3.21 goz oniine alinirsa a+ib kompleks vektorii

a+ib=¢"ol (3.22)

olarak yazilir. Burada ¢, ¢ spinorunun transpozudur. Dolayisiyla Denk. 3.22°den

a-+ib vektoriiniin bilesenleri spinorlar cinsinden

xlzé’tglé'zé’lz_é’zz
Xzzgtgzé/:i(éf*‘é/zz)
X3=é't63é'=—2§lé'2

seklinde bulunur (Torres del Castillo ve Barrales, 2004). Simdi bir ¢ € R? reel vektorii

g6z Oniine alinsin. O halde bu vektor ayn1 ¢ spinoru cinsinden
c=-CloC (3.23)

olarak yazilabilir. Dolayisiyla c= (Cl, C,, C3) e R® vektériiniin bilesenleri

C, = _é:talé/ = 4122"'2152
C, :_éctazé/ = i(gléTz_Zlgz)
C; = _é:to'sé/ = |é/1|2 _|é/z|2
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seklinde elde edilir. O halde a,b,ceR® vektodr ucliisiine ¢ spinoru karsilik gelmek

tizere bu vektorlerin spinor denklemleri

a+ib=¢'o¢ =(¢0 - ¢1,i(¢E +80). 244,
c=—{'0¢ =65+ 8665 -G ) el -1

seklinde yazilir (Torres del Castillo ve Barrales, 2004).

Simdi a,b,ceR® vektorlerinin boylar1 ¢ spinoru cinsinden ifade edilsin. O halde

oncelikle, ¢ e R® vektdriiniin boyu

{|=\C.6+ 660 + P oG e+ G Iy

G G T R (T T I el e 2l
=\l + 2l 6 +1e.f

=&l +[¢.[)?

:|§1|2+|§2|2
=¢'¢

(3.24)

seklinde  bulunur. a+ibeC® vektéri  bir izotropik  vektér oldugundan

<§ +ib,a+ |6> =0 esitligi vardir. Buradan agik bir sekilde

<5-+ i6,5+ |6> = <(X1’ X5, X5), (X4 X, X3)>
(0 -chite +¢D =26, ) (& = ¢hilet +¢D)-26.¢,)
(¢2-¢2) +i2(¢2+ D7 +(-24.)°

:§14 +§; _2:12422 _4/14 _4/24 - 2?124/22 +4§12§22
=0

bulunur. Ayrica
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(a+ib,a+ib)=(a,a)+(ib,a)+(a,ib)+(ib,ib)
- [of 1(5.a) ) B

= [ +2i(a.5)-Jo|
ve <5+ i6,5+ I5> =0+1i0 oldugundan
Jof" =l (325)
ve

<&6>=o (3.26)

elde edilir. Dolayisiyla a,b e R® vektérlerinin boylart esit ve ayn zamanda a L b dir.

Ek olarak
Jaib] = (a-+i6,a+ib) = (a-+i5,a-ib)
oo (&G 8D 26787,
R e W)
= (-2 -2)+ii(¢ +a0) (&2 + 62 ) 4606 E
e o e e e I I L I S R 1o
:2(|§1|4+|§2|4+2|§1|2|§2|2)

] i

denklemi yardimiyla
ol =[al + B[ =2+l
esitligi elde edilir. O halde Denk. 3.25 ve Denk 3.26’dan

Il =6l =Jel= <"«
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esitligi bulunur. Dolayisiyla a,b,c e R®vektorlerinin boylar1 esittir.

Simdi <5+ ib, 6> i¢ carpimi hesaplansin. O halde

(a+ib,) = (¢ -¢2i(¢l +62) 266 ). (G +86i (68 -G )l L))
= 20288, 20208, 26,5, G + 246 |6)

= 20718, 28768, - 268,608+ 266,88,
=0

bulunur. Dolayisiyla <5+ i5,6> = <gl, 6> +i <5, 6> =0 oldugundan <a,6> =0 ve <5,6> =0
oldugu goriiliir. Ayrica Denk. 3.27 g6z oniine alinirsa

(6)=(4.)=(5.6)=0
elde edilir. O halde a,b,ceR® vektdrleri karsilikli ortogonaldir (Torres del Castillo,
Barrales, 2004).
Ek olarak asagidaki 6nermeler verilebilir.

Onerme 3.3. £ ve ¢ keyfi verilen iki spinor ve A,u € C olmak lizere

i gog=—4'cl

i, (Ag+ul) =29'+
ii. (=—¢

iv. ¢'o¢=¢'op

esitlikleri vardir (Torres del Castillo ve Barrales, 2004).

Onerme 3.4. Sifirdan farkli bir ¢ spinoru igin {Cf : gﬁ } spinor ikilisi lineer bagimsizdir

(Torres del Castillo ve Barrales, 2004).
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3.3. Egrilerin Spinor Gosterimi

a1 — E° olacak sekilde birim hizli (&) regiiler egrisi | R bir agik aralik olmak
iizere gdz 6niine alinsin. O halde, (o) egrisi s yay parametresiyle verilmis olmak iizere

Ha'(s)Hzl dir. Buradan Denk. 3.22 ve Denk. 3.23 goz 6niine alinirsa (o) erisinin

{N, E, f} Frenet ti¢liisline
(3.27)

olacak sekilde bir ¢ spinoru karsilik gelir. Burada (a) egrisi birim hizli oldugundan

¢'¢ =1 dir. Yani |, +|g”2|2 =1 esitligi vardir. (Torres del Castillo ve Barrales, 2004).

|2

Buradan
N+iB=¢'0f =(47 -4, i(87 +6,°),-26.4,)
T R P 1 T B
yazilr.
Simdi (e) egrisinin {N,ﬁ,f} Frenet iiliisiine karsilik gelen ¢ spinoru igin ‘Z—f

bulunsun. {;’ N } spinor ikilisi spinorlar i¢in bir baz teskil ettiginden ?j—g spinoru
S

yazilabilir. Burada f ve g fonksiyonlar1 keyfi, kompleks degerli fonksiyonlardir. Diger

taraftan Denk. 3.27’de ilk esitlige tiirev islemi uygulanir ve Denk. 2.5 gbz Oniine

alinirsa

—Kf-ir(ﬁnﬁ):zf (N+i§)—2gf
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esitligi elde edilir. Buradan f = _7" g=§ ve dolaysiyla

g 1, . .
E = E(—lfé/‘f-l(‘é/) (329)
_ e d¢
bulunur. Burada «,7; (o) egrisinin egrilik ve burulmasidir. Buradan N ye karsilik

gelen egrinin Frenet denklemi tek bir spinor denklemi tarafindan ifade edilir. (Torres del
Castillo ve Barales, 2004).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliim tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu béliimde, Torres Del Castillo ile
Barrales (2004) ve Erisir (2021) tarafindan yapilan c¢alismalardan yola c¢ikilarak
Mannheim egri ¢iftinin spinor formiilasyonu verilmistir. Bunun igin Oncelikle,
Mannheim egrisi ile Mannheim partner egrisine birer spinor karsilik getirilmistir. Daha
sonra, Mannheim egri ciftinin arasindaki iligkiler kullanilarak bu egri ¢iftine karsilik
gelen spinorlar arasindaki iliskiler teoremler ile ifade edilmistir. Ek olarak, bu spinorlar
arasindaki agilarin geometrik yorumlar: verilmistir. Daha sonra, Mannheim egrisinin
helis olmas1 durumu goéz Oniine alinarak bazi teorem ve sonuglar elde edilmistir. Son

olarak bir 6rnek verilmistir.

4.1. Mannheim Egri Ciftinin Spinor Gosterimi

a: |l — E® egrisi s yay parametreli birim hizli Mannheim egrisi ve f:J — E° egrisi
ise s, yay parametreli Mannheim partner egrisi olsun. O halde, («) Mannheim
egrisinin {E,f,ﬁ} Frenet vektorlerine £ spinoru ve ( ﬁ’) Mannheim partner egrisinin
{ﬁ,ﬁl,a} Frenet vektorlerine ¢ spinoru karsilik gelsin. Dolayisiyla, (a, B)

Mannheim egri ciftinin spinor denklemleri i¢in asagidaki teoremler ve sonuglar

verilebilir.

Oncelikle, () Mannheim egrisi goz 6niine alinsn. Bu durumda, («) Mannheim

egrisinin {g,f,ﬁ} Frenet ¢atisina karsilik gelen  spinoru icin

B+iT =¢'o¢

U (4.1)
N=-C"'ol

denklemleri yazilabilir. Dolayisiyla, asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.1. :1 — E" Mannheim egrisi S yay parametreli birim hizli bir egri olsun.

Bu durumda, bu egrinin {E,f,ﬁ} Frenet catisin1 bir £ spinoru karsilik gelsin. O

halde, bu egrinin x ve 7 egrilik ve burulmasi tek bir spinor denklemi cinsinden

d_é/:(T—iné:

ds 2

seklinde yazilabilir.

Ispat: (a) Mannheim egrisinin {E,f,ﬁ} Frenet catisina ¢ spinoru karsilik gelsin. Bu

durumda, Denk. 4.1°in ilk denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dB .dT (d¢) . (d¢

esitligi yazilabilir. Diger taraftan {cj ,éc } spinor ikilisi spinorlar i¢in bir taban teskil

do

ettiginden N spinoru
S

—=="fd+gg (4.3)

seklinde yazilabilir. Burada, f ve g keyfi degerli kompleks fonksiyonlardir.

Dolayisiyla, Denk. 4.3, Denk. 4.2 de yerine yazilir ve Denk. 2.5 Frenet tiirev formiilleri

kullanilirsa

—rN+iKN:(f§+g§)to-§+§’to-(f§+gf)
(~r+ix)N = f o +9llod + 1o + 9ol

esitlikleri bulunur. Burada Onerme 3.3 den ¢'c¢ = ¢{'o¢ oldugu gdz oniine alinirsa
(—z+ix)N = 2f (Cta§)+29(ftaé'>

denklemleri elde edilir. O halde, Denk. 4.1 kullanilirsa son denklem
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(—T+ix)ﬁ=2f(§+if)—ZgN

olmak iizere f ve g kompleks fonksiyonlari

f-0veg="1%
olarak bulunur. Dolayisiyla
d¢ (r—-ix),
— = 4.4
() @)

elde edilir. Bdylece () Mannheim egrisinin x ve 7 Frenet egrilikleri tek bir spinor

denklemi cinsinden ifade edilerek ispat tamamlanir.

Teorem 4.2. «:1 — F® birim hizli Mannheim egrisinin {B,T, N} Frenet catismma ¢

spinoru karsilik gelsin. Bu durumda, Frenet vektorlerinin spinor denklemleri
T _ _l t ot 2
T=->(¢'og+{ol)
N=-Cto¢ (4.5)

B2 (¢t -0t

seklindedir.

Ispat: (a) Mannheim egrisinin {B,T, N} Frenet catisina bir ¢ spinoru karsilik gelsin.

O halde, Denk. 4.1’in ilk denkleminden B +iT = ¢'o¢ gdz dniine alinirsa

B=Re(¢{'0?)
T=Im(¢'o7)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla buradan

7= (¢or-clor)
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(¢t 4T

esitlikleri elde edilir. Simdi, Onerme 3.1°de verilen ¢'c¢ =—dol spinor esitligi

kullanilirsa T ve B vektor alanlar icin

LZ( J¢+§O‘ )

B=5(¢loc-¢od)

spinor esitlikleri elde edilir. Ayrica Denk. 4.1°den N = —f ‘o¢ oldugundan ispat biter.

Simdi, (a) Mannheim egrisinin {E,f, N} Frenet catisinin bilesenleri bu ¢atiya karsilik

gelen ¢ spinoru cinsinden yazilsin. Bunun i¢in Denk. 4.5’den oncelikle ‘¢ spinor

denklemi hesaplanirsa

1 0 1 2 2
é/talé/:(é,l 4/2)(0 _:J[g j:§1 _é/z

o0& L 2
é"gzé’z(é’l é/z)[:-.) iJ j’j:I(;l +¢, )
¢

t 0 -1
é/ ngz(gl 4/2)(_1 Oj{g j 4/14/2

denklemleri elde edilir. Burada o,,1=12,3 matrisleri Denk. 3.20’de verilen

matrislerdir. Benzer sekilde ga tof spinor denklemleri hesaplanirsa

1

S (N B R el

1

Sod=(-¢, Z)[_(l’ _01](_42} 26,8,

1

éﬁt(fléc:(_zz Zl)(](-) _1)( 22] é/z 412
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elde edilir. Dolayistyla buradan (a) Mannheim egrisinin {E,'F, N} Frenet vektorlerinin

bilesenleri spinorlar cinsinden

T :_%(4/12 _4/22 +Zzz —az,i(ff +§22 +le +322),—2§1§2 +ZZZ)
N=(68+ 66i(68- ) el - 15[ (4.6)

s _1(.. P Y P 2 w2 2 2
Bza(é/l _4/2 _4/2 +§1 ’|(§1 +§2 _4/1 _4/2 )1_24152_24/1412)
olarak elde edilir.

Simdi (a) egrisinin B:J — E°, s, yay parametreli Mannheim partner egrisi goz
Oniine alinsin. Bu egrinin {ﬁ,Wl,gl} Frenet catisina bir ¢ spinoru karsilik gelsin. O

halde, Denk. 4.1°e benzer olarak {'Tl, Wl, E} Frenet ¢atisinin spinor denklemleri i¢in

T, -iN, = ¢'o¢

. A (4.7)
B = _¢t(7¢

esitlikleri yazilabilir. O halde, Denk. 4.7°den asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.3. B:J — E°, s, yay parametreli egrisi () egrisinin Mannheim partner

egrisi olsun. O halde, ( ,B) egrisinin {Tl, N,, Bl} Frenet catisina bir ¢ spinoru karsilik

gelmek tizere bu egrinin x; ve 7, Frenet egrilik ve burulmasi tek bir spinor denklemi

cinsinden

) (48)

1
seklinde yazilabilir. Burada ¢?, ¢ spinorunun esidir.

Ispat: ;1 — £° Mannheim egrisinin, Mannheim partner egrisi £:J — E°, s, yay
parametreli egrisi olsun. () egrisine bir ¢ spinoru karsihk gelmek iizere ¢

spinorunun tiirevi Denk. 4.3’e benzer olarak
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——=fo+0¢ (4.9)

seklinde yazilabilir. Burada f ve g keyfi degerli kompleks fonksiyonlardir. O halde

Denk. 4.7°nin ilk denkleminin s, € J yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dT, .dN, (dg¢ ¢
ds Ids1 (dsj ob+fo (dsJ

esitligi elde edilir. Burada Denk. 4.9 ve Denk. 2.5 Frenet tiirev formiilleri kullanilirsa

KNy =i (k7 +7,B; ) = (f¢+g¢) op+¢'o(T4+94)

olmak tlzere

i (T, ~IN; ) ~i7,B, = fpop+ gf'op+ f fog+ 9g'op

esitligi yazilir. Ayrica Onerme 3.3°den ¢'c¢ = ¢'o¢ oldugu goz dniine alinirsa

ire, (T, ~iN; ) —iz, B, = 2f (¢'op) + 29 ('op
denklemi ile Denk. 4.7 g6z oniine alindiginda

ire, (T, —iN, ) —iz,B, =2 (T, iN, ) - 29 B,

olmak tizere f ve g kompleks fonksiyonlari

olarak elde edilir. Dolayistyla Denk. 4.9°dan

d¢
d

1

i A
= 5 (K1¢ +7,0 )
oldugu bulunur. Boylece ispat biter.

38



(a, 8) Mannheim egri ¢iftinin yay parametreleri sirastyla sel, s, € J olsun. O halde,

() Mannheim partner egrisi i¢in

dp_dpdy
ds ds, ds
48 79
ds ds
olmak lizere
R @19
ds ds

oldugu biliniyor. O halde Denk. 4.8 ve Denk. 4.10 yardimiyla asagidaki sonug
verilebilir.

Sonug 4.1. («) egrisinin Mannheim partner egrisi (4) ve ()’ nin yay parametresi

s, € J olmak lizere ¢ spinoru bu egriye karsilik gelsin. Dolayisiyla, se | parametresi

(a) Mannheim egrisinin yay parametresi olmak iizere a¢ spinoru

d_f = @(’(ﬁé"'rﬂ;)

yazilabilir. Burada g'= C:j—f dir.

11

Teorem 4.4. :J — E° Mannheim partner egrisinin {'? E,E} Frenet catisina ¢
spinoru karsilik gelsin. Bu durumda, {'I?l, Wl, E} Frenet vektorleri i¢in
T.=2(gop-§op)
2
o A
N, = E(;;5t<f¢+¢ta¢) (4.11)

B, = —d'oy
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olacak sekilde spinor denklemleri vardir.

Ispat: ¢ spinoru (£) Mannheim egrisine karsilik gelmek iizere Denk. 4.7°nin ilk

denkleminden T, —iN, = ¢'o¢ oldugu biliniyor. O halde, buradan

oldugu kolayca goriiliir. Buradan gerekli diizenlemeler yapildiginda 'ﬁ VeW1 vektor

alanlan

T, = (¢'op+ o)

N; =2 (¢'os-do)

esitlikleri yazilabilir. Onerme 3.1 dikkate alindiginda ¢'c¢ =—¢'c¢ oldugu gdz oniine

aliirsa
T, =2 (¢op-d'og)
N, =2 (dop+d'op)

denklemleri elde edilir. Gergekten de, s, €J, () Mannheim partner egrisinin yay

. T — - T
parametresi olmak {izere L=K1Nl oldugu biliniyor. Dolayisiyla, () egrisinin T,
Sl

tegeti
T, = (¢op-'o)

olarak alinirsa bu denklemin s, € J yay parametresine gore tiirevi
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dT, - 1[dg d¢ dg) - . [(dg
dSl_KlNl 2[ op+d'c [ds]a¢ ¢G{dsl]J

olarak bulunur. Burada Denk. 4.8°de verilen ¢ spinorunun tiirevi kullanilirsa

1
2

_étae(ﬁwﬁz)f

(K1¢+71¢) G¢+¢G( (K1¢+71¢)j (i (K1¢+71€$)t]A G¢?

esitligi elde edilir. Ayrica, Onerme 3.1°den (az//+b¢)A :6_11/?+5¢3 oldugu biliniyor.

Dolayisiyla son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

m%[ (#0p) +in, (Fop) +indop-in, (Fop) |
6N, =2 i(¢op+d'op)|

olmak tizere N, normal vektorii

= (#o+d'o)

seklinde elde edilir. Bu ise Denk. 4.11 ile aynidir. Ayrica, %=—Klfl+z'1§1 oldugu

1

g0z Online alinirsa

dN o NN
El =K, +1,B, = E(¢ta¢+ §'op)

( ¢+Tl¢) U¢+¢G( (K1¢+T1¢)J (iz(’(1¢+71¢3)t]A0¢?

+¢?ta(i§<1(l¢ + qug))“

K‘lT +rlB =

esitligi yazilabilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
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g x(dop)+n(Pop) i (pov)+n (o ) x (Fod)
?

K‘1T1 +7; Bl = _Z +, (¢t0_¢3) x, ¢to'¢?) r, (éto'¢)
olmak iizere ﬁ = %(¢ta¢ — ggtagi;) yardimiyla

0B =2k (#op-d'0) - (§ o)+ 2 ($op - F )
ve sonug olarak
B, =—¢'op

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

imdi Mannheim partner egrisinin {T,, N ,§ Frenet vektorlerinin bilesenlerinin
p g 1 Ny By $

spinor denklemleri asagidaki sonugla verilebilir.

Sonug 4.2. (o) Mannheim egrisinin, Mannheim partner egrisi (£) ve (£) Mannheim

partner egrisinin {Tl,Nl,Bl} Frenet catisint ¢ spinoru karsilik gelsin. Bu durumda

{171, Wl, §1} Frenet catisinin spinor denklemleri i¢in

I U AT R IV S A R IV R YY)
N (d e (0 +6) 2(ht-d)) @2

B (4, + 4 i( 4, 4t ) o 1)

esitlikleri vardir.

Ispat: () Mannheim partner egrisinin {Tl,Nl,Bl} Frenet catisina bir ¢ spinoru

karsilik gelsin. O halde, ¢'c¢ spinor denklemi igin
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1
¢t61¢:(¢1 ¢2)(0
i 0
dob=(d @)['0 j

0 -1
¢to-3¢:(¢1 ¢2)(_1 j

1} (o +45) (4.13)

ve ¢?tag$ spinor denklemi i¢in

A oA — — (i 0 —_2 L —2 —2

pop=(-4 & )(' I][ ;}:.(@ +4) (4.14)

- g 0 -1

bod=(-4 4 )(_1 Oj
esitlikleri elde edilir. Ayrica, ¢?t0'¢ spinor denkleminden

pog=(-¢ 4 )(1 Oj["}l}—@@—%@

0 -1)\4,
N — (1 0\ . — —
dop=(~4 & )[0 Ij{ ¢j=|(—¢2¢1+¢1¢2) (4.15)

n — _ 0 -1\a 2 2
¢t53¢: -9, & # :_|¢1| +|¢1|
-1 0\ 4

oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla, Denk. 4.11°de Denk. 4.13, Denk. 4.14, Denk. 4.15

yerine yazilirsa

I U AT R IV S A R I YR YY)
N+ B (4 8 ) -2(a -0
B.=(4ds + hhi (46— ) | o[

spinor denklemleri elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

43



Teorem 4.5. (a,8) Mannheim egri ¢ifti olsun. () Mannheim egrisinin {E,T,N}

Frenet ¢atisma ¢ spinoru ve () Mannheim partner egrisinin {Tl, N,, Bl} Frenet
catisina ¢ spinoru karsilik gelsin. O halde, bu spinorlar arasinda

éf — iel[4 2J¢ (416)
iligkisi vardir.

Ispat: (a, p ) Mannheim egri ¢ifti goz oniine alinsin. O halde, Denk. 3.2 yardimiyla

cos AT, +sin ON,

.F
B =—sindT, +cosON,

esitlikleri yazilabilir. Buradan B+iT eC® kompleks vektorii i¢in

B+iT =—sin9ﬁ+cos€ﬁl+i(cos¢9ﬁ+sin QE)
= —sin@T, +cosON, +icosdT, +isin ON,
=(-sin@+icosd)T, +(cosf+isinO)N,
=i(cos@+isin )T, +(cos@+isin )N,

=" (I'Fl + Wl)
olmak tizere
B+iT =i (T, ~iN,) (4.17)

esitligi bulunur. Burada &, T ile 'Fl teget vektor alanlari arasindaki agidir ve Euler

formiiliinden €' =cos@+isiné esitligi vardir. Dolayisiyla, Denk. 4.17°de Denk. 4.1 ve

Denk. 4.7 g6z 6niine alinirsa
S'og =i (¢'op)

elde edilir. O halde, son denklemde
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S'og =(50-¢i(¢0+¢2). 248,
pop= (4 -8.i(8 +4).~20)

spinor esitlikleri g6z Oniine alinirsa

2 :if 42
4,1 =ie' ¢1
2 0 42
4’2:|e'¢2

oldugu bulunur. Diger taraftan, Tanim 2.10’daki Euler formiiliinden

ie” =i(cos@+isin o)
=icos@d-sind

:cos(£+0)+isin(£+9j
2 2

oldugu bulunur. O halde, ' ve ¢ spinorlar1 arasinda

[2)=13)

olmak tzere

iliskisi elde edilir. Boylece ispat biter.

Teorem 4.5’in bir sonucu olarak asagidaki geometrik yorum verilebilir.
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Sonug 4.3. («, ) Mannheim egri ¢iftinin {B,T’,N} ve {ﬁ,ﬁl,gl} Frenet catilarina,

sirasiyla, { ve ¢ spinorlar karsilik gelsin. Bu durumda, T ve 'Tl vektor alanlar

arasindaki ag1 @ ise { ve ¢ spinorlart arasindaki ag1 (%Jrgj dir.

Ayrica, Teorem 4.5’den asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonu¢ 4.4. { ve ¢ spinorlari, sirastyla, (a, p ) Mannheim egri ¢iftine karsilik gelsin.

Oyleyse, ¢ ve ¢ spinorlari arasinda

.6

¢ :i%(lﬂ)elw
iligkisi mevcuttur.

T 6’)
i| =+

Ispat: & ve ¢ spinorlar icin Denk. 4.16’da verilen denklemde ¢ =ie[4 2 ¢ formiili

g0z Online alinirsa

esitligi elde edilir. O halde, Denk. 4.16’dan

;:t%(ui)eigqﬁ

spinor denklemi bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.5. («, ) Mannheim egri ciftine karsilik gelen spinor ¢ifti, sirasiyla, (&, ¢)

olsun. Bu durumda, bu spinorlarin esleri arasindaki iliski

46



(4.19)
dir.

Ispat: ¢ ve ¢ spinorlarinin arasindaki iliskiyi veren Denk. 4.16 gbz 6niine alinsin. Bu

denklemin her iki tarafinin esi alinirsa

éc _ (iei(2+2)¢]

spinor denklemi yazilir. Buradan Onerme 3.1°den (A¢+ ul)" =Ad+ ul oldugu goz

Oniine alinirsa

olur ve kolayca

A

_i(ﬁJrgj n
S=1e ' P9
esitligi bulunur. Béylece ispat biter.

O halde, Sonug 4.4’den yola ¢ikilarak asagidaki geometrik yorum yapilabilir.
Sonu¢ 4.6. («,f) Mannheim egri ¢iftine, sirasiyla, karsilik gelen spinorlar (&, ¢)

olsun. Bu durumda, ¢ ile ¢ spinoru arasinda (%+§] agili bir donme olusuyorken ¢

ile ¢ spinorlar1 arasinda (% + gj acili ters yonde bir donme olusur.
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Sonu¢ 4.7. (a,B) Mannheim egri ¢ifti olsun. Ayrica, ({,¢) spinorlari, sirasiyla,
(a,B) egri ciftine karsilik gelsin. Bu durumda, (o) Mannheim egrisine karsilik gelen

dg

¢ spinorunun Y tiirevi () Mannheim partner egrisi cinsinden
S

d¢ _[A] oz
e I eng (4.20)

seklinde yazilabilir.

Ispat: («,) Mannheim egri ¢iftine (£, ¢) spinor cifti karsilik gelsin. Bu durumda
Denk. 4.4°den

esitligi yazilabilir. Dolayisiyla, Teorem 3.6’dan x =-—z,Sin 0% ve 7 =r,CO0S 9%
S S

oldugu g6z Oniine alinirsa

4 _ 1(00592'1£+ isin erlﬁjcf
ds ds

ds 2
%:%%q(coseﬂsiné’)f
ac _|Bla s

ds 2 e

denklemi bulunur. Burada z,, () Mannheim partner egrisinin burulmasidir. Boylece

ispat biter.

Sonug 4.7 yardimiyla asagidaki geometrik yorumlar yapilabilir.
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Sonug 4.8. (a, p ) Mannheim egri ciftine, sirasiyla, (é’ ,¢) spinor ¢ifti karsilik gelsin.
Bu durumda, () Mannheim egrisinin T tegeti ile () Mannheim partner egrisinin T,

d¢ .

tegeti arasindaki ag1 6 ise N spinoru ile ¢ spinoru arasindaki a¢1 da € dir.
S

Sonug 4.9. £ ve ¢ spinorlari, sirasiyla, () Mannheim egrisi ile (4) Mannheim

d¢g

partner egrisine karsilik gelsin. O halde, & spinoru ile ;/3 spinoru arasindaki ag1
S

Ispat: ¢ spinoru (o) Mannheim egrisine karsilik gelmek iizere Denk. 4.20’den (jj—{;
S
spinoru
d_é/ziuﬂ HT]- eib’é)
ds 2
oldugu biliniyor. Burada Denk. 4.19 dikkate alinirsa son denklemden agikca
' (7 0
& _ 1Al oo (125
ds 2
18] (&5
=+ e’
> ¢
e . da¢ ., » . ) 0
esitligi elde edilir. Dolayisiyla buradan, & ile ¢ spinorlari arasindaki aginin 272
S

oldugu goriiliir. O halde ispat tamamlanir.

4.2. Mannheim Egrisinin Helis Olma Durumunda Spinor Gosterimi

a:l — E° eprisi s yay parametreli Mannheim egrisi ve :J — E° egrisi ise s, yay
parametreli Mannheim partner egrisi olsun. Bu durumda, { ve ¢ spinorlari, sirasiyla,

(a, p ) Mannheim egri ¢iftinin {g,f,ﬁ} ve {ﬁ,ﬁl,gl} Frenet catilarina karsilik gelsin.
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Simdi («) Mannheim egrisinin bir helis oldugu géz oniine alinsmn. Bu durumda,

asagidaki teorem ve sonuglar verilebilir.

Teorem 4.6. («, #) Mannheim egri ciftine, sirasiyla, (¢, ¢) spinor ¢ifti karsilik gelsin.

O halde (&) Mannheim egrisinin helis olmast igin gerek ve yeter sart
T _l iy =t -y St __2
U= 2(e o +e gag)

dir. Burada y = arccos(<f,U>) sabit agidir.

Ispat: (=): (a) Mannheim egrisi bir helis egrisi ve ¢ spinoru («) egrisine karslik

gelsin. O halde, Denk. 3.16 geregi <f U > = cosy = sht olacak sekilde U sabit vektorii

U =cosyT +sinyB

seklinde yazilabilir. Buradan Denk. (4.5) goz 6niine alimrsa U vektdriiniin spinor

denklemi
_’_ i t ot £ 1 - t 2t 2
U ——Ecos;/(g“ ol +¢ a§)+55m7(§ o¢—¢ 0?)
olmak tlizere

U :—%[Cto{(COS}/+iSin}/)+éﬁt0§A(C057/—iSin}/)]

G__]

= E[ei7§t0§+e’iyftof]

olacak sekilde bulunur.

(<): (a) Mannheim egrisine bir ¢ spinoru karsilik gelsin. Ayrica, bir U  sabit

vektora
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U= —iz[eiygtame@aﬂ

olarak alinsin. Burada y=sbt agidir. Bu durumda, (o) Mannheim egrisinin teget

vektorii T olmak iizere
-3z 3. —2 —2 ——
(412 _4,22 +§22 _§121|(§lz +§22 +§1 +é,2 )’_Zglgz +2§1§2)1
- — 1

—_= : (=2 =2\ . (=2 =2

<T’U> 4 ey(§12_§22)+e y(é,z _éll )’ley(§12+§22)+e y(gl +§2 )’
2670, +26 4L,

spinor denkleminden gerekli islemler yapilirsa

<f,U>:%[(gla+gzzz)z(ev+ev)}

= cosy (| +[¢[")

bulunur. Burada {g,f,ﬁ} birim vektorler oldugundan ¢ spinoru igin |§1|2 +|é’2|2 =1
esitligi gegerlidir. Dolayisiyla

<f,U>:cos;/
esitligi bulunur. O halde, (a) Mannheim egrisi bir helis egrisidir. Boylece ispat
tamamlanir.

Simdi teorem 4.6 yardimiyla asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.10. («) Mannheim egrisinin Mannheim partner egrisi (8) ve (a,p)
Mannheim egri ¢iftine karsilik gelen spinorlar, sirasiyla, ¢ ve ¢ olsun. Bu durumda,
(o) Mannheim egrisi bir helis ise U sabit vektori (B) egrisine karsihk gelen ¢

spinoru cinsinden
U =2(¢op-dop)
2
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seklinde yazilabilir.

Simdi () Mannheim partner egrisi i¢in Denk. 4.8 goz oniine alinsin. Burada () helis

egrisi oldugundan Onerme 3.1 geregi () bir dogrudur. Dolayisiyla &; =0 oldugundan

Z—f = IE(K1¢ + qug) denkleminden agik bir sekilde asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.11. (&, #) Mannheim egri ¢ifti igin () Mannheim egrisi bir helis olsun. Bu

durumda (8) Mannheim egrisine karsilik gelen ¢ spinoru i¢in

d¢ _iz ;
ds, 2 ¢ (4.21)

esitligi vardir.
Denk. 4.21°de verilen esitlikten goriiliir ki d¢ ile ¢ spinorlari lineer bagimlidir.

Sonug 4.12. («, #) Mannheim egri ¢ifti i¢in () Mannheim egrisi bir helis olsun. O
halde; ({,¢) spinor ¢ifti («,8) Mannheim egrisine karsiik gelmek iizere bu

spinorlarin tiirevleri arasinda

6 37

4z —+els *lgg
esitligi vardir.

Ispat: («,) Mannheim egri ciftine (¢, ¢) spinor ¢ifti karsilik gelsin. Ayrica, ()

Mannheim egrisi bir helis egrisi olsun. Oncelikle Denk. 4.20°de verilen

dé/ Ty o £
=2 -he 4.22
&2 (4.22)

spinor denkleminde Denk. 4.19 yerine yazilirsa
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dg 7y 6 _(%SA

——=t—e"
ds, 2 ¢
ds, 2

esitligi yazilabilir. Burada, () Mannheim egrisi oldugundan Denk. 4.21 son

denklemde yerine yazilirsa

(0.7 (03x
elde edilir ve Tanim 2.10 yardimiyla —ie (2 4] =e (2 4 ] oldugu dikkate almirsa

d¢ __ (5%)dg

—= =te
ds, ds,

olmak lizere

(60 37

d¢ =J_re(2 4]d¢
esitligi elde edilir. Boylece ispat biter.
Sonug 4.13. (@, ) Mannheim egri ciftine (£, ¢) spinor ¢ifti karsilik gelsin. («) bir

helis olmak iizere d¢ ve d¢ arasindaki agi (g—%j dir.

Sonug 4.14. (a, ) Mannheim egri ¢iftine (£, ¢) spinorlart karsilik gelsin. O halde,

() Mannheim egrisi bir helis egrisi ise

dg K

—2 —e_i}’ s

ds 2siny

esitligi vardir.
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Ispat: () Mannheim egrisi bir helis egrisi olsun. Bu durumda L y = sht olmak
K

lizere sabit y agis1 vardir. O halde, 7 =xcoty esitligi géz 6niine alinirsa

esitliginden

d_x(cosy ),
ds 2{siny

(cosy —isiny)¢

- 2siny
K

= eiiy a
2siny ¢

esitligi bulunur. Bdylece ispat tamamlanir.

Ornek 4.1. «:1 — E° birim hizli egrisi a( ) (3C05§ BSIHE ﬂsj olarak alinsin.

55
Bu durumda Denk. 2.4 gdz 6niine alinirsa birim hizli (&) egrisinin {f,ﬁ,g} Frenet

vektorleri

— 3 S
T(s)= (—gsm— —cosg 4}
N(s) = ( cos— sin2, Oj (4.23)

§(s) = —(4sin —,—4cos§,3j
5 5 5

Denk. 4.23 goz 6niine alnip Denk. 2.2 kullanilirsa (o) egrisinin ¥ ve 7 Frenet

egrilikleri

olarak bulunur.
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Simdi (a) egrisinin {E,T,N} Frenet vektorlerine bir  spinoru karsilik gelsin. Bu

durumda Denk. 3.23 ve Denk. 4.23 g6z oOniinde bulundurulup gerekli islemler

3+4i -i>

=+ [——e 1
& ,/ 10

3+4i i

=+ [——e!
& =4 10

uygulandiginda

seklinde bulunur. Buradan

3+4ije 0

= .
10 i>

elO

elde edilir.

Simdi birim hizli () Mannheim egrisinin bir () Mannheim partner egrisi olsun. («)
ve (B) egrisinin karsiliklh «(s) ve B(s) noktalarmda Denk. 3.1’den

B(s)=a(s)+A(s)N(s) iliskisi meveuttur. Bu durumda birim hizli olmayan (/)

Mannheim partner egrisi
S .S 4
= =(3-4),sin=(3-1),=
B(s) (coss( )S|n5( ) 53)

olarak alinabilir. Burada A =sbt oldugundan 6zel olarak A =2 alinsin. Bu durumda

() egrisi
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s . s 4
ﬁ(s)z(cosg,smg,gs]

seklinde bulunur. (S) egrisinin {Tl, N,, Bl} Frenet vektorleri

Hzf( sin->, cos5 4]

ve ||ﬂ ||—Hd’BH —L oldugundan
s, T
ds 5

bulunur. Ayrica N =—B, oldugundan

E:(cosi,sini,oj
5 5

dir. Dolayisiyla §1 /\'?1 = N—1 oldugu goz dniine alinirsa

N, =— —4cos> 1)
5

1 (4sm
N 5’

olarak bulunur. Buradan gerekli islemler yapildiginda

olarak bulunur.

Simdi ( ﬁ’) egrisinin {E,ﬁ,ﬁl} Frenet vektorlerine bir ¢ spinoru karsilik gelsin. Bu

durumda Denk. 3.23 ve Denk. 4.23 g6z Onilinde bulundurulup gerekli islemler
uygulandiginda
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— e 10
¢1 2\/]7

4-i i

== el
¢, 217

ve buradan
b= 4—j e_iE
T 217 | &
e 10

olarak elde edilir. Ayrica Sonug 4.1’den 2—¢ 141
S

spinoru

seklinde elde edilir.
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(K1¢ + 1'1413) esitligi kullanilirsa

d¢

ds



5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda Mannheim egri ¢iftinin spinor gdsterimleri
incelenmistir. Bunun i¢in ilk olarak spinorlar tanim1 verilmistir. Sonra ii¢ boyutlu Oklid
uzayinda bulunan bir egrinin Frenet vektorleri ve egriliklerinin spinor formiilasyonlari
verilmistir. Verilen bilgiler géz 6niine alinarak ii¢ boyutlu Oklid uzaymda Mannheim
egri ciftinin her birine C? uzaymmin elemanlar1 olan spinorlar karsilik getirilerek
Mannheim egri ¢iftinin spinor formiilii elde edilmistir. Daha sonra Mannheim egri
ciftine karsilik gelen spinorlar arasindaki iliskiler teoremler ile verilmistir. Son olarak

bir 6rnek verilmistir.

Bu tez calismasindan yola ¢ikilarak bundan sonra yapilacak c¢alismalarda {i¢ boyutlu
Oklid uzayinda diger egri ¢iftlerinin spinor formiilasyonlar: elde edilebilir. Ayrica,

Minkowski uzayinda Mannheim egri ¢iftinin spinor gosterimi arastirilabilir.
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