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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Oklidyen Uzaylarin Helis Altmanifoldlar1 Uzerine *
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Bu tez, alti alt boliimden olusmustur. Ik béliimde literator taramasi yapilirken, ikinci
boliimde ana konuya temel olan tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, o6ncelikle R”" deki helis hiperyiizeyleri incelenmistir. Birim hizl
diizlemsel bir egriden elde edilen helis hiperyiizeyi icin egriliklere bakilmis, ardindan R> te
verilen egrilerin Darboux catilar1 gozoniine alinarak incelemeler yapilmis ve R" deki helis
hiperyiizeylerinin Gauss doniisiimii verilmistir.

Dordiincii boliimde, Yiiksek Boyutlu Oklid Altmanifoldlar: baghg altinda Oklidyen
uzaylarin helis altmanifoldlar1 ¢alisilmistir. Ayrica bu boliimde, helis altmanifold kavrami
verilmis ve bu manifoldlarin carpimi incelenmistir.

Besinci boliimde, helis altmanifoldlarin yapisina bakilmis ve minimal regle helisler
calisilmagtir.

Son bolimde ise, helis hiperyiizeyleri ve diizlemsel egrilerin tensor carpimlarinin
karakterizasyonlarina yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Oklidyen Uzay, Helis Hiperyiizeyler, Altmanifold
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This thesis consists of six chapter. While the literature review is done in the first chapter,
definitions and theorems which are the basis of the main subject are given in the second chapter.

In the third chapter, firstly helix hypersurfaces in R” are investigated. The curvatures of a
helix hypersurface obtained from a unit speed curve are studied. After, considering the Darboux
frames of the curves given in R?, investigations are made and Gaussian map of the helix
hypersurfaces in R" is given.

In the fourth chapter, under the title Yiiksek Boyutlu Oklid Altmanifoldlar:, helix
submanifolds of Euclidean spaces are studied. Also, the notion of helix submanifold is given
and the product of these manifolds is investigated in this chapter.

In the fifth chapter, the construction of helix submanifolds is examined and minimal ruled
helices are studied.

In the last chapter, characterizations of tensor products of helix hypersurfaces and planar
curves are studied.
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1. GIRIS

Egrilerin ve ylizeylerin, diferansiyel geometrisinin iki yiizii vardir; klasik diferansiyel geometri
olarak adlandirilabilecek olan yiizii, diferensiyel ve integral hesabin baslangiciyla birlikte ortaya
cikmustir, diger yiizii ise yaygin (global) diferansiyel geometri olarak adlandirilir [1]. Bu tezde,

ikinci kisimdan ¢aligmalar yiiriitiilecektir.

Regiiler egri karakterizasyonu, diferensiyel geometrideki egri calismalarinda en 6nemli
problemlerden biridir ki problemin ¢6ziimiinde egrilik (k) ve torsiyon (7) biiyiik rol oynar. Eger
Kk, sifir ise egri bir dogrudan ibarettir. k, sifirdan farkl fakat 7, sifir ise egri diizlemseldir. Eger
K, sabit ve T, sifir ise egri, yarigapi % olan bir cember belirtir. 1845 yilinda B. de Saint Venant,
1802 de M. A. Lancret tarafindan helislerle ilgili verilen bir sonucu ispatlamistir: "Bir egrinin
genel helis olmasi icin gerek ve yeter sart + mn sabit olmasidir." Eger K, sabit (> 0) ve 7, sabit

(# 0) ise egriye dairesel helis denir.

Bu baglamda helis egrileri gerek dogada gerekse bilimde etkileyici yer tutmaktadir-

lar. Fraktal geometri, DNA nin yapisindaki molekiillerin dizilisi bunlara birer 6rnektir.

Ayrica, helis egrileri gibi helis yiizeyleri ve helis hiperyiizeyleri de ilgi cekici olmustur.
Ornegin, Oklidyen uzayin helis altmanifoldlar1, son zamanlarin 6nemli calisma konularindan
biridir ve ilk olarak 2009 yilinda, Di Scala ve Ruiz-Herndndez tarafindan calisilmistir.
[2] de yazarlar, Oklid uzaylarimn helis altmanifoldlarin1 incelemiglerdir. Burada helis
hiperyiizeylerinin nasil insaa edilecegini vermisler, 6zellikle de helis hiperyiizeylerinin bir yerel

siniflandirmasini elde etmislerdir.

Biliyoruz ki bir hiperyiizeyin helis hiperyiizey olmasi i¢in, bir birim vektor alani ile
hiperylizeyin tanjant uzayr arasindaki aginin sabit olmasi gerekmektedir. Yani, M C R" bir
hiperyiizey ve d # 0, R" de bir birim vektor alan1 olmak iizere, eger herbir ¢ € M noktasi i¢in d

ve TyM arasindaki ag1 sabit ise M ye bir helis hiperylizey denmektedir.

[2] de yazarlar, helis hiperyiizeylerini olustururlarken R” de M hiperyiizeyini ve M nin v(M)
normal demetini géz 6niine almiglardir. Burada, & : M — v(M) birim nomal vektor alani i¢in M

boyunca < d,& > nin sabitligini incelemislerdir.

Diger taraftan, [3] de yazarlar, eikonal kismi diferensiyel denklemlerle helis manifoldlar

arasindaki iligkiyi vermigler ve dogrusal helis altmanifoldlarini karakterize etmiglerdir.



Helis altmanifoldlar1 pek ¢ok yazar tarafindan calisilmistir. Ornegin, [4] de Ruiz-Hernandez,
bir gdlge sinir olarak helis altmanifoldlarini elde etmistir. Buna gore eger golge sinir, altmanifold

izerinde tamamen geodezik ise altmanifold bir helis altmanifolddur.

Ote yandan, Cermelli ve Di Scala, "Constant-angle surfaces in liquid cristals" isimli
calismalarinda siv1 kristallerin interfaz fizigi ile ilgili olan helis hiperyiizeyleri ¢alismiglardir
[5]. [6] da, Ziplar ve arkadaglar1 helis hiperyiizeylerini ve 6zel egrileri incelemislerdir. [7] da

yazarlar, Oklidyen uzaylarda helis yiizeylerini calismislardar.

Helislerle ilgili detayl bilgi i¢in [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18],
[19], [20] makalelerine bakilabilir.

1993 de B.Y. Chen, verilen bir Riemann manifoldunun iki immersiyonunun tensor ¢arpim
immersiyonunu ¢alismistir. Chen’nin tanimindan yararlanarak F. Decruyena-
ere ve arkadaglari, diferensiyel manifoldlarin iki immersiyonunun tensor ¢arpimini vermistir, bu
belirli sartlar altinda ¢carpim manifoldunun bir immersiyonunu ortaya ¢ikarmistir [21]. [22] de,
Oklidyen diizlemsel egrilerin tensor carpim yiizeyleri incelen-
mistir. Ayrica [23] de yazarlar, bir Oklidyen uzay egrisi ile bir Oklidyen diizlemsel egrinin tensor
carpim yiizeylerini calismiglardir. Ve A. Aksoy doktora tezinde, Oklidyen uzayda bir yiizey ve

Oklidyen diizlemde bir egrinin tensdr carpimlarini incelemistir [24].
Bu tez, alt1 boliimden olugmustur:

[k boliimde literator taramasi yapilirken, ikinci boliimde, ana konuya temel olan tanim ve

teoremler verilmisgtir.

Uciincii  boliimde, oncelikle R” deki helis hiperyiizeyleri incelenmistir. Birim hizli
diizlemsel bir egriden elde edilen helis hiperyiizeyi icin egriliklere bakilmis, ardindan R3 de
verilen egrilerin Darboux catilar1 gozoniine alinarak incelemeler yapilmis ve R" deki helis

hiperyuzeylerinin Gauss doniisiimii verilmigtir.

Dordiincii boliimde, Yiiksek boyutlu Oklid altmanifoldlar: bashg1 altinda Oklidyen uzaylarin
helis altmanifoldlar1 calisilmistir. Bu boliimde, helis altmanifold kavrami verilmis ve bu

manifoldlarin ¢carpimi incelenmistir.

Besinci boliimde, helis altmanifoldlarin yapisina bakilmistir ve minimal regle helisler

calisilmustir.



Son bolimde ise, helis hiperylizeyleri ve diizlemsel egrilerin tensOr carpimlarinin

karakterizasyonlarina yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim iki alt boliimden olugsmaktadir. Birinci alt boliimde egriler ve Riemann manifoldlari
ve onlarin iizerindeki diferensiyel yapilar tanitilmaktadar. Ikinci alt boliimde ¢arpim manifoldlari

incelenmektedir.

2.1 Egriler ve Riemann Manifoldlar:

2.1.1.Tammm. E" {izerinde bir f : E” — R reel fonksiyonu verilmis olsun. Eger

im f(p +tVt) —f(p)

,VeE"

limiti mevcut ise bu limit degerine f nin p € E" noktasinda ve V yoniindeki tiirevi denir. Bu

tiirev

Volfl = i) = S+ V)imo

seklinde gosterilir [25].

2.1.2. Tanim. M bir manifold ve m € M olsun.
C*M,R)={f|f:U—=R,feC”(U)}
cumlesini ele alalim. Bir

Vn:C”(M,R) — R
_ v, 9f
f_>Vm[f] = l':lel|m&_xi|m

doniisiimii icin 0, B € R,Vf, g € C*(M,R) olmak iizere

1. V(o f+Bg) = oValf]+ BValg

2. Viu(fg) = Vil flg(m) + f(m)Vin[g]

ozelikleri saglaniyorsa V,, fonksiyonuna M nin m noktasindaki tanjant vektorii denir [26].

M manifoldunun bir m € M noktasindaki tanjant vektorlerinin climlesini

TuM = {Viy|Vy : C*(M,R) — R}



ile gosterelim. Bu climle

(+): LM xTyM — T,M
VW) = Vg + W, : C*(M,R) - R

(Vm+Wm)[f] = Vm[f] +Wm[f]

\%&

(V:RxXTM — TuM
(6,Vm) — oVy:C°(M,R) —» R

(0Va)lfl = oValf],  VfeCT(M,R)

islemlerine gore R iizerinde bir vektor uzay1 olur. Bu uzaya M nin m noktasindaki tanjant uzay1

denir [26].
V, = (v1,...va)|p € T,(E") verilmis olsun. Bu durumda
Vp[f] =3 Zvi_lp =< Vf'pyvp >
i—1 8x,~
dir, burada x; : E” — R koordinat fonksiyonudur.

2.1.3. Tammm. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Her p € M noktasina X, € T,,M tanjant

vektoriinii karsilik getiren doniisiime vektor alani denir.

™ = ] T,M
PEM

tanjant demeti olsun, bu durumda

XM — TM

p — X
doniisiimiine vektor alan1 adi verilir. Bdylece bir p noktasindaki tanjant vektor
< d
X, = ai(p)=—
P ZZZI l( ) 8Xi |P
X = =

dir. Dolayisiyla X vektor alan1 M iizerindeki diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesinden
fonksiyonlarin kiimesine bir doniisiimdiir. X (f) diferensiyellenebilir ise X vektor alanina da

diferensiyellenebilirdir denir [26].



2.1.4.Tammm. M bir Hausdorff uzay olsun. Vp € M i¢in M de E"(n > 0) ye homeomorf olan bir
U acik komgsulugu bulunabilirse M ye n-boyutlu topolojik manifold denir [27]. Burada, n =0
ise M bir tek nokta belirtir [28].

2.1.5.Tammm. M, n-boyutlu topolojik manifold ve U, M nin acik bir altciimlesi olsun. Eger U
bir ¥ homeomorfizmi ile E” nin bir W alt ciimlesine eslenebiliyorsa (U, W) ikilisine M de bir

koordinat komgsulugu denir.

peUicin¥(p) = (x1(p),...,xn(p)) xi(p) € R 1 <i < ndir. Burada x;(p) reel sayisina ¥(p)

noktasinin i.koordinati denir.

xi : U C M — R fonksiyonuna da i.koordinat fonksiyonu denir. ¥ fonksiyonu bir
homeomorfizm oldugundan koordinat fonksiyonlart da siireklidir. Hatta W(p) birebir
oldugundan p,q € U noktalari i¢in x;(p) = xi(¢) = p = g dir. Bu demektir ki p € U noktasinda
(x1(p),...;xn(p)) reel sayilarma p € U noktasinin (U,¥) koordinat komsuluguna gore lokal
koordinatlart ve U iizerinde tanimli olan (xp,...,x,) reel degerli fonksiyon n-lisine de (U,¥)

tizerindeki lokal koordinat sistemi denir [27].

2.1.6.Tamim. M bir n-boyutlu topolojik manifold ve M nin bir agik ortiisti {Us } olsun. Ug agik
ciimlelerinin o indislerinin ctimlesi A olmak iizere {Uy} ortiisii i¢in {Uqs }gea yazalim. E" de
Us ya homeomorf olan bir acik ciimle Es5 ve Wq : Us — Es olsun. Koordinat komsuluklarinin

{(Us,%¥¢)}cea koleksiyonuna bir atlas (veya koordinat komgulugu sistemi) denir [27].

2.1.7.Tanmmm. M bir n-boyutlu manifold ve S = {(Us,¥s) }5ea, M nin bir atlasi olsun. Eger S
atlasi agagidaki ozellige sahip ise S ye C",r > 1 sinifindandir denir. Us(\Ug # 0 olmak iizere
Vo,B € Aigin

Dop = ‘PGO‘PBI :Wg(Us(\Up) = Wo(Us(\Up)

Pps = Wgo¥,':Wo(Us(\Up) = ¥5(Us(\Up)
fonksiyonlar1 C” sinifindandir. Eger S atlas1 M iizerinde C” sinifindan ise S ye C” sinifindan bir
diferensiyel yap1 denir [27].

2.1.8.Tanim. M bir n-boyutlu topolojik manifold ve M nin C" sinifindan atlas1 S olsun. Bu

durumda M ye diferensiyellenebilir manifold denir [27].

2.1.9. Tamim. M bir n-manifold olsun. 7,M tanjant uzayinin bir bazina x € M noktasinda bir ¢ati
denir. Bir (lokal hareketli) cat1 {X;} (i = 1,...,n), her x € M i¢in T,M nin bir bazin1 veren C*

vektor alanlarindan olugan bir sistemdir [26].



2.1.10. Tamim. M ve B manifoldlar1 arasinda bir
n:M— B
C* doniisiimiiniin tiirev doniisiimii
dm: x(M) — x(B)
biciminde gosterilir. Bu doniisiim her x € M noktasinda
dmy: TM — Ty)B

lineer doniisiimiinii verir ve buna da 7 nin x noktasindaki tiirev doniisiimii denir [26].

2.1.11.Tammm. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M {iizerinde diferensiyellenebilir vektor

alanlar1 X ve Y olsun. Bir f € C*(M) igin

L] x(M) x x (M) — x(M)

(X, Y]f =X [f)=Y(X[)

seklinde tanimlanan [, ]| fonksiyonuna X ve Y nin Lie (parantez) operatorii denir. Lie operatorii

asagidaki ozellikleri saglar [29]:
X.,Y,Z e x(M)ve f,g € C*(M) olmak tizere
1. [X,Y]=—[V,X]
2. [aX +DbY,Z] =a[X,Z] +D|Y,Z]
3. [[X,Y],Z]+[Y,Z],X]+[[Z,X],Y] =0

4. [fX,g¥] = fgIX.¥]+ fX(g)Y — g¥ (/)X dir.

2.1.12. Tamim. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M manifoldu iizerinde diferensiyellene-
bilir vektor alanlarinin kiimesi (M) olsun. X,Y,Z € x(M), a,b € Rve g: x(M) x x(M) —
C*(M) olmak iizere,

1. g(X,Y)=g(¥,X)

2. g(X,X)>0,VX icin g(X,X)=0<=X=0
7



3. Bilineer;

g(aX+bY,Z) = ag(X,Z)+bg(Y,Z)

gX,aY +bZ) = ag(X,Y)+bg(X,Z)
sartlart  saglaniyorsa, g doniisiimiine Riemann metrigi( veya metrik tensor) ve (M, g) ikilisine
de Riemann manifoldu ad1 verilir [25].

2.1.1.Teorem. M bir n— boyutlu Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M iizerindeki metrik

tensoriin ifadesi;

<,>= ) gijdx @dx; (2.1.1)
i,j=1
veya
d(xj00) d(x;jo0)
Zg” dt dt
i,j=1
dir [26].

Burada xp,xp,....x, ile M nin bir koordinat komsulugundaki koordinat fonksiyonlar

gosterilmektedir.

2.1.13.Tamim. M, metrik tensorii <,> olan bir Riemann manifoldu olsun. a,b € I olmak iizere
{I,c} atlasi ile verilen egri T ise o(I) C M egrisinin 6(a) dan o(b) ye kadar olan yayin

uzunlugu

b
|o|§=/a V< T@),T(t)>dt, tel (2.1.2)

olarak tanimlanir [25].

2.1.14.Tanm. Bir f € .% (M) fonksiyonunun gradf gradiyenti metrik olarak df € x*(M)

diferensiyeline denk olan vektor alanidir. Buna gore VX € x (M) i¢in

< gradf,X >=df(X)=X(f)

dir. (x',...,x") lokal koordinatlarda grad f vektor alan1

af o
ij9J)
gradf = Zg oxi dxJ

ile gosterilir [30].
2.1.15.Tammm. M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve X,Y € x (M) olsun. Her ¢ € M igin

Xy = (%1, %n)|qg € T;M
8



dir. y; € C*(M,R) olmak iizere
yi:M—=R,1<i<n

koordinat fonksiyonlar1 C* sinifindan ise ¥ = (y1,...,ya)|q vektor alan1 C* simifindandir denir.

Bu durumda,

ifadesine Y nin X e gore kovaryant tiirevi denir [25].

2.1.16.Tanim. M bir manifold ve M iizerinde tanimli vektor alanlarinin uzay: x (M) olsun. Bu

durumda,
VixM)xxM) — x(M)
(X,Y) — V(X,)Y)=VyxY
dontistimii
1. Vx4yZ=VxZ+VyZ VXY, Z € x(M)

2. Vx(Y+Z)=VxY+VxZ
3. VixY = fVxY
4. Vx(fY)=X[f]Y + fVxY ,VfeC?(M)
ozeliklerini sagliyorsa V ya M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyonu denir [29].
2.1.17.Tamm. R nin bir acik aralig1 / olmak iizere
c:1—E"

diferensiyellenebilir fonksiyonuna E” de bir egri denir [25].

2.1.1.0rnek: I =(0, 7) agik aralig1 olmak iizere
o:1—R% o(t) = (rcos(t),rsin(r))

fonksiyonunu R? i¢inde bir egridir. (I), ayn1 zamanda bir yar1 cemberdir.

Vt € I igin, 6'(¢) # 0 oluyorsa bu egriye regiiler egri denir.
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E" uzayinda Oklidiyen koordinat fonksiyonlar1 xi,x2,....,x, olmak iizere, bir ¢ : I — E"
edrisi icinx;jooc =0;,1<i<nve o =(0y,0,....,0,) oldugundan

c;—(:z(G{(t)ﬁﬁ(t),....,a,'l(t)) el
biciminde yazabiliriz [25].
2.1.18.Tamm. M C E" egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin.
lo’|l:1 — R
t = |o'll) =o' @)l
seklinde tammli ||6’|| fonksiyonuna, M egrisinin (I,0) koordinat komguluuna gore skaler
hiz fonksiyonu ve ||6’(7)|| reel sayisina da M nin (I,0) koordinat komguluguna gore o (t)

noktasindaki skaler hizi denir [25].
2.1.19.Tanim. M egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin. Eger Vs € I i¢in
lo’(s)]| =1
ise M egrisi (I,0) koordinat komsuluguna gére birim hizli egridir denir. Bu durumda, egrinin
s € I parametresine yay parametresi ad1 verilir [25].

2.1.20.Tamm. R3 uzayinda birim hizli 6 : I — R3 egrisi icin

esitligi ile belirli 7' (s) vektoriine, o egrisinin o (s) noktasindaki birim teget vektorii denir [31].

2.1.21.Tamm. 7', [ araliginin her bir s noktasina, o (s) noktasindaki 7' (s) teget vektoriinii karsilik
getiren bir fonksiyondur. Buna gore 7', ¢ egrisi iistiinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina,

o egrisinin birim teget vektor alan1 denir [31].
2.1.22.Tammm. R? uzayindaki birim hizli o : I — R? egrisi icin
K:l— R, k(s)=||T'(s)|

fonksiyonuna, ¢ egsininin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin o(s) noktasindaki
egriligi denir [31].

2.1.23.Tammm. R? uzayindaki birim hizli o : I — R? egrisi icin



esitligi ile belirli N(s) vektoriine, o egrisinin o (s) noktasindaki birinci dik vektorii (asli normali)

denir. N vektor alanina, ¢ egrisinin birinci dik vektor alani (asli normal vektor alan1) denir [31].
2.1.24.Tamm. R3 uzayindaki birim hizli 6 : I — R3 egrisi i¢in
B(s) =T(s) X N(s)
esitligi ile tammh B(s) vektoriine, ¢ egrisinin o (s) noktasindaki ikinci dik vektorii (binormali)
denir. B vektor alanina, ¢ egrisinin ikinci dik vektor alan1 (binormal vektor alani) denir.
Vektorel ¢carpimin 6zelliklerinden dolay1 B(s) vektorti, T (s) ve N(s) vektorlerinin her ikisine
de diktir. {T'(s),N(s),B(s)} kiimesi pozitif yonlii bir ¢atidir. Ayrica her s € [ igin

. T
1B = IT(s) [ INGs)]|[sin 5| =1

dir. Sonug olarak {7 (s),N(s),B(s)} kiimesi Ty (R3) uzayinin ortonormal bir tabamdir [31].

2.1.25.Tanim. T'(s), N(s), B(s) vektorlerine, o : I — R egrisinin o (s) noktasindaki Frenet

vektorleri,
{T(s),N(s),B(s)}
kiimesine de o egrisinin o(s) noktasindaki Frenet ¢atisi denir. Buna gore T, N, B vektor

alanlarina, o egrisi listiinde Frenet vektor alanlar1 denir [31].

2.1.26.Tanim. R3 uzayindaki birim hizh ¢ : [ — R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 7, N, B
olmak tlizere

7:1— R, 7(s)=—(B'(s),N(s))

fonksiyonuna, ¢ egrisinin burulma fonksiyonu, 7(s) sayisina egrinin o(s) noktasindaki

burulmasi denir [31].

2.1.27.Tamim. R" de bir egri 6 : I C R — R” olsun. Eger, (0/(s),0'(s)) = 1 ise, o egrisi
birim hizli bir egri olarak adlandirilir. Burada, (,) ifadesi R” deki standart skalar ¢arpimi

gostermektedir. Her bir X = (x1 x2,...,x,),Y = (y1,¥2,...,¥n) € R" i¢in
n
<X7Y> = inyi
i=1

seklinde verilir.
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{Vi(5),Va(s),...,Va(s)}, o egrisi boyunca hareketli ¢at1 (Frenet ¢atist) olsun. Burada, V; ler

karsilikli olarak ortogonal ve (V;,V;) = 1. Bu taktirde o nin Frenet denklemleri

Vi = kW,
Vrifl = —kpoVi2+ki Vs
Vr; - - n—an—l

formiilleriyle verilir. Burada, k;(s) ler o nin i. egrilikleri olarak adlandirilir [32].

2.1.28.Tammm. U, R? uzaynin irtibatli bir acik alt kiimesi olmak iizere ¢ : U — R3, diizgiin ve
regiiler bir doniisiim olsun. ¢ : U — @(U) diiniisiimii bir homeomorfizm ise ¢(U) kiimesine,

R3 uzayinda bir basit yiizey denir [31].

2.1.29.Tamim. M, R? uzaymnin bir alt kiimesi olsun. M nin her bir p noktasi i¢in p € @(U) ve
@(U) C M olacak bicimde bir ¢(U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa M kiimesine, R uzayinda bir
yiizey denir [31].

2.1.30.Tamim. Z, M yiizeyinde birim dik vektor alan1 olmak iizere, M nin bir p noktasinda,
esitligi ile tamml1 S, : T,(M) — T,,(M) fonksiyonuna, M yiizeyinin p noktasinda, Z birim dik

vektor alanina bagli sekil operatorii (veya weingarten doniisiimii) denir [31].

2.1.31.Tamm. v, # 0 ve <S (vp), vp> = 0 ise, v, vektoriine, p noktasinda bir asimptotik vektor

denir [31].

2.1.32.Tammm. M, R? uzayinda bir yiizey ve o : I — M bir regiiler egri olsun. V¢ € I icin ¢’ (1)
hiz vektorii, o (¢) noktasinda M yiizeyinin bir asimptotik vektorii ise o egrisine, M yiizeyi i¢inde

bir asimptotik egri denir [31].

2.1.33. Tammm.M, E" de bir hiperyiizey olsun.

K:M — R

P — K(P)=detSp

fonksiyonuna M nin gauss egrilik fonksiyonu, K(P) € R sayisina da M nin P noktasindaki Gauss

egriligi denir [33].
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2.1.34.Tamum. M, E" de bir hiperyiizey ve S, M nin sekil operatorii olsun.

H: M— R

P — HP)= izS(P)

n—1
seklinde tanimli H fonksiyonuna M nin ortalama egrilik fonksiyonu, H(P) sayisina da M nin P

noktasindaki ortalama egriligi denir [33].

2.1.35.Tanmm. N bir C* (n — 1)—manifold olsun.
f:N— E"

fonksiyonu bir immersiyon (f; regiiler) ise f(N) = M manifolduna E” nin bir hiperyiizeyi denir

[25].

2.1.36.Tanim. E” nin bir hiperyiizeyi M olsun. y (M) in bir ortonormal bazi {N} ise N ye M

nin birim normal vektor alan1 denir [25].

2.1.37. Tammm.E" de bir hiperyiizey M ve M lizerinde bir egri o olsun. o nin teget vektor alani
T ve M nin sekil operatorii S olsun. Eger 7' vektor alant o egrisi boyunca S nin karakteristik

vektorlerine kargsilik geliyorsa o e8risine M iizerinde egrilik ¢izgisi denir.

Bu tanima gore M iizerindeki egrilik ¢izgilerinin diferansiyel denklemi, A # O bir skaler

olmak iizere,

dir [25].

2.1.38.Tamm. R? 6klidyen 3-uzayindaki bir M hiperyiizeyi iizerinde birim hizl bir egri ¢ : I C
R — M olsun. ¢ egrisi boyunca {T,Y =T x N,N} catisim1 g6z 6niine alalim. Burada T, ¢
nin teget vektor alan1 ve N, M iizerinde bir birim normal vektor alamdir. Bu taktirde,{T,Y,N}
catis1 M ye gore o nin Darboux catisi olarak ve T, Y, N vektor alanlar1 M ye goére o nin Darboux

vektor alanlari olarak adlandirilir. Bu ¢atinin Darboux denklemleri de

T =kY +k,N
Y = —k,T+1,N

N' = —k, T —1Y

esitlikleri ile verilir. Burada k;,, M lizerindeki ¢ nin normal egriligi, k,, 0 nin geodezik egriligi

ve Ty, 0 nin geodezik torsiyonu olarak adlandirilir [31].
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2.1.39. Tamim. M bir diferansiyellenebilir manifold ve bir p € M noktasindaki teget vektorlerinin

uzay1 T,M olsun. M iizerinde bir vektor alani diye

X:M— UpeyTyM
olarak tanimlanan birebir ve 6rten X fonksiyonuna denir. M {izerinde vektor alanlarinin ciimlesi
x (M) ile gosterilir [32].

2.1.40. Tamim. Reel sayilar cismi {izerinde r-tane vektor uzayr Vi, Va,...,V, olsun. u;,v; € V; ve
a,b € R olmak iizere

f:VixVpx..xV,—R

fonksiyonu 1 <i < rigin
f(V17"'7vi717avi+bvl‘7vl~+17"'7vr) = af<vl7"'7vi*17vi7"'7vr)+bf(vl7"'7vl'*17vl'7"'7v”>

seklinde tamimli ise f ye r-lineer fonksiyon denir [25].

2.1.41.Tanmm. V| x V, x ... X V,. den R ye biitiin r-lineer fonksiyonlarinin ciimlesini
LVi,..., Vi R)={f|f: Vi xVa x...xV, = R}

ile gosterelim. Bu ciimlede toplama ve skalerle ¢arpma islemleri sirastyla V(uy...u,) € Vi X V3 X
... X V. i¢cin
(r+ )@, ur) = frlun,.our) + folur, .. uy)
ve A € Rigin
Af)(uyy...;ur) = Af(uy,...,uy)
seklinde tanimlanirsa bu iki isleme gére L(Vy,...,V,;R), R iizerinde bir vektor uzayr olur. Bu

vektor uzayma V|, V5, ...,V dual vektdr uzaylarinin tensorel carpimi denir ve
LV, Vo, ., V) =V @V,®.V!
ile gosterilir. V] @ V' ® ... ® V' tensor uzayinin her bir elemanina r. dereceden bir tensor denir.
Vi=Wh=Vz=..=V,

ise V*®V*®...®V* uzayna bir kovaryant tensor uzayr ve bu uzayin her bir elemanina da r.

mertebeden bir kovaryant tensor denir, 7" (V') veya ®"V* ile gosterilir [25].

2.1.2.Teorem. M Riemann manifoldu olsun. Bu durumda VX ,Y,Z € (M) i¢in asagidaki sartlari

saglayan bir V konneksiyonu vardir [30].
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1. [X,Y] = VyxY —VyX

Teoremde verilen V konneksiyonuna metrik konneksiyon veya Levi-Civita konneksiyonu

denir. VX,Y,Z € (M) ve Vf € C*(M,R) i¢in

1. Vx(Y-I-Z) =VyY+VyZ

\®]

. VxoyZ=VxZ+VyZ

|9S)

. VixY = fVxY

4. Vx (fY) = X[f]Y + fVxY

W

. VxY —VyX = [X,Y]

6. Z(<X,Y >)=<VzX.Y >4+ <X,Vz¥ >

dir [25].
M bir Riemann manifoldu ve V Levi-Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda X, Y, Z € x (M)
icin
+8([X,¥],2) — g([¥,2),X) + ({2, X],Y) (2.1.4)
dir. (2.1.4) denklemine Koszul 6zdegligi ad1 verilir [34].

2.1.42.Tamum. M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve g de M nin Riemann metrigi olsun. M

tizerinde

R:x(M)xx(M)xx(M) — x(M)
—

(X,Y,Z) R(X,Y,Z)=R(X,Y)Z

RxyZ = R(X, Y)Z = V[X,Y]Z —VxVyZ+VyVxZ

olarak tanimlanan tensore V konneksiyonunun egrilik tensorii denir [34].
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2.1.43. Tamim. M bir Riemann manifoldu ve g de M nin metrigi olsun. Bu durumda VX,Y,Z,W €
x (M) igin

K:x(M)xx(M)xx(M)xx(M) — C*(M,R)
(X,Y,ZW) — K(X,Y,Z,W)=<R(X,Y)Z,W >

= g(R(X,Y)Z,W)

olarak tanimlanan 4. mertebeden kovaryant tensore M iizerinde Riemann Christoffel egrilik
tensorii denir [25].

2.1.44. Tamim. Bir Riemann manifoldu M ve M iizerindeki Riemann konneksiyonu V olsun.
Asagidaki bagintilar, M iizerinde gegerlidir [25]:

(a) RX,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X =0

(b) K(X,Y,Z,W)=—-K(Y,X,Z,W)

(c) KX,Y,Z,W)=—-K(X,Y,W.Z)

d) K(X,Y,Z,W)=K(Z,W,X,Y)

dir.
2.1.45.Tammm. M ve M sirasiyla g ve g metrik tensorlerine sahip Riemann manifoldlari olsun.
Bu durumda her p € M i¢in ¢, , birebir ise

o:M—M

diferensiyellenebilir doniisiimiine immersiyon denir.

0*(g) = g sartim saglayan bir diferensiyellenebilir immersiyonuna da M nin M igine

izometrik immersiyonu denir [30].
Bu tezde altmanifold kavrami izometrik immersiyon anlaminda kullanilmaktadir.

2.1.46.Tammm. M ve M sirasiyla g ve g metrik tensorlerine sahip Riemann manifoldlar1 olsun.

Bu durumda her ¢ € M i¢in ., lizerine ise
v:M—M

diferensiyellenebilir doniisiimiine submersiyon denir [30].
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2.1.47.Tamm. M, m—boyutlu bir Riemann manifoldu ve M, M ye immersed n—boyutlu bir bagka
Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M ye M nin Riemann altmanifoldu denir. M iizerindeki

Riemann metrigi g olsun, eger VX), € Ty(p) igin

&lep) ([:Xp, &) =0

ise & vektorii f(p) noktasinda normaldir denir. Her bir f(p) noktasinda M ye normal olan bu
cins éf(p) vektorlerinin ciimlesine M iizerindeki normal vektor alanmi denir. M de M nin birim
normal vektoriine normal kesit denir. M {izerindeki biitiin normal vektorlerin vektér demetini
T+M ile gosterecegiz. Buna gore M nin f(M) ye kisitlanmis olan TM tanjant demeti; 7'M tanjant
demeti ile 7--M normal demetin direkt toplamina izomorfiktir. Boylece M ve M iizerindeki

konneksiyonlar sirastyla V,V olmak iizere VX,Y € x (M) igin
VxY = VxY +1I(X,Y) (2.1.5)
dir. Bu sekilde tanimlanan V bir Riemann konneksiyonudur. Burada /7
I x (M) x 2 (M) = x (M)

ile tanimli normal demet degerli simetrik bilineer formdur. (2.1.5) denklemine Gauss formiilii
ve II ya M nin ikinci temel formu denir. Simdi X € x(M),V € x* (M) igin —Ay X, VyV ile VxV

nin sirasiyla teget ve normal kisimlarini gosterelim. Bu durumda

VxV = —AyX + V5V (2.1.6)
yazabiliriz. Burada Ay lineer operatdriine normal kesite gore Weingarten temel tensorii ve (2.1.6)
denklemine de Weingarten formiilii denir [27].

2.1.3.Teorem. M bir Riemann manifoldu ve M, M nin bir altmanifoldu olsun. M ve M nin egrilik
tensorleri sirastyla R, R ve M nin ikinci temel formu /7 olsun. Bu durumda V,W,X,Y € (M)

olmak iizere Gauss denklemi
<RywX,Y > = <RywX,Y >+ <I(V,X),II(W,Y) >
- <HUWVY),[I(W,X) >
dir [30].

2.1.48.Tamm. 7y : I — M bir egri olsun. Eger ¢y € I noktasinda D d ‘é—’; = 0 oluyor ise Y egrisi
to € I da jeodeziktir. Eger 7, V¢ € I i¢in ¢ de jeodezik ise ¥ ya jeodeziktir denir [29].
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2.1.49.Tamim. M bir Riemann manifoldu, M, M nin bir altmanifoldu ve 7, M nin ikici temel

formu olsun. Bu durumda /7 = 0 sart1 saglaniyorsa M ye total jeodeziktir denir [30].
Simdi son boliimde kullanacagimiz tensor ¢carpimlardaki i¢ carpimi tanimlayacagiz.

2.1.50.Tammm. E™ ve E" iki Oklid uzay1 ve E™ ® E", E™ ve E" nin tensor carpimi olsun. Bu

durumda E™ ® E" iizerinde <, > i¢ carpimi
<oRB,yRo>=<0,y><pB,0> (2.1.7)

ile verilir, burada < &,y >, ¢,y € E™ nin Oklid i¢ ¢carpimim ve < 3,8 >, B,8 € E™ nin Oklid

i¢ carpimini gosterir ve E7 ile E" — {0} gosterilir [22].

2.1.1.Lemma. E" ® E", E™ ve E" nin tensor carpimi olsun. Bu durumda E” ® E", E"™" ye
izometriktir [21].

!

Ispat. X = (x1,...,xp), X = (x’l,...,x:n) EE"veY = (¥1,..sYn), Y = (y’l,...,y;) € E" olsun. Bu

durumda
gEneen(XQY,X @Y) = gn(X, X’)gn(y Y)
m
- Z xix;) Z yiy;)
l:
m n
= Y Y o)
i=1j=1
m n ;
= Y ) (xivj) ;)
i=1j=1
= gm(XRY,X ®Y)
elde edilir.

2.1.51.Tammm. M, E? te bir yiizey olsun. Vp € M noktasinda E> iin M de kalan bir dogrusu var
ise M ye bir regle yiizey denir. p € M noktasindan gecen ve M de kalan dogruya da M nin bir

dogrultmani denir [25].

2.1.52. Tamim. Bir regle yiizeyin ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni ise regle yiizeye

acilabilirdir denir [25].

2.1.53.Tammm. M Riemann manifoldu olsun. M iizerinde v-boyutlu total jeodezik yapraklara
sahip {L} C'-foliasyonu ile birlikte M manifoldunun bir M"*" (v,n > 0) C2-altmanifolduna

regle altmanifoldu denir [35].
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2.1.54.Tamim. Bir M C R" hiperyiizeyi ve R" de bir d # 0 birim vektorii verilsin. Eger her bir
g € M i¢in d ve T,M arasindaki ag1 sabitse, bu taktirde M, d sabit dogrultusuna gore bir helis
olarak adlandirilir. Belirtelim ki, bu tamim M boyunca (d, &) ¢arpiminin sabit olmasi gercegine

denktir. Burada &, M iizerinde bir normal vektor alamdir [32].

2.1.4.Teorem. H C R"~! R"~! de yonlendirilebilir bir hiperyiizey ve 17, H nin bir birim normal

vektOr alani olsun. Bu taktirde,
fo(x,s) =x+s(sin(0)n(x) +cos(0)d), fo : Hx R — R", 8 = sabit

ifadesi R" deki d sabit dogrultusuna gore bir helis hiperyiizeydir (x € H, s € R, —€ < s < €).
Burada d = (0,0,...,1) € R" vektorii, N ve H ye ortogonal olacak sekildeki vektordiir. Ayni

zamanda, bu yiizeyin bir birim normal vektor alani
& (x) = —cos(0)n(x) +sin(0)d

ile de verilir (x € H) [32].

Yukaridaki tanimdaki 7 ve &, M helis altmanifoldunun sirasiyla teget ve normal dogrultular:

ve d de M nin helis dogrultusu olarak adlandirilir. d birim olarak kabul edilecektir.

2.1.55.Tamm. ¢ : I C R — R" egrisi R" de birim hizli bir egri ve X, R” de birim bir sabit

vektor alan1 olsun. Biitiin s € 7 lar icin,

(V1,X) = cos(9), @ # g,(p — sabit

ise, bu taktirde o egrisi R" de bir genel helis olarak adlandirilir. Burada, V{,6 nin birim teget

vektor alani ve @ acisi, Vi ve X vektor alanlart arasindaki acidir [32].

2.1.56.Tanmm. o : I C R — R”, R" de birim hizli bir egri ve k; (i = 1,2,...,n— 1) egrilikleri
sifirdan farkli olsun. {V;(s),Va(s),...,V,(s)} de o egrisinin Frenet ¢atisim gostersin. Eger n.
birim vektor alan1 V,,, R" deki sabit bir birim X vektorii ile sabit bir ¢ acis1 yapiyorsa, yani &
egrisi boyunca

Vi, X) =cos(@), ¢ # g,(p = sabit

ise, bu taktirde o, bir V,, slant helis olarak adlandirilir [32].

2.1.1.Hatirlatma. d = cos(0)T + sin(0)& dogrultulu bir M C R” helis altmanifoldu ve her X €
TM igin
cos(6)VxT —sin(0)A%(X) =0
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cos(8)V(X,T) +sin(6)Vy & =0
sistemi saglanir [32].

2.1.57.Tammm. M C R", bir d € R" dogrultulu bir helis altmanifold olsun. M helisinin 7' teget

dogrultusunun integral egrileri, M nin d ye gore helis ¢izgileri olarak adlandirilir.

Ayrica, M nin biitiin helis ¢izgileri diiz cizgiler ise, M C R”" altmanifoldu bir ¢izgili helis
olarak adlandirilir [32].

2.2 Carpim Manifoldlar:

2.2.1.Tamm. M ve N Riemann Manifoldlar1 olsun. Bu durumda M ve N manifoldlarinin
kartezyen carpimi olan M x N de bir Riemann manifoldudur. Ustelik asagidaki ozellikler

gecerlidir [30];

(a)

T:MxN — M

(p,g) — p

c:MxN — N

1
LN}

(p.q)

izdiigsiimleri C* doniisiimlerdir ve bu doniisiimler submersiyondur.

(b) Bir ¢ : P — M x N doniisiimiiniin C* olmasi i¢in gerek ve yeter sart hem 7w o ¢ hem de oo ¢

doniisiimlerinin C* olmasidr.
(c) Herbir (p,q) € M X N igin
Mxqg={(r,q) EMXN:reM}
pxXN={(p,r)eMxN:reN}
alt kiimeleri M x N nin altmanifoldlaridir.
(d) Herbir (p,q) € M x N igin

T |Mxq, M x q dan M ye diffeomorfizmdir
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O |pxn, p X N den N ye diffeomorfizmdir
(b) den
TipgM =Tipq) (M x @) ve Tip )N = T(p g)(p X N)

uzaylar1 (p,q) da M x N nin tanjant alt uzaylaridir.

2.2.1.Lemma. M ve N Riemann manifoldlart olsun. T{, \(M X N), T, s\M ve T, N alt
uzaylarinin direkt toplamidir, yani 7, ) (M x N) nin herbir eleman1 x + v gibi bir tek ifadeye

sahiptir, burada x € Ty M veve T, \N dir [30].

2.2.2.Tammm. M ve N Riemann manifoldlar1 ve f, M iizerinde tamimli bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f € .Z (M) ise M x N ye f ninlifti f = fom € .Z (M x N) ile tammlidir. x € T,(M) ve
q € N ise (p,q) da x in X lifti T(, ;) (M) de bir tek vektordiir ve d7(x) = x dir.

X € (M) ise X in M x N ye lifti X vektor alamdir ve herbir (p, ¢) noktasindaki degeri (p, ¢)
ya X, nin liftidir. Boylece M x N de X € x (M) nin lifti ¥ (M x N) nin bir tek elemanidir, yani X’e
m-baglantili ve N iizerinde sifirdir. Boyle tiim X yatay liftlerinin kiimesi .Z (M) ile gosterilir. N
tizerinde fonksiyonlar, tanjant vektorler ve vektor alanlar1 o izdiisiimii ile benzer sekilde M x N

ye yiikseltilir [30].

2.2.1.Sonu¢. M ve N Riemann manifoldlar1 ve M x N ¢arpim manifoldu olsun. Bu durumda

asagidaki ozellikler gecerlidir [30];

(1) X,Y € Z(M)ise[X,Y] = [X,Y]~ € Z(M)dir ve £ (N)icinde benzer sekildedir.

(2) X € Z(M)veV € Z(N)ise[X,V] = 0dur.
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3. HELIS HIPERYUZEYLERI

Bu alt boliimde R” deki helis hiperyiizeyleri incelenmistir. Birim hizli diizlemsel bir egriden elde
edilen helis hiperyiizeyi icin egriliklere bakilmis ve ardindan R de verilen egrilerin Darboux
catilar1 gdzoniine alinarak incelemeler yapilmistir. Son olarak da R" deki helis hiperyiizeylerinin

Gauss doniistimii verilmistir.

3.1.Teorem. M, R" de d dogrultulu bir helis hiperyiizeyi ve o : I C R — M, M de birim hizli
bir geodezik egri olsun. Bu taktirde, o egrisi R de d dogrultulu bir V;-slant helistir [32].

Ispat. £, M iizerinde bir birim normal vektor alani olsun. M, d dogrultulu bir helis hiperyiizey
oldugundan, (d, &) =sabittir.Yani, d ve & arasindaki a¢i, M yiizeyinin her noktasinda sabittir.
Ote yandan «, M de geodezik oldugundan, o egrisi boyunca o” = A& yazabiliriz. Ayrica, Frenet
denklemlerini kullanirsak

o =V =kiV, (3.0.1)

yazabiliriz. Boylece son iki esitlikten, @ boyunca, A = k|V, elde edilir. Boylelikle son
denklemden her iki tarafin normu alinarak, & boyunca & =V, ya da & = —V, bulunur. Buradan,
o boyunca (d, V,) =sabit oldugunu gorebiliriz. Bir bagka ifadeyle, o boyunca d ile V;, arasindaki

ac1 sabittir. Sonug olarak, o egrisi R"” de d dogrultulu bir V;-slant helistir.
Yukaridaki teoremde n = 3 i¢in asagidaki sonug elde edilir.

3.1. Sonug. a, bir N birim normal vektor alanina sahip, sabit ac¢ili ve sabit dogrultusu k olan bir
M yiizeyi iizerinde bir egri olsun. Eger o, M de geodezik ise, bu taktirde o, R3 de bir V;-slant
helistir [32].

3.2.Teorem. M, R" de d dogrultulu bir helis hiperyiizey ve @ : I C R — M, M de birim hizli
bir egri olsun. Eger & nin n. birim vektor alan1 V,,, & veya —& ye esit ise, bu taktirde o, R" de d

dogrultulu bir V,,- slant helistir. Burada &, M iizerinde bir birim normal vektor alanidir [32].

Ispat. M, d dogrultulu bir helis hiperyiizey oldugundan, (d, &) =sabittir. Yani, d ve & arasindaki
ac1, M yiizeyinin her noktasinda sabittir. Ote yandan, & nin n. birim vektor alan1 V,,, & veya —&
ye esit oldugundan, o boyunca (d,V,) =sabit elde edilir. Bir bagka ifadeyle, @ boyunca d ile V,,

arasindaki aci sabittir. Sonug olarak, « egrisi R" de d dogrultulu bir V,,-slant helistir.

3.3.Teorem. M, R" deki bir birim d dogrultusuna gore bir helis hiperyiizey ve & : I C R — M,
M yiizeyi iizerinde ¢ parametreli bir e8ri olsun. &, M yiizeyi iizerinde bir egrilik ¢izgisi ise, bu
taktirde or e8risi boyuncad € S, {T}L dir. Burada, 7', & nin birim teget vektor alanidir [32].
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Ispat. M nin bir birim normal vektor alani £ olsun. M, d ye gore bir helis yiizey oldugundan,
o egrisi boyunca (d, &) =sabit esitliginin her iki tarafinin o egrisi boyunca ¢ ye gore tiirevini
alirsak,

(€',d)=0 (3.02)

elde edilir. Ote yandan, bu teoreme gore o, M iizerinde bir egrilik ¢izgisi oldugundan, o boyunca
E'=8(T)=AT (3.0.3)
yazabiliriz. Burada S, M nin sekil operatoriidiir. Boylece, (3.0.2) ve (3.0.3) esitliklerinden,
(T,d)=0

elde edilir. Sonug olarak, & egrisi boyunca d € S, {T}™ dir.

Simdi, R? de diizlemsel bir egriden bir helis hiperyiizey elde edilmesini vererek, bu yiizeyin

Gauss egriligi, ortalama egrili8i ile acilabilirlik durumlar inceleyelim:

3.1.Tanim. R? de birim hizh bir diizlemsel egri
oa:1CR— R’

u—: o(u)

olsun. Bu taktirde,

¢:UCR*>—R?
(u,v) — ¢ (u,v) = ot(u) +v(sin(0)V(u) + cos(6)B)

yiizeyi o egrisi kullanilarak elde edilmis bir regle yiizeydir. Bu regle yiizeyi, o egrisi tarafindan
meydana getirilmis yiizey olarak adlandiracagiz. Burada, V, ve B, {V| =T, V,, V3 = B} Frenet
catisinin elemanlart olup, sirasiyla o nin tegeti, asli normali ve binormali diye adlandirilir.

Belirtelim ki, R? de diizlemsel bir egrinin binormali sabittir [32].

3.4.Teorem. R? de birim hizl diizlemsel egri
a:IcCR—R3

u—: o(u)

olsun. Bu taktirde,

¢:UCR>—R?
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(u,v) — @ (u,v) = ot(u) +v(sin(0)V2(u) + cos(6)B)

seklinde tanimlanan yiizeyi, B dogrultulu bir helis ylizeyidir. Ve bu ylizeyi M ile gosterecegiz.

Burada 0 sabit ve B vektorii (binormal) o egrisinin diizlemine dik olan bir sabit vektordiir [32].

Ispat. Z, M yiizeyinin bir birim normal vektdr alani olsun. Bu taktirde, M yiizeyi boyunca (Z, B)
carpiminin sabit oldugunu gostermek istiyoruz. ilk olarak yiizeyin bir birim normal vektor alani

Z yi bulacagiz. Bunu, yapmak i¢in ¢ nin u ve v ye gore kismi tiirevlerini hesaplarsak:
Ou(u,v) = (1 —kyvsin(0))T ve @,(u,v) =sin(0)V,+cos(0)B (3.0.4)
elde ederiz. Boylece, (3.0.4) deki esitlikleri kullanarak, M nin bir birim normal vektor alani

o Gux¢ .
Z= Toux ool cos(0)V, +sin(0)B (3.0.5)

olarak elde edilir. Boylece (3.0.5) esitligi yardimiyla goriiliir ki, (Z,B) carpimi M boyunca

sabittir. Bu da ispat1 tamamlar.

3.2.Sonug. (3.0.4) de tanimlanan,
¢:UcCR>—R?
(u,v) — ¢ (u,v) = a(u) +v(sin(0)V,(u) + cos(0)B)
yiizeyi her zaman agilabilirdir [32].

Ispat. T, o egrisinin teget vektor alan1 ve X = sin(0)V,(u) + cos(8)B olsun. Bu taktirde

det(7,X,X’) = 0 oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun igin T ve % = X’ vektor alanlarini

hesaplarsak:

T=0d
X' = —k;sin(6)T

elde ederiz. Boylelikle, T ve X’ lineer bagimli oldugundan det(7,X,X’) = 0 bulunur. Bu da

ispat1 tamamlar.
3.5.Teorem. R? de dogrusal olmayan birim hizli bir diizlemsel egri
a:IcR— R
s — a(s)
olsun. Yukaridaki tanimda ifade edilen, o egrisi tarafindan meydana getirilmis

¢:UCR>—R?
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(5,v) — @(s,v) = a(s) +v(sin(0)Va(s) 4+ cos(0)B)
yiizeyini goz Oniine alalim. Bu taktirde M nin Gauss egrili8i sifir ve ortalama egriligi

"= % (1 iqkclcv)ss(ii()e))>

dir. Burada &y, @ egrisinin birinci egriligidir [32].

Ispat. Yukaridaki sonugtan, M yiizeyi acilabilir oldugu icin Gauss egriligi sifirdir. Simdi, M nin
ortalama egriligini hesaplayalim:

o (s,v) noktasinda, M nin teget uzayinin bazi

_ % } 3.0.6
{xl T2 = % G-06)

olsun. Hatirlatalim ki, Teorem 3.4 den M nin bir birim normal vektor alani Z(s,v)

—cos(0)Va(s) +sin(0)B dir. Ayrica M nin @ (s, v) noktasindaki ortalama egriligi,

H((P(va)) = <S(xi)7xi>

N —

2
=

1

dir. Burada S, M nin Z dogrultusundaki sekil operatoriidiir. Simdi, S(x;) ve S(x2) yi
hesaplayalim:

= (i) 7

ve

olarak elde edilir. Burada D,R? deki standart kovaryant tiirevdir. Boylece,

(S(x1),x1) = % ve (S(x2),x2) =0
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bulunur. Sonug olarak, ¢ nin ortalama egriligi:

olarak elde edilir (1 — kjvsin(6) # 0). Bu da ispati tamamlar.

3.1.0rnek: R? de birim hizli bir egri
3 . 4 .
o(s) = 3 sin(s), 1 4 cos(s), 3 sin(s) |, s € [0,57]

seklinde verilsin. Bu taktirde, o¢ nin asli normali ve binormali sirasiyla,

V= (= Zsin(s). —cos(s). ¢ in(s))

4 3
B=(-,0-2
(50-3)

seklinde bulunur. Eger, 6 = % ve v € [0, 7] olarak alirsak,  egrisi tarafindan meydana getirilen

helis yiizeyin parametrik gosterimi:

olarak bulunur [32].

Simdi, E® deki egrilerin Darboux cati ozelliklerini dikkate alarak, E3 deki helis

hiperyiizeylerini inceleyelim:

3.6.Teorem. M,[E3 deki bir birim d dogrultulu bir helis hiperyiizeyi ve o : 1 C R — M,

M tizerinde birim hizli bir e8ri olsun. Eger a boyunca d dogrultusu, N ve Y vektor alanlar

tarafindan geriliyorsa yani d € S, € {N,Y} ise, a, M de bir egrilik ¢izgisidir ve ’,j—; =

—tan(0) =sabittir, burada N ve Y vektor alanlart @ nin Darboux vektor alanlart ve 6, d ile

N arasindaki sabit acidir.
Tersine eger o, M de bir egrilik ¢izgisi ise, bu durumda d € S, {N, Y} dir [6].
Ispat. M, d dogrultulu bir helis hiperyiizeyi ve & boyunca d € S, {N,Y} oldugundan,
d = cos(6)N +sin(0)Y (3.0.7)
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ifadesini yazabiliriz, burada (N,d) = cos(6) =sabittir. (3.0.7) denkleminin her iki tarafinin
tirevini alirsak,

0 = cos(8)N' +sin(0)Y’

elde ederiz. Darboux ¢atis1 tantmindaki Darboux denklemleri ve en son denklem kullanilarak
(—kncos(0) —k,sin(0)) T + (—Tt4c0s(0))Y + T,sin(6)N =0 (3.0.8)

bulunur. {7,Y,N} sistemi lineer bagimsiz oldugundan, (3.0.8) den

kycos(0) +kysin(0) =0 (3.0.9)
Tgcos(0) =0 (3.0.10)
T,sin(6) =0 (3.0.11)

esitliklerini yazabiliriz. (3.0.10) ve (3.0.11) esitliklerinden, 7, = 0 (6 # 7) elde ederiz. Bu
durum, & nin M de bir egrilik cizgisi oldugunu gosterir. Ustelik, (3.0.9) esitliginden, ’;—Z =

—tan(6) =sabittir.
Tersine, kabul edelim ki o, M de bir egrilik ¢izgisi olsun. Bu durumda,
Te =0 (3.0.12)
elde edilir. Diger taraftan
(N,d) = sabit (3.0.13)

dir. (3.0.13) esitliginin her iki tarafinin tiirevini alirsak
<N’,d> —0 (3.0.14)

elde ederiz, burada N' = —k,T — 7,Y dir. Boylece, (3.0.12) dan N’ = —k,T olur. Sonug olarak
(3.0.14) esitliginden (7',d) = 0 buluruz. Bu durum d € S, {N,Y } olmasini gerektirir.

3.7.Teorem. M, E3 deki bir d dogrultusuna gore bir helis hiperyiizeyi ve o : I C R — M,
M iizerinde birim hizli bir egri olsun. Eger o egrisi boyunca d € S, {N,T} ise o, M de bir
asimptotik egridir ve ,f—f; = tan(0) = sabittir, burada, N, T vektor alanlar1 o nin Darboux vektor

alanlaridir ve 6, d ile N arasindaki sabit acidir.

Tersine ¢, M de bir asimptotik egri ise bu durumda d € S, {N, T} dir [6].
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Ispat. M, d dogrultulu bir helis hiperyiizeyi ve d € S, {N, T} oldugundan,
d = cos(0)N +sin(0)T (3.0.15)

yazabiliriz, burada (N,d) = cos(6) = sabittir. (3.0.15) denkleminin her iki tarafimin tiirevini
alirsak,

0 = cos(0)N' +sin(6)T’ (3.0.16)

elde ederiz. Darboux c¢atis1 tantmindaki Darboux denklemleri ve (3.0.16) denklemi kullanilarak
(—kncos(0))T + (—T4cos(0) +kgsin(0))Y +k,sin(0)N =0 (3.0.17)

ifadesine sahip oluruz. {7,Y,N} sistemi lineer bagimsiz oldugundan, (3.0.17) den

—T,c08(0) + kysin(0) =0 (3.0.18)
kncos(0) =0 (3.0.19)
kysin(0) =0 (3.0.20)

esitliklerini yazabiliriz. Boylece (3.0.19) ve (3.0.20) esitliklerinden, k, = O elde ederiz. Bu
durum, & nin M de bir asimptotik egri oldugunu gosterir. Ayrica, (3.0.18) esitliginden, ,f—i =

tan(6) = sabittir.
Tersine, kabul edelim ki o, M de bir asimptotik egri olsun. Bu durumda,

k, =0 (3.0.21)

dir. Diger taraftan,

(N,d) = sabit (3.0.22)
dir. (3.0.22) esitliginin her iki tarafinin tiirevini alirsak
(N',d)=0 (3.0.23)

elde ederiz, burada N’ = —k,T — 7,Y dir. Ve boylece, (3.0.21) esitligini kullanarak N’ = —1,Y
ifadesine sahip oluruz. Sonug olarak, eger (3.0.23) esitligini diisiiniirsek (Y,d) = 0 elde ederiz.

Buise d € S, {N, T} olmasin gerektirir. Boylece ispat tamamlanur.
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Simdi, E" deki helis hiperyiizeylerin Gauss doniisiimiinii bulalim ve koni helis
hiperyiizeyinin Gauss doniisiimiiniin helis altmanifold olan bir ¢ember oldugunu ornekle

verelim:

3.8.Teorem. M, E" Oklid n-uzayinda bir helis hiperyiizeyi ve N, M nin bir birim normal vektor

alani olsun. Eger M, E"* de 1-helis ise bu durumda,
cM)={XxeS" ' |X=N(P),PeM}

yiizeyinin biitiin noktalarindaki yer vektorleri, E" deki sabit bir dogrultuyla sabit a¢1 yapar.
Burada,

c:M— S CR"
P—g(P)=N(P)
doniisiimii M nin Gauss déniisiimii ve $”~!, E” de birim hiperkiiredir [6].

ispat. d € R", M nin helis dogrultusu olsun. M, E" de 1-helis oldugundan, her P € M igin
(N(P),d) = sabit
dir. Boylece, her X = N(P) € n(M) igin
(X,d) = sabit

elde ederiz. Ayni zamanda, X = N (P), S"~! birim hiperkiiresi iizerindeki 1 (M) nin yer vektorii

oldugundan, (M), E" de bir sabit dogrultu ile sabit a¢1 yapar.

3.2.0rnek: Teorem 2.1.4 de, H C E? hiper yiizeyini su sekilde alalim.
¢:H—E> ¢(uv) = (u,v,uv)

Buna gore, H yiizeyinin normalini belirleyebiliriz. Bunu yapmak i¢in ¢ nin u ve v ye gore kismi

tiirevlerini hesaplayalim. Boylece,

o, = (1,0,v)
o, =(0,1,u)

ifadelerini elde ederiz. O halde, ¢, ve ¢, kullanilirsa H yiizeyinin normali,

_ ¢ux¢v . 1 (—V
T=Touxol ~ rrsi "
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olur. yani, Teorem 2.4 e gore ¢ : M — E* olmak iizere,

O (u,v,s) :(u,v,u.v,O)—l—s(@ —1,0)+§(0,0,0,1)>

1
VvZ4ul+1 (—V, —%

tarafindan verilen M = fj hiperyiizeyi, d = (0,0,0,1) € E* dogrultusuna gére E* te bir 1-helistir,

burada 6 = % ve s € R dir.

Ayrica Teorem 2.4 e gore M nin normal vektor alani

V2 oo V2

N (v—u,—1,0)+ Y2(0,0,0,1
S e )+ 000

dir. Boylece,

u(M)z\/i( v u 1 1)

2\ 2 AUV 2 U V2l 1
elde ederiz ki burada p : M — S® C E3, M nin Gauss doniisiimiidir.

Sonug olarak, Teorem 3.8. i diisiiniirsek w(M), S’ C E* iizerinde sabit d € E* yonii ile sabit

bir ac1 yapar. [32]
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4. YUKSEK BOYUTLU OKLID HELIS ALTMANIFOLDLARI

Altmanifoldlar teorisi, diferensiyel ve integral hesabin bulunmasindan itibaren calisilmaya
baglanmig bir konudur. Teorinin baslangici, Fermat’in verilen bir egriye tegetin nasil ¢izilecegi
problemiyle baglatilir. Fermat’in zamaninda diizlemsel bir egrinin diferensiyel geometrisi
(egriligi, egrilik cemberi, involiit, evoliit vb.) diferensiyel ve integral hesabin 6nemli bir
arastirma alaniydi. Bu calismalardan sonra benzer calismalar uzay egrileri ve ylizeylere de

tasindi [36].

Bu béliim, helis altmanifoldlarindan olusmaktadir. Birinci boliimde, Oklidyen uzaylarin

helis altmanifoldlar1 incelenirken ikinci boliimde, helis altmanifoldlarin ¢arpimi caligiimigtir.

4.1 OKLIDYEN UZAYLARIN HELIS ALTMANIFOLDLARI

V C R” bir lineer altuzay ve d € R" herhangi bir dogrultu (yani bir birim vektor) olsun.
Buna gore d ve V arasindaki 6 agisi, d ve 7y (d) arasindaki acidir, burada my : R” — V, dik

izdiigiim fonksiyonudur. Yani diyebiliriz ki
cos(0) = (d,nmy(d)) (4.1.1)

dir. O halde, R" de bir M C R”" hiperyiizeyi ve bir d # 0 birim vektorii olmak iizere her g € M

icin d ve T, M arasindaki ag1 sabit ise M ye bir helis denir.

Ayrica M C R” bir hiperyiizey ve & : M — v(M) bir birim normal vektor alani olsun, burada
v(M) normal demeti gosterir. Bu durumda yukarida verilen tanim, (d, &) nin M boyunca sabit bir

fonksiyon oldugu gercegine denktir. Eger M, 0 agisiyla olusan bir helis ise bu My ile gosterilir
[2].

4.1.1.Hatirlatma. M C R" helis hiperyiizeyinin iki tane 6zel durumu vardir [2]:

(a) Helis, baglantili ve agis1 6 = 7 ise d ye dik olan bir hiperdiizlemde kalir. Yani bu durumda

bu helis, bir hiperdiizlemin acik altkiimesi olmalidir.

(b) 6 =0 oldugunda d dogrultusu, My helisine tegettir. d sabit oldugu icin My paralel diiz dogru

parcalar tarafindan cizilir.

4.1.2.Hatirlatma. Tanjant uzayi, transversal dogrultu ile sabit a¢1 yapan (yani 8 # 0) bir helis

hiperyiizeyi yonlendirilebilirdir. Bu durumda 6 = 0 iken yonlendirilemeyen helis hiperyiizeyleri
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vardir. Ornegin, M = M’ x R hiperyiizeyi tammlanirsa M/, R"~! de bir yonlendirilemeyen
hiperyiizeydir. Bu durumda M hiperyiizeyi, R ¢arpani boyunca bir dogrultuya gore R" de

yonlendirilemeyen helistir.

Ayrica bir helis hiperyiizeyi, sifir Gauss-Kronecker egriligine sahiptir, yani sekil operatorii

tekildir (det(A) = 0) [2].

Simdi My C R” helis hiperyiizeyini olusturalim:

H c R*™ !, R"! de bir yonlendirilebilir hiperyiizey ve 17, H nin bir birim normal vektor

alan1 olsun. Genelligi bozmadan, d vektorii (0,...,0,1) € R” olarak alinabilir. Buna gore
HCR"TCcR'=R"'xR (4.1.2)

yazilabilir.

My diferansiyellenebilir manifoldu, M = H x R ye diffeomorfik oldugu i¢in, yani H
manifolduna bir boyut eklendigi i¢in immersiyonda H nin goriintiisiinii d ye dik (ortogonal)
olarak alacagiz ve H x R deki R carpaniin goriintiisiinii de d vektorii ile sabit a¢1 yapacak

sekilde tanimlayacagiz. Boylece, R de M nin immersiyonunu tanimlayabiliriz:

Oncelikle,
T (x) = sin(0)n(x) +cos(0)d (4.1.3)

vektor alanimmi tamimlayalim, burada x € H dir (yani 1, H ya normaldir). Boylece T, H
altmanifoldu boyunca tanimlanan bir vektor alanidir. H, flat normal uzayli R” de iki ek boyutlu

bir altmanifold oldugu i¢in 7', H boyunca normal paraleldir. O halde fg : M — R" immersiyonu,

fo(x;8) = x+sT(p)

seklindedir. Bu durumda, yeterince kiiciik —€ < s < € parametresi i¢in fy bir immersiyondur [2].
4.1.1.Teorem. My = fy(M) daldirilmig altmanifoldu, bir helistir [2].

Ispat. Burada Mg = fy (M) goriintiisiiniin bir & birim normal vektor alanini hesaplayarak onun d
ile arasindaki acisinin sabit ve 0 ya denk oldugunu ispatlayacagiz. Bunu yapabilmek i¢in herbir

fo(x,s) noktasinda Mg = fo(M) mn tanjant uzayini tanimlamaliy1z.

(x,0) noktasina kisitlandiginda fy nin fonksiyon oldugu goriilebilir, yani fg,5 = Idy dir.

fo(H x {0}) ile H y1 ve My goriintiisii ile de M yi tanimlayalim. Bu durumda, bir (x,s)
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noktasinda T{, ;) My tanjant uzay1
T(x7s)M9 = TXH@RT()C)

ile verilir, burada R, reel uzaydir.

Ayrica,
E(x) = —cos(0)n(x)+sin(0)d (4.1.4)

vektor alani, My nin bir birim normal vektor alanidir. Gercekten 1 ve d, H ya dik (ortogonal)
olduklarindan her bir x € H ve & (x) € T,H" igin

(E(x),T(x)) = (—cos(0)n(x)+sin(0)d,sin(0)n(x) +cos(8)d) =0

olur. 1, d vektoriine dik oldugundan (£ ,d) = sin(60) dir. Boylece agiktir ki My, 6 agil bir helistir.

T ve &, sirasiyla My ya teget ve normal birim vektor alanlar olsun yle ki
d =cos(0)T (p)+sin(0)&(p) 4.1.5)

dir. O halde asagidaki lemmay1 verebiliriz:
4.1.1.Lemma. 7 nin integral egrileri R" nin dogrulardir [2].

Ispat. R” de standart kovaryant tiirev D, My da indirgenmis kovaryant tiirev V ile gosterilsin.
Oncelikle gosterebiliriz ki eger cos(0) # 0 ise T iyi tamml olacaktir. Aksi taktirde, Mg bir
hiperdiizlemin bir agik alt kiimesi olacak ve T iyi tanimli olmayacaktir. Bu yiizden cos(60) # 0

oldugunu kabul edecegiz.

Simdi, Mg helisinin sekil operatorii A%(X) = —Dx&, My ve ikinci temel formu o(X,Y)
olsun, bu durumda
(A8(0),Y ) = (a(x,7).&) (4.1.6)

dir. X, My iizerinde bir keyfi vektor alan1 olsun.

d = cos(0)T +sin(0)& denkleminin her pargasinin X e gore kovaryant tiirevi alinarak,

0 =cos(0)DxT +sin(6)Dx&

veE

0 =cos(8)(VxT + a(X,T)) — sin(6)A*(X)
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elde edilir. Bu denklemin (Mg da) teget ve normal bilesenleri alinarak

0 = cos(6)VxT —sin(0)A%(X)

0 = cos(0)a(X,T)

elde edilir. Boylece herbir X € T,M i¢in at(X,7T) = 0 dur.

AS (T) = —D7r& = 0 oldugunu ispatlamak i¢in bu ikinci kosulu uygulayalim. Bu durumda
(Dr€.X) = — <A‘g (T),X> = —(&,a(T,X)) = 0 oldugu i¢in (D&, E) = 0’dir. Boylece, 0 =
cos(0)V7T —sin(0)AST = cos(0) V7T olur. Dolayisiyla buradan,

o(T,T)=0

veE

VT =0

sonuglari ¢ikarilir. O halde, T nin integral egrilerinin dogrular oldugunu ispatlamak i¢in Dy T =

0 oldugunu soéylemek yeterlidir.
DT =VyT + OC(T, T) =0

oldugu i¢in bu lemmayz ispatlar.

4.1.3.Hatirlatma. A% (T) = 0 kosulu, herhangi bir helis hiperyiizeyi Mg nin gekil operatoriiniin
tekil oldugu anlamma gelir, yani det(A%) = 0 dur [2].

Simdi M nin C* oldugunu kabul ederek helis altmanifoldu tanimini verebiliriz:

4.1.1.Tanim. Bir M C R" altmanifoldu ve R” de bir d # 0 birim vektorii verilsin. Eger her bir g €
M i¢in d ve TyM arasindaki a¢1 sabit ise M, d ye gore helistir denir. Hatirlanacag gibi bir d birim
vektorii, M altmanifoldu boyunca teget ve dik bilesenlerine ayrigabilirdir. Yani ||T|| = ||| =1
olmak iizere d = cos(0)T +sin(6)& dir, burada T € TM ve & € v(M) dir. TyM ve d arasindaki
aginin sabit olmast i¢in gerek ve yeter kosul d nin teget bilegeninin ||cos(0)7T || = cos(6) sabit

uzunluga sahip olmasidir [3].

4.1.2.Tamm. Eger 6 = % ise M, d ye dik olan bir hiperdiizlemde bulunur. 8 = 0 ise M, d
ye paralel yonlii bir ¢arpan ile birlikte bir Riemann carpimidir. Boylece, 6 y1 0 ile % arasinda

(0 < 6 < 7) kabul edebiliriz. Bu kosullar altinda M nin 6 agili bir helis oldugu soylenebilir.

M helis altmanifoldunun teget ve normal dogrultular: sirasiyla 7 ve & ile ve M nin helis

dogrultusu d ile gosterilecektir, burada d daima birim alinacaktir [3].
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4.1.3.Tamm. M C R", d € R" dogrultusuna gore 6 # 7 acili bir helis altmanifold olsun. Buna
gore M helisinin 7T teget dogrultusunun integral egrileri d ye gore M nin helis ¢izgileri diye
isimlendirilirler [3].

Helis ¢izgileri, klasik helislerdir. d ve £, M N H ya dik olduklari i¢in 7 ye diktirler. Bu
durumda helis ¢izgileri, H N M kiimelerine diktirler, burada eger 6 # 7 ise H, d ye gore herhangi
bir hiperdiizleme diktir [3].

4.1.4.Tammm. M bir helis altmanifoldu olsun. Eger M nin biitiin helis cizgileri, dogrular ise M ye

regle helis denir [3].

Hatirlanacagi gibi d = cos(6)T + sin(0)&, d nin teget ve normal bilesenlerine ayrigimi
olarak verildiginde eger V%é =0 ise &, T dogrultusunda paralel normaldir. Burada V-, Oklid
anlamda standart kovaryant tiirev tarafindan indirgenmis M nin normal konneksiyonunu gosterir.
R"™ deki standart kovaryant tiirevi D ile ve M deki indirgenmis kovaryant tiirevi V ile gosterelim.
M herhangi bir hiperdiizlemde bulunmadigindan cos(8) # 0 ifadesine sahibiz. AS ve o sirastyla

M C R" nin sekil operatorii ve ikinci temel formu olsun. Simdi
d =cos(0)T +sin(0)&
denkleminin her iki tarafinin da X e gore D kovaryant tiirevi alinarak
0 =cos(0)DxT +sin(0)Dx&.
elde edilir. Burada teget ve normal bilesenler (M de) alinirsa,
cos(0)(VxT + a(X,T)) +sin(0)(—A%(X) + V5&) =0

ifadesine sahip oluruz. Bu durumda,

v _ cos(0)VxT —sin(0)AS (X) =0,
N { cos(0)a(X,T) +sin(0)VxE =0

elde edilir.

Buna gore eger bir 6 sabit agis1 varsa, M {izerinde bir birim teget vektor alan1 7' ve bir birim
normal vektor alani & olmak tizere d = cos(6)T +sin(60)& vektor alamt R” de sabittir. Boylece

M, d ye gore bir helistir.
Kabul edelim ki sin(0) # 0 olsun. Bu durumda, ¥ sisteminin ilk denklemi

A% (X) = cot(6)VxT (4.1.7)
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dir. Eger sin(0) =0 ise T = LH ve bu durumda d sabit dogrultusu M ye teget oldugu i¢in M

lld
boliiniir [3].
4.1.1.0nerme. Bir M C R” helis altmanifoldunun helis cizgileri, M de geodeziklerdir [3].
ispat. A% (X) = cot(6)VxT deklemi, AS(T) = 0 oldugunu vurgular. Gergekten, herhangi bir X
vektor alani icin 7 vektor alani birim uzunluga sahip oldugundan,
<A5 (T),X> - <A5 (X), T>
= cot(0)(VxT,T)
=0
elde edilir. Boylece V7T = tan(0)A%(T) = 0 dur.
4.1.4.Hatirlatma. Herhangi bir M Oklidyen helis altmanifoldu i¢in VX € TM olmak iizere
o(T,X)=0
ve
V& =0
kosullar1 esdegerdir. Bu durumda &zel olarak a(T,T) = 0 ve V& = 0 denktir [3].

4.1.5.Tanim. M C R" helis altmanifoldu ve M nin ikinci temel formu ¢ olsun. & nin goreceli
nulluk uzay1

{XeTM|o(X,Y)=0,VY € TM}
alt kiimesidir.

Ozel olarak & paralel normal oldugunda, yani V& = 0 oldugunda daha fazlasi sylenebilir
[3]:

4.1.2.0nerme. M paralel normal dogrultulu bir helis olsun. Bu durumda T teget dogrultusu, M

nin goreceli nullugundadir [3].

Ispat. Bu 6nerme, ¢ sisteminin ikinci denkleminin dogrudan bir sonucudur.

4.2 HELIS ALTMANIFOLDLARININ CARPIMI

Bu alt boliimde iyi bilinen dogrusal cebir kavramlar1 kullanildi.
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V C R”" dogrusal bir altuzay olsun. V nin herhangi bir bazi vy, ..., v, olsun. Bu durumda R”"

nin V ye ortogonal (dik) projeksiyonu
T:R" - V
v — m(v)=A(A'A)"1AY

ile verilir, burada A, j. kolonda v'; vektdriiniin bulundufu matristir ve v = (x1,...,x,) € R”
dir [3].

Ozellikle, eger V nin bazlar ortonormal ise 7(v) = AA"V olur.

O halde agagidaki gibi bir sonug verebiliriz:

4.2.1.Sonug¢. Eger M;, j = 1,2 olmak iizere d; birim vektor alan1 dogrultusunda R™ nin bir helis

altmanifoldu ise bu durumda M = M| x M, C R x R"2 Riemann carpimi d = ﬁ(; ) cRmtm
1,42

dogrultulu bir helis altmanifoldudur [3].

ispat. Yukarida belirtilen A matrisi, icerisinde Aj; ve Ay 2 X 2-tipinde matris bloklarini
bulunduran ve diger her yeri O olan bir matristir. Herbir A;; blogu, j = 1,2 i¢in TM; nin bir

catt alani (yerel ortonormal bazi) ile belirlenir. Bu durumda,

7:R"— Tle @Tqu

projeksiyonu, sabit uzunluga sahip
n(dy,dy) = A11A[11di +A22A[22d§

ortogonal ayrisimu ile verilir.
Simdi bu sonucu destekleyen bir teorem verebiliriz:

4.2.1.Teorem. M| C R™ ve M, C R™ iki altmanifold olsun. My x M, C R™ ™ carpimu bir helis

altmanifold ise M| C R™ ve M, C R"™ manifoldlar1 da helis altmanifoldlardir [3].

Ispat. d = d) +d, € R™ x R"™ = R™ ™2 jle M| x M5 nin helis dogrultusunu gosterecegiz, burada
di € RM ve d, € R™ dir. T, T (M, x M) tizerine d nin birim ortogonal (dik) izdiisiimii olsun. 7

de j = 1,2 i¢in TM; iizerine d; nin birim ortogonal (dik) izdiisiimii olsun. Burada
T(Ml X Mz) =TM & TM,

tanimlamasini kullanacagiz. Bu tammlamaya gore 7' = T + 15 dir.
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Oncelikle gosterecegiz ki Ty, M, den bagimsizdir yani, p € My, y,z € M, icin T1(p,y) =
T1(p,z) dir. Bu esitlik R™ "2 nin bir lineer alt uzay1 olarak M; X M, nin her bir tanjant uzayinin
belirlenmesi i¢in yorumlanabilir.

Ti(p,y) nin T, (M) x {y}) lizerine d nin ortogonal (dik) izdiigiimii ve benzer sekilde
Ti(p,z) nin T, .y (M) x {z}) iizerine d nin ortogonal (dik) izdiigiimii oldugunu gdzlemleyebiliriz.
Fakat M x {y}, R"""2 de M x {z} in bir doniisiimiidiir. &, R"' "2 de doniisiim altinda deZismez
oldugu i¢in T, ) (M1 x y), T(,, (M1 X z) nin bir doniisiimiidiir. Bu durumda 77 (p,y), R" "2 de
T1(p,z) nin bir déniisiimiidiir yani, onlar denktirler. Ozellikle T, {p} x M, de sabit uzunluga

sahiptir. Benzer sekilde 75, herhangi bir ¢ € M; i¢in M| x {q} de sabit uzunluga sahiptir.

Simdi p € M| herhangi bir nokta olsun ve {p} x My C M| X M, parcasini diisiinelim. Bu

durumda {p} x M, iizerinde T vektor alani sabit uzunluga sahiptir:

Vy € M, i¢in asagidaki esitligi kullanabiliriz:

(Ti(p,y); Ti(p,y)) + (Ta(p,y), Ia(p,y)) = (Ti(p,y) +Ta(p,y),Ti(p,y) + Ta(p,y))

= (T(p,y),T(p,y)).

M x M, bir helis oldugundan (7' (p,y),Ti (p,y)) + (T2 (p,y), T>(p,y)) toplam1 y ye bagh degildir.
Simdi 7> nin {p} x M, tizerinde sabit uzunlugunu goérmek i¢in sadece 7} in {p} x M, iizerinde

sabit uzunlugu oldugu gdérmemiz yeterlidir.

p € My igin {p} x M, pargas1 0+ d, € {0} + TM, dogrultusuna gore bir helistir. Boylece

M,, d, ye gore bir helistir. Benzer sekilde M, d; e gore bir helistir. Bu ispati tamamlar.
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5. HELiS ALTMANIFOLDLARININ YAPISI
Bu boliimde helis altmanifoldlarinin yapisi ii¢ alt baslikta verildi.

5.1 R” NIN HELIS EGRILERI

boyM = 1 oldugunda, d = (0,...0, 1) dogrultusuna gore biitiin y C R” klasik egrilerini (yani

teget vektorii, bir sabit dogrultuyla sabit a¢1 yapan egrileri) agsagidaki gibi tanimlayabiliriz.
a:1 C R — R"! olsun. Bu durumda
() = ((t),at +b)
dir, burada a,b € R sabittirler. Y nin ¢ parametresi, yay parametresi olmalidir. Bu durumda o
egrisi,
Lo/ P=1-a?

2. la| <1

sartlarini saglar.

Ayrica Serret-Frenet formiillerini gozoniine alarak, bir boyutlu Oklidyen helislerini

tanimlayalim:

M C R”" daldirilmis 1-boyutlu altmanifoldu (bir regiiler egri) ve 7 de M iizerinde bir birim
teget vektor alani olsun (p € M, ||T|| = 1ile T (p) € T,M). Iyi bilinir ki ([13], syf:30-33), TR}y, =
TM & TM* nin bir {T,& = D7T / ||DrT||,&3,...,&,} ortonormal bazi vardir, buna gore

DrT = k&,

Dr& = —kiT + k&,
Dré&1 = —kn2&i—2+kn—1&n,

DT&n - - n—lén—l

dir. Burada D, R" nin standart konneksiyonudur. Genelligi bozmadigindan, j = 2,...,n
icin k; = ||[DrT|| # 0, k;j # O oldugunu kabul edecegiz. Bu, M nin tam oldugu, yani R”
nin bir hiperdiizleminde bulunmadi1 ifadesine denktir. Boylece bu denklemler, Serret-Frenet

formiilleri diye isimlendirilir. Bundan sonra bir Serret-Frenet ¢atisini ¢ati diye isimlendirecegiz.
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Simdi M nin bir helis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul tanimlayacagiz:
ki 1 (k)
hy=—h4=—|—
Tk ks <k2>

1
hn =+ (hiy 1 + k2 2)

m —
km—l

olsun. Burada h} = k3h4 oldugu goriilebilir.

ve 5 <m < nigin

5.1.1.Teorem. M C R" bir tam egri olsun. Buna gore, agsagidaki kosullar denktir:
i) M' C R" bir helistir,
i) hy # 0 dir ve h3 +hj -+ ...+ h2 sifirdan farkli bir ¢? sabitidir, burada ¢ > 0 dur.

Ispat. Kabul edelim ki (ii) gerceklessin. Bu durumda, (0, %) araliginda sabit bir 6 = tan~'(c)
tanimlayabiliriz. Ayrica & = cot(0)(h3&3 + ...+ h,&,) olsun. Boylece,

2
IEI° = cot?(0)(h] +hi+...+hl)

= cot’(8)c?

= cot’(8)tan*(0)

=1
dir. Simdi, Z = cos(0)T +sin(0)§ = cos(0)(T +h3&3+ ...+ h,&,) vektor alanim diisiinelim. O
halde, Z nin M boyunca sabit oldugunu ispatlayacagiz. Yani, D7Z = 0 oldugunu gosterecegiz.

|Z|| =1 ve (T,Z) = cos(0) oldugu (yani TM ve Z arasindaki aginin sabit oldugu)
gozlemlenebilir. ¢ sisteminden M nin bir helis olmasi icin gerek ve yeter kosulun
cos(8)VxT —sin(0)A%(X) =0

ve

cos(0)o(X,T) +sin(0)VxE =0

olmasi gerektigini biliyoruz. boyM = 1 oldugundan V7T = 0 dir. Boylece Dy T = (T, T) dir. O
halde, 1-boyutlu bir daldirilmis M C R” altmanifoldunun Z = cos(0)T +sin(0)& dogrultusuna

gore bir helis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

DrT = —tan(0)Vzé (5.1.1)
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olmasidir.

Gelecek adimda T ve & vektor alanlarimin Dy T + tan(8)V7& = 0 denklemini sagladigin

kontrol edecegiz.

(V3&;, &) = (Dré&;, &) esitligi ve Serret Frenet formiilleri kullamlarak

Vi& = ké,
V& = —kja&1+kiEj,
V%én — _kn—lén—l;

sonuglar elde edilir, burada 3 < j < n—1 dir. 5 < m < n i¢gin tekrar eden k,,_1h,, = h/ _ 1+

m

kiu—2hy,—o formiilii onemlidir. Yukaridaki son denklemden
H, = kmhy 1 — k1R 1
olur, burada h’3 = kzhy4 ile birlikte 4 <m <n—1 dir.
Simdi /), niin esitini bulalim. Buna gore, (ii) deki ifade sabit oldugu i¢in
hohly = —h3hs — hahly — ... — h,_1hl,_,
dir. Onceki formiilden 4 < m < n— 1 icin
h3hs = k3hshy
ve

hmh:n = kmhmhm—H - km—lhm—lhm

elde ederiz. Gerekli hesaplamalar sonucu h,h), = —k,,_1h,_1h, bulunur. h, # 0 oldugu i¢in A/, =
—ky_1h,_1 olur. Bu durumda,

n—1

tan(0)V7E = mi&s +hsVr&s + Y (B +hnV&n) + b+ h Vs
m=4

dir. Son toplamu iki parcada hesaplariz.
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Once birini hesaplayalim:
n—1

Z (h:ném + hmv%gm)

m=4

n—1
= Z ((kmhm+l _kmflhmfl)gm+hm(_km71§m71 +km§m+1))
m=4

= (kahs — kzh3)&s + (kn—1hy — kn—2hy—2)&u—1

n—2
+ Y (Kbt = kin—thim—1)&m — hak3&3 — hska&s
m=>5
n—2 n—2
- Z hm—o—lkmgm + Z hm—lkm—lém + hn—2kn—2€n—1 + hn—lkn—lén
m=>5 m=>5

= —h4k3&3 — kah3&a + k111 + hp—1kn 16,

elde edilir. Boylece

n—1

Y. (Ml + Vi &m) = —haks&s — ksh3s + kn_1hn&n_1 + hu_tkn—1 &

m=4

olur.

Ikinci ve iigiincii toplamdaki indeksi 5 ten n — 2 ye diizenlersek ikinci kisim:

B3+ VT Es+ My +hVT&y = kahals — hako&o + haks&a

= kn—1hn—18n — hnkn—181-1
dir. Boylece, bu iki parcanin birlestirilmesinden
tan(0)Vz& = —hska&y = ki1
elde edilir. Son esitlik gosterir ki

DrT = k&
= —(M&+mVr&+ .. A&+ hVré)
= —tan(0)Vzé

dir. Buna gore D7Z = 0 oldugunu gorebiliriz ki bu Z nin sabit oldugunu ispatlar. Bu ise (5.1.1)
denkleminin kendisidir. O halde M, Z = cos(0)(T + h3&3 + ... + hy&,) dogrultusuna gore bir

helistir. Boylece (ii) — (i) ispatlanr.
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(i) — (ii) gostermek i¢in kabul edelim ki M sabit bir d dogrultusuna gore bir helistir. Bu
durumda (d,T) = cos(0) sabittir ve
d = cos(0)T +sin(0)&
= COS(G)T + <d7 §2> §2 +...t <d> §n> 5n
dir. Boylece

(d. &) + ...+ (d. &)

ifadesi bir sabittir. Simdi <d & j> ve ki,ka, ..., k, egrilikleri arasinda iligki bulmaliy1z:
0=T(d,T) = (d,DrT) = (d,&) ky oldugundan (d,&,) = 0 dir. Tekrar tiirev alirsak 0 =
T(d,&) = (d,Dr&) = —cos(0)k; + (d,&;) ky olur. Boylece (d,&3) = %cos(e) olur. (d,&4) ve
(d,&s) tiirevlerini alarak,
_ 1 (kY
(d,&) = () cos(e)
’ !/
(d,&s) =¢ {(% (%) ) cos(0) + %cos(@)

elde ederiz. Bu sekilde devam ederek 5 < m < n i¢in (d, ,,) = h,,cos(0) olarak buluruz, burada
h,, onceki ifadesi gibidir. O halde,

(d, &) + ...+ (d, &) =cos(0) (W + 15+ ...+ h2)

ifadesi sabittir.

Eger h, = 0 ise cos(0)h, = (d,§,) = 0 dir. Boylece 0 = (d,Dr&,) = —ky—1(d, &) =
—kn—1c08(0)h,_1 olur. Buradan h,_; = 0 oldugunu soyleyebiliriz. Bu sekilde devam ederek

J=nn—1,...,4i¢in h; = 0 elde ederiz. Buna gore
cos(0)hy = (d,&4)
=0

dir. O halde, 0 = (d,Dr&4) = —ks (d,&3) = —kz cos(0)hs olur ki bu i3 = 0 oldugunu gosterir.
hy = % oldugu hatirlanirsa bir celiski olusur, ¢iinkii M!, tam kabul edildigi icin egriliklerin

tamamu hi¢bir yerde sifir olamazlar.

Omegin; M, R3 de dolu bir helis ve %, 0 dan farkli bir sabit olsun. R* kosullar1

2
1 ("—1)2+(L (’ﬂ)/) sabittir
: ko ky \ kp
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5.2 REGLE HELISLER

Bu boliimde, herhangi bir regle helis hiperyiizeyinin yapist verilmis ve yeniden

yapilandirilmasi incelenmistir.
5.2.1.Teorem. M C R", d dogrultulu bir tam helis altmanifoldu ve &, d nin normal bileseni

olsun. Yani, d = cos(0)T + sin(0)& olsun. Bu durumda, M nin regle helis olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul V#& = 0 olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki V%é = 0 olsun. Bu durumda, M tam oldugundan % sisteminin ikinci
denklemi o(7,T) = 0 oldugunu vurgular. Bu durumda, Onerme 4.1.1 den DT = V7T +

o(T,T) = 0 olur. Dolayistyla, helis ¢izgilerini R” nin dogrulari olarak alabiliriz.

Eger "Helis ¢izgileri, R" nin dogrularidir" tammmi goz oniine alindiginda M bir regle helis

ise bu durumda

0 = Drd
= cos(0)DrT +sin(0)Dr&

= sin(0)Dré&

dir. Boylece Weingarten formiilii 0 = Dy& = —AS(T) 4 V#& oldugunu vurgular. Dolayisiyla
V#& =0olur.

Simdi n — k ek boyutlu tiim M C R" regle helis altmanifoldlarin1 yerel olarak yapilandirmak
icin bir yontem verecegiz:

flk once bir L&=! ¢ R"~! daldinlmis altmanifold ve L C R"™! in bir n birim normal
vektor alani ile baglayalim. Genelligi bozmadan d vektor alanini (0, ...,0,1) € R” olarak kabul

edebiliriz. Ayrica L, R" ye daldirilabilir, yani L ¢ R*~! x {0} c R" = R"~! x R olur.

Simdi, T (x) = sin(0)n(x) 4+ cos(0)d vektor alanini tanimlayalim, burada x € L ve 1, L ye
normaldir. Boylece 7', L altmanifoldu boyunca tanimlanmig bir vektor alanidir. Sonug olarak

artik R” de M nin immersiyonunu tanimlayabiliriz:
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f =L xR — R" immersiyonu

fx,5) =x+5T(p)
seklinde tanimlanir. —€ < s < € yeterince kii¢iik oldugu icin f bir immersiyondur.
5.2.2.Teorem. M = f(L x (—¢,¢)) daldirilmig altmanifoldu, d ye gére 6 agili bir helistir.
Ispat. Oncelikle f(x,0) noktasinda immersiyonun bir helis oldugunu ispatlayacagiz:

x de L nin bir gat1 alant Yj,...,¥;_; olsun. Bu durumda, f(x,0) da f(M) nin bir cati
alam Yy,...,Y,_1,T dir. Bubir A = (¥{,...Y/_,T’) matrisini tanimladigindan helislerin ¢arpimi

konusu dikkate alinirsa 7(, o)M ye d nin bir dik izdiigiimii
n(d) = AA'(d")
= A(0,cos(0))
= cos(0)T"
seklinde olur.

Simdi s € (—¢€,€) olsun. Ayrica 7, T(x )M ye diktir. Y € T,L, x € L de L nin Y; ¢ati alam
tarafindan olusturulmus herhangi bir vektor alani olsun. R” nin standart kovaryant tiirevini D,
L C R nin normal konneksiyonunu V= ve sekil operatériinii A ile gosterelim. Boylece (x,s) de

Jf immersiyonunun tiirevi,
fo(Y)=Dyf=Y +sDyT =Y +s(VyT —Ar(Y))
seklinde hesaplanabilir.
|T|| = 1 oldugundan T € TL! ve Ar(Y) € TL igin
(T, £.(Y)) = s <T, V¢T> —0
dir.

Eger L nin 1 vektor alanini1 doniisiim yardimiyla M ye genisletirsek,

(n,f:(Y)) = s<n,V¢T> — ssin(6) <n,V¢n> —0
olur.

Gozlemleyebiliriz ki Ly = {f(y,s) e M|y€ L} = MNH dir, burada H, d ye dik bir

hiperdiizlemdir. Boylece biz yine bu ispatin ilk durumundaki gibi ayni kogullara sahibiz.
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T teget dogrultusu, Ly = f(L x {s}) ye diktir ve T'(y,s) = sin(0)n(y,s) + cos(0)d ayrigimi
gecerlidir. Burada 7' (y,s) = T(y), n(y,s) = n(y) dir. Bu su anlama gelir ki biz T vektor alanini,
orjinal 7 ile olusturulan dogrular boyunca doniisiim yardimiyla M boyunca vektor alanlari icine

(L boyunca) 1 ya genisletiriz. Dolayisiyla, n(x,s) ve T(x,s) , L(s) ye diklerdir.

5.2.1.Hatirlatma. Teorem 5.2.2 nin farkl bir ispat1 direk gosterilerek te verilebilir ki
d—{d,T)T =d—cos(0)T

vektor alani, M ye normaldir.

M, yukaridaki yapilandirma ile verilen bir helis olsun. Eger M nin normal bileseni &, L nin
normal konneksiyonuna gore paralel degil ise bu durumda M nin normal konneksiyonuna gore

de paralel olmak zorunda degildir.

Simdi, helis ¢izgileri dogrular olan 6 # 7 acihi herhangi bir helis altmanifoldu, son

teoremden olusturuldugu gibi bir yerel yapiya sahip oldugunu gorecegiz.

H, 4 ile p € R" noktas1 boyunca d dogrultulu ortogonal (dik) hiperdiizlemini gosterelim.

H), 4 izerinde d nin normallegmis iz diigtimii sadece % dir, burada 7, H), 4 lizerinde ortogonal

izdiistimdyir.

5.2.3.Teorem. M, d = (0,...,0,1) dogrultusuna gore 6 # 7 acili bir regle helis altmanifoldu
olsun. Bu durumda H,, ;4 iizerine T nin normallestirilmis izdiigiimii olarak 7 kullanilarak M, son

yapidaki gibi lokaldir.

ispat. Eger 8 = 0 ise, M lokal olarak M x R silindiridir ve ispat burada biter. Bu nedenle, kabul
edelim ki 6 # 0 olsun. T ve & sirastyla M nin birim teget ve normal dogrultulari olsunlar. Bu
durumda,

d =cos(0)T +sin(0)&

dir. p = (ay,...,a,) € M C R" ve s = a, € R olsun. Son olarak M N H altmanifoldunu Ly ile

gosterelim, burada H = H), 4 dir.

N : M — R” birim vektor alanini, ) = sin(0)T — cos(0)& olarak tanimlariz. Buna gore,
(sin(0)n,T —sin(6)n) =0

veE

(sin(6)n,d) =0
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oldugunu gorebiliriz. Ustelik, ML, : Ls = R", Ls ye ortogonal (dik) olmak zorundadir. Bu agiktir

clinkii 1, T ve d nin (ki onlar M N H ya diktirler) lineer birlesimi olabilir.

Bu o6zellikler, sin(6)n nin H, 4 iizerine T nin ortogonal (dik) izdiisiimii oldugunu ispat eder.

Boylece n, sadece T nin normallesmis izdiisiimiidiir.

(n,d) = 0 oldugundan n;, : Ly — R"~! x {0} C R” gergegi sonucuna ulasabiliriz. Boylece
Ly, H=R"! x {5} ¢ R" nin bir k — 1 boyutlu altmanifoldudur ve N, : Ls — T+L, C H

diferansiyellenebilir birim normal vektor alanidir, burada boyM = k dir. Sonug olarak,
T =sin(6)n +cos(60)d

dir.
d, T ve & sirastyla M nin helis dogrultusu, teget ve normal yonleri olsun.

5.2.1.Sonu¢. Eger V%ﬁ = 0 ise M helis altmanifoldu Teorem 5.2.2 deki gibi yerel olarak

yapilandirilabilir.

Ispat. Teorem 5.2.1 e gére M yonetilen bir helistir. Sonrasinda, Teorem 5.2.3 uygulanur.

5.3 MINIMAL REGLE HELISLER

Bu boliimde Oklidyen uzayin keyfi boyutlu ve ek boyutlu minimal regle altmanifoldlarini

karakterize edecegiz.
M, helis ¢izgileri dogrular olan 0 acili, d dogrultulu bir helis altmanifoldu olsun.

p € M olmak iizere p boyunca d ye ortogonal (dik) hiperdiizlemi H), ile gosterecegiz. Onceki
kabuliimiizii yineleyelim, 6 # {O, %} olsun. Bu durumda d, M ye transversaldir ve dik degildir.

O halde L = H, "M, bir altmanifolddur.

5.3.1.Teorem. Bir M regle helis altmanifoldunun minimal olmas: i¢in gerek ve yeter kosul her

p € M noktasi i¢in L = H,, N M nin de minimal olmasidir.

Ispat. T ve &, M nin teget ve normal dogrultular olsun. L C R” i¢in Weingarten formiilii

vurgular ki L iizerindeki her X teget vektor alan1 ve Z € TL™ icin

DxZ = —A%(X)+ VL z
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dir. Burada A%, L nin Z yoniinde sekil operatoriidiir. Formiil M C R” i¢in uyarlandiginda L deki

her X teget vektdr alan1 ve Z € TM™ icin
DxZ = —A%(X)+VxZ
olur.
Bu formiillerden VX € TL ve Z € TM~ igin,
(A%(X),X) = — (DxZ,X) = (A} (X),X) (5.3.1)

sonucu ¢ikarilir.

boyM = k olsun. p noktas1 civarinda M nin bir yerel ortonormal baz1 ise X1,X5,...,. Xz =T

olsun, burada X;,X>,...,X;_1, L = H, "M nin bir yerel ortonormal bazidir.

VZ € TM* igin,
- k—1
Z XwX - Z <AZ(XJ) X
j=1 j=1
k—1
- Z <A%(XJ) X
j=1
k—1
= ) (u(X;,X)),Z)
j=1

iligkisine sahibiz, burada «, oy, sirastyla M C R" ve L C RR” nin ikinci temel formlaridir. Boylece
VZ € TM* icin
k=1

i (on(X},X)),Z) = Z<oc (Xj,X)),Z) (5.3.2)
J=1 Jj=

esitligine sahip oluruz.

TL+ = TM* & (T) oldugu goz Sniine alinirsa

Z (o (X;, X)), Z (X;,X)), (5.3.3)
iligkisine sahip oluruz ki burada c, sifirdan farkl bir sabittir.
d = cos(0)T +sin(0)& ve oy € TL+NTH, (H,, bir hiperdiizlemdir) olduklar1 i¢in
<aL(Xj7Xj)7 T> =c <O€L(Xj,Xj),§> =c <A§<XI)7X]>

elde ederiz.
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Simdi bu ifadeye (5.3.1) denklemini uygularsak

(0w (X;,X;),T) = c <A5 (Xj),Xj> = c{a(X;,X}),E)
buluruz.

Eger M, minimal ise ve o(7,7) = 0 olduu gozoniine alinirsa (5.3.2) ve (5.3.3)

denklemlerinin sag taraflari sifira esit olur. Bu da L nin R” de minimal oldugunu vurgular.

Sonug olarak, R” de L nin minimal olmasi durumunda (5.3.2) denkleminin sol tarafi sifir

olur ki bu da M nin minimal oldugu sonucunu verir.
Simdi agsagidaki onermeyi verebiliriz.

5.3.1.0nerme. M, bir minimal helis altmanifoldu olsun 6yle ki Vp € M i¢in R" de L = H » M

minimaldir. Bu durumda M bir regle helistir.

Ispat. M, bir minimal helis altmanifoldu olsun 6yle ki Vp € M icin R” de L= H » M minimaldir.

Bu durumda M bir regle helistir.
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6. HELIS HIPERYUZEYLERI ICIN TENSOR CARPIMLARI

Oklid uzaylar igerisine tanimli izometrik immersiyonlarin tensor carprmi ile yakindan iliskili
olan ve Bang-Yen Chen tarafindan [37] ve [38] de calisilan Riemann manifoldlarin convolution
kavrami, warped carpim manifoldlarinin dogal bir genellestirmesi olarak gdz Oniine alinabilir.
Iki Riemann manifoldun convolutionu, belirli sartlar altinda yine bir Riemann manifold olmakta

ve tensOr ¢arpim immersiyonlari, birer convolution Riemann manifold belirlemektedir [24].

Bu boliim, regiiler bir egri ve bir helis hiperyiizeyinin immersiyonlarinin tensor
carpimlarindan olugmaktadir. Buradan bir 3- altmanifold elde edilmistir. Burada elde edilen
3- altmanifold ayni zamanda bir konvoliisyon manifolddur ki bu manifoldun minimalligine

bakilmugtir.

E3 da bir regiiler yiizey ve EZ da regiiler bir egri belirleyen immersiyonlar, sirasiyla
¢:U CR> = E} CE> ¢(u,v) = a(u) +v(sinON* +cosB*) ve B : I C R — E? C E?,
B(t) = (Bi(t),Bx(t)) olsun, burada E? ile E? — {0} ifadesi gosterilmektedir. Bu durumda iki

immersiyonun tensor carpimi,
[(u,v,t) = (x®@B):UxICR? - E3@E* =~ E®
yani
((u,v,0) = (91 (e, v)Br(2), @1 (u,v) B (1), 92 (ut, v) B (1),
2 (14, v)Ba(2), @3 (u,v) Br (1), 93 (u, v) Ba (1))
ile verilir.

U x I manifoldunun tanjant uzayinin bir bazi, {%, %, %} olmak iizere

% = (@1 (u,v) Br(2), Pru(,v) B2(2), P20 (4, v) Br (2), P2 (14, v) B2 () P30 (1e,v) i (1),

$3u(ut,v) B2 (1))
— (0, () + vsinONT +vcosOBE By (1),
(0, () + vsinONZ +vcosOBE B (1),
(0ty(u) + vsinONE +vcosOBE )i (1),
(o

o, (1) + vsinONS' +vcosOBS ) B (1),
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(o3 () + vsinON5' +vcosOBY )P (t),
(03 (1) + vsinON + veos®BS )Ba (1)),

g—i = (P1(u,) 1 (1), @10 (u,v) Ba (1), 920 () B (1), 20 (14, v) Ba (1), 930 (14, v) B (1),

¢30(u,v) B2 (1))

—  ((sinONT +cosOBE )i (1), (sinONE +cosOBE )Ba(7)
(5inONS +cosBBE B (1), (sinNS +cosOBL ) (1)
(5sinONE + cosOBL )Bi (1), (sinONE + cosOBL )Ba(1)),

O (0w V)BL). 01w IBa(e) 02 V)B1 (1), 9o ¥)BS ), (B 1),

03(1,v)Bs (1))

(ot (u) + v(sinON{* + cosOBY VB (1),
Ba(1)
Bi(2),
Ba(1)

(1)
(1)

v(sinON{* + cosOBY

v(sinON3' + cosOBY

B, (1),
Ba(1))

v(sinON3' + cosOBS

( )
(ot () +v( )
(o2 () +v( )Bi
(o2 (u) +v(sinON5' + cosOBY)) é
(03 () +v( ))Bi
(03(ut) + v(sinONE + cos6BS)) B,
elde edilir.
Bu bazlar yardimiyla, asagidaki lemmay1 verebiliriz:

6.1.Lemma. E> da bir regiiler yiizey ve EZ da regiiler bir egri belirleyen immersiyonlar, sirasiyla
¢:UCR?>—E}CE? ¢(u,v)=a(u)+v(sinON*+cos 0B*) ve f: ] CR— E? C E2, B(t) =
(B1(t),B2(2)) olsun, burada E? ile E?> — {0} ifadesi gosterilmektedir. Buna gére, [(u,v,t) ifadesi
onlarin tensor ¢arpinudir. Bu durumda, E® nin Imf iizerine Oklid metrigi tarafindan indirgenmis

g Riemann metriginin bilesenleri

g1t = 81(uw9u)P3,822 = 81(9v, $)p3, 833 = pig2(B . B),
g2 = 81(¢u.$)P3 = g21,813 = P1p2dp1(du)p2(B) = g31,
g3 = p1padp1(9)p2(B) = 32,
olarak elde edilirler, burada p; = {/X3 9? ve p, = T2 |B;, swasiyla x ve B min uzaklik

fonksiyonlaridir. Ayrica, ¢ = (¢1,¢2,03) ve B = (B1,B2), sirastyla, E3 ve E? nin Oklidyen

koordinat sistemleridirler.
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Ispat. E2 da bir regiiler yiizey ve E2 da regiiler bir egri belirleyen immersiyonlar, sirasiyla
¢:UCR> = E}CE? ¢(u,v) = a(u) +v(sinON* +cos0B*) ve B : I CR — E? C E%, B(t) =
(B1(t),B2(¢)) olsun. Bu durumda, (2.1.1) dan

al dl

B = < oS 0B = 8160 003

g2 = < 2 PIBI = 1(6 0003,

e = <O T oIPIB I = piea(B B,

g = <o O 00> 1B = 11 (0 003 = .

gy = < 00> < BB = pipadpi(0)2(B) = g
gy = < O T a9 5< BB 2= pipadpr(0)pa(B) = 852

ifadelerini elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.
Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz:

6.1.Teorem. E; da bir regiiler yiizey ve E2 da regiiler bir egri belirleyen immersiyonlar, sirasiyla
¢:UCR? = E}CE?, ¢(u,v) = ot(u) +v(sinON* +cos 8B*) ve B : I CR — EZ C E%, B(t) =
(B1(t), B2(¢)) olsun, burada E? ile E? — {0} ifadesi gosterilmektedir. Bu durumda,

(:UXI— E>®E*=E";(u,v,t) = ¢(u,v) @ B(t),u,yveU,t €l

doniisiimii p,g1 *p, g2 metrigine sahip bir U I 3-manifoldunu meydana getirir, burada p; =
2§:1¢i2 ve Py = Z?Zlﬁjz, sirastyla x ve B min uzaklik fonksiyonlaridir. Ayrica, ¢ =
(01,02,03) ve B = (B1,B2), sirastyla, E3 ve E? nin Oklidyen koordinat sistemleridirler.

Ispat. Lemma 6.1 dikkate aliarak ve (2.1.1) formiilii kullanilarak istenen ifadeye ulasilir.

Diger taraftan, U %I manifoldunun tanjant uzaymnin ortonormal bazlar1 i¢in asagidaki

lemmay1 verebiliriz:

6.2.Lemma. E> da bir regiiler yiizey ve EZ da regiiler bir egri belirleyen immersiyonlar, sirasiyla
¢:UCR> = E}CE? ¢(u,v) = ot(u) +v(sinON* +cosOB*) ve B : I CR — E2 C E?, B(t) =
(Bi(t),B2()) olsun, burada E? ile E? — {0} ifadesi gosterilmektedir. Bu durumda, [ = ¢ ® B

tensor ¢arpim immersiyonu i¢in U I nin tanjant uzayinin ortonormal bazlar

el =L, e= gub—gil
\/é’l w v811G33 ’
_ —81Gnh+811G33L+(212G23—813G33)lu
ey = )
8111/G33/G|
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olarak elde edilir. Burada G, g Riemann metrigine kargilik gelen yani bilegenleri g;; ler olan

matrisdir ve G»3 = g11812 — 812813, G33 = 811812 — &7, dir.

ispat. M nin tanjant uzayinin {[u =x,0, L =x9a, | =x& a/} bazini ortonormal hale

getirelim. A¢ik olarak,
[ [, 1

-,

H[MH g([ua[u) 811

dir. e; in bu degeri gdz Oniine alinarak,

€]

[ _g([wel)el
[ —g(ly,er)er]|
[, —g(ly,er)er
\/g([v_g([wel)ela [y _g([wel)el)
[, _g([wel)el
V8, 5) + gL, e1)?g(g(er,e1) — 28(h,e1)?
gih —gn2ly

)

\/8%1822 +g%,811 — 285811
gl — gl

vV 811G33

elde edilir. ey ve e; vektorleri gbz Oniine alinirsa,

_ [l _g([t7el>el _g([t762>62
I —g(l,er)er —g(l;,e2)er]|

K]

vektorii uzun hesaplamalarin ardindan

_ —811Gih +811G33k + (812623 — 813633)

211/ G33|G]

€3

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
U %I manifoldunun normal uzay1 i¢in asagidaki lemmay1 verebiliriz:

6.3.Lemma. E> da bir regiiler yiizey ve E2 da regiiler bir egri belirleyen immersiyonlar, sirasiyla
¢:UCR> = E>CE? ¢(u,v) = o(u) +v(sinON* + cosOB*) ve B : 1 C R — E2 C E?,
B(t) = (Bi(t),Ba()) olsun, burada E? ile E? — {0} ifadesi gosterilmektedir. Bu durumda,

[ = ¢ ® B tensor carpim immersiyonu igin U * I nin tanjant uzayinin normal bazi

np = (—¢2(u,v)B2(t),¢2(u,v)ﬁ1 (t)a¢1 (qu)BZ(t)7_¢l (u7V)B1(t>7O>O)>
ny = (¢3(”7V)ﬁ2(l)7 _¢3(”7V)ﬁ1 (l‘),0,0, _¢1 (uvv)ﬁZ(t)a u} (uav)ﬁl (t)),
n3 = (0707 _¢3 (u7v>ﬁ2(t)v¢3(”7v)ﬁ1 (t)> (Pz(lxt,v)ﬁz(l‘), _(Z)Z(M;V)ﬁl (t))
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ile verilir.
Simdi minimallikle ilgili asagidaki teoremi verebiliriz:

6.2.Teorem. E; da bir regiiler yiizey ve E da regiiler bir egri belirleyen immersiyonlar, sirasiyla
¢:UCR>— E2CE? ¢(u,v) = a(u) +v(sinON* +cosB*) ve B : I C R — E? C E?,
B(t) = (B1(t), Bx(¢)) olsun, burada E? ile E? — {0} ifadesi gosterilmektedir. Bu durumda, bu
immersiyonlarin tensor ¢arpimlarindan olusan 3- altmanifoldun minimal olmas: i¢in gerek ve
yeter kosul

< Gizly — Gozly,m > = 0,

< Gi3ly — Gasly,ny > = 0,

< Gl + Gaolyy +G33lyy —2G12ly,n3 > = 0

esitliklerinin saglanmasidir.

Ispat. Bir [=x® B : U x I C R?® — ES tensér carpim immersiyonunun ikinci temel formu h

olsun. Bu durumda, M bir minimal altmanifolddur gerek ve yeter sart
1
H= g(h(el,el) +h(ea,ez) +h(es,e3))

ortalama egrilik vekorii 6zdes olarak sifirdir. Lemma 5.3 gozoniine alindiginda ve (h(ej,e;) +
h(es,ez) +h(e3,e3)) € TM* oldugunda, H nin 6zdes olarak sifira esit olmas1 igin gerek ve yeter
sart 1 <i<3ic¢in

< h(ey,er)+h(ez,ez)+h(es,e3),n; >=0

dir. Yani, E® min flat konneksiyonu V diisiiniildiigiinde

<V e14Ve,e0+Vees,ng >=0.

elde edilir. < [,,n; >=0,< [,,n; >= 0,< [;;,n; >= 0 oldugu i¢in ikinci tiirev yOniinde

tiirevleri diisiinebiliriz. Bu durumda, [ nin

3
— (VIGI Y g"1)),
|G Z a(pl j; J
Laplasyanin1 kullanarak,

1
|—G|{G11 L + Gl + G331y — 2G 12l +2G 130 —2Go3 iy}
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elde ederiz. Boylece, uzun hesaplamalar sonucunda

< Gi3ly — Gosly,ng >
< G13lye — Gaslyr,np >

< Gl + Gaalyy + G33lyy —2G12lyy, 03 >

ifadelerine sahip oluruz. O halde, ispat tamamlanir.
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7. SONUC

Bilindigi gibi helis egrileri, Fraktal geometri, DNA nin yapisindaki molekiillerin dizilisi gibi
pek cok alanda kullanilmaktadir. Hatta helis egrileri gibi helis ylizeyleri ve helis hiperyiizeyleri
de ilgi cekici olmustur. Bu tez olusturulurken bu ilgi c¢ekicilik dikkate alinmis ve helis
hiperyiizeyleri ile ilgili pek cok kavram bir araya getirilmistir. Buna gore bu tezde, dncelikle
R”™ deki helis hiperyiizeyleri incelenmistir. Birim hizli diizlemsel bir egriden elde edilen helis
hiperyiizeyi icin egriliklere bakilmis, ardindan R? de verilen egrilerin Darboux catilar1 gozdniine
alinarak incelemeler yapilmis ve R” deki helis hiperyiizeylerinin Gauss doniisiimii verilmistir.
Daha sonra, Oklidyen uzaylarin helis altmanifoldlar1 calisilmis ve ardindan helis altmanifold
kavram verilerek, bu manifoldlarin carpimi incelenmistir. Ayrica, helis altmanifold-

larin yapist tekrar incelenerek regle helisler verilmis ve bunlarin minimalligi calisilmis-

tir. Son olarak da helis hiperyiizeyleri ve diizlemsel egrilerin tensor carpimlarinin karakteri-
zasyonlar1 incelenmistir. Boylece bu tez, helislerle ilgili yeni ¢aligmalara yol acabilir, farkli

karakterizasyonlar elde edilebilmesi i¢in yol gosterici olabilir.
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