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Bu g¢aligmada bulamik oOlgiimler kavrami tamtilmus, olabilirlik konusu farkh
kaynaklardan farkli yaklagimlar biraraya getirilerek etraflica incelenmis ve uygulamalarla
bu yeni kavramlarin kargilagilan problemlerdeki giigliikleri gidermeye ne sekilde yardimei

ve yararli oldugu gésterilmistir.

Girig béliimiinde bulanik §lgimlerin gerekliligi ve tarihi gelisimi aktarildiktan sonra
ikinci bolimde 6n hazirlik olarak bulamk kiimeler kavrami ve bulanik kiimelerin
ozellikleri verilfnistir. Usglincdi béliimde bulamk 6lgiimler teorisi incelenmis, olabilirlik
olgtimii ve bulanik integral tamitilmistir. Dordiincii boliim, goreceli yeni olan bu
kavramlarin yorumlanmasina, olabilirlik kavramina diger bir yaklagima, olabilirlik ve
olasilik arasindaki baglantilara ayrilmistir. Besinci ise bu yeni kavramlarin gelecekte ne
kadar onemli gorevler Ustlenecegini gosterebilmek amaciyla, gergek hayattan alinmus

problemlerin tizerine bulanik 6l¢limler ve olabilirlik ile nasil gidilebilecegi incelenmistir.
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In this work the concept of fuzzy measures is introduced, the concept of possibility is
studied by collecting different approaches from different references and it is shown how

these relatively new concepts are used to solve real world problems.

After explaining the necessity of fuzzy measures and giving the historical development
of this concept in the introduction in the second chapter of the work, fuzzy sets are
introduced and their properties are given. The third chapter is devoted to fuzzy measure
theory, possibility theory and fuzzy integral theory. In the fourth chapter the semantic of
the concepts is discussed, another approach to possibility is given and several conversions
of possibility and probability are introduced. In the fifth chapter the applications and

examples pertained with possiblity measures and fuzzy measures are introduced.
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ONSOZ

Bulanik &lgtimler ve bunlarin 6zel bir hali olan olabilirlik konularinin anlatildig bu
tezin, yeni olan bu konularla ilgili iilkemizdeki Tiirkge kaynak agigim giderecegini
umuyorum. Dogrudan uygulanabilirlii olan bu konulara iilkemizde ilgi gosterilmesi,
gelismelerin zamaninda takip edilmesi hatta geligmelere katkida bulunulmasi gabalarinm,
gelismekte olan ilkeler smifinda kabul edilen {ilkemizin arayr kapatarak bir iist sinifa

atlamasinda ¢ok 6nemli bir yer tutacag: inancindayim.

Bu tez galigmas: boyunca bilgisini ve destegini benden esirgemeyen danigman hocam

saym Dog. Dr. Mustafa DEMIRCI’ye tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRiS

Bulanik 6lgﬁm teorisinin 1970’lerde ortaya gikmasi matematiksel kavram ve teorileri
genellestirme egiliminin 6nemli bir 6rnegidir. Bu sekildeki genellestirmelerle konular daha

derin olarak incelenmekte ayrica gergek hayati modellemekteki becerilerimiz artmaktadur.

Bulanik o6lgiim teorisi de klasik olglim teorisinin bir genellestirmesidir. Klasik
teorideki toplamsallik ozelligi yerini daha zayif olan monotonluk ve siireklilik
varsayimlarina dayanmaktadir. Bir ¢ok uygulamada, bulanik 6l¢iim teorisinde toplamsallik
varsayiminin kaldiriimas: bu uygulamalarda genig ol¢iide kolaylik saglamakta ve bulanik
olglim teorisinin uygulama alammin klasik o6l¢lim teorisininkine kiyasla daha genis

olmasim saglamaktadir.

Klasik olgiim teorisine karsi ilk adimlardan birisi Choquet (1954) tarafindan
kapasiteler teorisi adi altinda atilmistir. Choquet evrensel kiimenin her alt kiimesine
karsilik bir gérg:el say1 getiren kiime fonksiyonlarini incelemigtir. Bu tiir fonksiyonlara
Choquet kapasiteleri adi verilmigtir. Cok genis bir yaklagim olmasina ragmen gogu

uygulamalarda Choquet kapasitelerinin fazla genel oldugu ortaya ¢ikmuigtir.

Dempster (1967) tarafindan toplamsal olmayan iki gesit dlglim ortaya konmus ve bu
kavramlar Shafer (1976) tarafindan tamamen gelistirilmigtir. Bu iki 6lgtimiin ilki
alttoplamsal olan usalurlik 6l¢iimii, ikincisi ise {isttoplamsal olan kami 6lglimdiir. Bu
61§ﬁmlerden bir tanesi verildiginde diger tlirden olan bir &lglim tek tiirli olarak
belirlenmektedir. Bu iki 6l¢lim birlikte Dempster-Shafer teorisi ad1 verilen teorinin temel

yap1 tagim olusturmaktadir.

Dempster’in oncii galigmasina dayanarak kani ve usalirlik 6l¢timleri alt ve iist olasilik
smirlar1 olarak yorumlanabilmektedir, boylece bu teori olasilifi aralik degerli olarak

incelemektedir. -

Toplamsal olmayan dl¢iimlere dayali diger bir teori de olabilirlik teorisi olarak bilinir
ve Zadeh (1965) tarafindan ortaya konan bulanik kiime kavramindan yola ¢ikilarak
kurulmustur. Zadeh (1978) normallestirilmis bir bulamik kiimeden hareketle olabilirlik

dagilim fonksiyonunu tanimlamstir.



Dubois ve Prade (1988) ve Klir ve Folger (1988) ¢aligmalarinda olabilirlik élgiimiiniin
sadece bulamk kimelerden yola ¢ikarak degil Dempster-Shafer teorisindeki usahirhik
olgiimiinii 6zel bir hali olarak da elde edilebilecegini gostermiglerdir.

Sugeno (1974) ise yine klasik kiimelerden bulanik kiimelere yapilan genellegtirmenin
analogu olarak klasik 6lgiimii bulamk dlgiime genellestirmis ve bunu yaparken aym sekilde
toplamsallik 6zelligini monotonluk ve siireklilik 6zellikleri ile degistirmistir. Bu yaklagimla
Sugeno (1978) bulanik integrali tanimlamigtir,

Olasihk teorisinin toplamsalthk 6zelliginin dogruluguna kars: ilging bir tez de Viertl
(1987) tarafindan ortaya atilmus ve gergekte tiim dlgiimlerin kagimimaz dlgiim hatalarindan
dolay1 bulanik Slgiimler oldugu gosterilmigtir.



2. BULANIK KUMELER

2.1. Bulanik Kiime Tamm

Siradan kiimelerde karakteristik fonksiyon evrensel kiimedeki her elemana 0 veya 1
degerini atayarak o elemanmn s6z konusu kimeye ait olup olmadigmi belirler. Bu
fonksiyon genellestirilerek belirli bir aralikta degerler almasi saglandiginda ise evrensel
kiimedeki elemanlarin s6z konusu kiimeye ait olma derecesinden s6z edilebilir. Boyle bir
fonksiyona tiyelik fonksiyonu ve bu fonksiyonun tanimladigi kiimeye de bulamk (fuzzy)
kiime denir. Uyelik fonksiyonu genellikle [0, 1] araliginda tammlanir. Burada [0, 1], 0 ve 1
dahil olmak iizere O ve 1 arasindaki reel sayilar araligim gostermektedir (Zadeh 1965).

X evrensel kiimeyi gostersin, buna gére X’in A bulanik altkiimesini tanimlayan g4

iyelik fonksiyonu genellikle agagidaki sekle sahiptir,

da : X — [0,1].

Omek olarak sifira yakin gercel sayilann iiyelik fonksiyonunu asagidaki gibi
tanimlayabiliriz:

1

pA®) = 707

Bu tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidadir.

4 2

Sekil 1.1. 0’a yakin gergel sayilarin bulanik kiimesinin tiyelik fonksiyonuna 6rnek.

Upyelik fonksiyonlan genellikle [0, 1] arahginda alinmakla beraber herhangi tam siral

veya kismi siralr kiime bu is igin kullanilabilir. Bu kiimenin elemanlarn arasindaki siralama



tiyelik derecesi olarak yorumlanabildifi stirece s6zkonusu elemanlarmn sayilardan
olugsmasmma da gerek yoktur (Wang ve Klir 1992). Bu sekilde genellestirilmis {yelik

fonksiyonlarmin gosterimi

s : X — L
seklindedir.

Burada L en azindan kismi sirali bir kiimeyi belirtmektedir. Bunun bazi uygulamalarda
kargimiza ¢ikan 6rmegi L = [0, 1] dir. Burada [0, 1]*,
[0,1]x[0,1] x ... x [0,1]

n tane

kartezyen ¢arpumimun kisa g6sterimidir. [0, 1] kiimesi tam sirali olmasina ragmen [0, 1]”
kiimesi sadece kismi siralidir. Omnek olarak V(ai,b1),(az2,b2) € [0,1]2 2 a1 > az ve
b1 < by i¢in (ai,b1),(az,b2) dogal siralama bagintimiz ile kargilagtirilamaz. Aksi

belirtilmedikge galiyma boyunca L = [0, 1] alinacaktir.

2.2. Bulanik Kiimelerin Gosterimi

X = {x1,x2,...xny sonlu bir kiime, 4, X’in bir bulanik altkiimesi olsun ve u; ise x; nin
A’ya iyelik derecesini gostersin. Bu durumda 4 bulanik kiimesinin gésterimi

A = pifx1+ gafxa + ... + fa/xp

seklindedir. ‘Bu gosterimde / isareti tyelik derecesi ile s6z konusu elemani birbiriyle
iligkilendirmek + isareti ise cebirsel toplam anlaminda degil iyelik dereceleri ile
ilintilenmis elemanlarin  birlikte bulamk kiimeyi tamimladiklarim belirtmek igin
kullanilmgtir. G6zden kagirilmamas: gereken bir nokta da evrensel kiimede olup da soz

konusu bulanik kiimede iiyelik derecesi 0 olan dolayisiyla bulamk kiimeye ait olmayan

elemanlann belirtilmesinin yanlig olmamakla beraber gereksiz oldugudur.

4 bulanik kiimesi sonlu ve sayilabilir bir evrensel kiimede tanimli ise bu gdsterim

n
A =Z ,u,-/xg
i=1

seklini, X evrénsel kiimemiz bir gergel say1 aralig1 ise benzer olarak,



A= [ patl

seklini alir.

2.3. Bulanik Kiimelerde Temel Kavramlar

Izleyen tamimlar agagidaki bulanik kiime dmnegi ile agiklanacaktir. insanlarin yasindan

segilmis siradan evrensel kiimemiz,
X = {5,10,20, 30,40, 50,60,70,80},
ve bunlarin arasindan geng sayilabilecekleri belirten bulanik kiimemiz,

geng= {1/5 + 1/10 + .8/20 + .5/30 +.2/40 + .1/50 + 0/60 + 0/70 + 0/80}, (Ugenc € [0,1])

olsun.

Tamm 2.3.1. X evrensel kiimesindeki 4 bulanik kiimesinin dayanag: X’in 4 igerisinde

iiyelik derecesi 0 dan farkli olan tiim elemanlarindan olusan siradan kiimedir. Boylece,

P(X) X’in tiim siradan altkiimelerinin ailesini (kuvvet kiimesini) ve 73(X) Xin tiim bulanik

altkiimelerinin ailesini géstermek tizere, X teki bulanik kiimelerin dayanagi,
supp:P(X) — PX),
fonksiyonundan elde edilir, dyle ki supp fonksiyonu,
VA eP (X), suppd = {x € X : us(x) > 0},
seklinde tanimlanir ve supp(4)’ya 4’min dayanag: denir.

Bu durumda yukarida tanmimladigimiz geng¢ bulanik kiimesinin dayanagi,
supp(gen¢) = {5,10,20,30,40,50},

siradan kiimesidir. Bog bulanik kiimelerin dayanagt bos kiimedir.

Tanim 2.3.2. 4, X evrensel kiimesinin bir bulanik altkiimesi olmak iizere A’nin yiiksekligi
(beight),
hght(4) = supsex pa(x),

reel sayisi ile verilir.



Tamm 2.3.3. Bir bulanik kitmenin en az bir elemam 1 iiyelik derecesine sahipse bu
bulanik kiimeye normaldir denir. Diger bir deyisle, 4, X’in bir bulanik altkiimesi olmak

lizere,

dx € 4 3 u4s(x) = 1 © A normaldir.

Tamm 2.3.4. X evrensel kiimesinde tanimli 4 bulanik kiimesinin a-kesimi, 4, ile

gosterilen ve agagidaki gibi tamimlanan siradan kiimedir.

Ao ={xeX: pi(x) = a}

Yukanidaki 6rnekte tanimlanan geng¢ bulanik kiimesinin yiiksekligi 1 dir, normaldir ve

a = .8 i¢in a-kesimi,

gen¢s = {5,10,20}
dir.
2.4. Bulamk Kiimelerde islemler
X evrensel kiime, 4 ve B, X’in bulamk altkiimeleri olsun.

Tanim 2.4.1.
Vx € X, pa(x) < up(x) < A < B,

A, B’nin altkiimesidir denir.

Tanmm 2.4.2.
Vx e X, pa(x) = up(x) © A =B,

A, B’ye esittir denir.

Tanim 2.4.3.
dx € X 5 pg(x) + up(x) © 4 + B,

4,B’ye esit degildir denir.

Tamm 2.4.4.
ACS B, A+B o A cCB,

A,B’nin has altktimesidir denir.



Tamm 2.4.5

A’nin tiimleyeni 4 ile gosterilir ve iiyelik fonksiyonu,
Vx e X, uz(x) = 1— s (x)
esitligi ile tammlanir.
Tamm 2.4.6. A ve B bulanik kiimelerinin bilesimi 4 U B seklinde gosterilen ve tiyelik
fonksiyonu,
Vx € X, payp(x) = max[pa(x), pus(x)].
seklinde tanimlanan X in bulanik altkiimesidir. Bu tamimdan kolayca goriiliiyor ki 4 ve B

bulanik kiimeleri 4 U B bulanmik kiimesinin alt kiimeleridir béylece siradan kiimelerin bu
6zelligi bulanik kiimelerde de korunmaktadir.

Tanim 2.4.7. A ve B bulamik kiimelerinin kesisimi 4 N B seklinde gosterilen ve iiyelik
fonksiyonu,

Vx € X, pans(x) = min[pa(x), us(x)],

seklinde tanimlanan X’in bulanik altkiimesidir.Yine siradan kiimelerin 6zelligine paralel

olarak 4 N B bulanik kiimesinin 4 ve B bulanik kiimelerinin alt kiimesi oldugu gériiliiyor.

Tamm 2.4.8. Siradan kiimelerin matematiksel kavramlarini bulanik kiimelere genellestiren
bir diger temel prensip ise genisleme prensibidir. X’in sonlu oldugu durumu ele alarak
agiklayacak o.Iursak, genigleme prensibi, X siradan kiimesinin x1,x3, ...,X, noktalarmm diger
bir siradan kiime Y’ye gétiiren herhangi bir f/ fonksiyonunu X"in bir bulanik altkiimesinden

Y’nin bir bulanik altkiimesine gétiirecek sekilde genellestirme igini goriir. Formal olarak,
X = {x1,x2,...xn} sonlu bir kiime,
f: X — Ybir fonksiyon,

‘Ae 73(X),A = pi/x1 + pa/xz + ... + pu/xn olsun,

genisleme prensibi,



SUA) = flufxr + palxa + ... + alxs)
= pflen) + palfixz) + ...+ palfTxn),
seklinde tanimlanir. Ek olarak,
x,x2, Xt € X(k22) fIx1))=fn)=...=flxr) =ye ¥V >
Bray = max{p (x1), pa(x2), ..., paxi)l,
ayrica f fonk;iyonu Orten degilse,
VxelX, fx)#yeY = ugy(y) =0.
Son olarak f fonksiyonu,

fiXixXox..xXy—Y, fix,x2,0%0) =y, yeY

seklinde verilsin ve 41,43, ...,4,, sirasiyla X1,X>, ..., X, in bulamk altkiimeleri olsunlar, bu

durumda,
Bfids Aoty = MDA, (1), oty (X2), oo, B (En)],
olarak tanimlanir.
Ornek 2.4.1. Son prensibin uygulamgmma 6rnek olarak X = {a,b,c}, X2 = {x,y} ve

Y= {p,q,r} olmak ilizere f: X1 x X, — Y fonksiyonu asagidaki matrisle tammlanig

olsun;

a Y4
b q r
c rp

A1, X1 tlizerinde ve 43, X; lizerinde tanimli bulanik kiimeler olsunlar 6yle ki,

A1 = 3la+ .9/b+ .5/c, Ay = S/x+ 1/y.

Genisleme prensibi kullanilarak p,q,7’nin B = fl4,47) e’ﬁ(Y) bulanik kiimesindeki
tiyelik dereceleri agagidaki gibi hesaplanabilir:

. u3(p) = max[min(.3,.5), min(.3,1), min(.5,1)] = .5,

u18(q) = max[min(.9,.5)] =.5,



us(r) = max[min(.5,.5), min(.9,1)] = .9.

Bdylece genisleme prensibi ile,
B = f41,42) = Slp+ Slq + .9/,

bulunur.



3. BULANIK OLCUMLER, OLABILIRLIK ve BULANIK INTEGRAL

3.1. Bulamk 619iimler

Giinliik hayatimizda kargilagtigimiz problemlerin ¢6ziimiinde klasik Slgiimler bazen
yetersiz kalmaktadirlar Bulanik 6Slgtimler, klasik Slgiimlerin aksiyomlarinin zayiflatilarak
genellestirilmesiyle elde edilirler ve boylece klasik olglimleri de kapsarlar. Béylece
bulamk dl¢iimler konusunda yapilan galigmalarla daha énce agamadigimiz bazi problemler
asilmaya baglanmis, insanoglunun problemleri matematiksel modelleme yontemiyle
gozmesinde &nemli yeni adimmlar atilmigtir. Bu agidan bakildiinda bulanik &lgiimler
ozellikle yapay zekacilarm ve uzman sistemcilerin 6nem vererek tizerinde durduklar

konulardan birisidir.
Calisma boyﬁnca aksi belirtilmedikce asagidaki kabullere sadik kalacagiz:
X bos olmayan bir kiime, J X’in bog olmayan bir altkiimeler ailesi ve g : ) — [0,00]

negatif olmayan, gergel degerli bir kiime fonksiyonu olsun,

sup {x : x € [0,0]} =0,

xe

inf{x:xe[0,1]} =1,
xed
Oxwo=0x0=0,

| S
’35'_0’

w—o0 = 0,

Za; = 0,

ich
Oyle ki {a;}bir gergel sayilar dizisidir.

Tamm 3.1.1. X bos olmayan bir kiime, J X’in bos olmayan bir altkiimeler ailesi ve
asafidaki ozellikleri saglayan u: Y — [0,00] negatif olmayan, gercel degerli bir kiime

fonksiyonuna X-iizerinde bir bulanik 6lgtim denir:

10



(BO1) @ e Y= ul@ = 0 (bos kiimede yok olma);

(BO2) EFeYveE cF = pu(E) < p(F) (monotonluk);

BO3) {E}cCVE cEc.,ve |JE.eY=lim uE,) = w(UJE»)  (alttan
n=1 n n=1

siireklilik);

BO4) ({E.}cVE DE;>.,ve [)EncY=lim uE,) = w((Ex) (iistten
n=1 n n=1
siireklilik).

4 bu kogullardan sadece (BO1), (BO2) ve (BO3)’ii sagladiginda alt yar siirekli bulanik
6lgiim, sadece (BO1), (BO2) ve (BO4) il sagladiginda ise iist yart siirekli bulanik 6lgiim
adm alir. Bu iki tip 6lgiime kisaca yari siirekli bulanik 6l¢tim denir. Eger X € ) ve

p(X) = 1ise bu u Slgiimiine diizenlidir denir.

Bulanik 6lgiimiin aksiyomlar klasik 6lgiimiinkilerle karsilagtinldiginda toplamsallik
kosulunun kalktigim goriiyoruz. Bu yiizden bulanik dlgiimlere toplamsal olmayan 6lgiimler
de denilebilir.Gézden kagirilmamasi gereken bir nokta da Y altkiimeler ailemizin sonlu

sayida elemam bulundugunda 3. ve 4. sartlarin kendiliginden saglandiklaridir.
3.2. Olabilirlik
3.2.1. Kam (belief) ve usalirlik (plausibility) dl¢iimleri.

Bu bdliimde, kam1 ve usalirlik 6lgtimii ad1 verilen 6zel yar siirekli bulamk 8lgiimler

sunulacak ve bu 6zel bulanik Sl¢timler arasindaki bazi temel iligkiler incelenecektir.

Tamm 3.2.1. P(P(X)),P(X)’in kuvvet kiimesini géstersin. Eger p, P(P(X)) lizerinde
taniml ve p({#}) = O sartin1 saglayan bir ayrik olasilik l¢iimii ise

m : P(X) — [0,1], VE € P(X) igin m(E) = p({E}),

olacak sekilde tammlanan m kiime fonksiyonuna P(X) lizerinde basit olasilik atamasi

denir.

Teorem 3.2.1. m : P(X) — [0, 1] kiime fonksiyonunun basit olasilik atamasi olabilmesi

i¢in gerekli ve yeterli kogullar agagidadir.

11



(1) - m(@) =0,
) .Y, m(E) = 1.

EeP(X)

Ispat. iki kosulun gerekliligi Tanim 3.2.1.’den dogrudan goriilityiir. Iki kogulun yeterliligi
i¢in,

Dp=AE:-L <mE)<s L}y, n=12,..,

olarak tanimlanirsa, tiim D, lerin birer sonlu sinif oldugu asagidaki sekilde gosterilebilir:

Dy = {E : 7 < m(E) < L} sonlu olmayan bir stmf olsun,

Zm(E)ZZ k-ll-l = kil Zla

EeDy EeDy EeD,

Dy sonlu olmadifindan Y 1 sonlu degildir bu nedenle,
EeDy

> m(E) > 1

EeDy

buise DY, m(E) = 1 kosuluyla gelisir. Boylece,
EeP(X)

D=G'D,,={E:m(E)>O}
n=1

sayilabilir bir.simf olusturur. S~ = {{E} : E € PX)} U {@} bir yarthalkadr.

m(E), E € Dise

VE € P(X), p({E}) = { 0, aksi halde ’

ve p({0}) = 0 olarak tanimlanirsa, p, S~ iizerinde bir olasihik 8l¢iimii olur. p tek tiirlii

olarak P(P(X)) iizerinde bir ayrik olasilik 6lgiimiine asagidaki sekilde genisletilebilir,
p(€) = 2 p({E}),VE € P(P(X)).

Ee€

Tamm 3.2.2. m, P(X) lizerinde bir basit olasilik atamas1 olsun bu durumda,

Bel(E) = X m(F),VE € P(X)
FeE

olarak tamimlanan Bel: P(X) — [0,1] kiime fonksiyonuna X itzerinde bir kan: Slgiimii

(belief measure) denir.

12



|E], bostan farkl sayilabilir £ kiimesinin kardinalitesini gdstersin.

Lemma 3.2.1. Eger E bogtan farklt sonlu bir kiime ise,

DR =0,
FcE

Ispat. E = {x,,...,x,} olsun bu durumda,
{IFl: F c E} ={0,1,...,n}

ve

KF: R =i=("),i=01..,n
Boylece,

TR = () = a-1yr =0,
FCE =)

Lemma 3.2.2. Eger E sonlu bir kiime ve F & E ise,

T “he=o.

FEGCE
Ispat. E — Fbostan farkh sonlu bir kimmedir. Lemma 3.2.1. yardimuyla,
T (1= 3 (DAR = ()R T ()P =0,

FcGcE DcE-F DcE-F

Lemma 3.2.3. X sonlu bir kiime, v ve 2 P(X) iizerinde tamimh sonlu kiime fonksiyonlar
olsunlar, bu durumda,

ME) = 3 v(F), VEe P(X) & 1)
o
WE) = 3 (-1)FFAF), VE e P(X). )
FcE
Ispat. (1) dogruysa,

2 EDFRAE) = (-1)F 3 (-DFAE
B FCE

)
-ay | yrs v(G)}
FcE_ GcF

NN CD) (—1)9‘1]
GCEL

GoFcE

13



= (=1)Fw(E)(-1)¥!
= v(E).
Tersine (2) dogruysa,

2 V) = 2. 2 (-DFIAG)
FCE GoF

FcE
-3 veuo 3 o |
GcE GcFcE

= (-1)FAE)(-1)"
= ME).
Teorem 3.2.2. Eger Bel, X iizerinde bir kam $l¢iimii ise,
(BM1) Bel(@) = 0;

(BM2) Bel(X) = 1;

(BM3)Bél(QEi)2 3 (—1)W+‘Bel(gEs),

Ic{l,..n} 1B

(BM4) Bel iistten stireklidir.

Ispat. Teorem 3.2.1. ve Tamm 3.2.2.’den (BM1) ve (BM2)’nin dogru oldugu kolayca
gorilebilir. (BM3)’tin dogru oldugunu gérmek igin herhangi bir sonlu {E,...,E,} altsinifi

alalim ve
VFePX), IF)={i:1<i<nFcCE;}
olsun. Lemma 3.2.1.% kullanarak,

(—l)m+1Bel(gE,~)= D IS L SATd 2

Ic{1,.. 0} 020 Ie{1,...n} I Fcni < Bt

- ¥ [m(m > (—l)lﬂﬂ}

K(F)y4 IcI(F) I+

14



B 1%:#6[”1(}7)(1 —ICZI(:F)(—I)M) :l

= 3 mE
K(F)=p

= X mbp

FcEbaa 'ler igin

< X mF)
FCU;;IEg

= Bel(QE,-)

(BM4) igin {E;} terimleri P(X)’te olan azalan bir kiimeler dizisi ve (E: = E olsun.
i=1
Teorem 3.2.1’den F' ¢ {D,} oldugunda m(F) = 0 olacak sekilde sayilabilir {D,} < P(X)
smifimin var oldugunu biliyoruz.

Ve > 0,3n0 3 Y m(D,) < &.

n>nop

" VDp, n < no, Dy & E = 3i(n) 2 Dy & Eypy..
io = max(i( i),...,i(n)) olarak segersek,
Vn<noy, Dy € E =D, & E;.
Boylece,

Bel(E) = ¥ m(F)
FcE

= Z m(Dy)

DncE

> Y, m(Dy)

DnCE,nsng

- Z m(Dy)

DnCEiO:”S'IO

> 3., m(Dn)~ 3 m(D)

D,,c:E,0 n>ng

15



> Y mF)—¢

FCE}O
— Bel(E,,) —&.

i=1,2,.., i¢cin Bel(E) < Bel(E;) oldugunu ve (Bel(E;)) dizisinin i’ye bagh olarak azalan
oldugunu gozoéniinde bulundurarak,

Bel(E) = lim; BGI(E;’),
yazar ve ispati tamamlariz.
Teorem 3.2.3. Her kam 6lgiimii monoton ve iisttoplamsaldir.

Ispat. E,,E; < Xve E; N E2 = 0 olsun,

Bel(E; U E3) = Bel(E;) + Bel(E,) — Bel(E; NEy)
=Bel(E;) + Bel(E;) >Bel(E;).
Bu egitsizlikten Bel’in monoton ve iisttoplamsal oldugu kolayca gériliiyor.

Teorem 3.2.2. ve Teorem 3.2.3.’den kam olgiimiiniin Gstten yansirekli bir bulamk

ol¢iim oldugunu goriyoruz.

Sonlu bir uzayda basit olasilik atamasm tek tiirlii belirledii kam 6lglimii cinsinden ifade
edebiliriz.

Teorem 3.2.4. X sonlu olsun. Eger bir 4 : P(X) — [0, 1] kiime fonksiyonu,
(1) (@ = 0;
@) pX) =X,

3) y(gE,) > ¥ (—I)m“’p(gE;), V sonlu {E,,...,Ex} < PO

Ic{l,....n},
sartlarim saghyorsa agagidaki gibi belirlenen m kiime fonksiyonu
VE € PX), m(E) = EE(—I)'E‘”LI(F) G)
bir basit olasilik atamasidir, ve u m’den indirgenen kam 6lgiimiinden bagka blrsey degildir

BRULY
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yani,

u(E) =Bel(E) = X m(F),

FcE

Ispat. Once m(@)’ya bakalim.

m(@) = 3 (-DPu(F) = p(@) = o.
Fcp

Lemma 3.2.3. ve (1)’den,

> m(E) = u(x) = 1.

EcX

m’nin basit olasilik atamas: oldugunu ispatlamak i'gin her £ < X igin m(E) > 0 oldugunu
gostermeliyiz. Gergekten de X sonlu oldugundan £ de sonludur ve E = {xi,...,x,} olarak

yazilabilir, bu durmda,
Ei =E—{x,~} :>E=UE1',
=1

m(E) = ¥ (-1)EFu(F)
FcE

-uB-_F o E)
{1} FB el

o) 2, )

I{1,..n} I
>0.

Son egitsizlik dogrudan Lemma 3.2.3.’{in bir sonucudur.

Tamm 3.2.3. m, P(X) iizerinde bir basit olasilik atamasi ise

VE € P(X), PUE) = Y m(F)
FNE+D

seklinde belirlenen Pl: P(X) — [0, 1] kiime fonksiyonuna X {izerinde (m’den tiiretilen) bir

usalirlik 6lciimii (plausibility measure) denir.

17



Teorem 3.2.5. Eger Bel ve Pl aym basit olasilik atamasindan tiiretilen kan1 ve usalirlik

Sl¢timleri ise her £ ¢ X i¢in asafidaki 6zellikler vardir:
i. Bel(F) = 1 - PI(E)
ii. Bel(E) <PI(E).

Ispat.i.
Bel(E) = > m(F)
FCE

= 2. m(F) - 3 m(F)
Fcx FgE

=1- 3 m(F)
FNE+f
= 1-PI(E).

ii.£, F < X olmak iizere,

A={F:F cE}yveB={F:FNE # @} olarak tanimlansin. Bu durumda,

AcCB

oldugu agiktir. |
Bel(E) = 3 m(F) = Y m(F),
FCE FeA

ve

PIE) = Y, m(F) = ) m(F),
FE#

FeB

olarak tammlandigindan ve m negatif degerler almayan bir fonksiyon oldugundan,

Bel(E) < PI(E),
oldugu goriiliir.
Teorem 3.2.6.P1, X {izerinde bir usalirlik 6lgiimii ise,

(PM1) PI(8) = 0;

18



(PM2) PI(X) = 1;

(PM3) PI(QE,-) < X (——l)i"“Pl(UE,-), V sonlu {E1, ... En} < P(X)

Ic{l,.n} FtB iel

(PM4) P1 alttan siireklidir.

Ispat. Teorem 3.2.2. ve Teorem 3.2.5.’den (PM1), (PM2) ve (PM4) dogrudan ¢ikar. (PM3)

i¢in Lemma 3.2.1.%i kullanarak

PI(QE;) = I—Bel(ir:]E,-)

=1 —Bel(UE—,-)
: Pt

<1- (-—I)Vl“Bel(QIE_‘,-)

I,y D

T (—l)lll“-l—Bel(QlE)j

{1} 0 F

> (-1)lﬂ+1:1-Be1(U‘E‘,-):

Ie{1,.ny

3 (-—l)m“‘Pl(‘LEJIE,-).~

Ic{l,..n}, 0+
Teorem 3.2.7. Her usalirlik 6l¢iimii monoton ve alttoplamsaldir.

Ispat. E c FcX oldugunda F < E < Xolur. Teorem 3.2.3. ve teorem 3.2.5.’den,
PI(E) = 1 -Bel(E) < 1 - Bel(F) =PI(F).

Alttoplamsallify gérmek i¢in £, E; € Xise
. 0 <PI(E1NEy)

<PUE}) + PI(EZ) — PI(E1 U E3).
Buradanda

PI(E| U E2) <PI(E1) + PI(ER).

19



Artik Teorem 3.2.6. ve Teorem 3.2.7.°den usalilik 6lgtimiiniin alttan yarstirekli

bulanik dl¢iim oldugunu gériiyoruz.

Teorem 3.2.8. (X,’P(X)) iizerindeki her p ayrik olasilik dlgiimii, kam aym zamanda da
usalirhk Olgiimiidiir, karsilik gelen basit olasilik atamasi P(X)’in tekilleri {izerinde
odaklanir. Tersine, m P(X)’in tekilleri lizerinde odaklanan basit olasilik atamasi ise bu
m’den tiiretilen kam ve usalirlik Slgiimleri gakiirlar ve X tizerinde bir aynk olasilik

6lgtimi olugtururlar.

Ispat. p ayrik olasilik 6lgiimii oldugundan dolayr sayilabilir {x1,x2,...,Xn,...} € X vardir
Gyle ki

o0

2op({xi}) =1

=1

p(E), i3 E = {x;} ise

VE € P(X), m(E) =
@) &) {O, aksi halde

olarak tanimlanirsa m basit olasilik atamasi olur ve

VE € P(X), p(E) =2 p({xi}) =2 mF)= 3 m(F)

xieE FcE FNE+8

oldugundan p hem kam hem de usalirlik Sl¢iimii olur. Tersine m basit olasilik atamasi

sadece P(X)’in ﬁgkilleri tizerinde odaklaniyorsa,

VE € PX), Bel(E) = ¥ m(F) = Xm({x}) = X m(F) =PIE).
FcE xekE FNE+}

Baylece Bel ile Pl ¢akigir ve sonug olarak X {izerinde ayrik olasilik Sl¢iimii olustururlar.

Teorem 3.2.9. Bel ve Pl bir m basit olasilik atamasindan tiiretilen kani ve usalirlik

Olgtimleri olsunlar. Bel ve Pl ¢akigiyorsa m sadece tekiller iizerinde odaklanir.

Ispat. P(X)’in tekili olmayan m(E) > 0 olacak sekilde bir £ € P(X) bulunuyorsa,
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Vx € E, Bel({x}) =m({x}) <m({x}) +mE)< ¥ m(F) =PI{xp).

FN{x}=+f

Bu esitsizlik Bel ile PI’nin ¢akistif1 varsayimu ile geligir.
3.2.2. Olabilirlik (possibility) ve gereklilik (necessity) dl¢iimleri.

Tamm 3.2.4. T herhangi bir damga kiimesi olsun, )’nin, bilesimi yine )’de olan her
{E; : t € T} altsmufi igin,

U (U E ,) =sup u(E;) < p Y iizerinde bulanik toplamsaldir (f - toplamsaldir) denir.
&l teT

Y sonlu bir sinif oldugunda p’niin /- toplamsallig asagidaki daha basit kosula baglidir,

Ey, E>, ELUE; € Y, p(E1 UE3) = u(Er1) V i(E3).

Tanmm 3.2.5, y, Y iizerinde genellestirimis olabilirlik olciimiidiir ancak ve ancak Y

tizerinde /- toplamsal ve u(E) < « olacak gekilde bir £ € ) var ise.
Genellestirilmis olabilirlik 6lgiimii genellikle 7 ile gdsterilir.

Tanim 3.2.6. 7, X lizerinde taniml: bir genellestirilmig olabilirlik l¢iimii ise
vxeX, flx)=n({x})
seklinde tanimlanan f fonksiyonuna X iizerinde olabilirlik yoguniuk fonksiyonu denir.

Teorem 3.2.10. Y iizerinde her 7 genellestirilmis olabilirlik fonksiyonu ) iizerinde bir

alttan yanstirekli bulanik 6l¢iimdiir.

ispat.
T=0= JE = 0vesuperu(E,) = 0,
teT
oldugundan,
BeyYy=rn@) =0,
dur.
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Monotonluga gelince E, F € Y, E c Fise ftoplamsalli kullanarak,
x(F) = x(EUF) = n(E) V n(F) = n(E).

Son olarak da 7 alttan sireklidir, ¢iinkii {E,},) nin elemanlarindan ve bilegimleri de yine
Y de olan bir azalan dizi ise supremum tammindan,

Ve >0, 3ne 3 w(E,) >sup #(E,) —€ = n(E) —&.

z’nin monotonlugunu gozéniinde bulundurarak biliyoruz ki

lim z(E,) = n(E).

Tamm 3.2.7. Diizenli bir genellestirilmis olabilirlik 6l¢tmiine olabilirlik élgiimii denir.

Teorem 3.2.11. fherhangi bir z olabilirlik 6l¢imiiniin yogunluk fonksiyonu oldugunda
sup fix) = 1. @
xeX

Tersine f: X — [0,1] fonksiyonu (3)’i sagliyorsa f tek tiirlii bir z olabilirlik 6l¢imiini
belirler ve f, z’nin yogunluk fonksiyonudur.

ispat. Tamm 3.2.4. den dolay1

sup fix) =sup z({x})
xeX xeX

-+(yw)

Tersine,
VE € PX), =n(E) =sup flx)
xekE

olarak alirsak, 7 bir olabilirlik dlgiimiidiir ve

n({x}) =sup fx) =fx).
xe{x}
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Benzer bir sonug genellestirilmis olabilirlik Slgtimleri igin de su sekilde verilebilir:
Herhangi bir f: X — [0,0) fonksiyonu P(X) iizerinde bir = genellegtirilmis olabilirlik
olgtimiinii tek tiirlii olarak agagidaki gibi belirler,

VE € P(X), =(E) =sup f(x).
xcE

Tammm 3.2.8. Igige kiimeler smfina (kiimelerdeki kapsama bagtisiyla tam siral1) odakh

bir basit olasilik atamasina uyumlu denir.

Teorem 3.2.12. X sonlu oldufunda iizerinde tanimli herhangi bir olabilirlik Sl¢timii bir
usalirhk Slgtimiidiir ve kargilik gelen basit olasilik atamasi uyumludur. Tersine uyumlu

basit olasilik atamasindan tiiretilen usalirlik 6lgiimii bir olabilirlik Slgtimiidiir.

Ispat. X = {xi,...,x,} ve 7= bir olabilirlik Slgiimii olsun. Asagdaki esitligin dogru

oldugunu varsayabiliriz.
1=n({x1}) 2a({x2}) = ... 2 w({xa}).
P(X) iizerinde bir m kiime fonksiyonu,

x({xi}) —n({xim1}), E=Fi,i=1,.,n-1lise
m(E) = w({xn}), E = F,ise
0, diger hallerde,

oyle ki F1 = {x1,...,xi}, i=1,..,n olacak sekilde tanimlansin. Bu durumda m igige
kiimeler sinifi olan {F,...,F,} iizerinde odaklanmus bir basit olasilik atamasidir. Bu basit
olasilik atamasindan tiiretilen usalirhik 6lgtimii de 7 den baska birsey degildir. Tersine m
bir basit olasilik atamasi olsun ve F; < Fp C ...  F¢’y1 saglayan bir {F,...,F} igice
kiimeler simifina odakli olsun, Pl de m’den tiiretilen usalirlik Ol¢iimii olsun. Her

E,E; € P(X) igin
Jo=min{j : F;N(E1UE2) + 0}

veE
Jo=min{j : F;NE; # @y, i=1,2

olarak tanimlansin. Bu durumda,
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PEIUE?) = 2,  m(F)
FiN(E\UE2)+8

- Zm(F)

2o

_ z‘mwj)]v zma«"j)]

201 202

=[ 2 m(Fj)}V[ 2 m(Ff)J
FNE D FiNE,#8

=PI(E1) V PI(E2).

Buradan da PI'nin Tamim 3.2.5. deki sarti sagladigi goriildiigiinden Pl bir olabilirlik

Olglimiidiir.

X sonlu olmadi@1 zaman P(X) iizerinde bir olabilirlik Sl¢iimii X sayilabilir olsa bile bir

usalirlik §l¢timii olmayabilir.
Ornek X, [0, 1] araligindaki tiim rasyonellerden olugsun ve her x € X igin f{x) = x olsun.
P(X) iizerinde #n’yi asagidaki gibi tanimlarsak

VE € PX),x(E) =sup flx),

xek

7, P(X) tizerinde bir olabilirlik 6l¢timiidiir ancak bir usalirlik ¢l¢iimii degildir.

Tamm 3.2.9. rr, P(X) tizerinde bir olabilirlik dl¢limii ise duali olan
VE € P(X), n(E) = 1 - n(E)

seklindeki # kiime fonksiyonuna P(X) lizerinde bir gereklilik ol¢iimii (veya uyumlu kani
Jfonksiyonu)denir.

Teorem 3.2.13. T herhangi bir damga kiimesi ve n(#) = 0 olsun. Bir »n : P(X) — [0,1]

fonksiyonunun gereklilik 6l¢iimii olmas: igin gerek ve yeter kosul sudur:

V{E:: t e T} < PX), n(ﬂE,) =inf n(E,).

el teT

Ispat. Tanim 3.2.7. ve Tanim 3.2.9.’dan kolayca goriiliir.

piepyareeTiM KUROLS

18
24



Teorem 3.2.14. Her gereklilik 6lgimi distten yansirekli bir bulanik élgiimdir ve X sonlu
oldugunda her gereklilik dl¢iimii kam Slgiiminin 6zel bir dmegidir ve karsiik gelen basit
olasihk atamast uyumludur.

Ispat. Tamm 3.2.9., Teorem 3.2.5. ve Teorem 3.2.12’den dogrudan goritliir.

3.3. Bulamk integral

Bu bolimde (X, F) olgulebilir bir uzay, pg : F — [0,00] bir bulanik dlgiim, F de X
iizerinde tanmmb tim negatif olmayan sonlu fonkisyonlarm smifim1 gdstersin. Verilen
herhangi bir fe F igin F, ve F,+ ise sirasiyla £nin @ ve kesin a kesmelerini gostersin.

Ayrica,

mfj(x) = o0
xefl

oldugunu kabul edelim.

Tanm 3.3.1. A € F ve f € F olsun. fnin A \zerinde p’ye gére bulanik integrali (Sugeno
Integrali) §A fdu ile gsterilir ve agagidaki gibi tammlanir (Sugeno, 1974).

§ fdu=sup [aApANFa)l

ae[0,2]

A = Xoldugunda §  fdp bulamk integrali kisaca §f dp: geklinde gosterilir.

Ozel halde X = (—oo0,), F, Borel Cebiri B, u, Lebesgue élgimii ve f: X — [0,)
unimodal strekli fonksiyon olarak se¢ildifinde geometrik olarak ff duy, fix) egnsi ile
x-ekseni arasinda kalan en biiyiik karenin kenar uzunluguna esittir (bkz. sekil 3.1.).
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{fdu
l<—l'—Fa—N —»

Sekil 3.1. Ozel sartlar altinda bulanik integralin geometrik yorumu.

Asagida verilen bulanik integralin temel &zelliklerinde 4,B € F ve fi, f2, f€ F
oldugu kabul edilecektir.

()VfeF, p(d) =0 = §Afd,u =0.

@, fdu=0= pAnLx:fix) >0}) =0.

@Vfisfhr=§ fidu<§ frdu.

(4)§ fdu = §£.%4 du, yleki X4, 4'mn Karakieristik fonksiyonudur.
(5) Va e [0,), §A adu = a A u(A4).

6)Va e [0,0), § (f+a)du<§ fau+§ adu.

(NBcA=§ faus<§ fdu

®)§,(i VA= fiduV§ fdp.

O 4,1 Af2)dp < § fi du A fo d.

(10§, fdu=>§, fauv§ fdu.

1n¢, S <$ fdung fau.

Bu 6zelliklerin ispatlari (Wang ve Klir 1992)’te verilmistir.
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4. OLABILIRLIGIN YORUMLANMASI ve FARKLI YAKLASIMLAR

Bundan o6nceki boliimde olabilirlik oOlgimiinii kurmak igin bir basit olabilirlik
atamasindan nasil yola ¢ikildigim gordiik. Bu yaklagim Dempster’a aittir. Bulamk kimeleri
bugiinkii yaygmn gekliyle tammlayan LA Zadeh ise olabilirlik 6lgimimin bir bulamk
kiimeden harcketle de kurulabilecegini gostermigtir (Zadeh 1978).

4.1. Olabilirlik-Olasihk Uyumlulugu Prensibi

Dimyammzda iletigin alanindaki hizh ilerlemeler, bilginin kodlanmasi, iletilmesi ve
alinmasinda istatistiksel yaklagmmin biyik katkilaryla gergeklegmigtir. Béylece bilginin
dogasinin istatistiksel oldufu ve bu yiizden olasihk teorisinin araglanyla incelenmesi
gerektigi yaygin bir goriig haline gelmistirr Son yillarda ortaya ¢ikan bazi 6nemli
uygulamalarda ise bilginin iletilmesinden ¢ok bilginin anlamm 6n plana gikmugtir. Bu tip
uygulamalarda énemli olan sorulara, veri tabanindaki bilgilere dayanarak cevaplar
verebilmektir. Bu en g¢ok tibbi teghis, robotik, dogal dil islenmesi, konusma ve desen
algilanmasi, belirsizlik altinda karar verme, ender olaylanm ¢oziimleme gibi alanlarda
karsimiza gikmaktadir. Bu agidan bakildiginda Zadeh’in bu bolimdeki tezine gére ¢ahgma
alanimz bilginin igerigiyle ilgili ise bilgi ¢oziimlenmesi igin olasilik teorisinden gok olabilirlik
teorisi olarak adlandirabilecefimiz analogunun araglanna ihtiyacimiz vardir. Bu is i¢in de
bulamk kiimeler teorisinin matematik altyapisi olabilirlik teorisi i¢in gerekli temeli saglar ve
olgiim teorisinin olasilik teorisi i¢in oynadifi rolim benzerini dstlenir. Asafida detaylan ile
verilecegi lizere bu perspektiften bakarak bir bulamk kisittams olabilirlik dagihm olarak
yorumlanabilir; dyle ki kisitlamgin iyelik fonksiyonu olabilirlik dagilim fonksiyonu gérevini
gorir. Bu durumda bir bulanik degisken bir olabilirlik dagilim fonksiyonu ile aynen bir rassal
degiskenin olasihik dagihm fonksiyonu ile iligkilendirildigi gibi iligkilendirilmig olur. Ikisi
arasindaki bag da (zayif da olsa) olabilirlik-olasilik uyumlulugu prensibi ile ifade edilebilir.
4.1.1. Olabilirlik dagitum

Bu béliimde olabilirlik dagihimm kavrammm bulamik lkasitlanig kavram (Zadeh 1975)
cinsinden ifade edecegiz.
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U evrensel kiimeyi ve X, U iizerinde deZerler alan bir degigkeni gostersin.

X=uuclU
ifadesi X’e u degerinin atandifim belirtsin.

F, Unun bir bulamk alt kimesi ve tyelik fonksiyonu uy olsun. Bu durumda F, X’e
atanabilecek degerler iizerinde esnek bir kisit olarak etki ederse F'ye X tzerinde bir bulanik
kisitlamg denir.

X,

X = u. pp(u)
seklindedir ve pr(u), X e u deferi atandiinda F kisitinin ne kadar saglandiginin derecesi
olarak yorumlanabilir, Benzer sekilde 1 —~ pux(u) degeri de X’e u degerini atayabilmek igin F
kisitmin ne kadar esnetilmesi gerektifinin derecesi olarak yorumlanabilir.

X ile iligkilendirilmig bir bulanik kisit1 R(X) ile gosterirsek, F’nin X ile ilgili bir bulamk
kusit rolii oynadiZim gostermek igin,

RX) =F

yazanz. Bu esitlik yardimiyla X tizerinde her bulanik kisitin 6zel bir bulamk kiime oldugu
gorilir. Daha genel olarak bir X degiskeninin belirli bir 4 oOzellifini g6z6niinde
‘bulundurabiliriz. Bu durumda gosterimimiz,

RAX) =F

seklini alacaktir (Zadeh 1978) Omek olarak evrensel kiimemiz U = {Ozlem, Mehmet, Ege}
ve A ozelligi yas olsun. “Ozlem genctir” ifadesini ele alalm. Bu durumda A(X),
Yas(Ozlem)’dir ve ifadenin tam gevirisi

Ozlem gengtir— R(Yag(Ozlem)) = geng

seklindedir ve “gen¢” bulanik bir kiimeyle ifade edilebilir. Bu bulanik kiimede 25 yasin
tiyelik derecesi 0,8 olsun ilk olarak 25 yagin gen¢ olarak adlandirdigirmz kavramia
uyumlulugunun 0,8 oldugunu burdan da Ozlem’in yagmm 25 olmasmin olabilirliinin 0,8
oldugunu yorumlayabiliriz. (Bundan béyle kolaylik olarak A(X) = X kabul edecegiz). Daha
genel olarak olabilirlik dagilim kavramint agagidaki gibi tanimlayabiliriz.
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Tamm 4.1.1. F, sdzkonusu evrenimiz U nun bir bulanik alt kiimesi ve iiyelik fonksiyonu px
olsun, ur(u), ' nun F kavrami ile uyumlulugu olarak yorumlansmn. X bir degisken olsun ve
degerlerini U”dan alsm. Bu durumda “X, F dir” ciimlesi ki bu ciimleyi

RX) =F
olarak ifade ediyoruz, X’e bir olabilirlik dafilimi Iy tayin eder ve bu dagilim R(X)’e esit
olur ve,
Iy = R(X)
olarak ifade edilir.
Kargilik gelen X ile iligkilendirilmig olabilirlik dagilim fonksiyonu 7y ile gésterilir ve
sayisal degeri F nin iiyelik fonksiyonuna egit olarak tammlamr. Diger bir ifadeyle
Tx = Ur,

Iy = F.
Bu yaklagimda olabilirlik 6l¢iimiinan tamimu ise soyle yapilabilir:

A, U evremmizin bulamk olmayan bir altkiimesi olsun ve T1x de degerlerini U"dan alan
X degiskeninin olabilirlik dagilimu olsun. Bu durumda X’in bir dé@rinin A’da olmasinin
olabilirligi olarak yorumlayabilecegimiz A’nm z(4) olabilirlik 6lgtimi [0,1] arahfinda
degerler alir ve

7(A) = SuPues Tx ()

seklinde tammlamr (Zadeh 1978). Bu tanim Sugeno ve Terano’nun (Sugeno 1974) (Terano
ve Sugeno 1975) bulamk 6lgtim tanimlanmn bir 6zel hali olarak digimilebilir.

4.1.2. Olabilirlik-olasilik uyumlulugu prensibi

Gunlik lisammizda gofu zaman olabilirlik ile olasihk kavramlanm aym anlamda
kullaninz, oysa tibbi teghis gibi belirlilifin yuksek dereceli olmas: gereken dallarda aradaki
fark iyi bilinmelidir. Olabilirlik ile olasihk arasindaki farki daha iyi anlayabilmek igin
“Mehmet kahvaltida X yumurta yedi” ifadesini 6mek alalim. Burada X degiskeni
U = {1,2,3,...} kimesinden degerler alsin. X’e bir 7x(u) olabilirlik dagihm atayip bunu
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Mehmet’in kahvaltida # yumurta yemesinin kolaylik derecesi olarak yorumlayabiliriz.
Diger taraftan X’e bir Px(u) olasilik dagilimi atayip bunu da Mehmet’in kahvaltida u
yumurta yemesinin olasilif1 olarak yorumlayabiliriz. Bu degerleri belirli kriterlere bagh

olarak agagidaki tabloda gésterilidigi gibi belirledigimizi varsayalim.

u 1 2 3 4 5 6 7 8
nix(u) 1 1 1 1 0.8 06 04 02
Px(u) 01 08 01 0 0 0 O O

Tabloda goriiyoruz ki Mehmet’in kahvaltida 3 yumurta yemesinin olabilirligi 1
olmasma ragmen gergekten 3 yumurta yemesinin olasihft sadece 0.1°dir. Yiiksek
olabilirlik derecesi yiiksek olasiigr gerektirmez aym sekilde diigiik olasilik derecesi de
diisiik olabilirlik derecesi gerektirmez. Bununla birlikte bir olay olabilir degilse olasi
olamiyacagimm soyleyebiliriz. Olabilirlik ile olasilik arasindaki bu sezgisel iligkiyi
olabilirlz‘k—olaszlz:k uyumlulugu prensibi olarak adlandirilan agagidaki formiil ile verebiliriz.

X degiskeni u1,ua,...,u, degerlerini alabilsin ve sirasiyla karsilik gelen olabilirlik
degerleri IT = (71,72,...,@s), olasilik degerleri ise P = (p1,p2,...,pn) olsun. Bu durumda

IT olabilirlik dagilimu ile P olasihk dagilimim arasindaki uyumluluk derecesi,
Yy=71p1+..+ TPy
esitlifiyle verilir (Zadeh 1978).Bu prensibin bir kuraldan gok, bir olayn olabilirliginin

azalmasmin o olaymn gergeklesme olasilifinin azalmasina yol agtif1 seklindeki sezgisel

gézlemimizin, yaklagik bir formiilasyonu oldugu gézden kagirilmamahdir.
4.2. Olabilirlik ile Olasibk Olgiimleri Arasmdaki DﬁnﬁSﬁmler
4.2.1. Hileli yazi-tura deneyi

Olabilirlik 6l¢limii ile olasilik lgimii arasinda birebir bir déniigiim tanimlamak igin
hileli bir yazi-tura oyunundan yola g¢ikacagiz (Dubois ve Prade 1983).Bu yaz-tura
oyununda yeterince sayida denemeden sonra yazi ve tura igin olasiik degerlerinin elde
edildigini diiglinelim, olay kiimemiz X = {x; = yazi, x, = tura} olsun. Atilan paranin da

yazi sayistmn daha ytiksek olacak sekilde hileli oldugunu diigiinelim, yani

Vi, pi =Prob({x:}),1 = p1 > ';— >p2=1-p1
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Boyle bir durumda gergek anlamda rassallikla karst kargiya olmadiginmz agiktir ¢iinkii
paranin yazi gelmesi yOniinde bir gereklilik vardir. Bu gerekliliin dogal bir Slgiimii
olasihigmn yazi lehine fazlalig1 olarak duginiilebilir:

m =p1—Dm.

n; denk olarak tura gelmesinin olanaksizlifn (olabilir olmamasi) olarak yorumlanabilir.
Kargilik gelen olabilirlik derecesi Tamim 3.2.9.”u kullanarak,

2 =1~(p1~-p2) =2p2

esitligi ile verilebilir. Son olarak modeli tersi veya hilesiz durumda da dogru olarak

¢aligtirabilmek igin
Ay = 0, Ty = 1

 olarak tanmliyoruz.

4.2.2. Genel sonlu durum

X={x;:i=1,2,..,n} olsun. P bir olasilik dlgiimii, p; = P({x;}), 3.7 p: =1 olsun
ve x;’ler py = p2 > ... 2 p, olacak sekilde swrali olsun. A4; ile {x;,x,...,x;} kiimesini
gosterelim ve A¢ = @ olarak tammlayalim. Asagidaki tanim hileli yazi-tura dmegimizin bir

genellemesidir.

Tamm 4.2.1. Bir 4 € X olaymin gerekliliginin dlgiisii, bu 4 olay1 icerisindeki elementer
olaylarin olasiiklanmin 4 disinda kalan elementer olaylarin en olasi olanindan fazlaliklan
toplamudir (Dubois ve Prade 1983).

N(4) = 3 max(p; -max py, 0).
x€4 xpeAd

A= A; a.lll'sak,
max pr = Pui

xpeA
oldugundan ve p;’leri strali aldifimizdan dolay1,
i
N(Ax) = Z(pj —le)’ i = 1,...,”, (5)
=

olur 6yle ki p,,; = 0. Burdan
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i
N(4:) < P(4i) = 3 pj
=

esitsizligi agikga goriiliir.

Lemma 4.2.1. Her 4 € X igin N(4) = max N(4x) (Dubois ve Prade 1983).
AcAd

Ispat. 4 = 4y oldugunda x; ¢ A olur ki bu durumda Tanmim 4.2.1. geregi N(4) = 0 olur.
i=max{j: 4; 4} >1

olarak tanimlarsak,

Xis1 € A, max pp = pi
xp€d

olur ve,
Vx; € A—A4i, pj < pin

oldugundan dolay1 N(4) = N(4;) = max N(4,) dir. Ustelik 4 lar i¢ ige gecmis kiimeler
N AcA

dizisi olugturduundan ve (5)’ten dolay1 N(41) < N(432) < ... £ N(4,) = 1 dir.

A olay1 en olas1 elementer olaylan kapsamadift zaman N(4) = 0°dir ve bu tip 4

olaylann birbirlerinden olabilirlik dereceleriyle ayrilirlar. Béylece 4 olaymin en olasi

elementer olaylann kapsamasi, 4 olaymmmn gergeklesmesi igin bir tiir garanti olarak

yorumlanir.

N kiime fonksiyonu,
' N@) = 0;

NX) =1,
VA4,B < X, N(4 N B) = min(N(4),N(B)),

sartlarim sagladifindan bir uyumlu kam 6l¢limiidiir (Shafer 1976), hatta bir gereklilik

Sl¢timiidiir (Dubois ve Prade 1988).

Ispat. N kime fonksiyonunun ilk iki sarti sagladigi agiktir. Ugiincii sarti sagladigim

gostermek igin 4;, Aj, Ai sirastyla A, B, AN B’nin kapsadiklan en biiyiik kiimeler olsun.

A; € Ajdirveya d; < A4; dir.
A,'_C_.Aj = A4; CANB, A;= A

Aj §A1=>Aj(_:AﬂB, Aj=Ak.
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Béylece,
N(4 N B) = min(N(4:),N(4;)) = min(N(4),N(B)).
4.2.3. Olabilirlik ile olasihk arasinda birebir doniisiim

N(4)’ya tersi A olaymm imkansizlik (olabilir olmama) derecesi goziiyle bakarak 4
olayinin olabilirlik derecesini
VA € X, TI(4) = 1 - N(4)
esitligi ile gosterebiliriz.

IT kiime fonksiyonu,
I1(@) = 0;

) = 1,
VA4,B € X, II(4 U B) = max(I1(4),I1(B)),

sartlarim  sagladifindan Zadeh anlaminda (Zadeh 1978) bir olabilirlik 6lgiimiidiir.

m; = II({x;}) gosterimi ile

[1(4) =max =,

xied

elde edilir dyle ki IT ve N tamamen normallegtirilmis bir bulamik kiime go6zii ile

bakabilecegimiz {x; : i = 1,..,n} olabilirlik dagilim tarafindan belirlenmis olur.

z;’ler kolayca p;’lerden elde edilirler ¢linkii Lemma 4.2.1.%1 kullanarak,

T

-~

=1-NX-<{xi}) =1-N4i)
= l_li]:(p}_pl); Vi>1
=

ve 71 = 1 (normallestirme). 37 p; = 1’i kullanarak,

n i~

1
Vi=2,.,n m =Y pi-2.(pj—Di)
)

= ipj +(i - Dp;

i
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n
= 2 pi+pi+(G-1).p
il

=ip;+ 3, P, (6)
Jeit+l

elde edilir (Z;m p; = 0 kabul ederek).

Bu egitlik p;’leri sirali kabul etmeden de agagidaki sekilde yazilabilir:
Vi ;= Zmin@;,pj).
A

Ispat.

n
m=ipit 3
=i+l

i n
=2.Pi+ 2 P
Fl

JRitl
Viigin p; > p;y oldugundan dolay,
;= me(p;,p,)
=

i=1,..,n-1i¢n (6)’dan kolayca

i~ w1 = Qi —pin),

oldugu goriiliir boylece,

Ty =FRw1 S Pi=Pr1, Ti> Ay < P;> P,

olur. p;’ler diizgiin dafildifinda (tam rassalbk: Vi = 1,2,...,n p; = L) heriiginz; = 1 olur
ve X kiimesinin karakteristik fonksiyonu elde edilir.

(6) esitiligi ile X evrensel kiimesi tizerindeki p olasihk dagilim verildiginde diger bir
i deyisle p;’ler verildiginde ;’ler bulunur. Buna karsilik 7z;’ler verildiginde p,’leri elde etmek
1¢in (6) esitilifinde p; asagidaki gibi ¢oziilebilir:

n
Viyi=12,.,nigin, x; =ip,;+ Y. p;,
J=i+l
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n
i1 = [+ Dpu1 + 2, pjy

J=it2
Ty — i1 = ipi — ((+ D)pint +pin
= Ip; —ipu1 = i(pi — pin1).
Buradan,
pi= %(ﬂ’x‘ = 7ir1) + Pists
= L(mi — wi1) + 75 (Tin — Ti2) + pis2
bulunur ve 7,1 = pa+1 = 0 kabuliiyle islem sonuna kadar devam ettirilirse,

pi =t - i) + @it~ Ta2) + oo+ 5 (Tn = Tt + Pt
n l .
= Z—.—(ﬂ'j—ﬂ'jﬂ)-
=

Sonug olarak,

n
Vi=1,2,..,nicin p; = 271.(7[_,' —~Tje1)-
=

Béylece olasilik ile olabilirlik arasinda birebir drten bir esleme elde etmis oluruz. Bu

birebir eslemenin dikkat ¢ekici bir 6zelligi ise olaylarin elde edilen olabilirlik ve gereklilik

degerlerinin olayin olasilig: {izerinde smir degerleri olarak etki etmeleridir soyle ki,

VA, N(A4) < P(4) < TI(4).

4.3. Diger Bazi Olasilik-Olabilirlik Déniisiimleri

Tanm 4.3.1. X = {x;,x2,..,X,y sonlu uzayinda bir sayma fonksiyonu ¢ : X — N,

c; = c(x;), x; olaymmin gozlem sayisim1 gostermek lizere tanimlansin. Bu durumda frekans

dagilimi fonksiyonu f: X — [0,1],

fx) =fi = Zc.ici

seklinde tammlanir ve f vektori (f;) ile gosterilir.
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Tamm 4.3.2. Bir f frekans dagilim verilsin, frekans lgtimii P : P(X) — [0, 1],

VAC X, PA)=3.f
xi€A

olarak tanimlanir ve {f) dogal ve normal (Zi fi = 1) bir olasilik dagilim ve P de dogal bir

olasilik 8l¢iimii olur.

Diger baz1 }——»7_{' olasilik-olabilirlik doniigtimleri ayrintilarina girmeksizin asagida

siralanmagtir.
4.3.1. Maximum normallestirme frekans doniiglimii

Bir frekans dagilimi f verilmis olsun, 7 : X — [0, 1] bir olabilirlik dagilim,

m(x) = 7= —— = /

Via ~ Vi

seklinde tanimlanabilir (Klir 1990).

Bu doniitimiin tersi de,

ile verilir.
4.3.2. Toplamsal frekans déniigiimii

Sonlu uzaymiz X’in bir :Y= {X1,%2,...,.Xn) permutasyonunu ele alalim ve
A; = {x1,%2,...,xi} olsun. Bu durumda bir f frekans dagilim verildiginde f,+1 = 0 kabul

ederek bir 7 olabilirlik dagilimi,
i
mi = P(4;) = Zﬁ’
=
ile tammlanabilir (Zadeh 1965).
Tersine 7o = 0 olsun,

fi=mi—-mi,

olarak bulunur.
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Her2 < i < nigin,
i1 i
mio =2 fi < D fi = @,
= =

oldugundan,

i i
Vi<i<n, Xfi=Vm

P

elde edilir.
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5. UOYGULAMALAR

5.1. Beklenen Deger

Ornek. Meshur sans oyunlarindan birisi olan sans garkim ele alalim. Bu gark 10 esit
pargaya ayrilmis olsun ve dilimlerin 4 tanesi 100 TL, 3 tanesi 500 TL, 2 tanesi 1000 TL ve
bir tanesi de 2000 TL ile isaretlenmis olsun. Carki 600 TL karsihginda geviriyor ve gark
durdugunda iizerindeki ok hangi dilimi isaret ediyorsa orada yazili miktar kadar 6diil
kazamyor olalim.Her dilimin gelme sansmn esit oldugunu kabul ederek bu oyuna

katilmali miy1z?

Problemi inceledifimizde ¢6zimiin olasiliksal yaklasimla bulunacaf agikca

goriilliyor. Carkin yapisina bakarak asagidaki olasilik dagilimini olustururuz:
P(100TL) = 0,4
p(5007L) =0,3
p(10007L) = 0,2
p(20007L) = 0,1
X olas1 giktilar uzayimizi géstermek iizere beklenen deger E(x),

E(x) = 3 xp(x),
xeX

formiilii ile hesaplamir. Sans garkimizin beklenen degeri 590TL dir ve asagidaki
tabloda hesaplanmigtir:

x px)  apx)
100 04 40
500 03 150
1000 02 200
2000 0,1 200

E(xy= 590
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Bu nedenle oynamay1 red etmeliyiz, ¢ilinkii beklenen gelirimiz 590TL yatirdigimiz
600TL’den daba az. Coéziimde kam 6lgiimii yaklagimim uygulayabilmek igin simdi

problemi biraz degistirelim.
5.2. Beklenen Deger Aralif

Ornek. Bagka bir sans ¢ark: yine 10 egit paragaya boéliinmiig fakat 6nceki érnekten farkli
olarak dilimlerin 4 tanesi 100 TL, 2 tanesi 500 TL, 2 tanesi 1000 TL bir tanesi 2000 TL ve

bir tanesi gizlenmis olarak isaretlenmis olsun. Bu oyuna kag para yatirmay diigiinebiliriz?

Bu problemin ¢oziimiinde bir yaklagim gizli olan dilimin alabilecegi degerlerin
{100,500,1000,2000} kiimesinde esit sansa sahip oldugunu kabul etmektir. Buna gére o
dilimin gelme olasiligi olan 0.1°i bu degerler iizerine egit olarak dagitmak gerekir, ve

beklenen deger asagidaki gibi hesaplanir:

x  px) xpx)
100 0,425 425
500 0,225 1125
1000 0,225 225
2000 0,125 250

E(x)= 630

Diger bir yaklasim ise goriinmeyen dilimin alacagn degerin olasilik dagiliminin
goriinen dilimlerin aldiklar1 degerlerin olasilik dagilimina esit oldugunu kabul etmektir. Bu

kabulu yaptifimizda beklenen deger agagidaki gibi bulunur:

r p)  ap()
100 4/9 400/9
500 2/9  1000/9

1000 2/9  2000/9
2000 1/9  2000/9

E(x)= 600

Yukandaki kabulleri yapmadan bu problem ideal olarak bir kam fonksiyonu ile

¢Oziilebilir. p parametresi gizli dilimin degerini bizim mi (ya da bizim tarafimz1 tutacak
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bir kisinin mi) ya da gark sahibinin mi belirleyecegine olan incancimuzi simgeleyen
bilinmeyen bir olasilig1 géstersin. Gizli degeri bizim belirledigimiz durumun olasilifna p

diyelim bu durumda gark sahibinin belirleme olasihifi 1 — p olur. Bunun anlam,
p(gizli dilim 2000TL olarak isaretli) = p
p(gizli dilim 100TL olarak isaretli) = 1 — p.

Bu durumda sans garkinin beklenen degeri asagidaki gibi hesaplanabilir:

x 2(x) xp(x)
100 0,4+0,1(1—p) 50-10p
500 0,2 100
1000 0,2 200
2000 0,1+0,1p 200 +200p
E(x) = 550 + 190p

Elde ettigimiz beklenen degere gore ka¢ para yatiracafimiza karar vermek igin p
olasihigmin degerini tayin etmemiz yeterlidir. Sans ¢arki 6rnegimizde dogal olarak gark
sahibinin kendi lehine bir diizenleme yaptifim diigiinerek p = 0 seger ve 550TL’den
fazlasim yatirmayr kabul etmeyiz. Gizli bslmenin kim tarafindan isaretlendigi konusunda
hi¢ bir bilgi meveut degilse p € [0,1] oldugundan iist ve alt beklenen degerden s6z
edebiliriz.

Ust beklenen deger p = 1 durumunda gergeklesir ve
E* =740,
olarak gésterilir.
Alt beklenen deger ise p = 0 durumunda gergeklesir ve
E, = 550,
olarak gosterilir. Bu durumda bir beklenen deger araligindan sz edilir ve
E(x) = [550,740],

seklinde gosterilir.
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5.3. Dempster-Shafer Teorisi

Ornek. Gizli ajan raporlarinin da bilgi kaynag: olarak kullanildigr asagidaki goklu alicili
hedef tanimlanmasi problemini Bogler tamimlamigtir (Bogler 1981). Bir gizli haberalma
raporuna gore 100 gesit hedef oldugu kabul edilmistir. Bu hedefleri X = {x1,x2,...,X100}
ile gosterelim. Ayrica bagka bir haberalma raporundan x; tipindeki hedeflerin s6zkonusu
taktik sahaya girdikleri 6grenilmis ancak haberi veren ajan sahaya giren hedeflerin ancak
%A40’ma dair bilgiye ulagabilmigtir. Rasgele segilen bir hedefin belirli bir tipten olma

olasilig1 nedir?

Bu problemin Dempster-Shafer teorisi ile formulasyonu oldukga basittir. 4 = {x}
olsun. Bu durmda verilen e bilgisiné gore m1(4) = 0,4 ve m(X) = 0,6 basit olasilik

atamalidir. Kani ve usalirlik 6lgtimlerinin tammlarindan,
Beli(4) = 0,4, Pl(4) =1,
Beli(d) =0, PI(4) = 0,6,

olarak bulunur. Kam1 ve usalirlik dlglimlerini sirasiyla alt ve iist olasilik degerleri

olarak yorumladigimizda asagidaki olasilik araliklarini elde ederiz:~
pi(4) € [04,1],
p1(d) €[0,0.6],
X =1

Varsayalim ki sonradan bir alicidan alinan e; bilgisine gére sahaya sadece x; degil on
ayn hedef daba girmis olsun, diyelim ki bunlar x,...,x11. B = {x1,X2,...,x11} olsun. Bu

durumda,
my(B) = 1,
Bely(B) = Pl,(B) =1,
PI(B) = PI(B) = 0

olur. §imdi ej,e; bilgilerini birlestirmek igin devreye Dempster-Shafer’in birlegtirme
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kuralim1 sokmak gerekir.

Bu kurala gore m; ve m, iki ayn basit olasilik atamasi ise bilegik olasilik atamasi m,,

asagidaki gibi bulunur:

myp(4) =

burada,

2., mi(B).m(C)

g A*P

K= 3 m(B)my(C)

BNC=P

olarak tanimlanmgtir ve m12 () = 0 dir (Shafer,1976; Klir ve Folger, 1988).

Kurall Ornegimizdeki e;,e, bilgilerine uyguladifimizda, asagidaki tabloda verilen
(m12,{A,4,B,B,X}) olay: i¢in bilesik degerleri elde ederiz.

mia Bellz Ply, P12

0.4
0.0
0.6
0.0
0.0

M Wl W oA A

0.4
0.0
1.0
0.0
1.0

1.0 [0.4,1]
0.6 [0,0.6]
1.0 1
00 0
10 1

Ornek. Cok alicth hedef tammlanmasi ile ilgili diger bir 6megi ele alalim, uzaymmzm bir
onceki 6mekte oldugu gibi yine 100 degisik tipteki hedeften olustugunu kabul edelim, fakat
sadece 2 tip hedef bu olayimizda yer alsin. Bunlar bir savag ugaf1 ve bir bombardiman ugag
olsunlar ve swrasiyla s ve b ile gosterilsinler. iki alicidan bilgi gelmistir, kisa menzilli bir

aliciya gore hedef 0,6 dayanakla bir savas ugafidir, radar uyan sistemine gore ise 0,95
dayanakla bir bombardiman ugagidir. Bilegik bilgi ne kadar dayanak saglar bize? Yine
Dempster-Shafer’in teorisini uygulayarak aggdaki tabloda verilen 3 olas1 olay bulunur.

m

my

my Belp Py pu

{s} 0.6 0.00 0.07 007 0.12 [0.07,0.12]
{6} 0.0 095 0.88 0.38 093 [0.88,0.93]
X 0.4 005 005 100 1.00 1
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Ornek. iki ayn bri¢ destesini gozoninde bulunduralm, Kkartlari birbirinden arka
yiizlerindeki renkleri ile, kirmizi (k) ve mavi (m) olarak ayirt ettigimizi dasiinelim. Ik
destedeki tiim kartlarin kirmizi oldugunu biliyoruz ancak ikinci destedeki kartlarin rengi
hakkinda higbir sey bilmiyoruz olalim. Ayrica bir kartin 0.8 olasilikla ilk desteden 0.2
olasilikla da ikinci desteden ¢ekilmis oldugunu biliyor olalim. Cekilen kart hangi

renktendir?

Bu problemin dogal bir formulasyonu basit olasilik atamalari kullanarak yapilabilir.
X = {k,m} iiz.erinde m({k}) =0 ve m({k,m}) =02 dir. Bunun sonucunda
Bel({k}) =08, PI({k}) =1, Bel({m}) =0, Pl({m}) =02 olarak bulunur. Bu
nedenle gektigimiz kartin kirmizi olma olasilifx p(k) € [0.8,1] ve mavi olma olasilig: da
p(m) € [0,0.2] arahgindadir.

Dikkat edilmesi gereken nokta eldeki verilerle bu araliklardan daha kesin bir sonuca
ulagilamiyacagidir, ancak olasilik teorisini uygulayacak olursak p(k) = 0.9 ve p(m) = 0.1
seklindeki kesin sonuglar1 elde ederiz ki bu sonuglar eldeki verilerin garantilediginden

daha fazlasini iddia etmektedirler.
5.4. Olabilirlik Teorisi

Ornek. Bir ormanda yasayan fillerin bulunabilecekleri bolgeler ormanin bir bulamk
kiimesi olarak diigiiniilebilir. Ormani uzaymmz alalim ve X ile gosterelim fillerin

bulunduklar bélgeyi de X*in E bulanik altkiimesi ile gosterelim.

Elde edilen raporlara dayanarak (her 4 € ) igin 8yle ki ), Xin altkiimelerinden
olusan bir kiimeler ailesi olsun) A bélgesinde fillerin yasamasinin olasiligi bulunur ve
onceki boliimlerde verilen olasilik-olabilirlik doniigiimlerinin birinden yararlanarak fillerin
o bolgede yasamasinin olabilirligi 7(4) hesaplamir. )’ deki kiimeler (bdlgeler) keyfi olarak
Ortiigebilirler. Bu bilgiye dayanarak E bulanik kiimesinin uz tiyelik fonksiyonunu tahmin
etmek istiyoruz. X’in bir bulanik altkiimesinin {iyelik fonksiyonu, X {izerinde bir
genellestirilmis olabilirlik yogunluk fonksiyonu olarak diistiniilebileceginden, tiyelik
fonksiyonunu agagidaki gibi tahmin edebiliriz:

HE X — [091]
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x +— inf w(4).

xeqey
Bu en iyimser tahmindir. En genel halde,

VAe), sup ur(x)<n(d).
xc4

5.5. Bulamk Olgiim ve Bulamk fntegral

Ornek. Bir tiniversitenin matematik boliimiine bir dogent alinacaktir. Bagvuran adaylardan
{i¢ tanesi &n kogullar olan dogentlik belgesine, yeterince uluslararasi yayina, uluslararasi atifa
ve 2 yillik deneyime sahiptir. Herbiri ustteki kriterleri gozéniinde bulunduran boliimin
belirledigi kantitatif degerlendirme sisteminden 130 puan alarak baraji gegmiglerdir. istihdam
edilecek adaym belirlenmesi bu konuda deneyimli olan 6gretim wiyelerinden olugan bir jiirinin
kararma baghdir. Jiri dyeleri dnceden aralarinda toplanmig ve adaylarn birer seminer
vermesine bu seminer sirasinda adaylara dzel yagantilan ile ilgili de sorular sormaya ve
6zgegmislerini incelemeye karar vermiglerdir. Jiiri kolaylik agisindan seminer sonunda adaya
iki faktor {izerinden [0,1] aralifmda puan verecektir. Birinci faktdr olan ders verme yetisini
x; ve ikinci faktér olan kisilik degerlendirmesini de x, ile gosterelim, uzayimz
X = {x1,x2}dir. Adaym jiriden alaca®1 toplam puan igin de x; faktorime w; = 0.6, x;
faktorime de wy, = 0.4 agirhk verilmesine karar verilmigtir. Degerlendirme sonucunda g
adaym aldi1 puanlar agagidaki tablolada verilmigtir.

1 1 0
2 0 1
3 0.45 0.45

Buna gore ii¢ adaym agirhikh ortlama metodu ile degerlendirmesinde asagidaki puanlar
elde edilmigtir:

Aday; =wy x1+wrx0 =106,
Aday, =wy x0+wyx1 =04,

Aday; = wy x 0.45 +wy x 0.45 = 0.45.



Bu sonuglara gore en iyi aday birinci adaydir. Bu sonug beklentilerimizle geligir, hakl
itirazlar gelir, kigilik 6zellikleri hi¢ begenilmeyen aday nu kabul edilecektir? Bu geligkinin
kaynagmin afirliklarin dogru olarak tespit edilememesinden kaynaklanmadigm goérmek ok
onemlidir. Agirlikan tersine gevirecek olsak bu sefer de hig ders verme beceresi olmayan
aday en iyi aday segilecektir ki bu da beklentilerimizle gelisir. Sezgilerimiz ti¢iincii adaymn en
uyugun aday olduBunu sdylemektedir. Problemin ¢oziimiindeki esas hata agirlikh ortalama
metodunun x,%,...,x, faktorlerinin birbirinden bagmmisiz oldufu kabuliinden, diger bir
deyisle etkilerinin toplamsal oldugu kabuliinden kaynaklanmaktadir. Gergek problemlerde
bu herzaman kabul edilemez. Bu dmegimizde x; ve x, faktorlerinin bir biitin olarak &énemi,
tek tek kendilerine atanan énemlerin toplamlarindan daha fazladir. Onem fonksiyonu olarak
toplamsal bir 6lgiim yerine bulank bir 6lgiim alirsak ve degerlendirme metodu olarak da
bulanik integrali kullanacak olursak daha tatmin edici bir sonuca ulagabiliriz. Bu agagidaki
sekilde olabilir,

p({x1}) =03,
p({x2}) = 0.1,

p{Xy) =1, u{g}) =0.

Bulanik integrali kullanarak agagidaki sentetik degerlendirme sonuglarni elde ederiz:
Aday; = §fidp= (1 A03)V(OAD) =03,

Aday; = §fdp = (1 A0.1)V(OAD) =01,

Adays = §fsdi = 0.45 A 1 = 0.45;

burada fy, f», f3 G¢ adaya verilen puanlamay1 belirtmektedir, £ (x;) = 1, fi(xz) =0,
F2x1) =0, falxz) = 1, fa(x1) = 0.45, fi(x2) = 0.45. Bdylece daha mantikli bir sonug elde
ederiz: en uygun aday Ggiincii adaydir.
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6. SONUC

Bu ¢ahigmada bulanik 6lgtim kavrami tamtildiktan sonra bulanik 6lgiimiin 6zel bir hali
olan olabilirlik 6l¢limii incelenirken farkli kaynaklardan farkli yaklagimlar biraraya
getirilmis, oldukga yeni sayilan bu konularla ilgili tilkemizdeki Ttirkge kaynak agif1 da bir

parga olsun giderilmistir.

Uygulamalar béliimiiniin “Bulamk Olgiim ve Bulamk Integral” kismunda kurulan
o6mek, klasik oOlglim teorisinin karsilagilan bir problemde nasil yetersiz kaldigim
gbrebilmek agisindan g¢ok oOnemlidir. Kurulan ornekteki problem bir {iniversitenin
matematik béliimiine yeni bir dogent istihdam edilmesi ile ilgilidir. Problemi ¢6zmek igin
once klasik 6lglim araglan ile adaylar siralanmig ancak sonug tatmin edici bulunmayinca
bulanik 6l¢lim ve bulanik integralden yararlanilmigtir. Bu 6rnekle incelenen konulardan
problem ¢oztimlerinde ne gekilde yararlanilabilecegi konusunda fikir verilmigtir. Bu 6rnek
gergek hayat problemlerinin matematiksel modellemesinde klasik 6l¢iimiin yetersiz oldugu
goriisiinii desteklemekte ve o6zellikle uzman sistemcilerin ve yapay uscularin bulanik

dlgiimlerden faydalanarak bazi problemleri agabileceklerini géstermektedir.

Caligmada ayrica, ispatlann Wang ve Klir (1992) tarafindan yapilmig olan ancak bazi
yerleri okuyucuya birakilan Bolim 3.2.°deki Teorem 3.2.1.in ispat1 igerisinde D,’lerin
birer sonlu siif oldugu ispatlanmig, Teorem 3.2.5.°in ikinci kismuinda Bel(E) < PI(E)

esitsizligi gosterilmis, Dubois ve Prade’in (1983) ¢aligmalarinda sonug olarak verilmis ve

ispatlar1 okuyucuya birakilmus olan Bolim 4.2.3.’deki Vi igin z; = ) min(p;,p;) esitligi
71

* n
ispatlanmug ve yine aym bélimde Vi=1,2,.,n igin p; = Z}l.(nj-njﬂ) oldugu
=

gosterilmigtir.
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