T.C.
MUNZUR UNIiVERSITESI
LIiSANSUSTU EGITiM ENSTITUSU

e
N MUNZUR
V UNIVERSITESI

2008

Merve YAPRAK ONAT

YUKSEK LiSANS TEZi
HESAPLAMALI BiLIMLER VE MUHENDISLIK ANABILiM DALI

DANISMAN
Dog. Dr. inan UNAL

TUNCELI-2025



T.C.
MUNZUR UNIiVERSITESI
LISANSUSTU EGIiTiM ENSTITUSU

OLASILIK DAGILIMLARININ RIEMANN GEOMETRISi

Merve YAPRAK ONAT
(220210029)

YUKSEK LiSANS TEZIi
HESAPLAMALI BiLIMLER VE MUHENDISLiK ANABILiM DALI

DANISMAN
Doc. Dr. inan UNAL

TUNCELIi-2025



T.C.
MUNZUR UNIiVERSITESI
LISANSUSTU EGIiTiM ENSTITUSU

OLASILIK DAGILIMLARININ RIEMANN GEOMETRIiSi

Merve YAPRAK ONAT
YUKSEK LiSANS TEZi
HESAPLAMALI BiLIMLER VE MUHENDISLiK ANABILiM DALI

Bu tez 30/05/2025 tarihinde asagidaki jiiri iiyeleri tarafindan oybirligi ile kabul edilmistir.

imza Imza Imza
Dog. Dr. Ramazan SARI Dog. Dr. inan UNAL e D;.Ussilﬁ Orhun
(Amasya Universitesi) (Munzur Universitesi) . o
(Munzur Universitesi)
BASKAN DANISMAN UYE

Bu tez, Hesaplamali Bilimler ve Miihendislik Anabilim Dali’nda hazirlanmustir.

Dog. Dr. Nagihan KARAASLAN AYHAN
Enstitii Midiirii

Bu tez ¢alismast Munzur Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Koordinasyon Birimi
tarafindan desteklenmistir.

Proje No: YLMUBO024-13

NOT: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve baska kaynaktan yapilan bildirislerin, ¢izelge, sekil ve fotograflarin kaynak
gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili “Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



30/05/2025

ETIiK IiLKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgilin bir ¢aligma oldugunu; ¢alismamin hazirlik, veri toplama, analiz ve
bilgilerin sunumu olmak {izere tiim asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara uygun
davrandigimi; bu ¢aligma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kaynak gosterdigimi
ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi ve higbir sekilde “intihal icermedigini” beyan
ederim. Herhangi bir zamanda, ¢alismamla ilgili yaptigim bu beyana aykiri bir durumun
saptanmas1 durumunda, ortaya c¢ikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi bildiririm.

Imza Danigsman
Merve YAPRAK ONAT Dog. Dr. inan UNAL



TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimime basladigim ilk giinden itibaren bilgi, tecriibe ve yol gosterici
oOnerileriyle bu ¢alismanin sekillenmesinde biiyiik katki saglayan, her agamada desteklerini
esirgemeyen degerli danismanim Dog. Dr. Inan UNAL’a en igten tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica, tez slirecinde karsilastigim her zorlukta yanimda olan, sabri, anlayisi ve
destegiyle bana gii¢ veren sevgili esim Nail ONAT’a minnettarim. Hayatimin her evresinde
yanimda oldugu gibi bu siirecte de destegini esirgemedigi i¢in kendisine sonsuz tesekkiir
ederim.

Bu tez ¢alismasin1 YLMUBO024-13 numarali tez projesi ile maddi olarak destekleyen
Munzur Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Koordinasyon Birimine tesekkiirlerimi
sunarim.

Merve YAPRAK ONAT
TUNCELI-2025

II



ICINDEKILER

ETIK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI |
TESEKKUR ..uuueerrercecrenernsesesesesssssssssesssssssessssssssssessssssssssssessssssssssessssssssssssssssssssssasss II
ICINDEKILER .......ovvevetererererererereresesesesesesesesesssssesssesesesesesesssssssesesssssssssssssssssesssssssssssesens 11
SEKILLER LISTESI ..cuuuuiininincnnciscississsssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss \4!
TABLOLAR LISTESI ..cuuininincncincniscisessscssessscssscssenss . VII
SEMBOLLER LISTESI c.ucucuiiinninsincncncincnscssiscnsscsssssssase VIII
OZET cucunrircnrcinsinsisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss IX
ABSTRACT .cuuiriieininnicsnisisssisssissssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss X
1. GIRIS eeeeetevereeeeecrennnenenesessssssesessssssssssessssssssssesessssssssssessssasssseseses 1
2. TEMEL KAVRAMLAR ......ucoivierirrensrensaissensancssissesssessassssssssssssans .4
2.1. Rasgele Degisken Kavrami .........cccuvieiiiiiiiiiieiiiieeiee et 4
2.2. Bir Rasgele Degiskenin Beklenen Degeri ........cccueevueiiiiiiiiniiiniiiiieieeceeeeee e 6
2.3. Bir Rasgele Degiskenin Varyansi.........cccoecueerieeiienieeieenie e esiee et sne s 6
2.4, Olasilik DagilmIart .........cccviieiiiiiiiecce et e 7

2.4.1. Kesikli Olasilik Dagilimlart ..........cccoeoueeiiiiniiiiiiieeee e 8

2.4.2. Siirekli Rasgele Degiskenlerin Dagilimlart.........ccoceveeviiiiniinininiiniiceee, 12
2.5. Log Olabilirlik FONKSTYONU .......viiiiiiiiiieeiie ettt e 13
2.6. Oklid Uzayinin Topolojisi Ve GEOMELIISI ...........coevvrerrrereerereereeeeieseeee s, 14
2.7 ManIfOLAIAT ......ooiiiiieiieiee et 18
2.8. Manifoldlarin Riemann GEOMEIIST......c.eerureriiirieeiieiie ettt 23

2.8.1. Koneksiyon Kavrami ve Christoffel Sembolleri........c..ccoceviiiiniincininicnnnnne. 23

2.8.2. RI€MANN MEIIIZT ..eovveeiiieiieeiiieiiecie ettt eiee et sete et sbeessaesbeesaaeesseesneensaens 24

2.8.3. Riemann EZrilik TenSOTU .......eeeeuieeiiiiieeiiieeiie ettt e evee e e e ee 25

2.8.4. Geodezik Kavraml.......c.ooiuiiiiiiiiiiii ettt 26
3. OLASILIK MODELLERI......ccocoveteerreetsreresnesesnesssessssssessssessesesses 28
3.1, IStatiStIKSE] MOMEL. .......c..vvoveeececeeeeeeceeee et aeeaes 28
3.2. Istatistiksel Modelin Geometrik Temsili...........ccovevervevieeveeereeieeceeseceeesese e 30
3.3. Istatistiksel Modelin Parametrelendirilmesi ..............cco.overvevereevececeeeereeeeeeeeeeeeeeee e 32
3.4. Bazi Olasilik Dagilimlarinin Geometrik Modelleri.........cccoeevveeriieeiiieeniieeee e, 33

3.4.1. Ustel Dagilimim Geometrik Modeli...........c.oeveeevevreereirieieeneeieeeeeeee e, 33

3.4.2. Normal Dagilimin Geometrik Modeli..........cccoeevieriieiiieniiiicieeieesie e 33

3.4.3. Gamma Dagilimimnin Geometrik Modeli .........cccoeevviieiiiiniiiieieecee e 35

III



3.4.4. Beta Dagilimimin Geometrik Modeli...........ccocueeiieriieiiieniieiicieccece e 36

3.4.5. Kesikli Dagilimin Geometrik Modeli ........ccocovieeiiieeiiiiieece e 37
3.4.6. Possion Dagilimin Geometrik Modeli..........oocueeiieniieiiieniieiiiieeceecee 37
3.4.7. iki Degiskenli Normal Dagilimin Geometrik Modeli.............ccooovvivevevveenennne 37
3.4.8. Cok Degiskenli Normal Dagilimin Geometrik Modeli...........cccceecvieeeieeennnnnee. 39
3.4.9. iki Istatistiksel Modelin CarpImi.............ocoovevreuereveeereeeeeeeeseeeseeeeeesesseeeeeenas 40
3.5, USLEL ATLE ..ottt 41
3.5.1. Ustel Aileye Ait Baz1 Ozel Dagilimlar ...........ccocooeveveueieeeeeeeeeeeeeeeees 42
3.5.2. Ustel Ailenin Geometrik Modellenmesi ...............c.ccevevruereeeruerereneeneerereenenanen, 47
3.6. Karisim Aile (Mixture FAmily)........ccoooiieiiiiniiiiieiiciececeece e 49
4. OLASILIK DAGILIMLARININ RIEMANN GEOMETRISi .52
4.1, FiSher Bilgl MEIIZT ..c.ueeeuiieiieiieiiieeiie ettt ettt ettt e et e et e e enseennnes 52
4.1.1. Fisher Bilgi Metrigin Elde EAiImMesi .........ccccueeiiiiiiiciiieiiieeciieeie e 52
4.1.2. Fisher Metrigi Uzering SONUGIAT ..........cccoveveveveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 56
4.1.3. Baz1 Dagilimlarin Fisher MetrikKleri........ccooceeviriiiniiniiiiiiinicieicrecceeeee 57
4.2. Christoffel SembOIIETT ......oouiiiiiiiiiiiii e 59
4.2.1. Baz1 Dagilimlarin Christoffel Sembolleri .........ccccoeeieeeiiieiciiieiieeie e, 59
4.3. Koneksiyon BileSEnleri.......c.coviiiiiiiiiiiiieiieeiiecieeieee ettt 61
4.3.1. VO Levi-Civita KONEKSIYONU ..........cocooveviveeeieeeeeeeeeseeeeeeeeeeeeeeseseeeseseseses e, 61
4.3.2. V1 KONEKSIYONU ...ttt 62
4.3.3. VL KONEKSIYONU ..ottt 63
4.3.4. VE KONEKSIYOMU ......oovieeiiieietieieeteeete ettt ettt eaeeae e e eaeeaeeaaesaeeaeeaseeaeennas 64
4.4. Geodezik DenkIemleri........coceeveriiiiiiiiiiiiieieccee e 65
4.5. Carpiklik Tensorli (SKeWNess TEeNSOT) ...cccviveriiieriieeiie et 67
4.6. Otoparale] EGTILET ......cccuviiiiiiecie ettt e e e e e eaae e eaaeeens 70
4.7. Jeffrey Onceligi (JEffrey’s PIOT).......covovveeeeeeeeeeeeeeeeeeeee s 72
4.8. Baz1 Ozel Dagilimlarin Riemann GEOMELIiSi.............c.oveeieeererieeeerresresesesesenesesnens 73
4.8.1. Normal Dagilim.........c.ccooviiiiiiiiiiieciecee et e e e saaeeen 73
4.8.2. Lognormal DagilimI........cc.cccuieiiiiiiiiiiiiiiieiieeieeee et 76
4.8.3. Gamma DaGIImMI .....c..eeiiiiiiiiieiiiie ettt eeeareeea 76
4.8.4. Bernoulli Dagilimi........ccccoeiiiiiiiiieciie ettt e 77
4.8.5. Geometrik Olasilik Dagilimi........ccooviiiiiiiiiiiiieie e 78
4.8.6. Welbull Dagilimi........cooiiiiiiiiiiiiieciieeeeee et ee 78
5. RAYLEIGH DAGILIMININ RIEMANN GEOMETRISI .....ccevererrcrnrererenncrennene 82

IV



5.1. Rayleigh Dagilimi ve Uygulamalart...........cccoeeuveruieriieniieiiieiecieeice e 82

5.2. Rayleigh Dagilimimin Geometrik Modellenmesi ...........cccccvvevciiieeiieeniieeciee e, 83
5.3. Rayleigh Dagilim Manifoldunun GeodeziKIeri ............cccueevieeniiriieniiiiieieeiceieeens 85
5.4. V* Koneksiyonuna Gore Christoffel Sembolleri...........ccceevvieiiiieciieiiiieiieiecieieeee, 86
5.5. CarpIKIIK TeNSOTT ..eecuvieeeeiieeiiieeiie et e eetee ettt e et e e et e e et e e s eeeessseeesaseeessseeesseeensseeenneens 89
5.6. Laplace-Betrami Operatorii ve Sonlu Tipli Altmanifoldlar ............ccoocveviiiinnnnnenn. 89
5.7. Weibull Manifoldunun Bir Alt Manifoldu Olarak Rayleigh Manifoldu ...................... 92
5.8, UyGUIAMALAT ....oiiiiiiiieie et ettt ettt b e et eree 92
5.8.1 Hessian Denklemi ve Potansiyel Fonksiyonlar............cccooceeiiiniiiiiiiniiiniien, 93
5.8.2 Rayleigh Dagiliminin Entropisi ......c.eeecveeeiiieeiiieeieeeieecee e 94
5.8.3 Sinyal Isleme Alaninda Bazi Uygulamalar ................ccccoeueueueeeeeeeeeeceeeees 96

6. SONUC VE ONERILER.......coniiiiniinsisnsissssssssssssssssssssssans 102
7. KAYNAKLAR .uciuiiiiiiinensessnisensesssisssssesssissssssssssisssssssssstssssssssssssssssssssssssssssassasssss 104
OZGECMIS covvvverererererereresesesesesesssssesesesesssssesesssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssseses 106



Sekil 2.1.
Sekil 3.1.

Sekil 3.2.
Sekil 3.3.

Sekil 5.1.

Sekil 5.2.
Sekil 5.3.

Sekil 5.4.
Sekil 5.5.
Sekil 5.6.
Sekil 5.7.
Sekil 5.8.

Sekil 5.9.

SEKILLER LISTESI

Standart normal dagilim i¢in 6rnek bir grafik 12
Immersiyon ¢ her bir § parametresini bir p; dagilimina esler. 30
S istatistiksel modelinin iki parametrelendirmesi ...................... 32
Manifolddaki iki nokta arasinda iki Gauss dagilimini parametrize

€den bir Y(1) €ETIST «ouvrentt ettt 34
Ustel dagilim ile Rayleigh dagiliminin 3 boyutlu uzayda

modellenmesi ve kesitler ..............o 85
Rayleigh dagilimi lizerinde geodeziklerin modellenmesi ............ 87

R? i¢inde gdmiilmiis . Rayleigh istatistiksel manifoldunun 1-tipli

altmanifold olarak tasviri.............c.oooviiiiiiiiiiiiii 91
Weibull manifoldu iizerinde Rayleigh manifoldu...................... 93
Rayleigh dagiliminin potansiyel fonksiyonlari......................... 94
Rayleigh kanal degiskenliginin geometrik gorsellestirmesi.......... 97
Soniimleme bilesenlerinin modellenmesi............................... 97

Solda: Anten ayriligmin bir fonksiyonu olarak tahmin edilen & 6lgek
parametreleri. Sagda: Rayleigh manifoldu iizerindeki 0,25 m
referans noktasindan geodezik uzakliklar................................ 99
Rayleigh bilgi manifoldunda radar hedef tespiti........................ 100

VI



Tablo 5.1.
Tablo 5.2.

TABLOLAR LIiSTESI

Geometrik uzakliga dayanarak tahmin edilen parametreler............
Fisher bilgi geometrisine dayali Rayleigh 6l¢ek parametreleri

arasindaki geodezik mesafe matrisi ...........coooeiiiiiiiiiiiiieeeee,

VII



x (M)

E(x)
2
$#(X)
J
P($)

SEMBOLLER LiSTESI

: Topolojik yap1

: Reel sayilar

: Siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar sinifi
: Diferansiyellenebilir vektor alanlart kiimesi
: Koneksiyon

: 2.tiir Christoffel sembolleri

: 1.tlir Christoffel sembolleri

: Riemann metrik

: Olasilik yogunluk fonksiyonu

: Olasilik dagilim fonksiyonu

: Bir rasgele degiskenin beklenen degeri

: Bir rasgele degiskenin varyansi

: Kuvvet kiimesi

: Jakobiyen matrisi

: Normalizasyon fonsiyonu

: Fisher bilgi metriginin beklenen degeri

VIII



OZET

Bu tezde, olasilik dagilimlarimin geometrik modellenmesi ve Fisher bilgi metrigi
kullanilarak Riemann geometrisi araglarinin bu geometrik modeller iizerinde caligtirilmasi
arastirllmigtir. Tez ¢alismasi bilgi geometrisine bir giris niteliginde olup, olasilik teorisi ve
Riemann geometrisinin temel araglarini igermektedir. Istatistik modeller iizerinde metrik
kavrami, koneksiyonlar ve egrilikler incelenmistir. Ozel bir dagilm olarak Rayleigh
dagilimi tizerinde elde edilen neticeler irdelenmistir.

Anahtar kelimeler: Bilgi geometrisi, olasilik dagilimi, Riemann geometrisi, istatistiksel
manifold
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ABSTRACT

Riemannian Geometry of Probability Distributions

This thesis investigates the geometric modeling of probability distributions and the
application of Riemannian geometry tools on these geometric models using the Fisher
information metric. Serving as an introduction to information geometry, the study
encompasses fundamental tools from probability theory and Riemannian geometry.
Concepts such as metrics, connections, and curvatures on statistical models are examined.
Results obtained specifically for the Rayleigh distribution are also discussed.

Anahtar kelimeler: Information geometry, probability distribution, Riemannian geometry,
statistical manifold



1. GIRIS

Olasilik teorisi tiim bilimlerin bagvurdugu 6nemli ¢alisma alanlarinin basinda gelir.
Teoriye yapilan katkilarin ortaya koydugu istatistiksel sonuglar ile bir¢ok alanda énemli
basarilar elde edilmistir. Finanstan sagliga, sosyal bilimlerden temel bilimlere ve yapay
zekadan zirai bilimlere kadar hemen her alanda olasilik teorisi uygulamalar1 vardir. Olasilik
teorisinin {lizerinde yogunlastigi onemli basliklardan biri olasilik dagilimlaridir. Olasilik
dagilimlari, bir rassal degiskenin olas1 degerlerinin olasiliklarini temsil eden, istatistik ve
olasilik teorisi alanlarinda kullanilan matematiksel modellerdir. Siirekli ve kesikli rasgele
degiskenlerin bircok 6zellikleri bu dagilimlar yardimi ile incelenebilir.

Olasilik dagilimlar: cebirsel ve analitik 6zelliklerinin yani sira geometrik bir yapiya
da sahiptir. Tek parametreli dagilimlar bir egri ile temsil edilebilirken ¢ok parametreleri
dagilimlar yiizeyler seklinde modellenebilmektedir. Dahasi yiiksek parametreli dagilimlar
bir manifold 6zelligi tasiyabilmektedir. Dagilimlarin geometrisi, farkli geometrik araglarin
dagilimlar iizerinde calisilmasi diisiincesine yoneltmistir. Bu amagla cesitli c¢alismalar
yapilmistir ve yapilmaktadir.

Riemann geometrisi ise diferansiyel geometrinin bir dalidir ve ¢ok-boyutlu uzaylarin
egriliklerini inceleyen bir alan olarak 6ne ¢ikar. Riemann geometrisi, uzayin egriligi ve bu
egrilikle baglantili geometrik neticelerin incelenmesiyle ilgilenir. Oklid dis1 geometrilerin
en Onemli Orneklerinden biri olan Riemann geometrisi son yillarda bir¢ok farkli alanda
uygulanabilir olmustur. Bir uzay {lizerinde Riemann geometrisi yapilabilmesi i¢in bu uzayin
bir diferansiyellenebilir manifold yapisi tagimasi ve iizerinde bir metrik tanimlanabilmesi
gereklidir. Bazi olasiik  dagilimlar1  diferansiyellenebilir manifold bi¢iminde
tanimlanabilmektedir. Ayrica bu dagilimlar iizerinde Fisher metrigi tanimlanmaktadir.
Fisher metrigi, dejenere olmayan bir Riemann metrigidir. Sonug olarak, olasilik dagilimlari
bir Riemann manifoldu olarak modellenebilmekte ve bu manifold iizerinde Riemann
geometrisi araglar1 ¢caligtirilmaktadir.

Bilgi geometrisi, modern geometrinin araglarin1 kullanarak bilgi diinyasini
incelemeyi amaclayan bir yaklagimdir. Bu alan, baslangicta olasilik dagilimlar1 ailesinin
sahip oldugu dogal diferansiyel geometrik yapiy1 arastirmak {izere ortaya ¢ikmistir. Olasilik
dagilimlarinin geometrik yapisi son derece zengin ve dikkat cekicidir; yalnizca geleneksel
istatistiksel analiz sinirlarinin 6tesine gegmekle kalmaz, ayn1 zamanda modellerin altinda

yatan yapilar1 da ortaya koyar. Bilgi geometrisi, diferansiyel geometri agisindan degerli bir



aragtirma alan1 olmasimin yani sira, istatistiksel ¢ikarima derin iggdriiler kazandirarak
makine 6grenmesi ve bilgi kurami gibi alanlarda da etkili bir rol oynar.

Bilgi geometrisi, istatistiksel modellerin yapisal 6zelliklerini anlamak amaciyla
olasilik dagilimlarinin diferansiyel geometrik yapisini inceleyen disiplinler aras1 bir alandir.
Bu yaklagim, 6zellikle Shun-ichi Amari'nin 1970’11 yillarda baslattig1 ¢alismalara dayanir ve
bilgi kuramu ile diferansiyel geometrinin birlesiminden dogmustur (Amari & Nagaoka,
2000). Bilgi geometrisinin temel yapi taslarindan biri, olasilik dagilimlar1 manifolduna
uygulanan Fisher bilgi metrigi ile olusturulan Riemannian manifold yapisidir. Bu metrik,
parametreli istatistiksel modellerin dogal geometriye sahip oldugunu gosterir (Nielsen,
2020). Amari'nin katkilarindan biri de yalnizca metrik degil, ayn1 zamanda ciftli affine
baglantilar (dually coupled affine connections) kavramini getirmesidir (Amari, 2016). Bu
yap1, manifold iizerinde hem egrilik hem de divergans gibi 6nemli kavramlarin daha genel
bi¢imde tanimlanmasin1 miimkiin kilar. Boylece bilgi geometrisi, yalnizca geometrik bir
teori olmaktan Ote, istatistiksel ¢ikarim, optimizasyon, makine 6grenmesi, sinyal isleme ve
norobilim gibi alanlara yonelik giiglii bir cergeve sunar (Amari, 1998; Ay ve ark.., 2017). Bu
alan, klasik analiz yontemlerinin 6tesine gecerek, istatistiksel modellerin i¢sel yapisini agiga
¢ikarir. Ornegin, {istel aile ve karisim ailesi gibi model siniflarmin diiz manifoldlar (dually
flat manifolds) olarak tanimlanabilmesi, ¢esitli algoritmalarin — 6rnegin dogal gradyan inisi
(natural gradient descent) — geometrik temelde analizine olanak tanir (Amari, 1998).
Giiniimiizde bilgi geometrisi, Ozellikle dogal gradyan yontemleri, Bayes¢i ¢ikarimin
geometrik yorumlari, entropiye dayali olglimler, bilgiye dayali uzaklik metrikleri ve
topolojik veri analizi gibi konularda yogun bi¢imde kullanilmaktadir. Bu ydniiyle bilgi
geometrisi, yalnizca kuramsal degil, ayn1 zamanda uygulamali bilimlerde de etkili bir arac
haline gelmistir.

Bilgi geometrisi alaninda bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Bu caligmalardan bazilar1 su
sekilde Ozetlenmistir: Abdel-All ve arkadaslari, 2003’teki calismalarinda rasgele yliriiyiis
dagiliminin geometrisini incelemislerdir (Abdel-All ve ark., 2003). Calin ve Udriste 2014
yilinda olasilik dagilimlarmin ve istatistiksel modellerin diferansiyel geometrisini konu alan
kapsamli bir kitap yazmiglardir (Calin ve Udriste, 2014). Branea ve Radulescu 2023 yilinda
yayinladiklar1 ¢aligmalarinda Bernoulli ve iistel dagilimla ilgili 6nemli geometrik sonuglar
elde etmislerdir (Branea ve Radulescu, 2023). Amari 2016’da yayinladig1 kitapta bilgi

geometrisini ve uygulamalarin1 kapsamli bir bigimde incelemistir (Amari, 2016). 2022



yilinda Umut Cako yiiksek lisans tez g¢aligmasinda ters Gauss dagiliminin Riemann
geometrisini ¢alismistir (Cako, 2022).

Bu tez calismasinda, olasilik dagilimlarinin Riemann geometrisi baglaminda
incelenmesi amacglanmistir. Tezin ikinci boliimiinde, ¢alismanin temelini olusturan olasilik
teorisinin temel kavramlari ile Riemann geometrisine dair temel yapilar ayrintili bigimde
sunulmustur. Ugiincii boliimde gesitli olasilik modelleri tanitilmis, ardindan gelen dordiincii
boliimde bu modellerin geometrik temsilleri ele alinmistir. Bu baglamda olasilik dagilimlar
manifoldlarinda tanimlanan Fisher bilgi metrigi temel alinarak, metrik tensor, affine
koneksiyonlar, Christoffel sembolleri ve geodezik egriler gibi diferansiyel geometrinin
temel araglart kullanilmis; 6zel dagilim ailelerinin geometrik yapilar1 analiz edilmistir.
Besinci ve son boliimde ise, istatistiksel modelleme ve sinyal isleme alanlarinda yaygin
olarak kullanilan Rayleigh dagilimi bir boyutlu bir Riemann manifold olarak modellenmis
ve bu dagilimin geometrik o6zellikleri ayrintili olarak incelenmistir. Elde edilen teorik
sonuclar, sinyal isleme baglaminda o6rnek bir uygulama iizerinden degerlendirilerek

caligmanin uygulamali yonii ortaya konmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez ¢alismasinin temelini olusturan olasilik kavramlari ile Riemann

geometrisinin temel kavramlar1 verilecektir. Konu hakkinda detayli bilgi edinmek igin

(Akdeniz, 2003) ve (Turgut Vanli, 2022) kaynaklarina bakilabilir.
2.1. Rasgele Degisken Kavrami

Tamm 2.1.1. Degeri bir deney sonucuyla belirtilen bir degiskene rasgele degisken denir
(Akdeniz, 2003).

Tanmm 2.1.2. X bir rasgele degisken olsun. X in alabilecegi degerlerin sayist sonlu veya
sayilabilir sonsuzlukta ise X’e kesikli rasgele degisken denir (Akdeniz, 2003).

Ornek 2.1.1. Bir zarin atilmasi deneyinde 6rnek uzay S = {1,2,3,4,5,6} dir. Bu 6rnek uzayda
sonlu sayida eleman (6rnek nokta) vardir, bu 6rnek uzay lizerinde tanimlanan X rasgele
degiskeni kesikli rasgele degiskendir (Akdeniz, 2003).

Tamim 2.1.3. X bir rasgele degisken olsun. X bir aralikta ya da birden ¢ok aralikta her degeri
alabiliyorsa X e siirekli rasgele degisken denir (Akdeniz, 2003).

Tanim 2.1.4. X, sonlu sayidaki x4, X5, ...., Xy degerlerini f(x;) = P(X = x;),i = 1,2,...,N
olasiliklar1 alabilen kesikli rasgele degisken olsun. Bu durumda

1. f(x)=0,tim x ler i¢in

2. SN, ) =1

kosullarini saglayan f(x) fonksiyonuna X in olasilik fonksiyonu denir (Akdeniz, 2003).
Tamm 2.1.5. Bir X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F(x) ile gdsterilir ve X in x e
esit ya da daha kiiciik olmasi olasiligidir. Yani

FO=PX <0 =) f(x)

xj<x
dir (Akdeniz, 2003).
Tamm 2.1.6. X sayilabilir sonsuzluktaki x;, x;, ..., xy, ... degerlerini alan kesikli bir rasgele
degisken olsun. Bu degerlere karsilik gelen olasiliklar f(x;) = P(X = x;),i = 1,2, ..., N, ...
olmak iizere

(i) f(x) =0, tlim x ler i¢in

(i) X2, f(x) = 1



kosullarin1 saglayan f(x) fonksiyonuna X rasgele degiskeninin olasilik dagilimi ya da
olasilik fonksiyonu denir (Akdeniz, 2003).
Tanim 2.1.7. X, (—oo, o) araliginda tanimlanan siirekli rasgele degisken olsun.

() f:R-[01],f(x) 2 0,(-0 <x <),

(i) 7 fGydx =1
kosullarimi saglayan f(x) fonksiyonuna X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu
denir.
Ayrica, f(x) (i) ve (i) yi saglarsa siirekli X rasgele degiskeninin, —oco < ¢ < d < 40 olmak
lizere ¢ ve d arasinda bulunmasi olasilig1 P(c < X < d) = fcd f(x)dx, f(x) egrisi, x-ekseni ve
x = ¢,x = d dogrular1 ile smirlanan alandir. Ayrica,

Plc<X<d)=P(c<x<d)=P(c<X<d)=P(c<X<d)

dir. Siirekli X rasgele degiskenin belli bir x degerini almasi olasilig1 sifirdir. Yani
P(X = x) = 0 dir (Akdeniz, 2003).
Tamm 2.1.8. X , f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli rasgele degisken olsun.

X in birikimli dagilim fonksiyonu

F(x) = P(X < x) = fx £ (s)ds

bicimindedir (Akdeniz, 2003).
Teorem 2.1.1.
(i) Strekli bir X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f ve dagilim
fonksiyonu F olsun. Bu takdirde biitiin x degerlerinde diferansiyellenebilir F fonksiyonu
igin
£ == (F)
dx

ve a < b olmak lizere herhangi a ve b gercel sayilarii¢in P(a < X < b) = F(b) — F(a) dir.

(i) X, x; <x, <--- gibi swrali x4, x5, ... degerlerini alabilen kesikli rasgele degisken
olsun. F(x) , X’ in daglim fonksiyonu ise bu takdirde f(x;) = F(x;) ve f(x;) =
P(X = x;) = F(x;) — F(x;_,) dir (Akdeniz, 2003).



2.2. Bir Rasgele Degiskenin Beklenen Degeri

Tamm 2.2.1. X, olasilik fonksiyonu f olan kesikli bir rasgele degisken olsun. X in E(X) ile
gosterilen beklenen degeri asagidaki gibi tanimlanir:
E(X) = x1 - f(xq) + x5 - ) + -+ 2y - foy) = Xq % f (x7).

X rasgele degiskeni sayilabilir sonsuzluktaki x4, x5, ..., x5, ... sonuglarini aliyorsa

(00

BQO = 2y f () + ook 2y - )+ = ) xif (1)

i=1
olur (Akdeniz, 2003).

E(X) sayisina ayrica X rasgele degiskeninin ortalamasi ya da kitle (population)
ortalamast denir. Beklenen degeri ya da ortalamay1 gostermek i¢in genellikle p harfi
kultanilir. X, Y, ... gibi birden ¢ok rasgele degiskenle calisildiginda u ler icin ortalamalari
gostermek iizere indis kullanilir. Bu nedenle u, = E(X) ve uy, = E(Y) yazilir.

Tanmm 2.2.2. X siirekli bir rasgele degisken olsun. f(x),X in olasilik yogunluk fonksiyonu

olmak tizere, X in beklenen degeri (ortalamast), E(X)

+00
E(x) =f x-f(x) -dx,—o0 < x < 40
seklinde tanimlanir (Akdeniz, 2003).
2.3. Bir Rasgele Degiskenin Varyansi

Bir rasgele degiskenin beklenen degeri ya da ortalamasi olasilik fonksiyonunun
merkezi hakkinda bilgi verir. Fakat ortalama deger bir deneyden bir digerine rasgele
degiskenin degerlerinin dagilimi, degisimi ya da yayilmasi ile ilgili bilgi vermez. Bunan i¢in
varyans kullanilir.

Tanim 2.3.1. X kesikli bir rasgele degisken olsun. X in ortalamasi E(X) = p ise X in varyansi,
Var(X) veya o7 ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

(i) X kesikli rasgele degisken ise

of = Var(X) = XL, 0 —)? - f (),

(ii) X strekli rasgele degisken ise,



oz = Var(X) = f‘*“’(xi —w?* - flx) - dx

dir. Yani, X in varyansi, X in kendi ortalamasindan sapmasinin karesinin ortalamasidir.
X, u ortalamali1 kesikli ya da siirekli bir rasgele degisken olsun. X in standart sapmasi,

gy, varyansin karekokiidiir, ve asagidaki esitlikle verilmistir (Akdeniz, 2003):

0, = +/Var(X).

Tamm 2.3.2. X ve Y rasgele degiskenlerinin ortalamalari p, ve p,, olmak lizere

E[(X — ) - (Y — 1y)]

beklenen degerine X ve Y arasindaki kovaryans denir ve oy, ya da Cov(X,Y) ile gosterilir.
X ve Y arasindaki kovaryansi hesaplamak i¢in
Cov(X,Y) = E(XY) —E(X) - E(Y) = E(XY) — ity - 1ty

formtilii kullanilir. Kovaryans X ve Y nin birbiriyle nasil bir iligkiye sahip oldugunu gdésterir.
X ve Y istatistiksel olarak birbirinden bagimsiz iseler E(XY) = E(X) - E(Y) olacagindan, bu
durumda Cov(X,Y) = 0 bulunur. Bunun tersi dogru degildir. Yani, Cov(X,Y) = 0 olmas1 X
ve Y nin bagimsizligini1 gerektirmez (Akdeniz, 2003).
Tanim 2.3.3. X ve Y, E(X), E(Y) ortalamalar1 ve Var(X) , Var(Y) varyanslarina sahip olsunlar.
X ve Y arasindaki korelasyon p,,, ile gosterilir ve

Cov(X,Y)

Pry v/ Var(X) Var(Y)

ile tanimlanir. p,,’ye Pearson korelasyon katsayisi denir ve [—1,1] aralifinda deger alir.
(Akdeniz, 2003).

2.4. Olasiik Dagilimlan

Olasilik dagilimlari, bir olayin farkli degerlerinin olasiliklarin1 tanimlayan
matematiksel modellerdir. Istatistik ve olasilik teorisinde rastgele degiskenlerin davranisini
aciklamak icin kullanilirlar. Bu dagilimlar, bir olayin olasiliklarini temsil eden grafik veya
matematiksel fonksiyonlar aracilifiyla ifade edilir. Olasilik dagilimlari, istatistiksel

analizlerde, modelleme ¢aligsmalarinda ve tahminleme siireclerinde yaygin olarak kullanilir.



2.4.1. Kesikli Olasihik Dagilimlar:

Kesikli olasilik dagilim, rastgele bir olayin belirli degerlerinin olasiliklarini gésteren
matematiksel bir modeldir. Bu tiir dagilimlar, ayrik veya belirli deger kiimesine sahip
rastgele degiskenlerin olasilik dagilimlarm ifade eder. Ornek olarak, zar atma durumu
binom dagilimiyla, bir kart destesinden bir kart segme durumu ise olasilik kiitle fonksiyonu
ile ifade edilebilir. Kesikli olasilik dagilimlari, istatistiksel analizlerde ve olasilik teorisinde

onemli bir rol oynar.

Bernoulli Dagilim

Bir X rasgele degiskeni i¢in yalniz iki sonug varsa X’ e Bernoulli degiskeni denir.1
degeri belli bir denmenin basarili olmasi ,0 ise basarisizliga karsiliktir.
Ornek 2.4.1. Paranin atilmasi , kavanozdan top ¢ekilmesi.
Tamm 2.4.1. X rasgele degiskeni 0 ve 1 degerlerini alsin. X’in olasilik fonksiyonu basar1
olasilig1 p, (0 < p < 1) ve basarisizlik olasili1 1 — p = g olmak iizere

fG) =PX =x) =p”

bicimindedir. Bu dagilima Bernoulli dagilima denir (Akdeniz, 2003).
Bernoulli dagiliminin ortalamasi (X’in beklenen degeri) ve varyansi u = E(X) = p veo? =

p - q dir.

Binom Dagilimi

Birbirinden bagimsiz n Bernoulli denemesinden basarili olanlarin toplam sayist X
rasgele degiskeni olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan X e binom rasgele degiskeni denir
(Akdeniz, 2003):

(i) Deney n 6zdes denemeden olugmaktadir.
(ii) Her bir deneme icin yalnizca iki sonug vardir: basar1 (T) ve basarisizlik (F).
(iii) Bir tek deneme i¢in basar1 olasilig1 olan p her deneme i¢in aynidir. Basarisizlik
olasiligi g = 1 — p dir.
(iv)Denemeler birbirinden bagimsizdir.
Teorem 2.4.1. Birbirinden bagimsiz n Bernoulli denemesi i¢in X, her bir denemede basari

olasilig1 p, basarisizlik olasilig1 g olan binom rasgele degiskeni ise, X’in olasilik fonksiyonu:



fe =(0)p¥ q"Fx=012,..n

dir. Bu dagilima binom dagilimi denir (Akdeniz, 2003).
Geometrik Dagilim

Bir deneyin bagimsiz Bernoulli denemelerden olustugu kabul edilsin. i1k basarmin
elde edilmesi i¢in gereken denemelerin sayist geometrik rasgele degiskendir.
Teorem 2.4.2. X, bir tek denemede basarisizlik olasiligi g = 1 —p ve basari olasilig1 p olan
geometrik rasgele degisken ise, X in olasilik fonksiyonu

fG)=PX=x)=q¢"1-px=12,..

dir. Ik basarinin elde edilmesi icin gereken denemelerin sayist X, 1,2,3, ...egerlerinden biri
olabilir. x — 1 ilk basaridan Onceki basarisizliklarin sayisi olsun. Bu durum asagidaki gibi
gosterilebilir.

FF ... FT

N——
x—1

O halde x — 1 bagarisizlig1, basarmin takip ettigi dizinin olasiligi g*~* - p dir. Bu nedenle X
rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu
fX)=PX=x)=q* 1 -px=123,..
dir. 1,2,3, ... denemede ilk basarinin elde edilmesi olasiliklar1 asagidaki sonsuz serideki
ardisik terimlere karsilik gelir:
f)=p+q-p+qg°p+- .

Boylece, olasiliklar toplami

Zg;lf(x):Z?=1P(X=x)=p-(1+q+q2+,,,):p_(ﬁ):1

dir(Akdeniz, 2003).

Teorem 2.4.3. X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu asagidaki gibi olsun.
fx) =qg* 1p*=12,..
1 2

Bu takdirde geometrik dagilim i¢in ortalama deger ve varyans, sirasiyla E(x) = S ve 0° =

:—2 dir (Akdeniz, 2003).



Poisson Dagilimi

Poisson dagilimi, belirli bir zaman ya da alan i¢inde rastgele gergeklesen olaylarin
say1sint modellemek i¢in kullanilir ve bu olaylar sayilabilir (kesikli) degerler alir. Siirekli bir
zaman ya da uzayda ger¢eklesen, birbirinden bagimsiz olaylarin sayisini incelerken
uygulanir.

Tamm 2.4.2. Verilmis bir zaman araliginda bir alanda ya da hacimde basarilarin sayisi, X
rasgele degiskeni olsun. Asagidaki kosullar saglanirsa X Poisson dagilimina aittir denir
(Akdeniz, 2003) :
(i) Deney, verilmis bir birim zaman araligi, alan ya da hacimde bir olayn elde edilis
sayilarinin sayilmasiyla olusur.
(ii) Tki ayrik birim zamanda, alanda ya da hacimde elde edilebilecek basarilarin sayilari
birbirinden bagimsizdir.
(iii)Birim zaman, alan ve hacimdeki basar1 olasiligi, tiim birimler i¢in aynidir.
(iv) Cok kiiciik bir zaman aralig1, alan ya da hacimde iki ya da daha ¢ok basarinin olmas1
hemen hemen olanaksizdir. Yani bu durumda birden ¢ok basarmin olmasi olasiligi
sifira yaklasir.

(v) Bir birim zaman, alan ya da hacimde bir sonucun ortalama elde edilis say1s1 A dir.
Ornek 2.4.2. Asagidaki 6rnekler verilebilir:

e Biiyiik bir sehirde ender rastlanan bin hastaliktan her yil meydana gelen
oliimlerin sayisi,

e Biiyiik bir sehirde trafigin yogun oldugu bir kavsakta aylik otomobil kazalarinin
sayist,

e Bir liretim malindaki kusurlarin sayisi.

X,0,1,2, ... degerlerini alabilen bir Poisson rasgele degiskeni olsun. X in olasilik

fonksiyonu

et Q¥
f) =PX =x) =——,x=012,..4>0

dir. Bu dagilima Poisson dagilimi denir. Burada e = 2,71828 ve A dagilimin ortalamasidir.
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Diizgiin (Uniform ) Dagihim

Diizgiin dagilim, rastgele bir degiskenin belirli bir araliktaki degerlerinin esit
olasiliklarla gergeklestigi bir olasilik dagilimidir. Bu dagilimin temel o6zelligi, olasilik
yogunlugunun belirli bir aralikta sabit olmasidir. Yani, her deger arali1 esit olasiliga
sahiptir. Diizgiin dagilim genellikle [a, b] araligindaki rastgele degiskenleri ifade etmek i¢in
kullanilir, burada "a" minimum degeri, "b" ise maksimum degeri temsil eder. Bu tiir bir
dagilim, rastgele olaylarin homojen ve dengeli bir sekilde gerceklestigi durumlari
modelleme amaciyla kullanilir.

Tanim 2.4.3. X rasgele degiskeni tiimii esit olasiliklt N sonuca sahipse, X e kesikli diizgiin
rasgele degisken denir (Akdeniz, 2003).
Ornek 2.4.3.
1. Bir paray1 bir kez atalim. X = 0 yazi gelmesi sonucunu X = 1 tura gelmesi
sonucunu gostersin. Burada X kesikli diizgiin rasgele degiskendir.
2. Bir zar bir kez atilsin. Bu takdirde, X iiste gelen say1 kesikli diizgiin rasgele
degiskendir.
3. 5’lik bir desteden bir kart gekelim. O halde X, ¢ekilen herhangi bir kart ise bir
kesikli diizgilin rasgele degiskendir (Akdeniz, 2003).

Tanimm 2.4.4. X rasgele degiskeninin alabilecegi degerler xq,x,,...,xy olsun. X in olasilik

fonksiyonu

1
f(X) =P(X =x) =N,x = X1,X2, ., XN

dir. Bu dagilima kesikli diizgiin dagilim denir (Akdeniz, 2003).

Teorem 2.4.4 f(x) = %, X = Xq,%3, ..., Xy kesikli diizglin dagilimin ortalamasi1 ve varyansi
N+1
u=EX) = —

bi¢imindedir (Akdeniz, 2003).
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2.4.2. Siirekli Rasgele Degiskenlerin Dagilimlar
Normal Dagihhm

Normal dagilim, istatistiksel analizlerde sik¢a kullanilan bir olasilik dagilimidir.
Belli bir ortalama deger etrafinda simetrik bir sekilde dagilan verileri temsil eder. Normal
dagilimi belirgin bir 6zelligi, dagilimin seklinin bir ¢an gibi simetrik olmasidir; bu nedenle,
"can egrisi" olarak da adlandirilir. Normal dagilim, merkezi limit teoremi gibi 6nemli
istatistiksel teoremlerin temelini olusturur ve bir¢ok gerg¢ek diinya olaymin istatistiksel
analizinde yaygin olarak kullanilir. Normal dagilima sahip bir veri seti, genellikle belirli bir
ortalama ve standart sapma ile tanimlanir. Istatistiksel testlerde ve tahminlemede kullanilan
bircok yontem, normal dagilima dayanir ve bu dagilim, istatistiksel analizlerin temel bir
aracidir (Akdeniz, 2003).
Tanim 2.4.5. Siirekli bir X rasgele degiskeni icin olasilik yogunluk fonksiyonu

—_1(u)2
e2\V o) ,—o<x<o—-—0<u<oaog>0

f&) =

oV2m

ise X normal dagilima aittir denir. Burada y dagilimin ortalamasi ve o dagilimin standart
sapmasidir. X normal dagilima aitse X ~ N(u,0?) simgesiyle gosterilir. f(x) olasilik

yogunluk fonksiyonu oldugundan,

o1 ZEE
. 2 o = 1
f_w NTn g

yazilir (Akdeniz, 2003).
Standart Normal Dagilim

Standart normal dagilim, ortalamasi 0 ve standart sapmasi 1 olan 6zel bir normal
dagilim tiirtidiir. Matematiksel olarak tiim normal dagilimlar bu forma déniistiiriilebilir. Bu
doniisiime standartlagtirma denir. Standart normal dagilim ile normal dagilim ayni dagilim
tiirtintin farkli halleridir. Aralarindaki fark, temel olarak parametrelerindeki (ortalama ve
standart sapma) farkliliktir.

Tanim 2.4.6. Ortalamasi u = 0, varyansi ¢? = 1 ve olasilik yogunluk fonksiyonu
xZ

1
fx) =——-e2 —o<x <+

Var
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olan normal dagilima standart normal dagilim veya birim normal dagilim denir. Normal
dagilimi1 X ~ N(0,1) olarak gosterilir. f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu oldugundan, f(x)

egrisi altinda ve x-ekseninin yukarisinda kalan alan 1 e esittir (Sekil 2.1.).

Standart Normal Dagilim Grafigi

0.401 ; Standart Normal Dagilim

0.301

Olasilik Yogunlugu
o
N
o

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Sekil 2.1. Standart normal dagilim i¢in 6rnek bir grafik

Cebirsel olarak

yazilabilir (Akdeniz, 2003).

Teorem 2.4.5. X ~ N(u, 5?) normal dagilima sahipse Z = % degiskeni, N(0,1) standart

normal dagilima sahiptir (Akdeniz, 2003).
2.5. Log Olabilirlik Fonksiyonu

Olabilirlik yontemi, bilinmeyen bir parametrenin tahminini yaparken, elde edilen
orneklem verilerine en uygun olan degeri segmeye dayanir. Bu yontemin temel ilkesi,
gozlenen verilerin gergeklesme olasiligini (veya olasilik yogunlugunu) en biiyiik yapan
parametre degerinin, s6z konusu bilinmeyen parametre i¢in en iyi tahmin oldugudur.

En ¢ok olabilirlik yontemi, parametre tahmininde sik¢a kullanilan giiclii bir tekniktir. Bu
yontemde, olabilirlik fonksiyonu olarak adlandirilan ve Ornekleme ait olasiliklarin bir
fonksiyonu olan ifade maksimize edilir. Bu fonksiyonu maksimum yapan parametre degeri,
en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi (MLE) olarak adlandirilir. Burada tezde kullanilacak olan

log olabilirlik fonksiyonu tanitilacaktir.

13



Tamm 2.5.1. X;,X,, ..., X,, olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu f (x; ) olan kitleden bir
orneklem olsun. @ min olabilirlik fonksiyonu (likelihood function) X = (X, X>, ..., X,,) olmak

uzere,
L(O1%=2)=fw0) =] | Fa;0)
i=1

dir (Islak, 2024).
Olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan deger (6rneklemin bir fonksiyonu) 6 nin en ¢ok

olabilirlik tahmin edicisidir. Yani, 8 nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi

6,(X) = rglgé(L(H | X)
dir. Olabilirlik fonksiyonunun maksimizasyonu yerine genellikle fonksiyonun logaritmasi (log-
likelihood, £(6) = log (L( 0|X=x )) maksimize edilir. 8 nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi
olabilirlik fonksiyonunu veya log-olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan degerdir. Yani,

6,(X) = r&zgd’(&) = rélgé(L(B | X)
dir.

2.6. Oklid Uzaymnin Topolojisi ve Geometrisi

Bu alt boliimde Oklid uzay1 iizerindeki bazi temel kavaramlar verilecektir.

Tanmim 2.6.1. V bir vektor uzay1 olmak {izere

<,>VxV — R
(w,v) —-<uv>

seklinde tanimli <,> fonksiyonu
@) (wv)=(u)
(i) viLu e Rigin (Au + uv,z > = Nu,z > +u < v,z >
(iii)v # 0icin (v,v) >0, v=0 (v,v) =0

Ozelliklerini sagladiginda <,> fonksiyonuna V iizerinde bir i¢ c¢arpim fonksiyonu,
(V, <, >) ikilisine bir i¢ ¢arpim uzay1 ve < u,v > sayisina da u ile v nin i¢ ¢arpimi denir
(Turgut Vanli, 2022).

Tanmim 2.6.2. V bir vektor uzay1 olmak lizere,

v — R
v o — vl
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fonksiyonu

() vwveVignllviI>0llvi=0ev=0
(i) VvaeRvevveVicinllavi=al v

(li)vu,v e Vicin lu+ v ISl u Il +1l v || (liggen esitsizligi)

ozelliklerini sagladiginda, |I.|I fonksiyonuna norm, || v || sayisina v vektoriiniin normu (boyu)
,( V, Il ) ikilisine de normlu vektor uzay1 denir (Turgut Vanli, 2022).
Tamm 2.6.3. V bir vektdr uzayi olsun. Eger d:V x V — R fonksiyonu

(i) d(x,y) >0

(ii)dix,y)=0x=y

(i) d (x,y) = d(y,x)

(iv)d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)
ozelliklerini sagliyorsa d fonksiyonuna V kiimesi iizerinde bir metrik, (V,d) ikilisine bir
metrik uzay ve d(x,y) sayisina da x ile y elemanlar1 arasindaki uzaklik denir (Turgut Vanli,
2022).
Tanim 2.6.4. X herhangi bir kiime olsun. X’in alt kiimelerinin kiimesi g(X) olmak {izere
T € $(X) olsun. Yani 7 elemanlar1 X in bazi alt kiimeleri olan bir kiime olsun. Bu durumda

(i 9,Xer

[)U,VertginUnVeEr

(iii)vielicinV; etise Ui, V; ET
ozellikleri saglaniyorsa t ya X lizerinde bir topoloji (X, 7) ikilisine bir topolojik uzay denir.
7 nun elemanlarina agik kiime ve agik kiimenin tiimleyenine de kapali kiime denir (Turgut
Vanli, 2022).
Tamm 2.6.5. X veY birer topolojik uzay olmak lizere f: X — Y birebir ve Orten bir fonksiyon
olsun. Eger f ve f in tersi f~1 siirekli ise f fonksiyonuna homeomorfizm denir. Eger
f:X - Y bir homeomorfizm ise X uzayi Y uzayina homeomorfikdir denir ve X =Y ile
gosterilir (Turgut Vanli, 2022).
Tanim 2.6.6. X veY ikitopolojik uzay olmak iizere f: X — Y bir fonksiyon olsun. X topolojik
uzaymdan Y deki f(X) alt uzayma bir homeomorfizm mevcut ise X uzayt Y uzayi i¢ine
gomiiliir ve f fonksiyonuna da gdmme fonksiyonu denir (Turgut Vanli, 2022).
Tamm 2.6.7. Bir topolojik uzayin farkli iki elemaninin ayrik komsuluklar1 varsa bu uzaya

T, - uzay1 veya Hausdorff uzay1 denir (Turgut Vanli, 2022).
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Teorem 2.6.1. X Hausdorff uzay ve Y bir topolojik uzay olmak iizere f:X — Y bir
homeomorfizm ise Y Hausdorff uzaydir (Turgut Vanl, 2022).
Teorem 2.6.2. Hausdorff uzaym kapali her alt uzayr Hausdorff uzayidir (Turgut Vanli,
2022).
Tamm 2.6.8. X topolojik uzayinin bir alt kiimesi 4 ve X in alt kiimeler ailesi Q olsun (Turgut
Vanli, 2022).
(i) Eger Q daki kiimelerin birlesimi A kiimesini igeriyorsa Q koleksiyonuna A alt
kiimesini Ortiiyor denir.
(ii) Q koleksiyonu A alt kiimesini ortliyor ve Q koleksiyonundaki her bir kiime acik ise
Q koleksiyonuna A kiimesinin agik ortiisii denir.
(iii)Q koleksiyonu A kiimesinin Ortiisii olsun. Q’, A kiimesini Ortecek sekilde Q nun alt
koleksiyonu ise Q' ye Q nun alt Ortiisii denir.
Tamm 2.6.9. X Hausdorff uzayimnin her agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa, X uzayima
kompakt uzay denir (Turgut Vanli, 2022).

Tanim 2.6.10. f:R™ — R bir fonksiyon ve R" nin standart bazi {e,, e,, ..., e,,} olsun.
Vf:R® — R"
n
v —v@=) e

seklinde tanimli doniisiimiine f fonksiyonun gradiyelr;tli denir (Turgut Vanli, 2022).
Teorem 2.6.3 f:R"™ - R bir fonksiyon ve x,v €R™ olsun. f nin x noktasinda v
dogrultusundaki yone gore tiirevi D, f (x) = (Vf (x), v) dir (Turgut Vanl, 2022).

Teorem 2.6.4 f:R" > R, x e R"vev =), ?:1 v;e; olsun. f fonksiyonunun x noktasinda v

dogrultusunda yone gore tiirevi

n
a
D@ =Y Lo,
=1 "
dir (Turgut Vanli, 2022).

Teorem 2.6.5. f: R™ — R™ bir fonksiyon ve x,v € R™ olsun. f fonksiyonunun x noktasinda

v dogrultusunda yone gore tiirevi

b=y (i oL (x)vi) e
k=1 \i=1

dir (Turgut Vanli, 2022).

Tamm 2.6.11. f:R™ — R™ bir fonksiyon ve x, € R" olsun. Eger
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lim 1 () — £ (xo) = LCx = o)1

llx = xol

=0

olabilecek bi¢cimde bir L:R™ — R™ lineer donlisimii varsa f ye x, da
diferensiyellenebilirdir, L ye de x, da f nin tiirevi denir ve Df (x,) ile gosterilir (Turgut Vanli,
2022).

Tanmm 2.6.12. f:R™ — R™ bir fonksiyon ve f = (fi, fo, ..., f;n) Olsun. f, larin x, € R"

noktasindaki kismi tiirevlerinden olusan

[afk

(xo)] (l<k<ml<i<n)

reel matrisine f nin x, noktasindaki Jakobiyen matrisi denir ve J¢(x,) seklinde gosterilir.

Yani
9 9
L o) 52 )]
9 9
I (xg) = 69]:21 (xo) - 69]21 (xo)
Ofm afm
9, —— (%0) ... "ox,, (xo)

dir (Turgut Vanl, 2022).

Tanim 2.6.13. f:R" — R™ ve x, € R" olsun. Herhangi bir k € Z* igin, eger varsa f nin
X, da k. mertebeden tiirevi

D*f(xp) = D(Dk_lf)(xo)

seklinde tanimlanir. Eger DXf(x,) varsa f ye de x, da k-yinci mertebeden
diferensiyellenebilirdir denir. k € Z*i¢in eger
D¥f = D(D¥"'f):R"™ — L¥(R",R™)
X —  DFf(x)
varsa D¥ f ye f nin k-yinci mertebeden tiirevi ya da diferensiyeli denir. Eger DX f varsa f ye

de k-yinci mertebeden diferensiyellenebilirdir denir. AyricaD;, ;. f,(1<j, <n1<p<k)

bu tiir kismi tiirevlere f nin k-yi mertebeden kismi tiirevleri denir.

ka---hf ( Tr—1- J1f)

dir. D°f (xo) = f(x,) kabul edilir (Turgut Vanl, 2022).
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Tamm 2.6.14. f:R"® — R™,x, € R" ve k € Z*olsun. Eger f, her k € Z*i¢in x, da Ck-
diferensiyellenebilir ise f ye x, da C*-diferensiyellenebilirdir veya diizgiindiir denir (Turgut

Vanly, 2022).

Tamm 2.6.15. C°(R", R™) = {f|f: R® — R™, R™'de siirekli }
uzayina R" den R™ e giden C° - sinifindan fonksiyonlar uzayi
C1(R",R™) = {f|f: R" — R™,R" de diferensiyellenebilir }

uzayina R" den R™ ¢ giden C! - sinifindan fonksiyonlar uzay1

Ck(R™ R™) = {f|f: R® — R™, k. mertebeden kismi tiirevler var ve siirekli }
uzayina R"™ den R™ e giden C*-smifindan fonksiyonlar uzay1
C*(R™, R™) = {f|f: R"" — R™ her mertebeden kismi tiirevler var ve siirekli },
uzayma R™ den R™ e giden C*-sinifindan (diizgiin) fonksiyonlar uzay1 denir (Turgut Vanli,

2022).

2.7. Manifoldlar

Manifold kavrami Riemann geometrisinin en temel 6gesidir. Gauss’un yiizeyler
iizerine elde ettigi baz1 sonuglart Riemann daha genel kavram olan manifolda tagimistir. Bu
alt boliimde manifoldlara ait temel kavramlar verilecektir. Daha fazlasi i¢in (Turgut Vanli,
2022)’ye bakilabilir.

Tamm 2.7.1. M bir topolojik uzay olsun. M nin her bir p noktasinin R™ in bir V ag¢ik alt
kiimesine homeomorfik olan bir U ac¢ik komsulugu varsa M ye bir topolojik manifold denir.
(o, U) ikilisine M topolojik uzayin bir n - boyutlu haritasi, U ya koordinat komsulugu denir.
¢ ye de koordinat doniisiimii (veya koordinat sistemi) denir. ¢(p) = 0 ise (¢, U) haritasina
p € U noktasinda merkezleyendir denir (Turgut Vanli, 2022).

Tanmm 2.7.2. Bir topolojik uzay M ve M nin n —boyutlu bir haritas1 (¢,U) olsun. R"
uzaymdaki dogal koordinat fonksiyonlart (xq,x,,...,x,) ise u; = x; o ¢ esitligiyle tanimli
(uq,uy, ..., uy) fonksiyonlarma (¢, U) haritasinin koordinat fonksiyonlari p € M olmak iizere
(u1 (), uy,(p), ..., uy (p)) sayisina p noktasinin (¢,U) haritasina gore koordinatlar1 denir
(Turgut Vanli, 2022).

Tamm 2.7.3. Bir topolojik manifold M ve (¢4, Uy), (9g,Ug) M nin U, nUg # @ olacak
sekilde iki n —boyutlu haritasi olsun. ¢, (U, n Ug) kimesi ¢, (U,) de ¢g(U, N Ug) kiimesi
vp(Ug) de agik ve
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Ppa: Pp ° Pa’: Pa(Uy N Ug) = @p(Uy N Up)

doniistimii bir homeomorfizm ise bu iki haritaya topolojik olarak ortiisiirler denir ve @g,
fonksiyonuna da haritalar arasinda doniistim fonksiyonu denir (Turgut Vanli, 2022).
Tanim 2.7.4. M bir topolojik uzay ve M nin haritalarinin ailesi {(¢q, Uy)}qer olsun. Bu
ailedeki haritalar topolojik ortiisiiyor ise bu aileye M topolojik uzay tlizerinde bir topolojik
atlas denir (Turgut Vanli, 2022).
Tamm 2.7.5. (¢4, U,) ve (¢p, Ug), M topolojik manifoldun iki haritas1 olsun.

Pap = P © 05" 05Uy N Ug) = @o(Uq N Up),

Ppa = Pp ° Pa " 0a(Ua N Ug) = 0p(Us N Up),
doniisiimleri €* — smifindan (yani diizgiin) ise bu iki haritaya C* — sinifinda veya diizgiin
ortiistirler denir (Turgut Vanli, 2022).
Tanmm 2.7.6. M topolojik manifoldun haritalarinin ailesi A = {(¢g4, Uy)}qe; Olsun. M =
UgeiU, ve A igindeki her iki harita C* - siifindan (diizgiin) ortiisiiyor ise A ya M nin bir
C* — sinifindan (diizgiin) atlas1 denir (Turgut Vanl, 2022).
Tanim 2.7.7. Bir M topolojik manifold iizerinde iki C* - atlas A; ve A, olsun. 4; U A, de M
iizerinde bir C* — atlas ise bu iki atlasa esdeger (denk) atlaslar (C* — bagdasiktir) denir ve
A; ~ A, ile gosterilir (Turgut Vanli, 2022).
Tamim 2.7.8. Denklik smifi [A] ya M iizerinde A nin dogurdugu C* - diferensiyellenebilir
yap1 ( C* - yapi) veya diizgiin yap1 denir (Turgut Vanli, 2022).
Tanim 2.7.9. M topolojik uzay iizerinde tanimli tiim diizgiin atlaslar1 igeren en genis atlasa
tam (veya maksimal) atlas denir (Turgut Vanli, 2022).
Tanim 2.7.10. M Haussdorff uzay1 tizerinde tanimli tam atlas ile birlikte topolojik manifolda
diizgiin (veya C*® ) manifold denir. Buradaki tam atlasa M {izerinde diizgiin ( C® —
smifindan) yap1 denir. Yani,

(i) M Haussdorff uzay

- homeomorfizm
(ii) 9:Uy € M ——— SV c R"

(iii))M =U,e; Uy

(iV)@pa: 9o (Ug NUg) > @p(Uy NUR) Ve @up = (<p3a)_1 doniisiimii  diizgiin (C*®
sinifindan) yani ¢,z doniigiimii C* - siifindan bir difeomorfizmdir.

(V) 9qp1— 1, értendir. <P3(Ua n Uﬁ) nin koordinatlar x = (x1,%;, ..., ,) ve @g(Ug N Uﬁ)
nin Koordinatlar1 y = (y4, 5, ..., ¥n) ise y; fonksiyonlarin her biri x in €% - smifindan

dontistimleridir, ve
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i o

0xq Ox, Oxp,
o, W oy . 0w
det [a—x‘] # 0 yani det = |0x ox; 0xy | # 0. ( @pq daive ii siklarini saglar).
i : H ‘. H
0xqy 0x, 0xp

(vi) A = {(Uy, 94)}aer maksimal (tam) diizgiin (C® - sinifindan) atlastur.

Burada M nin koordinat komsuluklar1 R™ de bir alt kiimeye homeomorfik oldugundan M
diizglin manifoldu n-boyuta sahiptir (Turgut Vanli, 2022).
Tanim 2.7.11. n - boyutlu bir diizglin manifold M, f: M — R herhangi bir fonksiyon ve p €
M olsun. fo@ 1:R®™ - R fonksiyonu ¢(p) noktasinda diizgiin olacak sekilde M nin p
noktasini i¢ine alan bir (¢, U) haritas1 varsa, f fonksiyonuna p noktasinda diizgiindiir denir.
Burada f o ¢~! fonksiyonuna f fonksiyonunun ¢ ye bagh bir koordinat gésterimi denir
(Turgut Vanli, 2022).
Tanim 2.7.12. f:M — R bir doniisiim olsun. Eger f, M nin her p noktasinda diizgiin ise f ye
M iizerinde diizgiin ( €* - smifindan diferensiyellenebilirdir) denir. Bu fonksiyonlarin
kiimesi F(M) veya C* (M, R) ile gosterilir (Turgut Vanli, 2022).
Tamm 2.7.13. M, N sirasiyla m,n boyutlu iki diizgiin manifold ve @: M — N bir doniisiim
olsun. Eger i o ® o ¢~ 1: R™ — R™ doniistimii ¢ (p) noktasinda diizgiin olacak sekilde p € M
noktasinin bir (¢, U) haritas1 ve @(p) € N noktasinin da bir (1, V) haritas1 varsa ® ye p € M
noktasinda diizglindiir denir. Vp € M noktasinda @ doniisiimii diizgiin ise @ ye M {izerinde
diizgiindiir denir (Turgut Vanli, 2022).
Tamm 2.7.14. M, N sirasiyla m ve n boyutlu iki diizgiin manifold olmak iizere ¢: M —
N doniisiimii verilsin. Eger,

(i) @ diizgiin ( C* - sinifindan)

(ii) @ 1-1 ve orten

(iii)@ 1 diizgiin
ise @ ye bir C* - smifindan difeomorfizm denir. M ve N ye de C® - sinifindan diffeomorfiktir
denir (Turgut Vanl, 2022).
Tanmm 2.7.15. M n — boyutlu bir manifold olmak {izere, p € M olsun. o:C*(p) — R
doniisiimiinli goz oniine alinsin. Eger Vf, g € C*(p) ve VA, u € Rigin

(i) o(Af + ug) = 20(f) + pno(g) (Lineerlik o6zelligi)

(i) o(f - 9) = f(p) - 0(g) + g(p) - o(f) (Leibnitz kuralr)
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ise ¢ doniislimiine p de M nin bir tanjant vektorii denir. M nin p noktasindaki tanjant

vektorlerin kiimesi T, (M) ile gosterilir.

®: T, (M) x T,(M) T, (M)
(0,0") (e @) =0(f) +a'(f)
O:R X T, (M) Ty (M)
(4,0) 10O o)(f) = 2a(f)

olmak {izere ((TP(M),EB), (R, +,),.O) altilis1 bir vektér uzayidir. Bu uzaya M nin p

noktasindaki tanjant (teget) uzayi denir (Turgut Vanli, 2022).
Tanim 2.7.16. f:M — R diizgiin bir doniisiim ve p € M i¢in M nin bir haritas1 (¢, U) olsun.

of| _3(ep™)
c')ul- D axi

¢ ()
ifadesine f fonksiyonun M fizerinde i - yinci degiskene gore p noktasindaki kismi tiirevi

denir (Turgut Vanl, 2022).

Teorem 2.7.1. M iizerinde,

0;(p):C*(p) —R

of
ou

f—a() = i
P

seklinde taniml1 doniisiim M nin p noktasinda bir tanjant (teget) vektoriidiir (Turgut Vanls,

2022).

Teorem 2.7.2. T,(M) = sp{0,(p),0,(p), ...,0,(p)} ve boyT,(M) =boy(M) dir (Turgut

Vanly, 2022).

Tamm 2.7.17. n — boyutlu diizgiin manifold M olsun. M nin her bir noktasina bir teget

vektor baglayan doniisiime M tizerinde bir vektor alani denir. Yani

xim | o0
pPEM
p — X(P) = Xp

seklinde tanimli X doniisiimii M {izerinde bir vektor alanidir ve vektor alanlariin kiimesi
x(M) ile gosterilir (Turgut Vanli, 2022).
Tanim 2.7.18. Vp € M ve A € Rigin

D:xM) X x(M) » (M) X B Y)P)=Xp)+Y(p)=X,+Y,

O:R X y(M) - x(M), AX)(p) = A(X(p)) = X,
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islemleri ile (()((M ),D), (R, +,), .@) altilis1 bir vektor uzayidir. Bu uzaya M manifoldunun

vektor alanlar1 uzayi denir (Turgut Vanl, 2022).

Teorem 2.7.3. y(M) = sp{0;,0,, ..., 0, } dir (Turgut Vanli, 2022).
Tanim 2.7.19. M manifoldu iizerinde herhangi bir vektor alan1 X = };I-, X; % olmak iizere
X:M SR
r ~>X()
doniisiimiine X vektor alanimin bileseni denir. Eger bu bilesen fonksiyonlar1 diizgiin ise X
vektor alani diizgiindiir denir.

Ayrica

:Xp

n n n a
X(p) = (Z xl-ai) @) = z Xi(p)o;(p) = ;mp)a—ui

dir (Turgut Vanli, 2022).

p

Tanmm 2.7.20. Bir M manifoldu tizerinde,

X[f]: M >R
P - X[f1() = X, (f)

seklinde tanimli donilistime f fonksiyonun X vektdr alani yoniindeki tiirevi denir (Turgut
Vanly, 2022).
Teorem 2.7.4. Vf € F(M) ve VX € y(M) igin

N, Of
x[f]—;Xia—ui

dir.
Tanim 2.7.21. M {izerinde tanimli [, ] doniistimii

LI:x(M) x x(M) - x(M)
X,7) - [X,Y]

ile tanimlanmak {izere, [, ] dontsiimii

(i) Bilineer.

(ii) Anti-simetriktir yani [X,Y] = —[Y, X]

(i) [x, [, Z]] + [V, [, X]] + [Z, [X, Y]] = 0 (Birinci Bianchi 6zdesligi)
sartlarini sagliyorsa y(M) lizerinde Lie (parantez) ¢arpimi olarak adlandirilir [X,Y] vektor
alanina da X ile Y vektor alanlarinin Lie ¢arpimi denir (Turgut Vanli, 2022).

Teorem 2.7.5. Vf € F(M) veVX,Y € y(M) i¢in
(X, Y1(f) = X[Y[f]] - Y[XIf]]
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seklinde tanimli doniisiim bir Lie ¢arpimidir (Turgut Vanli, 2022).
Teorem 2.7.6. [9;,0;] = 0 dir (Turgut Vanli, 2022).

2.8. Manifoldlarin Riemann Geometrisi

Bir manifold iizerinde metrigin tanimlanmasi, manifod iizerinde 6l¢iim yapilmasini
olanakli kilar. Boyle manifoldlar Riemann manifoldlar1 olarak anlandirilir. Bu bdliimde
Riemann manifoldlar1 iizerinde metrik kullanilarak tanimlanan bazi temel kavramlar
verilecektir.

2.8.1. Koneksiyon Kavrami ve Christoffel Sembolleri

Tanim 2.8.1. n - boyutlu diizgiin bir manifold M olsun.
V:x(M) x x(M) — x(M)
X,Y) S V(X,Y) =Y

dontlisiimii VA, u € R, Vf € F(M) ve VX,Y,Z € y(M) igin,

(D) MaxyprZ = AVxZ + uWyZ

(i) Vy (AY + pZ) = AVxY + uvyZ

(i) Ve Y = fUxY

V)V (fY) = fVxY + X[f]Y
sartlarin1 saglaniyorsa bu doniisiime M iizerinde bir koneksiyon (veya lineer koneksiyon)
denir. VyxY vektor alanina da Y vektor alaninin X vektor alan1 yoniindeki kovaryant tiirevi
denir (Turgut Vanl, 2022).

(1). ve (ii1). sartlarindan V nin birinci degiskene gore F(M) lineer oldugu, (iv)
sartindan ise V nin ikinci degisken i¢in F(M) lineerlik ozelliginin gegerli olmadigi
gorilmektedir.

Ozel olarak X = d,,Y = 9, baz vektdr alanlarimi alinsin Vs,0; vektor alaninin

bilesenleri I;]} ile gosterelir. O zaman

n
Vs, 01 = Z L] 0,
m=1

dir. Boylece Vj, 9, nin bilesenleri
LhUcM->Rm=1.2,..,n
olur. Bu fonksiyonlara Christoffel sembolleri denir (Turgut Vanli, 2022).
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Teorem 2.8.1. VX,Y € y(M) i¢in X =Y}, X0, ve Y =Y -,Y;0;, olmak iizere Y vektor

alaninin X vektor alan1 yoniindeki kovaryant tiirevi

v - z (z KAt + Y, KK o

k=1
dir (Turgut Vanli, 2022).

Tanim 2.8.2.

T:x(M) x y(M) — x(M)
X,Y) > TX,Y) = VY — VX — [X,Y]

seklinde tanimli doniisiime V nin torsiyonu (burulmasi) denir (Turgut Vanli, 2022).
Tamm 2.8.3. M manifoldu iizerinde bir lineer koneksiyon V olsun. Eger T =0 ise V ya
burulmasiz (torsiyonsuz) veya simetriktir denir. Dalosayisiyla, T = 0 ise
[X,Y] = VyY — 7 X
dir (Turgut Vanh, 2022).

2.8.2. Riemann Metrigi

Tanim 2.8.4. n — boyutlu diizgiin bir manifold M olsun. Vp € M igin
Gp: T,(M) X T,(M) — R

(Xp' Yp) — 9y (Xp' Yp)

doniisiimiinii gdz ontine alalim.

g x(M) x x(M) — F(M)
X, Y)—gX,Y):M -R

P = g(Xp 1)
seklinde tanimli g donilisiimii
(i) Bilineer
(ii) Simetrik
(iii) Pozitif tanimli yani, VX € y(M) i¢in g(X,X) >0veg(X,X) =0 X =0

sartlarin1 sagliyorsa g’ye M lizerinde bir metrik tensor veya Riemann metrik tensorii ve
(M, g) ikilisine de bir Riemann manifoldu denir (Turgut Vanli, 2022).
Teorem 2.8.2. n - boyutlu (M, g) Riemann manifoldu {izerinde V lineer koneksiyonunun

bilesenleri

n
1 {aglh 0Gxn agkl}
Iy =5 § -
2 auk aul auh
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dir. Burada [g""] = [gp,]7* dir (Turgut Vanli, 2022).
Tanmim 2.8.5. (M, g) manifoldu lizerinde bir lineer koneksiyon V olsun. VX,Y,Z € y(M)igin
i. VY — VX = [X,Y] (Sifir torsiyon 6zelligi veya simetri 6zelligi)
ii. X[g(,2)]=g(VkY, Z)+g(Y,VyZ) (Metrik ile bagdasabilme 6zelligi)
sartlar1 saglaniyorsa V ya M iizerinde (Riemann koneksiyonu veya) LeviCivita koneksiyonu
denir (Turgut Vanli, 2022).
(R™,g) Riemann manifoldu iizerinde herhangi iki vektér alan X = }7_; Xpe, ve

Y =X _, Ve, olmak lizere, tiim Christoffel sembolleri sifir oldugundan

n n
TV = > X 0l¥onlOm

m=1k=1

dir (Turgut Vanli, 2022).

2.8.3. Riemann Egrilik Tensorii
Tanim 2.8.6.

R:y(M) X y(M) X x(M) - x(M)
X,Y,Z) - R(X,Y)Z

olmak tizere R(X,Y)Z = VyVyZ — VyVxZ — Vix y1Z dOniisiimine M nin (Riemann) egrilik
tensor alani denir (Turgut Vanli, 2022).
Teorem 2.8.3.Vf,g € F(M) ve VX,Y,Z,W € y(M) igin,

() R(fX + gY,Z)W = fR(X,Z2)W + gR(Y, )W

(i) R(X, fY + gZ2)W = fR(X,Y)W + gR(X,Z)W

(iR, Y)(FZ + gW) = FR(X,Y)Z + gR(X, V)W
dir. Yani R egrilik tensorii birinci, ikinci ve tiglincii bilesene gore F(M) lineerdir (Turgut
Vanli, 2022).

Teorem 2.8.4. Bir n - boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun egriliginin bilesenleri
o OTL aTE .
Rj = ﬁ - aulj + Z (Tém I = T Tim)

m=1

dir (Turgut Vanli, 2022).

Teorem 2.8.5. Bir n - boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun egriligi R olmak iizere
R + R + R, =0

dir. Bu esitlige 1. Bianchi esitligi denir (Turgut Vanli, 2022).

Teorem 2.8.6. Bir n — boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun egriligi R olsun. Bu durumda
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() Rimki = —Rjmuk
(ii) Ry jmi = Rmxj
(iii)Rjmy; = —Rmjnt

dir (Turgut Vanli, 2022).
Tanim 2.8.7. X,,Y, € T,(M) ve = = Sp{X,,Y,} € T,(M) olsun.
9p(R(Xp, Y)Yy, Xp)

2
9p (Xp' Xp)gp (Yp' Yp) —9p (Xp’ Yp)

seklinde tanimli K ya m diizleminin kesitsel egriligi denir (Turgut Vanl, 2022).

K(Xp'Yp) =

Teorem 2.8.7. (M, g) Riemann manifoldunun egriligi R ve kesitsel egriligi K olsun. Bu
durumda

K=0R=0
dir (Turgut Vanli, 2022).

Tanim 2.8.8. (M, g) Riemann manifoldunun egrilik tensorii R = 0 ise manifoldda diizdiir

(flat) denir.
2.8.4. Geodezik Kavram

M bir Riemann manifoldu olsun. Eger a: I - M egrisinin teget vektor alan1 a« boyunca
paralel ise egriye geodeziktir denir. Oklidyen uzayda dogrular birer geodeziktir. Keyfi bir
manifoldda geodezik kavrami 6klidyen uzayda dogruya karsilik gelen geometrik nesneler
olarak diisiiniilebilir. Ornegin kiirede iki noktay1 birbirine baglayan en kisa uzunluga sahip
egri, yani kiirenin geodezigi, biiylik ¢emberlerdir. Bu egriler kiirenin merkezinden gegen
diizlemler ile kiirenin kesisimi olan egrilerdir (Sahin, 2012).

Teorem 2.8.8. M bir Riemann manifoldu ve a:I = M egrisinin denklemleri & = &!(s)

olsun. Bu durumda a egrisinin bir geodezik olmasi igin gerek ve yeter sart
. n .
d2 i d&l d k
§ N Z i §7dé"

ds? Jds ds

0,i=1,..,n
jk=1

olmasidir. Teoremde verilen diferansiyel denkleme geodezik denklemi denir.

Tamm 2.8.9. a egrisinin p ve g noktalar1 arasinda bir geodezik boyunca uzaklik ise
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q
Sp,q) = f j > gy ©deidel
p ij

Seklindedir (Kobayashi ve Nomizu ,1963)
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3. OLASILIK MODELLERI

Bir olasilik modeli geometrik bir yap1 olarak verilebilen, olasilik dagilimlarinin ailesini
iceren bir yapidir. Ailenin her bir elemani aslinda bir olasilik dagilimidir. Olasilik model ise
bu aile iizerine insa edilir. Dagilimin parametreleri 6zellestirilerek, ailenin tek bir elemani
elde edilebilmektedir. Olasilik dagilimlarinin ailesi diizgiin (smooth) parametreler ile
tanimlanirsa, model ¢ok boyutlu bir ylizey olarak degerlendirilebilir. Boylece, bir geometrik
nesne ortaya ¢ikmis olur. Bu geometrik nesne bir yiizey ve genel olarak bir manifold
bigimindedir. Manifold iizerinde diferansiyel geometri araglari tanimlanarak, modelin
geometrisi incelenebilmektedir. Bu boliimde olasilik modellerinin tanimi, 6zellikleri ve

geometrisi ele alinacaktir.

3.1. Istatistiksel Model
Tamm 3.1.1. X bir kiime olsun. X in bir A smnifi i¢in asagidaki 6zellikler saglanirsa bu A
siifina X lizerinde bir cebirdir denir (Balci, 2012):
() XeA
(i) Her E € Aigin EC =X\ E €A
(iii)k = 1,2, ...,ni¢in E, € A=> Uj-q Ex €A
Eger her n € N i¢in E,, € A iken Up-; E, € A ise A cebirine bir ¢ — cebiri ad1 verilir.
Eger A, X lizerinde bir o cebiri ise, yukaridaki 6zelliklerden,
(i PeEA
(ii)k=12,..,n icinEgx EA =>Nji.; ExEA
(iii)k E NicinEx € A = Ny=y EKEA
(iviHerA,B€ A icinA\B €A
onermeleri gegerlidir (Balci, 2012).

Tanmm 3.1.2. Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o-cebiri ve A lizerinde tanimli bir
u Olgiisiinden olusan ( X, A, u ) tgliisiine bir 6l¢ii uzay1 adi verilir (Balci, 2012).

S, sonlu ya da sonsuz bir kiime, F, $’nin alt kiimelerinin bir ailesi ve (S,F) bir
Olciilebilir uzay olsun. F’nin her bir elemanina negatif olmayan bir say1 atanabilir. Bu say1
her bir kiimenin boyutunu, 6l¢iisiinii (size) verir.

Tamm 3.1.3. P: F - R U {0} bir 6l¢li olmak iizere (S,F,P) olasilik uzay1 verilsin. F nin

elemanlarina olay, § kiimesine de 6rnek uzay denir (Balci, 2012).
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Reel degerli bir X rassal degiskeni X:S§ —» R olasilik uzayinda olgiilebilir bir
fonksiyondur. Yani, herhangi iki a,b € R U {0} icin {s € S;a < X(s) < b} € F dir.
X kesikli bir rassal degisken ve X:S§ — y = {x',x2,...} olmak lizere, p:y — [0,1] olasilik
fonksiyonu
pr =p(x*) =P(X =x*) =P({s € $; X(s) = x*}) veXyp (x¥) =1
ile tanimlanir. X stirekli bir rassal degisken ve X:§ - y € R", p: ¥y = R olasilik yogunluk

fonksiyonu ise,

p(x) =0, (Vx € y) ve fp(x)dx =1
X

seklinde ifade edilir (Amari ve Nagaoka, 2000)
§,X kiimesi tlizerinde, her bir elemani bir olasilik dagilimi olan olasilik dagilimlarinin bir
ailesi olsun S. reel degerli & = {£1, &2, ..., &"} degiskenleri tarafindan parametrelendirilebilir.
S olasilik dagilimlarinin ailesi

S ={pe =p(x;I§ = {¢',%,...§"} € E}
ile gosterilir. Burada E,R™ nin alt kiimesi ve £ — p; doniigiimii 1-1 dir.
Tamm 3.14. S ={p; =p(x;&)|¢ ={¢*,¢?,..,6"} € E} olmak iizere S ye n-boyutlu
istatistiksel model veya parametrik model denir ve § = {pg} veya § = {p(x; &)} seklinde
gosterilir (Amari ve Nagaoka, 2000).
Ornek 3.1.1. Bir parametreli iistel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu p(x; &) = £ - e 5%
bigimindedir. Burada ¢ dagilimin parametresidir. Bu dagilim i¢in X = R ve E = {¢|¢ > 0}
bicimindedir (Amari ve Nagaoka 2000).

Ornek 3.1.2. ki parametreli normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

(50 = e
X; = e 20
P V2mo?

ile verilir. Bu dagilim i¢in X = R, ¢ = (y, 0) olup parametre uzay1
E={o)|0<pu<m0<0< oo}
seklindedir (Amari ve Nagaoka, 2000). Dagilimin parametrelerinin tanimmdan hareketle E

uzayinin, analitik diizlemin birinci bélgesi oldugu goriilmektedir.
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3.2. istatistiksel Modelin Geometrik Temsili

Bir istatistiksel model, parametrelendirilmis bir ylizey olarak temsil edilebilir. Bu
yiizeyin her noktasi1 bir olasilik yogunlugunu temsil eder. E c R™ alt kiimesine parametre
uzay1 denir. § kiimesi

P(x)z{ﬂf:X—HR{,sz,f

fdx = 1}
x
biciminde tanimlanan sonsuz boyutlu fonksiyon uzayimin bir alt kiimesidir.
Geometrik temsil i¢in ylizey tanimina ihtiya¢ duyulmaktadir.
LE->P(X), (& =p
doniisiimii bir immersiyon olsun (Sekil 3.1). Yani
I. ¢ bire-birdir

II. rankn = dimE dir.

a 6
Bu durumda a—?f, “gem fonk51yonlar1 lineer bagimsizdir. Bu kosul, X c R 6zel durumu

icin, Wronskian’in tek bir noktada sifir olmamasi anlamina gelir. Yani V¢ i¢in

(pl(xO'f) (pn(xorf)
<P1(xo'f) ‘Pn(xo»f) 0
n 1)(x015) (n 1)(x0)€)

dir. Burada xo€ X igin, ¢;(x,¢) = a’;f—y ve %M (xy,8) = 04006, &) yay, dir.

Dolayisiyla, {(p j} tim &’ler i¢in x in bagimsiz fonksiyonlardir.

Sekil 3.1. Immersiyon ¢ her bir & parametresini bir pe dagilimina esler.
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S kiimesinin yukarida belirtilen (I)-(II) 6zelliklerini saglamasi ile istatistiksel model bir
geometrik yapiya kavusmustur.

S = {pg} model yiizeyi igin temel @;(x, §) = 9;ps(x) fonksiyonlar1 vektor alanlari roliinii
oynar. §’nin X tizerindeki gercek degerli diizgiin fonksiyonlar uzay1 F (X, R) ile gosterilir.

a
@j vektor alanlar1 f:§ — F(X,R) fonksiyonu i¢in ¢;(f) = @ bi¢cimindedir. Sonug

olarak, ¢;(fg) = fo;(g) + ¢;(f)g Leibniz kuralh saglanir.

S = {p;} model yiizeyi i¢in log-olabilirlik fonksiyonu 6nemli bir rol oynar. Log-olabilirlik
fonksiyonu ¢:§ - F(X,R), {’(pf) (x) = Inpg(x) bigiminde tanimlanir. Bazen, kolaylik
Ayrica,

dl
84,5 = %fx) = 0;(£:(®), 1<jsn

bicimindedir. Log-olabilirlik fonksiyonuna literatiirde skor fonksiyonlar1 olarak da anilir.

Log-olabilirlik fonksiyonu, sezgisel olarak, p;’de bulunan bilginin & yoniinde nasil
degistigini aciklar.

X ornek uzay1 sinirliysa tlirev ve integral yer degistirebilir. Boylece

f @j ()dx = 6]-J pe(x)dx =0;1=0, 1<j<n (.1

x x

olarak elde edilir. Diger yandan ayrik dagilimlar s6z konusu oldugunda
Z‘Pj(xk)=afzpf(xk)=ajl=0' 1<j<n (3:2)
k=1 k=1

bicimindedir. Eger X sonlu ise tlirev ve toplam yer degistirebilir. Aksi takdirde,
serinin € icinde diizglin yakinsak oldugu varsayilmalidir.

Teorem 3.2.1. § = {pf} istatistiksel modelinin diizgiinliik kosulunu (II) saglamasi i¢in
gerek ve yeter kosul E i¢indeki herhangi bir § i¢in {0,4,(§),0,€,(£), ..., 0,5 (&)}
kiimesinin n — lineer bagimsiz olmasidir.

Onerme 3.2.1. (I) ve (I) kosullarmin saglandig1 kabul edilsin. Eger E¢[. ], pe’ye gore
beklentiyi gosteriyorsa, o zaman

Ee[0;4,(8)] =0, 1<j<n
dir.

Ispat. Dogrudan hesaplama ile
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9;p(x; &)
p(x;¢)

=9, ( | e f)dx> ~9,(1) =0

Ee[0;£,(O)] = E{I l = fxaj p(x; §)dx

olarak elde edilir. Benzer sekilde, ayrik durumda da

Eg[0;6.@®)] =) pr (1) 9yl ()

k=1

= Z 0; Pg(xk) = ajzpf (xx) =0

k=1 k=1
olarak bulunur.

3.3. istatistiksel Modelin Parametrelendirilmesi

Istatistiksel model & = {pf} bire-bir eslemenin goriintlisii  oldugundan
GE - P(X), (&) = pg, ters fonksiyonu ¢:8§ - E c R", qb(pf) = ¢ bicimindedir. ¢
eslemesi her p; dagilimma bir § parametresi atadigindan, bu istatistiksel model igin bir

koordinat sistemi olarak ele alinabilir. Bir istatistiksel model birden ¢cok parametrizasyon ile

temsil edilebilir (Sekil 3.2).

e -
E 7 NATE

Sekil 3.2. S istatistiksel modelinin iki parametrelendirmesi

S tzerinde koordinat sistemi su sekilde degistirilebilir: ¥:E — Y(E) € R" bir
diffeomorfizm olsun. O zaman ¥ o 1: § - Y(EE) c R™ bagka bir koordinat sistemidir ve bu

yeni  koordinat sistemi p =1(§) olarak  gosterilirse, istatistiksel = model
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S = {p¢—1(p) ;p € Y(E)} olarak da yazilabilir. Modelin parametrelendirmesi degisse bile

geometrik Ozellikleri bundan etkilenmez. Bir parametrelendirmede kanitlanan geometrik
sonuclar tiim parametrelendirmeler i¢in gecerli oldugundan, calismak i¢in uygun bir

parametrelendirme se¢gmek yararlidir.
3.4. Baz1 Olasihik Dagilimlarinin Geometrik Modelleri

Asagida geometrik bir anlam kazanmus istatistiksel model 6rnekleri verilmistir.

3.4.1. Ustel Dagihmin Geometrik Modeli

X =1[0,0) ve E = (0, ) olmak tlizere parametresi  olan iistel dagihm p(x; &) =

&e~% ile verilsin ve i E = P ([0, 0)), «(§) = p(x; &) olarak tanimlansin.
Birebirlik: Bu eslemenin 1-1 oldugu agiktir.

Regiilerlik : Her x € [0, ©0) igin d:ps(x) = (1 — &x)e % # 0 dir. Doniisiim regiilerdir.
Sonug olarak § = {p(x; &)} istatistiksel modeli P ([0, w0)) iginde bir e@ri olarak

diistiniilebilir. Ayrica, y: (0,00) = (0,00),P(¢) = é doniistimii bir diffeomorfizm olup yeni

X
bir parametrelendirme verir. Yeni parametizasyona gore p(x; p) = %e r olarak yazilabilir

(Calin ve Udriste, 2014).
3.4.2. Normal Dagilimin Geometrik Modeli

X =R ve E=RX (0,00) olmak iizere normal dagilimin olasihik yogunluk

(x-w)?

fonksiyonu p(x; &1,&2) = p(x; u, 0) = U—\/lﬁe_ 202, x€X,(§L,€*) €EE

ile verilsin.
Birebirlik: ¢:E — §,1(§) = p(x; u,0) eslemesinin bire bir oldugunu gostermek igin
(it,6) € E olmak tizere
p(x; 1, 0) = p(x, 1, 0)
oldugu kabul edilsin. Buradan log-olabilirlik fonksiyonu kullanildiginda
Inp(x; p, 0) = Inp(x, 1, 6)

oldugu goriiliir. Polinomlarin esitligi ilkesinden
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(x — u)? (x—-@*
TO’Z + Ino = T.__z + Iné
olarak edilir ki bu da u = i ve ¢ = & sonucuna varir. O halde doniisiim bire birdir.

Regiilerlik: Normal dagilim i¢in log-olabilirlik fonksiyonu

2
x —
L, (u,0) =Inp(x; u,0) = — % — Ino — InV2m,
bi¢cimindedir. Buradan kismi tiirevler alinirsa,
X—HU
a;ﬂ?x (.u'l O-) = 0_2 )
(x-w? 1
O5tx(n0) = “ o3 o

ifadeleri elde edilir. y = x — pu alindigind % ve y?o3 —i polinomlarinin y’nin lineer
bagimsiz fonksiyonlar1 oldugu kolaylikla gortilebilir. O halde doniisiim regiilerdir.

Sonug olarak, (I) ve (IT) kosullar1 saglandigindan normal dagilimin § = {p(x; &)}
istatistiksel modeli iki boyutlu bir yiizeye karsilik gelir (Sekil 3.3) (Calin ve Udriste, 2014).

Ayrica

1
Y:R X (0,00) > RX (0,00),¥(u,0) = (M-I_O-'E)

doniisiimii bir diffeomeorfizmdir. Bu doniisiimiin tersi,

v = ( —%%)

olup buradan normal dagilimin

1
T_ g —30m-pn+1)? (o,n) EE

p(x; p;m) = NeT

parametrelendirilmesine ulasilir. Farkli parametrizasyonlar olsa da p(x; u, o) ile p(x; p; 1)

geometrik olarak aynidir.

Sekil 3.3. Manifolddaki iki nokta arasinda Gauss dagilimini parametrize eden bir y(t) egrisi
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(Miyamoto, 2024).

3.4.3. Gamma Dagiliminin Geometrik Modeli
Ornek uzay1 X = [0, o) ve parametre uzay1 E = (0,0) X (0, ) ile verilen Gamma

dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 X
Pf(x) = Pa,/z(x) = Wx !

=R

ile verilir, burada
') = f t“ e tdt,a > 0
0
ile tanimlanan Gamma fonksiyonudur.
Gamma dagilim ailesi (¢1,&2?) = (a, B) € E parametreleri ile verilir.
Birebirlik: p(x; @, ) = p(x; @, f) olsun. O zaman In(p(x;a,)) = In (p(x; a, E)) dir.
Boylece
_ x
—alnp—InT(a)+ (a—1) Inx—x= —alnf—InT(@)+ (a@—-1)- lnx—E
olarak elde edilir. Buradan terim terime esitleme ile
—alnf —InT(a) = —@Inp —In(T'(@))
ifadesi bulunur ve @ = @, B = f§ olur. Yani, fonksiyon birebirdir.

1 X
a-1 B
par@™ €

Regiilerlik: Olasilik yogunluk fonksiyonu — pep =p(x;a,B) =
bi¢ciminde yazilabilir. 1 fonksiyonu
Y1 (0,00) X (0,00) — (0,0) x (0, )

@h = p@p =(c+ )

ile tanimlansin. Bu durumda, Y~ (p,r) = (p - %,%) olur. Boylece , «a =p — %, B = %

olarak elde edilir. Bu ifadeler dikkate alinirsa,

p(p-m =—F= - X

olur. Buradan,
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1 1 1
ln(p(x; a,,b’)) =In (,B“F(a) X e ﬁ>

=In (er;@) + In(x* 1) +In (e_%>

= —ln(/:?“l"(a) + (a—1) lnx—% Ine

=—ln<ﬁ“F(a)+(a—1)lnx—%

= —(In(B%) + InT(@)) + (& — Dln — ;‘—;

elde edilir boylece log-olabilirlik fonksiyonu

L(a,f) = —alnp —InT(a) + (@ — Din _%

dir. Bu fonksiyonun parametrelere gore tiirevleri alinirsa,
Ogly =—Inp —0,I'(a) +Inx
. - L
bulunur. Bunlar lineer bagimsizdir. O halde regiilerlik kosulu gerceklenir.
Sonug olarak, gamma dagilim ailesi (£%, %) = (a, B) € E parametreleriile P ([0, %)
icinde iki boyutlu bir yiizey olusturur.
Teorem 3.2.2. Ustel dagilim gamma dagilim {izerinde bir egridir.

Ispat. Gamma dagilimmda @ = 1 alinsin. I'(1) = 1 oldugundan
X
0 . e F —_ l . e_

1
18T(1) " B

olur. % = ¢ almrsap; p(x) = ¢ - e ™% bulunur. Yani iistel dagilim elde edilir. Sonug olarak,

=l %

P1,p (x) =

iistel dagilim 2 boyutlu gamma dagilim yiizeyi iizerinde 1 boyutlu bir egridir.

3.4.4. Beta Dagiminin Geometrik Modeli

Ornek uzay1 X = [0,1] parametre uzay1 E = (0,00) X (0, ) olan beta dagilimmin

olasilik yogunluk fonksiyonu

Xa_l(l _ x)b—l

pa,b(x) = B(a,b)

ile verilir. Burada,
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1
B(a,b) = f t1(1-6bdt, a,b>0
0

ile tanimlanan beta fonksiyonudur ve (a,b) € E = (0,0) X (0,00) dir. Beta dagilimi

P([0,1]) iginde iki boyutlu bir yiizey olusturur.
3.4.5. Kesikli Dagilimin Geometrik Modeli

Ornek uzay X = {x1,x2, ..., x"} sonlu bir kiime olsun.
n-—1
E = {(fl,...,fn_l);fi > O,Z fi < 1}
i=1

parametre uzay1 i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu

)

&, ifl<i<n-—-1
. n—1
p(xl;f)z I_ZEi ifi =n.
i=1

ile tanimlanirsa kesikli bir olasilik dagilimi elde edilir. R"®~1’in dogal tabani {e, ..., e,_1}
olmak tizere d;p; = (ej, —1)T olarak elde edilir. Bu da {ajpsc},j € {1, ...,n — 1} kiimesinin

lineer bagimsiz oldugunu gosterir. Boylece regiilerlik kosulu saglanir. ¢’nin bire bir oldugu

kolaylikla goriilebilir (Calin ve Udriste, 2014).
3.4.6. Possion Dagilmin Geometrik Modeli

Ornek uzayr X ={0,1,2,...} ve parametre uzayr E = (0,0) olan Possion

dagilimimin olasilik yogunluk fonksiyonu

X

) = 2,2
PO ) = e
bicimindedir. Possion dagiliminin istatistiksel modeli bir boyutludur. Skor fonkiyonu tek
degiskenli olup 9;%,(1) = % — 1 dir. Yani regiilerlik saglanir. Bire bir olma kosulu da

kolaylikla gortilebilir.

3.4.7. iki degiskenli Normal Dagihmin Geometrik Modeli

Iki degiskenli normal dagilim
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(1% 9) S
pP\X1,X2;6) = e
v 2m0,05+ 1 — p?

olasilik yogunluk fonksiyonu ile verilir, burada

1 (1 — Ul)z _ (1 — pg) (xp — 1) N (x2 — .Uz)z

= 2
Q) 1—p2 ol P 0,0, o2

bigiminde tanimlanir. Dagilimim 6rnek uzay1 X = R? dir.
Dagilimin parametreleri asagidaki kosullar1 saglar;

(i) w4 ve u, her reel say1 olabilir

(ii) o,ve o, pozitiftir.

(iii) p, [0,1] araligindadur.
Boylece parametre uzayr E = R? X (0,00) X (0,) x [0,1) dir. O halde, p(x;,x5,&) 5-
boyutlu istatistiksel bir modeldir.

Iki degiskenli Gauss dagiliminin log-olabilirlik fonksiyonu

InlpCry x5, €)] = | ( ! w)
n X1,X9, =n e
PR 21 - 0,05+ 1 — p,

_6)
+ln<e 2 )

1
=
n(Znalaz,/l —p2>
= —ln(Zn-crlaz\/l—pZ) —@- Ine

=—[ln2n+lnal+ln02+ln\/1—p2]—@

1 0(x
=—In2nr—Ino, —Inao, +§ln(1 —p?) — %
bi¢imindedir. Yani

_ )

L&) = —1n2n—1n01—1n02+%ln(1—p2) .

dir. Kismi tiirevler

f1 i¢in

0Q (x) _ 2(xy — wq) _ 2p(x; — Uz)

oy a- P2)012 (1 -p?)oy0,

00(x)  10Q(x)
opy 2 0w
96 (x) _ _1 2(x; — q) _ 2p(x; — 1)
o 211 - P2)012 (1 -p3oy0z]

Uy igin
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0Q(x) __ 2p(xy — y) n 2(x; — pz)
op (1-p*)or0, (1 —-p?)oZ
00(x)  10Q(x)
o, 2 Oup
69_(3()__1 _ 2p(0y — ) 2(xy — 1p)
o, o2l @ —p?)oo, (1 —Pz)az2 -

07 i¢in
d(—Inay) 1
B
9Q (x) _ 200 —q)? | 2p(g — py) (xp — )
do;  (1-pHo} (1 - p?)oio,
900(x) 1 10Q(x)

doq o1 2 0oy
06 (x) _ 1 1 2(x; — #1)2 n 2p(xq — pg) (2 — pz)

doy o 2 - (1-p?)a; (1 -p?)adio,

0, i¢in
d(—Inay,) 1
do, - oy
9Q (x) _ 200, = 2)?  2p(Cey — pug) (2 — pp)
do,  (1-p2o; (1 - p?oyo;
00(x) 1 100Q(x)
do, :_O'_Z_E do, ’

96 (x) 11 [ 200, —p2)? | 2p (g — pg) (o — Hz)]

Ca, 2| (1-p2)dl (1 - p2)ay0?

p igin
d1ln(1 — p?) 2p
dp - T1- p?
9Q(x) _ 2p [(x1 — 11)? _9 (g — ) (x2 — 1z) n (x2 — Hz)z] n 201 — 1) (xg — pi2)
op  A-p2| of P 010, o? 1 - pDoyo;
06(x) P 10Q(x)
ap :_1—p2_§ ap

bi¢ciminde olur. Bu tiirevlerin lineer bagimsiz oldugu goriilebilir.
3.4.8. Cok Degiskenli Normal Dagilimin Geometrik Modeli

Cok degiskenli normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 1 _
p(§) = —— e ZTTe

(2m)z(detd)2
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ile verilir. A simetrik bir matris oldugundan kdsegen iizerinde k tane benzersiz eleman
vardir. Kosegen st tarafinda 14+ 2 + 3+ :--...(k — 1) tane eleman olur. Bu durumda

kosegen hari¢ eleman sayist;

(k—1)-k k* k

2 2
olup toplam eleman sayis1 k + k? _E_ky k? =

575 %k(k + 1) dir O zaman E deki eleman

sayist k tane pu den, %k(k + 1) tane de A dan gelir ve n =k + % k(k + 1) olur. Yani
boy(E) =n = k + %k(k + 1) dir.
Béylece 6rnek uzay X = R¥ olup parametre uzay1
E = {(u, A); u € R¥, A € R*¥*k pozitif tanimli}
ile verilir.

Bu modelin log-olabilirlik fonksiyonu

1 1 k
£ A) =Inp(x;§) = — 5 (x — WA (x — p) — > In(det4) — = In(2m)

bi¢imindedir. Burada u = (4, ..., 4y ), A = (Aij),A_1 - (Aij) veu; =x; — pjile

gosterilir. Buradan
K

A+ AT
O, tx(,A) = _ZT(’CJ — 1)
=1
ko .
ATV 4 AT
- _2 2
=1
1 1
Opapty(uA) = EAaﬂ 3 (o — i) (x5 — 11p)
1
= EAaﬁ — Euauﬁ

esitlikleri elde edilir. 9, ¢ ve dpqp?, u; cinsinden dogrusal olarak bagimsiz polinomlardir.

Yani regiilerlik kosulu saglanir (Calin ve Udriste, 2014).
3.4.9. ki Istatistiksel Modelin Carpimi

Iki istatistiksel modelin kartezyen ¢arpimi yeni bir istatistiksel model verir.
S = {p;:x > R;§ €E} velU ={qy:Y - R; 0 € F} iki istatiksel model olsun ve
SXU={frp: X xY->R;(0) € ExF}
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bigiminde tanimlansin, burada fzg(x,y) = ps(x)qe(y) dir. Tanimlanan fonksiyon igin

feo(x,y) = 0 dirve
f feo (,y)dxdy = ﬂ pe (x)q9 (¥)dxdy
xXxy xXxY

= prg (x)dx Iy q9 ()dy =1

olup olasilik dagilim fonksiyonu olma kosulunu saglar. O halde f;g, X X Y lizerinde bir
olasilik yogunluk fonksiyonudur. Ayrica modelin log-olabilirlik fonksiyonu

L) (€ 0) = Infro(x,y) = Inpe(x) + Inge(y) = €,(§) + £,,(0)
biciminde elde edilir. Diger yandan

ag]'f(x,y) &,0)= agi Yy &)

dir. {ijfx(f)}, {E)Gi#y(ﬁ)} fonksiyon sistemleri lineer bagimsiz oldugundan,

{af,-f(x,y) (£, 0), 05ify) (&, 6)}, fonksiyon sistemi X X Y iizerinde lineer bagimsizdur.

Dolayisiyla § X U, § ve U ¢arpim istatistiksel manifoldu olarak adlandirilan istatistiksel bir
model haline gelir.

Eger ps ve qq sirasiyla X ve Y ornek uzaylarina sahip iki bagimsiz rastgele degisken X ve
Y’nin olasilik yogunluklari ise, o zaman bunlarin ortak olasilik yogunlugu fz o (x,y), S X U

carpim istatistiksel manifolduna aittir (Calin ve Udriste, 2014).
3.5. Ustel Aile

Ustel aile (exponential family), bircok yaygin olasilik dagilimimi kapsayan genis bir
siiftir. Istatistiksel modelleme ve makine dgrenimi gibi alanlarda biiyiik neme sahip olan
bu sinif, dagilimlarin geometrik yapisini anlamak ve analiz etmek i¢in gii¢lii bir aractir. Ustel
aileler, olasilik yogunluk fonksiyonlarin belirli bir formda ifade edilmesiyle tanimlanir.
Genel olarak, bir iistel ailede olasilik yogunlugu, parametre vektorii £ ye bagl olarak su
sekilde tanimlanir:

p(x; &) = eCOIHEF-YE)
burada, C(x),x'e baglt bir fonksiyon, &' dogal parametreler ve F;(x) yeterli istatistik

fonksiyonlarini temsil eder. (&) log-partition fonksiyonu olarak adlandirilir ve
normalizasyonu saglar ve x € X',y (¢) < oo olmak tizere
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o0 =i [ eorenina)
X

bigiminde tanimlanir.

Ustel aileler, Fisher bilgisi ve dogal metriklerin hesaplanabilirligi agisindan Riemann
geometrisi ile olan baglantis1 nedeniyle dikkat ceker. Ozellikle, olasilik dagilimlarmmn
geometrik yapisini anlamak i¢in istel aileler giiclii bir matematiksel ara¢ sunar. Bu
dagilimlar, log-partition fonksiyonu lizerinden dogal bir geometri saglar.

Ustel aile (exponential family) olasilik dagilimlar1, genis bir dagilim smifim1 kapsar ve
oldukca genel bir yap1 sunar. Bu genellik, iistel ailenin farkli olasilik dagilimlarini tek bir

cerceve altinda ifade edebilme yeteneginden kaynaklanir.

3.5.1. Ustel Aileye Ait Bazi Ozel Dagilimlar

Bu boliimde iistel aileye ait bazi dagilimlar incelenecektir.
1. (Ustel Dagiim) C(x) = 0,F;(x) = —x, &' = &) = —Iné almrsa p(x; &) = & - e~ 6%
olasilik yogunluk fonksiyonu ile tanimlanan bir parametreleri listel dagilim {istel aileye ait

olur.

2. (Iki Parametreli Normal Dagihm) Normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

(5§ = e 2
p(x; = -e 20
210
bigiminde olup
po 1 u? 1
p(x; 5) _ eﬁx—mx2+ﬁ+ln >0

formunda yazilabilir. Buradan, (¢1,¢é2) € E = R X (—, 0) olmak iizere

e S (D I
=30 VO =+ ()

olarak alinirsa, iki parametreli normal dagilimin iistel dagilim ailesine ait oldugu goriiliir.

CE) = 0.F (@) = 5 F,(0) = x2,5 = 5,87

3. (Bernoulli Dagilimi) Bernoulli dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,

p(x;p) =p*(1—p)'™% x€{0,1}, 0<p< 1.

bi¢imindedir. Buradan

p(x;p) = e xn(p)+(1-x) In(1-p))

seklinde yazilabilir. ifade agilirsa,

p(x; p) = exIn®)+n(1-p)~xin(1-p)),
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olur ve

p(x;p) = (xn(755)+InC1-p)

elde edilir. Bernoulli dagilimi
— b — - = — -
§=in(E) FG) =x €0 = 0ve () = ~In (1)
olacak bigimde iistel aileye ait bir dagilimdir.

4. (Possion Dagilimi) Possion dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,

X

p(x,2) = % et = e“‘(ﬁ) -2

bi¢ciminde yazilabilir. Diger yandan

2*
() =4 =2 = inx) - 2
=x-lnA—In(x)—21
=—mnx)+nix—21
olur. Sonug olarak,
C(x) =—In(x), & =1, F,(x) =x, &) =2

secilirse Possion dagilimi {istel aileye ait olur.

5. (Gamma Dagilimi) Gamma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1
BT (@)

1 1 _ 1
a-1o"B" = eln(ﬁzr(w)"‘“ 1)‘?’“

P(x;a,p) =

biciminde yazilabilir. Buradan,

In (,8“1}(0() -x“‘1> - %x =In (W) + In(x*1) — %x

=—ln(ﬁ“-I“(a))+(a—1)lnx—%3x

=—(lnB“+lnl"(a)+(a—1)-lnx—%x
=—aln,[?—lnl"(a)+(a—1)lnx—%x
=—alnﬁ—lnl"(a)+alnx—lnx—Ex

= —lnx+alnx—%(x) —alnp—Inr(a)
olacagindan

Cx)=—Inx ,f'=q, = —%,Fl(x) = Inx, F,(x) = x ve
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Y(&) = —alnf — InT () esitlikleri ile gamma dagilimi istel aileye ait olur.

6. (Beta Dagilimi) Beta dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1
P(x;a,b) = 30ab) x4 (1 —x)bt
1 . i}
- e1n<B(a.b)x ta-0b7)

bi¢ciminde yazilabilir. Buradan,

1
P(x;a,b) =In (ﬁ(a ) cx@1 (1- x)b—1>

= — ln(ﬁ(a, b)) +(a—1)nx+MB-1) - In(1—x)
= — ln(B(a, b)) +alnx—Inx+b-In(1—x)—In(1-x)
=—Inx—In(l—-—x)+alnx+bin(1 —x) — ln(B(a, b))

olarak yazilabilir. Béylece, C(x) = —(lnx +n(1-x) =-— ln(x -(1- x)))

l=a, &=b, F() =lnx F(x)=In(l-x),¥E& =n(Bab))
olup beta dagilimu tistel aileye aittir.
7. (Erlang Dagihim) Erlang dagilimmin olasilik yogunluk fonksiyonu, x > 04 > 0 i¢in
k=1 e=2x
p(x;k,A) = —Ak{,ik:lf)_:x = eln<%>

olarak yazilabilir. Buradan,

Ak x e

(k—1)!

k-1,

—-Ax
) = (2% - x*1.e™) —in((k — 1))

=)+ Im(x*HY +m(e™™)—in (k- 1)
=k-nA+(k—-—Dinx—-Ax—In(k—1)}

=—Inx+k;Inx—Ax+k Ind—n((k—1))

p(x; k,A) =In (

elde edilir. Boylece
C(x) =—-Inx,&' =k, =-2,F(x) =lnx,F,(x) = —x

bulunur. Erlang dagilimimnin tistel aileye ait oldugu goriiliir.
8. (Ters Gauss Dagilimi) Ters Gauss dagilimi (Wald dagilimi olarak da bilinir) (0, o)

lizerinde iki parametreli bir siirekli olasilik dagilim ailesidir. Bu dagilim, istatistikte ve

miihendislikte genis bir uygulama alanina sahiptir.
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X = (0,0) ve E = (0,00) X (0,0) olmak lizere, x rastgele degiskenli ve (u, A) iki
parametreli ters Gauss dagilimin olasihik yogunluk fonksiyonu, Vx € y, V(¢1,6%) € E

A=
P 2U%x

seklinde ifade edilebilir. Béylece &€ = (é1,&2) = (u, A1) olacagindan
A(x? = 2ux + p?

olmak tizere

N| =

A
p(x; &L E%) =pl; u,A) = (27Tx3) - ex

1 1
In(x,&) = mP(x;u, 1) = Elnx —Eln(erx3) —

2u%x
L= Lty — 2 A2
AT e Ty e T T 2

dir. Bu fonksiyonunun {istel fonksiyonu alinirsa, yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi de

ifade edilebilir;

1 1 A A A
_ L ) e{—;‘?x—%+%+%ln x}
V2mx3
O halde pf(x) = p(x, f) = h(x) . eEiFi(x)_lrb(E) Olmak uzere
1 A -1 1
_ 1t 1__~ _ __

olur ve bdylece ters Gauss dagiliminin iistel aileye ait oldugu goriiliir.

9. (Genellestirilmis Ters Gauss Dagilimi) Genellestirilmis Ters Gauss Dagilimi (GIG),
stirekli bir olasilik dagilimi olup, standart Ters Gauss Dagiliminin bir genellestirmesidir. Bu
dagilim, istatistiksel modelleme ve Bayesian analizde yaygin olarak kullanilir. GIG,

asagidaki yogunluk fonksiyonu ile tanimlanir:

A
a\s b
(E) a1 —(ax+y)
H lbIA = * 2 ’ > 0.
pcab )= Tt C .

Burada K; modifiye Bessel fonksiyonlaridir. y = R* bi¢cimindedir ve parametreler a > 0

x,b > 0 ve A € R olmak lizere parametre uzay1
E=Rt*'xRt* xR =(0,00) x (0,0) xR

dir. Ayrica,
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a —(ax+2
eCOIHEFi(D-Y(E) = @ PWEE (a§+")

e
2kAVab

olarak degerlendirilirse
2 b
i a\z ax +—
() + &) —P(&) = In ((E)Z) ~ in(2kavab) + (A= D lnx — [ —*

olur. Buradan

ax + g

c(0) + £ @) —p(©) = ln(b) In (2ki (/o)) + (b~ DInx — | —

ifadesi gelir. Boylece

c(x) + &'F, (x) + E2F,(x) + &3 - F3(x) — (&)
a b 1 A

=1 lnx—lnx—zx—z —+§ln( )—ln(Zk/h/_)>

—X 1 A
=—1nx+a-(7)+b-< 2)+,11nx+§1n() In(2kAVab)
olur. Buradan

1
c(x) =—Inx , Fl(x)=—§ , R®=-5, F()=Inx

ve

¢(g)_—1n() In(2kAvab)

oldugundan genellestirilmis ters Gauss dagilimi {istel aileye aittir.

10. (Ters Gamma Dagilimi) Ters gamma dagilimi, gamma dagilimina gore dagilan bir
degiskenin tersinin dagilimi olan pozitif reel dogru iizerinde siirekli olasilik dagilimlarinin
iki parametreli bir ailesidir. Ters gamma dagilimimin olasilik yogunluk fonksiyonu

a _g)

p(x,a,B) = [Z ) xa-1¢(%

bigimindedir. x > 0, a > 0, f > 0 oldugundan 6rnek uzay X = (0,+o0) ve parametre

uzay1 [E = (0, 00) X (0, +0) bigimindedir.

. Be _
e COHEF )~ P(e) — U
I'(a)

olarak ele alinirsa,

CC) + & fi(x) = (&) = In(B*) — In(T'(a)) + In(x~") —é
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e+ fi) +E £, —P(@) = a-Inf ~In(T@) + (~a—1) Inx—L
= —Inx + a(—Inx) +,B(—%> +alnp —In(T'(a))

c@W=-lnx, [@=-lnx, [E)=-r,

Y& =a-Inp— ln(F(a))
olacagindan genellestirilmis ters gamma dagilimi tistel aileye aittir.
11. (Rayleigh Dagilimi) X rasgele degiskeni negatif degerler almayan mutlak siirekli bir

rasgele degisken olmak tizere dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

pOcE) = e 2

bigimindedir. Boylece, érnek uzay X = [0,0) ve parametre uzay1 E = (0, ) dir. Ustel
ailenin genel formu g6z Oniine alinirsa,

x2

X

eOHIR@ Y@ =5 e
ve boylece
1 2 x
CC) +EF () — () =Inx —Ing? + (—g>
=1 21 Ly
=lnx—2Iné - ﬁx
ifadesinden

1
C(x) =Inx, E’=—2—€2 , i) =x*, () =2In¢

elde edilir. O halde Rayleigh dagilimi iistel aileye aittir.
Yukarida iistel aileye ait, cok karsilagilan bazi dagilim 6rnekleri verilmistir. Literatiirde bu

aileye ait ¢cok sayida dagilim vardir (bakiniz URL-1).
3.5.2. Ustel Ailenin Geometrik Modellenmesi

[statistik teoride dnemli yer tutan, iistel dagilim ailesinin genel bilgileri ve érnekleri
yukarida verildi. Bu boliimde, {istel ailenin bir istatistiksel manifold olarak modellenmesi
sunulacaktir.

Ustel aile dogal olarak &/ parametreleri ile parametrelendirilmistir. Parametre uzay1
E , R™in bir acik alt kiimesidir.

Teorem 3.5.1. Olasilik yogunluk fonksiyonu p(x;¢) = eCOITEFDYE  glmak iizere
S = {p(x; &)} istatistiksel modeli bir istatiksel manifolddur (Calin ve Udriste, 2014).
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Ispat . Ustel ailenin bir manifold oldugunu ispatlamak igin (I) ve (IT) kosullarinin saglandig
gosterilmelidir. t: E - §, (&) = Inp(x; &) donlistimii tanimlansin.
Birebirlik: ¢(¢) = ¢(0) olsun. O zaman In p(x; ¢) = Inp(x; 6) olur. Boylece

EF(x) — (&) = 0°F;(x) — ¥(6)
esitligi yazilabilir. {F;(x)} U {1} kiimesi lineer bagimsiz oldugundan &' = @' elde edilir.
Sonug olarak déniisiim birebirdir.
Regiilerlik: Log-olabilirlik fonksiyonu £, (&) = C(x) + &'F;(x) — ¥ (&) nin tiirevi alinirsa
0;t,(&) = Fj(x) — 0;1(&) ifadesi elde edilir. {F] (x)} kiimesi lineer bagimsiz oldugundan
{aj{’x (¢ )} kiimesi de lineer bagimsizdir. O halde regiilerlik kosulu saglanir. Sonug olarak
S = {p(x; &)} bir istatistiksel manifolddur.

Normalizasyon fonksiyonu C(x) ve F;(x)’e baghdir. Bu fonksiyon manifoldun
geometrisi hakkinda 6nemli bilgiler igerir. Asagidaki 6nerme fonksiyon ve beklenen deger

arasindaki kullanigl bir iligskiyi vermektedir.

Onerme 3.5.1. (3.1) kosulunun saglandig1 kabul edilsin ve E¢[], ps'nin beklenen degeri
olmak tizere {F;(x)} fonksiyonlar i¢in integrallenebilme kosulu saglasin. O zaman

P& = EglF], 1<j<n
dir (Calin ve Udriste, 2014).

Ispat. fx p(x; &)dx = 1 ile verilen normalizasyon kosulunda her iki tarafin diferansiyeli

alinirsa [, 9¢p(x; €)dx = 0 olacagindan
[ECHICIOR MO
bulunur. Béylece
fx p(x; ), () dx = D p(E) fx p(x; §)dx

olacagndan E¢[Fj| = 0,1(§) = 9;1(€) sonucuna ulagilir.
Sonug. Asagidaki 6zellikler meveuttur:

() 0;4,(§) = F(x) — E¢[F}],

(i) Eg[0:£,(8) 9;£,(§)] = Cov (F;, F),

(i) 9; 0;€,(§) = — 0, 9,y (8).
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Yukaridaki sonug ile verilen esitlikler log-olabilirlik fonksiyonu hakkinda kullanigl
neticelerdir. (ii1) numarali esitlik log-olabilirlik fonksiyonunun konkavligini saglar. Buradan
su sonug verilebilir:

Sonug. Ustel dagilimin log-olabilirlik fonksiyonunu konkavdir.

Konkav bir fonksiyonun global maksimumu tek olur. Konkavlik, optimizasyon ve
maksimum olabilirlik tahmini (MLE) gibi istatistiksel yontemlerin etkinligini artirir. Ustel
dagilimin log-olabilirlik fonksiyonunun konkav olmasi, maksimum olabilirlik tahmini,
numerik optimizasyon, veri uyumu ve istikrarli parametre tahmini a¢isindan 6nemli faydalar
sunar. Bu ozellik, 6zellikle makine 6grenimi ve istatistiksel modelleme gibi alanlarda 6nemli

bir rol oynar. Pratt, bu konuda 6nemli bir ¢alisma yapmistir (Pratt, 1981).

3.6. Karisim Aile (Mixture Family)

Tanim 3.6.1. n-sayida F;: X — R diizgiin fonksiyonlar1 X iizerinde lineer bagimsiz olsunlar
ve

Sy F(X)dx=0,1<j<n (3.3)

kosulunu saglasinlar. X {izerinde tanimlanan bir baska C(x) fonksiyonu i¢in

ij(x) =1

kosulu gerceklensin.
p(x;§) = C(x) + §'Fi(x)

bi¢ciminde tanimlanan olasilik dagilimi ailesine karigim ailesi (mixture family) denir (Calin
ve Udriste, 2014).
Teorem 3.6.1. p(x; &) = C(x) + &'F;(x) olmak iizere S = {p(x; &)} ile verilen karisim
ailesi istatistiksel modeli bir istatistiksel manifolddur (Calin ve Udriste, 2014).
Ispat. . E - P(X) déniisiimii verilsin. {F;(x)} fonksiyonlar1 lineer bagimsiz oldugundan
birebirlik regiilerlik kosullar1 dogrudan saglanir.
&) pramaterelerine karisim parametreleri denir. E parametre uzaymnm boyutuna karisim
ailesinin mertebesi denir.

Karisim ailesinden elde edilen, § = {p(x; )} istatistiksel modeli P (X)’in bir afin

alt uzayidir.

(3.3) integral kosulu E)fjp(x; §) = Fi(x) ve [ 0gip(x; §)dx = 0 gergegiyle
uyumludur.
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Asagidaki 6nerme karisim ailesi i¢in beklenen degerin 6zelliklerini vermektedir.

Onerme 3.6.1. E¢[-], ps’ye gore beklenen deger olmak {izere
Fj(x)
p(x)
. Fi(x)Fj(x)
(i) 0, 0;£,(§) = —— L=
(l“) al a]{)x(f) = - al'gx(’f) ajgx(f)

dir (Calin ve Udriste, 2014).

(@) 0;4x(5) =

Ispat.

(@ o, ip(x; &) = F;(x) ifadesi kullanilir ve tiirev alinirsa

agjp(xi $) i F}(X)
p(x:&)  p(xé)

0,£,(8) = 0jlnp(x; §) =

elde edilir.
(ii) (1)’de bulunan esitligin tlirevi alindiginda,

_ Fi(x) d —agip(x; §)

95:95:0) =0 s = Y e
__FE&®EX®)
p(x; §)?
bulunur.
(iii) (i1) ve (i) den
F; F;
0,0,6.(0) = —— L IO _ 50 ©0,6,0)

PO
esitligi elde edilir.

Ornek 3.6.1. (Dagilimlarmin Karisgimi) X iizerinde dogrusal olarak bagimsiz olan
DP1,P2) - »PnsPn+1 bicimindeki n + 1 olasilik yogunluklar1 géz oniline alinsin ve E =

{f € R >0, Xi=1¢ J < 1} olsun. Bu durumda asagidaki agirlikli ortalama da bir olasilik

yogunlugudur:
p(x;§) =¢&pi(o)+ (1 - Z€i>pn+1(x)
i=1

= Pn+1 (%) + Z E (pi(x) — P41 ().
i=1

Bu ifade, C(x) = p,+1(x), ve F;(x) = p;(x) — pp41(x) olan bir karigim ailesi haline
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gelir.

Ornek 3.6.2. Yukaridaki genel 6rnege uygun olarak asagidaki 6rnekler verilebilir.
1

Pn+1(x) = \/T—T[ e 2

icin p;(x) , varyanslar1 veya ortalamalar farkli normal dagilimlar olsunlar. Ornegin:

112
1 _( 2#21)
e <%

pi(x) =

210;

burada y; ve o; farkli parametrelerdir. Bu durumda karigim yogunlugu su sekilde olur:

1 _M 1 2

2 =

2 V2m

210

x2

1 2 O
P(x;f)=\/7—ne 2+;f

n = 2 i¢in 3 farkl bilesenden olusan bir karisim ailesinin olasilik yogunluk fonksiyonu

2
L ez _ L e-’%)

. =L =y . L —2(x—1)2_L —£> 2(
p(x; §) ez+€< e e 2 )+¢ N V2r

V2m v V2m

bi¢iminde olur. Burada, &' > 0,&% > 0 ve & + &2 < 1 olup karistirtlan dagilimlar

p3(x) — NV (0,1),

p1(x) — N (1,0.5),

p2(x) — N (—1,0.5).
bicimindedir. Bu model, bir veri kiimesinin normal olmayan davranisini agiklamak ig¢in
kullanishdir. Ornegin, V' (0,1) standart davranisi temsil ederken, diger bilesenler (p;, p,) ug

degerleri veya farkli modlar1 modelleyebilir. Bu karisim, 6zellikle veri analizinde (6rnegin,

anormal durumlari modellemek veya alt popiilasyonlari belirlemek i¢in) etkili bir modeldir.
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4. OLASILIK DAGILIMLARININ RIEMANN GEOMETRISI

Bu boliimde, bir geometrik yapi olarak modellenen olasilik dagilimlar1 {izerinde
Riemann metrigi ve egrilik 6zellikleri ele alinacaktir. Detayl bilgi i¢in (Calin ve Udriste,

2014) kaynagina bakilabilir.
4.1. Fisher Bilgi Metrigi

Fisher bilgisi, istatistiksel modellerde bir parametrenin ne kadar iyi tahmin
edilebilecegini 6l¢en bir kavramdir. Bu bilgi, parametrelerin etrafindaki veri dagiliminin yerel
egriligi yansitarak, parametre tahminlerinin hassasiyet diizeyini belirler. Ayrica, istatistiksel
tahminlerin verimliligini degerlendirmede 6nemli bir rol oynar. Fisher bilgisi parametre

uzaymin geometrik modellenmesinde bir Riemann metrigi vermektedir.
4.1.1. Fisher Bilgi Metrigin Elde Edilmesi

Bir parametre & i¢in Fisher bilgisi, log-olabilirlik fonksiyonunun § ya gore ikinci
tiirevinin negatif beklentisi olarak tanimlanir.

Log-olabilirlik genellikle konkav bir fonksiyondur. Log-olabilirlik fonksiyonunun
ikinci tlirevinin beklentisi, modelin parametre ¢evresindeki "egriligiini" ve bu egriligin
tahmin ediciye etkisini ifade eder. Bu, parametre ¢evresindeki duyarliligi dlger ve asagidaki

sekilde tanimlanir:

19) = —E[ S nf X §)]
Bu ifadeler, Fisher bilgisinin parametre tahminindeki kesinlik ve dogrulugu nasil etkiledigini
aciklar..
Onerme 4.1.1. Fisher bilgisi I (§),0:8¢nin varyansidir.

Ispat. Log-olabilirlik fonksiyonu £ ¢ = Inp (x; §) olmak tizere
B[ 2 o] =0
FT; f(x) =

oldugu biliniyor. Log-olabilirlik fonksiyonunun tiirevinin varyansi su sekilde ifade edilir:

Var ((%t’;(x)) =E l((%t’;(x)fl B <E ((%ﬂf(ﬂ))z

dolayisiyla
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2
Var ((%%’;(x)) =E (aa—f{’g(x)) .

olur. Bu, Fisher bilgisinin tanimiyla ortiisiir, yani

2
d
1(§) =E [(E{’g(x)) ]

dir. Dolayisiyla, Fisher bilgisi I(¢) log-olabilirlik fonksiyonunun tiirevinin varyansidir.
S ={p(x; &)} istatistiksel model igin, Fisher bilgi matrisi [(§) = E¢[0;£(§)0;¢(¢)] seklinde
yazilabilir. Her i, j €{1, ..., n} i¢in Fisher bilgi matrisi
9ij(€) = E¢[0,;£(8)0;¢(8)]
seklinde gosterilsin. Bir olasilik yogunluk fonksiyonun beklenen degerinin tanimi géz 6niine

alinirsa Fisher bilgi matrisi daha agik olarak,
4.1)
95©) = | 94tnp, () - 01, (x) - p,(x)dx
X
seklinde ifade edilebilir (Calin ve Udriste, 2014).

Teorem 4.1.1. Fisher bilgi matrisi olasilik yogunluk fonksiyonlarmin karekokii cinsinden

asagidaki gibi ifade edilebilir (Calin ve Udriste, 2014);

gii(§) = 4fx 0;i ’p;(x) r ’p;(x)dx.

Ispat (4.1) ifadesindeki metrigin tanimindaki tiirevler alinirsa

_ [ 9giPe(x) 9gpe(x)
g""@‘fx P P

pe(x)dx

olur. Bu ifade uygun ¢arpanlarla

0ipg(x) . 0:ps(x)

9% = 4[){ \/pf(x) 2\/p§(x)

bi¢iminde diizenlenebilir. Boylece

gii(§) = 4La§i@.afj@dx

esitligine ulasilir

Yukaridaki teoremin ifadesi kesikli degiskenler i¢in asagidaki sekilde ifade edilir;

9&) = 405 [peCxe) - 01 [peC)
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Ornek 4.1.1. & € (0, 1) olmak iizere

X X1 X2 X3

P(X = x) &t §? 1-¢1-¢2

seklinde verilen tabloda, &1, £ ve 1 — &1 — &2 olasiliklariyla ortaya ¢ikan ii¢ sonucu X4, X2, X3
olan bir rastgele degisken X’i gostermektedir. Bu, &lve &2 iki parametreye bagl istatistiksel bir

modeldir. Bu durumda Fisher bilgi matrisi

gij(f) = 4‘2 agi ’Pf(xk) : ag}' /pf(xk = 4 (afi\/f_l . ag,-\/?+ afi\/?- 651'\/?)
k
+4 (afi 1-&1-¢2. afjm)
1

Sij1 . Oiyj,

& e T oo

ve buradan
1

1 1
— + EE— ol WS
5 [1—¢1 —¢2 1—¢&l—¢2
(95) = 1 1 1
imm— 02020 S R + —_— -
[1—¢1 —¢2 &2 [1—¢T—¢2
olarak bulunur. Her &‘€(0,1) igin det(gi]-) # 0 oldugundan matris dejenere degildir (Calin ve
Udriste, 2014).

Onerme 4.1.2. Herhangi bir istatistiksel model iizerindeki Fisher bilgi matrisi simetrik, pozitif
taniml1 ve dejenere degildir. Yani bir Riemann metrigidir (Calin ve Udriste, 2014).

Ispat. Metrigin tanim1 simetriyi verir. Bu nedenle dncelikle Fisher bilgi matrsinin bir Riemann
metrigi verecegi kanitlanacaktir. g nin bir metrik olabilmesi i¢in, pozitif tanimlilik, simetri
kosullarinin gergeklemesi gerekir. Her §, v € T¢S, v # 0 igin,

9ij(§) = 4fx 65i\/%-65j@dx

ifadesinden

gv,v) = Zgii”i”i = 42[ ”iafhfpf(x) : viasi,/m(x)dx
i i X

yazilabilir Boylece
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s = [ 3 (110, fpeco) ax 2
2

L

bigiminde olur. Dolayistyla (g; j) negatif degildir. Diger yandan g(v, v) = 0 alinirsa

Zviagz\/% =0

ve boylece {6 gip} dogrusal bagimsiz oldugundan Vi = 1, ..., n, i¢in v* = 0 elde edilir. Ayni
islemler zit yonde takip edilerek tekrarlandiginda metrigin non-dejenere olma kosulu
saglanmis olur. (gi j) dejenere olmadigindan, pozitif tanimlidir.

Tanim 4.1.1. Fisher bilgi matrisi, § ylizeyinde bir Riemann metriginin katsayilarini saglar.
9ij (&) metrigine Fisher bilgi metrigi denir.

Fisher bilgi metrigi, mesafelerin, agilarin ol¢iilmesine ve istatistiksel modeller {izerindeki
bagintilarin tanimlanmasina olanak tanir. Fisher bilgisi taniminda, bu bilginin log-olabilirlik
fonksiyonunun ikinci tiirevinin negatif beklenen degeri oldugu ifade edilmisti. Asagidaki
teorem Fisher bilgisi ile Fisher metriginin ¢akistigini ifade etmektedir.

Teorem 4.1.2. Fisher metrigi

9ij (&) = —E¢[0;0;1(§)] = —E¢[0;10,; Inpe]
biciminde ifade edilebilir (Amari ve Nagaoka, 2000).
Ispat. fx p(x; &)dx = 1 oldugundan,

f 6fip(x; dx =0
X
elde edilir. Buradan,
Ef[afz lnpse] = f Opi Inp(x; &) - p:(x)dx = f afip(x; dx =0
X X
olur. Bu ifadenin &’ ye gére diferansiyeli almirsa

fxay O Inp(x;¢) - pe(x)dx + L O Inp(x; €) - as(j'pf(x)dx =0

dir. Buradan
Eg[afi 0 lnpf] + L O Inp(x; €) - O¢j Inp(x; &) - pe(x)dx =0

Ve

Eg[agi O Inpg] + g;;() = 0.

elde edilir.

55



4.1.2. Fisher Metrigi Uzerine Sonuclar

Teorem 4.1.3. Fisher metrigi 6rnek uzaym yeniden parametrizasyonlar1 altinda

degismezdir (Calin ve Udriste, 2014).

Ispat. X, X € R™ érnek uzayina sahip bir rastgele degisken olsun ve bununla iliskili yogunluk
fonksiyonu pg istatistiksel bir model olustursun. Ornek uzaylarin tersinir doniisiimiinii
f:X > Y SR, veY = f(X) rastgele degiskeni ile iliskili yogunluk fonksiyonu pg (y) ile
gosterilsin. Bu durumda iki olasilik yogunluk fonksiyonu arasinda

df(x)
dx |

pe(x) = pe(y)

iligkisi vardir. Burada |%§Cx)| , fnin Jakobiyanini géstermektedir. Diger yandan, log-olabilirlik
fonksiyonlari

2(¢) = Inpe(y) = Inpe (f (%))

£66) = 1npe o) = 29+ 1n | L)

bicimindedir. f nin ¢ parametresine bagli olmadig: varsayilirsa

agi{)(f) = agiz)(f)
olarak elde edilir. Boylece, Fisher bilgisi

;) = fxay £(5) 9, 2(©)pe (W) dx

df(x)

I dx

:f 051 £(8) 05 2(E)Pe (f(x))
x

~ [ 047 057 )B y
Y

= §ij (§),

olur. Bu da istenen degismezlik 6zelligini kanitlar.

Teorem 4.1.4. Fisher metrigi, parametreler uzaymin yeniden parametrizasyonlar1 altinda
kovaryanttir (Calin ve Udriste, 2014).

Ispat. £ = (&%,...,&™) ve 0 = (6%, ...,0™) koordinat kiimeleri & = £(0) tersinir iliskisi ile

iliskili olsun, yani, &/ = &/(87, ..., 0™).ve P (x) = pg(gy(x) olsun. Zincir kuralina gdre

_0¢k _ 0§
aeipg = ﬁafkpf, 69jp9 = Wafrpf,
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olur ve boylece

1
3,0 = fx 05100 () 9ipa ()
_ 1 o8k dgT
B Ux Pe (o) (%) 0gkpg () 0grpe (x| 705 507

a&* o¢”
= gkr(f)lf:f(e)ﬁﬁ-

elde edilir.

Son iki teorem, Fisher metriginin iki ayirt edici 6zellie sahip oldugunu ortaya
koymaktadir:

(i) gij, X Ornek uzaymin yeniden parametrizasyonlari altinda degismezdir.

(ii) g;j, E parametreler uzaymin yeniden parametrizasyonlar1 altinda kovaryanttir (yani,

2-kovaryant tensor olarak doniisiir).
Yukarida belirtilen 6zellikleri karsilayan bir metrik tekdir ve dolayistyla Fisher metrigidir
(Corcuera ve Giummole, 1998). Bu sonuglar, Fisher metriginin olasilik dagilimlarinin
geometrik modelleri olarak istatistiksel manifoldlar {izerindeki verimliligini ortaya
koymaktadir.

4.1.3. Baz1 Dagilimlarin Fisher Metrikleri

Bu boliimde bazi 6zel dagilimlarin Fisher metriklerinin hesaplamalar1 verilecektir.

1. (Ustel Dagilim) pe(x) =¢ e ~%* oldugundan aglnpg =— fiz dir. Bu nedenle

e}

1 1
g = g1 = —E[02np;] = fo P =

bulunur.

&, = €(0) ve & = &é(1) noktalarini birlestiren & = &é(t) egrisinin uzunlugu

i ot éw)ar =1} Jouez@ae = 9] at = mE

dir. Bu, tek boyutlu istatistiksel model X = (0, ) iizerinde d(xq,x,) = |lnx, — Inx,|

hiperbolik uzaklik fonksiyonunu verir.
2. (Ustel Aile) p(x;&) = e CEO+TFO-YE) fiste] ailesi i¢in Fisher bilgi metriginin katsayilar1
9ij(€) = E¢[0,£,(8)0;€,(8)] = Cove(F,, F;)

bigimindedir. Katsayilar F;(x) fonksiyonlari cinsinden gosterildigi gibi ¢ cinsinden
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9ij(§) = —E¢[0,0,4,(8)] = E¢[9,0;9(8)] = 8;0,4(&)

biciminde elde edilir (Calin ve Udriste, 2014).

Ustel dagilimin, iistel aileye ait oldugu biliniyor. 1-parametreli iistel dagilim igin

Y(&) = —In(&) oldugu gbz oniine alinir ve bu ifadenin iki kez tiirevi alinirsa g = E_Z olarak

elde edilir. Bu da dnceki 6rnek ile ortiisiir. O halde iistel aileye mensup dagilimlarin Fisher
metrikleri bu bagintida da elde edilebilir.
3. (Kansim Ailesi) p(x;&) = C(x) + &'F;(x) olasihk dagilim ailesinin Fisher metrigi

katsayilar1

9,8 = —E¢[0:0,£,(8)] = lF i()F (x)l J Fi(x)F; (x) dx
X

(x;6)? PO
olarak elde edilir (Calin ve Udriste, 2014).

4. (Bernoulli Dagilimi) Bernoulli dagilim1 geometrik modeli su sekilde verilir:

§={p(& k) = &1 —-6)%0 <& < Lk € (0,13},

Bernoulli olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in log-olabilirlik fonksiyonu

£.(§) =Inp(& k) =mE* (1 -§)") =kin + (1 - k) In(1 - ¢)
olarak elde edilir. Parametreye gore birinci ve ikinci tiirevleri alinirsa,

00,(5) _ k—¢
3 §1-8°
() k  1-k

02 &2 (1-HF

olur. Fisher metrik katsayilarini hesaplamak igin

024, ()

9ij(§) = —E [65" 98]

ifadesinden yararlanilir. Bu durumda

911(§) =E [;—2"'(11_—_;)2]

olur. Beklenen deger

E[k] =¢
E[1—-k] =1-¢

olur. Sonug olarak,

(O =3 +rmg=per
) =t T Ao
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olarak bulunur (Branea ve Radulescu, 2023).

4.2. Christoffel Sembolleri

Istatistiksel model S iizerindeki en temel baglant1 Christoffel sembolleri ile tanimlanar.
Bir istatistiksel modelin g;; Riemann metrigi Fisher bilgi metrigi olmak lizere, birinci tiir

Christoffel sembolleri

1
Lijx = E(aigjk +0,9ix — 0xij)

ile verilir. Burada 0; = 0 yi gostermektedir.
Christoffel sembollerini hesaplamadan once, Fisher bilgi matrisinin tiirevi i¢in birkag
esdeger ifadeye ihtiyag vardir.
Teorem 4.2.1. £ = £,(§) ve 9; = 0 olmak lizere Fisher bilgi matrisi asagidaki 6zelliklere
sahiptir (Calin ve Udriste, 2014):
() 0g;(§) = —E¢[0:0;0,1] - E¢[(2:9;) (3 D],
(i) 0.9 (&) = E¢[(8,0;1)(9;1)] + E¢[(0:0;1)(8;D)] + E[(8;D(8;1) (8, D]
(iii) 9, g;;(§) = 4 [, 0;0i\/p - 01y/Pdx + 4 /, 0;0,/p - 05/ pdx.

Fisher metrigi taniminda kismi tiirevler almarak teoremdeki esitlikler kolaylikla elde
edilebilir.
Onerme 4.2.1. Birinci tip Christoffel sembollerinin asagidaki esdeger ifadeleri gecerlidir
(Calin ve Udriste, 2014):

(i) 2T (®) = Ee[(0;05) 0)] — Ee[(0x 0,1) (@) — Ee[ (04 01)(871)] — Ee[0; 0; 04
(iii) 3, (§) = 4 [, 0;0;3/p(x;§) - 04/ p(; E)dlx.

Yukarida bahsedilen bagintilar ayrik 6rnek uzay1 durumunda da ¢aligir.

4.2.1. Baz1 Dagilimlarin Christoffel Sembolleri

Bu bolimde bazi 6zel dagilimlarin Christoffel sembollerinin hesaplamalari
verilecektir.

1. (Ayrik olasihik Modeli) Daha 6nce tanimlanan ayrik olasilik modeli g6z oniine alinsin.

Eger i # j ise, 0 zaman

59



2
[j(§) = 428 05t 0p/S7 - 07 | + 4050031 = &1 = & - 001 -6 = &,
k=1 \ =0

=0
1 ~ 1
fi-g-g 20-¢-¢gy

bulunur. Diger yandan i = j i¢in toplamin ikinci terimi yukaridaki ile ayni oldugundan

2
1
I (&) = 42 05 \/? ' af"\/?‘l' 2(1 — &L — £2)2
r=1

1o 67 8k 1

22,7 taa-a -
r=
olur. Eger i = j # k ise yukaridaki formiiliin ilk terimi yok olur, yani I}; , (§) =

= (-8 -7

_r
2(1-§1-§2)2
olarak bulunur (Calin ve Udriste, 2014).

2. (Ustel Aile) Ustel aile igin Fisher metrigi katsayilar1 Ys(£) cinsinden verilmisti. Bu durumda
Christoffel sembolleri de (&) fonksiyonu cinsinden hesaplanacaktir. Gerekli esitlikler

kullanilirsa

Ee[(0:0;€)(0:0)] = —E¢[(9:0,9)(F(x) — 9,p)]
= —(0,0;0)E¢[Fi (O] + (0,0;9) (1)
= (0,0;9) (0¥ — E¢[F.(0)]) = 0.

olarak bulunur. Boylece

1 1 1
Lijk =5 E¢[0:0;0, 8] = = E[0,0,0,3] = = 8,0;0,3(8)
2 2 2

olur (Calin ve Udriste, 2014).

3. (Karisim Ailesi) Karigim ailesinin Christofell sembolleri

(@) _EgKaae+1a£a@aﬂ1=EgK—a$a£+%@£@@aﬂ1
1 F;(x)F;(x)Fy (x)

=__E§[6 £0;£0,t) = 2 p(x;€)?

olarak elde edilir (Calin ve Udriste, 2014).

4. (Ustel Dagilim) Ustel daglhmm Christoffel sembolleri
a911 0911 09:;y 1 2 1
[1110 = + — = -
9 9§ 0§

2ET

Ve
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ri =1 11 <ag11 0911 _ a911) _ 1 £? 3 _ 1
H2 9 9§ 0§ 2 $3 &
bicimindedir . Burada g'! Fisher matrsinin tersidir (Branea ve Radulescu, 2023).

5. (Bernoulli dagilimi) Dagilimin Fisher metrigi katsayilar1 elde edilmsti. Bu katsayilar ve

Christoffel sembollerinin tanimi géz dniine alinirsa

100911 0911 0gur\ _1( 1-2¢ 28— 1
1-‘11,122( 6;1—*_ a;_ a§1>:§(_§2(1—§)2)2252(1—6)2'
1 d 5} 0
i = 50" (G + 8 ~ 58

olarak elde edilir. Burada g'! Fisher matrsinin tersidir ve Bernoulli dagilmi igin g*! =

¢(1 — &) formundadir (Branea ve Radulescu, 2023).

4.3. Koneksiyon Bilesenleri

Riemann geometrisinin en 6nemli araclarindan biri koneksiyon. § istatistiksel modeli
iizerinde farkli koneksiyonlar tanimlanmaktadir. Bu boliimde § istatistiksel modeli tizerindeki
koneksiyonlar incelenecektir.

Bilgi geometrisinde, bir olasilik dagilimi manifoldundaki koneksiyon a-
parametresiyle tanimlanan V® koneksiyon ailesi olarak ifade edilir. Bu koneksiyonlar,
manifoldun geometrik yapisina ve farkli koordinat sistemlerine gore davranigini tanimlar.
Buradaki &, manifold iizerindeki dual yapilar arasindaki gegisi kontrol eden bir parametredir.

Ornegin, iistel aile ile karisim ailesi arasinda bir diialite iliskisi vardir.

4.3.1. V© Levi-Civita Baglantis1

S istatistiksel modeli temsil eden Riemann manifoldu olsun. § {izerinde bir Riemann
metrigi
n
Q(Xg, Yg) = Z 9ij ©)a'(®)b/ (&), pseS
ij=1
bi¢iminde tanimlanir. Burada X; = Y7, a' (§) 9; ve Ye =30 b’ (§)d;, S lizerinde vektdr
alanlaridir. g tensorii Fisher-Riemann metrigi olarak adlandirilir. Onunla iligkili Levi-Civita

baglantis1 V() ile gosterilir ve su sekilde tanimlanir:

9 (v 8;,0,) = Iy -
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V© bir metrik koneksiyondur, yani metrik ile bagdasabilir, bu lokal bilesenlerle

0kgij = Tkij + Ikjp
bigiminde yazilabilir. V(¥ iist simgesi baglantinin bir parametresini gosterir. a parametresi ile
parametrelendirilmis cesitli baglantilar tanimlanacaktir. a = 0 durumu Fisher metrigi ile

iliskili Levi-Civita baglantisina karsilik gelir (Calin ve Udriste, 2014).
4.3.2. VD Baglantisi

Fisher metrigi g kullanilarak, V®V-baglantis1 su sekilde tanimlanur:
9 (v 0;,0) = E¢[(9;0,€)(0,D)].
Boylece Christoffel sembolleri
IR0 = E¢[(0;0;£) (9, 0)] (4.2)

bicimindedir (Calin ve Udriste, 2014).
S manifoldunun verilen koneksiyonlara gore diiz olmasi ¢ koordinat sistemine gore ele

alinmaktadir.

Onerme 4.3.1. Ustel aile istatistiksel modeli V(V-diizdiir (Calin ve Udriste, 2014).
ispat. Ustel aile istatistiksel modelinin V("-diiz oldugunu gostermek icin Fl](lk) (&) = 0 oldugu

elde edilmelidir. Esitlik (4.2) kullanilirsa,
R©) = Ee[(0:0;6)(0:0)] = —E¢[0: 0,9 () @)
= —0; 0;Y(E)Ee[(9, )] = 0.
bulunur.
Sonug olarak, V(Y baglantisia gore iistel bir ailenin burulmasi ve egriligi her yerde yok olur.

Onerme 4.3.2. Karisim ailesi V(V-diiz olmast icin gerek ve yeter kosul V(@-diiz olmasidir
(Calin ve Udriste, 2014).
Ispat. Christoffel sembollerinin tanimlarmdan,
1
rN© =-35[(0:000)@0)]
LR = Ee[(0:0;8)(00)] = —E¢ [(@:6)(0;€) (0:c8)

olur. Bu durumda ancak ve ancak Flgok) (&) = 0ise Flglk) (&) = 0 olur. Bu da ispat1 tamamlar.
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4.3.3. V-V Baglantisi

Fisher metrigi g kullanilarak, S istatistiksel modeli iizerindeki V(-1 —baglantis1 su

sekilde tanimlanir:

g(v526,0,) = 152 = E¢[(0; 6,6 + 0,£6,¢) (0,.0)]

burada ¢ log-likelihood fonksiyonudur (Calin ve Udriste, 2014).

Herhangi bir karigim ailesinde 9; ;£ = — 9;¢ d;¢ dir. Buradan agagidaki 6nerme elde edilir.

Onerme 4.3.3. Karisim ailesi V- D-diizdiir (Calin ve Udriste, 2014).
Onerme 4.3.4. Yukaridaki ii¢ baglant1 arasindaki iliski

vO— %(V(—l) +y)

denklemi ile verilir (Calin ve Udriste, 2014).
Ispat. Ispat icin

1
0) _ (-1) ¢))
Iiip = 5 (rij,k + Fij,k)

oldugu gosterilmelidir. Yukaridaki ispatlardan yararlanilirsa
ISR+ 05 = Ee[(0,0;2 +0:£0;¢)(0,0)] + E¢[(9;0;¢) (0,0)]
1
= 25 (0,00 +50,9,¢) 0|

— o)
- 21—;],’( .

olarak elde edilir.

Sonug. Ustel aile VOV diiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V(® diiz olmasidir (Calin ve
Udriste, 2014).
Onerme 4.3.5. S = {pg} istatistiksel modeli lizerindeki herhangi bir X, Y, Z vektor alan1 i¢in
Zg(x,v) = g(vPx,v) + g(x,v5 Vy)
dir (Calin ve Udriste, 2014).
Ispat. Bagintiy1 bir baz iizerinde kanitlamak yeterlidir. X =9;, Y = d; ve Z =04
secildiginde, gostermemiz gereken baginti
— r@ (G )
0x9ij = i j + cji

dir.Boylece
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L) + 05 = Ee[(0,0:£)(8;¢)] + E¢[ (94 0 + 0,£0,¢) (8)]
= Eg[(0,0:0)(9;¢)] + E¢[ (9, 0;¢)(0:0)]
+E¢[(8:0)(0;2)(0,D)]
= 0,g:;(&)

olur. Ispat tamamlanir.

4.3.4. V(@ Baglantis1

VD ve VU S iizerinde, sirasiyla karisim ailesinin ve iistel ailenin diiz oldugu iki
0zel baglantidir. Bu baglantilarin ortasinda Fisher metrigine gore Levi-Civita baglantisi olan
V(©® baglantis1 vardir. Interpolasyon yaparak, asagidaki 1-parametreli baglanti ailesi

tanimlanir:

1+a 1—«
v+ —— gD,
2 2

a =—-1,0,1 igin sirasiyla VOD, V@ yve VD baglantilarini elde edilir. Fisher metrigi g

V(@ =

kullanilarak, baglanti bilesenleri

k=9 (ng) 9j, ak)

asagidaki onerme ile verilmektedir.

Onerme 4.3.6. 1150,? bilesenleri asagidaki gibi yazilabilir

(@) _ 1-a
Iijf),‘c E; [(ai 0;f + > 0;f 0]-{’) 0k€].
Ispat. Tanimdan

1+a l—a
L% =——r%+ I

ijk 2 ijk 2 ijk

1 1-
= ;’ L Ee[(9;0,0)(0,0)] + T“Ef[(ai 30+ 0,£9;£)(3,0)]

1 —
oy [(ai 0,£)(3,8) + Taaie 9,0 akf]

1—«a
= E; [(ai 00 +—— 0,8 aj{)) akf] .

elde edilir.

r® —r@®

ijk = Lii baglantisindan ¢ikar. Ancak, V@, a # 0 igin

V(@ simetriktir. Bu dogrudan
metrik degildir. Cift baglantilar V® ve V&-® v ve VD baglantilari ile ayni dualite
iliskisindedir.

Onerme 4.3.7. S = {p;} istatistiksel modeli lizerindeki herhangi bir X, Y, Z vektor alani i¢in

Zg(x,v) = g(Vex,v) + g(x,v5 “y)
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dir (Calin ve Udriste, 2014).

Ispat. 0,9;; = I k(if(j) +T k(;ia) oldugunu kanitlamak yeterlidir. Tanimdan

r® —g [(a 0.0+"% {’6-{’)6-8]
kij T H¢ kYi 2 k i jt |
(~a) 1 +a

15O =k [(aka,-u > akfa,-f) aif]

olur. Toplamin alinmasi ve terimlerin azaltilmasiyla asagidaki sonug elde edilir
L)+ L5 = B[ (@1 9:6)(8;€)] + Ee[(01 9;¢) (9:0)]
+E¢[(8:0)(0;2)(0,0)]

= 0xgij ).
boylece ispat tamamlanir.

Onerme 4.3.8. Asagidaki iliskiler gecerlidir

V@ = (1-a)V® + qv®
=1+ a)VO — qv-d
=y 4 & (VO —yD),

2

v = %(V(_“) + v(a))_
Sonug 4.3.2. S istatistiksel bir model olsun. O zaman asagidaki ifadeler esdegerdir:
() S, Ricindeki tim @ icin V(¥ -diizdiir,
(i) S hem VP hem de VO D-diizdiir,
(iii) S hem V(® hem de VV-diizdiir,
(iv) S hem V® hem de V-D-diizdiir.

Genel olarak, eger bir § modeli iki farkli a baglantisina gore diiz ise, o zaman tim «
baglantilarina gore diizdiir.
4.4. Geodezik Denklemleri
Bu boliimde dagilim manifoldlar iizerindeki geodeziklerin hesaplamalar1 verilecektir.
Onerme 4.4.1. S Ustel dagilimin istatistik modeli (S, g)’nin geodezikleri c;, ¢, sabitler olmak
uzere
£(t) = eaatte
bi¢imindedir (Branea ve Radulescu, 2023).
Ispat. Geodezik diferansiyel denkleminin tanimimdan
d2¢

_+F111

dt 't - dez € \at
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dir. Buradan

_6
$

diferansiyel denklemi ede edilir. £(& # 0) ile boliiniirse

14 N2 ", _ g !/
%—((’;) :O@—g Efzf sz(z)(E—):O,

EII 0

olup integral alinirsa

/ d d d
% :c1<:>d—§=clf<:>;=cldt=>f;=f c; dt

& In(é) = it + ¢, © &(t) = et ¢, ¢, sabitler,
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 4.4.2. Bernoulli dagilim modeli icin jeodezikler su sekilde verilir (Branea ve

Radulescu, 2023) :
1 .
&) = > (1 +sin(cyt + ¢5)), ¢1,¢, € R.

Ispat. Geodezik diferansiyel denklemi tanimindan

d2¢ d¢ d¢ d?¢  286-1 d§ d&
ety = w i —a a-

dir.

d& 2§ dud¢ du

14

_——= S — - = = _—
dc YT dez T dede “ag
doniistimii yapilir ve yerlerine yazilirsa,

du 26—1

kT SR
“wtza-p* 70

esitligi elde edilir. Iki durum s6z konusu olur.
Du=0eI=0=fB=cceR;
2) u#0.

u’nun tiirevi alinirsa,
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du _26-1 du_ 1-2%¢ 0
- 28— u 281-9)

bulunur. Her iki tarafin integrali alinirsa
1
Inu=In(cf(1-¢&)2 ceR

olur. Buradan

1 dé 1 d¢
u=(@@d-Nze g=>1-O2e ———=0d, 4 ER

§(1-9)

bulunur. Her iki taraf da integre edilerek,
arcsin(2é — 1) = ¢t + ¢, &

1
&) = 3 (1 +sin(cqyt + ¢y)), ¢, ¢, ER

ispat tamamlanir.
4.5. Carpikhik Tensorii (Skewness Tensor)
V(@ ve VB § istatistiksel modeli iizerinde iki baglant1 olmak tizere (2,1)-tipinde
genellestirilmis fark tensorti
k@B (x,v) =vPy - vy
ile tanimlanur.

Onerme 4.5.1. 3-kovaryant, tamamen simetrik bir T tensorii vardir, 6yle ki herhangi bir farkl1
a, B igin g(K (a.5) X, Y),z ) = %ﬁ T(X,Y,Z) dir, burada g Fisher metrigidir.

Ispat. Fark tensor tanimi lokal olarak ifade edilirse,

LR©-rwe = &l o0+ =L ﬁ

9,00, f)ake]
~r¢| (o o0+ "¢ S 0100;¢) 0,

= Tﬁb}[a 20, eake]

olur. Tjj, (§) = E; [0;¢ 9;t 0,£] olarak alinirsa

o -9 =""Lr,@

yazilir. Bu ayn1 denklemin yerel koordinatlar versiyonudur. T’nin i, j, k indislerinin herhangi

birinde simetrik oldugu, yani tamamen simetrik oldugu goriilmektedir. 3-kovaryant, simetrik

tensor T
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T(ai,aj, ak) =Ty = Ef[al-fajf ak{’]
carpiklik tensorii olarak adlandirilir. Bu, log-likelihood fonksiyonunun varyasyonlarinin
ficlincii dereceden kiimiilantlarmim beklentisini olger. Ikinci dereceden kiimiilantlarin
beklentisini 6lgen Fisher metrigi ile benzerligine dikkat cekmek gerekir.
Ornek 4.5.1. Ustel bir aile durumunda
e = |(a0e+ 1;—“@3 0;2) 0,

= E; [(— 0, 0,(&) + 1;—0‘ 9,0 aje) ake]
1-a

= —0;0;Y()Ee[0,f] + >
_ 4

= Tijk-

Eg[0,£0,¢8,7]

olur (Calin ve Udriste, 2014).

Ornek 4.5.2. Bir karisim ailesi durumunda

Y 1—-«a
I"l.j,k = E; 0i6j€+Tai{’6jf 0,

1—«a

14+a
= _EE [Tali’ajfak{’]

1+«
2 Tijk'

bulunur (Calin ve Udriste, 2014).

Ornek 4.5.3. p(x;¢&) =&e%%,& > 0 ve x > 0 olsun. O zaman 0:f = % — x ve carpiklik

tensoru

2 o) 1 2
Ti11 = E¢ [(ag) ]=f (g—x) p(x; §)dx
0

1 f *© 2

== | A-&)e¥dx=——

$2Jo $3

bi¢iminde verilir (Calin ve Udriste, 2014).

Onerme 4.5.2. 5 = {pg (x);xe X, é€ IE} istatistiksel modeli tizerindeki ¢arpiklik tensorii su

sekilde verilir (Calin ve Udriste, 2014):

@) Ty =27/, 9, (zo?(x)) 9 <p§(x)> O (pé(x)) dx.
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@) Tye(®) = —Ee[0,9; 98] — Ee[(9; 0,8) (3:8)] — Ee (0, 9,:0)(9;€)] -
—Esc[(ai ajf)(akf)].
(i) Ty (§) = 2E[0; 0 018] + 0;9x (§) + 0;91i (§) + 0195 (8).
Ispat. (i) Tanim geregi
Ti(©) = E¢[(0:0)(0,2)(0,0)]
_ fx(ailnp(x)) (8/1np(x) ) (8xInp())p(x)dx

=j 9;p(x) 0;p(x) 3, p(x)
xr p(x) plx) pk)

=5° [ 0 (pC03)9; (p0)5) 2 (pC0)%)

p(x)dx

olarak elde edilir.
(ii) Fisher bilgisinin iki formiilinii g;;(§) = E¢[0;£0,¢] ve g;;(§) = —E¢[0; 0;4]

esitleyerek
f 0; £ 0;p(x)dx = —f 0; 0jfp(x)dx
4 x

elde edilir. &¥ ’ya gore tiirev alinirsa
f 0; 0yt 0;¢p(x)dx + J 0;£0; 0y tp(x)dx + f 0;£0;fdyp(x)dx
i x x

= —J 9; 0; akfp(x)dx—f 0;0;f 0xp(x)dx &
x x

E¢[(0;0,0)(0;¢)] + E¢[(0:6)(0; 0,¢)] + f 0; €0, 0, tp(x)dx
x
x
E¢[(0;0x0)(0,%)] + E¢[(9; 0,£)(0;0)] + Tijsc (8)
T;jx (§) igin ¢oziildiigiinde istenen formiil elde edilir.

(iii) Onceki 6nermeden

Ti(§) = E¢[(0:£)(9;¢) (0]
= 0,0:;(§) — E¢[ (0, 9:)(9;¢)] — E¢[(0x 9;¢)(9:0)]
= 01.9:;(6) + 0,9 (&) + E¢[0;0; 0, €] + 0,91 () + E¢[0; 0, 0, £]
= 2E¢[0; 0, 0k ]| + 0:95(§) + 0;9x: (&) + 0,3, (©).
bulunur.

Carpiklik tensorii T’yi tanimlamanin esdeger bir yolu f = 0 segmektir:
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a
ST(X.Y,2) = g(V)((O)Y —v@y, Z).

Simdiye kadar, carpiklik tensoriiniin tiim tanimlar1 iki baglanti igeriyordu. Asagidaki
sonug bu tensorii sadece bir baglantidan ve Fisher metriginden tiiretmektedir. Dogrusal bir V
baglantisina gore 2-kovaryant bir h tensoriiniin asagidaki tiirev formiilii

(Vh)(X,Y,Z) = Xh(Y,Z) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ).

bi¢cimindedir. Vh 3-kovaryant bir tensordiir (li¢ vektor alanina etki eder).
Teorem 4.5.1. Metrik g ve tensor T su sekilde iliskilidir aT = V(® g (Calin ve Udriste,
2014).
Ispat. S ’ye teget olan herhangi bir X, Y, Z vektor alan1 igin

aT(X,Y,Z) = Xg(Y,Z) — g(v)(;")y, Z) - g(Y, v§;")z)

oldugunun gosterilmesi gerekir. Bu, yerel koordinatlarda su sekilde yazilabilir:
aTye = Ougpe = I = Ty
Tanim ve o6zelliklerden,
0ugje — Tk — Ty = Eel(9:9;6) @)

+E¢[(0; 0,£)(0;)] + E¢[(0,;£)(0;2) (0, 0)]
11—«

—E¢[(0;0;¢) 0, ] — > E¢0,£0;¢0,¢]
—E¢[(8; 0,0) 0,¢] — 1;—0555 [0:€0,€0,¢]
= aEg[0,£0;40,7]
= alyy,
olarak elde edilir.
Ozellikle, « = 1 igin
T=vWg,

bulunur. Yani, ¢arpiklik tensorii Fisher metrigi g ’nin V) tiirevidir.

ylate)g_yl@g

Sonu¢. Herhangi bir € > 0 i¢in, T tensori su sekilde verilir T = (Calin ve

Udriste, 2014).

4.6. Otoparalel Egriler
E c R®™ Parametre uzayinda diizgiin bir egri &(s) olsun, yani &(s) =

(E 1(s), ..., & (s))’m her bir bileseni diizgiindiir. Istatistiksel model S = {pf} tizerindeki bir

egri su sekilde tanimlanir:
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y(s) = (&(s)) = pes), s E€IO,TI.

v (s) egrisinin hiz1 su sekilde verilir:

y(s) =1, (§() = —ﬂ@@D —Peor

Biry: [0,T] = S egrisi, ¥(s), y(s) boyunca paralel tasiniyorsa, yani V(®) baglantisina
gore ivme yok oluyorsa, V(®-otoparalel olarak adlandirilir
](,‘8))/(5) =0, Vse]lo0,T].
Yerel koordinatlarda y(s) = (yk(s)), otoparalellik su anlama gelir
yE(s) + L9 H(s) (s) = 0.
Burada I; @ _ 5015) g%, y(s) boyunca degerlendirilir ve g Fisher metrigini gdsterir. Bu
denklem bir Ricatti adi diferansiyel denklemidir. Bu denklem sistemi, y(s) hiz vektoriiniin
V(® baglantisina gore kendisine paralel hareket ettigini belirtir.
Eger a = 0 ise, otoparalel egriler Fisher metrigi g’ye gore geodezik olurlar. Genel
olarak, Ricatti denklem sistemi dogrusal degildir ve bu nedenle acik bir sekilde ¢oziilmesi
zordur. Bununla birlikte, a¢ik ¢6zlimlerin miimkiin oldugu birka¢ 6zel durum vardir.

Ornek 4.6.1. Herhangi bir iistel aile modeli V®V-diiz oldugundan, VV-otoparalel egriler

@ _
T =

¥(s) = 0 dir, yani y,(s) = cxs + v, (0) ’1 saglar ve dolayisiyla diiz ¢izgilerdir.

1;—“Tl- jk> oldugu kullanilarak V®_otoparalel egrilerin denklemi, Fisher metrigi g indisler

diistiriildiikten sonra

1—a U
GriV* () + TPV OV () = 0 g (5) + —— Ty V()Y (5) = 0

olur.

Eger X, y(s) boyunca bir vektor alani ise, 0 zaman X" ile ¢arpip r tizerinden toplanirsa

) l-a_ . .
g(V,X)+TT(V,V.X) =0

olur. Tki durum 6zellikle 6nemlidir.

Eger X = y(s) ise, 0 zaman

g(7(s),v(s)) + 1;—‘)‘T(y'(s),y'(s),y(s)) =0

71



dir. @ = 1 igin, g(¥(s),7(s)) = 0 elde edilir, yani hiz ivmeye diktir. Bu durum geodezik
egriler i¢in her zaman gegerlidir.

1. Eger X = y(s) ise, 0 zaman

175) 13+ 7T (3(5),7(5), 7)) = 0
dir.
2. Eger s, y boyunca yay uzunlugunu gosteriyorsa, o zaman k(s) =l ¥(s) |l terimi egrilik
yorumuna sahiptir. Dolayisiyla, 6nceki bagint1 egrilik ve ¢arpiklik tensorii arasinda bir iligki

saglar.
Onerme 4.6.1. a # B olsun. Eger bir y(s) egrisi hem V® hem de V) -otoparalel ise, o
zaman Y (s) egrisi boyunca herhangi bir X vektor alaniigin T (y(s), y(s), X) = 0 dir (Calin ve
Udriste, 2014).
Ispat. V)(.,Og))'/(s) =0ve V](.,O(‘z))'/(s) = 0 oldugundan, fark tensorii i¢in

K@P (y(s),7(s)) = 0
ve dolayisiyla T (y(s), y(s),X) = 0 olur.

4.7. Jeffrey Onceligi (Jeffrey’s Prior)

Jeffreys onceligi Bayesci istatistikte kullanilan nesnel (bilgi igermeyen) bir dncelik
dagilimidir. § = {pe; ¢ e IE} istatistiksel bir model olsun ve G(§) = detg;;(§) Fisher bilgi

matrisinin determinantini gostersin. Ayrica

Vol(s) = fw/a(g) d§ < oo
E

oldugu kabul edilsin. O zaman

1
Q) = Vol(5) G(§)

ifadesi Jeffrey oOnceligi olarak adlandirilan E {izerinde bir olasilik dagilimi tanimlar. Bu

dagilim parametreler uzayinin yeniden parametreleri altinda de§ismezdir.
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4.8. Baz1 Ozel Dagilimlarin Riemann Geometrisi

Bu boéliimde baz1 6zel dagilimlar i¢in hesaplamalar verilecektir.

4.8.1. Normal Dagihim

Normal dagilim Bilgi Geometrisi agisindan onemli bir yere sahiptir. Amari, bu
dagilimi 2-boyutlu bir manifold seklinde alarak Bilgi Geometrisi ¢aligmalarini baglatmustir.
Normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu daha once verilmisti. Bu fonksiyon
kullanilarak normal dagiliminin metrigi, Christoffel sembolleri ve geodezikleri verilecektir.

Normal dagilim i¢in Fisher bilgi metrigi

1

P 0
gij = 2

0 &

bicimindedir. Levi-Civita koneksiyonu i¢in birinci ve ikinci tiirden sifir olmayan Christoffel
sembolleri

2
F11,2 = ;: F12,1 = _g' F22,2 = _;
1 1
0 _E % 0
=l o, ) m= .
-~ 0 0 —=
o o

seklinde hesaplanir (Calin ve Udriste, 2014). ¢ bir reel say1 olmak iizere geodezikler ¢ > 0

igin
E
a(s)? + (u(s) — K)zg = c?

bicimindeki yarim elipsler olacaktir. Burada, K intergal sabitidir.

Diger yandan, ¢ = 0 durumunda, o
G d
—=vVE e —Ino =VE
o ds
kosullarini saglar. Buradan ¢6ziim y = K sabitken

o(s) = G(O)e‘/ES
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bicimindedir. Bu durumda geodezikler dikey yarim ¢izgilerdir (Detaylar i¢in bknz . (Calin ve
Udriste, 2014).)
Onerme 4.8.1. Ortalamalari esit, i, = p; ve standart sapmalar1 farkli o, ve o, olan iki normal

dagilim alinsin. O zaman ilk dagilimi ikincisine doniistiiren en kiigiik bilgi doniisiimii,

s 48
o(s) =o0fo, 5, s€[0,1].

sabit ortalama ve standart sapmaya sahip bir normal dagilimdir (Calin ve Udriste, 2014).

Diger yandan a koneksiyonu i¢in birinci tiirden Christoffel katsayilari

N =L =15 =55 =0

11,1
r(a)_l—a r(a)_r(a)__1+a r(a)__2(1+20()
112~ "3 0 f121 T f21n T - RFYY " S —
dir. Ayrica ikinci tiirden Christoffel katsayilari,
Fi]l_(a) — g111~i](_ﬁ) + g1zl~i](_’0;) — azré'ai)
1+a 1+a
0 A 0 —
= g2 o — o
1+a 1+a
—— 0 — 0
o o
1—v2(06) = g2 (@) + g1}, (@)
ij - g ij,1 g ij,2 a
1—a l—«a
_ 0_2 o3 20 0
2 1+ 2a 1+ 2a
0 -2 3 —
o o

21+ a) . 0

u p ou =
+1—a.2 1+2a , —0
g 20 K o d B

bicimindedir. Denklemin ¢oziimii yapilirsa, p-bileseni su sekilde verilir:
u = cJ a2+ (s)ds.

Bu denklemin agik bir sekilde ¢6ziilebildigi a’nin birkag 6zel degeri vardir.

1. Durum: @ = —1 i¢in denklem su hale gelir:
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1—a
—v—K=(is+sO)/ > ¢

Bu denklem c¢oziiliirse K sabiti i¢in

11—«
2

02(s) =C? —| (£s+sp) c+K

bulunur. Boylece u(s) = c¢s + 1(0) olur.
2. Durum: a = %igin

dv v

i =
(c? _vz)% C>VC? —v?

denklemi ¢oziiliirse

v (o
_CZ— m= (iS+SO)E+K
olup
Cc
o(s) =
c 2
1+C4((is+so)§+K>

elde edilir. Boylece p-bileseni
u(s) = cf a3(s)ds

integrali ile verilir.
Normal dagilimin Jeffrey onceligi i¢in
5# = {pf’E[pf = #]’Var[Pf] > 1} = {p(u,a); o> 1}

istatistiksel modeli kullanilacaktir. Bu da iist-yarim diizlemde dikey bir yarim ¢izgiyi temsil

eder (Calin ve Udriste). Metrigin determinanti

1
oz V) 2

G (&) = detg;;(§) = det 2 |= >
0 =

bi¢imindedir. Boylece hacim:

Vol(s,) = fm,/a(f) do = foo;/—?da =V2<w
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bigimindedir. Bu nedenle §, tizerindeki dncelik

_yGlo) 1
D) =Yo(s,) " o

bigiminde olur.

4.8.2. Lognormal Dagilimi
Lognormal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu
1 _(Inx—p)?
e 202 x>0,

X) = )
pu,a( ) mo_x

biciminde ifade edilir. Fisher bilgi matrisi (Fisher-Riemann metrigi)

1
— 0

=(g/m gua)z o2
9= \Gou Yoo 2
¢

seklindedir . Bu bir normal dagilim modelinin Fisher metrigi ile ¢cakisir. Dolayisiyla, yukarida

elde edilen sonuglar lognormal dagilim i¢in de gegerlidir (Calin ve Udriste, 2014).

4.8.3. Gamma Dagilim
Gamma dagiliminmn (a, B) € (0,00) X (0,0),x € (0,0) icin istatistiksel modeli
asagidaki yogunluk ailesi ile tanimlanir:

— — 1 a-1," 8
pe(x) = Pa,/z(x) = mx

™R

Bu modelin incelenmesinde baz1 6zel fonksiyonlara ihtiyag¢ vardir. Bu fonksiyonlar
_I'(@)
(@’

biciminde olup sirasiyla digamma ve trigamma fonksiyonlar1 olarak adlandirilir (Calin ve

Y(a) P1(a@) =¥’ (a)

Udriste, 2014). Dirichlet’in integral gdsterimi ile

Y(a) = f [e7t— (1 +t) %]t idt, a>0

0

bigiminde olup trigamma fonksiyonu i¢in

“In(1
n@=v@=[ w2
0

dir. Ayrica trigamma fonksiyonu Hurwitz zeta fonksiyonu olarak

1
Y1) =2, a) = Z (@t )2
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bi¢iminde ifade edilir. Bu bagmti & & {0, —1,—2, —3, ... } i¢in gegerlidir ve @ > 0 oldugundan

Bilgi Geometrisi agisindan da gegerlidir. Diger yandan

joops (x)dx =1, Jooxpg(x)dx =af
0 0

bagintilar1 gegerlidir. Fisher-Riemann metriginin bilesenleri log-olabilirlik fonksiyonunun

tirevleri yardimiyla

Y= —E[20,(8)] = f ¥ (@pe (D dx = ¥'(@) = Py (),
0
955 = ~E0Re. )] = - | (- '83)Pf(x)dx
2 o0
= _B_2+,B3J x pe(x)dx = .ﬁ'

© 1 1
Gap = _E[aaﬁgx(f)] = .[0 Epg(x)dx = [_?

bi¢ciminde olur. Boylece asagidaki sonug verilir.

Onerme 4.8.2. Gamma dagilini igin Fisher bilgi matrisi (Fisher-Riemann metrigi)

1 Z 1
Y1 (a) E | & (a + n)2
al 1 a
B B? B B2
dir (Calin ve Udriste, 2014). (Burada a gama dagiliminin parametresidir ve « baglantilari ile

ilgisi yoktur.)

4.8.4. Bernoulli Dagilim
Ornek uzay1 X = {0,1, ..., n} ve parametre uzay1 E = [0,1] olmak iizere Bernoulli ya

da binom dagilimi

p(k;§) = (1) €1 — )"

ile verilir. Burada & parametresi basari olasiligini ifade eder. Fisher bilgisi
n
9 = —Ee[03e()] = Z p (ki ) 02, (©)

k (n—k)
E—p(k E)+Z( )zp(kf)

n(l—f) n
f 1-92 ¢a-9

bigiminde hesaplanir. Varyansin né (1 — &) oldugu kullanilarak,

I
|3 PITM:
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n2

Var(pz)
sonucu elde edilir. Bu da etkin bir tahmin ediciye karsilik gelen Cramér-Rao tipi bir 6zdesliktir

(Calin ve Udriste, 2014).

911() =

4.8.5. Geometrik Olasilik Dagilimi

X={123,..}, E=[0,1] ve p(k;& ) = (1 —-86*1¢, ke X,§€E olsun. Log-
olabilirlik fonksiyonunun kismi tiirevleri kullanilarak Fisher bilgisi

g11(§) = _EE [aéi’(f)]

(k = Dp(k; &) 1
= E + E =prk; &)
k=1 (f - 1)2 k=1 52

_ 1
S ea-g’

seklinde olur. Burada ortalama igin Y;sq k p(k; &) =% ifadesi kullanilmistir (Calin ve

Udriste, 2014).

4.8.6. Weibull Dagilimi

Isvegli fizik¢i Wallodi Weibull, 1939 yilinda malzemelerin ¢ekme gerilmesi
davranislarini agiklamak amaciyla Weibull dagilimin1 gelistirmistir (Oral, 2010). Bu dagilim,
giintimiizde 6zellikle riizgar hiz1 verilerinin modellenmesinde yaygin olarak kullanilmaktadir.
Iki parametreli Weibull dagilimu, riizgar hizinin istatistiksel dzelliklerini temsil etmede en sik
bagvurulan yontemlerden biridir. Bunun temel nedenleri arasinda dagilimin riizgar hizina
oldukca 1yi uyum saglamasi, esnek bir matematiksel yapiya sahip olmasi, az sayida parametre
ile tanimlanabilmesi, parametrelerin kolaylikla belirlenebilmesi ve bir ylikseklik i¢in elde
edilen parametrelerle farkli yiiksekliklerdeki dagilimlarin da tahmin edilebilmesi gibi
avantajlar yer almaktadir (Dokur ve Kurban, 2015). iki parametreli Weibull dagilimina ait

olasilk yogunluk fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

X

x\$2
_a(x\2t ()7
P =2(5)" W L e= @)
Bu ifadede, x rlizgar hizini, &, sekil parametresini, &; ise 6l¢ek parametresini temsil eder.
f (x) ise riizgar hizna karsllik gelen olasilik yogunlugunu ifade etmektedir. Bu dagilimin

istatistik modeli
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$H-1 &
pe(x) = [6—2 (;) ]exp {— (;) },x € [0, +0), (51,52) € R x R

S = {Pg(x) 3

bigiminde verilebilir. Bu modelde (a,b) koordinat sisteminin roliinii oynar ve 2 boyutlu bir

manifold yapis1 olarak degerlendirilir. Dagilimin log olabilirlik fonksiyonu

Inpe(x) = —ffzxfz +Ing, + (&, —1)Inx — ¢
[(x) = Inp(x) olarak alinirsa i¢in 9;1 = a%l(x),i = 1,2 olmak lizere

2, €
0,0, = —(&2 +¢,)¢ " xb +E_§

1
0,0,0 = 0,01 = x84+ £, ¥ inx — £,¢, log £72x

biciminde elde edilir. Boylece dogrudan hesaplama ile asagidaki beklenen degerleri bulunur:
Elx®2] = ¢
$2

Elx%Inx] = %(1 ~ D+ &g,
2

% ffz e
$ - =21 (92 _ -
X (lnb 51) ] 55 <A 21+ G >

Burada A Euler sabitidir ve E(f) f 'nin beklentisi anlamina gelir. Ayrica

&
E[0,0,1] = Nz
1

E[al azl] = E[az all] =

E

1-4

1
2
(,12—2,1+%+ 1)
b2

E[az azl] = -

ifadelerine ulasilir. Boylece Fisher bilgi matrisi ve tersi

&3 A-1
(& = )
L) = 2
(99 l\x_l AZ—ZA+%+1/
& &

Ve
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2
682 (,12 — T4 1) 65, (1— )

(gij) — T2 b2 )
68 (1 —2) 65
2 2

olarak elde edilir.
Buradan asagidaki sonuca ulasilir (Cao ve ark., 2014).

Onerme 4.8.3. Weilbull dagilim manifoldunun yay uzunlugu elemaninin karesi ve alan
elemani

2
T
g2 f—1 A—22+—+1
ds? = 7 dE} + 27— diydgy + ———0——dg3
1 2

dA = /det(gl-,-) d dé, = f%dfldfz
1

dir (Cao ve ark., 2014).

Teorem 4.8.1. Weibull dagilim manifoldunun Ricci egrilikleri ve Gauss egriligi

2
6</12—2/1+%+ 1)

682 6(1— 1)

Fuu = gy e = R = =g R = ==
6

kK=-=

dir (Cao ve ark., 2014).

Ispat. Christoffel sembolleri

gy 091, 09ij
Fk — ki t ] ]
u=9 (aej * 30, 99,

denklemi kullanilarak

6(16-&-%)

&3

Il = 2 =—
H m2& U m2g?

6(12 —2)l+n—2+1>
[l - 6 [2 _r2 6b(1— 1)
21 12 7_[252 » 121 12 7_[251

w2 2
651(1—/1)<AZ—2/1+?+1) 6(,12—2/1+?+1)

1_'1 = — ,FZ = —
22 71'2{23 22 7_[2&—2
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olarak elde edilir. Diger yandan manifoldun egriligi

Riji = (ajrﬁc - airﬁc)gsl + (thlril;c - Fitlrﬁc)

esitliginden
1
Ri212 = —R2112 = —Ri221 = Ra121 = &2
1
olarak elde edilir. Boylece Ricci egrilikleri
2 m?
__68 ., _60-d 6</1 —2/1+?+1)
11 — 7.[251 ) 12 — 21 — 7_[251 ) 22 — 7-[2 22

dir. Gauss egriligi

R1212

esitligi kullanilarak

bi¢iminde elde edilir.

81



5. RAYLEIGH DAGILIMININ RIEMANN GEOMETRISI

Bu boliimde, tek parametreli bir dagilim olan Rayleigh dagiliminin Riemann
geometrisi incelenecektir.

5.1. Rayleigh Dagilimi ve Uygulamalari

Rayleigh dagilimi, genellikle diizlemdeki bir vektoriin biiytlikligi (genel uzunlugu)
onun yatay ve dikey bilesenleriyle iliskili oldugunda ortaya ¢ikar. Ornegin, riizgar hizinin
iki boyutta modellenmesi ele alinsin. Riizgarin yatay ve dikey bilesenleri sirasiyla X ve Y ile
gosterelsin. Eger bu bilesenler birbirinden bagimsiz, sifir ortalamal1 ve esit varyansa sahip
normal dagliml rastgele degiskenlerse, yani

X ~N(0,0%),Y ~N(0,0%),XLY
ise, bu durumda vektoriin biiytikliigii olan
R=+X2+Y2

rasgele degiskeni Rayleigh dagilimina uyar. R'nin olasilik yogunluk fonksiyonu

ro_r
fa@ = —z¢ 2%, r>0
seklinde ifade edilir. Burada o’ya ol¢ekleme parametresi adi verilir. Dolayisiyla, iki
bagimsiz normal dagilimli bilesene sahip bir vektoriin normu Rayleigh dagilimina sahiptir.
Bu dagilimim dogal bir 6rnegi, riizgar hizinin iki boyutta analiz edilmesidir. Eger riizgar
hizinin yatay ve dikey bilesenlerinin sifir ortalamali, esit varyansli ve birbirinden bagimsiz
normal dagilimli oldugu varsayilirsa, riizgar hizinin biiytikligli (vektoriin  uzunlugu)
Rayleigh dagilimini takip eder.

Rayleigh dagilimi lizerine bircok istatistiksel ¢alisma yapilmistir. Bu calismalar,
dagilimin parametrik kestirimi, genellestirilmis bicimleri ve cesitli uygulamalardaki
kullanimi gibi konular1 kapsamaktadir. Ornegin, Kundu ve Raqab, Rayleigh dagilimmin
genellestirilmis halini tanimlanmis ve bu yeni modelin émiir verilerine uygulanabilirligini
incelenmistir (Kundu ve Ragab, 2005). Ozellikle miihendislik ve giivenilirlik analizi
alanlarinda, Rayleigh dagilimmin parametrelerine yonelik maksimum olabilirlik (MLE),
moment ve Bayesci tahmin yontemleri detayl olarak arastirilmigtir (Basu,1988; Ali ve Woo,
2002). Bunun yam sira, sinyal isleme, radar sistemleri ve kablosuz haberlesme gibi
uygulamal1 alanlarda Rayleigh dagilimi1 yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu baglamda,
fading modelleri cercevesinde dagilimin istatistiksel ozellikleri ve performans olgiitleri

analiz edilmektedir (Simon, ve Alouini, 2005).
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5.2. Rayleigh Dagiliminin Geometrik Modellenmesi
Rayleigh dagilimi i¢in 6rnek uzay y = [0, +o0) ve parametrik uzay [E = (0, ) dir.
Olasilik yogunluk fonksiyonu su sekilde yazilabilir:
2
P ) = gef
fliskili istatistiksel model S = {p(x; &)} 1 —boyutludur ve bu nedenle dagilim geometrik
olarak P([0, %) )'de bir egri gibi diisiiniilebilir.

P(x) = P([0,+0)) ={f|f:x—>R,f> o,f fdx = 1}
X

olarak verilsin. O zaman
i:E - P(y)
§—i(6) =p¢

., 0 .S
doniislimii tanimlanabilir. {aL;} kiimesinin lineer bagimsiz oldugu aciktir. Dolayisiyla

ranki = 1 olup i birebirdir. Béylece (I)-(II) kosullari saglanir. Diger yandan ¢;(x,$) =
0;pe(x) temel vektdr alanlary
x X x?
@1(x, &) = 0zp:(x) = f—3e252 <—2 + €—2>
bigimindedir. ¢; vektér alam diizgiin doniisiimdiir, yani t: § — P (), R) i¢cin
d (t(Pf))

@;(t) =T

olup t,s € C*(x, R) i¢in
pi(t-s)=t-@j(s)+ ;) :s
Leibniz kural1 saglanir.
Model i¢in log-olabilirlik fonksiyonu
¢:E > P, £(pe) () = £,(§) = Inpg

ile verilsin. O zaman

x2
£, (&) =Inx—-2In ~2a

olur ve bu ifadenin tiirevi

dir.
Fisher bilgisi
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1(8) = Eg |04 £:(x) 0L ()|
olacagindan g;; = —E; [6? In pse] dir. Diger yandan
0% Inp; = 0; (_—2+ %xz) = %—%x
s ¢ §¢ ¢
olur. Boylece dogrudan hesaplama ile Riemann metrigi

4
gij:f_z

2

bi¢iminde elde edilir. &(t), parametre uzayinda diizgiin bir yol olsun. &, = &(0) ve
& = &(1) noktalar1 arasindaki geodezik uzaklik

- jﬁ NFIGL;

dir. Boylece Rayleigh dagilimi i¢in bu uzaklik

$1
&

dir. Bu ifade iki paramtere arasindaki uzakligi verir. Boylece,

S=2Iln|=

s s - e

olmak tizere Rayleigh dagilim manifoldu (Sg, g) bi¢iminde tanimlanir.

$ € (0, 00)}

Rayleigh dagilimi icin elde edilen metrik bileseni iistel dagilimda benzemektedir.
Dagilimlar geometrik olarak da benzerdir (Sekil 5.1). Asagidaki teorem bu benzerligi
vurgulamaktadir.

Teorem 5.2.1.  §j iistel dagilim manifoldunu gostermek tizere @:S5; = Sg

1
OO =1=55

doniisiimii tanimlansin.
i. @ bir diffeomorfizmdir.

ii.  Fisher metrigi gz (§) = 84 esitligini saglar. Burada A yeni parametredir.
iii. (S rROr = ) ve (5 50 = ; ) manifoldlar1 izometrik degildir ancak bir A

konformal 6l¢egi ile birbirine bagilidir.

Ispat. Y = X2. olsun. O zaman rasgele degigkenlerin standart doniigtimii kullanilarak

fy(}’)—fx(\/_) \/—

yazilabilir. Olasilik dagilim fonksiyonunun tanimi géz oniine alinirsa,
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T R
£2 2fy 28

Olgek parametresi ile Y iistel dagilima ait olur. Sonug olarak

fry) =

1

bulunur. Boylece 4 = 2e

&= \/% iligkisi vardir. Bu iligkiye dayanarak tanimlanan & doniisiimii bir diffeomorfizm
olur. Ayrica gg (&) = 84 oldugu kolayca goriilebilir.

5

Exponential

Ly
l 3 Cross Sections at Fixed x Values

Rayleigh -

Sekil 5.1. Ustel dagilim ile Rayleigh dagilimimnim 3 boyutlu uzayda modellenmesi ve
kesitler.

5.3. Rayleigh Dagihim Manifoldunun Geodezikleri

Onerme 5.3.1. Sy Rayleigh dagilim manifoldunun birinci ve ikinci gesit Christoffel

sembolleri

1

4
—Lverh=-1

[ = £3

bi¢imindedir.

Ispat. Birinci cesit Christoffel sembolii i¢in

1
Liji = E(ajgik + 0x9ij — 0ijx)

denkleminden

olur. Diger yandan
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a2 (4]

=)="5

olacagindan
olarak bulunur. Ayrica

olup
l—‘111 = 911F111;

bi¢imindedir. Metrigin tersi

2

¢
11 _ -1 _°5
g (911) 4

olacagindan T, = —% olarak elde edilir.

Geodezik denklemlerinin
2 2
%"‘ If1(§) (%) =0

bi¢iminde oldugu bilinmektedir. Rayleigh dagiliminin ikinci ¢esit Christoffel sembolii iistel
dagilim ile aym1 deger olarak elde edildi. Dolayisiyla iistel dagilimin geodeziklerinin
bulunmas: ile ayn1 adimlar takip edilirse Rayleigh dagilimi i¢in geodezikler (Sekil 5.2)
asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 5.3.1. Rayleigh dagilim manifoldunun & (t) geodezik egrisi £ (t) = &,e** bigiminde
verilir. Burada &, > 0 baslangi¢ noktasi ve k € R baslangi¢taki hiz1 veren integrasyon

sabitidir.

5.4. V(® Koneksiyonuna Gore Christoffel Sembolleri
Log-olabilirlik fonksiyonu
X2
2(x; &) =Inx _ZlnE_Z_EZ
bi¢iminde olup ¢ parametresine gore tiirevi alinirsa
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2 x* 2 3x?
65{’=——+— 6516’:5—2—5—4

ifadeleri elde edilir. Diger yandan Rayleigh dagihminm E[X?] =282 ve
E[X*] = 8&*momentleri dikkate alinirsa V(=1 koneksiyonuna gore Christoffel sembolii

ile yeniden parametrelendirilmesiyle log-olabilirlik fonksiyonu
2(x;0) = 0x* —(0) + C(x)
bigiminde yeniden yazilabilir. Burada (0) = —In(—260) ve C(x) = Inx dir. Boylece 0

parametresine gore tiirevler
0ot = x* —'(8), 95¢=—"(6)
bi¢iminde olur. Bdylece Christoffel sembolleri

{1 (6) = E[(03£)(090)] = —¢" (O)E[x? — 9" (6)]

biciminde elde edilir. E[x2] = ¥’ (0) olacagmdan
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e =o
olarak bulunur. Bu sonug iistel aile hakkindaki genel durum ile uyumludur.
V(=D koneksiyonuna gore Christoffel sembolii
-1 2
r‘1(11) = E¢ [(6?# + (65{’) )(65{’)]
bi¢imindedir. Diger yandan
5 2 6 7x* x*
65€+(65{’) —?—?+€—6
tiirevinden
5 2 (6 T7x* x* 2 x?
(651€+(65€) )(65£’)—<€—2—5—4+g —E+E—3
olarak bulunur. Beklenen degerin dzelliklerinden E[X?] = 22, E[X*] = 8&%, ve E[X®] =
48&%olacagindan

4
ren - %

111 z3
olarak bulunur.
Diger yandan VU i¢in Christoffel sembolii

rSP(6) = Eg[(02€ + (99£)2) 04¢]
bigimindedir. 85¢ + (95€)? = —"(8) + (x* — 1,0'(9))2 tiirev ifadesi dikkate alinirsa
- n ! 2 !
M 0) = E| (-9 (0) + («* = ' ())") (x* - ') ]
bulunur. Ayrica E[x?] = ¥'(6), oldugundan
E[x* —4'(6)] =0

bulunur. Béylece Christoffel sembolii

0 =E[(x? - v'()’]

halini alir. Bu x2’nin iigiincii momentidir. x2, ¥'(8) = —% ortalamasi ile tistel dagilimi
aittir. Ugiincii momenti p; = — % oldugundan
2
(-1) —
11 0) = _ﬁ

bi¢iminde elde edilir.

Christoffel sembolleri arasindaki

1+« l—a

ijk 2 ijk 2 ijk

bagintisindan agagidaki sonug elde edilir.
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Onerme 5.4.1. § parametresi ile parametrelendirilmis Rayleigh dagilim manifoldu igin

V@ Koneksiyonunun I'Y) Christoffel sembolii
11 =T 3
bi¢imindedir.

Boylece, a sayisinin 6zel degerleri

e a=-1igin I‘l(l_ll) =5;3,
« a=0i¢nl) = —75.
e a=1,i¢in Fl(ﬂ = —g,
olur.
5.5. Carpiklik Tensorii
Manifold 1-boyutlu oldugundan ¢arpiklik tensoriiniin bir tane bileseni olacaktir. Bu
bilesen
Tlll == Eg[alf alf 611,0]
1fadesinden,
8 12 6 1
T111 = _f_sE[l] + g[E[XZ] - ?E[XAL] + EE[XG]

biciminde gelir. Buradaki beklenen degerler
E[X?] = 267, E[X*] = 8¢%, E[X°] = 48¢°
biciminde olup yerlerine yazilirsa

8 24 48 48 16
T TETETETETE

olarak bulunur. ¢ pozitif degerler aldigindan ¢arpiklik tensorii de pozitif degerler alir, ayrica

¢ kiigtildiikce garpikligin arttig1 tersine & biiytidiikge carpikligin azaldigr goriilmektedir.

5.6. Laplace-Betrami Operatorii ve Sonlu Tipli Altmanifoldlar

Bir Riemann manifoldu (M, g) ile iliskili Laplace-Beltrami operatorii su sekilde

Af - zn: i < U /det af)
= — — etg— )
detg 0x; g gax.

ij=1 ]

tanimlanir:

Burada g¥ , g; ; metriginin tersidir. Dlizgiin bir f fonksiyonuigin Af = 0ise f ‘ye harmonik

fonksiyon denir.
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Tammm 5.6.1. Kompakt bir M ¢ R™ Riemann altmanifoldunun yer vektorii x Laplace-
Beltrami operatoriiniin 6z fonksiyonlarin sonlu toplami seklinde yazilabiliyorsa bu
altmanifolda sonlu tipten altmanifold denir (Chen, 1984).

Daha acik ifadeyle eger

P(A)H = A*H + ¢ A *H + -+ ¢, H = 0
biciminde asikar olmayan bir P polinomu varsa M sonlu tipten bir altmanifolddur, burada H
ortalama egrilik vektorii olup ¢; € R dir. En kiiciik k degeri manifoldun sonlu tipini ifade
eder.
Bu calismada, Rayleigh istatistiksel manifoldunun Oklidyen uzaymmn altmanifoldu
olarak sonlu tipte olup olmadig1 arastirilmistir.
Onerme 5.6.1. Rayleigh istatistiksel manifoldu {izerinde tanimlanan diferansiyellenebilir bir

f:8g — R fonksiyonun Laplace-Beltrami operatotiirii

__$(of f
- o <ae+ afZ)

bi¢imindedir.

Ispat. Rayleigh istatistiksel manifoldunun metrik bilesenlerinin

4 4
9@) =5, = detg =7, g% =L, Jdetg =2

biciminde oldugu bilinmektedir. Bu ifadeler Laplace-Beltrami operatdriiniin taniminda

yerlerine yazilirsa

2 0¢

2 8¢

£0(2 8 o\ £0(€ of\_ £(10f  £0f
(f 7 af) G5 ( "2 )

A =~75¢ 2\20¢ " 292

bulunur. Buradan
K af f
A= ( 3¢ 6€2>

Bu 6nerme yardimiyla asagidaki teoreme ulasilir.

olarak elde edilir.

Teorem 5.6.1. Rayleigh istatistiksel manifoldu R? de 1-tipli bir altmanifolddur.

Ispat. x: S, —» R?, x(&) = (cos(21In¢),sin(21n &)) immersiyonu verilsin. Iimmersiyonun

birinci ve ikinci tiirevleri
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a_x = (—Esm(Z Iné),

3¢ : fcos(2 ln{))

0’x _ (2cos(2In§) —2sin(2Iné) —2sin(2Iné) — 2 cos(21n¢)
I ( &2 ' &2 )

biciminde elde edilir. Bu ifadeler ve metrik degerleri yerlerine yazilirsa,

Ax = - \/Edf(m g% Z;) _%d%f(;j;) *©)

esitligi elde edilir. Ayrica, Ax = —nH esitliginden dolay1 n =1 = H = —Ax = —x(¢§)

olacaktir. Boylece
AH = (—2cos(2In&),—2sin(2In¢))
olarak bulunur. Sonug olarak ortalama egrilik vektorii H
—4AH—-H =0
esitligini saglar. Boylece (Chen,1984 )’de Teorem 2.2 den x(§) egrisi 1-tipli bir egri olur
(Sekil 5.3).

Sonug. Rayleigh istatistiksel manifoldunun Laplace-Beltrami operatoriiniin 6z degeri 1 dir.

1-Type Curve Representation of the Rayleigh Statistical Manifold in #2?

1.00 — xif)
mm Mean curvature vector Hi) = —x(£)
@Wﬂ H
0.75

0.50
0.25

< 0.0

-0.50

-0.75

-1.00

Sekil 5.3. R? iginde gdmiilmiis . Rayleigh istatistiksel manifoldunun 1-tipli altmanifold

olarak tasviri

Immersiyon (gomme) fonksiyonundaki logaritmik argiiman nedeniyle, egri R?
icinde spiral benzeri bir yap1 sergiler ve ¢ arttik¢a birbirini izleyen doniisler giderek birbirine

yaklasir. Sekilde mavi spiral egri, gomiilmenin logaritmik salmimini yansitan x(&)
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daldirmasinin goriintiislinli géstermektedir. Kirmizi oklar ortalama egrilik vektor alanin1 H

gostermektedir.

5.7. Weibull Manifoldunun Bir Alt Manifoldu Olarak Rayleigh Manifoldu

k=2, 2=+/2¢ , secimi ile Rayleigh manifoldu Weibull manifoldunun 1-boyutlu bir
altmanifoldu olarak degerlendirilebilir. Bu durumda Rayleigh manifoldu

Mg ={(Lk) e My | k =2}
bi¢iminde bir gdmiilii manifolddur (Sekil 5.4). Boylece bu manifoldun egriligi sifir olur,
yani Riem(Sz) = 0 dir. Diger yandan manifoldun Weibull manifolda gémiilmesi dis
egriligin arastirilmasimi olanakli kilar. Ozel olarak ikinci temel form, sekil operatdrii ve
normal egrilik gibi kavramlar ile manifold analiz edilebilir. Bu biiyiikliikler, Rayleigh
modelinin igsel geometrisinin 6tesinde, ortam Weibull modelinde geometrik olarak nasil
konumlandigina dair fikir vermektedir.
@:R* > My, diizgiin immersiyonu

(&) = (51 =V2¢,§, = 2)
ile tanimlansin. Bu durumda birinci ve ikinci tiirevleri

2
2103

seklindedir. Boylece ikinci temel form i¢in N egri boyunca normal vektor olmak tizere

= (0,0)

d?e

H(X,X) = d_fz’

N)=0

esitligi elde edilir. Buradan su sonuca ulagilir.

Teorem 5.7.1. Rayleigh istatistiksel manifoldu, Weibull manifoldunun total geodezik

altmanifoldudur.

5.8. Uygulamalar

Bu boliimde Rayleigh manifoldu kullanilarak bilgi geometrisinin bazi uygulamalari

ele alinacaktir.
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5.8.1. Hessian Denklemi ve Potansiyel Fonksiyonlar

Rayleigh manifoldu iizerinde tanimhi diizgiin bir f: S — R fonksiyonu verilsin.
Hess(f) =0, Hessian denklemini saglayan f fonksiyonlarina potansiyel fonksiyonlar denir.
Rayleigh manifoldunun potansiyel fonksiyonlar1 i¢in agagidaki sonug elde edilmistir.
Teorem 5.8.1. C,D reel sabitler olmak ftizere Rayleigh manifoldunun potansiyel

fonksiyonlar1 (&) = CIné + D bigimindedir.
Weibull Manifold Surface with Rayleigh Submanifold

= Rayleigh submanifold

20 -
& ;i
(Scarg) 30 55

4.0

Sekil 5.4. Weibull manifoldu iizerinde Rayleigh manifoldu

Ispat. Fisher metriginin bilesenleri ile Christoffel sembolii kullanilarak Hessian denklemi
biciminde yazilir. Bu diferansiyel denklem

@) + éf’(s‘) 0

bi¢iminde olup u(¢) = f'(¢) doniisiimii uygulanirsa
1
u'(§) + Eu(f) =0

adi diferansiyel denklemi elde edilir. u(¢) = & integral ¢carpani uygulanirsa
0:(éu(®)) =0

olup, C € Ri¢in
su@) =C

dir. Boylece
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(@) =§

olacagindan

f(&) =Cné+D
fonksiyon ailesi elde edilir (Sekil 5.5).

5

F(€)
4
3 -
) | -
1 -
05771 1.5 2 2.5 C =1, f(€) = In¢ 4.5
-1 --- C=2, f(§)=2In¢ |
[ C=-1, f(§) = —In¢

—2
Sekil 5.5. Rayleigh dagiliminin potansiyel fonksiyonlari
Rayleigh manifoldunun iizerinden V(® koneksiyonunun Christoffel sembolleri

@ _ —4(1+2a)
I11 = T
bi¢iminde oldugundan f(¢) = In & fonksiyonu i¢in Hessian denklemi
1 41+ 2a)
gt
seklini alir. Bu ifade genel olarak sifir degildir. Bu sonug, f(§) = In¢ fonksiyonun yalnizca

& - @ =-

V() Levi-Civita koneksiyonu altinda afin kaldigin1 gostermektedir. Bu fonksiyon Rayleigh
istatistiksel manifoldunda 6nemli bir rol oynamaktadir. Fisher metrigi tarafindan indiiklenen
afin diiz yapiy1 yansitan Levi-Civita baglantis1 V(® altinda Hessian denklemini ¢ozer. Keyfi
o igin genel V(®) baglantilar1 altinda afin olmamasina ragmen, VXV ve V-1 geometrileri
arasinda koprii kurarak karisim ve tstel aileler arasindaki dualistik yapr ile ilgili potansiyel
bir fonksiyon olarak hareket eder.

5.8.2. Rayleigh Dagiliminin Entropisi

Entropi, bir sistemin diizensizligini, belirsizligini veya bilgi eksikligini nicel olarak
ifade eden temel bir kavramdir. Bilgi geometrisinde, bir parametrik olasilik dagilim ailesi

S = {p(x; 0)} ele alindiginda, entropi fonksiyonu su sekilde tanimlanir:
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HE) = — f p(x; 0) log p(x; 0) dx

Bu fonksiyon, dual geometrik yapilarin kurulmasinda temel rol oynar. iistel aile i¢in, entropi
konveks bir potansiyel fonksiyondur ve affine baglantilarla uyumlu bir geometri olusturur.
Entropi minimum oldugunda, dagilim en "keskin" bilgiyi icerir. Fisher bilgi maksimum
oldugunda, parametre hakkinda gozlemler en fazla bilgiyi tasir. Bu nedenle entropi ve Fisher
bilgi metrigi genellikle birbirini tamamlayan karakteristikler olarak goriiliir. Bilgi
geometrisinde geodezikler, olasilik dagilimlar1 arasindaki en kisa yollar1 temsil eder.
Entropi, bu yollar boyunca bilgi kaybini veya artisim1 izlemek igin bir ara¢ olarak
kullanilabilir. Ornegin, minimum entropi yollari, bilgi acisindan en ekonomik gegisleri
gosterir. Bu boliimde Rayleigh dagiliminin entropisi hesaplanacaktir.

Teorem 5.8.2. Rayleigh dagiliminin entropisi

HE) =1+In

ﬁP“
N|~<

dir. Burada, y Euler sabitidir.

Ispat. Entropinin tanimi geregi

H() =— Jf(x)(lnx—Zlnf—ﬁ> X

yazilabilir. Buradan,

H() = —<J:o f(x)lnxdx—Zlmffooo f(x)alx—zi(fzfo00 xzf(x)dx>

olur. Tk par¢a Inx in beklenen degeri olup In& + g dir, ikinci parga olasilik yogunluk

fonksiyonu olmasindan dolay1 1 dir ve son parga 22 olarak hesaplanir. Bu ifadeler yerlerine

yazilirsa

HE) =1+1In

Sl
N|‘<

olarak elde edilir.

Ustel dagilima benzer sekilde, Rayleigh dagilimmin entropisi de parametrelendirme
secimine bagh olarak degisir. Ozellikle, A = #dénﬁsﬁmﬁ altinda, entropi fonksiyonu A

cinsinden ifade edildiginde farkli bir bigim alacaktir. Bu durum, olasilik dagilimina 6zgii
olmakla birlikte entropinin istatistiksel modelin yeniden parametrizasyonlar1 altinda

degismez olmadig1 genel ilkesini gostermektedir.
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H(&)'nin kritik noktalarim1 bulmak igin, ¢ 'ye gore tiirevini alinirsa Z—? =§ olur. Her

& > 0igin % > 0 oldugundan, H (§)’nin tiirevi tamamen pozitiftir ve & ye kesinlikle artandr.

Sonug olarak, H(¢) , (0, ) iginde herhangi bir yerel kritik noktaya sahip degildir. Entropi
¢ ile monoton olarak artar ve £ biiyiidiik¢e daha biiyiik degerlere ulagir.

5.8.3. Sinyal isleme Alaninda Bazi Uygulamalar

Rayleigh dagilimi bir ¢ok alanda farkli uygulamalara sahiptir. Bu boliimde sinyal

isleme alanindaki bazi uygulamalar Bilgi Geometrisi baglaminda ele alinacaktir.
Geodezik Yollarla Kanal izleme

Iki Rayleigh dagilimi arasindaki geodezik uzaklig1 veren metrik hiperbolik tipte bir

In (2)
07

Bu geometrik formiilasyon, farkli sinyal ortamlarini karsilagtirmak i¢in dogal ve anlasilir bir

metrige indirgenir:

d(oy,0,) =2

yol saglar. Pratik acidan, bir kablosuz iletisim senaryosundaki farkli bolgeler (6rnegin, acgik
alan, kentsel ortam, i¢ mekan) farkli o degerlerine karsilik gelebilir. Rayleigh manifoldu
lizerindeki bu noktalar arasindaki geodezik yolun izlenmesi, kanalin nasil gelistigini
anlamak i¢in nicel bir arag saglar.
Ug farkl1 ortamda hareket eden bir mobil cihaz ele almsin. Bu ortamlar icin

e A noktasi (acik alan): g; = 1.0

e B Noktasi (yar1 kentsel): g, = 1.5

e C Noktast (kapali alan): 03 = 2.2
bilgisi verilsin.

Fisher bilgi metrigi araciligiyla hesaplanan jeodezik mesafeler sunlardir:

dap = 0.81
dgc = 0.63
dac = 1.57.

Bu degerler, farkli kanal durumlar1 arasinda gecis yapmak i¢in gereken istatistiksel "eforu"
veya degisikligi yansitir ve uyarlanabilir modiilasyon, kanal tahmini veya sinyal bozulmasi
icin erken uyart sistemlerini bilgilendirebilir.

Sekil 5.6'da gosterildigi gibi, her ortam Rayleigh bilgi manifoldunda bir noktaya

karsilik gelen farkli bir o degerine neden olur. Bu noktalar arasindaki jeodezik mesafeler
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kablosuz kanalin istatistiksel evrimini Olger. Egri, parametre uzay1 lizerindeki Fisher bilgi
metrigini temsil eder ve kirmizi noktalar, farkli 6lgek parametreleri o ile karakterize edilen
farkli kanal durumlarma (A, B, C) karsilik gelir.

Sinyal Soniimlenmesi (Signal Fading)

Rayleigh dagilimi kablosuz iletisim sistemlerinde, 6zellikle de ¢ok yollu soniimleme
kosullar1 altinda alinan sinyallerin biiyiikliiglinii modellerken siklikla karsimiza ¢ikar. Bu tiir
senaryolarda alinan sinyal her biri bagimsiz ve ayn1 dagilimli Gauss dagilimini izleyen iki
ortogonal bilesenin sonu¢ vektorii olarak diisiiniilebilir. Dolayisiyla bu vektoriiniin

biiytikliigii Rayleigh dagilimma aittir (Sekil 5.7) .

Geometric Interpretation of Rayleigh Channel Variability

-
=)
T

—
S
T

-
N
T

=
[=]
T

=]

=]

A<{0=1.0)
x

B

Fisher Information Metric (g(o))

N

8 (0=1.5)
x

C (0=2.2)
*

-1.5 —i.O —6.5 OjO 0.5 1j0 1:5 2;0
Geodesic Coordinate (2log(o))

Sekil 5.6. Rayleigh kanal degiskenliginin geometrik gorsellestirmesi.

Multi-path component

Scattered signal

/ , Base Station
component

Rgoeived signal /

11 RATAY »
vV l‘ /
Specular component

Sekil 5.7. Soniimleme bilesenlerinin modellenmesi (Gomez, 2020)
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Sekil 5.7'de sabit bir kaynak (yer baz istasyonundaki verici) ve birkac¢ sinyal
bileseninin dahil oldugu mobil bir alic1 (arag) i¢in basitlestirilmis bir soniimleme modeli
gosterilmektedir. Bu bilesen ¢ok az yonliiliik gosterir ve biiylikliiglinlin genellikle Rayleigh
dagilimli oldugu varsayilirken fazinin diizgiin dagildig1 varsayilir. Bu uygulamada cesitli
fiziksel konfigiirasyonlar altinda bir Rayleigh sonlimleme kanalindan gercek diinya
Ol¢iimlerinin analizi yapilacaktir. Veri seti (Palczynska ve Noga 2021) den alinmistir. Veri
kiimesi, iletisim kanalindaki ¢ok yollu sonliimlenmenin modellenmesine iliskin
aragtirmasinin bir parcast olan simiilasyonlarin sonuclarmi icermektedir. Rayleigh
sonlimleme zarfi, LabVIEW programlama ortaminda Monte-Carlo simiilasyonu (MCS)
kullanilarak olusturulmustur. Alinan veriler Python programlama dili kullanilarak analiz
edilmistir. Veri kiimesinde 16 dosya bulunmaktadir. ilk olarak her bir dosya i¢in tahmini &

parametresi hesaplanmistir. Parametre tahmini i¢in
. 1
¢= |FEIX?]

esitliginden yararlanilmistir. Alinan veriler Python programlama dili kullanilarak analiz
edilmistir. Boylece geometrik uzakliga dayanarak tahmin edilen parametreler herbir dosya

icin tablodaki sekilde elde edilmistir.

Uzakhk (m) | & [Uzakhk (m)| ¢
0.25 0.501 | 1.33 1.156
0.33 0.579 | 1.50 1.227
0.50 0.706 | 1.67 1.292
0.67 0.817 | 1.75 1.319
0.75 0.864 | 2.00 1.414
1.00 1.002 | 2.25 1.500
1.25 1.119 | 2.50 1.577

2.75 1.657

3.00 1.731

Tablo 5.1. Geometrik uzakliga dayanarak tahmin edilen parametreler
Diger yandan bir baslangi¢ noktas: &, alinarak ve geodezik mesafe kullanilarak Tablo 5.2
elde edilir:

Elde edilen degerler Sekil 5.8’de verilen grafige aktarilmistir. Bu grafiklere bakilarak su

yorumlar yapilabilir;

98



e Tahmini ¢ fiziksel mesafe ile artar,
e Geodezik mesafe i¢sel istatistiksel varyasyonu yakalar,

e Rayleigh manifoldu karsilastirma i¢in dogal bir alan saglar.

[ oo o5 [o067 o075 ] 10 | 125 133 | 15 | 167 | 1.75 | 20 | 225 | 25 | 275 | 30 |
025 [[ 0000 [ 0285 | 0.660 [ 0872 [ 1105 | 1.476 | 1.773 | 1.854 | 1978 | 2082 | 2122 | 2262 [ 2422 [ 2530 | 2642 | 2744
0.33 || 0285 | 0.000 | 0.372 | 0.686 | 0820 | 1.182 | 1.490 | 1.570 | 1694 | 1798 | 1837 | 2007 | 2137 | 2245 | 2357 | 2459
05 || 0.660 | 0.372 | 0.000 | 0315 | 0450 | 0825 | 1123 | 1.204 | 1.330 | 1434 | 1.473 | 1645 | 1.774 | 1862 | 1.994 | 2006
067 || 0572 | 0.686 | 035 | 0.000 | 0.134 | 0510 | 0.809 | 0889 | 1.016 | 1420 | 1.159 | 1.331 | 1.450 | 1568 | 1.680 | 1.762
0.75 || 1.105 | 0.820 | 0.450 | 0.434 | 0000 | 0.375 | 0.675 | 0.754 | 0.882 | 0.985 | 1.025 | 1197 | 1326 | 1434 | 1.546 | 1648
1.0 || 1476 | 1192 | 0825 | 0510 | 0375 | 0.000 | 0.300 | 0.380 | 0.508 | 0.611 | 0651 | 0623 | 0.952 | 1.080 | 1172 | 1.274
125 || 1773 | 1.490 | 1.123 | 0.808 | 0675 | 0.300 | 0.000 | 0.080 | 0208 | 0311 | 0351 | 0.523 | 0.652 | 0.760 | 0.672 | 0.974
133 || 1854 | 1570 | 1204 | 0.889 | 0.754 | 0.380 | 0.080 | 0.000 | 0.128 | 024 | 0.271 | 0.443 | 0.572 | 068D | 0.792 | 064
15 || 1978 | 1.694 | 1330 | 1.016 | 0882 | 0.508 | 0208 | 0128 | 0.000 | 0.104 | 0.144 | 0396 | 0.445 | 0.553 | 0.685 | 0.767
167 || 2082 | 1798 | 1.434 | 1120 | 0.985 | 0611 | 0311 | 0.231 | 0.104 | 0.000 | 0040 | 0212 | 0341 | 0449 | 0561 | 0.663
1.75 || 2422 | 1837 | 1.473 | 1159 | 1.025 | 0651 | 0351 | 0.271 | 0.144 | 0.040 | 0.000 | 0.172 | 0301 | 0409 | 0521 | 0.623
20 || 2292 | 2007 | 1645 | 1331 | 1197 | 0.823 | 0520 | 0.443 | 0116 | 0.212 | 0.172 | 0.000 | 0130 | 0.238 | 0.350 | 0.452
225 || 2422 [ 2437 | 1774 | 1480 | 1.326 | 0.952 | 0.652 | 0.572 | 0.445 | 0.341 | 0301 | 0430 | 0.000 | 0.108 | 0.220 | 0322
25 || 2530 | 2245 | 1882 | 1.568 | 1.434 | 1.060 | 0.760 | 0.680 | 0.553 | 0.449 | 0.409 | 0.238 | 008 | 0.000 | 0112 | 0.214
275 || 2642 [ 2357 | 1.994 | 1.680 | 1.546 | 1.172 | 0672 | 0.792 | 0665 | 0.561 | 0521 | 0.350 | 0220 | 0142 | 0.000 | 0.102
30 || 2744 | 2450 | 2006 | 1782 | 1648 | 1.274 | 0974 | 0804 | 0767 | 0663 | 0623 | 0452 | 0322 | 0244 | 0102 | 0.000

Tablo 5.2. Fisher bilgi geometrisine dayali Rayleigh 6lgek parametreleri arasindaki

geodezik mesafe matrisi

Sonuglar, fiziksel mesafe arttik¢a, tahmini 6lgek parametresinin biiyiidiigiinii ve ¢cok yollu
etkilerden kaynaklanan daha gii¢lii dagilmay1 yansittigini dogrulamaktadir. Geodezik analiz,
degisen kosullar altinda kanal davraniginin koordinatsiz, bilgi teorik bir karsilastirmasini

saglar.

Rayleigh Scale Parameter vs Distance Geodesic Distance from 0.25 m Reference
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Sekil 5.8. Solda: Anten ayriligmin bir fonksiyonu olarak tahmin edilen & 6lgek
parametreleri. Sagda: Rayleigh manifoldu iizerindeki 0,25 m referans noktasindan geodezik

uzakliklar.
Radar Sistemlerinde Hedef Tespitinin Geometrik Yorumu

Kablosuz soniimlenme modellerine ek olarak, Rayleigh dagilimi, radar
sistemlerinde, 6zellikle gbriis hatti olmayan veya karmasik kosullar altinda, alinan yanki1
isaretlerinin zarfin1 modellemek icin yaygin olarak kullanilir. Klasik hedef tespit stratejileri
tipik olarak alinan sinyal giliciinii 6nceden tanimlanmis bir esik degeriyle karsilastirir.
Bununla birlikte, Fisher bilgi metriginin neden oldugu diferansiyel-geometrik yap1 ile
donatildiginda, Rayleigh dagilimlar1 arka plan giiriiltiisii ile hedef yansimasini ayirt etmek
icin daha ilkeli bir yaklasima izin verir.

Radar hedef tespiti i¢cin geodezik mesafenin kullanim1 Zhao ve Wang tarafindan
gosterilmistir, burada tespit gorevini istatistiksel bir manifold {izerinde bir ayirma problemi
olarak yeniden yorumlamislardir (Zhao ve Wang, 2015). Yontemleri, Fisher bilgi tabanl
mesafeleri kullanarak gozlenen dagilimi hedef var ve hedef yok hipotezleriyle
karsilastirmaktadir. Bu cergeve, sinyal ortamlar1 arasinda ayrim yapmak i¢in Rayleigh

manifoldunun geodezik yapisini kullanma yaklagimimizi desteklemektedir.

Radar Target Detection via Geometric Separation
16}

14+
12+
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Sekil 5.9. Rayleigh bilgi manifoldunda radar hedef tespiti.
Sadece giiriiltiilii geri doniislerin o; = 0.9 parametresine sahip bir Rayleigh

dagilimini takip ettigi ve hedefin mevcut oldugu geri doniislerin o, = 1.6 parametresini

100



takip ettigi varsayildiginda, Rayleigh manifoldu {izerindeki bu iki istatistiksel durum
arasindaki geodezik mesafe su sekilde verilir:
d(oy,0,) =2 |ln (£)| ~ 1.23.

Bu mesafe, sadece varyans karsilastirmasinin 6tesinde iki ortam arasindaki istatistiksel
farklilig1 6lger. Sekil 5.9 bu ayrim1 Rayleigh bilgi manifoldu baglaminda gdstermektedir. Iki
rejim -arka plan ve hedef- parametre manifolduna gomiiliidiir ve aralarindaki ayrim
geometrik olarak yorumlanabilir bir kavram haline gelir. Bu tiir mesafeler esik tabanli
dedektorlere dahil edilebilir veya degisiklik tespit algoritmalarinda kullanilabilir.

Her nokta radar doniislerinin istatistiksel bir rejimini temsil eder (giriiltii ve hedef) ve

jeodezik ayriliklar algilama zorlugunu odlger.
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6. SONUC VE ONERILER

Oklid dis1 geometriler ilk ortaya atildiginda bilim diinyas: tarafindan siipheyle
karsilanmisti. Uzun yillar besinci postulatin ispatini arayan bilim insanlari, bu yeni yaklagimi
kabullenmekte zorlandilar, ¢iinkii besinci postulatin olmadig1 bir geometri fikri, bazilari i¢in
verilen tanimlar1 ve ispatlanan yeni geometrik sonuglar1 reddetmek anlamina geliyordu.
Oklid dis1 geometriye dair en giiclii itirazlardan biri ise uygulanabilir olmayacag
yoniindeydi. Oklid geometrisinin doga ile milkemmel uyumu ve hem teoride hem de
pratikteki kusursuz isleyisi, bu itiraz1 giiclendiriyordu. Ancak Riemann’in yaptig1 ¢alisma
ile ortaya koydugu yeni yaklasim, Oklid dis1 geometrileri ayr1 bir boyuta tasidi. Aksiyom
tartismasindan Ote, daha giiclii bir zemine oturan manifold kavram ile Oklid dist
geometrilerin uygulanabilirligine dair itirazlar zayiflamaya basladi. Evrenin dogal olarak
diiz olmayisi, bu egriligin formalize edilmesi ile Oklid geometrisinin ¢dzmekte yetersiz
kaldig1 baz1 problemlerin ¢dziimiine dair yeni bir yol ortaya koydu. Oklid dis1 geometriyi
kapsamli bir sekilde uygulayan ilk bilim insanlarindan biri Albert Einstein’di. Einstein,
rOlativite teorisini Riemann geometrisine dayandiriyordu. Bugiin geldigimiz noktada,
Riemann geometrisi teorik fizikten matematige, veri biliminden yapay zekaya, sagliktan
mithendislige kadar bir¢ok alanda uygulanmaktadir.

Bu tez calismasinda, Oklid dis1 geometrilerin istatistiksel modellemeye
uygulanabilirligi, 6zellikle Riemann geometrisinin olasilik dagilimlar iizerindeki etkisi
baglamimda ele almmistir. Olasilik kuraminin diferansiyel geometrik bir yapiya sahip
olabilecegi fikri, klasik istatistik anlayisinin 6tesine gegerek modellerin altinda yatan yapisal
iliskileri anlamaya yonelik yeni bir bakis agis1 sunmustur. Fisher bilgi metrigi ile tanimlanan
Riemannian manifoldlar, olasilik dagilimlarinin sadece sayisal degil, geometrik bir
diizlemde de incelenmesine olanak tanimaktadir. Bu kapsamda, Rayleigh dagilimi gibi
onemli bir dagilim, bir boyutlu manifold olarak modellenmis ve geometri temelli
yorumlamalarla teorik oldugu kadar pratik anlamda da uygulanabilir sonuglar elde
edilmistir. Elde edilen bulgular, sinyal isleme gibi uygulamali alanlarda bilgi geometrisinin
ne denli giiclii bir arag olabilecegini gostermektedir. Boylece bu tez, Riemann geometrisinin
sadece soyut matematiksel bir ¢ergeve degil, ayn1 zamanda istatistiksel ¢ikarim ve veri
analizi gibi alanlarda da etkin bir yontem oldugunu ortaya koymustur.

Bu caligma, bilgi geometrisinin 6zellikle Riemann geometrisi temelli yaklagimlarinin

olasilik dagilimlar1 iizerindeki etkilerini géstermesi bakimindan 6nemli bir baslangi¢ noktasi
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olusturmaktadir. Gelecek caligmalar, bu geometrik yaklasimin ¢ok boyutlu dagilimlar
iizerindeki etkilerini inceleyerek daha genis kapsamli modellere ulasabilir. Ozellikle Fisher
metriginin farkli dagilim aileleri iizerindeki davranis1 ve bu yapilarin uygulamali
algoritmalara entegrasyonu, makine 6grenmesi, sinyal igleme ve istatistiksel ¢ikarim gibi
alanlarda yeni yontemlerin gelistirilmesine olanak saglayabilir. Ayrica, bu tiir geometrik
yaklasimlarin bilgi teorisi, biyoinformatik ve veri sikistirma gibi alanlarda kullanimi da
arastirmaya degerdir. Rayleigh dagilimi {izerinde yapilan geometrik incelemeler, benzer
sekilde diger dagilimlar i¢in de uygulanarak dagilim temelli modellere yeni yorumlar
kazandirabilir. Bu baglamda, bilgi geometrisinin disiplinler aras1 ¢alismalarda daha aktif
sekilde kullanilmasi hem kuramsal gelisimi hem de pratik katkilar1 agisindan tesvik

edilmelidir.
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