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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler

P(X)
N=2z+

degeri

Aciklama

: X kiimesinin biitiin alt kiimelerinin toplulugu

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi

: Irrasyonel sayilar kiimesi

: x merkezli r yaricaph agik yuvar

:BoBo---0B, ntane

: A kiimesinin kapanist

: A kiimesinin i¢i

: Dagilim fonksiyonlarmin kiimesi

: Soldan siirekli dagilim fonksiyonlariin kiimesi

: F € A olan uzaklik dagilim fonksiyonlar: kiimesi
: F € A* olan uzaklik dagilim fonksiyonlar1 kiimesi
: X x X iizerindeki diizgiinliik

: X x X tzerindeki kuazi-diizgiinliik

: t-norm (licgensel norm)

: X x X ten dagilim fonksiyon uzayinda tanimh F fonksiyonunun F(x,y)
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OZET

YUKSEK LISANS TEZi

OLASILIKSAL METRIK UZAYLAR iLE KUAZI-DUZGUN UZAYLAR
ARASINDAKI BAZI ILISKILER

Aygiil BILGIN

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman: Do¢.Dr. Hiilya DURU
I1. Damsman: Dr.Ogr.Uyesi Serkan ILTER

Derleme niteligindeki bu tez calismasinda, olasiliksal metrik uzaylar ve kuazi-diizgiinliik
kavramlari ile ilgilenilmektedir.

[Ik olarak, topolojik uzaylar ile ilgili temel kavramlar, dagilim fonksiyonlar1 uzaylari, t-norm
ve licgen fonksiyonu kavramlari verilmistir. Kuazi-diizgiin uzaylar ve 6zellikleri tamtilmistir.
Her kuazi-diizgiinliigiin bir diizgiinliik olmadigin1 gosteren cesitli 6rnekler verilmistir. Her
kuazi-diizgiinliigiin bir topoloji dogurdugunun ispati verilerek bu topolojinin bazi topolojik
ozellikleri incelenmistir.

Daha sonra, iicgen fonksiyonu yardimiyla tanimli olasiliksal metrik uzay ve t-norm
yardimiyla taniml1 Menger olasiliksal metrik uzay kavramlari verilmistir. Ucgen fonksiyonu
yardimiyla tamimli olasiliksal metrik uzay kavrami i¢in, uygun siireklilik kosulu altinda,
bir diizgiinliik belirlenebildiginden bdylece bu uzay iizerinde, diizgiinliigiin dogurdugu
topolojinin tanimlanabilmesinden bahsedilmistir. Benzer sekilde, her (p,q) € X x X
noktasina karsilik genigletilmis reel sayilardan [0,1] kapali araligina tanimli F(p,q)
fonksiyonlarinin soldan siirekli, dagilim fonksiyonlar1 oldugu, t-norm kavrami yardimiyla
tamimli (X, F,t) Menger olasiliksal metrik uzay1 verildiginde, X kiimesinin metriklenebilir
oldugu ifade edilmistir. Dolayisiyla X iizerinde bir metrik topolojiden bir diizgiinliik
elde edildigi ve bu diizgiinliigiin dogurdugu topoloji ile metrik topolojinin ayni oldugu
gbzlenmistir.
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Son boliimde ise Menger olasiliksal metrik uzayindan farkli olarak F(p,q) fonksiyonlart
soldan siirekli olmadiginda, belirli kosullar altinda t-norm kavrami yardimiyla taniml
(X,§,t) uzay1 verildiginde, X kiimesinin bir kuazi-diizgiinliigiiniin dogurdugu topolojiyle
topolojik uzay olmasi ve bu uzayin baz1 6zellikleri incelenmistir. Bu topolojinin, Menger
olasiliksal metrik uzay: iizerindeki metrik topoloji ile iligkisi verilmis, 1. sayilabilir 7,
(Hausdorff) oldugu elde edilmis ve bu uzayin kuazi-metrik oldugu belirlenmistir.

Aralik 2021, 53 sayfa.

Anahtar kelimeler: Olasiliksal Metrik Uzay, Kuazi-diizgiin uzay, Dagilim foksiyonlari
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SUMMARY

M.Sc. THESIS

SOME RELATIONSHIPS BETWEEN QUASI-UNIFORM SPACE AND
PROBABILISTIC METRIC SPACE

Aygiil BILGIN

Istanbul University

Institute of Graduate Studies in Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc.Prof. Hiilya DURU
Co-Supervisor: Assis.Prof. Serkan ILTER

In this compilation thesis, probabilistic metric spaces and quasi-uniform concepts are dealt
with.

First, the basic concepts of topological spaces, spaces of distribution functions, t-norm
and triangle function concepts are given. Quasi-uniform spaces and their properties are
introduced. Various examples are given to show that not every quasi-uniform is a regularity.
By giving the proof that every quasi-uniform gives rise to a topology, some topological
properties of this topology are examined.

After, probabilistic metric space defined with the help of triangle function and Menger
probabilistic metric space defined with the help of t-norm are given. For the probabilistic
metric space concept defined with the help of the triangle function, it is mentioned that,
under the appropriate continuity condition, a uniformity can be determined, so that the
topology caused by the uniformity can be defined on this space. Similarly, for every point
(p,q) € X x X, the F(p,q) functions defined from the extended real numbers to the closed
interval [0,1] are left-continuous, distribution functions defined with the help of the t-norm
concept (X, F,t) given the Menger probabilistic metric space, it is stated that the set X is
metrizable. Therefore, it has been observed that a uniformity is obtained from a metric
topology on X and that the topology created by this uniformity coincides with the metric
topology.
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In the last section, unlike the Menger probabilistic metric space, when the F(p,¢) functions
are not continuous from the left, given the (X, J,7) space defined with the help of the t-norm
concept under certain conditions, the X set is a topological space with a topology caused
by a quasi-uniformity. and some properties of this space are investigated. The relation of
this topology with the metric topology on the Menger probabilistic metric space is given,
it is obtained that it is first countable 7; (Hausdorff) and it is determined that this space is
quasi-metric.

December 2021, 53 pages.

Keywords: Probabilistic Metric Space, Quasi-uniform space, Distribution functions



1. GIRIS

1960 yilinda Cséaszar tarafindan ismi kuazi-diizgiin (quasi-uniform) uzay olarak degistirilen
yari-diizgiin (semi-uniform) uzay kavramini, 1948 yilinda ilk olarak Nachbin vermistir [4],
[17]. Tersine, verilen bir topolojik uzayin, topoloji ile uyumlu bir kuazi-diizgiinliige sahip
oldugunu ilk olarak 1955 yilinda Krishnan gostermis, 1960 yilinda Csdszdr aym iddiay1
kendi tanimladig1 yapilar ile ispatlamistir [4], [13]. Direkt topolojik ispat ise 1962 yilinda,

Kelley’in bir sonucunu kullanan Pervin tarafindan verilmigtir [18].

Kuazi-diizgiin uzaylar, topolojik a¢idan diizgiin uzaylardan daha ilginctir. Ornegin, diizgiin
uzaylar tam regiiler olduklar1 oldugu halde, kuazi-diizgiin uzaylarin regiiler olmas: bile

gerekmez.

Olasiliksal metrik uzay teorisi ile ilgili caligmalar, ilk olarak 1942 yilinda Menger’in fizik
konular ile ilgili baz1 dl¢timler esliginde tanittif1 istatiksel metrik uzay kavramlarn ile
baglamistir [19]. Daha sonra 1943 yilinda Wald, Konvoliisyon integrali kullanimi1 ile bu
uzaylarda iicgen esitsizliginin karsilig1 olarak diisiiniilebilen yeni bir esitsizlik ifade ederek
farkl1 bir istatistiksel metrik uzay kavrami vermistir [20]. Bu ¢calismay1 Menger’in, Wald’un
esitsizligi ile uyumlu sonuclar elde ettigi [19], [15] caligmalan izlemigtir. Schweizer ve
Sklar, [20] calismasinda Menger’in t-norm kavrami yardimiyla verdigi iiggen esitsizligi
kosulunu soldan siirekli dagilim fonksiyonlar: i¢in kullanarak Menger olasiliksal metrik
uzay kavramini tanitmiglardir. Bu ¢alismada, iicgen fonksiyonu kavrami yardimiyla verilen
ticgen esitsizligini kullanarak farkli bir olasiliksal metrik uzay tanimlamiglar ve iiggen
fonksiyonunun siireklilik kosulu altinda, bu uzay iizerinde bir diizgiinliik belirlenebildigini
ispatlamiglardir. Boylece ticgen fonksiyonu kavrami yardimiyla tanimli olasiliksal metrik
uzay lizerinde, bu diizgiinliigiin dogurdugu topoloji tanimlanmistir. Bu calismalarda klasik

metrik uzayin, olasiliksal metrik uzaymin 6zel bir hali oldugu aciklanmigtr.

Belirli kosullar1 saglayan, t-norm kavrami yardimiyla tanimli (X, F,#) Menger olasiliksal
metrik uzayr verildiginde, X kiimesinin metriklenebilir oldugu ispatlanmistir. Dolayisiyla
X tizerindeki metrik topolojiden bir diizgiinliik elde edilir ve bu diizgiinliigiin dogurdugu

topoloji ile metrik topoloji ¢cakisir. Menger olasiliksal metrik uzayinda, her noktasina karsilik



genisletilmis reel sayilardan [0,1] kapali araligina tanimli fonksiyonlar soldan siirekli,

dagilim fonksiyonlaridir.

Bu tez ¢alismasinda, Menger olasiliksal metrik uzayindan farkli olarak fonksiyonlar soldan
siirekli olmadiginda, belirli kogullar altinda t-norm kavrami yardimiyla tanimli (X, §,7) uzay1
verildiginde, X kiimesinin bir kuazi-diizgiinliigiiniin dogurdugu topolojiyle topolojik uzay

olmasi1 ve bu uzayin baz1 6zellikleri incelenmistir.

Bu tez, [12], [20], [6] ve [2] kitaplarin1 temel alan bir derlemedir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu tez, [12], [20], [6] ve [2] kitaplarini temel alan bir derlemedir.

Tanmm 2.1. X bostan farkli herhangi bir kiime olmak iizere, § C P(X) toplulugu asagidaki

kosullar1 saglhyorsa, § topluluguna X iizerinde bir filtre denir.
(a) Bos kiime, § topluluguna ait degildir.
(b) § toplulugundaki herhangi iki kiimenin kesisimi yine § topluluguna aittir.

(¢) § toplulugundaki bir kiimeyi kapsayan X in her alt kiimesi, § topluluguna aittir.

Tanmm 2.2. X bostan farkli herhangi bir kiime olmak iizere, 6 C P(X) toplulugu asagidaki

kosullar1 sagliyorsa, B topluluguna X iizerinde bir filtre taban1 denir.
(a) Bos kiime, ®B topluluguna ait degildir.

(b) B topluluguna ait herhangi iki kiimenin kesisiminin alt kiimesi olacak sekilde ‘B

toplulugunda bir eleman vardir.

Onerme 2.3. B C P(X) olmak iizere, B topluluguna ait bir kiimeyi kapsayan X kiimesinin
alt kiimelerinin olusturdugu toplulugu F(*B) ile gosterelim. §(8) toplulugunun X iizerinde
bir filtre olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul ‘B toplulugunun X {iizerinde bir filtre tabani

olmasidir.

Ayrica F(*B) filtresinin, 98 filtre tabanini kapsayan en kiigiik filtre oldugu aciktir.

Sonu¢ 2.4. B, X iizerinde bir filtre tabani ise F(B) toplulugu B tarafindan dogurulan
filtredir.

Tanmm 2.5. X bostan farkli herhangi bir kiime olmak iizere, T C P(X) toplulugu asagidaki

kosullar1 sagliyorsa, 7 topluluguna X {iizerinde bir topoloji denir.

(T1) X ve bos kiime, 7 topluluguna aittir.



(T2) 7 topluluguna ait sonlu sayida kiimenin kesisimi, 7 topluluguna aittir.

(T3) 7 topluluguna ait herhangi sayida kiimenin birlesimi, 7 topluluguna aittir.

Tanim 2.6. 7 toplulugu, X iizerinde bir topoloji ise (X, 7) ikilisine bir topolojik uzay denir.

Ayrica,
(a) 7 nun iiyelerine acik kiime,
(b) Biitiinleyeni ac¢ik olan kiimeye kapal1 kiime

denir. B C X herhangi bir kiime olmak iizere; B kiimesini kapsayan en kii¢iik kapali kiimeye,
bu kiimenin kapanisi denir ve B ile gosterilir. B kiimesinin kapsadig1 en biiyiik acik kiimeye,
B kiimesinin i¢i denir ve B° ile gosterilir. Dikkat edilecek olursa topoloji tanimindan, her

kapanis kiimesinin kapali ve her i¢ kiimesinin agik oldugu kolaylikla elde edilir.

Tanmm 2.7. (X, 1) bir topolojik uzay ve a € X herhangi bir nokta olsun. Bir V C X alt
kiimesi, a noktasini eleman kabul eden acik bir kiimeyi kapsiyorsa, V kiimesine a noktasinin
bu topolojik uzay icindeki bir komsulugu denir. Bir a noktasinin biitiin komsuluklarinin

toplulugu ¥ (a) ile gosterilir. Bu topluluga, a noktasindaki komsuluk sistemi denir.

Teorem 2.8. (X,7) bir topolojik uzay, a € X ve ¥ (a), a noktasindaki komsuluk sistemi

olsun. Bu durumda asagidakiler gerceklenir:
(i) Her W € ¥ (a) igina e W.
(ii) 7 (a) toplulugu X tizerinde bir filtredir.

(iii) G € ¥ (a) ise her b € W i¢in G € ¥/ (D) olacak sekilde bir W € ¥ (a) vardir.

Teorem 2.9. X bostan farkli herhangi bir kiime , a € X herhangi bir nokta ve ¥ (a) C P(X)
alt toplulugu Teorem 2.8 kosullarini saglayan bir topluluk olsun. Bu durumda X iizerinde,

¥ (a) toplulugunu komsuluk sistemi olarak kabul eden bir 7 topolojisi vardir ve

1={GCX| VxeG Ie¥(x) VCGulo 2.1)

seklindedir.



Tamim 2.10. (X,7) bir topolojik uzay, a € X bir nokta ve #'(a) bu noktadaki komsuluk
sistemi olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan 5(a) C P(X) alt topluluguna a noktasinda bir

lokal taban denir.
(a) B(a) toplulugunun her iiyesi, a noktasinin bir komgulugudur.

(b) Her W € #(a) igin G C W olacak sekilde bir G € B(a) vardir.

Teorem 2.11. (X, 7) bir topolojik uzay, a € X ve B(a) , a noktasinda bir lokal taban olsun.

Bu durumda asagidakiler gerceklenir:
(a) Her A € B(a) igin a € A.
(b) ®B(a) toplulugu X iizerinde bir filtre tabanidur.

(¢c) W € B(a) ise Oyle bir Wy € B(a) vardir ki b € Wy ise W; C W olacak sekilde bir
W) € B(b) vardur.

Teorem 2.12. X bostan farkli herhangi bir kiime , a € X bir nokta ve B(a) C P(X) alt
toplulugu, Teorem 2.11 kosullarin1 saglayan bir topluluk olsun. Bu durumda X {izerinde,

B (a) toplulugunu lokal taban olarak kabul eden bir T topolojisi vardir ve
T={ACX| VYaeA FCeB(a) CCA}U{0} (2.2)

seklindedir.

Teorem 2.13. (X, 7) bir topolojik uzay, a € X ve B(a) , a noktasinda bir lokal taban olsun.

Bu durumda herhangi bir C C X kiimesi i¢in asagidakiler gergeklenir:
()aeC < VWeBa) WNC#0
(fi)aeC® < IBeB(a) BCC

(iii) ay >a <= VB€B(a) INeN VneNn>N = x, €B)

Tanm 2.14. (X, 7) bir topolojik uzay ve 8 C 7 olsun. Her bostan farkli A agik kiimesi, B

toplulugunun bazi elemanlarinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa veya buna esdeger olarak,



her A € 7 acgik kiimesi ve her a € A i¢in,

acB,CA

olacak sekilde bir B, € ‘B varsa, ‘B topluluguna 7 topolojisi icin bir taban denir.

Teorem 2.15. (X, 7) bir topolojik uzay ve B toplulugu, 7 topolojisi i¢in bir taban olsun. Bu

durumda agagidakiler gergeklenir:
X =U{C|Ce B}

(ii) Her C1,C, € %8 ve her a € C1 N C; igin Oyle bir C, € B vardirkia € C, CCi NG,y

Teorem 2.16. X bostan farkli herhangi bir kiime ve 6 C P(X) Teorem 2.15 kosullarini
saglayan bir topluluk olsun. Bu durumda X iizerinde, B toplulugunu taban olarak kabul

eden bir 7 topolojisi vardir ve

T={ACX| VacA 3B, €B acB,CA}U{0} (2.3)

seklindedir.

Tanmm 2.17. (X, 7) topolojik uzayinin 77 olmasi i¢in gerek yeter kosul her a,b € X,a # b
icin a ¢ G ve b ¢ W olacak sekilde W € ¥ '(a) ve G € ¥/ (b) komsuluklarinin olmasidir.

Teorem 2.18. (X, 7) topolojik uzay igin agagidakiler birbirine esdegerdir.
(i) (X, 7) bir T uzayidur.
(ii)Herae X icin(\{V | V€ ¥(a)} = {a}

(iif) Her @ € X i¢in {a} tek nokta kiimesi kapalidur.

Tanmm 2.19. (X,7) topolojik uzayinin 7, (Hausdorff) olmasi i¢in gerek yeter kosul her
a,b € X,a#bigin VNW = 0 olacak sekilde V € ¥ (a) ve W € ¥ (b) var olmasidur.



Tanim 2.20. X bostan farkli herhangi bir kiime olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan

d: XxX—=R

fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ve bu durumda (X,d) ikilisine bir metrik uzay denir.

Her x,y,z € X igin,

(M1) d(x,y) =0 <= x=y.
(M2) d(x,y) =d(y,x).

(M3) d(x,z) < d(x,y) +d(y,2).

Bu tanimdan, her x,y € X icin,

0=d(x,x) <d(x,y)+d(x,y) =2d(x,y) = d(x,y) >0

elde edilir. Dolayisiyla her metriin degeri pozitif reel sayidir.

Teorem 2.21. (X,d) bir metrik uzay, r > 0 ve a € X olsun. Bu durumda

B/(a)={beX|d(a,b)<r}

olmak tizere

B(a) = {B,(a) | r >0}

olsun. Bu durumda, X iizerinde bu toplulugu a noktasinda lokal taban kabul eden bir topoloji

vardir. Bu durumda Teorem 2.12 kullanilirsa,

u={ACX| VYacA Fr>0 B.(la) CA}U{0} (2.4)

toplulugu, X iizerinde bir topoloji olur ve bu topoloji metrik topoloji olarak adlandirilir.
Tanim 2.22. Dagilim fonksiyonlari, tanim kiimesi genellestirilmis reel sayilar kiimesi olan

ve bu degerleri [0,1] kompakt aralifina gotiiren F(—oo) = 0 ve F(eo) = 1 degerini alan

monoton artan fonksiyonlara denir. Dagilim fonksiyonlar1 kiimesini A ile, soldan siirekli



dagilim fonksiyonlarinin kiimesini de A* ile gosterecegiz.
A={F :RU{—oo}U{+o} —[0,1] | F monoton artan, F(—oo) =0, F (o) =1}

A* = {F € A| F soldan siirekli}

Tanim 2.23. 0 daki degeri O olan dagilim fonksiyonlarina uzaklik dagilim fonksiyonu denir.

Bu fonksiyonlarla ilgili agagidaki gosterimleri kullanacagiz,
At ={F € A|F(0) =0},

A ={F € A*| F(0) =0}.

Herhangi bir F € A alalim. Dikkat edilirse, F in monoton artanhigindan her x € [—oo,0]

i¢in F(x) = 0 saglanacakur. Ustelik A] C AT dir.

Ornek 2.24. (Q.Y, P) olasilik uzay1 ve X bu uzay iizerinde rastgele bir degisken olsun.

([ PlocQ|X(0) <x} :—oo<x< +oo
Fx)=¢5 0 (X = —o0
L1 X =400
([ Plo e Q| X(0) <x} :—oo<x< foo
Bx)=4 0 X = —o0

1 X = —+oo

\

seklinde tanimli F; ve F, fonksiyonlar1 sirasiyla sagdan ve soldan siirekli dagilim

fonksiyonlaridir. Bu durumda, F; € A ve F, € A* dir [20].

Ornek 2.25. a € R herhangi bir reel say1 olmak iizere,

0 :x<a
€q(x) =
1 :x>a



seklinde tanimlanan &, fonksiyonu, her a € R i¢in A* kiimesinin elemanidir. Dolayistyla, her
a > 0 i¢in &,(0) = 0 oldugundan &,, aym1 zamanda A} kiimesine de aittir. Bu fonksiyona,

birim basamak fonksiyon denir.

Tanmm 2.26. 7:[0,1] x [0,1] — [0, 1] fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglhyorsa iicgensel

norm (t-norm) denir.

i)7(t(a,b),c) =t(a,t(b,c))

ii) t(a,b) =t(b,a)

iii) a) <ap ve by < b, = t(ay,az) <t(b1,b2)

iv)1(l,a) =t(a,1) =a

Ornek 2.27. x,y € [0, 1] igin

tmin(xay) = mi”{xa)’},
tmax(x,y) = max{x+y —1,0},

1(x,y) =x.y

seklinde taniml fonksiyonlar, birer t-normdur.

Tammm 2.28. X ile A" veya A kiimesi gosterilsin. Asagidaki kosullari saglayan

T : X x X — X fonksiyonuna ii¢ggen fonksiyon denir; Her F,G,H € X i¢in
i) T(T(F,G),H)=T(F,T(G,H))

ii) T(F,G) =T(G,F)

iii) F <G = T(F,H) <T(G,H)

iv) T(&,F) =T(F,&) =F

Ornek 2.29. t, soldan siirekli bir t-norm olsun ve X ile, AT veya A kiimesi gosterilsin. Bu

durumda, her F,G,H € X ve x € [—o0, +09] igin

i) 71 (F, G) (x) = 1(F (x),G(x))
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ii) T»(F,G) (x) = sup{t(F (u),G(v)) |u+v=x}

seklinde tanimlanan 77,75 : X X X — X fonksiyonlar1 birer iiggen fonksiyondur [20].

Simdi kuazi-diizgiinliigii tammmlamak icin asagidaki tanimlar1 verelim;

X bostan farkli herhangi bir kiime ve A, B C X x X olmak lizere
D={(x,x) |xe X}

A~ = {(b,a) | (a,b) € A}
AoB={(a,c)| (a,b) € B ve (b,c) €A olacak sekilde bir b € X vardir}

kiimelerini tanimlayalim. Bu durumda asagidaki ozellikler gerceklenir; A,B,C C X x X

olmak tizere,

i @AaH'l=A

({)ACB ise A~'CB!
(iii) (ANB)" ' =A"1nB"!
(iv) (AoB) ' =B 1oA™!

(V)Ao(BoC)=(AoB)oC

Tanim 2.30. X bostan farkli bir kiime olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan {; C P(X x X)
filtresine X kiimesi iizerinde bir kuazi-diizgiinlik ve bu durumda (X,4l,) ikilisine bir

kuazi-diizgiin uzay denir:
(KD1) Her W € i, i¢cin D C W
(KD2) Her W € 4, icin V oV C W kosulunu gercekleyen bir V € 4, vardir.

X kiimesi iizerinde kuazi-diizgiinliik olan i, toplulugu, "her W € 4, icin wle Ug"
kosulunu sagliyor ise bu topluluga X iizerinde bir diizgiinliik denir ve (X,4l,) ikilisine bir

diizgiin uzay denir.

Ornek 231. X = {3,5} olmak iizere D = {(3,3),(5,5)} ve X x X =
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{(3,3),(5,5),(5,3),(3,5)} olmak iizere &, = {X x X,{(3,3),(5,5),(3,5)}} toplulugu
X x X lzerinde bir filtredir ve X kiimesi lizerinde bir kuazi-diizgiinliiktiir. Fakat;
A ={(3,3),(5,5),(3,5)} € 8, iken A~! = {(3,3),(5,5),(5,3)} ¢ 4, oldugundan il

X iizerinde bir diizgiinliik belirtmez.

Tanm 2.32. (X, 4,) bir kuazi-diizgiin uzay ve B C i, olsun. {{, toplulugundaki her kiime

‘B topluluguna ait en az bir kiimeyi kapsiyorsa, ‘B topluluguna &l i¢in bir taban denir.

Teorem 2.33. 8 C P(X x X) bostan farkli bir topluluk olsun. X iizerinde bu toplulugu taban

kabul eden bir {1, kuazi-diizgiinliigiiniin olmas: i¢in gerek ve yeter kosullar
(QB1) ‘B toplulugundaki her kiime D kiimesini kapsar.

(QB2) Her B € ‘B icin CoC C B olacak sekilde bir C € ‘B vardr.

(QB3) Her By, B, € B icin B3 C B N B, olacak sekilde bir B3 € 8 vardir.

seklindedir.

Ispat. 8 toplulugunu X iizerinde taban kabul eden bir i, kuazi-diizgiinliigii olsun. Simdi

kosullart sagladigim1 gosterelim.

Herhangi bir B € B alalim. ®5 C i, oldugundan kuazi-diizgiinliik (KD1) kogulu geregi D C B
elde edilir. Boylece (QB1) kosulu saglanir.

Herhangi bir W € ‘B alalim.®5 C 4, oldugundan kuazi-diizgiinliik (KD2) kosulu geregi V o
V C W olacak sekilde bir V € 4, vardir ve ‘5 taban oldugundan B C V olacak sekilde bir
B €8 vardir. Ayrica B C V oldugundan, BoB C VoV C W elde edilir. Boylece (QB2) kosulu

saglanir.

Herhangi iki V,W € B alalaim. ‘B C 4, ve 4, bir filtre oldugundan VW € &, ve ‘B taban
oldugundan B C V NW olacak sekilde bir B € B vardir.

Tersine,’B toplulugu bu ii¢ kosulu saglayan bir topluluk olsun. (QB1) ve (QB2) kosulundan
B toplulugunun bir filtre tabani oldugu aciktir. Bu durumda ‘B toplulugunun dogurdugu

§(B)={FCXxX|3Be® BCF} (2.5)

toplulugu X x X iizerinde bir filtredir.
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Simdi §(28) toplulugunun X iizerinde bir kuazi-diizgiinliik oldugunu gosterelim.

Herhangi bir F € §(*B) alalim. Tanim geregi, B C F olacak sekilde bir B € B vardir. (QB1)
kosulu geregi D C B C F ise D C F saglanir.

Herhangi bir F € §(8) alalim. Tanim geregi, B C F olacak sekilde bir B € 98 vardir. (QB2)
kosulu geregi W oW C B olacak sekilde bir W € B C §(B) vardir. O haldle WoW CBC F

gerceklenir.

Teorem 2.34. B C P(X x X) bostan farkli bir topluluk olsun. X tizerinde bu toplulugu taban
kabul eden bir , diizgiinliigiiniin olmas1 igin gerek ve yeter kosul Teorem 2.33 te ifade

edilen (QB1), (QB2), (QB3) kosullarinin ve agagidaki kosulun saglanmasidir;

(QB4) Her A € B icin B C A~! olacak sekilde bir B € 98 vardur.

Ornek 2.35. R reel sayilar kiimesi ve € > 0 olmak iizere

Vi(e) = {(x,y) e RXR| [x—y[ <&}

Va(e) ={(x,y) eRxR| x<y<x+e}

Vi(e) =DU{(x,y) ERXR| x€Q ve [x—y| <€}

kiimelerinin olusturdugu topluluklar sirasiyla

B ={Vi(e)| € >0}

By, ={Va(e)| € >0}

B3 ={Vs(e) | €>0}

seklindedir. Bu topluluklar1 taban kabul eden swrasiyla i, = F(B,), Uy, = F(B,) ve
g, = F(B;) kuazi-diizgiinliikleri vardir.
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Ispat. g, icin, B4 toplulugunun, Teorem 2.34 iin kosullarini sagladigini gosterelim.

(QB1) Herhangi bir x € R ve € > 0 alalm. |x — x| = 0 < € daima saglanacagindan D C V(¢€)

gerceklenir.

(QB2) Herhangi bir € > 0 alaim. C = V; (%) secimi i¢in, Vi (5) o Vi (5) C Vi(

™

)
kapsamasinin saglandigim gésterelim. Bunun igin, herhangi bir (x,z) € Vi (§) o Vi (§)

alalim. Tamm geregi, (x,y), (y,z) € Vi (§) olacak sekilde bir y € R vardir. Buradan,

€ €
ey ev(3) = k-y<3
€ &
9en(E) = b-di<
(nz) €V 5 = |y ZI<2

ticgen esitsizliginden

&

=€
2

£
gl = h—y+y—d <yl +b—z < S+

gerceklenir. Boylece, (x,z) € Vi(€) oldugu goriiliir.

(QB3) Herhangi iki €;,& > 0 alalim. € = min{€;, &} secimi icin, Vi(€) C V(&) NVi(&)
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in, herhangi bir (x,y) € V;(€) alalm. Tamim geregi, |x —y| <
€ <g ve |x—y| < &< g oldugundan (x,y) € Vi(g1) ve (x,y) € V(&) bulunur. O halde,
(x,y) € Vi(&1) NV (&) gerceklenir.

Ayrica, U, kuazi-diizgiinliigii (QB4) kosulunu da saglar.

(QB4) Herhangi bir € > 0 ve (x,y) € V;(¢€) alalim. Bu durumda;
-y <& <= [y—x|<e <= (nx)€Vi(e) = (x,y) €V (¢)

oldugundan V;(¢) = V; !(¢) gergeklenir. O halde B = V|(g) € B segimi icin istenilen

saglanir.
Uy, i¢in, B; toplulugunun, Teorem 2.33 iin kogullarini sagladi§ini gosterelim.

(QB1) Herhangi bir x € R ve € > 0 alalim. Bu durumda, x < x < x4 € daima saglanacagindan
D C V,(¢€) olur.

(QB2) Herhangi bir € > 0 alalim. C = V, (%) secimi icin, V5 (%) oV, (%) C Vi(e)

=
2
~—
m
S
Sl
~—
)
S
—~
STl
~—

kapsamasinin saglandigin1 gosterelim. Bunun igin, herhangi bir (
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alalim. Tamm geregi, (x,y), (y,z) € V2 (§) olacak sekilde bir y € R vardir. Buradan,

€ €
(x,y)€V2<§> = x§y<x+§

€ €
(y,Z)EV2<§> = }’SZ<)’+§

ve buradan
€
x§y§z<y+§<x+8
oldugundan (x,z) € V,(¢€) elde edilir.

(QB3) Herhangi iki €1,& > 0 alalim. € = min{e;, &} secimi icin, V>(€) C Va(g1) NVa(&)

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in, herhangi bir (x,y) € V»(¢€) alalim. Bu durumda,

x<y<x+e<x+¢g

x<y<x+e<x+&

gerceklendiginden (x,y) € Va(g1) ve (x,y) € Va(&) elde edilir. O halde, (x,y) € Va(g)N
VQ(EQ) dir.

Fakat, ,, bir diizgiinliik belirtmez. Bunun i¢in, (QB4) iin saglandi§im1 kabul edelim. Bu
durumda, herhangi bir € > 0 igin V5(¢g’) C Vz_l (€) kosulunu gercekleyen bir € > 0 vardur.
x # y olacak sekilde (x,y) € Va(€') igin (x,y) € V, ! (€) olur. Fakat;

Va(e) ={(x,y) eERxR| x<y<x+¢'}

Vy (&) = {(nx) eRXR]| (x,y) €Va(e)} = {(nx) ERXR | x <y <x+e}

olmak iizere (x,y) € Va(&') ise x <y < x+¢€ ve (x,y) €V, ' (¢) ise y < x < y+ € gergeklenir.
Bu durumda;

x<y<x<yt+e<x+et+e = x=y

bulunur. Bu ise kabuliimiizle celisir.
Simdi U, i¢in, ‘B3 toplulugunun, Teorem 2.33 iin kosullarim sagladigim gosterelim.

(QB1) Herhangi bir € > 0 alalim. Bu durumda,

DCDU{(x,y) ERXxR| xeQ ve |x—y| <€}
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(QB2) Herhangi bir € > 0 alalm. C = V3 (%) secimi icin, V3 (%) oV3 (% C Via(e)
kapsamasinin saglandigin1 gosterelim. Bunun igin, herhangi bir (x,z) € V3 %) oV3 (%)
alalim. Bu durumda, (x,y), (y,z) € V3 (§) olacak sekilde bir y € R vardir. Buradan, x # y # z

olmak tlizere,

€ €
(x,y) €V3 <§> = x€Qve x—y| <=

2
€ €
(v,2) €V3 <§> — yeQve [y—z]< 5

ticgen esitsizliginden
e €
x—zl=x—y+y—z/ <|x—y|+|y—2z| < St =€

ve x € Q oldugundan (x,z) € V3(¢&) gergeklenir.

(QB3) Herhangi iki €;,& > 0 alalim. € = min{€;, &} secimi icin, V3(€) C V3(g1) NV3(&)
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in, herhangi bir (x,y) € V3(¢€) alalim. Bu durumda x # y olmak
izere, x e Q ve [x—y| < € < g ve [x—y| < € < & oldugundan (x,y) € V3(&;) ve (x,y) €
V3(&) bulunur. Dolayisiyla (x,y) € Va(g1) NV3(&;) gergeklenir.

Fakat, ,, bir diizgiinliik belirtmez. Bunun i¢in, (QB4) iin saglandi§im1 kabul edelim. Bu

durumda, herhangi bir € > 0 i¢in V3(€’) C V3_1 (&) kosulunu gergekleyen bir €' > 0 vardir.
V3(e)=DU{(x,y) eERxR| x€Q ve |x—y| <€}

Vi l(e) =DU{(x,y) ERxR| (y,x) €V3(e)} =DU{(x,y) ERxR| y€ Q ve |x—y| < &}

olmak iizere, x # y ve y € R\ Q kosulunu gergekleyen dyle bir (x,y) € V3(&’) vardir ki
(x,y) ¢ V5 '(€) olacagindan kabuliimiizle gelisir. O halde l,, = F(B;) , R iizerinde bir

diizgiinliik belirtmez.

Ornek 2.36. X = {0,1,2,3,4,5} ve W = {(x,y) | x <y} € X x X kiimeleri verilsin.
B = {W} toplulugunu taban kabul eden bir {l; = F(B) kuazi-diizgiinliigii vardir.

Ispat. Simdi Teorem 2.33 iin kosullarinin saglandigini gosterelim.

(QB1) Herhangi bir W € ‘B i¢cin D C W daima saglanr.
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(QB2) Herhangi bir W € B alalim. W oW C W oldugunu gosterelim.

Herhangi bir (x,z) € W oW alalim. Tanim geregi, (x,y), (y,z) € W olacak sekilde bir y € X

vardir. Bu duurmda, x <y ve y < z gerceklenir. Buradan, x < z, yani (x,z) € W elde edilir.
(QB3)Her W € B icin W C WNW = W daima saglanir.

Fakat; 4, bir diizgiinliik belirtmez. Bunun igin; ‘B toplulugunu taban kabul eden 4, = F(B)
diizgiinliigiiniin oldugunu kabul edelim. Bu durumda, "Her A € { i¢in A7l esly" ve B C 4l

oldugundan
Her A € B icin B C A~! olacak sekilde B € B vardir

kosulu gerceklenir. Fakat {(2,3)} tek nokta kiimesi i¢in B C {(3,2)} olacak sekilde bir
B € ‘B olmadigindan kabuliimiiz ile celisir.

Ornek 2.37. N dogal sayilar kiimesi olmak iizere, her n € N icin
U,={(x,y)| x=y veya x=1 ve y=2n+2k veya x=2 ve y=2n+2k+1, k=1,2,3,---}

Ornegin; Us = DU{(1,8),(1,10),(1,12),---}U{(2,9),(2,11),--- } dir.
B ={U,|n=1,2,---} toplulugunu tanimlayalim. Bu durumda, B toplulugunu taban kabul

eden X iizerinde bir ; = §(*B) kuazi-diizgiinliigii vardur.

Ispat. Teorem 2.33 iin kosullarini sagladigim gosterelim.
(QB1) Herhangi bir n € N i¢in U,, tanim1 geregi D C U,, daima saglanir.
(QB2) Herhangi bir n € N alalim ve U,, o U,, C U,, oldugunu gosterelim.

Herhangi bir (x,z) € U, o U, alalim. Tamimdan, (x,y), (y,z) € U, olacak sekilde bir y € N

vardir.
Durum 1:) x =y ise; (x,z) = (y,z) € U, hipotez geregi saglanir.
Durum 2:) x # y ise; U, tanim1 geregi x = 1 veya x = 2 dir.

x = 1ise; x # y oldugundan ve tanim geregi y > 2n+2 > 2 olur. Buradan y > 2 olur. (y,z) €
U, oldugundan y = z elde edilir. O halde, (x,z) = (x,y) € U, gerceklenir.
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x = 2 ise; x # y oldugundan ve tanim geregi y > 2n+ 2+ 1 > 3 olur. Buradan y > 3 ve
(y,z) € U, oldugundan y = z elde edilir. Bu durumda, (x,z) = (x,y) € U, saglanir.

O halde her iki durum i¢in (x,z) € U, saglanir.
(QB3) Herhangi iki n,m € N alalim.
Durum 1:) n = mise; U, C U, NU,, = U, daima saglanir.

Durum 2:) n < m (veya m < n) ise; (U, )nen azalan bir kiime dizisi oldugundan U, NU,, = Uy,
dir ve dogal sayilarin iistten sinirsizligindan m € Nicinm+1 € Nvem <m+11ise U1 C

U,, oldugundan istenilen saglanir.

Ayrica, 4, X izerinde diizgiinliik belirtmesi i¢in (QB4) kosulu ger¢eklenmelidir. Bunun

icin;
Her A € B icin B C A~! olacak sekilde B € B vardir

kosulunun saglandigini varsayalim. Bu durumda, herhangi bir n € N igin Uy C U, olacak

sekilde bir N € N vardir. Fakat,
Uyv=DU{(1,2N+2),(1,2N+4),--- } U{(2,2N +3),(2,2N+5),--- }

U, ' =DU{(2n+2,1),2n+4,1),--- }u{(2n+3,2),2n+5,2),---}

olmak iizere (1,2N +2) € Uy ve (1,2N +2) ¢ U, ! oldugundan kabulle ¢elisir. O halde 1,

kuazi-diizgiinliigii bir diizgiinliik belirtmez.

Onerme 2.38. (X, $l,) bir kuazi-diizgiin uzay olsun. Bu durumda, her
Wel, icin WCWoW
saglanir.
Ispat. Herhangi bir W € $l; ve (a,b) € W alalm. Kuazi-diizgiinliik (KD1) kosulu geregi

(a,a) € W olur. Bileske tanimindan (a,a), (a,b) € W gerceklendiginden (a,b) € W oW dir.
Dolayisiyla W C W o W bulunur.
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Onerme 2.39. 9B toplulugu Uy kuazi-diizgiinliigii igin bir taban olsun. Bu durumda

{B" | B € B, n € N} toplulugu da &, i¢in bir tabandir.

Ispat. 5, il igin bir taban olsun. Tiimevarim yontemiyle {B" | B € B} toplulugunun &l
icin bir taban oldugunu gosterelim.

n = 1 icin; hipotez geregi saglanir.

n = 2 i¢in; herhangi bir U € 44 alahm. Kuazi-diizgiinlik (KD2) kosulu geregi VoV C U
olacak gekilde bir V € i, vardir. Hipotezden, B C U olacak sekilde bir B € 5 vardir ve
BCVise BoBC VoV CU elde edilir. Bu durumda {BoB | B € B} toplulugu, Ll i¢in bir

tabandir.

n=kigin; {B* | B € B} toplulugu $l, kuazi-diizgiinliigii igin bir taban olsun.
n=k+ 1icin {B¥! | B € B} toplulugunun & icin bir taban oldugunu gosterelim.

Herhangi bir U € {4 alalim. Kuazi-diizgiinliik (KD2) kogulu geregi V oV C U olacak sekilde
bir V € 4, vardir. {B*| B < B} toplulugu il igin bir taban oldugundan BoBo---oBCV
olacak sekilde bir B € 9B vardir. Bu durumda Onerme 2.38 kullanilirsa B € 8 C $ i¢in

BCBoBC...CBCBflc...cB*CVvovCU — Bl CU

gerceklenir. Buradan, {B**! | B € B} toplulugunun {4 i¢in bir taban oldugu elde edilir.

Onerme 2.40. (X, $l,) bir kuazi-diizgiin uzay, a € X bir nokta ve W € {4 olsun.
W(a)={beX| (a,b) e W}

kiimesini tamimlayalim. Bu durumda b € X ve G € il olmak lizere

(i)acW(a)
(i)W CG = W(a) CG(a)
(iii) b € G(a) = G(b) C (GoG)(a)

ozellikleri saglanir.
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Teorem 2.41. (X,4l,) bir kuazi-diizgiin uzay olsun. Bu durumda
Ty, ={ACX|VxeA JUely U(x)CA}U{0} (2.6)

toplulugu X iizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye 4, nun dogurdugu kuazi-diizgiin topoloji
denir ve Ty ile gosterilir ve

X kiimesinin bostan farkli her alt kiimesi i¢in
L={acX|IWeil, W(a)CA}

kiimesi tanimlansin. Bu durumda, (X, mq) topolojisi asagidaki 6zellikleri saglar.
(i) 14 € Tl dir.

(ii) B C X herhangi bir kiime olsun. Bir x € X noktasinin B kiimesinin i¢ine ait olmasi icin

gerek ve yeter kosul x € G C B olacak sekilde bir G € 7y, olmasidur.

(iii) x € X herhangi bir nokta olsun. Bu durumda
Bx) ={W(x) | W e}

toplulugu x noktasinda lokal tabandir.

(iv) B C X herhangi bir kiime olsun. Bir x noktasinin B kiimesinin kapanisina ait olmasi

olmast i¢in gerek yeter kosul her W € 4, i¢in W (x) N B # 0 olmasidir.

(v) X iginde bir (x,),en dizisinin bir x € X noktasina yakinsamasi igin gerek ve yeter kosul
iy kuazi-diizgiinliigiiniin her W elemanina karsiik n > N oldugunda x, € W(x) olacak

sekilde bir N dogal sayisinin olmasidir.
Matematiksel olarak ifade edersek;

x—x <= VWely INeN VneNn>N = x, € W(x)) dir.

Ispat. 7 , toplulugunun X iizerinde bir topoloji olduunu gosterelim.
(T1) 0,X € 7y, oldugu 7y, tanimindan agiktir.

(T2) Herhangi iki O, 0; € 1 Jvexe 01N 0O, alalim. Bu durumda 7y . toplulugu tantmindan
Ui (x) C Oy ve Uy (x) C O; olacak sekilde Uy, U, € il vardir ve (U1 NU>)(x) = U (x) NU,(x)
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gerceklendiginden O N Oy € 1y, elde edilir. Ayrica Uy, U; € g ve g bir filtre oldugundan
Ui NU; € Uq dir ve (U NU,)(x) tanimhdar.

Simdi (U NU,)(x) = U;(x) NUz(x) oldugunu gosterelim.

UNVCU = (UNV)(x) CU(x)
CV(x)

UNnvCv = (UNV)(x)

gerceklendiginden (U NV)(x) C U(x) NV (x) elde edilir.

Ters kapsama i¢in herhangi bir y € U(x) NV (x) alalim. Bu durumda,

yeU(x) = (x,y) €U

yeEV(x) = (x,y) €V

ise (x,y) eUNV = ye (U NU)(x) dir.

(T3) I herhangi bir kiime olmak iizere her o € I i¢in Oy, € Ty, olsun.

U Oa € 1,

ael
oldugunu gosterelim. Bunun igin, herhangi bir x € (Jyc; O alalm.Bu durumda x € O,
olacak gekilde bir ot € I vardir. Og, € Ty, oldugundan U(x) C Oy, olacak sekilde U € g
vardir ve Oy, € Uges Oq oldugundan U (x) C Uge; Oa gergeklenir. Buradan Ugye; Oq € Ty,
elde edilir.

(i) Herhangi bir x € Iy alalm. Tanim geregi W (x) C A olacak sekilde bir W € &, vardur.
Kuazi-diizgiinliik (KD2) kosulu geregi V oV C W olacak sekilde bir V € 4 vardir.

Simdi V (x) C I oldugunu gosterelim.

Herhangi bir y € V(x) alalim. Bu durumda V(y) C (VoV)(x) C W(x) C A elde edilir. Iy
kiimesi tanimindan y € I4 bulunur. Bu ise J4 kiimesinin, 7y, topolojisine gore agik bir kiime

oldugunu soyler.
(ii) A C X bostan farkli herhangi bir kiime ise x € A® € 7y, oldugundan W(x) CA°CA

olacak sekilde bir W € 4, vardir. Buradan x € Iy olur ve dolayisiyla A® C I, elde edilir.
Diger yandan, I4 C A oldugundan (i) sikki1 geregi Iy C A° bulunur.
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(iii) x € X herhangi bir nokta olmak iizere B(x) = {U(x) | U € {4} toplulugunun, Tanim

2.10 kosullarimi sagladigini1 gosterelim.
Vo) ={WCX|3IGetw, xeGCW}

kiimesi x € X noktasinin bu topolojik uzay igindeki komsuluk sistemi olmak iizere; 5 (x)

toplulugunun her iiyesinin, x noktasinin bir komsulugu oldugunu gosterelim.

Herhangi bir W € &, alalim. (ii) kosulu geregi ve daima x € W(x) C W(x) oldugundan
ve x € Iy, ve (ii) geregi x € W(x)° elde edilir. Dolayisiyla G = Iy (y) € Ty, segersek,
x € Iy (x) € W(x)° € W(x) saglandigindan, W (x), x noktas1 igin bir komguluk olur.

Her W € 7,(x) igin B C W olacak sekilde bir B € B(x) oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in, x noktasinin herhangi bir W komsulugunu alalim. Komsuluk ve 7y, tanimindan
A(x) € G C W olacak sekilde bir G € 7y, ve A € 4 kiimeleri vardir. B = A(x) € B(x) segimi

icin istenilen saglanir. Bu durumda 8 (x) toplulugu, x noktasinda bir lokal tabandir.

(iv) A C X herhangi bir kiime olmak iizere x € A olsun. (iii) kosulu geregi B(x) =
{U(x) | U € 44} lokal taban oldugundan

a) B(x) C ¥ (x)
b) Her V € ¥,(x) i¢in U(x) C V olacak sekilde bir U € {4 vardir.

kosullar1 gerceklenir.

Herhangi bir W € i, alalm.®B(x) lokal taban oldugundan W(x) € ¥,(x) ve hipotezden
W(x)NA # 0 elde edilir.

Tersine, her W € &l icin W (x) NA # 0 olsun. x ¢ A oldugunu kabul edelim. Bu durumda
GNA = 0 olacak sekilde bir G € 7 (x) vardir. Komguluk tanimindan x € O C G olacak
sekilde bir O € 7y vardir. x € O igin W(x) € O C G olacak sekilde bir W € 4, vardur.
W (x) C G kapsamasinin her iki tarafin1 A kiimesi ile kesistirirsek, W (x) NA # 0 oldugundan
GNA # 0 olur. Bu ise kabuliimiizle gelisir.

(v) X iginde bir x € X noktasina yakinsayan herhangi bir (x,),cn dizisi ve W € 4, alalim.
W(x) € #;(x) oldugundan ve hipotez geregi n > N oldugunda x,, € W (x) olacak sekilde bir
N € N vardir.

Tersine, her W € {; i¢in her n > N i¢in x, € W (x) olacak sekilde N € N var olsun. Herhangi
bir V € ¥, (x) alalm. Komsuluk ve Ty, tanimindan W (x) € O CV olacak sekilde O € 1y . Ve
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W € Y, vardir. Hipotezden her n = N,N+1,N +2,... i¢in x,, € W(x) olacak sekilde N € N

oldugundan x,, — x elde edilir.

Teorem 2.42. i, X iizerinde bir kuazi-diizgiinliik olsun. Bu durumda {[; nun eglenigi olan

ﬂq_l de , X iizerinde bir kuazi-diizgiinliiktiir. Burada

U''={(p.q) eXxX]| (¢.p) €U}

olmak tizere;

seklinde tanimlidir.

Ispat. g, X tizerinde bir kuazi-diizgiinliik olsun. Simdi ﬂq_] toplulugunun da X {izerinde

bir kuazi-diizgiinliik belirttigini gosterelim.

Herhangi bir U € 4 alahm. D C U ~1 oldugunu gosterelim.

Hipotez geregi (KD1) kosulu ve U CV = U~ ! C V~! 6zelligi uygulamrsa D C U
oldugundan D~!' = D C U~! elde edilir. Bu durumda kuazi-diizgiinliigiin ilk kosulu
saglanmis olur.

Simdi de ikinci kosulun gerceklendigini gosterelim.

Herhangi bir U € Y alalm. V~'oV~! C U~ olacak sekilde bir V € iy oldugunu gosterelim.
Hipotez geregi V oV C U olacak sekilde bir V € &, vardir. (U o V)l =v-loU~! bzelligi
uygulanirsa (VoV) 1 =v-lo V=1 C U~! saglanir. Bu durumda L(q_l, X iizerinde bir

kuazi-diizgiinliik olusturur.

Ayrica Ug, X X X de bir filtre oldugundan simetri iglemleri geregi qu_l in X x X de bir filtre

oldugu kolayca goriiliir.

Sonug 2.43. Her diizgiin uzay bir kuazi-diizglin uzaydir. Tersi Ll; = L(q_l kosulu altinda

gecerlidir.
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Tamm 2.44. (X, 4,) kuazi-diizgiin uzay, Z C X bostan farkli herhangi bir kiime ve U € i,

olmak tizere

U(Z)=|JU(z) ={x€X]| (z,x) €U olacak sekilde bir z € Z vardir}
€2

seklinde tanimlanan kiimeye Z kiimesinin bir komgulugudur denir.

Teorem 2.45. 5 toplulugu X iizerinde tamiml {; kuazi-diizgiinliigii i¢in bir taban olsun ve

A C X herhangi bir kiime olmak lizere, A kiimesinin 7y i¢indeki kapanist
A=(({B'(A)| BeB}

seklindedir.

ispat.
B lA)={yeX|3xcA (x,y)eB '}={yeX|3IxcA (yx)€B}

xeB'(A) = IyeA (r,y)€B
x¢B1(A) = VyeA (x,y)¢B

olmak tizere
AC({B'(4)| Be*®B}

kapsamasini gostermek icin x € A ve x ¢ N{B~!(A) | B € B} olacak sekilde bir x € X var
oldugunu kabul edelim. Bu durumda, x ¢ B~!(A) olacak sekilde bir B € B vardir. O halde
her y € A igin (x,y) ¢ B yani, y ¢ B(x) olur. Buradan AN B(x) = 0 bulunur. Bu ise x € A
kabulii ile ¢eligir.

Ters kapsama igin, herhangi bir x € N{B~'(A) | B € B} alalim. Buradan her B € B i¢in
x € B~1(A) dir. Tamim geregi, (x,y) € B yani, y € B(x) olacak sekilde bir y € A vardir. Bunun
anlami AN B(x) # 0 dir.

Ayrica ‘B C i, taban oldugundan her W € 4, i¢in B C W olacak sekilde bir B € ‘B vardir.
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Buradan, her B € 8 i¢in AN B(x) # 0 kullanilirsa
BCW = B(x) CW(x) = Bx)NACW(Xx)NA = W(Xx)NA#0
olur. Bu ise x € A oldugunu sdyler. O halde her iki kapsamadan
A=({B'(4)| Be*®B}

gerceklenir.

Tanim 2.46. i(; ve Y, sirasiyla X ve Y iizerinde iki kuazi-diizgiinliik olsun. Bu durumda,
herhangi bir f: (X, 7y, ) — (¥, 7y, ) fonksiyonunun bir xo € X noktasinda siirekli olmast igin
gerek yeter kosul her W € 2, elemanina karsilik (xp,x) € U oldugunda (f(xo), f(x)) € W,
yani; f(U(xo)) € W(f(xo)) olacak sekilde bir U € il; elemaninin olmasidur.

Teorem 2.47. f: (X, 7y, ) — (¥, Ty, ) fonksiyonuve g : X x X — Y XY, g(x,y) = (f(x), ()
olmak iizere, asagidakiler birbirine esdegerdir.

@) f: (X,7y,) — (¥, y,) fonksiyonu siireklidir.

(i) Her V € G, i¢in g(U) C V kosulunu gergekleyen bir U € &l vardir.

(iii) Her V € Y i¢in g~ 1(V) € 4, dir.

Ispat. (i) = (ii):

f (X, ty,) — (Y, 7y,) fonksiyonu bir xo € X noktasinda siirekli olsun. Herhangi bir V € U,
alalim. Bu durumda hipotez geregi, her (xq,x) € U i¢in (f(xo), f(x)) € V olacak sekilde bir
U € Y4 vardir. g tanimm geregi g(xo,x) € V olur. Buiise, g(U) C V oldugunu gosterir.

(if) = (iii) :

Her V € %G, icin g(U) C V kosulunu gergekleyen bir U € iy olsun. Bu durumda herhangi
bir V € U, alalim. Hipotezden g(U) C V olacak sekilde bir U € &4 vardir.

UCg 'g(U)cg (V)

ve U bir filtre oldugundan g H(V)e g bulunur.

(iii) = (i)
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Her V € U, icin g~ '(V) € Uy olsun. Herhangi bir V € g ve xo € X alahm. Bu
durumda, U = g~ (V) se¢imi igin her (xo,x) € g~1(V) igin g(xo,x) € V saglanacagindan
g(x0,x) = (f(x0),f(x)) € V olur. O halde f, X iizerinde siireklidir.

Ornek 2.48. (X, Ty, ) kuazi-diizgiin uzay tizerinde tanmiml birim fonksiyonu siireklidir.

Teorem 2.49. (X,4y), (Y,Uq) kuazi-diizgiin uzaylar olmak iizere, f : (X, 7y ) — (¥, 7yg,)

strekli ise f* : (X, ‘L'uqﬂ) — (Y, Tgnqﬂ) fonksiyonu da siireklidir.

Ispat. HerhangibirV € Y, *alalm. BudurumdaV =U ~! olacak sekilde bir U € Y vardir.
U= U1 =Vv~!ve f siirekli oldugundan

(x,y) EU* = (f(x),f()eU=V"

olacak sekilde bir U* € g vardir. U = (U By - U+ segimi icin istenilen saglanir.

Teorem 2.50. (X, 7y q) topolojik uzaymin 77 olmasi i¢in gerek yeter kosul

D=({U|U ey}

olmasidir.

Ispat. (X, Ty,) bir 71 uzay1 olsun. Kuazi-diizgiinliik (KD1) kosulu geregi, her U € i, icin
D C U oldugundan D C "{U | U € U4} elde edilir.

Ters kapsama icin herhangi bir (p,q) € N{U | U € 4y} alahm. Her U € 4, icin (p,q) € U
olur. Buradan g € U(p) elde edilir. Simdi p noktasinin herhangi bir V komgulugunu alalim.
Komguluk tanimindan p € O C V olacak sekilde bir O € 7y, vardir. 7y, tammndan p € O
icin W(p) € O C V olacak sekilde bir W € &y vardir. Her U € il i¢in g € U(p) geregi
g € W(p) saglandigindan g € V elde edilir. Bunun anlami p € @ olmasidir. Hipotez geregi,
her tek nokta kiimesi kapali olacagindan p € @ = {9} = p = g elde edilir. Bu ise
M{U | U € Y4} C D oldugunu sdyler.

Tersine, D ={U | U € g} olsun. (X, 7y, ) bir Tj uzay1 oldugunu gostermek igin her tek
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nokta kiimesinin kapali oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in herhangi bir p € X ve
q € {p} alalim. Bu durumda, her U € , i¢in U(q) € ¥,(q) olacagindan p € U(q) olur.
Boylece her U € il icin (g,p) € U olur. Dolayisiyla (¢,p) € (\{U | U € iy} elde edilir.
Hipotezden, p = g olur. Buradan g € {p} elde edilir. Bu ise, tek nokta kiimesinin kapal

oldugunu sdyler.

Teorem 2.51. (X, 1y, ) topolojik uzaymin Hausdorff olmasi igin gerek yeter kosul
D=({U'oU|U € 4y}

olmasidir.

Ispat. (X , Ty,) bir Hausdorff uzay1 olsun. Herhangi bir p € X alalm. Tanim geregi, her
U € Uq igin (p,p) € U~ oU olur. Boylece

DC({U 'oU| Uely}

daima saglanir.

Ters kapsama icin (p,q) € N{U ' oU | U € 83} olacak sekilde bir (p,q) € X x X, p #¢q
oldugunu kabul edelim. Buradan her U € $, icin (p,q) € U~ ' o U, yani her U € $l; igin
re U(p)NU(q) # 0 olacak sekilde bir r € X vardir. Hipotez geregi, VW = 0 olacak
sekilde V € #,(p) ve W € ¥,(g) vardir. Buradan komsuluk tanim1 geregi, U;(p) C V ve
Ux(q) € W olacak sekilde Uy,Us € g vardir. L bir filtre oldugundan U; N U, € g olur.
Kuazi-diizgiinlik (KD2) geregi, So§ C Uy NU, olacak sekilde bir § € 4 vardr. Onerme
2.38 den

SCSoSCUNU, CUy

dir. Benzer sekilde, S C U, olur. Ozellik geregi;

S(p) CUi(p) CV
S(q) CUx(q) CW

gergeklenir. Buradan S(p) NS(g) €V NW olur. Her U € 4 icin r € U(p) NU(g) # 0 olacak
sekilde bir r € X var oldugundan S(p) NS(q) # 0 olur. Buradan, V "W # 0 bulunur. Bu ise
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kabuliimiizle c¢elisir. O halde
(WU 'oU| Uestly} €D

dir.

Tersine, D = {U ' oU | U € g} olsun. Herhangi bir (p,q) € X x X, p # g alalim.
Hipotez geregi, (p,q) ¢ D ={U 'oU | U € t;} olur. Buradan (p,q) ¢ U~ oU olacak
sekilde U € 4, vardir. Bileske tanimindan, r € U(p) NU (q) olacak sekilde bir r € X yoktur,
yani U(p) NU(q) = 0 olur. Bu durumda, V =U(p) € ¥,(p) ve W = U(q) € ¥,(q) segimleri

icin istenilen saglanir.

Sonuc 2.52. Her diizgiinliigiin dogurdugu topoloji 7; ve regiilerdir, fakat kuazi-diizgiinligiin

dogurdugu topolojinin 77 olmasi icin gerek yeter kosul
D=[{U|U €t}

olmasidir. Fakat bilindigi gibi bu kosul bir diizgiinliigiin dogurdugu topolojinin 7; olmasi ile

esdegerdir.

Simdi [20] de ifade edilen bir ticgen fonksiyon yardimiyla tanimli olasiliksal metrik uzay
kavramindan ve farkli olarak, Menger’in bir t-norm yardimiyla ve diger esitsizlikten
yararlanarak, [3] calismasinda Menger olasiliksal metrik uzay olarak tanimlanan kavramdan
bahsedecegiz.

Burada F(x,y) dagilim fonksiyonunu F,, ve bu fonksiyonun o € R noktasindaki degerini

Fy (o) ile gosterecegiz.

Tamm 2.53. X bostan farkli bir kiime, ¢ bir t-norm, 7 bir iicgen fonksiyon ve
F:XxX—AF

bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki kosullar1 goz 6niine alalim. Her x,y,z € X i¢in,

(PM1) Fyy =gy < x=y
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(PM2) Fy = Fyy
(PM3) £, > T (Fyy, )
(PM4) Her o, B > 0 igin Fye(0t + ) > t(Fy (@), Fz(B))

(PM1),(PM2) ve (PM3) kosullarin1 saglayan (X, F,T) igliisiine bir olasiliksal metrik uzay,
(PM1),(PM2) ve (PM4) kosullarini saglayan (X, F,¢) ticliisiine bir Menger olasiliksal metrik

uzay denir.

Onerme 2.54. ¢ soldan siirekli bir t-norm ve 7>; Ornek 2.29 da tamimlanan iicgen fonksiyon
olsun. Bu durumda, (X,F,r) bir Menger olasiliksal metrik uzay ise (X,F,T5) de bir

olasiliksal metrik uzay olur [20].

Ispat. a € [0, o0 olmak iizere, herhangi u +v = & kosulunu gercekleyen u,v > 0 ve herhangi

x,y,z € X alalim.

Hipotez geregi, F () > t(Fyy(u), Fy;(v)) oldugundan F (), {t(F(u),G(v)) | u+v = a}
kiimesi i¢in bir iist smirdir. Bu durumda, supremum en kiiciik iist sinir oldugundan

F.(00) > Th(Fyy, Fy;) (@) gergeklenir.

Ornek 2.55. Her metrik uzay bir olasiliksal metrik uzaydir. Ciinkii (X,d) bir metrik uzay
ise, Fyy = €4(xy) seklinde tammh F': X x X — A fonksiyonu ve T (&,,€&,) = €,.) kogsulunu
saglayan bir iicgen fonksiyon alimirsa, (X, F,T) bir olasiliksal metrik uzay olur. (Ornegin;

Ornek 2.29 daki T, fonksiyonu bu kosulu saglayan bir iicgen fonksiyondur.) [13].

Sonuc 2.56. ¢ soldan siirekli bir t-norm, 7>, Ornek 2.29 da tanimlanan iicgen fonksiyonu ve

F:XxX—Al,Fy= €4(x,) seklinde taniml bir fonksiyon olsun. Bu gekilde tanimlanan

x.y)
(X,F,T>) uzayinin, olasiliksal metrik uzay olmasi i¢in gerek yeter kosul (X,d) nin bir

metrik uzay olmasidir [20].

Simdi olasiliksal metrik uzay iizerindeki topolojilerden bahsedelim.
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Onerme 2.57. X bostan farkli bir kiime, x € X bir nokta ve F : X x X — A seklinde tanimli

bir fonksiyon verilsin. Her ¢ > 0 i¢in
Ne(t)={yeX| Fy(t) >1—1t}

B(t) ={(x,y) € X xX [ y € Nu(1) }

kiimeleri ve
Tu={ACX|Vx€eA TJr>0 N(r) CA}U{0}

B={B(t)| t >0}

topluluklart olmak iizere, T siirekli bir iiggen fonksiyon ve (X, F,T) olasiliksal metrik uzay
olsun. Bu durumda, ®B toplulugu Teorem 2.34 iin kosullarin1 sagladigindan, ‘B toplulugunu
taban kabul eden bir diizgiinliik vardir. Bu diizgiinliigiin belirledigi topoloji, olasiliksal

metrik uzay iizerindeki kuvvetli topoloji olarak tanimlanir [20].

Onerme 2.58. X bostan farkli bir kiime, 7 , # > #,, 0zelligini saglayan bir t-norm,
F : X x X — A} seklinde tanimli bir fonksiyon ve (X, F,t) Menger olasiliksal metrik uzay

verilsin. Bu durumda,
d*: X xX = R", d*(x,y) =sup{A e R| Fy(A) < 1 -1}

fonksiyonu X iizerinde bir metriktir [21] .

Ispat. d* fonksiyonunun, asagidaki 6zelligi sagladigi Teorem 4.8 de gosterilecektir. A > 0

icin
d*(x,y) <A <= Fy(A)>1-1 (2.7)

d*, X iizerinde bir metriktir.
(M1) d*(x,y) = 0 olsun. x = y oldugunu géstermek igin her o € R i¢in Fy, (o) = & ()

gostermek yeterlidir. Bunun ig¢in,

Durum 1: Her o < 0 igin, Fy, € A} oldugundan 0 < Fy, (o) < Fy,,(0) = 0 saglanacagindan
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Fy(o) =0 olur.

Durum 2: Her a > 0 i¢gin, Fyy(a) = 1 oldugunu gosterelim. Bunun igin, d*(x,y) =0
oldugundan her o > 0 i¢in o ¢ {A € R | F,,(A) < 1 — A} dir. Yani; her a > 0 icin

Fyy(ot) > 1 — o olur. Herhangi bir o > 0 alalim. Dogal sayilarin iistten sinirsizligindan
1
<o

olacak sekilde bir N € N vardir. Her n > N i¢in

1
<—-—<uo
- N

S | =

saglanir. Fy, in monoton artanligindan her n > N i¢in

Fyy(0) > Fyy (%}) > F, (1) 1ot

n n

dir. Buradan n — oo icin limite gecersek, Fy, (o) = 1 elde edilir. O halde her x =y dir.

Tersine, x = y olsun. Bu durumda, (X, F,7) Menger olasiliksal metrik uzay1 oldugundan her
a € Rigin Fy (o) = (o) dir. d*(x,y) # 0 oldugunu kabul edelim. O halde d*(x,y) > 0 dir
ve Ag > 0 olacak sekilde bir g € {A € R | F;;,(A) < 1—A} vardir. Bu durumda, Fyy(Ag) <
1 — A dir. A9 > 0 igin Fyy(A9) = 1 oldugundan 1 < 1 — Ay geliskisi elde edilir. O halde
kabuliimiiz yanhstir. d*(x,y) = 0 dir.

(M2) (X, F,t) Menger olasiliksal metrik uzay1 oldugundan d* (x,y) = d*(y,x) tir.

(M3) Herhangi bir € > 0 ve x,y,z € X icin

d*(x,z)+§ ¢{LER| Fu()<1-1)

(23 +5 ¢ {RER| Fy(A) <1-2)

Bu durumda,

Fy, (d*(x,z) + g) >1-— (d*(x,z) + g)
Fy (@) +5) > 1 (d" @y +3)
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gerceklenir. (X, F,1) Menger olasiliksal metrik uzayi ve t bir t-norm oldugundan

Fa(d(x,2)+d"(23) +8) 2t (Fe (4" (62) 43, ) Fo (4'(29) + 3 ))
> Fy; (d*(x,z) + g) +F, (d*(z,y) + g) —1

>1—(d"(x,2) +d*(z,y) +€)

Bu durumda d*(x,y) < d*(x,z) +d*(z,y) + € gerceklenir. (2.7) 6zelliginden € — 0 giderken,
her x,y,z € X i¢in d*(x,y) < d*(x,z) +d*(z,y) gerceklenir. O halde (M1), (M2) ve (M3)

geregi, d*, X lizerinde bir metriktir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez, [12], [20], [6] ve [2] kitaplarini temel alan bir derlemedir.

Bu tezde kullandigimiz malzemeler; yazim i¢in LaTeX programi, calismak icin kagit,
tahta, tebesir ve kalem, arastirmak ve Ogrenmek i¢in ¢ok sayida kitap ve arastirma
makalesidir. Yontem ise; oncelikle uzun siireli bir literatiir aragtirmasi yaptik. Olasiliksal
metrik uzayin cesitli sekilde yorumlarini veren kitaplar1 ve makaleleri taradik. Diizgiinliikten
daha zay1f olan kuazi-diizgiinliik i¢in ayn1 caligmalar1 yaptik. Kuazi-diizgiinliik ile olasiliksal
metrik uzay arasindaki bazi iligkileri inceledik ve biitiin bunlar1 derleyerek bu calismay1

gerceklestirdik.
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4. BULGULAR

Bu tez, [12], [20], [6] ve [2] kitaplarini temel alan bir derlemedir.

Siirekli bir tiggen fonksiyon ile verilen (X,F,T) olasiliksal metrik uzaym dogurdugu
topolojinin (Onerme 2.57) metriklenebilir oldugu ve ¢ > #,,,, kosulunu saglayan bir t-norm
ile verilen (X,F,t) Menger olasiliksal metrik uzayin bir metrik topolojiye (Onerme 2.58)
sahip oldugu bilinmektedir. Ayrica her iki olasiliksal metrik uzayinda, dagilim fonksiyonlar1

soldan siireklidir.

Bu boliimde, X bir kiime olmak {iizere, dagilim fonksiyonlar1 soldan siirekli olmasi

gerekmeyen, § : X x X — A seklinde tanimlanan ve

(Ul) gxx =&
(U2) Her &,k > 0 igin sz(kl —|—k2) > t(gw<k1),3yz(k2))
(U3) sup{t(a,a)|la< 1} =1

kosullarint gercekleyen (X, §,7) uzaymi goz oniine alacagiz. Dikkat edilirse, (U3) kosulunu

saglayan t-norm ile tanimli bir Menger olasiliksal metrik uzayi, bir (X, §,¢) uzay1 olur.

Ornek 4.1. ¢ > 1,4, kosulunu saglayan t-normlar1 (U3) 6zelligini saglar. Dolayistyla Ornek

2.27 deki, t =ty ve t = t; t-normlar1 bu kosulu saglar.

Ornek 4.2. Z = {1,2,---} kiimesi verilsin. x,y € Z*, x # y icin

0 t < 3fmin(x,y),
Gry(t) = Gy(t) = ¢ 1 — 3—minlxy) 3—min(xy) < <1,
1 1<t

ve x =y i¢in Gy, = & seklinde tammli G : ZT x ZT — A* bir fonksiyon ve ¢ = f,j, bir
t-norm olmak iizere (X, G,t) ti¢liisii (U3) ozelligini saglayan bir Menger olasiliksal metrik

uzayidir [2].
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Ornek 4.3. ¢ # g ozelligini saglayan herhangi bir dagilim fonksiyonu olmak iizere,

& x<y
gxy:
) x>y

seklinde tanimlanan § : R x R — A" fonksiyonunu goz Oniine alalm. Bu durumda,

(R, &, tmin), (U1), (U2) ve (U3) kosullarini1 ger¢ekleyen bir uzaydir.

Ispat. (U1) ve (U3) kosullarmin saglandig1 § tanimindan agikardir. Her x,y,z € R ve k1, ky >

0 icin (U2) kosulunun saglandigini gosterelim.

) x < zise,

Suzlkt + ko) = eo(ki + ko) =1 > 1 (Fiy(k1),Syz(k2))
daima saglanir.
i1) x > z olsun. O halde asagidaki durumlar s6z konusudur;

a) y > x > zise, ¢ dagilim fonksiyonu ve 7 bir t-norm oldugundan

@ (ki +k) >t (€0(k1), @(k2)) = @(k2)

olur.

b) x >y > zise, ¢ dagilim fonksiyonu oldugundan k; < k, ve ky < k; durumlari i¢in

@k +ko) >t (@(k1), @(k2))

saglanir.

c) x > z > yise, ¢ dagilim fonksiyonu ve ¢ bir t-norm oldugundan

@(k1 +k2) >t (@(ki),&0(ka)) = @ (k1)

olur. Bu durumda, (R, §,tuin), xy # Sy Ozelligini saglayan bir (X, §,t) uzayidir.
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Teorem 4.4. (X,F,?) uzayi kuazi-diizgiinlenebilirdir.

Ispat. Her A > 0 icin
Up={(x,y) eX XX |Fy(A)>1-21}

kiimesini tanimlayalim. Bu durumda, X iizerinde B = {U; | A > 0} toplulugunu taban
kabul eden bir kuazi-diizgiinliik vardir. Bunun i¢in, bu toplulugun Teorem 2.33 kosullarini

sagladigin1 gosterecegiz.
(QB1) Herhangi bir A > 0 ve x € X alalim. U, = X x X oldugundan A €]0,[ alacagiz. (U1)
kosulundan
Sud)=gA)=1>1-1 = (x,x) €U,
oldugundan D C U, bulunur.

(QB2) Herhangi bir A > 0 alalim. (U3) kosulundan 1 — A < #(a,a) kosulunu gercekleyen bir
a = ay € [0,1] eleman: vardir. t bir t-norm oldugundan 0 < a < min > 1 —a ; seklinde

secilen bir a sayisti¢in#(1 —a, 1 — o) > 1 — A saglanir.

Herhangi bir (x,z) € Uy o Uy, alahm. Bileske tanimi geregi, (x,y), (y,z) € Uy olacak sekilde
bir y € X vardir. Buradan §,(ct) > 1 — o ve §y (a) > 1 — o olur.

(U2) kosulu ve ¢ nin bir t-norm olmasi 6zelliginden

Suz(A) >t (Sxy <%>  Byz (%)) > 1 (Foy(@),Fy(@) >t(1—a,1—a) > 1—2

saglanir. Boylece §y;(A) > 1 — A bulunur. O halde (x,z) € U, dir. Boylece Uy o Uy C U,
elde edilir.

(QB3) Her x,y € X icin §, monoton artan oldugundan 0 < & < f8 ise Uy C Ug gergeklenir.

Buradan y = min{a, B} se¢imi i¢in,

gergeklenir. Dolayisiyla ®5 toplulugunu taban kabul eden bir 4, kuazi-diizgiinliigii vardir.

Sonuc 4.5. X iizerinde {(; kuazi-diizgiinliigii sayilabilir bir tabana sahiptir. B = {U, | n € N}
toplulugu &, icin sayilabilir bir tabandir. Ciinkii, herhangi bir A > 0 alalim. Dogal sayilarin
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istten sinirsizligindan

1
— <A
N <

1{’

gerceklenir.

Simdi, (X,§,7) uzayi iizerindeki topolojiden bahsedelim.

Sonug 4.6. x € X ve A > 0 i¢in
Up(x) ={yeX[(xy) eUp} ={y e X[Fn(A) >1-2}
kiimesi tamimlansin. Bu durumda,
Tuq:{OgX\VxEOigin IA >0 Uy(x) Co}u{o} 4.1)

toplulugu X iizerinde birinci sayilabilir bir topolojidir.

Ispat. 7y, toplulugunun X tizerinde bir topoloji oldugunu gosterelim.
(T1) 0 ve X kiimeleri 7y, tanimi geregi daima topluluga aittir.

(T2) Herhangi iki 01,0, € Ty, Ve herhangi bir x € O; N O, alalim. Bu durumda Ty,
tanimindan Uy (x) € Oy ve Ug(x) C O olacak sekilde a, > 0 vardir. y = min{a, B} se¢imi

i¢in, Uy C Uy N Ug oldugundan
Uy(x) € (Ua NUB)(x) = Uqg(x) NUg(x) € 01N Oz

gergeklenir. O halde, O1 M O, € 7y, bulunur.

(T3) I herhangi bir kiime ve her & € I icin Oy € Ty ] olmak iizere,

Herhangi bir

X € UOa
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alalim. Bu durumda, x € Og, olacak sekilde bir o € I vardur. Ty, tanimindan Uy (x) C Oq,

olacak gekilde bir A > 0 vardir. Bu durumda
Uy (x) € Ogy © U Oq
acl

saglanir. O halde
U Oa € Tﬂq

acl

dir.

Sonuc 4.7. (X,3§,t) uzay1 (Ul), (U2), (U3) ve

(U4) Her x,y € X i¢in §xy = $yx

kosullarin1 gergekliyorsa X uzay: diizgiinlenebilir bir uzaydir.

Teorem 4.8. F : X x X — A} seklinde tanimli ve ¢, > t,,,4 kosulunu gercekleyen bir t-norm
olmak tizere, (X, F,t) uzay1 (Ul), (U2), (U4) kosullarini ve her x,y € X icin,

(US) Fy=¢yisex=y

kosulunu sagliyorsa (X, F,t) bir Menger olasiliksal metrik uzay olur ve Onerme 2.58 de

verilen 7,4+ topolojisi ile (4.1) de ifade edilen 7y, topolojisi Ortiisiir.

Ispat. (X,7,:) topolojisi ile (X, Ty,) topolojisinin cakisuini gdstermek igin Onerme 2.58
de tanimlanan d* fonksiyonun agagidaki 6zelligi saglamasi yeterlidir. Bunun igin, her A > 0

ve her x,y € X icin
d*(x,y) <A <= F,(A)>1-14 4.2)

olmak iizere, d*(x,y) < Ap ve Fy,(Ag) < 1 — A olacak sekilde bir Ay > 0 oldugunu kabul
edelim. Bu durumda, Ay € {1 € R| F,,(A) < 1 —A} dir. Kabulden, Ay < d*(x,y) < Ao
oldugundan Ay < Ag ¢eliskisi elde edilir. O halde kabuliimiiz yanlistir.

Tersine; Fyy(A) > 1 —A olsun. A nin, {A € R | F,,,(A) <1 — A} kiimesi igin bir iist sinir
oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in, 4 < A¢ olacak sekilde bir A9 € {A € R| F,(4) <
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1 — A} oldugunu kabul edelim. Fy, in monoton artanligindan
Fo(A) < Fy(Ao) <1—2g < 1—2

elde edilir. Bu ise hipotezimizle ¢elisir. Kabuliimiiz yanlistir.

Teorem 4.9. X herhangi bir kiime, § : X x X — AT, (Ul), (U2) ve (U5) kosullarin
gercekleyen bir fonksiyon ve ¢ > t,,,4, t-normu verilsin. Bu durumda, X iizerinde 1. sayilabilir

ve Hausdorft olan bir topoloji vardir.

Ispat: Sonug 4.6 da ispatlandig1 gibi, X iizerinde, B = {U; | A > 0} toplulugunu taban
kabul eden bir {l; kuazi-diizgiinligii ve t, nun dogurdugu 7y, topolojisi vardir ve bu topoloji

B(x) ={U,(x) | A > 0} toplulugunu her x € X noktasinda lokal taban kabul eder.

d*(x,y) = sup{a € R | (x,y) ¢ Uy} [21] alinirsa, (U1) ve (U5) kosulu altinda

d*(x,y) =0 <= x =y Vet > fyg oldugundan (U2) kosulu altinda, d* ii¢cgen esitsizligini
gercekler. B, (x) = {y € X | d*(x,y) < A} denilirse {8, (x) | A > 0} toplulugu her x € X
noktasinda bir lokal tabandr, ¢iinkii 98 (x) C Uy (x) ve U 2 (x) C B, (x) saglanir. Dolay1styla

g kuazi-diizgiinligi Hausdorff ve 7y, Hausdorff ve 1. sayilabilir bir topoloji olur.

Literatiirde d(x,x) = 0 ve d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) kosullarin saglayan d : X X X — [0, 00|

fonksiyonuna kuazi-metrik adi verilmistir. Dolayisiyla, (X,d*) kuazi-metrik uzaydir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez, [12], [20], [6] ve [2] kitaplarim1 temel alan bir derlemedir.

Olasiliksal metrik uzay konularinda 6nemli rol oynayan dagilim fonksiyonlarmin soldan
stirekliligini ve simetri 6zelligini kaldirarak, uygun kosullar altinda tanimladigimiz dagilim
fonksiyonlar1 ile bir kuazi-diizgiinlik elde ederek bu kuazi-diizgiinliigiin dogurdugu
topolojiyi ve bu topolojinin bazi ozelliklerini inceledik. Son olarak bu uzay iizerinde bir
kuazi-diizgiinliik tarafindan dogurulan topolojinin 1. sayilabilir 7> (Hausdorff) oldugu elde

edildi ve bu uzayin kuazi-metrik oldugu belirlendi.
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