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Regresyon modelinde bagimsiz degiskenin hatasiz 6l¢iildiigi varsayilir. Bu
varsayim saglanmadiginda veri 6l¢lim hatalar ile bozulur. Veri analizinde, 6l¢iim
hatalar1 ¢ok sik goriiliir.

Veride Ol¢lim hatalarmin varliginda klasik istatistiksel yOntemlerin
gecerliligi diisme egilimine girer ve parametrelerin en kiigiik kareler tahmin
edicileri yanli ve tutarsiz hale gelir. Parametrelerin tutarli tahmin edicilerini
bulmak i¢in 6l¢lim hatalariin bilinen kovaryans matrisi ve bilinen giivenilirlik
matrisi gibi bazi ilave bilgiler gereklidir.

Bu calismada, degiskenlerde Ol¢iim hatasi olmasi durumunda, Olgiim
hatasini en aza indirebilecek alternatif parametre tahmin yontemleri ve veride ¢oklu
i¢ iliski olmast durumunda 6l¢iim hatali modellere bazi yanli parametre tahmin
yaklasimlari incelenecektir. Ayrica, bu tahmin ediciler teorik ve sayisal drnekler ile
degerlendirilecektir.

Anahtar Kelimeler: Ol¢iim hatali model, Tanimlanabilirlik, Giivenilirlik matrisi,
Arag degisken yontemi, Liu tahmin yaklagimi
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In the regression model, it is assumed that the independent variable is
measured without error. If this assumption is not provided, the data is corrupted by
measurement errors. In data analysis, measurement errors are very common.

In the presence of measurement errors in the data, the validity of classical
statistical methods tends to fall, and the least squares estimators of the parameters
become biased and inconsistent. In order to find consistent estimator of parameters,
some additional information is required, such as the known covariance matrix of
the measurement errors and the known reliability matrix.

In this study, alternative parameter estimation methods in case of
measurement errors in variables are considered. Moreover, some biased parameter
estimation approaches to the measurement error models in case of multicollinearity
in data are examined. Also, these estimators are evaluated with theoretical and
numerical examples.

Key Words: Measurement error model, Identifiability, Reliability matrix,
Instrumental variables technique, Liu estimation approach
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GENISLETILMIS OZET

Olgme, belli bir nesnenin ya da nesnelerin belirli &zelliklere sahip olup
olmadiklarinin, sahip ise olus derecesinin goézlenip, gozlem sonuglarini say1 ve
sembollerle ifade etmeyi saglayan deneysel bir islemdir. Hipotezleri test etmemiz
icin degiskenleri Olgmemiz gerekir. Bu degiskenleri dogru Olgmemiz ¢ok
onemlidir. Olgiim ise, 6l¢cme sonucudur.

Bir bakima tiim istatistiksel problemler &l¢iim hatasini igerir. Olgiim hatast,
ilgilenilen bir modele giren degiskenlerden birini veya daha fazlasini tam olarak
gozlemleyemedigimiz zaman meydana gelir. Bu tiir hatalarin ortaya ¢ikmasinin
bircok nedeni vardir. En yaygin olan1 aragsal (instrumental error) hata ve érneklem
hatasidir. Bu gibi durumlarda, degiskenler iizerindeki gozlemler dogru bir sekilde
gdzlenemez ve veri Ol¢iim hatalari ile bozulur. Her zamanki istatistiksel yontemler
diisme egilimine girer ve parametre tahminleri yanli ve tutarsiz olabilir.

Regresyon modelinde, bagimsiz degiskenin hatasiz 6l¢iildiigii varsayilir.
Bu varsayim bozuldugunda model &lgiim hatali olur. Olgiim hatali modeller,
regresyon modellerinin bir genellestirilmesidir. En basit lineer 6l¢im hatali model
i¢in amag her ikisi de hata ile dlgiilen iki degisken arasinda uydurulan dogruyu iki
degiskenli veriden tahmin etmektir. Ol¢iim hatali modeller veri analizinde ¢ok
yaygin olarak goriliir.

Vektor agiklayict degiskenli yani, birden fazla agiklayici degiskenli
modeller, tek degiskenli modelin bir genisletilmesidir. Vektor degerli agiklayici
degiskenli dogrusal 6l¢iim hatali model, denklem hatasi olan model ve denklem
hatas1 olmayan model olarak ele alinir. Denklem hatasi, gercek degerler arasinda
tam olarak dogrusal bir iliskinin olmadigi (yani, gercek degiskenler arasindaki
iligkinin tam olarak bilinmedigi) ve deklemde bir q hatasinin oldugu modellerdir.
Bu modellerde fark q denklem hatasi acisindan gerceklesir. Olgiim hatali modeller,
gercek degerin (&) durumuna gore, yapisal, fonksiyonel ve ultrayapisal model
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olarak ele almabilir. Olgiim hatali model ve regresyon modelleri arasindaki en
onemli farklardan birisi de modelin tanimlanabilirligi ile ilgilidir. Literatiirde, bir
normal yapisal modeli tamimlanabilir kilacak olan alt1 yan varsayim vardir.
Parametrelerin tutarli tahmin edicilerini bulmak i¢in, 6l¢iim hatalarinin bilinen
kovaryans matrisi ve bilinen giivenilirlik matrisi gibi bazi ilave bilgiler gereklidir
(Schneeweiss (1976), Fuller (1987), Gleser (1992), Cheng and Van Ness (1999)).

Gleser (1993), maksimum olabilirlik yonteminin, en kiiciik kareler tahmin
yontemi ile ayni1 sonug verdigini géstermistir. Parametrelerin tahmin edilmesinde,
maksimum olabilirlik yonteminden ziyade ara¢ degisken yontemi ve
genellestirilmis en kiigiik kareler gibi bazi alternatif yaklasimlar Onerilmistir.
Aciklayict degiskenler ile hatalarin iliskili olmasi durumunda en kiiciik kareler,
yanli ve tutarsizdir. BOyle bir durumda, hata ile iliskisiz bir ara¢ degiskeni
tanimlanir. Genellestirilmis en kiiglik kareler tahmin edicisi yansiz, tutarli ve etkili
bir tahmin edicidir. Ikinci boliimde bu tahmin ediciler ile ilgili simiilasyon
calismalarina yer verilmistir.

Lineer regresyon analizinde temel varsayimlardan birisi de agiklayici
degiskenlerin tamaminin lineer bagimsiz olmasidir. Bu varsayim, ihlal edildigi
zaman veride c¢oklu i¢ iligki problemi ortaya ¢ikar. Veride ¢oklu ig iligki olmasi
durumunda, en kiiciik kareler tahminleri, tahmin edilen parametrelerin gergek
degerinden oldukga farkli olabilir. Bu olumsuzlugu ortadan kaldirmak igin
regresyonda en kiigiik karelere alternatif bazi yanli tahmin ediciler onerilmistir.
Bunlardan en ¢ok bilinen ve en ¢ok ¢alisilanlar Hoerl ve Kennard (1970) tarafindan
tanimlanan ridge regresyon tahmin edici ve Liu (1993) tarafindan onerilen Liu
tahmin edicidir. Bu ¢alismanin iiclincti béliimiinde, ¢oklu i¢ iliskinin varliginda
Olcim hatali modellerde ridge ve Liu yanhi tahmin yaklagimlar1 incelenecektir.
Yanli tahmin edicilerin performanslarmin karsilagtirilmasi, teorik ve sayisal
degerlendirmeler ile analiz edilecek, ayrica bu tahmin edicileri kargilagtirmak i¢in
bir simiilasyon caligmas1 yapilacaktir.
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TESEKKUR

Her insan yeni bir siirece baslarken i¢cinde bazi kaygilar ve tereddiitler ile
baglar. Bu siirecte, kiginin calisma azmi kadar ona destek olan insanlarin mahiyeti
de oldukg¢a 6nemlidir. Bu siirecte, yanimda olan, tecriibesiyle bana her tiirlii konuda
bilgi ve birikimini aktaran, beni dogruya ve arastirmaya yoOnlendiren, degerli
zamanini bana ayiran damisman hocam Sayin Dogent Doktor Giilesen
USTUNDAG SIRAY’a sonsuz tesekkiirlerimi sunuyorum.

Yiiksek lisans egitimim boyunca bana bilgi ve birikimlerini aktaran,
desteklerini esirgemeyen Istatistik Anabilim Dal1 hocalarima tesekkiir ediyorum.

Bu siiregte yanimda olan arkadaglarima ve desteklerini hayat boyu

hissettigim aileme bana katkilarindan dolay: tesekkiir ediyorum.
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1. LINEER OLCUM HATALI MODELLERE GIRIS VE ONCEKI
CALISMALAR Caner INCEKAS

1. LINEER OLCUM HATALI MODELLERE GiRiS VE ONCEKI
CALISMALAR

1.1. Giris ve On Bilgiler
Olgiim hatali (measurement error: ME) modeller regresyon modellerinin

genellestirilmesidir. ME modeller, veri analizinde ¢ok sik karsimiza cikar.

1.1.1. Ol¢me ve Ol¢iim

Olgme, belli bir nesnenin ya da nesnelerin belli 6zellige sahip olup
olmadigmin, sahipse olus derecesinin go6zlenip, gdzlem sonuclarini sayr ve
sembollerle ifade etmeyi saglayan deneysel bir islemdir. Calisilan konuda gézlenen
her ne ise, onun bir miktar1 ya da ait oldugu bir kategorisi vardir ve bu (boyda,
kiitlede oldugu gibi nicel olarak) sayilarla ya da (cinsiyette, dogum yerinde oldugu
gibi nitel olarak) sembollerle gosterilebilmelidir. Hipotezleri test etmek icin
degiskenleri 6lgmemiz gerekir. Bu degiskenleri dogru 6lgmemiz ¢ok Onemlidir.
Cogu konuda yapilan galigmalarin sonuglari, sayisal biiyiikliiklerle ifade edilen
dlgiimler yardimi ile elde edilir. Olgme isleminin dogasinda fark vardir. Kisaca,
6lgme varliklarin sahip olduklar1 nitelikleri nicelendirme islemidir.

Olgiim, 6lgme sonucudur. Olgiim, gdzlemlerin sayilara g¢evrildigi bir
stirectir. Bu sayilar, onlardan yapilabilecek yorumlari ve onlarla anlamli bir sekilde
kullanilabilecek istatistiksel yontemleri belirler. Yani, 6l¢me islemi sonucunda elde
edilen sayrya ya da sembole dlgiim denilmektedir. Ornegin, Adana’nin niifusu 4
milyondur, bugiin hava sicakligi 36 °C’ dir, Can 70kg’dir vb. Hesaplanan veya
Olciilen bir degerin gercek degere olan yakinligi, yapilacak olan analizler i¢in

olduk¢a dnemlidir.



1. LINEER OLCUM HATALI MODELLERE GIRIS VE ONCEKI
CALISMALAR Caner INCEKAS

1.1.2. Ol¢iim Hatas

Tiim istatistiksel analizlerdeki temel bir varsayim gozlemlerin tamaminin
dogru bir sekilde Olcililmesidir. Yapilan arastirma yontemini anlayabilmek igin
Olclimler yapilir, ancak yapilan dlglimler bazen bir miktar hata icerebilmektedir.
Bir bakima, tiim istatistiksel problemler 6l¢iim hatasini igerir. Buradaki amagclar
dogrultusunda, Ol¢liim hatasi, ilgilenilen bir modele giren degiskenlerden birini
veya daha fazlasini tam olarak gbzlemleyemedigimiz zaman meydana gelir. Bu tiir
hatalarin ortaya ¢ikmasinin bircok nedeni vardir, en yaygin olami aragsal hata
(instrumental error) ve 6érneklem hatasidir.

Ornegin, tat, iklim kosullari, zekd, egitim, yetenek vb gibi degiskenler
Olciilebilir degildir. Bu durumda, kukla degiskenler kullanilir ve gbzlemler kukla
degiskenlerin degerleri acisindan kaydedilebilir.

Degiskenler bazen agik bir sekilde tanimlanir, ancak goézlemleri dogru
almak zordur. Ornegin, yas, genellikle tam yillarda veya bes’in katlarinda bildirilir.

Bazen degisken kavramsal olarak iyi tanimlanir, ancak iizerinde dogru
gozlemleri almak miimkiin degildir. Bunun {izerine gézlemler yakin iligkili temsilli
degiskenler {izerinden elde edilir. Ornegin, egitim seviyesi, 6gretim yil1 saysi ile
Olculiir.

Bazen degiskenler iyi anlasilir, ancak nitelikseldir. Ornegin, zeka, zeka
derecesi skorlar1 (IQ) ile dl¢iiliir.

Su veya kan kimyasallar1 degerleri Olgiilirken genellikle hata ile
Olgiiliirler. Laboratuvarlar, rutin olarak kullanilan Sl¢lim aletlerini ayarlarlar ve
yapilan bu ayarlamaya baglh olarak degerler elde edilir. Ger¢ek ve Olgiilen deger
arasinda bir iliski olmadig siirece bunlar bazi hatalar igerecektir.

Harvard alti1 sehir calismasi, bazi kirleticilere maruz kalmanin ¢ocugun
solunum durumu iizerindeki etkisini incelemistir. Bir bireyin ger¢ek maruziyetini
Olgmek zordur. Bunun yerine, evde yilin farkli zamanlarinda farkli odalarda

gozlemler yapilmistir. Bu degerler, maruz kalma degeri olarak modele alinmistir.
2



1. LINEER OLCUM HATALI MODELLERE GIRIS VE ONCEKI
CALISMALAR Caner INCEKAS

Olgiimler, bireylerin siirekli maruziyetini 6lgen bir yaka monitorii taktigt
calismalarla dogrulanmigtir (Buonaccorsi, 2010).

Birey, sirket veya daha biiyiik diizeyde (6rnegin, ilge, lilke vb) oOlgiilen
bircok finansal ve ekonomik degiskenler Ol¢cim hatasina tabidir. Hata
kendiliginden raporlama (bildirme), ornekleme, degiskenlerin baska verilerden
olugmasindan vb kaynaklaniyor olabilir.

Birgok fiilke, igsizligi, ticretleri ve diger is ve saglik degiskenlerini 6l¢gmek
icin siirekli arastirma yapmaktadir. Bu veriler, genellikle zaman i¢inde modellenir.
Buradaki olctim hatasi, bireylerin, hanelerin vb alt 6rneklemlerini kullanarak
yapilan tahminlerden kaynaklanan Ornekleme hatasidir. Olgiim hatalarinim,
bireylerin ya da hane halkinin aragtirmada bir siire kaldig1 ve daha sonra dagitildig
blok 6rneklemesinin bir sonucu olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Bu gibi durumlarda degiskenler {izerindeki gozlemler dogru bir sekilde
gozlenemez, gercek degerleri kaydedilmez ve Olglim hatalar1 ile bozulur.
Degiskenin gozlenen ve gergek degeri arasindaki fark Ol¢iim hatasi veya
degiskenlerdeki hatalar olarak adlandirilir. Veri dl¢im hatalart ile bozuldugu
zaman, her zamanki istatistiksel yontemlerin gegerliligi diisme egilimine girer.
Degiskenlerdeki Ol¢lim hatalari sebebiyle parametre tahminleri yanl ve tutarsiz
olabilmektedir. Bu gibi durumlarda, alternatif bazi parametre tahmin yontemleri

onerilmigtir.

1.2.Bazi1 Temel Kavramlar
Bu kisimda, tezde ¢ok kullanacagimiz bazi temel kavramlari

tanimlayacagiz.
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1.2.1. Yansizhk

&byl (cf | 49) fonksiyonundan rasgele orneklemler olmak tizere

degiskenlerin bir fonksiyonu olan & = h(&,&,,....&,) tahmin edicisinin yansiz
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul E (é) =6 olmasidir.

Yani, 6 tahmin edicisinin beklenen degeri 6 parametresine esit ise é’ya
yansiz tahmin edici denir. Bu durumda, E (é)—@ farki yanliligin (bias) bir
Olclistidiir.

Bias(0) = E(0)-0
0= h(éj] , &, 48 é_,‘n) tahmin edicisinin @ parametresinin asimptotik olarak

yansiz tahmin edicisi olabilmesi i¢in lim £ 0)=6 sartinin saglanmasi gerekir.
g g

n—>0

1.2.2. Tutarhhk

Tutarlilik 6zelligi, 6rneklem biiyiikliigli sonsuza dogru artarken, tahmin
edicinin ger¢ek parametreye yakinsamasini gerektiren oldukga temel bir 6zelliktir,
fakat iyi bir tahmin edici i¢in tek basina yeterli bir 6zellik degildir. Tutarlilik (tiim
asimptotik Ozelliklerin yanisira) tek bir tahmin ediciden ziyade tahmin edicilerin
bir dizisi ile ilgilidir.

f (éf | 6’) dagilimina gore &,&,,... ‘leri gozlemlersek, n boyutlu her bir
orneklem icin ayni1 tahmin prosediiriinii uygulayarak V[A/n =VIA/n (fl,...én) tahmin

edicilerinin bir dizisini olusturabiliriz. Ornegin, & =&, g = (661 +&, ) / 2,

g = (51 +&,+ &, ) / 3 vb. Simdi tutarli bir dizi tammlayalim.
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limPg(‘WA/n—H‘<5):l

n—o0

Wn = Wn (..., ) tahmin edicilerinin bir dizisi, her £ >0 ve her 6 € ®

icin ¢ parametresi tahmin edicilerinin (Wn) tutarh bir dizisidir.

Burada, P bir olasilik dagilimini ifade etmektedir. Ayrica, Orneklem
biiylikliigi sonsuza dogru artikga (6rneklem biiylikliigiiniin gittikce daha iyi
olmasi), tahmin edici yliksek olasilikla parametreye yakin olacaktir veya tahmin
edicilerin tutarli bir dizisinin gercek parametreyi 1skalama olasiligimin kiiciik

oldugunu soyleyebiliriz. Tutarlilik i¢in esdeger bir ifade, her £ >0 ve 6 € ® igin

tutarl1 bir Wn dizisi,

ling(‘Vf/n—H‘Zé‘):O

n—>0
olur.

Sonug olarak, her & € ® i¢in
lim Var,(W,) =0,

lim Bias,(W,) =0
n—»0
ise W , @ ’mn tahmin edicilerinin tutarh bir dizisidir.

EKK (en kiigiik kareler) tahminleri tutarsiz olduklari i¢in ME model

parametreleri i¢in iyi tahminler olarak diigtiniilmez.

1.2.3. Tanimlanabilirlik

TZ{TH :6’6@}, ® parametre uzaymnm sonlu yada sonsuz boyutlu

oldugu istatistiksel bir model olsun. 7", € —7, eslemesi bire bir ise

tanimlanabilirdir. §,,6, € ® tamamu i¢in,
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T, =T,,=6,=0,

olur. Bu tanim, @ ’nin farkli degerlerinin, farkli olasilik yogunluk fonksiyonlarina

karsilik gelmesi gerektigi anlamina gelir: 6, = 6, ise, T, # T, dir.
Tanimlanabilirlik, kesin ¢ikarimin miimkiin olmasi i¢in bir modelin yerine

getirmesi gereken bir 6zelliktir, yani bir tahmin edici veya tahmin islemi degildir.

Bir model, sonsuz sayida gozlem elde edildikten sonra bu modelin temel

parametrelerinin gergek degerlerini 6grenmek teorik olarak miimkiin oldugunda

tamimlanabilirdir. Model tanimlanamaz ise ¢ikarim yapmak zordur. Ornegin,
P(x|6)=P(x|0') ise, her iki dagihmdan gelen gbzlemler tamamen aym

goriiniir ve parametrenin gergek degerinin € veya @' olup olmadigini bilmenin bir
yolu olmazdi. Ozellikle, hem @ hem de &' olabilirlik fonksiyonunun ayni degerini
verirdi. Tanimlanabilirlik ile ilgili problemler, genellikle model yeniden

tanimlanarak ¢oziilebilir.
Ornegin, standart regresyon modelini, y=Xf+¢&, E [&‘ | X ] =0

diisiinelim. /3 parametresinin tanimlanabilir olmasi igin gerek ve yeter kosul XX

’in tersinin var olmasi gerekir. Bu, modeldeki tanimlanabilirlik kosuludur.

1.3. ME Modeller

ME modeller (ayrica degiskenlerdeki 6l¢iim hatalar1 olarak adlandirilir)
regresyon modellerinin bir genellestirilmesidir. En basit lineer ME model i¢in
amag, her ikisi de hata ile 6l¢iilen iki degisken arasinda uydurulan dogruyu, iki
degiskenli veriden tahmin etmektir. Adcock (1877, 1878), genellikle bu tiir
modelleri diisiinen ilk kisi olarak kabul edilir. ME modeller, veri analizinde ¢ok
yaygin olarak goriiliir. ME modeller, regresyon modelleriyle karsilastirildiginda
hem avantajlara hem de dezavantajlara sahiptir. Bu bdliimde, basit dogrusal ME

modelleri tanitacagiz ve bu modellerin temel Ozelliklerinin bazilar ve tipik

6
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uygulamalarinin yani sira, bazi giiclii ve zayif noktalarini tartisacagiz. Bagimsiz

gozlemlerin bir kiimesi,

(éj Eéj
Y o Yn
verildiginde bir agiklayict degiskenli standart regresyon modeli,

y=p+ps+e (1.1)
ile verilir, burada £ bagimsiz degiskeni ya sabit ya da rasgeledir ve ¢ hatasi sifir
ortalamaya sahiptir ve ¢ ile iliskisizdir. Bilinmeyen sabit S, ve egim f,
genellikle EKK teknikleri veya daha dayanikli (robust) bir yontem kullanilarak

tahmin edilir.

Karsilik gelen standart dogrusal ME model & ve 1 degiskenleri arasinda,

n=p5+ps (1.2)
seklinde bir iliski oldugunu, ancak & ve 7 degiskenlerinin gézlemlenemez
oldugunu ve sadece ilave hatalar ile gozlenebilecegini varsayar. Boylece, dogrudan
& ve n’yii gbzlemlemek yerine & ile 0 ve ¢ hatalarimin iliskisiz oldugu yerde

x=&4+40 ve y=n+eée (1.3)
degiskenleri gozlemlenir.

Hem £ hem de 7 hata ile dl¢iildiigli i¢in bu model, ME model olarak ele
alinir. Bu model ‘standart’” ME model olarak adlandirilir. £ ve 7 degiskenleri,
bazen gizil degiskenler olarak ifade edilebilir. £ degiskeninin hata ile 6l¢tildiigi
uygulamalar muhtemelen ¢&’nin kesin olarak Olgiildigli uygulamalardan daha

yaygindir.
Endiistriyel deneylerde sicaklik ve basing, tarimsal deneylerde giibre veya

su seviyesi, besin gereksinimlerini belirlemek i¢in yapilan diyet ¢aligmalarinda
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protein seviyeleri, bir ogiitiicii degirmeninin hiz1 vb gibi degiskenler hata ile
Olciilebilir.
n boyutlu bir 6rneklem i¢in dogrusal tek degiskenli ME model asagidaki

gibi formiile edilebilir.
n=B+BE, i=12,..m (1.4)

(é,?]l.) gozlemlenemeyen ‘gercek’ degiskenler, (1.4) esitligini saglar, bununla

birlikte gercek degiskenler, (é;,ei) ilave hatalar1 olan, (xi,yi), i=12,...,n
gozlemleri,
x, =& +0, ve y =n+s, i=12,..,n (1.5)

olarak gozlenir. Burada, ¢,,...,0,, &,...,&, tamaminin sonlu varyansa sahip

n n

oldugu, iliskisiz oldugu ve sifir ortalamaya (genellik kaybi olmaksizin) sahip

oldugu varsayilsin:
E(6)=E(&)=0, var(6)=0;, var(g)=0., heriigin,

COV(é‘i,é‘.):COV(é‘i,&‘j):O, her i # j igin ve (1.6)

J

COV(&,&) =0, her i,/ i¢in olur.

LA

Teorik sonuglarin bir¢ogu, degiskenlerin bagimsiz olmasimni ve sadece
iligkisiz olmamasini gerektirir. Genellikle (é'i,ei) hatalarinin normal olarak

dagildigr varsayilir ve iligkisizlik varsayimi otomatik olarak bir bagimsizlik
varsayimi haline gelir.

O, ve g, hatalan lizerindeki kisitlayict varsayim, her birinin ortak

ortalama ve varyansa sahip olmasidir. Eger bu ortak ortalamalar sifir degilse

(6rnegin, sistematik hatalar varsa), /3 ’a ilave edilebilir, bu nedenle hatalarin sifir
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ortalamaya sahip oldugu varsayimi kisitlayici degildir. Bununla birlikte, boyle bir
ilave, sabit terimsiz bir modeli sabit terimli bir modele doniistiirebilir.

¢ hakkindaki varsayimlara bagli olarak (1.2)-(1.3) formunda ¢ farkli

model vardir:

i. & ’ler bilinmeyen sabitler ise, o halde model bir fonksiyonel model olarak

adlandirilir.

ii. &, bagmmsiz aym sekilde dagilmus rasgele degiskenler ve hatalar
bagimsiz (sadece iliskisiz degil) ise, model yapisal model olarak
adlandirilir. Yapisal model igin, E(& )= u ve var(&)=0" olarak ifade
edilir.

iii. Ugiincii bir model, ultra yapisal model (Dolby, 1976), & ’nin yapisal
modelde oldugu gibi bagimsiz rasgele degiskenler oldugunu ancak ayni

sekilde dagilmadigim, bunun yerine muhtemelen farkli 4, ortalamalarina

ve ortak o varyansina sahip oldugunu varsayar.

Ultra yapisal model, fonksiyonel ve yapisal modellerin bir

genellestirilmesidir: g4 =...= g, ise, o halde ultra yapisal model, yapisal modele
indirgenir; o> =0 ise, ultra yapisal model, fonksiyonel modele indirgenir.
Ik bakista, ME model, bir regresyon modeline benzer. Bununla birlikte,

regresyon, 0 hatast sifir oldugu zaman, ME modelin &zel bir durumudur. Bir

regresyon modeli olarak (1.2) ve (1.3) yazilmaya calisilirsa,
y=By+Bx+(e=B0)= B+ Bx+¢ (17)

elde edilir. Bu genel regresyon modeli degildir, x rasgeledir (her ME model i¢in)

ve hata terimi ¢ ile iliskilidir, & :COV(x,é' )=—ﬂ10'§. Bu kovaryans, yalnizca

regresyon modeli olan & =0 oldugu zaman veya S =0 oldugu zaman sifirdr.
9
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Eger ME model verisi iizerinde regresyon tahminleri (EKK) kullanilirsa tutarsiz

tahminler elde edilir.

Ornek 1.1: &’lerin gozlenemedigi bir duruma o6rnek olarak musir verimi ve
topraktaki mevcut azot arasindaki iliskiyi diistinelim. Klasik dogrusal regresyon
modelinin verim ve azot arasindaki iliskiye uygun bir yaklasim oldugunu
varsayalim. [, katsayisi, topraktaki azot bir birim arttig1 zaman verimdeki artigin
miktaridir. Topraktaki mevcut azotu tahmin etmek i¢in deneysel arsanin topragini
orneklemek ve secilen Ornek tizerinde laboratuvar analizi yapmak gerekir.
Orneklemin ve laboratuvar analizinin bir sonucu olarak, ¢ gozlemlenemez, ancak
& ’nin bir tahmini gézlemlenir. Bu nedenle, x =&+ & gozlemlenen azotu temsil
eder ve § Ornekleme ve laboratuvar analizi i¢in yapilan 6l¢iim hatasidir.

Toprak azot verisinin toplanmasina bagli olarak bazi durumlar soz
konusudur. Ilk olarak, topragin farkli alanlarda, farkli seviyelerde toprak azotu
iiretecek sekilde deney istasyonlar1 tarafindan yonetilen deney alanlarinin bir
kiimesi oldugunu varsayalim. Ornegin, cesitli alanlarda giibre uygulanmasi ve
doniisiimlerde baklagillerin farkli seviyelerde biiyiimesi farkli miktarlarda toprak
azotu tiretecektir. Boyle bir durumda, farkli alanlarda, ger¢ek ama bilinmeyen azot
seviyeleri sabit olarak ele alinir. Burada, ¢ sabit olarak segildigi i¢in fonksiyonel
model uygun olacaktir.

Diger yandan, eger toprak lowa eyaletinde ¢ift¢inin bir tarlasinin rasgele
bir 6rneklemi olsaydi, toprak azotunun gergek degerleri rasgele degiskenler olarak
ele alimirdi. & rasgele olarak segildigi igin yapisal model uygun olacaktir (Fuller,
1987).

Ornek 1.2: Bir iiniversitenin basari oranimin (77), bu {iniversiteden mezun olan
ogrencilerin ortalama ise yerlesme siirelerinin (&) bir fonksiyonu olarak
modellendigini varsayalim. Veri rasgele belirlenen tiniversitelerden aliniyor ise, her

10
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iki degisken de rasgele olacaktir. & rasgele secildigi i¢in yapisal model uygun

olacaktir.

1.3.1. ME Modellerin Temel Ozellikleri
Model (1.1) ve model (1.2)-(1.3) arasindaki goriinen kiigiik degisikler bazi
onemli pratik ve teorik sonuglara sahiptir. Bunlar, ME modelleri, regresyon

modellerinden ayiran 6nemli noktalardir.

1.3.1.1. Modelin Tamimlanabilirligi

ME model ve regresyon modelleri arasindaki en onemli farklardan biri
modelin tanimlanabilirligi ile ilgilidir. ME modeldeki rasgele degiskenlerin
tamamin1 ortak olarak normal varsaymak yaygindir. Bu durumda, (1.2)-(1.3)
yapisal model, taniml degildir. Bu, farkli parametre kiimelerinin x ve y ’nin aym
ortak dagilimina neden olabilecegi anlamia gelir. Bu durumda, veriden tutarl

parametreler tahmin etmek miimkiin degildir, ¢iinkdi tutarli bir tahmin edicinin
limiti tek olmak zorundadir. Diger bir deyisle 6, = 0, ile én — 0, ve én — 6, i¢in
miimkiin degildir.

Eger, Z dagilimi belli bir aileden F = {FO;(9 € @} gelen rasgele bir vektor
ise, 0 halde 6 vektoriiniin ’inci bileseni olan @, parametresi ancak ve ancak Z’nin

aym sekilde dagilmamasina yol acarsa, i’inci bilesenleri farkli olan € € ® ’un iki
degeri yok ise tamimlanabilirdir. 6 parametrelerinin vektdrii, ancak ve ancak

bilesenlerinin tamami tanimli ise tanimlanabilir oldugu sdylenir. Model, eger 6
tanimlanabilir ise tanimli olacagi sOylenir. Bir parametrenin tanimlanabilirligi
parametrenin tutarli bir tahmin edicisini garanti etmez. Bu nedenle bazi
aragtirmacilar tamimlanabilirligi farkli tanimlamaktadir. Tutarli bir tahmin ediciye

sahip ise, tanimlanabilir olan bir parametre tanimlarlar.
11



1. LINEER OLCUM HATALI MODELLERE GIRIS VE ONCEKI
CALISMALAR Caner INCEKAS

Literatirde, biri normal yapisal modeli tanimlanabilir kilacak olan alt1 yan
varsayim vardir. Bunlar,

a. A=o0’/o} hatavaryans oraninin bilinmesi,

b. & 'nin giivenilirlik oram K, "nin bilinmesi,

c. o, nin bilinmesi,

o . (1.8)
d. o ’nun bilinmesi,
e. Her iki hata varyansi o7 ve o 'nin bilinmesi veya
f. 3, sabit terimin bilinmesi ve E (x) # (0 olmasidir.
Burada,
2 2
o o
K, = (1.9)

- o’ +0§ - var(x)
oram giivenilirlik oranmi olarak adlandirilir (Fuller, 1987) ve f,’in standart
regresyon tahmininin yanhhig ile iliskilidir. Burada o, ¢ gercek degerinin
varyansidir.

Giivenilirlik orani, genetikte kalitim derecesi olarak adlandirilir. Bir
bitkinin veya hayvanin goézlenen bir ozelligi olan x degeri fenotip, bireyin

gozlemlenmemis gergek genetik yapist & degeri ise genotip olarak adlandirilir.
Fenotip, cevresel etkinin Ol¢iim hatasi (5 ) oldugu yerde genotipin ve cevresel

etkinin toplamidir.

1.4. Tek Degiskenli Normal ME Modelde ML Tahmini
Gozlemlenebilir (xi , yi) ‘nin ortak olarak normal dagildigi varsayim

altinda, parametrelerin ML (maximum likelihood: ML) tahminleri, tek degiskenli

12
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model i¢in elde edilebilir. Bu ortak normallik varsaymm &, &, ve g, ’nin ortak

olarak normal oldugu varsayimina denktir.

1.4.1. Yapsal iliskiler icin ML Tahmini
(1.2)-(1.3), (1.6) denklemleri ve

E(x)=E(&)=p>
E(y)=E(n)=u,=p,+pBu

var(x) =o. =var(&)+o; =0 +05, (1.10)
var(y) = o, = var(n)+ o, = flo’ +o;,
cov(x,y) =0, =cov(&,n)=fo’,

esitlikleri yapisal iliskinin tanimin1 verir.

Ortalamalar ve varyanslar sabit oldugu icin veri, bagimsiz ve ayni
dagilimlidir. Bu durum, veri bagimsiz ancak aymi dagilimli olmadiginda
fonksiyonel model i¢in dogru degildir. Yapisal model i¢cin ML fonksiyonu
yazilabilir ve dogrudan maksimize edilebilir veya ortalamalar, varyanslar ve
kovaryanslar i¢in bilinen ML tahminlerinden tahminleri elde etmek i¢in ML
tahminlerinin fonksiyonel degismezlik o6zelligi kullanilabilir. Burada ikinci
yaklasim kullamlmistir. Iki degiskenli normal dagilmda karsilik gelen

parametreler icin ML tahminleri,

.1
=X=—) X,
n
(1.11)
o
A=Y= %

13



1. LINEER OLCUM HATALI MODELLERE GIRIS VE ONCEKI
CALISMALAR Caner INCEKAS

6'3 :Sxx :l E (Xl-—.f)z,
n

. 1 _

O-j =Sy :;Z(yi_y)z’

. 1 _ _
6, =5, =X (5 -5)(3-).

ML tahminlerinin degismezlik 6zelliklerine gore, tahmin edilen alt1 parametre /i,

P ) A2 A2 AD ot . g . AD ~AD A2
By, B, 67, &2 ve 62 igin tek bir ¢oziim var ise ve 6~ 20, 62 >0, 62 >0

ise normal yapisal model igin ML tahminleri asagidaki gibidir:

i,

a. x
b. y=4,+64,

c. s, =6"+61, (1.12)

& 'nin negatif olmamasr igin, (1.12¢) ve (1.12¢)’den

s

s, ——=20 (1.13)

B

olmalidir.

52 >0 igin, (1.12d) ve (1.12¢)’den

s, —Bs, 20 (1.14)
olmalidur.

Benzer sekilde, &> >0 gerekliliginin eklenmesi ve o >0 varsayilmasi ile
asagidaki bes kisitlama kiimesi elde edilir:

14
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a s, =5, / ,él ,
b Sy 2 Alsxy,
C. s, =6, (1.15)
d. s, 2 52,

(1.12)’in tek bir ¢oziimii olmadig: aciktir, ¢linkii alt1 bilinmeyen ( /&, :Bo s Bl, 62,
65, 67) vardir ancak sadece bes denklem vardir. Model tanimlanabilir degildir.

Bununla birlikte, (1.8)’deki alt1 ek varsayimdan herhangi biri ile ML ¢6ziimleri

elde edilebilir (Moran, 1971). Bu, asagidaki alt boliimlerde yapilacaktir.

Durum (a): Hata Varyans Oram / Bilindigi Zaman Yapisal ML Tahmini
A’nin bilindigi varsayilir ise, model tamimlanabilirdir, yani (1.8a),
tanimlanabilirlik problemini ele almanin klasik bir yontemi oldugu varsayilir.
o’ =0 ise, o halde f, in belirsiz oldugu kolayca gériiliir; dyleyse o >0 oldugu
varsayilir. (1.12) ifadesi, ikinci dereceden denklemi verir,
ﬁA’lzsxy +,Bl (/stx —sy},)—/isxy =0 (1.16)

s, =0 olmadig: siirece, ( S, ’nin belirsiz ve 6° =0 olmas1 anlamina gelecek olan

A=s, /s, olmasi durumu olmadik¢a burada ,él =0 olacaktir) bu ikinci

dereceden denklem kokleri sifir olmaz;

5 NG
4= Sy —isﬂi{(syy —ﬂsm) +4/1sxy} U
b 2s  2s

xy Xy

15
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(1.12e)’ye gére 0<67 =Sxy/,é1 =2s§y/U "dir ve bu nedenle U, negatif
olmamalidir, U ’da pozitif isaretin alinacagi anlamina gelir:

) ) 172
Sy — A8, + {(syy - ﬂ,sﬁ) + 4/"Lsxy}
2s '

Xy

(1.17)

ﬂ] =
Simdi sadece (1.15)’nin saglanip saglanmadiginin kontrol edilmesi gerekiyor.

6% >0 oldugu zaten saglandi, bu yiizden gerekli olan tek sey (1.15b)’nin

saglanmasidr, ¢iinkii 62 = A&7 *dir. Ancak bu kosul dogrudur, ¢iinkii

A~ 2 >
285, =8, —As, + (/"Lsxx - syy) +4s,

Yy

<s,, —As, + \/(/"Lsxx -5, )2 +4s,.5,, =2s

‘dir. Kalan parametreler i¢in ML ¢6ziimleri, simdi (1.12)’den kolay bir sekilde elde
edilebilir:

a. ,Bo = y_ﬂl)_cv
b 2
b' G/\; — syy _ZIBISAijﬂI sxx (118)
A+

c. &%= sxy/ﬁl .

Literatiirde goriinen, (1.17)’un baz1 esit formlar1 vardir. Eger o =1/, ise, o halde
(1.12¢)-(1.12¢)’den,

a’ls,, + o?(sxy —/stx)— s, =0
olur.

Boylece, S, %0,

16
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) 2 12
As =5, + {(syy —As_, ) +424s,, }

a=
24s,,
olmasi sart1 ile
N 24s,,

b= 5 2
As, =S, + {(sw - ﬂsm) + 4isfy}

olur. Bir diger form,
A . 12 S —ﬂsm
A, :S(/i)JfSlgn(s)O,){s2 (/1)+A} , s(,1)=wT

Xy

‘dir. Dogal olarak, bu formlarin tamami denktir.

Durum (b): K, Giivenilirlik Oram Bilindigi Zaman Yapisal ML Tahmini

(1.8b) ve (1.12c), negatif olmayan,

A2 s K.,
(1.19)
=5, (I—K{;),
‘i verir, (1.15a) ve (1.15¢)-(1.15e)’yi saglamay1 garanti eder. (1.12e)’den,
0 1 5y -1
ﬂl = Kg S_ = Kg :Bm (1.20)
‘dir. (1.12d)’den,
2
Gl=s —fs =5 — " 1.21
& Py Pxy 7 Pyy Kgsxx (1.21)

olur.
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Bunun, (1.15b)’yi saglamak i¢in negatif olmadig1 varsayilmalidir. Eger negatif ise,

62 =0 alinmali ve egimin ( £,) ML tahmini,

12
A S )
=2 =sign(s,, —
i gn(s,,) Koo,

Sy

olur. Bu, sadece ters regresyon tahmininin karsihigidir. S, , kesinlikle (1.18a)

esitligi ile tahmin edilir.

Durum (c): & Biliniyor iken, Yapisal ML Tahmini
(1.8c) ve (1.12) ek varsayimlari, s_ > o ise dogrudan dogruya,

~ sxy
B=— (1.22)
S, — 0O

XX

‘1 verir. Bu ayrica, (1.15¢c) ve (1.15e)’i saglamay1 garanti eder. (1.15d) ifadesi

saglandi, ¢iinkii (1.12c), &° >0 oldugunu ifade eder, ancak (1.12)’iin ML
tahminlerini vermesi i¢in (1.15b) gerekli olmaldir, yani s 2 sﬁy / (Sxx —0'3)
olmalidir. Bu kosullar saglanmiyor ise, ML ¢6ziimii,

Bi=s,/s, (1.23)

‘dir. Bu, sadece ters regresyon tahmininin karsiligidir. Kalan tahminler, (1.18a),

(1.18c) ve
6. =5, —Bs, (1.24)
formiilleri ile verilir.

o2 —0, B, — B oldugunu unutmayin.
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Durum (d): &’ Bilindigi Zaman Yapisal ML Tahmini

(1.8d) ve (1.12) ek varsayimlari, ﬁlz(sy},—aj)/s ise, dogrudan

oy
dogruya,

ﬁA’l =(SW—U§)/SXY (1.25)
‘i verir. (1.15a) ve (1.15b) dogru ise, yani 5, >0 ve s, 25, [(5,, —07) ise. 0
zaman (1.15)’nin tamami saglanir ve (1.12) ML tahminlerini verir. Bu kosullar
saglanmaz ise, ML ¢6ziimii,

Br=s,/5. (1.26)
‘dir. Bu sadece regresyon tahminidir. Kalan parametreler, (1.18a), (1.18c) ve

~2 sxy

0-5 = sxx A (127)
B

formiilleri ile verilir. o2 —>0, £ —> 1/, oldugu agiktir.

Durum (e): Hem o} hem de & biliniyor iken Yapisal ML Tahmini

(1.8e) ek varsayimi, ters olan (1.22) ve (1.25)’in tiiretilmesine izin verir.
Boylece (1.12), ML tahminlerinin elde edilmesinde kullanilamaz. Dogrudan,

olabilirligi maksimize ederek elde edilmelidirler. Bu, Birch (1964) tarafindan
yapilmustir. ﬁl’nln (1.17) ile verildigidir ve s >0, S, >ng veya

S > (0; =5, ) (0'52 =S, ) kosullarin bir veya daha fazlasinin saglanmasi sartiyla:

1/2
Sy HAS, — 207 + [(syy —As, )2 + 4/15;}

2(/1+ﬁ12)

/\2_
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olur. Bu ii¢ kosuldan higbirisi saglanmyor ise, o halde 6° =0 ve ﬂAl olabilirlik
teknikleri araciligi ile tahmin edilemez. Bu model, asir1 belirlenmistir ve diger

makul tutarli tahminler vardir; 6rnegin, o> *nin bir tahmini olarak,

6_2 _ S)ax +ﬁ’\lsxy _O-§
1+ 3
esitligi verilmistir (Kendall ve Stuart, 1979).

Durum (f): g, Biliniyor iken Yapisal ML Tahmini

Son olarak, A, biliniyor ve E (x) #0 oldugu varsayiliyor iken (1.8f)
varsayimi uygulansin. (1.12b)’den, X # 0 oldugu varsayilarak,

B=(3-5)/x (1.28)
elde edilir. Kalan parametreler, (1.18c), (1.27) ve (1.24) formiilii ile verilirler.

4 # 0 oldugu i¢in (1.28) tutarh bir tahmin edicidir.

Diger yan kosullar.
Eger o”’nin bilindigi tanmimlanabilirlik varsaymm kullanilacak ise, (1.12e) ek

varsayimi,
ﬂl = S)cy/a2
‘1 verir ve (1.15¢)-(1.15¢) dogrudan saglanir, ¢iinkii o* tahmin edilmiyor. (1.12c)

ve (1.12d)’den,

A2_
65=5,—0,
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olur. Bunlarin ML ¢o6ziimleri olmasi i¢in bu son iki esitligin sol tarafi negatif

olmamalidir.

1.4.2. Fonksiyonel iliskiler i¢cin ML Tahmini

(1.4)-(1.5) modelinin basit normal fonksiyonel versiyonu, & ’in sabit
ancak bilinmeyen sabitler oldugu varsayilan modeldir. Bdylece, o> =0 dir ve
n+4 tane bilinmeyen parametre vardir: yapisal parametreler 3,, f,, o2, o2 ve
rasgele parametreler & ,...,& ’dir.

Logaritmik olabilirlik fonksiyonu,

1
L(ﬂO’ﬂl’o-;’Gj’él"“’gn) oc —gloga§ —glogaf 7 20_% Z(Xi _in)z

1
207

Z(Yi _ﬂo _ﬂlé‘)z

olarak verilir.
By B ok ol ve &,...,& e gore kismi tiirevleri almak ve sonuglari sifira

esitlemek, olabilirlik denklemlerini verir:

%Z(xi— AI) :OA-E’ (1.30)
%Z(yi_ﬁo_ﬁléz)z:& ve
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('xi _é:z) B (yi -5, _ﬁlé:i)
5+ = =0, i=1,..,n.
O; o
Buradan da ¢6ziimler,
32 — S, S
)
265 =8, ——=,
1
N A 1.31
267 =5, — s, (30
ﬂo = y_ 1)_C’
2/31 =X, +y"_A'B0 x +x+2Y

i b
esitlikleri ile verilir.

Buradaki hesaplamalarda, Bl ‘min isaretinin s ile ayn olarak segildigine dikkat

edilmelidir, ¢ilinkii bu olabilirlik fonksiyonunun daha biiylik degerini verir.
(1.31) ¢Oziimleri, olabilirlik denklem tahminleridir, ancak onlar olabilirlik
fonksiyonunun bir maksimumunu vermez ve bu nedenle, gesitli problemler vardir.

Olabilirlik fonksiyonu aslinda sinirsizdir. Bu, ilk olarak Anderson ve Rubin (1956)
tarafindan gosterilmistir. Sabit terim igermeyen model igin ( B, = O) , Solari

(1969), bu olabilirlik esitliklerinin ¢oziimiiniin bir eyer noktast oldugunu ve
olabilirlik ylizeyinin bir maksimumunun olmadigin1 ifade etmistir. Willassen
(1979), sabit terimli model i¢in ayni sonuglari elde etmistir.

Smirsizhigr gérmek igin, logaritmik olabilirlik fonksiyonunu (1.29) ele alalim.
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-2 S S
—Loclogo; +logo + =4+ (1.32)
n o5 B

olduguna dikkat edilmelidir, burada,
1

5, ZZZ(xi_é)z’
1
S, _Z(yi -5, _ﬁlé)z
dir. (1.32),
2
—;LOCh<G§,S])+h(U€2,S2) (1.33)

olarak yazlabilir, burada h(a,b)=loga+b/a’dir. Simdi, a—0,

h(a,()) ——00 olsun diye h(a,()) =loga’dir. Boylece, bu iki fonksiyonun
toplami (1.33), eger sag taraftaki fonksiyonlardan herhangi biri varsa biri sinirl
kalirken digeri —oo egiliminde olacaktir. Simdi,

&=x, i=l..,n; o, >0 (1.34)
degerlerini diisiinelim. Bu durumda S, =0 ve 2L/n —> o olur ve L, f, e atanan
degerlerden bagimsiz olarak sonsuza yaklasmaya meyillidir. Boylece £, ’in ML
tahmini, burada miimkiin degildir.

(1.31) tahmin edicileri de tutarl degildir (éi icin tutarliligin anlami agik degildir).

Asagidaki limitlerin mevcut oldugunu varsayalim:

5* Elil'gé?”,
* { . (1.35)
s.e=lim=3"(£-&) >0,

n—>0 n
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= -1 . _ —_ . P
Burada, £, =n Zé 'dir. X, y, s, s, Ve s 'nin sirastyla EL B+ BE

2 * 2 * 2, - I -
Sge 05, B, See Ve Bs ¢z +0, 'ye yakinsadigi, n’nin sonsuza yaklasmakta oldugu

bir olasilik ile kolayca gosterilebilir. Boylece, rnegin ,5’1 ‘nin S, ’e yakinsamadigi

acgiktir:
2 _* 2
S wPLBs. O
ﬂlz =2 5 *ng (n — oo iken)
S Sge + 05

Hatta £, tahmininin formu sadece iki hata varyansimn tahminlerinin oramdir ve

herhangi bir sekilde kovaryansi icermez.

Problem, 6rneklem biiyiikligii ile sayis1 artan & ,...,& , sikint1 (nuisance)

parametrelerinin varligina gore kolayca izlenir. Neyman ve Scott (1948), sayi
olarak sabitlenmis diger parametreleri yapisal parametreler olarak adlandirir iken
boyle sikint1 parametrelerini rasgele parametreler olarak adlandirmistir. Genellikle
ML tahminin, rasgele parametrelerin varlifinda bozulabilecegi dogrudur, bununla
birlikte rasgele parametrelerin varliginda olabilirligin maksimizasyonu kesin
sinirlar altinda bazen miimkiindiir. Elde edilen tahmin edicilerin hala tutarli olmast
gerekmez, ¢iinkii ML tahminlerinin tutarliliginin kaniti, o6rneklem biiytikligi
arttikca sabit olan bilinmeyen parametrelerin sayisinin belirlenmesi gerekmektedir
(Cramer, 1946). Boylece, elde edilen herhangi bir tahmin edicinin tutarliliginin
duruma gore kontrol edilmesi gerekir.

Simdi, (1.8) yan varsayimlarinin her birinin altinda ML tahminlerinin davranisini

inceleyecegiz.

Durum (a): 4 Hata Varyans Oram Bilindigi Zaman Fonksiyonel ML Tahmini

A biliniyor ise, o halde logaritmik olabilirlik fonksiyonu,
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L(Bys 07 Ervens ) 26 &)
1 2
207 D (v-B-5&)
olur ve (1.32),
%Loclog/l—ﬂogo-g2 —% (1.36)

&

olur ve (1.34), artik (1.36)’u sonsuza gotiirmez, ¢linkii S, pozitif kalir. Bununla
birlikte S, ve S, tamimlarindan, S, =S, =0 yapacak parametre degerlerini
secemedigi agiktir. Boylece L, sonsuzluktan uzak smirdadir. g, S, o ve

&,...,&, e gore kismi tiirevlerini almak ve sonuglar sifira esitlemek (1.30),

- 1’12 + 2{’% Z('xi _5)2 + 2;{1 Z(yi _Bo _zélé;i)z =
g ¢ ‘ (1.37)

esitliklerini verir.

Basit hesaplamalar, (1.18a),

: _ ﬂ’xi+ﬂAl(yi _ﬁo)

S Py i=1,..,n, (1.38)
% zn{ﬁz(x ‘f) +Z( - B -Bé )}
(1.39)
A A A a2
:WZ()}i—ﬂo_ﬂlé)
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esitliklerini verir ve (1.18a)’dan

Y I o
olur.

(1.38), (1.37)’nin igine yerlestirilirse, (1.16)’a basitlestirilen,

. (/I+,6A’12)(/1sxy +,31syy)
- /Izsm + Zlﬁlsw + ﬂ?sw

‘1 verir.

Boylece, dogrusal fonksiyonel iliskide g, icin olabilirlik esitliklerinin

¢dziimleri, hata varyans orani A bilindigi zaman karsilik gelen dogrusal yapisal
iligki ile aynidir. Olasilik esitliklerinin 6nceki ¢dziimlerinin (1.17 kullanilarak)
gercekten de olabilirligin maksimum degerine ulastigi gosterilmistir (Willasen,
1979; Gleser, 1981).

Eger hata varyans oram1 A bilindigi zaman, yapisal iliski ve fonksiyonel
iliski i¢cin ML tahmin edicileri karsilastirilirsa, her iki iliski i¢in de ortak ii¢

parametre vardir: S, S, ve o’ (veya o). [k iki parametrenin ML tahmin
edicileri, her iki durum igin Ortiigiir, ancak o> hata varyansi i¢in tahmin ediciler
1/2 oraninda farklidir. Bu, hata varyans tahmin edicilerinin en az birinin tutarsiz
olmas1 gerektigi anlamina gelir. Fonksiyonel iligki tahmin edicisinin, (1.40), 7 /2

’e yakinsadigim kontrol etmek kolaydir. Tutarli bir tahmin edici, Lindley (1947)

tarafindan Gnerilmistir.

Durum (b): K, Giivenilirlik Oram Bilindigi Zaman Fonksiyonel ML Tahmini

Burada, & gercek degerleri, rasgeleden ziyade sabittir ve giivenilirlik

fonksiyonel model ic¢in iyi tamimli degildir. Gleser (1992), bu durumda
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kullanilabilen daha genel bir giivenilirlik tanimini vermistir. Sayisal yontem yapisal

model i¢in (B6lim 1.4.1) durum(b)’deki ile aynidir.

Durum (c)-(d): &’ veya o, Bilindigi Zaman Fonksiyonel ML Tahmini
Ik olarak, o?’nun bilindigini varsayalim. Logaritmik olabilirlik

fonksiyonu,
A
L(ﬂ()’ﬂl’o-é’gl’-"’gn) o _glogo_é)z _FZ(xz _gi)2
5

1

T 5 2
20,

S(v-B-BE)

olarak yazilabilir. Simdi, tekrar bunun sinirsiz oldugunu ve ML tahminlerinin var
olmadigini gostermek i¢cin daha 6nce verilen argiimanlar tekrarlanabilir. Moberg ve
Sundberg (1978), bu durum igin olabilirlik esitlik tahminlerini tartigti. Olabilirlik
denklemleri, eyer noktalar1 veya yerel maksimum olabilen ¢ok katli kokleri verir.
Moberg ve Sundberg, kismi olarak bu kdkleri karakterize etmistir.

Eger o 'nin bilindigi varsayilryorsa, o zaman (1.4)’i,

_ A1
g ﬁ1+ﬁ177’

olarak yeniden yazabiliriz. x ve y ’nin rollerini tersine ¢evirirken ayni argiiman
uygulanir.
Boylece, ML yontemi, ya o> ya da o biliniyor ise modelin tim

parametreleri i¢in tutarli tahmin ediciler saglamada basarisizdir. Bununla birlikte,
tutarli tahminler vardir. Ornegin, karsilik gelen yapisal modelden ML tahminleri

kullanilabilir.
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Durum (e): Hem o> hem de o Bilindigi Zaman Fonksiyonel ML Tahmini

Her iki hata varyansinin bilindigi durum i¢in ML tahmin edicileri, A nin
bilindigi durumdaki ile aynidir, biri hari¢ herhangi bir hata varyansimi tahmin

etmek gerekmez.

Durum (f): g, Bilindigi Zaman Fonksiyonel ML Tahmini
S, 1 bilindigi durum i¢in, tekrar (1.31)’e karsilik gelen eyer noktasi

sonuglar1 elde edilir (Solari, 1969). Olabilirlik esitlik tahminleri,

AD ol

2% _S»
1 = A2 7 ~

05 Sxx

s

A2~ xy
205 =5, ——=,

| (1.41)

olur. Burada,

1
~ 2
sxx__zxi >

n

.1 oy
S,vy_nZ(yi IBO)’

~ 1
Sty :;in (yi _ﬁo)
‘dir. Bu tahminler, (1.31) tahminlerinin problemlerinin tamamina sahiptir;

ozellikle, onlar tutarli degildir ve £, ’in tahmini bir anlam ifade etmiyor. Bilinen
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p, icin yapisal ML tahminler, bu karsilik gelen fonksiyonel durum igin tutarh

tahminler saglar.

Literatiirde fonksiyonel model i¢cin ML tahminlerinin varlig1 ve tutarlilig
ile ilgili tartisngimiz hata varyans varsayimlarinin cesitliligi konusunda bazi
karigikliklar vardir. Hata varyans orani bilindigi zaman, sabit terim ve egim i¢in
ML tahmin edicileri tutarlhidir, ancak bilinmeyen hata varyansi i¢in ML tahmin
edicisi tutarli degildir. Diger yandan, hata varyansinin biri bilindigi zaman, ML
tahmini tamamiyla basarisizdir. Her iki varsayim altinda, bilinen hata varyans orani
ve bilinen bir hata varyansinda gozlemlerin sayisi ve parametrelerin sayisi aynidir.
[k varsayim altinda (hata varyansinin tahmin edicisinin) tutarlihigm eksikligi ve
ikinci varsayim altinda ML tahmininin bozulmasi, her ikisi de rasgele
parametrelerin sayis1 drneklem biiyilikliigii ile arttiginda, ML tahmininin probleme
sahip oldugu gergegi ile ilgilidir. Bilinen hata varyans orani durumunda, sabit terim

ve egim i¢in tahmin edicilerin tutarlilig1 iyi bir sans meselesidir.

1.4.3. Ultra Yapisal liskiler icin ML Tahmini

Basit normal ultra yapisal model,
&~ N(,ul.,az), i=1,...,n
ile (1.4) ve (1.5) tarafindan verilmistir. Bu model i¢in 7+5 bilinmeyen parametre

vardir: yapisal parametreler B,, S, o, o) ve o ve rasgele parametreler

M.y gt ’dir. ML tahminleri bulmak i¢in (eger varsa), bu (n+5) boyutlu
parametre uzayi {izerinde olabilirlik fonksiyonu maksimize edilmelidir. Bu
parametre uzayir, R"”’nin tamamu degildir (R"" :(n+5) boyutlu o6klidyen
uzay1), ancak boyutlarin {iciinde bir sinira sahiptir, ¢iinkii o> >0, c;>0 ve
o’ >0 dir.
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Orneklem biiyiikliigii ile artan sayidaki rasgele parametrelerin varligt
nedeniyle, ultra yapisal model i¢cin ML tahmin, fonksiyonel model i¢in, yapisal

modelden daha benzer davranir.

Durum (a): Hem 4 hem de v bilindigi zaman Ultra Yapisal Modelde ML
Tahmini

Dolby (1976), 4 ve v=c?/c? bilindigi zaman B, ve A i¢in ML
tahminlerini elde etti. Standart ML tekniklerini kullanarak, oldukc¢a zor bir
hesaplama, genellikle tekrarli sayisal yontemlerle ¢oziilmesi gereken ,31 icin

besinci dereceden bir denklem ile sonuglanir:

h(,@1 ) = vsm,@l5 + (3V/15xx —Vs,, ),@13 - 2/1(\/ - 1) sx}ﬁlz
+{2/12(v+1)sm—/1(v+2)sm}ﬁl—2&2(v+1)sxy (142)
=0.
Bu esitlik, ¢ogu zaman iteratif sayisal metotlarla ¢6ziilmelidir. (1.42)’nin en az bir
¢cOzlimii vardir, ¢linkil tiim tek dereceli polinomlar en az bir gergek koke sahip

olmalidur. ﬁl ‘min ¢oziimii verildiginde, £, i¢in tahmin (1.18a) tarafindan verilir ve

0 e s .
o} igin tahmin,

o S, —2Bs,+ Bls..

) 2(2+,Bf)

olur.
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Durum (b): / Bilindigi Zaman Ultra Yapisal Modelde ML Tahmini

Dolby (1976), sadece A ’nin bilindigi durumda, normal ultra yapisal model
icin parametre uzayinin i¢ kisminda olabilirlik esitliginin ¢dziimiiniin olmadigini

gosterdi, bununla birlikte, Gleser (1985, Theorem 1), olabilirligin parametre
kiimesinin o =0 smir iizerinde maksimize edildigini gosterdi. o° parametresi,

ultra yapisal modelde tanimlanabilir degildir. o* =0 ultra yapisal model, sadece
fonksiyonel modeldir. Boylece, ultra yapisal model i¢cin ML tahminleri sadece
fonksiyonel model icin ML tahminleridir. Argiiman asagidaki gibidir.

Normal model i¢in,

(xi’yi)~N{(:ui’ﬂo"'ﬂl,ui)’g},

‘dir. Burada
v+1 %
e
By Bv+l

Logaritmik olabilirlik fonksiyonu,

“dir.

L(ﬁo,ﬂl,O';,,Lt,v)oc
(B, B, 11.v) (1.43)

_nlogaé—g(/1+w1+vﬁf)— Py
Os

olur. Burada s =(t4,..., 4, )' ve
Q(ﬂ()’ﬂl’ﬂ,v)

_ AZ(XI' _M)Z +Z()’; - B, _181/11')2 +V2(yl' - By — Bx; )2
A+vA+vfB’

“dir.
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Eger S, f,, o} ve v sabit ise, o halde g {izerindeki olabilirligi maksimum
yapmak, £ lizerindeki Q( By B, 1, v) ’y1 minimize yapmaya esdegerdir.

N Ax, +IBI(yi —,BO)
: A+

oldugunda bu minimum gerceklesir.

Simdi, Q da u igin f1=(44,.... 44, )’ kullanilirsa ve

Z(yi;f(jg_zﬂlxi) (1.44)

Q(ﬁongp/}’v):

‘yi elde etmeyi kolaylagtirir.

(1.44)’de v ’nin bagimsiz ve

L(ﬂo,ﬂl,aj.,ﬂ,v) o —nlogo, —g(}t+vﬂ+vﬂf)

Z(yi _ﬁo _ﬂl'xz’)z
205 (A+57)

‘nin sabit £,, B ve o, icin v’de azaldifma ve dolayisiyla v=0"a gore v

iizerinden maksimum yapilir.
Boylece,
2
Z(yi -5 _ﬂlxi)
205 (A+57)

L(f,. .02 ftv) o —nlog o -

‘yi maksimum yapmak gerekir.
Yukaridaki maksimizasyon probleminin ¢6ziimii, kolay bir sekilde (1.18a),
ix;"‘ﬂl()’i‘ﬁo) N

/&i: ~ , v=0,
A+ B
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e Sy —Zﬁlsxy +,812sm
2 2(2+87)

esitlikleri ve (1.17) ile bulunabilir.

o, (veya o) bilinmeyen hata varyansinin tutarsizligi kalicidir ve o ’nin tutarh

tahmin edicisi elde edilemez (Gleser 1985).

Durum (¢)-(d): o, ve/veya o> Bilindiginde Ultra Yapisal Modelde ML
Tahmini

Cheng ve Van Ness (1991), Gleser’in sonuglarinin o} ve/veya o’ ’nun
bilindigi ve ¢ "nin belirlenmedigi duruma genisledigini gdsterdi, yani ultra yapisal
model icin olabilirlik fonksiyonunu maksimize etmek icin sadece o =0

durumunu diisiinmemiz gerekir. Bu nedenle, ML yaklasimi, fonksiyonel durumda

oldugu gibi bozulur. Bu, tutarli tahminlerin var olmadig1 anlamina gelmez. Eger
o, ve o biliniyorsa, o halde ML tahmin edicileri, A’nmin bilindigi durumdaki ile

aynidir.

1.5. Denklem Hatalh Model
Denklem hatali modeller, yaygin bir sekilde kullanilan standart ME
modelin modifiye edilmesiyle olusmustur.

¢ ve n gercek degerlerinin tam olarak dogrusal bir iliski i¢inde olmadigi

ve denklemde bir ¢ hatasinin oldugu durumda (1.4),
7; :ﬂ0+ﬁ]§i+Qi (1.45)

. . 2 .. o
haline gelir. Burada ¢, , sifir ortalama ve o, pozitif varyansh bagimsiz rasgele

degiskenlerdir ve ¢, , tiim i ve j i¢in &, ’den bagimsizdir. Buna ek olarak (5;,&;)
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ve (q j,fj) ‘nin tiim 7/ ve j i¢in bagimsiz oldugu varsayilir. (1.45) ve (1.3) modeli,

denklem hatali model veya denklem modelindeki hata olarak adlandirilir. Bir¢ok

arastirmaci,
x,=&+0,, y=B8+p&+e, i=1..,n (1.46)
olarak olarak ifade eder. Burada, ¢, bagimsiz degiskenin Ol¢lim hatasinin ve

denklem hatasinin bir birlesimidir, yani, e, = ¢, + g, ’dir. Boylece,
o o 0 O 0 O
cov =cov + , [=Q+ g
e & 0 o y 0 o,

Bu modellerde fark, g, acisindan gerceklesir. Uygulamada, diger deneyler veya

olur.

tekrarlardan o gibi ¢, hakkinda bilgi elde edilemedigi varsayilmaktadir. Bu,

tanmimlanabilirligi ve/veya tutarli tahminleri elde etmek i¢in kullanilan bazi ilave

varsayimlarin artik pratik olmadigi anlamina gelir. Denklem hatali model igin

kullanilan tipik varsayim, O'; ‘nun bilinmedigi, ancak ME kovaryans matrisinin,

2
0= Os O
O-é's 0-52
bilindigi veya farkli bir deneyden tahmin edilmis oldugudur.

1.5.1. Yapisal Denklem Hatali Model

Yapisal modelde, f,’in ML tahmin edicisini bulmak i¢in, ilk olarak 0 ve
& ’nun bagimsiz oldugu varsayilir. G; , denklem hatasiz modelde, o’ nun yerine

kullanilan O'e2 = 652 +G§ ‘nun igine alabildigi icin, bir anlamda yeni parametre
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O'j, gercekten bagimsiz bir parametre degildir. Bu nedenle, (1.8)’deki kosullarin

bazilar1 £, ’in tanimlanabilirligine yol acar ve digerleri bunu yapmaz. (1.12d) nin,
(d')s, =B6> +62+62

olduguna dikkat edelim.

(1.8a) (1=0?/o; biliniyor) varsaymu, f,’in tanimlanabilirligine yol agmaz.

(1.8b), K P bilinen giivenilirlik oran1 durumu, (1.20) olarak bilinen, denklem

hatasiz modelinde oldugu gibi ayn: tahmin ediciler ile sonuglanir. &2 artik

tanimlanabilir degildir, ancak o~ =0 +Gq2 olduguna ve ashnda &’’nin

(1.21)’iin sag tarafi olduguna dikkat edelim. 6> negatif ise, 3, =1/ /3, *dir. (1.8¢)
durumu (o) biliniyor), denklem hatasiz modelde oldugu gibi aynt ML tahmin
edicilerine sahiptir, yani, (1.22), (1.18¢c) ve &7, (1.24)’deki & ile degistirilerek
elde edilir. (1.8d) varsayimi, f,’i tammlanabilir yapmaz, ciinkii 0;
bilinmemektedir. Her iki hata varyansi1 o, ve o biliniyor ise, O'; bilinmedigi i¢in
o de bilinmez; bu nedenle, bu, ‘asir1 tanimlanmus’ bir durum degildir. f,’in ML
tahmin edicisinin sonucu, o 'mn bilindigi durum ile aymdir. Tek fark, ilave bilgi
ile birlikte & artik,
51=6 -0

‘u kullanilarak denklem hata varyansi tahmin edilebilir, burada, 6'62 =5, - ﬁlsﬂ,
’dir. Sonug olarak, sabit terimin bilindigi durum igin tahmin ediciler, denklem
hatasiz model igin olan ile aynidir. Bu durumda, ne dl¢iim hata varyansi o>, ne de

O'qz, tekrar tanimlanabilirdir, ancak toplamlar1 o> tanimlanabilirdir. 0 ve ¢ dlgiim

hatalari iliskili ise, bir diger parametre o, eklenir.
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1. Hem o hem de o, "un bilinmesine, ya da
ii. f3, sabit teriminin ve E (x) #0

oldugunun bilinmesine ihtiya¢ vardir. (i)’inci durum i¢in ML tahmin edicisi
2 2 2

S.—0,>0ves 20, +(sxy —G&,) / (sxx —0'5) olmas: sartryla, kolayca elde

edilir. Eger ikinci esitsizligi dogrulamak gerekirse, o’ nun bilgisinin de gerekli

oldugunu unutmayalim. (ii) altinda, S, ’in tahmin edicisi, iliskisiz modeldeki ile

aynidir, ¢linkii f,’in tahmini sadece birinci momenti gerektirir. Bununla birlikte,

2 . . .
o, o2, o5, o ne de o, parametrelerinden geri kalanlardan higbiri

tanimlanamaz.

1.5.2. Fonksiyonel Denklem Hatali Model

Bu kisimda, bilinen
2
O O O'(;;
O-D‘s O-s
ile ve bilinmeyen o ile fonksiyonel denklem hatali modeli ele alacagiz. O halde,

n+3 bilinmeyen parametre vardir. Genellik kayb1 olmaksizin &2 =2 =1 ve

o, =0 alabiliriz. Daha sonra, logaritmik olabilirlik fonksiyonu,

1
L(By- 807G ) =S log(1407) =2 3 (-4 )
| (1.47)

——)Z(yi—ﬂo—ﬂlé)z

2(1+07

olur.

By B> G: ve & ’e gore (1.47) nin tiirevleri almip sifira esitlenirse,
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Z(yi —ﬁO—Blé.)=O,

(v -5 -5AE) =n(1+6?) (1.48)

ve

esitlikleri elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢6ziilmesiyle,

(1+&; "'1312)71 {%Z(yz _ﬁo _:é]xi )2}
(1.49)

:(1+6-q2)_1(1+&q2+,3]2)

elde edilir. Dolayisiyla, ML yontemi, bu durumdaki tiim parametreler igin tutarl

tahmin ediciler saglamada basarisizdir.
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2. VEKTOR ACIKLAYICI DEGISKENLERI iLE DOGRUSAL ME MODEL
Caner INCEKAS

2. VEKTOR ACIKLAYICI DEGISKENLERI iLE DOGRUSAL ME
MODEL

2.1. Giris

Bu boliimde, vektor degerli agiklayict degiskenli, yani birden fazla x
degiskenli, dogrusal ME modeller iizerinde durulacaktir. Bu, onceki boliimde
aciklanan tek degiskenli modelin bir genigletilmesidir. Bu modeller i¢in 6zellikle,
parametrelerin nokta tahmini {izerine odaklanilacaktir.

Denklem hatas1 olan modeller ve denklem hatasi olmayan modeller ayri

ayr ele alinacaktir. Denklem hatasi olmayan model,
n=p5+PS, (2.1)
x=&+0, y=n+¢&, i=lL..,n (2.2)

‘dir. Burada S, 7,, y, ve & skaler iken ,3:( B Bo-.. ﬁp)'pxl boyutlu

vektor, =(£,&&) s x= (3,00, ) . 5=(6.6,..8,) "dir ve &, x
0., p boyutlu vektorlerdir. Gozlenmis degiskenler x ve y’dir, gézlenemeyen
gergek degerler ¢ ve n’diir ve oOlgiim hatalart 0 ve & dur. (é;’, 5;‘) Olglim
hatalar1, bagimsizdir ve & gergek degerlerinden bagimsiz olan aym dagilimh
rasgele vektorlerdir. Denklem hatali model i¢in (2.2) ile birlikte

=P+ LS +q; (2.3)
yazilacaktir. Burada ¢g,, hem 6l¢iim hatasindan hem de & gergek degerlerinden
bagimsiz olan skaler degerli denklem hatasidir. Bu, genellikle

X, =&+6, yi=p+PE +e 2.4)

olarak yazilir. Burada ¢, = ¢, + ¢, "dir.
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Tek degiskenli modelde oldugu gibi eger,
i. & gergek degeri, bagimsiz, 4 ortalama ve 3., kovaryans matrisi ile aym

dagilimli rasgele vektdrler ise model yapisal bir modeldir.

ii.  Eger & gergek degeri, bilinmeyen sabit bir vektor ise model fonksiyonel

bir modeldir.

iii.  Ultra yapisal model, her bir & i¢in, 4 ortalama ve ¥ . ortak kovaryans

matrisi ile £ ’nin bagimsiz oldugunu varsayar.

Bagimsiz degiskenlerin bazilar1 hatasiz 6lgiilebilir. Baska bir deyisle, &
vektoriiniin elemanlarindan bazilart sifir olabilir, boylece karsilik gelen agiklayici

degiskenler hatasiz olur. Bu durumda, X, hata kovaryans matrisi tekildir. Bir
hatasiz bagimsiz degiskene karsilik gelen X "min satir ve stitunu sifir vektorleridir.
Bazi arastirmacilar, f’da [, sabitine yer verir ve regresyonda yaygin bir
uygulama olan, sabiti hesaplamak i¢in x,, =& =1 (tim i ler i¢in) olarak

belirlenir. Bu formiilasyonda x, hatasiz bir degiskendir.

2.2. Tanimlanabilirlik
Basit yapisal modelin klasik tamimlanabilirlik karakterizasyonu, asagida
belirtildigi gibi Bekker (1986) tarafindan vektor degerli aciklayici degiskenli

yapisal modele genisletildi. (2.4) modelini ele alalim, burada e, 'nin denklem hatali

olup olmamasi 6nemli degildir. (5,6) ‘nin £;, =0 kovaryansi ile normal olarak
dagildigi varsayilsin, o halde ancak ve ancak bir tekil olmayan

AlPr) = (al(” <) Aé” X(”’l))) matrisi yok ise S parametre vektori tanimlanir, oyleki

&'a,, normal olarak dagilmistir ve &'A, *den bagimsizdir.
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&’nin normal olmayisi tanimlamay: garanti eder ve yine basit ME
modelinde oldugu gibi A ’nin tutarli tahmini, yiiksek dereceli momentler

araciligiyla mimkiindiir (Pal 1980). Burada normal olmayan durumlar ele

alinmayacaktir. Eger ¢ normal veya normale yakinsa, o halde basit ME

modellerindekilere benzer olarak tanimlanabilirlik varsayimlari tutarli tahminler

saglamak icin kullanilabilir. Bilindigi {izere, denklem hatali model i¢in tipik
tanimlanabilirlik varsayimi ng, ) = Zg"g’“) (: cov(5,8)) ve X 'nin bilinmesidir.
Diger yandan, denklem hatasiz model i¢in tipik tanimlanabilirlik varsayimi, bilinen
Q, ile ((5',8)) = G2Qgp+])x(p+])) oldugudur. Gleser (1992), denklem hatali model

icin giivenilirlik matrisinin bilindigi durumu inceledi. Bu yaklagim Boliim 2.3.2°de
agiklanacaktir.

Fonksiyonel model i¢in tanimlanabilirlik, problem degildir, ancak /£ ’nin
tutarlt tahmini problemdir. Normal fonksiyonel model, /£ ’nin tutarli tahmin

edicilerini bulmak igin ek bilgiler gerektirir.

2.3. Denklem Hatalh Model
Bu boliimde, (2.4) denklem hatasi ile vektor aciklayict degisken ME

modeli incelenecektir. Klasik tanimlanabilirlik varsayimi kullanilacaktir, yani
ng;p ) ve Egp ) biliniyor, ancak o> bilinmiyor. Bilinen giivenilirlik matrisi

& e

durumunu da incelenecektir.

2.3.1. ML Tahmin Edici
Fonksiyonel model igin (5[', el.) normal dagildigi zaman, ML tahmin edici,

tek degiskenli modelde oldugu gibi bagarisizdir.
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Yapisal model i¢in (&,5,¢,) normal dagildig zaman, (x,y,),

(,U;, My ), =(u. B, + ﬂ’,u)' ortalama ve

Fﬂ z@}{ S.4Zy  Zuf+Es
. o BL+Z,; ﬁZ§§ﬂ+af

X y
e . 2, . .
kovaryans matrisi ile normaldir. 4 , 7 PINNR X, ve 0,’nin ML tahmin

edicilerinin, karsilik gelen 6rneklem ortalamasi ve 6reklem kovaryans matrisinin
elemanlar1 oldugu iyi bilinmektedir. ML tahmin yo6nteminin fonksiyonel

degismezlik ozelligi,

>

=X,
:ﬂAo"':@')_C’

+25 =8

X

=
<

y =

M>

&

25§ﬂ+256 =Sxy,

ﬂZ§§ﬁ+6§ =5,

esitliklerini verir.

S = (‘; » i J 2.5)

olsun. Burada,
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S, =(y=3,) (3=5,)-y =3 Y2o2,) = (L11)
@S, =((5,., )5, =(&=%4) (& -%4,)

ii)S,, = (% ~%4,) (3= 50, Sy =Sy Sy enS..,)

. _ 1 n _ 1 n
@@)x, = —in,, y= —Zyr.
n t=1 n t=1

1 1
olur. A¢iktir ki, ——S,., = _’in yansiz bir tahmin edicisidir ve —S, olasilik
n— n

1 p
olarak X ’e yakinsar. (— S, X n—> OOJ.
n

Boylece, 67 > % 5 olmasi sartiyla
i, =%.
h=y-Fx,
,é = (Sxx _255)_1 (Sxy _Z&)v
2. =5,-Z4,
6. =5, ~BS.P+Pup
=5, =28, B+BS.S+25,p~BEup

(2.6)

‘dir. Burada =}/, ¥ mn Moore Penrose tersi olarak belirlenir ve 2. = S, —2ss

pozitif tanimlidir. Bu sartlardan herhangi biri ihlal edilirse, maksimum parametre
uzaymin sinirinda goriiliir (Fuller 1987). Yapisal modelde ML tahmin model
tanimlanabilir oldugunda herhangi bir problem dogurmaz, ¢iinkii parametre sayisi

sabittir. Bununla birlikte, fonksiyonel ve ultrayapisal modelde bir problem ortaya
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cikar, ¢linkii bilinmeyen rasgele parametrelerin sayis1 ¢ ve u Ormeklem

biiyiikliigii ile artar.

& ve g (24) modelinde bagimsiz olduklart i¢in X, =X, ve

ol=0. +qu “dir. Gozlemlerin tekrarlanmasiyla hem X hem de X, elde edilir

ve ayrica bu aym tekrarlamalardan &> hakkinda da bilgi edinilir. &7’ nun ilave
bilgisi ile 5, =&, —0o, ile 0, denklem hata varyansi da tahmin edilebilir.
Eger 0 ve ¢ bagimsiz ve X, biliniyor ise, parametre tahmin edicileri

>, =0 ile (2.6)’den bulunur. Bu durum, uygulamada, 6zellikle dogrusal olmayan

vektor agiklayict degiskenli modelde ¢ok yaygindir. Bu durumda, ne &2 ne de O';

tanimlanabilirdir (Carroll ve ark., 1995). Yapisal model i¢in yukarida verilen
parametrelerin ML tahmin edicileri, karsilik gelen fonksiyonel ve ultra yapisal
modellerde momentler tahmin edicilerinin yontemi olarak gorilebilir. Bu

tahminler, yapisal model i¢in onlara karsilik gelen kosullar altinda tutarh olacaktir.

Ornek 2.1. Ug aciklayict degisken ve denklem hatasi ile normal bir model iizerinde
(2.6) tahminlerinin kullanimini gdstermek igin Matlab R2014a programinda yapay

bir veri kiimesi Uretelim.

éjl,l 51,36
a. | & |seens| 536 | Olmak iizere 36 bagimsiz deger iiretelim.
53,1 4:3,36
0 4 1 1
E~N||0], |1 4 1
0 1 1 4
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51,1 51,36

52,1 52,36

b. |0, o O3 36 olmak tizere 36 bagimsiz deger iiretelim,

& €36

0, 0 0.5 0.1 0.1 03

0, N 0 0.1 05 0.1 0.3

S, O |01 0.1 05 03]| ve

£ 0 03 03 03 05

C.  g,-.-»qss Olmak iizere 36 bagimsiz deger iiretelim.

g~N(0,1).
d. Veriden,
X Sii Ty,
X, . 4+ 0,
S - 52+ 0, , 1=1,...,36, elde edilir.
X3 &t 0,

Vi 1+ 2§1J + 352,;‘ + 453,1’ tq,+¢&
Boylece, B, =1, 5,=2, B, =3, B,=4, &, & ve & iliskilidir ve §,, §,, &,

ve ¢ iliskilidir. Urettigimiz veri gizelge 2.1°de verilmistir.
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Cizelge 2.1. g, =1, p,=2, B,=3, B, =4 ile lg¢ acgiklayic1 degiskenli 36
denklem hatali model verisi

Xl )C2 x3 y

1 -2,3104 -6.9740 -1,4982 -25

2 1,0221 0,5615 -0,3732 -1.4786
3 42351 -1.8800 4,6692 26,3808
4 3,7824 1,2789 1,2836 11,6008
5 0,9306 -0,3908 1,6301 4,9957

6 1,9120 1,6018 3,1850 23,3031
7 -0,6166 1,0572 -2,4344 -0,8766
8 -2.4068 -1,1321 -0.1930 -13,2157
9 0,7164 -0,3371 -2,4954 -11,2939
10 0,2669 -3,1509 -0,9269 -7,9965

11 3,7036 -3,0427 1,9705 5,0261

12 2,2051 1,1728 1,0309 11,6940
13 -4,0587 -1,5059 -1,1448 -11,8168
14 0,8837 2.2858 -3,3556 3,0621

15 0,0440 -0,3154 -0,3707 -0,3079
16 -2,5975 3,1463 0,8709 12,6763
17 25170 2,8702 0,5783 9,8429

18 1.1642 -3,5294 2,3485 -7,6329
19 -1,6754 -1,0725 0,1436 -5,9662
20 -0,1639 0,4737 -2,9835 -13,8933
21 -1,0574 3,3062 -0,5582 2,4704

22 -0,1309 2,6859 -0,4650 10,6244
23 1,2241 -0,6581 20,2324 -6,0938
24 -2,6643 19117 -1,4684 -4,4494
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Cizelge 2.1 ‘in devamu
X, X, X, y
25 -0.6132 0,0815 -5,6607 -16,6120
26 1,0383 -2,1693 1,8999 3,9477
27 -0,2809 -3,9307 -1,7861 -12,4009
28 -2,6618 -0,2182 -2,2439 -9,0994
29 -0,0074 1,7811 0,0032 0,2264
30 2,5999 0,9639 -2,5904 -4,2742
31 2,0536 -2,7183 0,6213 -2,3169
32 -2,0074 1,9616 -1,5766 -1,1870
33 1,9066 -2,5085 -0,7240 0,2116
34 -3,6687 0,9300 -0,8037 -9,7498
35 1,9604 0,0518 -0,7641 0,1160
36 2,6936 1,9015 3,9045 25,8071
0.5 0.1 0.1 03 0 O
Xs=101 05 01|veX,=0 03 0
0.1 0.1 0.5 0 0 03
‘nin bilindigi varsayildi. Veriden,
0.1362
p,=|—0.1530 |, x, =-0.3799,
-0.2919
4.6826 -0.5918  2.0477 13.1596
S.=|-05918 5.3484 -0.2957 |, S, =|12.7438
2.0477 -0.2957  4.4285 “ 17.8587

elde edilir ve 2.6’dan
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-1

4.6826 -0.5918 2.0477| {05 0.1 0.1
,@z -0.5918  5.3484 -0.2957|-|0.1 0.5 0.1
20477 -0.2957 4.4285| (0.1 0.1 0S5

13.1596) (0.3
x| [12.7438 |-| 0.3

17.8587 ) (0.3

1.8446
=|3.1874

3.8760

ve ,30 =0.9882 olarak tahmin edilir ve oldukga iyi bir tahmindir. Bununla
birlikte, S, =135.2359 ve

1.8446 ( 4.6826 —0.5918  2.0477)(1.8446

67 =135.2359-| 3.1874 | | -0.5918  5.3484 -0.2957 || 3.1874
3.8760 2.0477 -0.2957  4.4285 )\ 3.8760

1.8446) (0.5 0.1 0.1)(1.8446
+|3.1874 |1 0.1 0.5 0.1 3.1874 |=2.7879

3.8760)10.1 0.1 0.5)\3.8760

EKK tahmin yontemi ise, ger¢ek parametre degerlerine ME model

tahminlerinden daha az yakinlikta olan,

1.7044
B.=|27345| ve f,,=0.7913
3.3735

tahminlerini verir.
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2.3.2. Bilinen Giivenilirlik Matrisi
Bilinen giivenilirlik oraninin vektor agiklayict degisken modellerine
genisletilmesi, Gleser (1992) tarafindan yapildi. Bu genisletilme, aslinda hem x

hem de y vektdr degerli modeller icindir. Bu sonuglar, genel ¢oklu regresyon

modelleri ve vektor agiklayici degiskenli ME modelleri arasinda yararli bir baglanti

kurmustur.
(&.6/,e;) nin ortak normal olarak dagildigim ve 3, =0 oldugunu
varsayalim. g =E(&)=E(x;) olsun, 7, px p boyutlu birim matris olsun ve

K . giivenilirlik matrisi,

K,=X.%,= (255 + 2 )71 X

olarak tanimlansin. K ’mn bilindigini varsayalim, o zaman

E(&|x)=(I,-K, )u+K.x,
esitligi kullanilarak, (2.4),

V=B +BE+e =B +BE(E|x)+BE-LFE(E|x)+e,

* k! %
:ﬁo +ﬁ X +&

olarak yazilir, burada

2.7)

By =B+pB(I,-K.,)u.
B =K_p,
& =plE-(1,-K,)u—K.x|+e
‘dir. Burada &, sifir ortalamaya sahiptir ve x, ile (ve dolayisiyla bagimsiz)

iliskisizdir. ¢ 'nin (@, elemanlari ile) Q0 kovaryans matrisinin elemanlar,
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o’ =w,=PruK B+o., =0, (tim i lericin) (2.8)
Simdi (xl' , yi) ‘un  ortak  yogunlugundan (2.7) denklemindeki sikinti
parametrelerinin  yogunluk fonksiyonu ayrilabilir.  f (xi, yl.) =g (xl.)h(g;k )

oldugunu biliyoruz. Burada f, g ve h sirasiyla (xi, yl.), X, ve g ' yogunluk

fonksiyonlaridir. Béylece yapisal model i¢in logaritmik olabilirlik fonksiyonu,

1 .
L(y,X;ﬂO,,B,Jf) = ZIOgg(xi)—glog(Zﬁ)—Elog‘Q

—(-mi-xp) (@) (v-pi-xF)

‘dir. Burada Q, (2.8)’de tamimlanmistir ve y:(yl,...,yn) , j:(l,...,l) ,

X =(x,....x, ), *dir. Logaritmik olabilirlik fonksiyonunun bu agik formu oldukga

kullaniglidir (Cheng ve Tsai, 1996).

Yukaridaki argiimani ele almanin bir baska yolu,
FOy)=F(31x:8. 807 )8 (%3 1620, Z )
yazmak ve modeli asagidaki bicimde ele almaktir:
vi=E(y|x)+e
E(y,|x,)=/,+ B x oldugunu gormek kolaydr.
Bizim temel problemimiz, s ’nun bilindigi varsaymm altinda /S ’nin
tahminidir.

Gleser (1992), B,, " ve o,'’nin ML tahmin edicilerinin, EKK tahmin edicisi

oldugunu gostermistir. Yani,
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A2 A2 5 pr—1 A
6, =0, -0, K_ 2,8, 20
olmasi sartiyla
;n = y_ ;)_C ’
o
L =S50S, (2.9)

Burada ., (2.7) regresyon modelindeki (serbestlik dereceleri igin herhangi bir
diizenleme olmaksizin), hata varyansinin tahmin edicisidir. 5, £ ve o’ nin ML

edicileri,

B, =K_pB Ve (2.10)

2.11)

olur.

Gleser’in sonuglari, bolim 2.3.1°deki gibi (X, =0 varsaymm altinda)
K . ’in bilinmedigi fakat X 'nm bilindigi durum i¢in de uygulanabilirdir. Eger

K . bilinmiyorsa,
K. =52, =5)(S, -nZs) 2.12)

XX XX
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n R 4
aracihify ile tahmin edilebilir. » —ooiken K olasilikta K ’e yakinsar. (K, —

K ). Boylece f,, B ve o ML tahmin edicileri,
Bon =By =B (1, K. )
B, =K.p, ve
67 =n"Y &7 - BEuK A,
olur. Burada 4 ve &', (2.11)’da ve I%H (2.12)’de tamimlandig1 gibidir. Buna ek

olarak ﬁOn ve ,Bn "nin acik formlari, boliim 2.3.1°deki ile ayni tahminler olan,

~2 o
o, =Sy Syx (S

ped

~3,) 'S, 20

olmasi sartiyla,
(2.13)

olur. Yukaridaki kisitlamanin, S —X; ’nin pozitif tanimli olmasini ve (2.6)’de
6 'nin negatif olmamasimi gerektirmesi ile ayn1 olduguna dikkat edilmelidir.

n — oo iken,

i ( B - ﬁ*), 0 ortalamali ve o.’Y_ kovaryans matrisli normal dagilima
sahiptir.

iin ( B - ﬁ), 0 ortalamali, o.°C~' kovaryans matrisli normal dagilima

sahiptir. C ise,
C=K.> K, (2.14)

x0T T xx

olarak tamimlanir.
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C ’nin tutarli tahmin edicisi C, ’ise,

C,=K.2 K. =(S.—nZy) SIS, —nZy) (2.15)

olarak verilir (Fuller, 1987).

2.4.Denklem Hatas1 Olmayan Model I¢in ML Tahmini
Bu boliimde, denklem hatasiz vektor agiklayici degiskenli ME modelinin

ML tahminini inceleyecegiz. &,..,6, ve & Olgim hatalari bagimsiz ise,

2
tanimlanabilirlik varsayimi tek degiskenli modeldeki 4 = 0'_52 oraninin bilinmesi

Os

durumunun, vektor agiklayict degiskenli modele genisletilmesidir.

2.4.1. iliskisiz Hatalar ile Fonksiyonel Model

Bu kisimda, ¢, =1’1 tammlamak ve (2.1) denklem hatasiz modeli

simetrik formda yazmak uygundur. Simetrik form:

k
dal =0 (2.16)

j=0

‘dir. Burada,
g :(é/o’--'sé’k )' :(1,51,...,5[,,77)! ve
(BoB)=~(ct/ ety 12

‘dir. Bu model, herhangi bir sifir olmayan sabit ile (2.16) carpilabildigi icin tek

olarak tanimlanmamustir. Modeli tek olarak tanimlamak icin Z’;Zl af =1 kosulu

uygun olacaktir. ¢, ’m bu kosulda (Zamar, 1989) olmadigma dikkat edilmelidir.
(2.16) denklemi,
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X ¢ +9y &0y
Xoi ¢yt &t 0y,

X, . ¢t §pi St 5pi
Xy St 04 7, T &

verisinin k boyutlu uzayinda bir hiper diizlemi tanimlar. &, disinda, gergek
degerler (2.2)’de tamimlandig: gibi hata ile gézlenir. ML igin §,,..., o, hatalarimn,

her birinin bagimsiz ve sifir ortalama ile normal oldugu varsayilir. Burada

kullanilan tanimlanabilirlik varsayimlari, A4,,..., 4, 'nin bilinmesi ve

A4 A
olmasidir. Tekrar gozlenebilenler, Xx, / ﬁ s -8 / A Mk goz Oniinde tutularak

standartlastirilabilir ve A ’larin tamaminin 1’e esit oldugu ve hatalarin tamaminin
ayni varyans o, 'ya sahip oldugu varsayilabilir. Logaritmik olabilirlik fonksiyonu,
1 & 5
logLoc—nklog05—FZZ(xﬁ—gﬁ) . (2.17)
s Jj=1i=1
Maksimize edilen logaritmik olabilirlik fonksiyonu, (2.17°deki ¢ift toplami
minumuma indirmeye esittir ve bu, veri noktasindan hiper diizleme (2.16) olan dik
uzakliklarin karelerinin toplamint minimize etmeye esdegerdir. Ayrica, bu uzakligi
minimize eden tahmin edilmis hiper diizlem, drneklem ortalamasindan ge¢melidir,

yani,

k
> ax =0 (2.18)
=0
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‘dir. Burada X, =" x /n’dir. Minimize edilen hiper diizlemi bulmak, bilinen
bir matematik problemidir. (2.18) kullanilarak, bir x, noktasindan tahmin edilmis

hiper diizleme karesel uzaklik,

k A 2 2 2
(Z/:Oajxﬁ) ko koo
= Zajxji = Z%xﬁ
A =0 =1

‘dir. Burada X, =X,;—X, j=1,...k, oOrneklem ortalamalarindan ol¢ililmiis

degiskenlerdir. Bu ylizden, minimize edilecek olan miktar, Zl;:l 0{? =1 kisitina

tabi olan

2
W=Z[Zk:ajxﬁ] (2.19)

‘dir. Bu Lagrange carpanlari kullanilarak ¢oziilebilir.

o) ot

minimize edilmelidir. Burada ¢, Lagrange ¢arpamdir. ¢, "ye gore tiirev alinirsa,
n k
Dk Dlax, |=1d, 1=1,..k (2.20)
i=1 Jj=0

Ion ..

esitligi bulunur. ¢; = —ZH X,;X;, Pinci ve j’inci degiskenler arasindaki 6rneklem
§ Lmi=

kovaryansi olsun. O halde denklemler,

& T

Zajc,j—;azo, I=1,..k 2.21)

olur. Bu denklemlerdeki a; ’lerin ¢ikartilmasi, 7 igin asagidaki determinant
esitligini verir:
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T
Ch—— Cpp Ci3 Cix
n
T
€y Cop—— Co3 Cox
n
-0 (2.22)
Ci3 Co3 C33 Csy
Cix Cox C3y Coe =
n

Bu, 7 ’de k dereceli bir polinomdur. {cij} matrisi negatif olmayan tanimli oldugu

icin bu esitlikteki k kokiin tamami gergeldir. istenilen kok en kiigiigiidiir. Bunu

gormek i¢in ¢, ile (2.20)’da [’inci denklem ¢arpilir ve son k denklem eklenir,

daha sonra bu toplamlarin sol tarafi (2.19) olur. Bu nedenle, minimize edilecek

ko nn, ..
olan W = z'z i laf "dir.
P

7 elde edilince a ; lein (2.21), lineer denklem sistemini ¢ozebilir ve

orijinal formiildeki ¢, , (2.18)’den bulunur.

Ornek 2.2. Denklem hatasiz normal fonksiyonel bir model iizerinde bu kistmdaki

yontemlerin kullanimini gdstermek i¢in Matlab R2014a programini kullanarak

olusturdugumuz yapay veri kiimesini ele alalim. Dikkat edilmelidir ki modelimiz

denklem hatasiz bir modeldir.

S

51,36

a. | & [»e| &y36 | Olmak iizere 36 sabit deger iiretelim.

§3,1

53,36
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: ~3+2(1+(j)(mod 6))

L |=| 63 (1+(j-1)(mods))

E —5+(1)(1)(1+('—1)(m0d6))
32 )0

Burada (j)(mod6) ve (j—1)(mod6), sirasiyla (j) ve (j—1)’in modiiler

-

aritmetik de mod 6’s1dir. Ornegin,

51,1 1 51,18 —1 51,36 =1
52,1 =| 4,33 |, §2,18 = 4 |ve 52,36 =| 4
53,1 _4’83 53,18 —4 §3,36 4

S, S5
é‘2,1 52,36 o o - - .
b. yeens olmak tizere 36 bagimsiz deger iiretelim,
;. 336
€ €36
o, 0 1 00 O
0, 0 01 00
~N ,
o, 0 0 01 0] Ve
£ 0 0 0 01
c. Veriden,
xl,i él,i + 6‘1,1'
X, . 40, .
= S , i=1,...,36, elde edilir.
X3 &ty

Y 1+ 2‘)::1,1‘ + 362,1‘ + 4‘);:3,:' t+¢&;
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Boylece, f, =1, g,=2, p,=3, B,=4"dir ve ¢, J,, J, ve & bagimsizdir.
Urettigimiz veri ¢izelge 2.2°de verilmistir. A, =4, =4, =4, =1’in bilindigini
varsayildi. Veriden,

X, =4.0142, Xx,=-0.1841, X, =-4.6050, Xx,=-9.0141

ortalamalarini elde ederiz.

Cizelge 2.2. Ug agiklayict degiskenli 36 fonksiyonel model verisi L,=1, =2,

B, =3, =4
X, X, X, y
1 -0,0058 -7,2869 -4,1665 -29,7559
2 3,0941 -2,2742 -5,2613 -18,4874
3 7,2159 -2,4122 -2,1892 -10,2782
4 8,1032 0,8233 -4,3275 1,8954
5 9,5888 2,0851 -4,0460 8,9841
6 -0,3554 5,0029 -2,6665 -4,1192
7 0,9526 -3,3499 -5,9284 -30,0714
8 1,7451 -3,3368 -4,6986 -19,5211
9 5,3154 -1,2475 -6,2740 -9,8789
10 7,3656 -1,3102 -4,0350 -0,9898
11 10,1246 0,6300 -2,8438 11,3901
12 -0,2772 4,3422 -3,8194 -3,9259
13 -0,5668 -3,9240 -5,1800 -30,6417
14 4,1591 -1,7014 -6,3831 -21,6954
15 5,2355 -1,2822 -4,5318 -10,6040
16 5,8603 2,5137 -3,3346 -0,7833
17 7,8923 4,3508 -3,7209 8,9067
18 -1,1155 1,6406 -2,9818 -3,0268
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Cizelge 2.2°nin devam
X, X, X, y
19 0,0899 -4,4683 -4,5809 -29,1285
20 2,7453 -2,9971 -6,2268 -19,1781
21 4,5431 0,6481 -5,1820 -10,2030
22 7,2267 2,1561 -4,6298 -1,1597
23 9,2942 1,6916 -4,7383 10,2325
24 -2,0649 4,9097 -4,7096 -5,7559
25 0,4774 -3,9337 -7,0936 -28,7226
26 3,5435 -3,4848 -4,1159 -19,7355
27 4,8703 -2,3241 -5,2706 -10,0304
28 5,9556 1,1740 -4,9815 -1,1438
29 8,5901 2,9705 -4,6713 10,4823
30 -0,5291 4,3616 -5,5303 -2,6551
31 1,7006 -5,5402 -4,8475 -28,4106
32 1,9607 -1,0213 -5,5862 -19,5661
33 6,5285 -2,3479 -4,7609 -11,6269
34 5,2386 1,2306 -4,6423 -0,5397
35 9,4857 2,3814 -5,0412 10,7321
36 0,5222 4,7060 -2,7832 -5,4961

Veri matrisinin uygun siitunundaki her bir elemandan bu ortalamalar ¢ikartir isek,

X, X, ve X, i¢cin veri matrisini elde ederiz. Bu merkezilestirilmis verinin,
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13.0110 1.9289 0.5638 31.1897

1.9289 10.7291 1.3656 34.0124
{ lj}: 0.5638 1.3656 1.2329 6.3772

31.1897 34.0124 6.3772 171.7978

kovaryans matrisini hesaplariz. Bu matris 0.7478, 1.2528, 10.2559 ve 184.5143
0zdegerlerine sahiptir. (2.21) denklemi,

k
Yadc,-1d,=0, [=1,..,k

j=1
olur. Yani,
13.0110a, +1.9289¢, +0.5638¢, +31.1897¢a, —0.7478a, =0,
1.9289¢, +10.7291c, +1.3656¢, +34.0124¢, —0.7478a, =0,
0.5638¢, +1.3656¢, +1.2329¢, +6.3772a, —0.7478a, =0,
31.1897¢, +34.0124¢a, +6.3772a, +171.7978¢, —0.7478a, =0,

esitliklerini elde ederiz. Bu esitlikleri ¢dzersek,

A A A~

B=-2 219746, B, =—%2 225069 ve j, =—2 =3.7941

a, a, a,
beta parametrelerini tahmin ederiz ve son olarak da :éo =0.9928"1 elde ederiz.

Bunlar oldukga iyi tahminlerdir.
EKK tahmin yontemi ise, gercek parametre degerlerine ME model

tahminlerinden daha az yakinliktaki,

1.7572
B, =|24418 | ve B, =—0.4255
3.2992

tahminlerini verir.
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2.4.2. [Tliskili Hatalar Ile Fonksiyonel ve Yapisal Modeller

Yukaridaki sonuglar, genel bir hata kovaryans yapisina genellestirilebilir
(Fuller, 1987). Dogrusal ME modelleri igin sabit terimi ayr1 tahmin etmek
genellikle uygundur. Notasyon biraz degistirilip ve simetrik formdaki denklem

hatasiz model yazilirsa,

k
Zaj)/ﬁ =0, i=1...,n.

=0
Burada k=p+1, yi:(ym,...,yki)':(ni,l,fli,...,épi)’, a=(1,—,b’0,ﬁ')' ve

z, :( Vi L, X500 X )' ’dir. Hata kovaryans yapismin skaler bir katsayr kadar

bilindigi varsayilir. Yani,

ol 0 X
QE D —var((£,1,6))=| 0 0 0
zb‘s 0 255

A 0 %,

=0,Q,=0;/ 0 0 0O

258 0 266

‘dir ve Q, biliniyor. Burada, hata varyans oram1 A’nm 1’e esit oldugu

varsayllmaktadir. ML i¢in hatalarin sifir ortalama ile tekrar normal oldugu
varsayilir. O halde fonksiyonel model i¢cin ML tahmin edicileri, matris tersinin var

olmasi sartiyla,

N To o7\ ) ,
(ﬁo,ﬂ) :[MXX—T|:0 5 jD (MX},—T(O,Z‘?&)
)
(2.23)
veE

&; =7/(p+1)
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olur. Burada,

p ) %Z(l, x) (L)),

+1)x 1 N
M;(c,(vp ) :;Z(in) Vi

dir ve 7,

M, - ZQO| = 0 nin en kiigitk kokiidiir ve M_ =n"" Z z/z; dir. y, “nin,

i =1,..., n ML tahmin edicisi,
7;1' =g _(()’i _:éo _ﬁ,xi)[(l’_BO’_ﬁ')QO (L_Bo’_lér)'}

x(1L-4,-8') 2,
‘dir.

. . g ' . 1
o;’nin tahmini tutarll degildir: n —oo iken G; —>—G§. Bazi

p+1
arastirmacilar, 5‘§ = nf/ (n -p —1) tahmininin bir serbestlik derecesi tartismasina

dayandigini 6ne stirmiislerdir.

Normal yapisal model i¢in £, ve S’ nin ML tahmin edicileri (2.23)diir
ve & =7 dir. Bu tahmin ediciler tutarlidir (Chan ve Mak, 1984; Amemiya ve

Fuller, 1984). (2.23)’teki tahmin ediciler, ultra yapisal model i¢in de tutarhidir.

Yukaridaki formiilasyonda, X "nin tekil oldugu anlamna gelen, &, ’nin

bazilarinin hatasiz 6l¢iilmesine izin verildigine dikkat edilmelidir. Bu durumda,

genel kabul gérmiis bir ML tanim1 bulunmadigi goriilmektedir.

Ornek 2.3. Denklem hatasiz normal fonksiyonel bir model iizerinde kisim
2.4.2°deki yontemin kullanimmi gostermek icin Matlab R2014a programini

kullanarak Ornek 2.2°de kullandifimiz varsayimlara benzer varsaymmlar ile
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olusturdugumuz yapay veri kiimesini ele alalim. Bu yontem, bir 6nceki alt boliimde

verilen daha 6zel tahminlerin genel durumlart olarak elde edilebilecek tahminleri

vermektedir.
51,1 51,36
a. | &y [»| $y36 | Olmak iizere 36 sabit deger tiretelim.

S S336

£ —6+O.9(1+(j)(mod6))
Lj

4 .
& |= —6+§(1+(] —~1)(mod6)) |,
53,j 4
-2+ (gj(l +(j—D(mod6))

Burada (j)(mod6) ve (j—1)(mod6), sirasiyla (j) ve (j—1)’in modiiler

aritmetikte mod 6’s1dir. Ornegin,

51,1 _452 §1,18 _551 51,36 _591

52,1 =| 4,66 |, 62,18 = 2 ve 52,36 = 2

53,1 —0,0606 53,18 6 53,36 6
S, S, 36
é‘2,1 52,36 . - - . .

b. yeens olmak tizere 36 bagimsiz deger iiretelim,

5, 336
€ €36
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o, 0 05 0.1 0.1 0.3

0, N 0 0.1 05 0.1 03

S, O |01 0.1 05 03]| ve

& 0 03 03 03 05

c. Veriden,

xl,i é:l,i_'_é‘l,i

. +0, .
Y| 524 10, , 1=1,...,36, elde edilir.
A3 &yt 0s,

Y 1+28,,+36,, +4S;, +¢
Boylece, g, =1, g, =2, B,=3, B, =4"dir ve 4, J,, 0, ve ¢ iliskilidir.

Urettigimiz veri gizelge 2.3’te verilmistir.

Cizelge 2.3. Ug aciklayict degiskenli ve iliskili hatalar ile 36 fonksiyonel model
verisi B, =1, =2, 3, =3, B, =4

X X, X, y

1 49112 -6,8552 -0,6944 -25,4642
2 -3.2335 -3,0481 0,3191 -12,5329
3 -0,8331 -2,6650 3,7289 -0,7666

4 -0,7199 -0,4021 3,5115 10,6108
5 -0,1837 0,5780 4,8037 20,5477
6 -4,6442 2,7860 7,1179 22,1090
7 -4,2335 -3,9921 -1,3079 243162
8 -4,1873 -3,9751 0,3900 -13,6580
9 -2,1770 -2,1269 0,8041 -2,2304
10 -1,2415 -1,9846 3,3605 8,6690
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Cizelge 2.3’lin devami
11 0.1952 -0,3544 5,5327 21,4364
12 -4,5889 2,3393 6,2651 21,6412
13 -5,3079 -4,6047 -1,0778 -25,1334
14 -2,4804 -2,5006 -0,2305 -13,2956
15 -2,2334 -2,1622 1,9790 -2,0113
16 -2,3059 0,4518 4,0677 9,6299
17 -1,3832 1,9078 5,0475 20,6819
18 -5,1817 0,3490 6,4068 20,8988
19 -4,.8336 -4,8889 20,6385 -24,3564
20 -3,4801 -3,5983 -0,4732 -13,4474
21 -2,7231 -0,9228 1,6598 -1,6912
22 -1,3397 0,3973 3,3348 9,5793
23 -0,3920 0,2637 42437 20,5058
24 -5,8530 2,4797 5,4697 20,2000
25 -4,5695 -4,4637 -2,2385 24,6052
26 -2,9157 -3,8267 1,0248 -12,8496
27 -2,4917 -2,9357 1,3023 -2,5496
28 -2,2385 -0,4628 2,8014 8,6023
29 -0,8898 1,0501 4,3375 20,7542
30 -4,7670 2,3171 5,0630 21,4698
31 -3,7046 -5,4037 -0,7166 -23,8797
32 -4,0349 -2,3403 0,0815 -13,0395
33 -1,3192 22,7177 1,8823 22,2448
34 22,7455 -0,5240 2,9383 8,6212
35 -0,2566 0,7686 4,1435 20,9062
36 -4,0236 2,7044 7,1280 21,8789
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Burada, hata varyans oran1 A =1 olarak bilindigi varsayildi. Veriden,

1 —2.8400 -1.3434 2.5380 1.9631
v - —2.8400 10.9018 4.6585 -6.1315 | 5.4564
=1 13434 4.6585 82702 26116 | ° |38.0307
25380 -6.1315 26116 13.2107 47.3750
olarak hesaplanmustir ve z. = ( Vil Xy X, )r "nin yardimyla,

(2933480  1.9631  5.4564 38.0307 47.3750]
1.9631 1 -2.8400 -1.3434 2.5380
M_=| 54564 -2.8400 10.9018 4.6585 —6.1315
38.0307 -1.3434 4.6585 82702 2.6116
| 47.3750  2.5380 —6.1315 2.6116 13.2107 |

olarak elde edilmistir. Daha sonra, 6l¢iim hata kovaryanslar1 ve hata kovaryans

yapisinin skaler bir katsayr kadar bilindigi genel hata kovaryansi asagidaki gibi

hesaplanmustir:
0.4556 —-0.0734 0.1844 0.2828
2 =1—0.0734 0.6528 -0.0487 |, X, =|0.1785
0.1844 -0.0487 0.4763 0.2766

1 0 02828 01785 0.2766 ]
o 0 0 0 0

QO) Z 520 = 52102828 0 04556 -0.0734 0.1844

0.1785 0 -0.0734 0.6528 —0.0487

(02766 0 0.1844 —0.0487 04763 |

|M e —ZQO|=0’nin en kiigiik kokii 7=0.7805 olarak elde edilmistir. Tim

hesaplamalar yapildiktan sonra fonksiyonel model i¢in parametre tahminleri,
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1 -2.8400 -1.3434 2.5380

PN -2.8400 10.9018 4.6585 -6.1315
(ﬂo’ﬂ) Tl -1.3434 46585 82702 26116
25380 —6.1315 2.6116 13.2107

-1

0 0 0 0

0 04556 -0.0734 0.1844
0 -0.0734 0.6528 —0.0487
0 0.1844 -0.0487 0.4763

—0.7805

1.9631 0 1.0181

5.4564 0.2828 1.9703
—0.7805 =

38.0307 0.1785 2.5253

47.3750 0.2766 3.9137

ve hata varyansi 6'5 =0.1951 olarak tahmin edildi. Bu tahminler oldukca iyi

tahminlerdir.
EKK tahmin yontemi ise, gercek parametre degerlerine ME model
tahminlerinden daha az yakinliktaki,
1.5899

B =| 24931 | ve f3,, =0.1043
3.8312

tahminlerini verir.

2.5. Parametrelerin Tahminine Alternatif Yaklasimlar
Bu béliimde, ML yonteminden ziyade parametrelerin tahmin edilmesinde
bazi alternatif yaklasimlar: ara¢ degisken yontemi, genellestirilmis EKK ve

degistirilmis EKK yontemi incelenecektir. Aciklayici degiskenlerin bazilarinin
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hatasiz dlgiilebildigini hatirlayalim. Bu, kukla degiskeni &, disindaki degiskenleri

de igerebilir.

2.5.1. Arag Degisken Yontemi
y=X0+e (2.24)

regresyon modelini dikkate alalim. Burada y, nxl boyutlu bir vektér, X,
(l,xl,...,xp) bagimsiz degiskenler iizerindeki nx( p+1) boyutlu goézlemlerdir
(sabit terim igin kukla degisken dahil) ve e, nxl boyutlu hata vektoriidiir
(n >k=p +1) . X ’in elemanlari, hatalar ile asimptotik olarak iliskisiz degilse, o
halde @°nin EKK tahmin edicisi tutarli degildir. Eger bu olursa, Z""* veri
matrisini saglayan bir vektor ara¢ degiskeni zz(zl,...,zk )’ var olabilir ve

asagidaki ozelliklere sahip olabilir:

(1) lil’l’lnﬁOO n'Z'e=0 veya E(Z'e) =0 ve

(ii) lim,_ _n'ZX veya E (Z 'X) sabitlerin tekil olmayan bir matrisidir.

n—o0

O halde,
6=(zX)"zy
olarak tammlanan 6°’nin ara¢ degisken tahmin edicisi, £ nin tutarli bir tahmin
edicisidir.
Simdi (2.24)’nin 6zel bir durumu olarak yazilabilen,
xi:é+6:~, yi:ﬁ’é_'_ei
olasi denklem hatalar1 ile ME modelini dikkate alalim. Eger

0) Ez,(5),¢)=0 ve
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(ii) > zx, ,B:(IBO,..., ﬁp)’ ‘nin boyutu ile esit rank’a sahiptir (bir

olasilik ile)

boyle bir z ara¢ degiskeni varsa, o halde
~ -1
:BN = (Z ’X) zZ 'y
arac degisken tahmin edicisi, £ nin tutarli bir tahmin edicisi olacaktir.

Z arag degiskeninin boyutunun x’in boyutundan daha biiyliik olmasi
miimkiindiir. Bu durumda, ara¢ degisken tahmin edicisi baska bir form alir (Fuller

(1987), Bowden ve Turkington (1984)).

Ornek 2.4. Arag degiskeni yonteminin kullanimin1 gdstermek i¢in Matlab R2014a

programini kullanarak olusturdugumuz yapay veri kiimesini ele alalim.

51,1 61,36
a. | & [»| $y36 | Olmak iizere 36 bagimsiz deger iiretelim.
§3,1 53,36

0 0.995 0.004  0.009
E~N||0], 10.004 0953 -0.014
0 0.009 -0.014 0.990

]
[9%)

S, S5
b. | 0y |seen| Oy36 | olmak iizere 36 bagimsiz deger iiretelim,
0.

e

N

3

) 0 0.252 0.003 0.002
, [~N|[0], [0.003 0.252 0.005
0

0.002 0.005 0.253

(=)}

7\
SRS

87

3
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E)sEy sy E45 Olmak lizere 36 bagimsiz deger iiretelim,
£~N(0,0.5).
7/1,1 7/1,36
C. | Va1 |s+-s| V236 | Olmak lizere 36 bagimsiz deger lretelim.
V31 V336
2 0 0.252 0.003 0.002
7, |~N|[] 0|, [0.003 0.252 0.005
Vs 0 0.002 0.005 0.253
d. Veriden,
X S+ Oy,
Xa.i 52,1' + 52,;‘
ey §3,i + 53,1‘
= 1+2& . +38, . +4E. .+ 6, .
d St 3o A E ] 11,36, elde edilir
. St
2y Soi T 7,
23, 953,1‘ 73

Boylece, ara¢ degisken Z, ¢, &, ve &, iliskilidir ancak ¢, J,, J, ve &0l¢lim

hatalari ile iligkili degildir. Uretti§imiz veri ¢izelge 2.4’de verilmistir.
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Cizelge 2.4. Arag degiskenli 36 olgiim hatali model verisi, g, =1, B =2,

B =3, B =4
X, X, X3 y Z, Z, Z3
L] 212154 | -3,3911 | -0,0079 | -6,8366 | -1,4473 | -3,5396 | 0,5215
2 1 06859 | 00918 | -0,2605 | -0,2767 | -0,8572 | 0,6976 | -0,6784
31 20707 | -1,5263 | 2,1869 | 10,8200 | 3,1262 | -1,1833 | 2,8171
4 2,2193 0,2495 0,2646 3,9807 1,0090 0,4707 0,4450
5 0,4120 | -0,3545 1,0662 0,9963 1,0025 | -0,6092 | -0,2343
6 1,0851 0,4166 1,2740 10,5549 | 0,6300 1,4748 0,0924
7] 04178 | 04344 | -1,4776 | -0,6967 0,1933 1,3761 | -1,0227
8 | -1,1787 | -0,0987 | 0,4237 | -3,2620 | -1,5412 | -0,4857 | 04778
9 | 03754 | -0,2632 | -1,1717 | -6,4341 | 0,5445 | 0,1592 | -2,3993
101 0,0351 | -1,5067 | -0,3394 | -1,8092 | 0,5110 | -2,3050 | -0,0848
11| 21543 | 2,0788 | 08840 | 29453 | 02555 | -1,5056 | 1,1594
12 | 1,2602 0,3411 0,2171 4,4298 1,0932 1,2161 0,5833
13 | -2,2196 | -0,5782 | 0,0117 -1,8575 | -1,9798 | 0,1512 | -0,1655
14 | 0,1378 1,0246 | -2,2959 | -0,5130 1,3109 0,8136 | -1,1673
15 | -0,0682 | -0,1342 | -0,2212 0,7334 -0,0728 | 0,3466 0,0915
16 | -1,3627 1,9429 0,1189 7,9158 -1,3111 1,7195 1,5123
17 | -1,3190 | 1,6564 | 0,1285 6,0661 | -1,2908 | 1,8686 | -0,1293
18 | 08753 | -1,6990 | 1,7815 | -2,2308 | 0,0800 | -2,2777 | 0,6797
19 | -0,8050 | -0,4131 | 0,3926 | 0,6080 | -1,7217 | 0,8803 | 0,7960
20 | -0,0088 | 0,5283 | -1,5549 | -7,9077 | 0,4193 | -0,9918 | -1,0269
21 | -0,5577 | 1,8752 | -0,4863 | 1,3860 | -1,3631 | 2,1637 | -0,7010
22 | -0,1887 | 1,3088 | -0,6467 | 52372 | -0,0782 | 1,0915 | -0,1401
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Cizelge 2.4’{in devami

X X5 X3 Y < 2 <3

23 | 0,7448 | -0,3950 | 0,0216 | -3,3392 | 0,0165 | -1,0024 | -0,9678

24 | -1,4417 1,4520 | -0,6959 | -1,4228 | -0,4781 | 0,5884 | -0,7851

25 | -0,2147 | 0,0168 | -3,1958 | -8,3213 | 0,1502 | 0,5048 | -2,1685

26 | 05076 | -1,4089 | 1,3262 1,6242 1,0212 | -1,0186 | 0,9605

27 | -0,1446 | -2,2334 | -0,4184 | -5,5939 1,5060 | -1,6109 | -0,1029

28 | -1,4486 | 0,0777 | -1,0261 | -1,7427 | -1,3413 1,2293 | -1,0193

29 | 0,1679 1,0545 | -0,0174 | 0,4521 | -0,3783 | 0,9201 | -0,9049

30 | 1,6469 0,1491 | -1,7712 | -2,9911 0,1609 | -0,1090 | -2,2941

31 | 1,1620 | -1,7944 | 0,5740 | -1,4657 | 0,8882 | -1,8088 | -1,0822

32 | -0,9862 | 1,0815 | -0,8428 | 0,1753 | -0,7504 | 1,3952 | -0,9507

33 | 0,7080 | -1,6328 | -0,3635 | -0,9495 1,8946 | -1,1755 | -0,0378

34 | -1,8605 1,0840 | -0,0643 | -2,5414 | -1,5340 | 1,5309 | -0,4200

35 | 1,1866 | -0,2919 | -0,4876 | -0,9089 | 0,9290 0,0523 | -1,7438

36 | 1,2694 0,5789 1,6939 | 10,9777 | 1,0005 1,5566 1,3562

Veriden,
0.0910 0.0444
u =|-0.1232 |, u, =0.2167 ve u, = 0.0718
—0.1383 -0.2426

ortalamalar1 elde edildi. Daha sonra ,B,V =(z X)_l Z'y formiilii ile ara¢ degisken

tahmin edicisi,
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1.9666
B =|3.3358 | ve 3, =1.0159
4.0959

olarak tahmin edildi. EKK tahmin yontemi ise,

1.2442
Be=]2.2689 | ve B3, =0.7900
2.9391

parametre tahminlerini verir. ME model verisinde arag degisken yontemiyle
hesaplanan parametre tahminlerinin, EKK yontemi ile hesaplanan parametre

tahminlerinden ¢ok daha iyi sonu¢ verdigi aciktir. Ayrica, Z, dl¢lim hatalari

(6.¢) ile iliskisizdir ve ¢ ile Z arasindaki korelasyon 0.9147 olarak bulundu,

giicli bir iligki oldugu agiktir.

2.5.2. Genellestirilmis ve Degistirilmis EKK Tahmin Edicileri

Genellestirilmis EKK ve degistirilmis EKK yaklasimlari, vektor agiklayict
degiskenlere kolayca genisletilebilir. Hem Sprent (1966) hem de Gleser (1981),
vektor agiklayict degiskenli fonksiyonel model icin genellestirilmis EKK tahminini
incelemistir. Daha sonra genellestirilmis EKK tahmin edicisinin biiyiik 6rneklem
ozellikleri de incelenmistir. Bu boliimde, genellestirilmis EKK tahmin edici biraz
farkli bir sekilde ele alinacak ve degistirilmis EKK yontemi vektor aciklayici

degisken modeline genisletilecektir.

Genellestirilmis EKK
(2.1)-(2.2) modelini ele alalim ve

v, =B, —B'x, +(<95 —ﬂ’é‘i), i=1,...,n (2.25)
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yazilsm. v, =g — f3'6,, i =1,...,n, modelin fonksiyonel, yapisal ve ultra yapisal
olup olmadigina bakilmaksizin, sifir ortalama ve o> =o.-28%, + 8%,

varyansli, bagimsiz ve ayni1 dagilimli olan rezidiiler olsun. Genellestirilmis EKK
tahmin edicisi,

0. p) ="y B —Fx) (2.26)

o}

v

‘i minimize eden ( By ,B') olarak tanimlanir. Burada, o ’nin bilinmesi gerekir.

Gleser (1981), ( ,30, ﬁA') tahmin edicisinin sonucunun normallik varsayim altinda

(2.23) ML tahmin edicisi ile ayn1 oldugunu gostermistir.

Degistirilmis EKK
Bu kisimda, degistirilmis EKK yaklagimi ele alinacaktir. Denklem hatali
model (2.4) i¢in (qi = 0) degistirilmis EKK tahmin edicisi,

OB B) =12\~ By~ Bx) +2B%s — BB (2.27)

‘i minimize eder. Dogal olarak, X, ve X, ’nin bilgisi gereklidir. (2.27)’iin

minimize edilmesinden kaynaklanan tahmin edici, normal yapisal modelin ML

tahmin edicisi (2.6) ile aymidir.
Q(,@O, ,@')20 kisitlamasi, Q hata varyans tahmini oldugu igin hem

(2.25) hem de (2.27)’de gereklidir. Boyle bir kisitlamanin (2.26)’de otomatik

olarak saglandig1 ancak (2.27) i¢in S —X; pozitif tanimina ve 67 >3 35

ihtiyag duyuldugu goriilmektedir.
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3. ME MODELLERE YANLI TAHMIN YAKLASIMI

Bu boliimde regresyon parametrelerinin tahmin edilmis kovaryans
matrisinin  kotli  kosullu olmast durumundaki Ol¢iim hatali  modellerin

parametrelerinin tahmini ele alinacaktir.

3.1. Giris ve Onceki Calismalar

Veri analizinde, 6l¢iim hatalar1 ¢cok fazla goriiliir. Veride 6l¢lim hatalariin
varliginda, klasik istatistiksel yontemler gecerliligini kaybetme egilimine girer ve
parametrelerin EKK tahmin edicileri, yanli ve tutarsiz olur. Parametrelerin tutarl
tahmin edicilerini bulmak i¢in, 6l¢iim hatalarinin bilinen kovaryans matrisi ve
bilinen giivenilirlik oran1 matrisi gibi bazi ilave bilgiler gereklidir (Schneeweiss
(1976), Fuller (1987), Gleser (1992), Cheng and Van Ness (1999)).

Lineer regresyon analizindeki temel varsayimlardan biri, agiklayict
degiskenlerin tamaminin lineer bagimsiz olmasidir. Yani, gozlenen aciklayici
degiskenlerin matrisinin ranki, tam siitun ranki olmalidir. Bu, ihmal edildigi zaman,
veride ¢oklu ig iligki problemi ortaya ¢ikar. Bazi yontemler kullanilmasina ragmen,
veride Olglim hatalar1 ile birlesen coklu i¢ iligkinin varliginda bu yontemlerin
performanslari yetersizdir. Bu nedenle, arastirmacilar, son zamanlarda g¢oklu i¢
iliskinin varhiginda ME modellerin parametrelerinin tahminini arastirdilar.
Ozellikle, ME modeller i¢in ¢oklu i¢ iliskinin varliginda yanl tahmin yéntemlerini
incelediler. Bu kisimda, ¢oklu i¢ iligkinin varliginda ME modellere ridge ve Liu
tahmin yaklagimlart incelendi. Yanli tahmin edicilerin performanslarinin
karsilastirilmasi, teorik ve sayisal degerlendirmeler ile analiz edildi.

Coklu i¢ iliski, lineer regresyon modellerindeki en popiiler problemlerden
biridir ve detayl1 olarak incelenmistir. Coklu i¢ iligki problemine ¢are bulmak igin
EKK tahmin edicisine alternatif tahmin yontemleri arastirmacilar tarafindan
Onerilmistir. Hoerl ve Kennard (1970) tarafindan 6nerilen ridge regresyon ve Liu

75



3. ME MODELLERE YANLI TAHMIN YAKLASIMI Caner INCEKAS

(1993) tarafindan onerilen Liu tahmin edici, lineer regresyon analizinde ¢oklu i¢

iligkinin varliginda kullanilan en popiiler yontemlerdir.

3.2.Ridge Tahmin Edicisi
Saleh ve Shalabh (2014), ME modelleri i¢in lineer regresyonda Hoerl ve

Kennard tarafindan 6nerilen ridge regresyon tahmin yaklasimini incelediler ve

(B #3K B (B, +3K = y) kBB (3.1)

‘1 minimize ederek bilinen giivenilirlik matrisi K ile ME modeller i¢in ridge

tahmin edicisini elde ettiler. Burada, K = >y = (Z £ +2 55 )_1 2

o = k lagrange

5’
carpanidir ve j,, 2. boliimde tanimlandig1 gibidir. (3.1)’nin ¢6ziilmesiyle, ridge
tahmin edici elde edilir,

B(k)=(C+kl)" CB, (3.2)
burada, k>0 yanllik parametresidir. Daha sonra, sirasiyla (2.13) ve (2.15) ile
verilen ﬁn ve C, tutarl tahmin edicileri yerlerine konularak, ME modeller i¢in
"nin ridge tahmin edicisi,

B, (k)=(C,+kI)" C,p,. (3.3)
olarak verilir. Burada, ﬁ’” ve C, sirasiyla, (2.13) ve (2.15) olarak verilmistir ve

(Cn +kI)71 C,C=K. X K_ile (C + kl)71 C ’nin tutarli bir tahmin edicisidir.

Ridge tahmin edici pratikte etkili olmasina ragmen, yanlilik parametresinin

karmasik bir fonksiyonudur.

76



3. ME MODELLERE YANLI TAHMIN YAKLASIMI Caner INCEKAS

3.3.Liu Tahmin Edicisi
Ustiindag Siray (2019), lineer regresyonda Liu (1993) tarafindan &nerilen

Liu tahmin yaklagimini, ¢oklu i¢ iligskinin varliginda, ME modellere tagimigtir ve

modele d 3 = B+ &' genisletmesini diigiinmiistiir, yeni model,

(EHEp ) e

‘dir. Burada, d bir sabittir.
(3.4) modeline EKK ydntemi uygulanirsa ve bazi cebirsel iglemlerden sonra ME

modelleri i¢in Liu tahmin edici,

B(d)= (K. xxK, +1)" (K. xXxK, +dl)f (3.5)
olarak elde edilir. Boylece, sirastyla (2.13) ve (2.15) tarafindan verilen 5’” ve C,
‘nin tutarh tahmin edicileri yerine konularak, ME modeller igin £ min Liu tahmin
edicisi,

B.(d)=(C,+1)"(C,+dI)p, (3.6)
ile verilir, burada, 0<d <1 ve C=K'>_K_ ile (C+ 1)7] (C+d1) ’nin tutarh
bir tahmin edicisi (C, +1 )_l (C, +dI)’dir. Liu tahmin edicisi, d *nin dogrusal bir

fonksiyonu oldugu i¢in ridge tahmin edicisine gore avantajlidir ve bu nedenle, d

yanlilik parametresinin se¢imi daha uygundur.
3.4.Ridge ve Liu Tahmin Edicilerinin MSE Karsilastirmasi

3.4.1. Ridge ve Liu Tahmin Edicilerinin MSE’si
S nin bir tahmin edicisi 4 nin asimptotik hata kareler ortalamast

matrisinin (asymptotic matrix mean squared error: MMSE),
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(4)- {19

= cov(,@) +bias(,@)bias([§)'

(3.7)

oldugu ¢ok iyi bilinmektedir. Burada cov(f3), S’ nn asimptotik kovaryans

matrisidir ve bias ( Ysi ) , 3 ’mn asimptotik yanliligidir.

Ayrica, asimptotik skaler hata kareler ortalamasi (asymptotic scalar mean squared

error: SMSE), MMSE’nin izi (trace) alinarak elde edilir:
m(ﬁ):tr(cov(ﬁ)>+bias(ﬁ)l bias(,ﬁ). (3.8)
B’°nm B ve B, gibi iki tahmin edicisi oldugu varsayilsin, 3, tahmin edicisinin,
MMSE kriteri agsindan ﬁl ’dan daha dstiin oldugu soylenir, ancak ve ancak
M ( ﬁl ) -M ( 5’2) farki negatif olmayan tanmimli matris olmahidir. Eger
m( ,5’1) 2 m( ,82) ise, ﬁz tahmin edicisi SMSE kriteri agisindan ﬁl tahmin

edicisinden ustunddr.

Bu kisimda, ridge ve Liu tahmin edicilerinin MMSE ve SMSE’lerini

karsilastiracagiz. 8 parametresinin tanimlanabilir ve 7 — oo iken C, ’in limitinin

var oldugunu varsayiyoruz. Saleh ve Shalabh (2014) tarafindan verilen ridge

tahmin edicisinin (72 — o0) MMSE’si,

M(B (k))=c2C'(C+kl)' C'(C+kI)' C
(8.(0))=ZC(comy 7 (C+h) .
+k*(C+kI) " B (C+KI)"

olarak yazilir. 0:2 daha 6nce (2.9)’da verilmistir.
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Ayrica, n — oo iken ridge tahmin edicinin SMSE’si,

m(B,(k))=ortr| (C+k)” C |+kB (C+kI)” B (3.10)
olarak elde edilir.
ﬁn ’in asimptotik kovaryans matrisi o >C~'’dir, burada C=K'X K _ pozitif
taniml1 bir matristir. Boylece,

F'CT=1“'(K;,CZMKU)F=diag(ﬂ1,/12,...,ﬁp), (3.11)
gibi bir I' ortogonal matrisi vardir, burada 4, > 4, >... >2,>0, C matrisinin

6zdegerleridir. Bu nedenle, ridge tahmin edicisinin SMSE’si,

m(A,(0) =075y O 312
i=1 (ﬂ,.+k) i=1 (ﬂl +k)

olarak elde edilir, burada 8 =T"8 = (491, o,,..., 49p) dir.
Ustiindag Siray (2019) tarafindan verilen Liu tahmin edicinin (72 — oo) MMSE’si,

A

M(B,(d))=c7(C+1)' (C+dl)C (C+dl)(C+1)"

(3.13)
+(d-1)y(Cc+1)" pp(C+1)"
olarak ifade edilir.
Ayrica, n —> oo iken Liu tahmin edicisinin SMSE’si,
m(B,(d))=c2r((C+1)" (C+dl)C' (C+dl)(C+1I)"
(B(@)=o7r((C o) (Cranc (e ranern)’)

+(d—1)2 ﬂ’(C+1)_2,8

olarak ifade edilir.

(3.11)’de verilen ortogonal ayrisim kullanilarak, Liu tahmin edicisinin SMSE’si,
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2
L‘Z)z+(d_1)2

— 3.15
(ﬂ. +1) i ( )

(4 +1)2

1

P 0(2
=1
olarak elde edilmistir, burada @ =T"8 = ((91, ,,.., Hp) *dir.

3.4.2. Ridge ve Liu Tahmin Edicilerinin MMSE Karsilastirilmalari

Bu kisimda, ridge ve Liu tahmin edicilerinin karsilagtirilmasinin MMSE
kriteri acisindan ¢ok zor oldugunu belirtiyoruz. Karsilagtirma yapilmis olmasina
ragmen, elde edilen kosullar1 saglamak olduk¢a zordur. Dolayisiyla, karsilagtirma
sonuclarini teorem olarak gostermiyoruz. MMSE’nin karsilagtirmalarini yapmak
icin kullandigimiz Lemma 1 asagida verilmistir.

Lemma 1. M pozitif tanimli bir matris olsun, yani M >0, « herhangi bir

vektor olsun, o halde ancak ve ancak a'M 'a <1 saglanirsa M —aa'>0 olur
(Farebrother, 1976).
A=C(C+K) C(C+KI) ' C—(C+1)' (C+dl)C(C+al)(C+I)"
pozitif tanimli matris olsun.
M(B,(k))-M (B,(d))=07A,+I* (C+kl) " BB (C+id) "
—(d-1)’(c+1)" pp(C+I)"
‘dir, burada A, yukarida tanimlandigi gibidir. k*(C+kl )71 BB (C+kl )71 ‘nin

pozitif taniml matris oldugu agiktir. Dolayisiyla

o, A, —(a’ —1)2 (C+ I)_1 ,Bﬂ’(C+ I)_l ile ilgileniyoruz. Eger, o.°A, pozitif
tanimli bir matris ise, o halde Lemma 1 kullanilarak M ( ﬁAn (k))—M ( ,én (d ))

farki ancak ve ancak (0:2 )_l (d=1) B (C+I)" A (C+I)" B <1 ise negatif

olmayan tanimlidir. Cebirsel basitlestirmelerden sonra,
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)
,B'[(C+I)Al (C+ I)]i1 p< 9 olur. Dolayisiyla, /3, (d). MMSE

(d-1)

kriterine gore ancak ve ancak ﬂ'[(CJr I)A1 (C+ I):'i1 p<

)
G&'

(a-1)

olursa,

f3, (k) dan tistiindir.
A, =(C+I) (C+dl)C'(C+dl)(C+I1)"' -C'(C+k)" C'(C+kI)'C
pozitif tanimli matris olsun.

M(B,(d))-M (B, (k))=07a,—k>(C+kl) " BB/ (C+kl) "

+(d-1)’ (c+1) " pp(C+I)"

olur. A, yukanda tammlandigi gibidir. (d—1)"(C+1I)" g (C+1) ’nin
pozitif ~  tammli  matris  oldugu  agiktir. Bu  nedenle
2N, —k*(C+kI) ' BB (C+kl)" ile ilgilenecegiz. Eger oA, ise, o halde

Lemma 1 kullamlarak M ( ,@n (d ))—M ( ﬂAn (k)) farki ancak ve ancak

(0'*2 )_1 kB (C+kl )_1 AT (C+KI )_1 B <1 olursa negatif olmayan tammlidir.

&

*2
o

2

olur.

Cebirsel basitlestirmelerden sonra, ﬁ'[(C +kl )A2 (C +kl )]71 p<

Dolayistyla ﬁn (k) ,  MMSE  kriteri agisindan ancak ve  ancak

o)
ﬁ'[(C—i—kI)A2 (C+k[)]7l p< ig ise, 3, (d)’den iistiindiir.

2

Eger dikkat edilirse, sirastyla o °A, ridge ve Liu tahmin edicilerinin kovaryans
matrisleri arasindaki fark ve o ?A, Liu ve ridge tahmin edicilerinin kovaryans

matrisleri arasindaki fark anlamina gelmektedir. Burada verilen karsilagtirmalar,
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tahmin edicilerin kovaryans matrisleri arasindaki farkin pozitif tanimliligina

dayanur.

3.4.3. Ridge ve Liu Tahmin Edicilerinin SMSE Karsilastirmalari

Bu kisimda, ridge ve Liu tahmin edicileri arasinda karsilastirma
yapilabilecegini gosterdik, bununla birlikte kosullar1 saglamak oldukca zordur.
Kargilagtirma sonuglarimi teorem olarak ifade ediyoruz, ancak pratik olmadigi
goriilebilir. Bu tahmin edicilerin performanslarini karsilastirirken teoremleri
kullanmak yerine, SMSE kriteri ile kisim 3.5’te bir simiilasyon ¢aligmasi yapildi.

Simdi, SMSE kriteri ile ME modeller i¢in ridge ve Liu tahmin edicilerini
karsilagtiralim. Bu amag¢ icin ilk olarak d’nin sabit oldugunu varsayip
karsilagtirmay1 yapalim. Daha sonra k ’y1 sabit varsayip karsilastirmay1 yapalim.
Kargilastirma sonuglar1 asagidaki teoremlerde verilmistir.

Teorem 3.1. d sabit olsun.

p 2
Yo Z
2 "
i=1

i. : /1’ +1) <« Z: > ise, o halde ,3" (d)
| A (A dy | (d-1)
S\ (A +k) A(4+1)
Z(1-d) .

0<k< W, i =1,2,...p i¢in SMSE kriterine gére /3, (k) ’dan tstiindr.

—£_ ise, 0 halde ﬁ’n (k) ,

O<ﬂ,-(1—d)
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Ispat: i. (3.12) ve (3.15) kullanilarak,

m(A, (k))=m(4,(d)) =07 (Zl(z fk)Q _g‘;/(li;fl))zJ

(3.16)
L0 & 6
+k* i —(d-1 ’
;(ﬂ,ﬁk)z (@=1) ;(/11. +1)°
olur. kzi( > 'nin pozitif oldugunu gérmek kolaydir. Boylece, eger
i=1 (A,
e 2 » (l__,_d)Z -
o, L — ’ d-1 L >0 3.17
’ {;(ﬂi—kk)z ,Z_;z,.(ziﬂ)zj (@) ,2_1:(/1,.“)2 G0
olursa m( ,3” (k)) —m( ﬁn (d )) pozitif olacaktir.
[lk olarak,
of 4 (Atd)
Z 2 2
(A +k) A (4 +1)
(3.18)

_Z[ k(4 +d)+A4(1-d) ][4 (4 +1)+(4 +d) (4 +k)]
= 2 (A +1Y (4 +k)
A(1-d)
‘nin pozitifligini diisiinelim. (3.18), 0 <k < ad i=1,2,...p i¢in pozitiftir.
(3.18) pozitif oldugu igin, (3.17) esitsizligi,
)4 9.2
z : 2 *2
- (/1" +1) T olarak ifade edilir. Boylece ispat

(4 (rd) | @)
e ]

A+k) A(4+1)

tamamlanmis olur.
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ii. (3.12) ve (3.15) kullanilarak,

@) 0) - S 5

i=1 ﬂ,(i[ +1)2 i=1 (/7w
2

2
N R

= (ﬂ,i +k)2 = (/% +l)2

p 0‘2
olur. (d —1)2 Zl: (2, _;_1)2 "nin pozitif oldugunu gérmek kolaydir. Boylece, eger,

2 2
U:Q[Z”:jﬂﬁd) —Zp: A )z]_kzzp: % .o (3.20)
i=1 /A. . i=1 +

= (4 +k)

olursa, m( ,Bn (d )) -m ( ,é’n (k)) pozitif olacaktir. [lk olarak,

(3.21)

Zi[k(zi +d) =2 (1=d) [ A4 (4 +1)+ (4 +d) (4 +k) ]

= (A +1) (4 +k)

4 (1 — d)
‘nin pozitifligini diisiinelim. (3.21), 0< VYR

i

<k, i=12,...p igin pozitiftir.

P (9'2
Z l

(4 +k) 2
(3.21) pozitif oldugu igin, (3.20) esitsizligi, ( - ) g

, (Zi-i- )2 ,11_ < kz
;[zi(mm’(wka

1

olarak ifade edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Teorem 3.2. k, O < k <1 araliginda sabit olsun.
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> 2
2 *2
i=1 ﬂz + 1) O-g ise, (0] halde ﬁn (d) >

2[ n (A+ >j<<d—1>2
(

A+kY  A(4+1)

1

1

A(1-k R
O0<d< '; k)<1, i=12,...p i¢in SMSE kriterine gore ﬂn(k)’dan
.+
ustiindiir.
14 2
lzzll A +k) o’

< ise, 0 halde ,én (k) s

Zv:[ (A+d) 4 J<k2

=1 ﬂ-i—l) (/11.+k)

i.

A (1-k) , .
O0<——=<d<l, i=12,..p igin SMSE kriterine gére f

A1k ' (d)’den
iistlindiir.
Ispat: i. (3.17)’i kullanarak,
$( 4 (h+d)
T\ (A4 +k) A (A +1) .

:Z”:[—d(% +k)+ A (1K) [ A (A +1)+ (4 +d) (4 +K)]

A (A +1) (4 +k)

A (1-k)

A +k

‘nin pozitifligi ile ilgilenelim. (3.22), 0<d < <1, i=12,...p igin
pozitiftir. (3.22) pozitif oldugu icin, (3.17) esitsizligi,
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l

A +1)° 2
( : ) O olarak ifade edilir. Boylece ispat

( W (Ard) r(d—l)z

1

P 49.2
=1

(A +k) A (A+1)

1

tamamlanmus olur.

ii. (3.19)’u kullanarak,

Sectrot)

T\ A (A1) (A +k)

(3.23)
[d(4+k)=2,(1=k) ][4 (% +1)+ (A4 +d)(4 +k)]
2 (2 +1) (4 +k)°

i
i=1

A(1-k
‘nm pozitifligi ile ilgilenelim. (3.23), 0< —l; . ) <d<l, i=12,..p igin
+

i

pozitiftir. (3.23) pozitif oldugu i¢in, (3.20) esitsizligi,

< 0-‘92 olarak ifade edilir. Bdylece ispat

tamamlanmis olur.

3.5. Simiilasyon Cahsmasi

Bu bolimde, ME modeller i¢in ridge ve Liu tahmin edicilerinin
performanslarini karsilastirmak amaciyla Matlab R2014a programini kullanarak bir
simiilasyon calismasi yapacagiz. Regresor degiskenler, McDonald ve Galarneau

(1975) tarafindan verilen
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2\ /2 . .
xl.j=(1—p ) Zj + P i=12,...,n, j=1,2,...,p,
aracihigiyla hesaplanmistir, burada z, bagimsiz, standart normal sézde-rasgele

(yalanci) sayilardir. p, p° tarafindan verilen herhangi iki regresor degisken

arasindaki korelasyon olacak sekilde belirtilir. Bu degiskenler, daha sonra X'X ’in
korelasyon formunda olmasi igin standartlastirilir. Tahmin ediciler lizerinde goklu

i¢ iliskinin farkli derecelerinin etkilerini analiz etmek i¢in p = 0.85, 0.95 ve 0.99

olarak alalim. Orneklem biiyiikliigiinii n = 100, aciklayici degisken sayisini ise

p =5 olarak belirledik.

Deney tzerindeki her bir tekrar, bagimsiz ¢ ’lerin (i=1,2,...,n), 0
ortalamali ve o, varyansh normal dagilimindan iiretilmistir. ¢ ’lerin varyanslari
simiilasyon ¢alismasinda o= 1, 5 ve 10 olarak alinmustir. Parametre vektorii,
p' =1 kisitindan saglanan X 'X matrisinin en bilylik 6z degerine karsilik gelen
normalize edilmis 6z vektorler olarak alindi. Ayrica, bagimsiz ¢, ’ler (
i=1,2,...,n) 0 ortalama vektorii ve o/ varyans-kovaryans matrisi ile normal
dagilimdan {retildi. &, ’lerin varyanslari, simiilasyon g¢alismasinda o, =1, 3 ve 5

olarak diisiiniildii. k& ve d ’nin degerleri (0, 1) araliginda alindi.

Bagimli degiskenler {izerindeki gozlemler,
Yi = ﬁo + L&, +ﬂ2§z2 +'--+ﬁp§zp +&
X, =& +0, i=12,...,n

o e ' "o
ile iiretilir, burada y, = (0, Yarsees Y ) » X= (%, %5500, ) dir.

Herhangi bir 8" tahmin edicisi igin tahmin edilmis mse asagidaki gibi hesaplanir:
1 MCN

el )= e S8 =) (7 -5),
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Burada ﬁi*, deneyin i’inci tekrari igin 3" 1n hesaplanmis degeridir ve MCN bu
deney i¢in 3000 olarak alinan tekrarlarin sayisidir. Simiilasyon c¢alismasinin
sonuclar sekil 3.1a-3.9¢’de 6zetlenmistir.

Sekillerden, tahmin edicilerin performansim etkileyen en énemli faktoriin
ME’lerin varyanslar1 oldugu sonucuna varabiliriz. Bu nedenle, ME’lerin

varyanslarina gére yorum yapabiliriz.
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0.56 T

mse(B(k))
mse(B(d))

0.54 |

0.52

0.5

0.48

0.46

0.44

0.42

0.4

0.38 I e c e e
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.1.a. p =0.85 i¢in

.
0.6

.
0.7

.
0.8

.
0.9

mse(B(k))
mse(B(d))

c e c e c
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.1.b. p =0.95 igin

.
0.6

-
0.7

.
0.8

.
0.9

0.56

mse(B(k))
mse(B(d))

0.54 —~

0.52—

0.5~

0.48 —

0.46 —~

0.44 —

0.42—

0.4~

0.38 c c c c c
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.1.c. p=0.99 i¢in

0.6

0.7

0.8

0.9

Sekil 3.1. ME modelleri i¢in o, =1, X, =1 oldugunda ridge ve Liu tahmin

edicilerinin tahmini mse degerleri
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mse(B(k))
mse(B(d))

e e e e e e e
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Sekil 3.2.a. p =0.85 i¢in

.
0.8

.
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o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Sekil 3.2.c. p =0.99 i¢in

0.8

0.9

Sekil 3.2. ME modelleri i¢in =5, X, =1 oldugunda ridge ve Liu tahmin

edicilerinin tahmini mse degerleri
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T T T T T T T T T
0.905 [~ mseB ) -
0.9 mse(B(d))

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

mse(B(k))
0.9 mse(B(d))

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

mse(B(k))
mse(B(d)) e

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 3.3.c. p =0.99 i¢in

Sekil 3.3. ME modelleri i¢in o, =10, X, =7 oldugunda ridge ve Liu tahmin

edicilerinin tahmini mse degerleri
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mse(B(k))
mse(B(d))
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Sekil 3.4. ME modelleri i¢in o, =1, £, =37 oldugunda ridge ve Liu tahmin

edicilerinin tahmini mse degerleri
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1 1al mse(B(d)) i
1415 B
14k ,
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Sekil 3.5.c. p =0.99 i¢in
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.
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Sekil 3.5. ME modelleri i¢in o, =5, X, =3/ oldugunda ridge ve Liu tahmin

edicilerinin tahmini mse degerleri
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Sekil 3.6. ME modelleri i¢in o, =10, X, =3/ oldugunda ridge ve Liu tahmin

edicilerinin tahmini mse degerleri
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Sekil 3.7. ME modelleri i¢in o, =1, X, =517 oldugunda ridge ve Liu tahmin

edicilerinin tahmini mse degerleri
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o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 3.8.b. p =0.95 i¢in

e — e
1. L
008 mse(B(k))
mse(B(d))
1.0075 |~ -
1.007 |~ -
1.0065 -~ -
1.006 [~ -
c c c c c c c c c
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 3.8.c. p =0.99 i¢in

Sekil 3.8. ME modelleri i¢in o, =5, £, =571 oldugunda ridge ve Liu tahmin

edicilerinin tahmini mse degerleri
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1.0042 |

mse(B(k))
mse(B(d))

1.004 ~

1.0038 -

1.0036 [~

1.0034 [~

1.0032 [~

1.003 c c c c c c c c c
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Sekil 3.9.a. p =0.85 i¢in

1.0042 H ——— mse(B(k))
mse(B(d))

1.004

1.0038

1.0036

1.0034 ~

1.0032 ~

1.003 . e c . c e e e I
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Sekil 3.9.b. p =0.95 igin

e S
1.0042 = — =
———— mse(B(k))
1.004 ——— mse(B@)) | -
1.0038 - g
1.0036 - g
1.0034 - g
1.0032 g
1.003 c : c c c c c c c
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 3.9.c. p =0.99 i¢in

Sekil 3.9. ME modelleri i¢in o, =10, X, =57 oldugunda ridge ve Liu tahmin

edicilerinin tahmini mse degerleri
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2 s =1 durumunda, (0,1) aralifinda, yanllik parametreleri artarken, Liu

tahmin edicisinin tahmin edilmis mse degerleri azalir ve ridge tahmin edicisinin

tahmin edilmis mse degerleri genellikle artar. o ’deki artis tahmin edicilerin

performans karsilastirmasini1 degistirmez, ancak tahmin edicilerin tahmin edilmis

mse degerlerini arttirir. {lgingtir ki, o ’daki artig tahmin edicilerin tahmin edilmis

mse degerlerini azaltir.

255 =31 ve 2. =51 olmast durumunda, (0,1) arahgmnda, yanlhlk

parametreleri artarken ridge tahmin edicisinin tahmin edilmis mse degerleri azalir

ve Liu tahmin edicisinin tahmin edilmis mse degerleri artar. o, ’deki artig

performans karsilagtirmalarini degistirmez, ancak tahmin edicilerin tahmin edilmis

mse degerlerini azaltir. Benzer sekilde, o ’daki artis tahmin edicilerin

karsilastirma performanslarini degistirmez, ancak tahmin edicilerin tahmin edilmis
mse degerlerini arttirir.

Simiilasyon c¢alismasinin sonucu olarak, ME’lerin varyansi yaklasik 1
oldugunda, d’nin 1’¢ yakin degerlerini ve k’nin 0’a yakin degerlerini tercih
etmemiz gerektigini ifade edebiliriz. Ayrica, ME’lerin 1’den daha biiyiik
varyanslari i¢in d 'nin 0’a yakin degerlerini ve k 'nin 1’e yakin degerlerini tercih

etmeliyiz.

3.6. Sayisal Ornek

Teorik sonuglar1 géstermek icin Longley veri kiimesini ele aldik. Longley
veri kiimesi, yiiksek coklu i¢ iliski oldugu bilinen ¢esitli makroekonomik
degiskenleri icerir. Beaton, Rubin ve Barone (1976), regresyon katsayilari iizerinde
Olclim hatalarmin etkilerinin bir tartigmasinda Longley (1967) verisini kullandilar.
Longley (1967), ilk olarak regresyon programlarinin hesaplama dogrulugunu test
etmek i¢in kullanildi. Bu nedenle modelin ekonomik igerigi ile fazlasiyla

ilgilenilmemelidir. Beaton, Rubin ve Barone modeli, (2.3)-(2.4)
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=B+ B+ 4

=0 +pS +e, x,=5 +0,, e =& +gq,
olarak yazilabilir. Longley verisi, (1947-1962) yillar1 arasinda 16 y1l boyunca elde
edilen bilgiler tizerinden olusturuldu. Longley (1967) verisi ¢izelge 3.1°de verildi.

Longley verisinde degiskenler, y toplam saglanan istthdam (bin),
gayrisafi milli hasila (GSMH) ortiilii fiyat deflatorii (onbin), x, gayri safi milli
hasila (milyon), x, issizlik, x, silahli kuvvetlerin biiyiikliigii (bin), x, kurumsal

olmayan niifus (14 yas ve iistii)’dir. Bu model, ME ve denklem hatasi i¢eren bir
modeldir. Longley verisinde yil degiskeni de bulunmaktadir, 6rnegimizde yil
degiskenini almayacagiz, ¢linkii hata kovaryans matrisinde bu degiskeni 6l¢iim
hatal1 ya da 6lglim hatasiz almamiz parametre tahminlerimizi etkilemiyor.

Longley verisi ne kadar dogru bir veridir? Ornegin, GSMH ortiilii fiyat
deflatorii () degiskeninin ilk degerinin tam olarak 83.0 olmadig, 82.5 ve 83.499

arasinda bir say1 olabilecegi veya GSMH ( x, )’lin ilk degerinin tam olarak 234.289

milyon olmadigi, 234.288,500(milyon) ve 234.289,499,999,99 (milyon) arasinda
bir say1 oldugu ihtimalinden kac¢inamayiz. Verimizdeki degiskenlerin tiimii bu tiir

sapmalara tabidir.
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Cizelge 3.1. Longley verisi (Longley, 1967)

Toplam GSMH Silahl1 Kurumsal

Saglanan | Ortiilii Fiyat | GSMH | Issizlik | Kuvvetlerin olrrjayan

Istihdam | Deflatorii Biiyiikliigii nifus

(14 yas ve lstii)

1| 60.323 83.0 234.289 | 2.356 1.590 107.608
2 | 61.122 88.5 259.426 | 2.325 1.456 108.632
3 | 60.171 88.2 258.054 | 3.682 1.616 109.773
4 | 61.187 89.5 284.599 | 3.351 1.650 110.929
5 | 63.221 96.2 328.975 | 2.099 3.099 112.075
6 | 63.639 98.1 346.999 | 1.932 3.594 113.270
7 | 64.989 99.0 365.385 | 1.870 3.547 115.094
8 | 63.761 100.0 363.112 | 3.578 3.350 116.219
9 | 66.019 101.2 397.469 | 2.904 3.048 117.388
10 | 67.857 104.6 419.180 | 2.822 2.857 118.734
11| 68.169 108.4 442.769 | 2.936 2.798 120.445
12 | 66.513 110.8 444546 | 4.681 2.637 121.950
13 | 68.655 112.6 482.704 | 3.813 2.552 123.366
14 | 69.564 114.2 502.601 | 3.931 2514 125.368
15| 69.331 115.7 518.173 | 4.806 2.572 127.852
16 | 70.551 116.9 554.894 | 4.007 2.827 130.081

Bu 6zel veriler, devlet kurumlarindan ve 6zel kaynaklardan toplanan diger

bilgi kaynaklarmin yani

sira,

hanelerden,

ureticilerden

veya benzeri

orneklemlerden gelir. Bu tiir kaynaklardan gelen veriler, birgok farkli tiirde hatalara

maruz kalabilir. Ornegin, bagimli degisken (toplam saglanan istihdam), 1957°de

kabul edilen istihdam tanimindaki bir degisiklik i¢in sadece dordii ayarlanmis olan

yedi alt tahminden olusur.
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Beaton, Rubin ve Barone (1976), yuvarlama hatasinin ME modeller igin
diisiik bir sinir olusturdugunu savundu. Beaton ve ark. (1976) tarafindan elde

edilmis Olglim hatasi igin olast kovaryans matrisi,
1 2
X..=—diagil, 10,1, 1, 1, 1} dir.
%=1 g { }

ME modellerde, ridge ve Liu tahmin edicilerini karsilagtirmak amaciyla,
SMSE kriterini kullandik. S6z konusu tahmin ediciler i¢in Matlab R2014a
programinda SMSE degerlerini elde ettik. SMSE degerleri sekil 3.10°da verildi.

Sekil 3.10’da gorildigii gibi &k 'nin [0, 0.4] arasindaki degerleri i¢in ridge tahmin
edici ve d ’nin [0.4,1] arasindaki degerleri i¢cin Liu tahmin edici, bu veri kiimesi

icin SMSE kriterine gore iyi performans gosterir.

0.9 T T T T T T T T
mse(B(k))
* mse(B(d))

0.8 -

Sekil 3.10: k ve d degerleri i¢in ridge ve Liu tahmin edicilerinin SMSE degerleri
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Simdi, sekil 3.10°a gore Teorem 3.1 ve 3.2’nin kosullarini kontrol edelim.
Ik olarak, d’yi sabit alalim ve sabit d degerine gore k degerini secelim, daha

sonra k’y1 sabit alalim ve sabit k degerine gore d degerini secelim. d, sabit

A(l-d
olarak 0.75 olsun. k =min {%}—0.01 =0.001 olarak k’nin degerini
+
i=1 (/1i +1)2 2

£ saglanir. Bu

Z( 4 (edy f(‘“)z

T\ (4 +k) A (4+1)

L

secelim. Bu durumda,

L

yanlilik parametrelerinin kullanilmasi ile Liu tahmin edicinin, ridge tahmin

edicisinden ~ iistin  oldugu  anlamina  gelen m( ,én (d )) =0.2381 ve

m(,én (k))EO.ZS degerlerini elde ederiz. Bu sonug, Teorem 3.1.i°yi

. A (1-
dogrulamaktadir. Ikinci olarak, kK =max {%} +0.01=20.26 olarak k ’nmn
-+

l

P 2
>4
; 2 )

o} -
> <—%- saglanir. Bu
$ Gy 4

i1 /1‘(/11""1)2 (ﬂi+k)2

yanlilik parametrelerinin kullanilmasi ile ridge tahmin edicinin, Liu tahmin

degerini secelim. Bu durumda,

edicisinden  dstin  oldugu anlamma  gelen m( ,én (d )) =0.2437 ve

m(,@n (k))20.2348 degerlerini elde ederiz. Bu sonug, Teorem 3.1.ii"yi

desteklemektedir.
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0
(4 +1 2 2
k, sabit 0.013 olsun ve LA ) o kosulunu

y) (4 +d) <(d-1)2
(A +k) A (A4+1)

1 1

Mw

Il
—_

i

. A (l_k )
saglayacak sekilde d =minq——~=
A +k

i

}—0.01 = 0.8097 olarak d ’nin degerini

secelim. Bu yanlilik parametreleri kullanilarak, Liu tahmin edicinin Ridge tahmin
ediciden stiin oldugu anlamina gelen m( Bn (d )) =(0.2365 ve m( ,@n (k)) =0.27

degerlerini elde ederiz. Bu sonug, Teorem 3.2.i’yi dogrulamaktadir. Tekrar, & ’y1

23
X
2 ;

sabit 0.013 alalim ve 5 (;t +k) < O-‘Z kosulunu saglayacak
Zp: (4 +d)’ A k
S\ a(a+1) (A4 +k)

A+k

i

A(1-k
sekilde d =max {M}+O.Ol =0.9969 olarak d degerini secelim. Bu

yanlilik parametreleri kullanilarak, ridge tahmin edicisi, Liu tahmin edicisinden
tistlin oldugu anlamina gelen m( ,é’n (d )) =0.28 ve m( ,én (k)) = (.27 degerlerini

elde ederiz. Bu sonug, Teorem 3.2.ii"yi desteklemektedir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, degiskenlerde Olglim hatasi olmast durumunda, yanli ve
tutarsiz tahminler veren EKK yontemi yerine kullanilabilecek bazi parametre
tahmin yontemleri incelendi.

Vektor aciklayict degiskenlerde ME olmasit durumunda model, denklem
hatali model ve denklem hatasiz model olmak {izere ele alindu.

Denklem hatali, normal yapisal bir model {izerinde ML tahmin yontemi
kullanildiginda EKK yo6nteminden daha tutarli tahminler elde edilmistir. Bu
yontemde, klasik tanimlanabilirlik varsayiminin kullanildigina ve 6lgiim hatalarinin
iligkili olduguna dikkat edilmelidir.

Denklem hatasiz, normal fonksiyonel bir model iizerinde ML tahmin
yontemi kullanildiginda EKK yontemine gore daha tutarli tahminler bulunmustur.

Ancak, model fonksiyonel bir model oldugu i¢in & gercek degerinin sabit bir

vektor olarak alinmasi ¢ok Onemlidir. Ayrica, 6lglim hatalar1 bagimsizdir ve
tanimlanabilirlik varsayimi hata varyans oranidir.

Denklem hatasiz, normal fonksiyonel bir model iizerinde ve daha genel bir
hata kovaryans yapisi ile elde edilen tahminler EKK yonteminden daha tutarl
tahminlerdir. Ayrica, hata kovaryans yapisinin skaler bir katsayir kadar bilindigi
varsayilir ve hatalar iligkilidir. Normal yapisal model i¢in ve ultra yapisal model
i¢in de bu tahminler tutarlidir.

Arag degisken yontemini kullanarak ME model verisi iizerinde elde
ettigimiz tahminler ise EKK tahminlerinden daha tutarli tahminlerdir. Herhangi bir
degisken iizerinde normallik varsayimi yapilmamistir. Ayrica, hatalar iliskili
olabilir.

Genellestirilmis EKK yontemi ME modellerde kullanilabilir, ancak bazi

kisitlayict  varsayimlar  gerektirir. Ayrica normallik varsayimi altinda
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genellestirilmis EKK yontemi denklem hatasiz fonksiyonel model (iliskili hatalar)
icin ML yontemi ile ayn1 sonucu vermektedir.

Degistirilmis EKK yontemi, normal yapisal modelin ML tahmin edicisi ile
aynidir.

Sonug olarak, ML yo6ntemi, bilinen hata varyans orani durumunda tutarh
tahminler vermektedir, ancak bilinmeyen hata varyansi i¢cin ML tahmin edicisi
tutarli degildir. Ara¢ degisken yontemi de tutarli tahminler saglamaktadir, fakat
ara¢ degisken tahmin edicisinin (asimptotik) varyansinin olabildigince kiiciik
olmasi i¢in Z ara¢ degiskeni, Ol¢iim hatalan ile iliskisiz ve & gercek degeri ile
giiclii bir iliski icerisinde olmalidir. Boyle bir ara¢ degisken bulmak bu yontemin
en onemli zorluklarindan birisidir. Bir diger zorluk ise, tutarli tahminler saglayan
birden fazla ara¢ degisken var olabilir. Bu sebeplerden dolay1 uygulamalarda ¢ok
fazla tercih edilmemektedir.

Bu c¢alismada, ayrica verideki ¢oklu i¢ iliski varliginda ME modellere yanli
tahmin yaklagimini incelendi. Teorik ve sayisal degerlendirmeler ile ridge ve Liu
tahmin edicileri olmak ftizere iki tahmin edici karsilagtirildi. Karsilagtirmalar,
MMSE kriteri ile teorik olarak yapilmasmna ragmen elde edilen kosullart
saglamanin oldukga zor oldugunu gosterildi. Ayrica, yukarida soézii edilen tahmin
edicilerin SMSE kriterine gore karsilastirilmasindan elde edilen teoremler verildi.
Ancak, bu teoremler, kosullar1 saglamadaki zorluklari nedeniyle pratik degildir.
Buna ragmen, teoremin kosullarinin saglandigini sayisal bir 6rnek ile gosterildi.

Ayrica, SMSE kriteri acisindan ridge ve Liu tahmin edicilerinin
karsilastirmasint saglayan bir simiilasyon caligmasi yiiriitiildii. Sonu¢ olarak,
tahmin edicilerin performanslarin etkileyen en 6nemli faktériin ME’lerin varyansi
oldugu belirlendi. Ek olarak, ME’lerin varyansi 1’e yakin oldugunda, d ’nin 1’e
yakin degerlerini ve k’nin 0’a yakin degerlerini tercih etmemiz gerektigini ve
ME’lerin 1’den daha biiyiik varyanslari i¢in d ’nin 0’a yakin degerlerini ve k 'nin

1’e yakin degerlerini tercih etmemiz gerektigini ifade edebiliriz.
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Bu tezde kullanilan ME modeller i¢in yansiz ve yanli tahmin yontemleri
arastirmacilar i¢in énemli sonuclara sahiptir. Ilerleyen zamanlarda bu yéntemler

gelistirilebilir ve daha iyi tahminler veren yeni yontemler elde edilebilir.
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