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YUKSEK LiSANS TEZi
ON iKi YUZLU METRIGININ GEOMETRISi UZERINE
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OZET

Bu tezde On Iki Yiizlii (On iki yiizlii) metrigi ile ddsenmis diizlem ve uzayda bazi
geometrik yapilar ve bunlarin 6zellikleri iizerine ¢aligilmistir.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliim girig béliimii olup bu boliimde tezin
konusunun olusmasina 1sik tutan ¢alismalar iizerine literatiir arastirmasi verilmistir.
Ikinci bdliimde calisilacak konuyla ilgili temel bazi tanim ve teoremlere kisaca
deginilmistir. Uciincii boliimde diizlemde on iki yiizlii metrigi, 3 boyutlu analitik
uzayda tanimlanmis halinden izdiisiim yardimiyla elde edilmis bu metrigin bazi
ozelliklere deginilmis ve bu metrikle doseli diizlemde konikler 6zel durumlar1 goz
Oniine alarak incelenmistir. Dordiincii boliimde On iki ylizlii diizleminde ¢gembere ve
elipse gore inversiyonlar ile On iki yiizlii uzayinda kiireye gore inversiyon tanimlanmis
olup bu doniistimlere ait temel kavramlar verilip bazi 6zelliklere deginilmistir. Besinci
bolimde ¢cembere, elipse ve kiireye gore inversiyonlar ile ¢capraz oran ve harmonik
eslenik kavramlarinin iliskileri tizerine ¢alisilmistir. Son olarak altinci boliimde tezde
calisilan konu sonucunda elde edilenler 6zetlenmis ve bunlar yardimiyla yapilabilecek
calismalara deginilmistir.

Anahtar Kelimeler : On iki ytzlii Diizlemi, On iki yiizli Metrigi, On iki yiizla
Inversiyon, On iki ylizlii Eliptik Inversiyon, On iki yiizli Kiiresel Inversiyon
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Merve OZDEMIR BULBUL

Aksaray University
Graduate School Of Natural And Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Zeynep CAN

ABSTRACT

This thesis has been studied on some geometric structures and their properties in the
plane and space furnished with the dodecahedron metric.

This thesis consists of six sections. The first section is the introduction section and in
this section, a literature review is given on the studies that shed light on the formation
of the subject of the thesis. In the second section, some basic definitions and theorems
related to the subject to be studied are briefly mentioned. In the third section, the
dodecahedron metric in the plane is obtained by projection from its defined state in the
3-dimensional analytic space, some properties of this metric are mentioned and conics
are examined in the plane furnished with this metric by considering their special cases.
In the fourth section, inversions with respect to the circle and ellipse in the
dodecahedron plane and inversion with respect to the sphere in the dodecahedron space
are defined and the basic concepts of these transformations are given and some
properties are mentioned. In the fifth section, inversions with respect to the circle,
ellipse and sphere and the relations of the concepts of cross ratio and harmonic
conjugate are studied. Finally, in the sixth chapter, the results obtained from the subject
studied in the thesis are summarized and the studies that can be done with the help of
these are mentioned.

Keywords: Dodecahedron Plane, dodecahedron Metric, Dodecahedron Inversion,
Dodecahedron Elliptic Inversion, Dodecahedron Spherical Inversion
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1. GIRIS

1.1 Konveks Cokyiizliiler ve On iki yiizlii

Ug boyutlu uzayda bir diizlem segildiginde, bu diizlem uzayi iki par¢aya ayirir ve bu
pargalarin her birine yar1 uzay denir. Eger sonlu sayida yar1 uzayin kesisimi sinirl bir
kiime olusturuyorsa, bu kiimeye c¢okyiizlii (polyhedron) denir. Konveks ¢okyiizliiler,
her kosesinde ayn1 sayida diizglin n-genin bir araya geldigi, yani eskenar ¢okgenlerin
olusturdugu ii¢ boyutlu katilardir. Konvex ¢okgenler temel olarak Arsimet, Katalan ve
Platonik katilar olarak smiflandirilir. Bir ¢okgenin yiizleri iki farkli tipte diizgiin
cokgenden olusuyorsa, buna Arsimet katis1 denir. Bir ¢okgenin yiizleri yalnizca tek tip
cokgenden olusuyorsa (diizgiin olmak zorunda olmaksizin), buna Katalan katis1 denir
ve bir ¢okgenin yiizleri yalnizca tek tipte diizgiin ¢okgenlerden olusuyorsa, buna
Platonik kat1 denir. Platonik katilar bes tanedir; tetrahedron, kiip, oktahedron,

dodekahedron ve ikosahedron.

Minkowski geometrisi Oklid dis1 bir geometridir ve uzay-zaman acisindan eliptik ve
hiperbolik geometriden farklidir. Bu geometride dogrusal yap1 Oklid yapisiyla aynidir
ancak uzaklik yonlere baglh olarak degisir. Aslinda nokta, dogru tipleri, koordinatlar
ve ag1 dlgiimleri agisindan Oklid geometrisiyle aynidir. Oklid uzayindaki kiire yerine,

birim kiire genel, simetrik ve konvex bir kiimedir.

Bazi matematik¢iler metrik uzay geometrisini incelemis, gelistirmistir ve bu
calismalar boyunca Minkowski geometrilerinin birim kiirelerinin bazi kovex
cisimlerle iligkilendirildigi goriilmiistiir, bu calismalarin bir kismma [1-6] numarali
kaynaklarindan ulagilabilir. Ornegin maksimum geometrinin birim kiiresi Platonik bir
cisim olan kiiptiir ve Taxicab geometrisinin birim kiiresi de Platonik bir cisim olan

Oktahedrondur.

Platonik katilardan biri olan dodecahedron diizgiin besgen yiizlerden olusur. On iki
yiizli, yirmi kdsesi ve otuz ayrit1 vardir. dodecahedron; simetri gruplari, altin oranla
iliskisi ve Euler’in ¢ok yiizlii formiiliini saglayis1 ile matematikte, evrenin
biitlinliiglinii ve diizenini temsil ettigine inanilmasi nedeniyle felsefede, simetrisi ve

estetigiyle de mimari ve sanatta hayranlik uyandiran bir cisimdir.
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Sekil 1.1. On iki Yiizlii

Ingilterede Roma déneminden kalma on iki kenarl i¢i bos bir nesne kesfedildi. (Sekil
1.2.) 1700lu yillarm ilk yarisina denk gelen bu kesif Gallo- Roma dolaylarinda
yapilmist1 ve ylzden fazla ayni nesneye ulasilmisti ama amaglar1 bilinmiyordu.
Bazilar1 tastan bazilar1 bronzdan yapilan bu nesneler delik ya da topuz olmayabilirdi.
dodecahedron yukseklikleri 4-11 cm arasinda degisen, delik boyutu 6-40 mm arasinda

olan, yumruk biiytikliigiinde nesnelerdir.

Sekil 1.2. Roma doneminden kalma on iki yiizli

1.2 inversiyon

Bir diizlemde ya da uzayda sabit bir merkez ve sabit bir cember ya da kiireye gore
noktalarin doniistimiidiir. Tiirk¢eye “evritim” olarak da ¢evrilmis olan bu kavram bazi
¢oziilmesi zor sorularin ¢oziimiine olanak saglasa da farkli zorlu problemleri de
beraberinde getirir. Inversiyon soyut matematikten pratik miihendislik problemlerine

genis spektrumlu bir aragtir.

Inversiyon fikrinin temelleri 17.yyda Apollonius ve diger antik matematikgilerin
cemberler ve dogrular arasindaki iliskiyi incelemesiyle atilmistir. Bu g¢alismalar
cemberin bir merkez ve bir yarigap ile tanimlanabilecegi fikrini gelistirdi. 18. yyda
Jean-Victor Poncelet projektif geometriyle ilgilenerek daha soyut doniisiimleri

incelemeye basladi. Inversiyon kavramu, 19. yiizyilin baglarinda Fransiz matematikgi



Joseph-Diaz Gergonne ve Isvigreli matematikgi Jakob Steiner gibi isimler tarafindan
formiilize edildi. Tarihsel gelisimi bir yana giiniimiizde hala ciddi merak konusu olan

inversiyon kavramu ile ilgili literatiirde pek ¢ok ¢alisma mevcuttur.

Inversiyon diizlem ya da uzaym kendi kendisine bir doniisiim olup bu doniisiim klasik
olarak ¢cember kullanilarak yapilsa da diger koniklere gore de tanimlanabilmektedir.
Ayrica inversiyon iizerine ¢aligmalar Oklidyen geometrilerde baglamasina karsin
Oklid dis1 geometrilerde de ilging ozellikler kesfedilmistir. Inversiyon ile ilgili

calismalarin bir kismina [7-24] numarali kaynaklarindan ulasilabilir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliim tezin tamaminda kullanilacak olan tanim ve teoremleri igermektedir.
Bolimde verilen tanimlar ve teoremler [25-28] kaynaklarindan faydalanilarak

Ozetlenmistir.

Tanim 2.1: X bos olmayan bir kiime olsun V X;, X,, X5 € X i¢in
M1)d(X,,X;) =20,d(X,X,) =0 X, =X,

M2) d(Xy, X;) = d(X5, X;)

M3) d(Xy, X,) < d(Xy, X3) + d(X3,X,)

ozelliklerini saglayan d:XxX — R fonksiyonuna X {izerinde bir metriktir denir.

Tanim 2.2: Oklid uzaklik fonksiyonu X = (x4,y4), Y = (X5,y,) € R? olmak iizere

de(X,Y) = (2, —%,)2 + (y1 — y2)?
bi¢iminde tammli dg: R? x R? — [0, ) fonksiyonudur.

Teorem 2.1: R? de dy uzakhk fonksiyonu bir metriktir ve dy metrigi ile désenmis

analitik diizlem RZ ile gosterilir.

Tamim 2.3: X = (x1,v1), Y = (X5,¥,) € R? olmak iizere diizlemdeki herhangi bir N
noktasi i¢in {N|dg(N,X) + dg(N,Y) = dg(X,Y)} kiimesine X ile Y nin minimum

uzakliklar kiimesi ad1 verilir.

Tamm 2.4: X = (X4,¥1), Y = (X2,y,) € R? olmak iizere diizlemdeki herhangi bir N
noktasi i¢cin {N|d(N,X) = d(N,Y)} kiimesine X ile Y nin orta noktalar kiimesi ad1
verilir.

145
2

Tamim 2.5: X= (x4,v1,21), Y = (x5,V,,2,) ER3, ¢ = alt oran, A=

¢ — 1 = 0,618 olmak iizere

dp(X,Y) = max{Alx; — x3| + |y1 — y2|, Ay — y2l + |21 — 25|, A2y — z5| + |x1 — %[}



bi¢iminde tanimli dp: R3 X R3 — (0, ) uzaklik fonksiyonuna On iki yiizlii uzaklik

fonksiyonu denir.

Tez boyunca notasyonel kolaylik saglamasi agisindan formiil isimlendirmelerinde on

iki yiizlii yerine dodecahedron ismine atfen D harfi kullanilacaktir.

Teorem 2.2: dp uzaklik fonksiyonu birim kiiresi on iki ytizlii olan bir metriktir.

Sekil 2.1. On iki ylizlii metriginin O(0,0) merkezli birim kiiresi olan on iki yiizlii

dp uzaklik fonksiyonu ile désenmis R® uzayma D-uzay1 denir ve R3 ile gosterilir.
Tanim 2.6: Diizlemde M merkezli r yarigapl bir cember
{X:(M,X) =r,r e Rr> 0}

kiimesinin geometrik yeridir.
Tanim 2.7: Diizlemde odaklar1 F; ve F,, sabiti k olan elips

X:(X,F)) + (X, F,) =k, k =d(F,F,)}
kiimesinin geometrik yeridir.
Tanim 2.8: Diizlemde odaklar1 F; ve F,, sabiti k olan hiperbol

{Xi |(X, F1) - (X, F2)| =k k< d(FpFZ)}



kiimesinin geometrik yeridir.

Tanim 2.9: Diizlemde odagi F, dogrultmani d olan parabol
{X:d(X,F)=d(X,d)}

kiimesinin geometrik yeridir.

Tanim 2.10: C = (0,r), O merkezli r yarigapli ¢ember olmak iizere diizlemin bir

kendi kendine doniigimii olan C ¢emberine gére inversiyon (g, ile gosterilir. O

merkezinden farkli her N noktasi i¢in ON 1sin1 {izerinde bulunan, Iory(N) =N’

biciminde gosterilen ve
dg(0,N).dg(O,N") = r? (2.10)

kosulunu saglayan N’ noktasmna N nin inversi denir. Ayrica C inversiyon ¢emberi, O

inversiyon merkezi ve r inversiyon yarigapi olarak isimlendirilir.

Dikkat edilirse inversiyon tanimindaki (2.10) denklemine gore O noktasina karsilik
gelen sonlu bir nokta olmadigindan inversiyon diizlemin tamaminda tanimli degildir.
Ayrica herhangi bir sonlu noktaya karsilik O noktasi da eslenemediginden inversiyon
orten bir doniisiim de degildir. Bu c¢esit eksiklikleri giderebilmek icin diizleme
sonsuzdaki bir N, noktasi (ideal nokta) ilave edilerek diizlem genisletilebilir ve
I0+)(0) = No, ve Ip)(No, ) = O tanimlanarak inversiyon genisletilmis diizlemin

bir doniisiimii olarak elde edilir.

Tanim 2.10 ile verilen ¢cembere gore inversiyon altinda inversiyon merkezinden gecen
dogrular sabit kalir, inversiyon merkezinden gegen ¢gemberler inversiyon merkezinden
gegmeyen dogrulara, tersine inversiyon merkezinden ge¢meyen dogrular da
inversiyon merkezinden gecen ¢emberlere doniisiirler. Ayrica inversiyon merkezinden
gegmeyen cemberler inversiyon merkezinden ge¢gmeyen cemberlere doniisiirler.
Cemberler ve dogrular arasindaki bu eslestirilme ¢emberin dogrulastirilmasi fikrinin

ortaya ¢ikmasi yoniiyle inversiyon doniisiimiiniin éneminin ortaya koymaktadir.

Tanim 2.11: Bir [ dogrusu iizerindeki A ve B noktalar1 igin dg[A, B] yonlendirilmis

uzaklig1 gostersin. B yi kapsayan A baslangic noktasma sahip 151n, yonlendirmenin



pozitif yonii ise dg[A,B] =dg(A,B), yonlendirmenin negatif yoni ise
dg[A, B] = —dg (A, B) dir. Ayrica dg[A, B] = dg[B, A] dur.

Yardimer Teorem 2.1: Bir [ yonlendirilmis dogrusu iizerindeki 4, B ve C noktalar1

icin dg[A, B] + dz[B, C] + dz[C, A] = 0 drr.

Yardimcr Teorem 2.2: AB, [ dogrusunun bir parcasi ve 0, [ nin herhangi bir noktas1

olsun. Bu durumda dz[4, B] = dg[0, B] — dg[0, A] dir.

Tanmim 2.12: A, B, C ve D bir [ yonlendirilmis dogrusu tlizerindeki dort farkli nokta
olmak lizere

dg[A,C].dg[D,B]

(4B,CD) = e BT d [A.D]

oranina bu noktalarin ¢apraz orani ad1 verilir.

Tanim 2.13: A, B, C ve D bir yonlendirilmis dogrusu iizerindeki dort farkli nokta

olmak tzere

(AB,CD) = -1

ise bu noktalara harmonik kiime denir ve H(AB, CD) ile gosterilir. Bu durumda C ve

D, A ve B nin harmonik eslenikleri olarak isimlendirilir ve sekil 2.2. deki gibi gosterilir.

Sekil 2.2. Harmonik kiime

Teorem 2.3: [,), O merkezli ve r yarigapli bir inversiyon olmak iizere
IoH(C) =D, A ve B, C ile D den gegen ¢apm ug noktalar1 ise (AB,CD) = —1 dir.
Tersine A ve B Iy, inversiyonunun g¢emberinin bir ¢apinin u¢ noktalar1 ve

(AB,CD) = —1 ise I (g (C) = D dir.

Yardimer Teorem 2.3: [y, O merkezli ve r yarigapli bir inversiyon olmak iizere

I(O,r)(Nl) = Nll ve I(O,r)(NZ) = NZI ise



dE(NlJ NZ)

d-(N,',N,") =12
s (N N2 = T 0 N g (0, )

dir.

Teorem 2.4: A, B, C ve D, O inversiyon merkeziyle dogrudas dort nokta ve A’, B', C’
ve D' bu noktalara karsiik gelen invers noktalar olsun. Bu durumda

(AB,CD) = (A'B',C'D") dir.



3. ON iKi YUzZLU DUZLEM GEOMETRIiSI VE ON iKi YUzZLU
DUZLEMINDE BAZI GEOMETRIK YERLER

Bu boliimde oncelikle On iki yiizlii diizlemi tanimlanarak bazi 6zellikleri verilecektir.
Sonrasinda On iki yiizlii diizlemindeki baz1 geometrik yerlerin tanimlar1 yapilarak bu

geometrik yerlerin temel 6zelliklerine yer verilecektir.

Tamm 3.1: X = (x1,y,),Y = (x3,¥,) E R?, @ = # altm oran,

A=¢ —1 = 0,618 olmak iizere
dp(X,Y) = max{Alx; — x,| + |y — y2l, |21 — %513

bi¢iminde tanimli dp:R? X R? — (0, ) uzaklik fonksiyonuna diizlemde On iki

yiizlii uzaklik fonksiyonu denir.

Yardimer Teorem 3.1: R? de tanimli dj, uzaklik fonksiyonu bir metriktir ve bu metrik

ile dosenmis analitik diizlem R? ile gosterilir.

Ispat: VN; = (x1,y1), Np=(x5¥,) ve Ny=(x3,¥3) € R} icin
dp(X,Y) = max{Alx; — x3| + ly1 — ¥21, 1x1 — x|} biciminde tanimli On iki yiizli
uzaklik fonksiyonunun bir metrik oldugunu goéstermek icin Tanim 2.1 deki

aksiyomlarm saglandig1 gosterilmelidir.

M1) Mutlak deger fonksiyonu tanimi geregince negatif degerler almadigindan ve
A=¢ —1=0,618 olmak tizere |x; — x| =0, |y; =y, =0 ve Alx; —x,/ =0
oldugundan d, (N, N,) = 0 dir. Ayrica x; = x, vey; =y, ise dp(Ny, N,) = 0 elde
edilir. Tersine d,(N;, N,) = 0 iken x; = x, vey; =y, olup N; = N, elde edilir.

M2) Mutlak  deger tammm  geregi  |x; — x| = |x; —x;] oldugundan

dp(Ny, N,) = dp(Ny, Ny) oldugu agiktur.

M3) N; = (x1,¥1), N» = (x5,y,) ve N3 = (x3,y3) ERS noktalari igin
dp(Ny, No) = max{Alx; — xa| + |y — vz, 131 — 2213,
dp(Ny, N3) = max{Alx; — x3| + |y — y3l, lxg — x50}

dp(Ny, N3) = max{A|x, — x3| + |y, — ysl, [x; — x5}



bigiminde olup dp(N;,N,) < dp(Ny, N3) + dp (N3, Ny) esitsizliginin  saglandigini
kontrol etmek i¢in sekiz durum incelenmelidir;
Durum 1: dp(Ny, Np) = Alxy — x| + [y1 — y2l , dp(Ny, N3) = Alxq — x5 + |y, —
y3| ve dp(Ny, N3) = Alx; — x3| + |y, — ysl ise;
dp(Ny, No) = Alxy — x| + |y — yal
=Ax; — x5+ x5 = %[+ [y1 —y3 +y3 — 2l

< Ay — x5l + [y — sl + Axs — x5 + [ys — vl

= dp(Ny,N3) + dp (N3, N,)
elde edilir.

Durum  2: dp(Ny, Ny) = |x1 — x3], dp(Ny, N3) = Alxg — x3| + [y1 — ysl,
dD(N21N3) = |x, — x3|ise;

dp(Ny, Np) =[x — x|
=[xy — x3 + x3 — %2
< |xg — x3] + |x5 — x5
< Axy = x5l + [yg — sl + x5 — x;
= dp(Ny, N3) + dp (N3, N;)
elde edilir.

Durum 3: dp(Ny, Ny) = Alxy — x5 + |y — yal, dp(Ny, N3) = Axy — x3] + |y, —
y3| ve dD(NZI N3) = |x2 —_ X3|ise;

dp(Ny, N2) = Alxy — 23] + |yy — yel
= Axy —x3 + x5 —x2| + [y1 —y3 + ¥ — ¥2l
< Alxg — x5l + lyy — y3l + Ax, — 251 + |y, =yl
= dp(Ny, N3) + dp (N3, Np)

elde edilir.

Durum 4: dp(Ny, Ny) = Axy — x5 + |y, —val, dp(Ny, N3) = |x; —x3|  ve
dp(Ny, N3) = Alx, — x3| + |y, — w3l ise;

dp(Ny, Np) = Alxy — x5] + |y — ¥,
= Axy —x3+x3 — x| + lys —y3 +y3 — yal
< Alxy = 23] + [y — w3l + A, — 23] + |yz — ¥l

=dp (N1,N3) +dp (N3,N2)

10



elde edilir.

Durum 5: dp(Ny, Ny) = Alxy — x| + |y; —yal, dp(Ny,N3) = |x3 —x3]  ve
dp(N,, N3) = |x, — x3] ise;

dp(Ny, Np) = [x1 — x5+ x5 — x5
< log = a3l + |z — x5l
< Axg — x5l + [yy — y3l + Axy — 31 + lys — yal
= dp(Ny, N3) + dp (N3, Ny)

elde edilir.

Durum 6: dp(Ny,N,) = |x; —x,l, dp(Ny,N3) = Alxg — x|+ |y; —y3|  ve
dp(N,, N3) = Alxy — x3| + |y, — ys] ise;

dp(Ny, Np) = [x; — x5+ x5 — x5
< lxg = x3| + |xz — x5
< Alxy — x5l + [yg =yl + 1x — x5
= dp(Ny, N3) + dp (N3, Ny)
elde edilir.
Durum 7: dp(Ny, Np) = |xq — x,|, dp(Ny,N3) = |x; —x3] ve  dp(Np, N3) =
Axz = x3| + |y, — y3l ise;

dp (N1, Np) = [x; — x5+ x5 — x5
< lxy =23l + lxg = x3] + |yz — w3l
= dp(Ny, N3) + dp(N3, N;)

elde edilir.

Durum 8: dD(Nl'NZ) = |x1 _le 5 dD(N1JN3) = |x1 - x3| Ve dD(NZFN3) =

|, — x5 ise;
dp(Ny, Ny) = |x; — x5 + x5 — x5

< lxg = 23] + [x3 — x5

= dp(Ny, N3) + dp (N3, N,)
elde edilir.

Boylece M1-M2-M3 aksiyomlar1 saglandigindan dj uzaklik fonksiyonu bir metriktir.
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Yardimer Teorem 3.2: R de 6telemelerin her biri bir izometridir.

Ispat: M = (m;,m,), X = (x,y) € R? olmak iizere
Ty: RE - R%, T),(X) = M + X olacak sekilde R de bir 6teleme olsun.
Nl = (x1;y1);N2 = (x2'y2) € Rz lQll’l

dp (T (N1, Tu(N2)) - max{Alx;+a, —x, —a; | + |y, —a; —y, — a,l, Ixy+a;, —x;, — ay 1}

=max{Alx; — x| + ly; — y2l, 1% — x,1}
=dp(Ny, Ny)

Yardimer Teorem 3.3: dg Oklid uzaklik fonksiyonunu ifade etmek iizere [ de analitik

diizlemde N, ve N, noktalarindan gegen bir dogru olsun. Bu [ dogrusunun egimi m ise

V1 + m?2

dp (N1, N) = (max{A + [m|,1})

dD (Nll NZ)
dir.

Ispat: dgve d; metriklerinin tanimlar1 kullanilirsa diizlemdeki N; = (x;,y;) ve

N, = (x,,y,) noktalar1 igin

dg(N;,N,) = \/(xl — %)%+ (V1 — ¥2)? = [x1—x,|./1 + m?
dp(Ny, Ny) = max{A|x; — x| + |lys — v, | — x5}
= |x;—x,|.max{A + |m|, 1}

yazilabilir. Bu esitlikler taraf tarafa oranlanirsa

I+ m?

sV N = o T

dp(Ny, N)
elde edilir. Sonuc olarak iki nokta arasmdaki Oklidyen uzaklik On iki yiizlii
uzakligmin pozitif bir katidir.
Asagidaki sonuglar Yardime1 Teorem 3.3 den dogrudan elde edilen sonuglardir.
Sonuc 3.1: N;, N, ve X , R? de dogrudas ii¢ nokta olsunlar. Bu durumda
dg(Ny, X) = dg(X,N;) & dp(Ny, X) = dp(X, Ny)
dir.
Sonu¢ 3.2: N;, N, ve X, R? de dogrudas ii¢ farkli nokta olsunlar. Bu durumda

dg(Ny, X)/dg(X,N;) & dp(Ny, X)/dp(X,N;)

12



dir.
Tanim 3.2: X = (x4,y,), Y = (x3,¥,) € R% olmak iizere

Mp = {Nldp(N,X) +dp(N,Y) = dp(X,Y)}
kiimesi on iki yiizlii minimum uzakliklar kiimesi olarak isimlendirilir.
Ornek 3.1: X = (3,3),Y = (=3, —3) € R olmak iizere

My ={N|dp(N,X) +dp(N,Y) =dp(X,Y)} on iki yiizli minimum uzakliklar
kiimesinin geometrik yeri Sekil 3.1 deki gibidir.

/
/2 |

4
2
-4 2 0
4
Sekil 3.1. X = (3,3),Y = (—3, —3) noktalari i¢in On iki yiizlii minimum uzaklklar

kiimesi

Tamim 3.3: X = (x1,v,), Y = (x,,y,) € R? olmak iizere
OD = {NldD(NJX) = dD(NtY)}

kiimesine on iki yiizlii orta noktalar kiimesi denir.

Ornek 3.2: X = (3,3),Y = (-3, —3) € R3 olmak iizere

Op = {N|dp(N,X) = dp(N,Y)} on iki yiizlii orta noktalar kiimesinin geometrik yeri
Sekil 3.2 deki gibidir.
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Sekil 3.2. X = (3,3),Y = (—3, —3) noktalari i¢in orta noktalar kiimesi

Tanim 3.4: On iki yiizli diizlemde merkezi M (x,,y,) ve yarigap1t r olan bir on iki

ylizlii gember

Cp = {N = (x0, yo)lmax{Alx; — xol + lyy — yol, ¢y — %01} =7}

kiimesinin geometrik yeridir.

VA

V2
V6

V3

V4

Sekil 3.3. On iki yiizlii Cember

M((xg,yo) merkezli r yarigapl On iki yiizlii gemberinin kose koordinatlar1 Sekil 3.3
"deki gibi isimlendirilirse bu koordinatlar sirasiyla; N; = (xq,yo + 1), N, =
(o =750 + (L= )1), N3 = (xo —7,¥0 + (A — 1)7), Ny = (x0,¥0 — 1), N5 =
(xg +7,y0 + (A —1)r), Ng = (xg +1,y, + (1 — A)r) bigiminde olur.
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Teorem 3.5: R% bir M = (xq,y,) noktasinmn bir I:ax + by + ¢ = 0 dogrusuna

uzaklig

_ laxg+byg+c|
dp(M, 1) = max{la+b(1-21)|,la—b(1-21)|,|b|}

bigimindedir.

Ispat: M = (x,,y,) ve l: ax + by + ¢ = 0 on iki yiizlii diizleminde verilmis siras1yla,
bir nokta ve dogru olsun. M noktasinin [ dogrusuna uzaklhigini bulmak icin M
noktasim1 merkez kabul eden bir on iki yiizlii ¢emberi ele alinsin. Bu ¢emberin
yaricapinin yavag yavas buyiitiildigl diisiiniiliirse ¢emberin dogruya degdigi ilk
andaki yarigap uzunlugu M noktasinin [ dogrusuna uzaklhigini verecektir. Cemberin
dogruya bir kdse noktasinda temas edece§i gbz Oniine alinirsa bu yarigap ii¢c farkl

durum i¢in hesaplanabilir.

Durum 1: Yarigap:r biiyiitiillen M = (x,,y,) merkezli ¢emberin [ dogrusuna ilk
degdigi andaki degme koseleri Sekil 3.4 teki gibi V5 veya Vg ve yarigap1 r olsun. Bu
durumda V;, V, ve M den gecen l' dogrusunun egimi (1 —A) olacagindan [’
dogrusunun denklemi (1 —A)x —y — (1 — D)x, + y, = 0 bi¢imindedir. V5 veya Vg

noktasi [ ve l" dogrularinin kesisim noktasi olacagindan [ ve I’ birlikte ¢Oziiliirse;

{(1—/1)x—y—(1—/1)xo+y()=0
ax+by+c=0

denklem sisteminden

_ (1-A)bxo—byo—c ve v = —a(1-2)?xg+ay,—(1-A)c
~ a+(1-)b Y= a+(1-)b

elde edilir ki bunlar V; ve Vg nin koordinatlaridir. Bu durumda ¢emberin yarigap1 bu

koordinatlara sahip nokta ile M arasindaki uzaklik kadar oldugundan

r =dp(M, 1) = max{Alx —xo| + |y — yol, Ix — x0l}
_ laxg+byg+c| _ laxg+byg+c|
- maX{ la+(1-)b]| ’ (1 /1) la+(1-2)b| }
__ laxg+byg+c|
T a+(1-)b|

(3.1)

elde edilir.
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Al | Vi

V4 V4

Sekil 3.4. Cemberin dogruya degdigi anda degme kdselerinin V5 veya Vg olma durumu.

Durum 2: Yaricapr biiyiitillen M = (x,,y,) merkezli ¢cemberin [ dogrusuna ilk
degdigi andaki degme koseleri Sekil 3.5 teki gibi V; veya V, ve yarigap1 r olsun. Bu
durumda V;, V, ve M den gegen I’ dogrusu x = x, bigimindedir. V; veya V, noktas1 [
ve I' dogrularinin kesisim noktasi olacagidan [ ve 1’ birlikte ¢oziiliirse;

X = Xp
{ax+by+c=0

denklem sisteminden

—axg—c

X=xovey=—,

elde edilir ki bunlar V; ve V, nin koordinatlaridir. Bu durumda ¢emberin yarigap1 bu

koordinatlara sahip nokta ile M arasindaki uzaklik kadar oldugundan

r, =dp(M,1) =max{Alx —xol + |y — ¥ol, Ix — xol}
_ _ laxo+byo+c| _
= max{/llx X0l + — ,|x xol} (3.2)
__laxo+byg+c|
B Ib|

elde edilir.
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Ve
vil

Va2 V6
v2 V6

V3 V5

V3 V5 | T

V4

Sekil 3.5. Cemberin dogruya degdigi anda degme koselerinin V; veya V, olma
durumu.
Durum 3 Yarigap1 biiyiitiillen M = (x,, y,) merkezli gemberin [ dogrusuna ilk degdigi
andaki degme koseleri Sekil 3.6 daki gibi V, veya Vs ve yarigap1 r olsun. Bu durumda
V,, Vs ve¢ M den gegen l' dogrusunun egimi (1 — A) bigiminde olacagindan [’
dogrusunun denklemi (A — 1)x —y — (A — 1)x, + v, = 0 bi¢imindedir. V, veya Vs

noktasi [ ve " dogrularinin kesisim noktasi olacagindan [ ve I’ birlikte ¢oziiliirse;

{(A—l)x—y—(/l—l)xo+y(>=0

ax+by+c=0 (3.3)

denklem sisteminden

—b(1-A)xg—byy—c —a(1-A)xg+aye+(1-2A)c
x = ( )Xo—bYo ve y = ( )Xo+ayo+( )
a—(1-A)b a—(1-)b

elde edilir ki bunlar V, ve Vs in koordinatlaridir. Bu durumda ¢emberin yarigap1 bu

koordinatlara sahip nokta ile M arasindaki uzaklik kadar oldugundan

r3=dp(M,1) =max{Alx —xol + |y — ¥ol, |x — xol}

axg+byog+c| |laxg+byg+c
=max{| 0otbYo |’| 0tbYo |}

la—(1-)b| ’ |a—(1-2)b| (3.4)
__laxo+byg+c|
" la—(1-2)b|

elde edilir.
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Vi Vi

V2 V6 V2 V6

V3
V3 V5 V5

V4
V4

Sekil 3.6. Cemberin dogruya degdigi anda degme kdselerinin V, veya Vs olma
durumu.

Boylece (3.1), (3.2), (3.3) denklemleri ile dp(M,l) = min{r;|i = 1,2,3} oldugu

kullanilirsa

4 (M. D) = mi {|ax0+by0+c axg+ by, +c¢ |ax0+byo+c}
PR = e =@ —b |’ D] Ta+@—-2b
laxy, + by, + c|

~ max{la— (1 = Db, |a + (1 —D)b||b]}
elde edilir.

Tamim 3.5: F,F, € R%, k € R olmak iizere odaklar1 F;, F, ve sabiti k olan £, on iki

yiizlii elipsi;
Ep ={PCx,Y)|:dp(N,Fy) +dp(N,F,) = k,N € R}, k = dp(F;, F,)}
kiimesinin geometrik yeridir.

On iki yiizlii elipsi, elipsin odaklarindan gegen dogrunun egimine gore iki tiptedir; F;
ve F, odaklarindan gecen dogrunun egimi (1 —A) veya oo degil ise elips bir
onikigendir ve bu durumda elips €j,, ile gosterilip L. tip on iki yiizlii elips olarak
isimlendirilir, F; ve F, odaklarindan ge¢en dogrunun egimi (1 — 4) veya oo ise elips
bir ongendir ve bu elips &p,, ile gosterilip II. Tip on iki yiizli elips olarak

isimlendirilir.

Odaklar1 F; = (xq,v1) , F, = (x5, y,) ve sabiti k olan Dodecahen ongen elipsi Sekil
3.7(a) daki gibi olup bu elipsin kdse koordinatlar1 sirasiyla;
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_ Y1ty +k _ (Q+2)x1-y1+y2—k y1+(A+1D)y,+k
v, = (x, 23224y —
! 2 > (A+2) ’ (A+2) >

Vo = Ax1+y1=y,—k (A+1)y;—(A+1)y,—k V., = Ax1+y1—=y,—k =y +(A+1)y,+k
3 = 1 ) 2 > V4 — 2 ) 1 5

_ ((A+2)x1—y1+Y2—k (A+3)y,—y1—k _ -y1=Y2—k
Vs = ( (A+2) T (+2) )’ Ve = (xl’ )

V. _( (A+2)x1-y1+y,—k 3’1+(A+1)3’2+k) V. _( AxX1+y1—y.—k (21"'1)3/1—@"'1))/2—")
7 —\" s Vg — \ T - )

(A+2) T ) 2 ’ 2

Vo = (_/lx1+y1—y2—k _—Y1+(l+1)YZ+k) Vio = (_ (A+2)x1-y1+y,—k _(l+3)Y2—Y1—k)
9 1 ’ 2 » V10 (A+2) ’ (A+2)

bicimindedir.

Benzer sekilde odaklar1 F; = (xq,y;), F, = (x3,y,) ve sabiti k olan on iki yiizlii
onikigen elipsi Sekil 3.7(b) deki gibi olup bu elipsin koseler koordinatlar1 sirasiyla;

Alxa—x1)+y 1ty tk
Vy = (x2: > >

vV, = ()l(xz—xl)+2x1+y1—yz—k (1—2/1)(xz—x1)+(/1+1)y1—(l—1)(y2+k))
2 = 2 ) 2 )

V. = (—)l(x1+xz)+y1—yz—k (1—21)(xl—xz)—/l(y1+y2)+(y1—yz)—(l—l)k)
3 22 ’ 2 ’
V., = (l(x1+xz)+Y1+YZ—k (2/1—1)(x1—x2)+l(y1+y2)—(y1—yz)—(l—l)k))
4 22 ’ 22 ’

V. = (l(x1—xz)—2x1+J/1—J/z—k (2/1—1)(x1—x2)—ﬂ(371—3/2)—(3’1+YZ)+()~—1)’<))
57 2 ’ 2

Ax1=x2)=y1—y2—k Alxo—x1)—y1—y2—k
V6 = (xZI 2 5 V7 =\—Xy, 2 5

Vy = (/1(351—952)—2951—3/1‘*3/2""‘ (2/1—1)(xz—x1)—(/1+1)3/1+()~—1)(yZ+k))
2 ! 2
Vo = (/1(351+x2)—3/1+yZ+k (2/1—1)(x1—x2)+/1(y1+y2)—(y1—y2)+(1—/1)k)
9 21 ’ 21
Voo = (A(x1+x2)—(y1—y2)+k (1—2/1)(x1—xz)—/1(Y1+Y2)+(Y1—3’2)"'(/1—1)’())
10 21 ’ 21 ’

V.. = (A(xz—x1)+2x1—y1+y2+k (2/1—1)(xz—x1)—/1(Y2—Y1)+(3’1"‘3’2)"‘(1—/1)’())
11 = 2 ’ 2

—A(x1—=x2)+y1+y,+k
Vi, = (xl' 5

bi¢cimindedir.
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Vi i

V12
ve W11
V10 E1
vz '
V10
V3
V3 Va9
va
V4
Ve
V4
JF2
V5
\"ri A
V5 VB
V6 V6 V7
(a) (b)

Sekil 3.7. Ongen ve onikigen on iki yiizlii elipsleri.

Ornek 3.3: Odaklar1 F; = (2,3), F, = (2,—3) ve sabiti k = 10 olan on iki yiizlii
elipsi

Ep, = N, Y)|dp(N,F,) +dp(N,F,) = 10,N € R3}

kiimesinin geometrik yeri olup Sekil 3.8 deki gibidir.

Vi

VA3 V10
F1

V3 | Vo

Sekil 3.8. Odaklar1 F; = (2,3), F, = (2,—3) ve sabiti k = 10 olan on iki ylzli
elipsi.
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Ornek 3.4: Odaklar1 F; = (1,5), F, = (—1,—5) ve sabiti k = 15 olan on iki yiizlii

elipsi
Ep, ={NCx, Y|dp(N,Fy) + dp(N,F,) = 15,N € R}}

kiimesinin geometrik yeri olup Sekil 3.9 deki gibidir.

8
Vi vi2
V2
6 V11
F1
L]
4 V10
V3
2
-6 4 -2 ] 2 4 6
-2
V9
V4 ”
F2
L]
V5 -6
v8
V6 V7
-8

Sekil 3.9. Odaklar1 F; = (1,5), F, = (—1,—5) ve sabiti k = 15 olan on iki yiizli
elipsi.

Tamim 3.6: F;, F, € R3, k € R olmak iizere F;, F, odakl ve sabiti k olan H;, on iki
yiizlii hiperbolii, F; ve F, ye uzakliklar1 farkinin mutlak degeri k olan noktalarin

kiimesi yani;
:]-[D = {N = (x:y)ldD(N;Fl) - dD(NJFZ)l = klN € R%!k S dD(FlﬂFZ)}
kiimesinin geometrik yeridir.

Odaklar1 F; = (xq,v1) , F, = (x3,y,) ve sabiti k olan on iki yiizlii hiperbolii iki tipte
olabilir. Bir kolu bes pargali olan bir on iki yiizlii hiperbolii Sekil 3.10(a) daki gibi, bir
kolu ii¢ parcali olan bir on iki yiizlii hiperbolii Sekil 3.10(b) deki gibidir.
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Sekil 3.10. On iki yiizli hiperbolii.

Ornek 3.5: Odaklan F; = (2,3), F, = (=2, —3) ve k = 6 olan on iki yiizlii hiperbol
sekil 3.11. deki gibidir.
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V2 \'Al
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4
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-8

Sekil 3.11. Odaklar1 F; = (2,3), F, = (—2,—3) ve k = 6 olan on iki yiizlii
hiperbolii.

Ornek 3.6: Odaklan F; = (3,4),F, = (3,—4) ve k = 5 olan on iki yiizlii hiperbol
sekil 3.12. da verilen hiperboldiir.
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Sekil 3.12. Odaklar1 F; = ( 3,4),F, = (3,—4) ve k = 5 olan on iki yiizli hiperbolii.

Tanmm 3.7: F = (x,,V,) € R3 ve d, R de verilen bir dogru olsun. Bu durumda F

noktasi ve d dogrusuna esit uzakliktaki noktalarin kiimesi yani;
Pp ={N = (x,y)|dp(N,d) = dp,(N,F)|,N € Rj}

kiimesinin geometrik yeri on iki ylizlii paraboliidiir. F noktasina paraboliin odagi, d

doprusunu paraboliin dogrultmani denir.

Paraboliin dogrultmanmin yani d dogrusunun egimi m olsun. m € (1 — 4, o) ise
parabol bes pargali, m € (—oo, 1 — 1] ise parabol alt1 parcalidir. Buna gore bes parcali
bir on iki yiizlii parabolii Sekil 3.13. daki gibi, alt1 par¢ali on iki yiizlii parabol de Sekil
3.14 teki gibidir.

23



Sekil 3.13. Bes parcgali on iki yiizlii parabolii.

d: y-c=0

V3

Sekil 3.14. Alt1 parcali on iki yiizlii parabolii.

Ornek 3.7: Dogrultmani d: —x +y — 4 = 0 ve odag1 F = (2,2) olan on iki yiizlii
parabolii Sekil 3.15 daki paraboldiir.
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Sekil 3.15. d: —x + y — 4 = 0 dogrultmanli ve F = (2,2) odakli on iki yiizli
parabolii.

Ornek 3.8: Dogrultman dogrusu d:é(x + 1) = y ve odagi F = (1,—3) olan on iki

ylizlii parabolii Sekil 3.11 daki paraboldiir.

0
) -5V4 5 10 15 20 25

V5 -5

V1

Sekil 3.16. d: g (x + 1) = y dogrultmanh ve F = (1,—3) odakl on iki yiizli
parabolii.
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4. ON iKi YUZLU DUZLEMINDE ve ON iKi YUZLU UZAYINDA
INVERSIYON

Bu boliimde oncelikle On iki yiizlii diizleminde ¢cembere ve elipse gore inversiyonlar
tanimlanarak bazi 6zellikleri degerlendirilecektir. Daha sonrasinda ise On iki yiizlii
uzayinda bir kiireye gore inversiyon tanimlanip bazi 6zellikleri incelenecektir. Bu
boliimdeki tanimlamalarin  yapilmast ve Ozelliklerin  incelenmesi  [29-31]

kaynaklarmin 1s1g1mda gerceklestirilmistir.

4.1 On iki yiizlii Diizleminde Cembere Gore Inversiyon

Tamim 4.1.1: N, sonsuzdaki bir ideal nokta olmak iizere R3 U {N,} genisletilmis on

iki yiizlii diizleminde merkezi O, yarigap1 r olan Cp, on iki yiizlii cemberine gore
ICD(O,T): ]RLZ) U {Noo} - ]R% U {Noo}
inversiyonu, her N € R icin N’ ON 1511 lizerinde bir nokta olmak iizere

dp(0,N).dp(0,N") = 2 (4.1)

kosulunu  saglayan ve I 0,y(N) =N, Ic 0, (Neo) =0, Iep0,)(0) = N
biciminde tanimlanan genisletilmis on iki yiizlii diizleminin kendi kendisine bir
doniisiimiidiir. Cp inversiyon ¢emberi, O inversiyon merkezi, N', N nin inversi ve r
inversiyon yarigapi olarak isimlendirilir.

Yardimar Teorem 4.1.1: Cp, R% de merkezi O ve yarigapt 7 olan bir inversiyon
cemberi olsun. Bu durumda N noktasi gemberin i¢ bolgesindeyse N’ noktasi gemberin
dis bolgesindedir. Tersine N noktasi C;, ¢emberinin dis bolgesindeyse N’ noktasinin

cemberin i¢ bolgesindedir.
Ispat: N, Cp ¢emberinin i¢ bolgesindeki bir nokta olsun. d;,(0,N) < r ise Tanim
4.1.1 den
dp(0,N).dp(0O,N") = r?
olduguna gore
r? =dp(0,N).dp(O,N") < r.dp(0,N")

Bu durumda d, (0, N") > r elde edilip N’ noktasi ¢gemberin dis bolgesindedir.
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Onerme 4.1.1: Cp, merkezi 0, yaricap1 r olan bir on iki yiizlii cemberi olmak iizere
Ie 0y inversiyonuna gére N = (x,y) noktasmnmn inversi olan N' = (x’,y") niin
koordinatlari;

x'= rix ve y' = rly
maxix+ Lz YT max@i 4yl )2

(4.2)
bigimindedir.

Ispat: le, 0,y merkezi O, yarigapi 7 olan Cpp on iki ylizlii gemberine gore inversiyon
olmak tizere O, N ve N' noktalari igin ON ve ON' ayni dogrultulu 1smlar olduklarindan
ON =k.ON , ke R* olup N = (x,y) icin N' = (x',y") = (kx, ky) dir. (4.1)
denkleminde (x’,y") = (kx, ky) oldugu kullanilirsa

r2

= (max(Alxl+ [yl |x])?

olup k nin bu degeri N' = (x',y") = (kx, ky) ifadesinde yerine yazilirsa (4.2) deki
esitlikler elde edilir.

Sonug 4.1.1: Cp merkezi O = (a, b), yarigap1 r olan bir on iki yiizlii gemberi olmak
lizere Ie, (o) inversiyonuna gére N = (x,y) noktasmm inversi olan nokta N’ =

(x",y") niin koordinatlari

r_ r?(x-a)
X = A al—al+ly bl —al?
ve
r’(y—»b
V' =b+ (& —b) :
(max{A|x —al| + |y — bl, |x —al})
bi¢imindedir.

Siradaki teorem Oklidyen diizlemde g¢embere gore inversiyon altinda ¢ember ve
dogrular arasindaki iliskilere benzer iliskileri R2 de tanimlanan ¢embere gore
inversiyon i¢in ifade etmektedir.

Teorem 4.1.1: I¢, (o) merkezi O yarigap1 r olan Cp on iki yiizlii gemberine gore

inversiyon olmak tizere

1) on iki ylizlii inversiyon merkezi O dan gegen dogrular I¢, o) altinda
kendisine doniisiirler.

i1) on iki yiizlii inversiyon merkezi O dan ge¢gmeyen dogrular I¢, o) altinda
ya bir dogru pargasi ve iki parabolik yaydan olusan kapali bir egriye ya da
li¢ parabolik yaydan olusan kapali bir egriye doniisiir. (Bknz Sekil 4.1.1)

ii) on iki yiizlii inversiyon merkezi O yu merkez kabul eden on iki yiizli
¢emberleri Ie o,y altinda O merkezli on iki ylizli g¢emberlerine
dontstrler. (Bknz Sekil 4.1.2)
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v) on iki ylizlii inversiyon merkezi O dan ge¢meyen on iki yiizlii cemberleri
le, (0,r) altinda kapali bir egriye doniistirler ancak bu egri bir on iki ytizlii
cemberi degildir.

V) on iki yilizli inversiyon merkezi O dan gecen on iki yiizli ¢emberleri
le, (0,r) altinda kapali olmayan bir egriye donisiirler ancak bu egri O dan
gegmeyen bir dogru degildir.

Ispat: Teoremin ifadesindeki yalnizca (i) ve (ii) siklari igin ispat verilecektir. Diger

durumlarmn ispat1 benzer sekilde kolaylikla elde edilir.

I, R2 de ax + by + ¢ = 0 denklemi ile verilen dogru ve le, 0y merkezi O yarigapl 7
olan Cp on iki yiizlii gemberine gore inversiyon olsun. Bu durumda [ dogrusunun
le, (o, altindaki goriintiisti denklem (4.2) kullanilarak

ar?x br2y
[ ’ 2 + 7 7 N2 +c=0
(max{A |x'| + |y'l, 1x'[D?  (max{1|x'| + |y'], |x'[})
biciminde ya da bu denklem diizenlenirse
arix'+br?y'+c(max{d|x'| + |y'|,1x'|})? = 0 (4.3)

biciminde olacaktir. (4.3) denklemi a,b,c katsayillarinin se¢imi ve maksimum
ifadesinin sonucuna gore asagidaki durumlardan biri olarak elde edilir.

Durum 1: A|x'| + |y'| = |x'| ise (4.3) denklemi
ar?x’ + br2y’c(Alx'| + ly'D? =0 (4.4)
bigiminde olup

Durum 1.1: ¢ = 0 ve 3a, b # 0 ise (4.4) denklemi ax’ + by’ = 0 olup [ dogrusunun
kendisidir.

Durum 1.2: ¢ # 0,a = 0 ve b # 0 ise by + ¢ = 0 dogrusunun inversi
br2y’ + cA?x'2 + cy'? + 2cA|x'||y'| = 0
paraboliidiir. Bu durumda bu parabol

) x'>0,y>20 veya x'<0,y<0 ise brly +cA%x’’ +cy’’ +

2cAx'y' =0
ii) x'>0,y'<0 veya x'<0,y =0 ise brdy +c®'*+cy’’ -
2cAx'y' =0
bi¢cimindedir.

Durum 1.3: ¢ # 0,b = 0 ve a # 0 ise ax + ¢ = 0 dogrusunun inversi
ar2x’ + cy'’? 4+ 2cAlx’|ly’| = 0

paraboliidiir. Bu durumda bu parabol
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i) x' >0,y =0veyax' <0,y <O0isear?x’ +cA%x’* + ¢y’ + 2chx'y’ =

0
ii) x'>0,y'<0 veya x'<0,y'=0 ise ar’x +cA?*x'>+cy’’—
2cAx'y' =0
bigimindedir.

Durum 1.4: a # 0,b # 0,c # 0 ise ax + by + ¢ = 0 dogrusunun inversi
ar’x’ + br2y’ + c(Alx'| + ly'D? =0

denklemine sahiptir. Bu durumda bu denklem

i) x>0,y >0 veya x' <0,y <0 ise r2x’+br2y’ +ca%x’* +cy’” +
2cdx’y' =0

ii) x>0,y <0 veya x' <0,y >0 ise ar’x’ +br2y’ + cA%x’* + cy’* —
2cdx’y' =0

olup bir dogru veya parabol belirtir.
Durum 2: A|x'| + |y'| < |x'| ise (4.3) denklemi

cx'? + br2y' 4+ ar2x' =0 (4.5)
bi¢giminde olup

Durum 2.1: ¢ = 0 ve 3a, b # 0 ise (4.5) denklemi ax’ + by’ = 0 olup [ dogrusunun
kendisidir.

Durum 2.2: c = 0 ve a = 0,b # 0 ise (4.5) denklemi cx'? + br2y’ = 0 paraboliidiir.
Durum 2.3: ¢ # 0,a # 0 ve b = 0 ise (4.5) denklemi ar?x’ + cx'?2 = 0
dogrusudur.

Durum 2.4: ¢ # 0,a # 0 ve b # 0 ise (4.5) denklemi ar?x’ + br2y’ + cx'* = 0

paraboliidiir.
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Sekil 4.1. O merkezli on iki ytizlii gemberinin I¢, o inveriyonu altindaki
goruntusu.

Sekil 4.2. (1 — A)x + by + ¢ = 0 dogrusunun ¢ (o, inversiyonu altindaki
gOorintisi.

4.2. R3 de Elipse Gore Inversiyon

Tanim 4.2.1: N, sonsuzdaki bir ideal nokta olmak iizere R% U N, genisletilmis on
iki ylizlii diizleminde merkezinde merkezi O, sabiti k olan £, on iki yiizlii elipsine

gore
I&'D(O,k): ]R%) U {Noo} - R%) U {Noo}

inversiyonu, her N € R% icin N, ON 1s1n1 lizerinde bir nokta ve Q, ON 1sin1 ile € nin

kesim noktas1 olmak tizere
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dp(0,N).dp(0,N") = [d (0, Q)]?

kosulunu saglayan ve I ox)(N) =N', Ig 00)(No) =0 , Igp04)(0) = Ng,
bi¢ciminde tanimlanan, genisletilmis on iki yiizlii diizleminin kendi kendisine bir
doniigimiidiir. €, inversiyon elipsi, O inversiyon merkezi N' N nin inversi ve

e:dp(0, Q) inversiyon yarigap1 olarak isimlendirilir.

Sekil 4.3. On iki ytizlii Elipse gore bir N noktasinin inversi.

Dikkat edilirse bir elipse gore inversiyonun bir gembere gore inversiyondan en biiyiik

fark1 yarigapin sabit olmamasidur.

Yardimc1 Teorem 4.2.1: £, on iki yiizli diizlemde F; ve F, odakli, k sabitli ve
merkezi O = (a,b) olan bir elips olsun. Bu durumda N noktasi elipsin ig

bolgesindeyse N' noktasi elipsin dig bolgesinde olup tersi de gegerlidir.
Ispat: Ispat Yardimc1 Teorem 4.1.1 in ispatina benzer bigimde kolaylikla yapilabilir.

Tanim 4.2.2: O merkezli, sabiti k olan, F; = (x,y;) ve F, = (x5,y,) odakl 1. tip
yani on iki yiizlii onikigen elipsi £, ve bu elipsin kose koordinatlar1 Sekil 4.4 de
verildigi gibi olsun. i = 1,2...6 olmak {iizere [; dogrular1 V; koselerinden gecen

dogrulardur.
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Sekil 4.4. Onikigen On Iki Yiizlii elipsine gore bolgeler.
R, U Ry, bolgesi I3 ve l, dogrulari ile smirlandirilan bdlge olup bu bolgedeki bir N
noktasi i¢in ON 1SINmin egimi;

CA—=1D0 —x) + A +¥,) — (0 —y2) + (1 — Dk <m< (1 =200, —x2) = A + y2) + (1 — ¥2) + (A — Dk)
Ay +x) =y +y, +k A +x) = =) + &

drr.

R, U R, bolgesi I, ve lg dogrulari ile smirlandirilan bdlge olup bu bolgedeki bir N

noktasi icin ON 1§ininin egimi;

(1 =200 —x2) =2 + ) + 01 —¥2) + (A= Dk) cm< @A =D —x) — Ay, —y1) + 1 +¥2) + (1 — Dk)
Aley +x3) — (1 —y2) +k Ay —x) +2x =y +y, +k

drr.

R{; U Ry; bolgesi ls ve lg dogrulari ile smirlandirilan bdlge olup bu bolgedeki bir N

noktasi icin ON 1§ininin egimi;

@A=D(x; —x1) = Ay, —y1) + (1 +y2) + (1 = Dk) <m< Ay —x) +y; +y, +k
A, —x)+ 2%, —y, +y,+k X

drr.
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R}, U Ry, bolgesi I ve |; dogrulari ile smirlandirilan bolge olup bu bolgedeki bir N

o . —_ - e .
noktasi icin ON 1gininin egimi;

A, —x) +y,+y, +k Ay —x) +y; +y, +k
m< x ve X <
2 1

m

drr.

R{s U R bolgesi ; ve I, dogrulari ile smirlandirilan bolge olup bu bolgedeki bir N

o« . - - .
noktasi i¢cin ON 1sminin egimi;

A —x) +y; ty, +k Ax,—x)+y,+y, +k
x <m< P
1 2

drr.

Ry U Ry bolgesi I, ve I3 dogrulari ile smirlandirilan bdlge olup bu bolgedeki bir N

PR > - .
noktasi i¢in ON 1$minin egimi;

Ay, —x) +y,+y, +k (1 =200 —x) =A@ +y2) + (0 —y2) — (1 =Dk
<m<
X Ay +x) +y, —y,—k

drr.

Tamim 4.2.3: 0 = (0,0) merkezli, sabiti k olan, F; = (xq,v;) ve F, = (x5, y,) odakli
I1. tip yani on iki ylizlii ongen elipsi €, ve bu elipsin kdse koordinatlar1 Sekil 4.5 de
verildigi gibi olsun. i = 1,2...5 olmak iizere [; dogrular1 V; kdselerinden gecen

dogrulardur.
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|
1
1
|
Sekil 4.5. Ongen On Iki Yiizlii elipsine gdre bolgeler.

R, U R3, bolgesi l; ve 1, dogrulari ile siirlandirilan bdlge olup bu bolgedeki bir N

« . - - .
noktasi i¢in ON 1sminin egimi;

CA+Dy; —(A+ Dy, —k -+ A+ Dy, +k
<m<
Axi+y1—y,—k Axg+y1—y,— k

drr.

R, U R;, bolgesi 1, ve ls dogrulari ile sinirlandirilan bolge olup bu bdlgedeki bir N

o
noktasi icin ON 1§ininin egimi;

_Y1+(/1+1))’2+k<m< A+3)y,—y1—k
Axy+y1—y,— k A+2)x,—y1+y,—k

drr.
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R35 U R3; bolgesi I ve I, dogrulari ile sinirlandirilan bolge olup bu bolgedeki bir N

o . —_ - e .
noktasi icin ON 1gininin egimi;

A+3y,—y —k
A+2)x,—y1 +y, —k

<m

drr.

R}, U R, bolgesi l; ve I, dogrular1 ile smirlandirilan bdlge olup bu bolgedeki bir N

.« . - - .
noktasi i¢cin ON 1sminin egimi;

yi+A+1Dy, +k
1+ 2)

drr.

R35 U R bolgesi I, ve I dogrulari ile siirlandirilan bdlge olup bu bolgedeki bir N

« . —_ - .
noktasi i¢in ON 1sminin egimi;

yi+A+Dy, +k < <(21+1)y1—(A+1)y2—k
m
A+2)x =y, +y, — k Axi+y1—y,—k

drr.

Onerme 4.2.1: I (0, k), odaklar1 F; = (x;,y;) ve F, = (x3,,), merkezi O = (0,0)
ve sabiti k olan &, elipsine gore on iki yiizlii inversiyon olsun. €, = &p,,, N’ =
(x',y") noktast N = (x,y) nin I, (o) ya gore inversi, x; > x5, y; >y, ve m ON

1s11nin egimi olmak iizere
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k k
(( tatn)’ ( +zlxz+ )’ }’> ,N € R}, UR;; ise
(Ax, +y, +x1 + k)? (Axy + v, +x1 + k)%y . o
( m+A+D2x ' (m+A+ 1) N € Riz URy, ise
(Axy + %) +y; +y, +E)? (A0 +x2) +y1 +y, +K)Py + _ .
N = G,y ( am+ P 4(m + 7% N E Rz Ul toe
= (x', =
Y (=20, + xz) + (Y1 + ) — k)z (=20 + %) + (1 +¥2) — K)%y N + .
= ,N € R{, URy, ise
m2x
(- l(x1+x2)+y1+y2+k)2 (=A(x; +x2) + y1 + ¥, +K)%y -
( 4(m — A)2x ) 2(m = 1)Zxz ,N € Rf; UR[; ise
(=Ax, +y, —x; +k)? (“Ax; +y, — % +K)%y _
( m-1-D&x m— 1= 1)z ,N € Rf, URy, ise
dir.

Eger Ep = €p,,, N' = (x',y') noktast N = (x,y) nin I ok ya gore inversi,

—_—
X1 > X9, Y1 > Yo, vem ON 1smimin egimi ise

((xz Sl Gt z;: k)2y> N € R}, URy, ise
(00 008 By Y ) e
N' = (x',y") = ([(3’1 + YZ)4'E'TTII‘T;/12)/12(X1 +x,)]? ’ [ + y2)4;:;/12)/12(;21 + xz)]ZY) N € R}, UR, ise
([ 1ty Z'mk ;)Lg?ﬁ + )] ’ 1+ 2 :;:__/1/1)(2)22-'- xz)]z}’> N € RY, UR;, ise
(Gazmtier Geomt ) N € Rl U5 e

dir.
Ispat: Odaklar1 F; = (x1,¥1), F, = (x5,¥,) ve sabiti k olan on iki yiizlii elipsi &
Ep={QERIx—x | Hy—yi I +lx—x, | Hy—y, 1=k Q=(xy)k=dy(F,F)}

denklemini saglayan noktalar kiimesidir. N = (x,y) ve N' = (x,y") €,(0, k) ye gore
invers noktalar ise O,N ve N’ dogrudastir ve ON ile ON’ isinlart aynm1 dogrultuya
sahiptir. Boylece  herhangi  bir t e R* icin ON'=tON dir
dp(0,N).dp(0,N") = [dp (0, Q)]? oldugundan

— [dD (0' Q)]Z
(Ix)?

bulunur. t nin bu degeri (x',y’) = (tx,ty) ifadesinde yerine yazilarak istenilen

sonuglar elde edilir. Ornegin; N € R, U Ry ise
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dD (0' Q)=((/1(x1+x2)—)71+)72+k)2) max{/l + |m|, 1}

42
Boylece
oo (A +x2) =y +y2+K)2 (A(x1+x2)—y1+Y2 +k)ZJ’)
(x.y )_( 422x ’ 422x2
elde edilir.

Onerme 4.2.2: I, (0, k) odaklar1 F; = (x4,y;) ve F, = (x3,¥,), merkezi M = (a, b)
ve sabiti k olan &, elipsine gére on iki ylizli eliptik inversiyon olsun. N' = (x',y")
noktast N = (x,y) nin Ig, k) ya gore inversi

N'=(x"y")
(a L@+ x - 2:?1 2—( ny_l ;)yz t2b)+k)? | At — 20) - g(lx—_y;; 2b) + k)*(y — b)) N € RY, U R, ise
<a et n o2 SO Gt na kol b)) N € R URS, ise
(a . A, + x24—(:la-')- I)ilz:_yz)_ 2b —k)? A Ax, + x24—(:lai 1—))2/1(x+_yz)—2 2b — k)zy) N € RE, URS ise
= (a .\ A(x, + x24—(:lai I)i/z:_yz)— 2b — k)z,b r (Alxy + x24—(:lai -/Il-))zfl(;_yz)—z 2b — k)zy) N € Y, URG ise
(a + (=20, + xz(—me)A-;z}(I;t}:) —2b+k)? bt (—A(xy + xz(—mZa_)/l-l)-z)&t):)z— 2b + k)zy) N € Ri URS ise
(a Rty b n s 498 (b ")ZY> N € RY, URG, ise

Eger &, = &p,,, N' = (x',y") noktas1 N = (x,y) nin I¢ ok ya gore inversi,

]
X1 > X9,Y1 > Y, vem ON 1smimin egimi ise

(a+ ("2‘:(;‘_2;”‘)2 b+ ("2"‘1;(1‘1_2’;220 = N € R}, URj, ise
e R
N = (x',y") (a + [(y1+yz—zfrl++kl;22:1;f;;xz—Za)]z b+ [(y1+yz—2b::;if)129(ciz;—2a)]2(y—b)) N € Rf, UR;; ise
(a + [y1+yz—§rl:1tl;2/1((;c_1:)xz—2a)]z b+ [y1+yz—2b(+rl;::11)(icg_x;)—22a)lz(y—b)) N € R}, UR;, ise
(a+ Qeitmt i OF py  DebonatiCa- ) 00)) N € Rf; U Ry ise

Ispat: Tiim 6telemelerin on iki yiizlii diizleminin izometrileri olmalarindan dolayi elde

edilen bu 6nermenin ispat1 agiktir.

Oklidyen diizlemde elipse gére inversiyon altinda ¢cember ve dogrular arasindaki
iliskilere benzer iligkiler R% de tammmlanan elipse gore inversiyon igin siradaki
teoremle verilmektedir.

Teorem 4.2.1:

i) Inversiyon merkezi O dan gecen bir dogru ¢y 0,1 altinda kendisine

doniisiir.
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i) Inversiyon merkezinden ge¢gmeyen bir dogru I, o ) altinda €,(0, k) =
Ep,, (0,k) ise 6 parabolik yay ya da 5 parabolik yay ile bir dogru
pargasindan olusan kapali bir egriye, €,(0,k) = &p,,(0,k) ise 5
parabolik yay ya da 4 parabolik yay ile bir dogru parcasindan olusan kapali
bir egriye doniisiir.

iii) Inversiyon merkezini merkez kabul eden ve inversiyon elipsi ile ayni1 tipte
olan bir on iki yiizli elips Ig o k) altinda inversiyon merkezini merkez
kabul eden yine ayni tipten bir on iki yiizlii elipsine doniistirler.

iv) Inversiyon merkezini merkez kabul eden ve inversiyon elipsi ile ayni tipte
olmayan bir on iki ylizlii elips ¢, o k) altinda kapali bir egriye dontistir.

V) Inversiyon merkezinden gegmeyen bir on iki yiizlii elips Ie, 0.k altinda
kapal1 bir egriye doniisiir ancak bu egri bir on iki yiizlii elips degildir.

vi) Inversiyon merkezi O dan gecen bir on iki yiizlii elipsi e, 0k altinda
kapali olmayan bir egriye doniisiir ancak bu egri merkezden gegcmeyen bir

dogru degildir.

Ispat: Teoremin ifadesindeki her durum eliptik inversiyonun tanimi kullanilarak

kolaylikla gosterilebilir.

4.3. R} de Kiireye Gore Inversiyon

Bu boliimde dp, R® de tanimlanmis, Tanim 2.5 te verilen on iki yiizlii metrigini
gostermek iizere bu metrikle dosenmis analitik 3-uzay olan R3 de on iki yiizlii kiiresine
gbre inversiyon tanimlamakta ve bu doniisiime ait temel kavram ve Ozellikler

verilmektedir.

Tanmim 4.3.1: On iki ylizli uzaymmda O merkezli ve r yaricaph bir § kiiresine gore
inversiyon Is, o) seklinde gosterilsin. Ny, on iki yiizlii diizlemine eklenmis ideal
nokta olsun. Bu durumda Is,(,y: R} U{Ns } = Rj U{Ns } ve her N # O igin
dp(0,N).dp(0,N") = r? kosulunu saglayan ON 1smu iizerindeki N' noktasina N nin
inversi denir ve Is, o,y (N) =N, Is,0r(0) = Ny ve Is, 0r)(No) = O seklinde

gosterilir.
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Teorem 4.3.1: S on iki ylizli uzayinda merkezi O ve yarigapi r olan bir kiire olsun.
Bu durumda I, ¢y inversiyonu i¢in N noktasi kiirenin i¢ bolgesindeyse N’ noktasi

kiirenin dig bolgesinde olup bu ifadenin tersi de gegerlidir.

Ispat: N, S kiiresinin i¢ bolgesindeki bir nokta olsun. d, (0, N) < r ise inversiyon
tanimindan

dp(0,N).dp(0O,N") = r?
olup

r? =dp(0,N).dp(0,N") <r.dp(O,N").

dir. Bu durumda d, (0, N") > r elde edilir. Yani N’ noktas1 kiirenin dis bolgesindedir.
Tersi ifadesi de yani N noktasi kiirenin dis bolgesindeyse N’ noktasinin kiirenin i¢

bolgesinde oldugu benzer sekilde ispatlanabilir.

Sonuc 4.3.1: R} deki bir I sp(0r) kiiresel inversiyonu altinda § nin kendisi nokta nokta

sabit kalir.

Teorem 4.3.2: N ve N', 0 merkezli r yaricapl Is, o inversiyonuna gore invers
rZ

0P olmak uzere
D\UV,

noktalar ise 1 =

N'= AN
dir.
Ispat: N = (x,y,z) ve N' = (x',y',2") 0 = (0,0,0) merkezli ve r yarigapli Ip_ o )
inversiyonuna gore invers noktalar olsunlar. N ve N’, O noktasindan ¢ikan ayni ON
1s1n1 lizerindeki noktalar olduklarindan
ON'=10N , 1 € R*

ve buradan (x’, y’,z") = (Ax, Ay, Az) dir. Boylece d, (0, N).d,(0,N") = r? denklemi

2
de kullanilirsa A = ——— elde edilir ki bu da istenilen sonucu verir.
dp(0.N)

Dikkat edilirse N ve N', Ip, o) inversiyonuna gore invers noktalar olduklarindan N
nin koordinatlar1 da N’ niin koordinatlar1 cinsinden Teorem 4.3.2 deki benzer yolla,

= ON? olmak tizere N = AN’ biciminde elde edilebilir.
D\Y,

Teorem 4.3.3: § on iki ylzli uzayinda merkezi O ve yarigap1 r olan bir inversiyon
kiiresi olsun. Inversiyon merkezinden gecen herhangi bir dogru ya da inversiyon
merkezini iceren herhangi bir diizlem Is, o ) altinda invaryanttir.
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Ispat: Inversiyon merkezinden gecen dogrunun Ip,0r) altinda invaryant oldugu
Tamim 4.3.1 den agiktir. Ax + By + Cz = 0 duzleminin I o ) altindaki inversi

r2x! r2y’ r2z'
———+B C =0
(dp(0.,N"))? + (dp(0.N"))? + (dp(0,N"))?

Yani; Ax"+ By' + Cz' = 0 dir.

Teorem 4.3.4: § on iki yuzli uzayinda merkezi O ve yarigap1 r olan bir inversiyon
kiresi olsun. Merkezi O olan bir on iki ylzlu kirenin Is (o, altindaki inversi yine bir
on iki yazli karedir.

Ispat: Inversiyon R3 de uzakhigi koruyan bir doniisim oldugundan merkezi O =
(0,0,0) ve yarigapt r olan kire; § ={N = (x,y,z):dp,(0,N) =r} kimesinin
elemanlaridir.

S ={N = (x,¥,2):dp (0, N) = r;} seklinde ifade edilen S, kiresinin Is_, ,y altinda
inversi;

S = {N = (x',y',2"):dp(0O,N") = f} olur, yani yine bir on iki yizlu kuredir.

1

Teorem 4.3.5: § on iki yizli uzayinda merkezi O ve yarigap1 r olan bir inversiyon
Klresi olsun. Bu durumda I, (o) kiresel inversiyonuna gore § nin her bir kdsesi,

kenar1 ve yiizii kendisine eslenir. Yani Is, (o kiiresel inversiyonu altinda §
invaryanttir.

Ispat: Sonuc 4.3.1den S nin kendisi I sp(0,r) altinda nokta nokta sabit kalir. Dolayistyla

§ nin her bir kosesi kenari ve yiizii Is) o raltinda invaryanttir.

Sonug 4.3.2: N = (x,y,z) ve N = (x',y',z") merkezi 0 = (x,, Vo, z,) ve yarigap1 r

olan Is, o r) inversiyonuna gore invers bir nokta ¢ifti olsun. Bu durumda A=
2

T .
olmak Uzere
dp(0,N)?

N'—0 = AN —-0)
dir.

Ispat: Otelemeler R3 de izometriler olduklarndan, R3 de (0,0,0) noktasmi
(x0, Vo, Zo) noktasma 6teleyerek istenen sonug kolaylikla elde edilir.
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5. RE VER3DE I¢, 0. > Ieyc0k) Ve Isy0) INVERSIYONLARI ICIN CAPRAZ
ORAN VE HARMONIK ESLENIKLER

lepycor) > lep(ok) inversiyonu R2 de ve Is, 0, inversiyonu R3 de birer izometri
degildirler. Bu nedenle uzaklik fonksiyonu bu inversiyonlar altinda korunmaz. Ancak
capraz oran uzaklik fonksiyonu igermesine ragmen bazi sartlarda inversiyon altinda
korunur. Bu nedenle bu boliimde sirasiyla on iki yiizli diizlemde ve on iki yiizli
uzayda capraz oran ve harmonik eslenikler incelenecektir. B6liim boyunca i = 1,2
olmak iizere Ry={R5" = R3 ,R% = R3} seklinde ifade edilecektir. Bu bolimdeki

calismalar [29-31] numarali kaynaklar 1s181nda gerceklestirilmistir.

Tamim 5.1: Bir [ yonlii dogrusu iizerindeki herhangi iki nokta N; ve N, olmak iizere
N, N, dogru pargasinin yonlendirilmis on iki yiizlii uzunlugu dp[N;, N,] ile gosterilir.
NN, dogru pargasmni [ ile ayn1 ydne sahipse dp[N;, N,] = dp(Ny, N,) aksi halde
dp[Ny, N3] = —dp (Ny, N7) dir.

Tanim 5.2: Yonlii bir dogru tizerindeki dort farkh nokta N;, N,, N3, N, € ]Rgi olsun.

On iki yiizlii ¢apraz orani

dD [NllNS]dD [N21N4-]

N,;N,,N:N =
(NiN2, NsNado = G T NaTdp [N, Ns]

bi¢imindedir.

Sonug¢ 5.1 Yonli bir dogru tizerindeki dort farklh nokta N;, N,, N3, N, € ]Rgi olsun.
Hem N; hem de N,, N, ile N, arasindaysa veya N3 ile N, {in hicbiri N; ve N, nin
arasinda degilse (N;N,, N;N,)p pozitiftir.

Ispat: N; ve N, ikisi birden, N; ile N, noktalar1 arasinda olsun. N;N, yonlii dogru

pargast i¢in on iki ylizlii capraz orani

dD [N1'N3]dD [NZ'N4]

N,;N,,N:N =
(N2, NaNado = 3 TN, N, Tdo [N, No]

olup dp [Ny, N,] = dp (Ny, N,) olarak segilirse
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dD (N1; NB)(_dD (NZJ N4)) _ dD (Nlﬂ N3)dD (Nz,N4)

N;N,, N3N = -
(N1Nz, N3Ny)p dp(Ny, Ny)(—dp(Ny, Ny))  dp(Ny, Ny)dp (N, N3)

elde edilir, ve (N;N,, N3N,)p pozitiftir. N3 ve N, ten higbiri N; ve N, nin arasinda
olmamasi halinde dért durum sdz konusudr. Ornegin N, — N; — N,—N; siralamasi

se¢ilsin Bu durumda on iki yiizlii capraz orani

dD [NIJ N3]dD [NZJ N4]

N;N,,N:N, =
(NN, NaNo)o dp[Ny, Nyldp [N, Ns]

_dp(N1,N3)(—=dp(N3,N,))
—dp(N1,N4)dp(N,N3)

_dp(Nq,N3)dp(N3,Ny)
dp(N1,Ny)dp(N3,N3)

Sonug¢ 5.2: N;, N,, N3 ve N,, ]ngi deki yonlii bir dogru tizerinde dort farkli nokta olsun.
{N;,N,} ve {N3,N,} nokta giftleri birbirini ayirirsa, on iki ylizlii ¢apraz orani
(NyN,, N3N,) negatiftir.

Ispat: {N,,N,} ve {N3, N,} nokta ciftlerinin birbirini ayirmasi durumunda N3 ve N,
icin, Ng— N, — N,—N,, N,—N;,— N;—N,, Ny—N;— N,—N,, N, —N,—
N, — N3 bigiminde dort farkli sirali durum mevcuttur. Tiim sirali durumlarin ispati
Tanim 5.1 ve Tanim 5.2 kullanilarak benzer sekilde yapilabileceginden yalnizca N, —

N; — N3 — N, i¢in inceleme yapilacaktir. Bu durumda

dD [NliNB]dD [N2!N4]

N,;N,,N:N =
(N2, NaNado = 3 TNy N, Tdo [N, No]

_dD(Nl,N3)(_dD(N2,N4)) — dD(N11N3)dD(N21N4-)
_dD(Nl'N4-)dD(N21N3) dD(N11N4-)dD(N2!N3)

olup (N;N,, N3;N,)p negatiftir.

Onerme 5.1: Iep0r)> Rp de merkezi O = (0,0) ve yarigap1 r olan Cp(0,7) on iki
yiizlii gemberine gore inversiyon olsun. N, Q ve O, R% de dogrudas, farkl ii¢c nokta

- i i . . o . .« .
olsun. Eger N' ve Q" I¢, (o, inversiyonuna gore sirastyla N ve @ nun inversleri ise
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I-ZdD (N, Q)
dp(0,N)dp(0,Q)

dD (N" Q’) =
dur.

Ispat: Inversiyon tanimi kullanilirsa;
dp(N',Q") =1dp(0,N") —dp(0,Q")]
r? r?

dD (0, N) - dD (01 Q)
dD (0, Q) - dD (01 N)
dD (01 Q)dD (01 N)

_ TZdD (N, Q)
B dD (0, N) dD (01 Q)

2

elde edilir.

Onerme 5.2: C, merkezi orijinde olan on iki yiizlii inversiyon ¢emberi olsun. N, Q ve

0, R% deki dogrudas olmayan herhangi farkli ii¢ nokta ve N’ ve Q' sirastyla N ve Q
nun I¢, o ) inversiyonuna gore inversleri olsun.ON nin egimi my, Fd nun egimi m,
olmak lizerem; € {A —1,1—1},m, € {fA—1,1—1}\ my;yadam,; € {—-1,1},m, €
{=2,2}\ m, ise

"o = —Zap(NQ)
dp(N', Q) = dp(0,N)dp(0,Q) (5.1)

drr.

ispat: ON nin egimi m,, 0Q nun egimi m, olmak iizere m; € {1 — 1,1 — A}, m, €

fA-11-2}\ my yadam, € {—A,1}, m, € {—A4,1} \ m; olsun.

Durum 1: m; = (1 — 1) ve my, = (A — 1) segilsin. Bu durumda N = (n, (1 — A)n)
ve Q = (q, (A — 1)q) bi¢imindedir. Ayrica N ’Z(Tn—z, Tz(lT_'l)n), Q' = (rq—z,rz(';—_l)) olup
dp(N,Q) = max{Aln—ql+ (1 - Dln+ql,In—ql}

dp(0,N) = max{ Aln| + (1 — D|nl, In[} = In]

dp(0,Q) = max{Alql + (A —1)lql,1ql} = Iq|
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_ _ 2
dp(N', Q) = max{/l‘r2 laznl QA

ol T Tllal |n+q|,|‘r2ﬂ} elde edilir. Bu ifadeler

Inllql

kullanilirsa (5.1) denkleminin saglandig goriiliir.

Durum 2: m; = (4 — 1) ve my, = (1 — A) olmasi durumu da benzer sekilde goriiliir.

m; = (A—1)ve my, = (1 — A1) segilsin. Bu durumda N = (n,(1—1)n) ve Q =
L. . (T r*(A-1) r_ (7 P-4
(q, (1 —=2A)q) bicimindedir. Ayrica N —(n T ), Q' = (q e ) olup

dp(N,Q) =max{Aln—q|l+ A —DIn+ql,In—ql}
dp(0,N) = max{ Aln| + (1 — D|nl, [n]} = |n]
dp(0,Q) = max{Alq| + (A - Dlql,|ql} = Iq|

_ _ 2
dp,(N',Q") = max{/lrzu+u

Inllql nllq| |n+¢l|,|7‘2 —Iq_n|} elde edilir. Bu ifadeler

[nllql

kullanilirsa (5.1) denkleminin saglandigi goriiliir.

Durum 3: m; = —1 ve m, = A olmas1 durumu da benzer sekilde goriiliir. m; = —4

ve m, = A segilsin. Bu durumda N = (n,—An) ve Q = (g, Aq) bigimindedir. Ayrica

2 2 2 2
T B S A I
N (4/’12n'4/1n)'Q (4/12q'4/1q) olup

dp(N,Q) = max{A|ln—ql+ Aln+ql,|In—ql}
dp(0,N) = max{ A|n| + Aln|,|p|} = 2 A|n|

dp(0,Q) = max{ Alql + Alql,lql} = 2 Alql|

7'2
42%|n||q|

dp(N',Q") = max{ Ajln — q| + Aln+ q|,|n — q|} elde edilir. Bu ifadeler

kullanilirsa (5.1) denkleminin saglandig1 gorilir.

Durum 4: m; = A ve m, = —A olmas1 durumu da benzer sekilde goriiliir. m; = A4

ve m, = —A se¢ilsin. Bu durumda N = (n,An) ve Q = (g, —Aq) bi¢cimindedir.

Ayrica N’=< r i), Q' = ( r _—rz) olup

422n’ 42An 422q’ 4Aq

dp(N,Q) = max{Aln—q|+ Aln+ql,In—ql}

dp(0,N) = max{ A|n| + Aln|,|p|} = 2 A|n|
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dp(0,Q) = max{ Alq| + Alql,1ql} = 2 Alq|

2

T
42%|n||q|

dp,(N',Q") = max{ Aln —q| + A|ln+ q|,|n — q|} elde edilir. Bu ifadeler

kullanilirsa (5.1) denkleminin saglandig goriiliir.

Onerme 5.3: IgDA.(O’k), R2 de odaklar1 F; = (x;,y,) ve F, = (x,,y,), merkezi
l

0 = (0,0) ve sabiti k olan €y, i = 1,2 on iki yiizlii elipslerine gore inversiyon olsun.

N'= (x',y"), N = (x, y) noktasmin IgDAi (0,k) inversiyonuna gore inversi ve O, N ve

N’ dogrudag olmak tizere

r Ay _ 4p(0,Q)%dp(Ny,Np)
dp(Ny,N3) = dp(ON)dp(ON) (5.2)

dir. Burada Q, ON st ile €p, elipsinin kesisim noktasi, x; # 0, y; # 0, x; > y; ve

s
m, ON 1smmin egimi olmak {izere;

@ max{4 + |m|, 1} N € Rf; URy; ise
(e -}-(f:—ly: 121-; Y1) max{A + |m|, 1} N € R}, URy, ise
k+ A0 +x) +y1 + ¥, A+ |ml, 1 NeRY URSI
0.0 =11 4, A(i(l++xyr;)+ N max{4 + [m|, 1} 13 Y Rz 1S€
1 22 Y1 +y2) max{A + |m|,1} N € Rf, U Ry, ise
D IN I H aa+ Iml 1) N € Rl U RS se
k _(T/;xi; il/{; Y2 max{A + |m|, 1} N € R, U Ry, ise

bicimindedir. Benzer sekilde Q, oP isini ile Ep, elipsinin kesisim noktasi, x; # 0,

v; #0, x; > y; vem, opP 1s1n1nin egimi olmak iizere;
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k+Ax, +x, +y,

T max{A + |m|, 1} N € R}, UR3, ise

ket A(x12+(9;21‘|7‘n()}’1 *y2) max{A + |m|, 1} N € R}, UR3, ise

00.0) = 1|2 A + f;) T 0Lt Yl v+ Iml 1} N € RE, U RS, ise
ACE zz(z:_y /11; Y2 ¥ k)‘ max{1+|m|,1} N € R}, UR5, ise

(e _(:}lxi; flg Y2)| hax{d + Iml, 13 N € Rj5 U Ry ise

Ispat:€,,  elipsi i¢in  dp(0,Q) nun hesaplanabilmesi igin 6 farkli durumun

incelenmesi gerekir.

((1—1)2x2+1x1+y1+k)
k+/1x1+(2—l)x2 +y1—Y2

(1—1)(R—X1+XZ)+2371
k+x1+x,

Durum 1: <m< olmasi durumunda Q

noktast y = mx ile (A + 1)x + y=k + Ax; + x, + y; dogrularinmn kesisimi olup.

Q _ ((k+/’lx1+x2+y1)x (k+Ax1+x2+Y1)y

: ve boylece
A+m+1 At+m+1 ) y

_ k+/1x1+xz+y1
dp(0,Q) = I—/1+m+1 max{A + |m|1}
elde edilir.
Durum 2; |[{G-DetAutyitb) | |_k+/1(x1+x2)+(y1+y2) olmasi durumunda Q
) k+/1x1+(2—/1)x2+y1—y2 le

noktast y = mx ile 2Ax —y = k + A(x14x2) + (y; + y,) dogrularinin kesigimi olup

Q= (k+l(x1+x2)+(y1+y2)x k+A(x14%2)+(V1+y2)y
2(A+m) ’ 2(A+m)

) dir ve bdylece

k+ A(x14%2) + (V1 +Y2)

d,(0, = | max{d + |m]|, 1
elde edilir.
—1)2 —k+1
Durum 3; (@D tdutyitl) | o | R0+ imasi durumunda Q
k+/1x1+(2—/1)x2+y1—y2 2X1

noktasiy = mxile x —y = —k + A(x; + x3) + (y; + y,) dogrularinin kesigimi

olup Q = (—k+/’l(x1+x2)+(y1+y2)x' —k+/1(x1+x2)+(Y1+YZ)Y) dir ve boylece

m m
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—k+2A(x; +x) + (y1 +
d5(0,Q) = ‘ X)) g+l 1)
elde edilir.
—k+A —-k+A
Durum 4: [~ (x1+222)+(y1+y2) <mvem < | for (x1+29;2)+(y1+y2) olmasi
1 2

durumunda Q noktasty = mx ile 2Ax + y = A(x; + x;) + y; + v, + k)

dogrularinm kesigimi olup Q = (_A(x1+22()r:l-i’;;YZ+k)x, _A(xﬁ?&:’ ;:y 2ty ) dir ve
boylece
—A(xy +x2) +y1 +y, + k)

d, (0, = max{A + |m|, 1
elde edilir.

—k+A1 r
Durum 5: | +A(x1+x2)+(V1+Y2) <m < |(1 D (K+y2+2x1) +(1+2) (y1 +1x3) olmasi

2x2 2x1+ A —x1)+(Y1—Y2) -k

durumunda Q noktas1 y = mx ile y — Ax = (k — Ax, — x4 + y;) dogrularmin

(k=Axz2—x1+Y2)x (k—=Ax3—x1+Y2)y
(m-1-1) ! (m-1-21)

kesigimi olup Q = ( ) dir ve boylece

— (k=Ax3—x1+Y7)
(m-1-2)

dp(0,Q) max{A + |m|, 1}

elde edilir.

Benzer sekilde €p,, elipsi i¢in dp(0, Q) nun hesaplanmas igin 5 farkli durumun

incelenmesi gerekir.

(k—x1+x2)=2y1
k+x1+x2

<m

Durum 1: |(/1_1)

< |(1—/1)(k—x1+x2)+2y1

olmasi durumunda Q
k+x 1+Xx3

noktas1 y = mx ile 2x +y = k + x; + x, dogrularinin kesigimi olup Q =

((k+x1+x2)x (k+x1+x2)y) ve bovlece
2 ’ 2 y

k+x +x,
2

dp(0,Q) = | max{A + |m|, 1}

elde edilir.
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((1—1)2x2+ﬂx1+y1+k)
k+/1x1+(2—l)x2 +y1—Y2

<m<

Durum 2:

1-A)(k—x1+x3)+2
|( Y=y +25)+2y1 olmasi durumunda Q

k+x1+x2

noktas1 y =mx ile (A + 1)x+y =k + Ax; + x5 + y; dogrularinin kesisimi olup

Q _ ((k+/1x1+x2+y1)x (k+Ax1+x2+Yy1)y

5v]
A+m+1 ’ A+m+1 ) ve boylece

(k +Ax1 +x2 +Y1)

GimsD max{A + |m|, 1}

dD (0' Q) = ‘

elde edilir.

((l— 1)2.X'2 +/1x1+y1+k)
k+)lx1+(2—/1)x2 +y1—Y2

—k+A(x1+x2)+(¥1+Y2)

olmasi1 durumunda Q

Durum 3: | <m<|

2xq

noktast y = mx ile Ax +y = k+l(x1+x;)+(y 1+2) dogrularmin kesisimi olup Q =

((k+)l(x1 +x2)+Y1+Y2)x (K+A(X1+X2)+y1+Y2)Y
2(A+m) ! 2(A+m)

) ve boylece

k+/1(x1+x2)+y1 +y2
d,(0, = | max{d + m|, 1
»(0,0) T o (4 +Iml, 1}
elde edilir.
—k+2 —k+A
Durum 4: | * (x1+29§:)+(y1+yz) <mvem < | * (x1+ZJ;z)+(y1+y2) olmasi
1 2

durumunda Q noktas1y = mx ile y = _k+’1(x1+x22)+(y 1+Y2) dogrularinin kesisimi

olup Q = ((—k+/1(x1+xz)+(y1+yz))x,(—k+/1(x1+x:)+(Y1+3/2))y

) ve boylece

—k+ 20 +x) + (1 +
dp(0,Q) = | : 22 1 +72) max{A + |m/, 1}
elde edilir.
—k+A -
Durum 5:| AR Oy < m < [ADEYAA)TATD O +Ax2) | o)
23 2x1+A(xy—x1)+(y1—-y2)—k

k=A(x1+x2)+(y1+Y2) dogrularmin

durumunda Q noktasty = mx ile —Ax +y = 5

(mA(x1+x2)+y1+y2+k)x  (—A(x1+x2)+y1+y2+k)y
2(m=2) ’ 2(m=2)

kesigimi olup Q = ( ) ve boylece

_/1(.x1 + xz) + yl + yZ + k
2(m—2)

dp(0,Q) = | ‘max{l + |m|, 1}
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elde edilir.

2x1+A(x2—x1)+(V1—y2)—k

(x2—x1+k)+2y,
—k+x1+x,

olmasi

Durum 6:

<m< |(1_’D

durumunda Q noktasty = mxile (—A—1D)x+y =k —Ax, —x1 + ;)

(k=Axy—x1+y2)x (k—Axy—x1+Y2)y
(m-1-21) ’ (m-1-21)

dogrularinin kesigimi olup Q = ( ) ve boylece

k—lxz—x1+y2

dp(0,0Q) = | m—1-D max{A + |m|, 1}

elde edilir.
Boylece durum 1-6 dan (5.2) denkleminin saglandigi goriiliir.

Dikkat edilirse O, N; ve N, ayni dogru iizerinde noktalar degillerse Onerme 5.3 deki
esitlik R% deki her nokta icin gegerli degildir. Buradan sonraki iki nerme ile Onerme
5.3 deki esitligin noktalar ayn1 dogru iizerinde olmasa bile saglandig1 bazi durumlar

verilmektedir.

Onerme 5.4: 0 = (0,0) olmak iizere 0, N; ve N, R% deki farkli, dogrudas olmayan

i¢ nokta, N, ve N,’ IgDAZ (o) ya gore srasiyla N; ve N, noktalarinin inversleri

olsunlar. Moy, » Mgy, Ve My §; sirastyla ON;, ON, ve N;N,nin egimleri olmak iizere

M-, Mgy € { :(21—1)(’(1_xz)"'l(Jﬁ+yZ)—(Y1—yZ)+(1—l)k <m< (1—2/1)(9(1_xz)—/l(lﬁ+yZ)+(Y1—yZ)+(/1—1)k)}
1 2 Alxy+x2)—Y1+Y2+k AQxy+x2)=(V1-Y2)+k

ve mm — 00 1S¢

i ! _ dD(O'Ql)dD(O'QZ)dD(Nl'NZ)
dp(Ny', N7') = dp(0,N1)dp(O,Ny) (3-3)

dir. Burada &, elipsinin odaklar1 F; = (x;,¥1), F, = (x3,¥,) ve sabiti k dir. Ayrica
Qy1, ON; 1smuile €p,, elipsinin kesisim noktasi, Q,, ON, 1smuiile Ep, | elipsinin kesigim

noktasidir.

Ispat: N; = (ny,n,) ve N; = (ny,n,) noktalar1 Rf; U Ry, bdlgesinde bulunan iki

nokta olsun. Bu durumda Q; ON; s ile &p,, elipsinin kesisim noktasi, Q,, ON,
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(X1+xZ+k)2 (X1+XZ+k)2n2)
b

g1 ile Ep, | elipsinin kesisim noktas: olmak iizere; N; = ( , n?

4n1

2 2
N2, — ((x1+x2+k) '(x1+x2+k) nz)’ dD (0, Ql) — |x1+x2+k|max {A +

4anq 4nq2 2

na
n

1 ,1},

_ |x1+x2+k|

dp(0,Q,) = —— — max {A +

Ny
ny

1}, dp(Ny, Np) = Iny =y,
dp(0, Ny) = max{An.| + |n;l, [ny1}, dp (0, N;) = max{A|n,| + [n,l, Inql},

2
dp(N{,N;) = w |n, — n,| olup bulunan bu ifadeler (5.3) denkleminde
1

4n

yerine yazilirsa bu denklemin sagladigi kolaylikla goriiliir.

Onerme 5.5: 0 = (0,0) olmak iizere 0, N; ve N, R% deki farkli, dogrudas olmayan

i¢ nokta, P;’ ve P,’ Ie,, (o)) ya gbre swrasiyla Ny ve N, noktalarinmn inversleri

olsunlar. Moy, » Mow, Ve My sirastyla ON;, ON, ve N;N,nin egimleri olmak iizere

AMxy—x1)+y ty,+k —A(xq—x3)tyty,+k
(x=x1)+y1+Y; veya (x1=x)+y,1+y,
X2 X1

mm,mme{m:m< <m}vemm>=01se

I AN dD (0: Ql)dD (0: QZ)dD (Nl, NZ)
dp(N,', N;') = dp,(0,N,)dp (0, N,)

dir. Burada Ep,,, elipsinin odaklar1 F; = (xy,y;), F, = (x3,y,) ve sabiti k dir. Ayrica
Qy1, ONy 1gmuile €p,, elipsinin kesisim noktasi, Q,, ON, 1smiile €, elipsinin kesigim

noktasidir.

Ispat: N, = (ny,n,) ve N; = (ng,n,) noktalar1 Rf, U Ry, bolgesinde bulunan iki
nokta olsun.Bu durumda @, ON, 1smu ile €p, elipsinin kesigim noktasi, Q,, ON, 1511

ile Epy, elipsinin kesisim noktasi olmak iizere;

N/ = ((A(x1+x2)+(y1+y2)—k)2n1 (/'L(x1+x2)+(y1+y2)—k)2)
1 4n,2 ’ 4n; ’

N = ((A(x1+x2)+(y1+y2)—k)2n3 (/'L(x1+x2)+(y1+y2)—k)2)
2 4n,2 ’ 4n; ’
1,

'1}> dp(Ny, N,) = |ny —nsl,

nz

dp (0, Ql) _ [(A(x1+x2)+(y1+Y2)—K)nq| max {/1 +

[2n,|

ny

dD(O, QZ) _ |(/1(x1+x2)+(Y1+YZ)—k)n1|max {/1 + Z_z
3

[2n5]

dp(0,N;) = max{Aln,| + [n,l, In|}, dp(0,N,) = max{Alns| + In,|, Insl},

2
dp (le, NZ’) _ (A(x1+x2)+(y1+y2)—k)

2 [n, —ng| olup bulunan bu ifadeler (5.3)
2

denkleminde yerine yazilirsa bu denklemin sagladigi kolaylikla goriiliir.
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Teorem 5.1: On iki yiizlii capraz oran1 R de ley o) V€ lg, 0k inversiyonlari altinda

altinda degismez.

Ispat: le, (0,r)> merkezi O ve yarigapt 7 olan on iki yiizlii gembere gore inversiyonu,
I, 0,k) merkezi O ve sabiti k olan on iki ylizlii elipse gore inversiyon ve O dan gegen
yonlii bir | dogrusu {izerindeki dort nokta N;, N,, N3 ve N, olsun. N;, N,, N3 ve N,
noktalarmmn e o) Ve Ig 0k altinda inversi olan noktalar sirasiyla

N,',N,’, N5’ ve N, noktalar1 olsunlar.

Dikkat edilirse on iki yiizlii cembere gore ve on iki yiizlii elipse gore inversiyonu,
{N;, N,} ve {N3, N,} nokta ciftlerinin ayrilmasini veya ayrilmamasini korumaktadir.
Ayrica on iki ylizlii ¢embere gore ve elipse gore inversiyonlart N noktasindan Q
noktasina on iki yilizlii yonli uzakligmmin bir | dogrusu boyunca inversiyonunu
gozlemleyin. Q' noktasmndan N' noktasina | dogrusu boyunca yonli uzakligini Q'
noktasindan N’ noktasina on iki yiizlii yonlii uzakligmna cevirir. Bdylece Onerme 5.1

den

dD [Nlll NSI]- dD [NZIJ N4-I]

Ni'N,',N3'N,)p = TN 7 "N
(Ny Ny, N3'Ny))p dp[Ny',N,'].dp[N,', N5']

[dp(0.Q)12dp(N1,N3) [dp(0.Q)1%dp (N2,N4)
_ dp(ON1)dp(ON3) ' dp(O,N2)dp(O,Ng)
T [dp(0.Q)1%dp(N1.Ny) [dp(0.Q)]%dp (N2.N3)
dp(O,N1)dp(O,N4) * dp(O,N2)dp(O,N3)

— dp(N1,N3)dp(Ny,N4)
dp(N1,N4)dp(Ny,N3)

= (N1N2: N3N4)D
elde edilir.

Teorem 5.2: On iki yiizlii capraz oram R} de Is, 0, kiiresel inversiyonu altinda

altinda degismezdir.

Ispat: Ip,(0,r)> merkezi O ve yarigapi r olan on iki yiizli kiireye gore inversiyonu,

Ip, 0y O dangegen yonli bir [ dogrusu iizerindeki dort nokta Ny, N, N3 ve N, olsun.
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Ny, N3, N3 ve N, noktalarinmn Iy, o,y altinda inversi olan noktalar sirasiyla

N,',N,’, N5’ ve N, noktalar1 olsunlar.

Dikkat edilirse on iki yiizlii kiireye goére inversiyonu, {N;, N,} ve {Ns, N,} nokta
ciftlerinin ayrilmasini veya ayrilmamasini korumaktadir ve ayrica on iki yiizli kiireye
gore inversiyonu bir [ dogrusu boyunca on iki yiizlii yonli uzakligimi N noktasindan
Q noktasma inversiyonunu gozlemleyin. [ dogrusu boyunca Q' noktasindan N’
noktasma yonli uzakhigini Q' noktasindan N’ noktasina on iki yiizlii yonlii uzakligina

cevirir. Boylece Onerme 4.1 den

dD [NIIJ N3,]- dD [NZII N4’]
dD [Nlll N4-,]' dD [NZIJ N3’]

(N1,N2,»N3,N4,)D =

[dp(0.Q)12dp(N1,N3) [dp(0.Q)1%dp (N2,N4)
_ _dp(ONydp(O.N3) ~ dp(O.N2)dp(O.Ng)
" [dp(0.Q)]?dp(N1.Ng) [dp(0,Q)]%dp(N2.N3)
dp(0,N1)dp(O.Ns) ~ dp(ON3)dp(0O.N3)

_ dp(N1,N3)dp(Ny,Ny)
dp(N1,N4)dp(N3,N3)

= (N1N3, N3N4)p
elde edilir.

Tamim 5.3: | R de bir dogru olsun. ! {izerindeki dort noktanm Ny, N, N3 ve N,
noktalar1 oldugunu varsayalim. (N;N,,N3N,)p = —1 ise N;,N,, N;veN, bir
harmonik kiime olusturur denir ve H(N;N,, N3N,)p ile gosterilir. Yani [ lizerindeki

herhangi bir N5 ve N, cifti

dD [NliNB]dD [N21N4] — _
dD [N1'N4-]dD [NZJNB]

ise N; ve N, yi harmonik olarak boldiigii soylenir. N3 ve N, noktalari, N; ve N, a gore

on iki yiizlii harmonik eslenikler olarak adlandirilir.

Teorem 5.3: £, merkezi O olan bir on iki yiizli elipsi olmak tlizere N; ve N,, elipsin

lizerindeki noktalar olacak sekilde R2 de ayn1 dogru iizerindeki O, N; ve N, noktalar1

verilsin. N3 ve N,, [N;N, ] dogru pargasini igerden ve disardan bolecek bigimde ON;
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1s1n1 lizerindeki farkli noktalar olsunlar. Boylece N3 ve N, iin N; ve N, nin on iki yiizli
harmonik eslenikleri olmasr igin gerek ve yeter kosul N3 ve N,iin I¢, (o k)inversiyonu

altinda invers noktalar olmalaridir.
Ispat: N; ve N,, N, ve N, ya gore on iki yiizlii harmonik eslenigi olsun. Bu durumda

dD[N1;N3]dD[N2’N4]
N, N 'N N = —1 = = -1
(N1N3, N3Ny)p dp[Ny, Nyldp [Ny, Ns]

dir. N3, NQ dogru parcasini icerden bdldiigiinden ve N, @ 1s1n1 tizerinde oldugundan

dD(O, Q) = dD(O, Nl) = dD (0, Nz) Oldugundan
dD(N3;N2) = dD(O' Q) - dD(0:N3) ve dp (N1,N3) = dD(0, Q) + dD(O’N3) dir.

N,, NQ dogru pargasmi disardan boldiigiinden, N, 0—Q> 1511 iizerinde oldugundan ve
dp(0,Q) =dp(0,N,) =dp(0,N;) olup
dp(Ny,Ny) =dp(0,Q) +dp(0,N,) ve dp(NyN,) =dp(0,Q) —dp(0,Ns) du.
Boylece

(d5(0,Q) +dp(0,N5))(dp(0,Q) — dp (0, N,)) _
(d5(0,Q) + dp(0,N,))(dp(0,Q) — dp (0, N3))

-1

elde edilir ki

(dp(0,Q) +dp(0,N3))(dp(0,Q) — dp(0,N,)) = (dp(0,Q) + dp(0,N,))(dp(0,N3)—d,, (0, Q))

demektir. Son esitlik sadelestirilirse dp (0, N3).dp (0, N,) = (dp (0, Q))? elde edilir.
Yani N3 ve Ny Ig, (k) on iki yiizlii elipse gore inversiyonuna gore on iki ylizlii elipse
gore invers noktalardir. N, ve N3 {in ON 1s1n1 tizerinde olmasi durumu i¢in de ON de
benzer hesaplamalarla ayni sonug elde edilir. Tersine eger N3 ve Ny, Ig o k) on iki

yiizlii elipse gore inversiyonuna gore inversi noktalarsa, ispat benzerdir.

Sonu¢ 5.3: R% deki yonlii bir dogru iizerindeki dort farkli Ny, N,, N3 ve N, nokta
olsun. (N;N,, N3N,)p, hem N; hem de N,, N, ile N, arasindaysa veya N3 ile N, iin

hi¢biri N; ve N, nin arasinda degilse pozitiftir.
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Ispat: Hem N; hem de N,, N; ile N, noktalar1 arasinda olsun. N;N, yonlii dogru

pargast i¢in on iki ytizlii capraz orani

dD (NIJ N3)dD (Nz, N4)

N;N,,N:N, =
(N1, NaNa)o dp(Ny, Ny)dp(Ny, N3)

olup

dD (NlJ N3)(_dD (NZJ N4)) _ dD (Nll N3)dD (NZ, N4-)
dp(Ny, Ny)(=dp(Ny, N3)) — dp(Ny, Ng)dp (N, N3)

(NlNZ'N3N4)D =

elde edilir, dolayisiyla (N;N,, N3N,)p pozitiftir. N5 ile N, ten higbiri N; ve N, nin
arasinda degilse bu durumda olusabilecek alt1 farkli sirali durum vardir. Tiim olas1
srralamalarin ispat1 benzer sekilde yapilacagindan N, — N, — N; — N5 yoneliminin

ispatin1 veriyoruz. Bu durumda on iki yiizlii capraz orani

dD(N21N4)dD(N11N3) _ _dD(NZlNél-)dD(Nl’NP,)
dp(Ny, Ny)dp (N, N3) — dp(Ny, Ny)(—dp(N,, N3))

_ dp(Ny, Ny)dp(Ny, N3)
dp(Ny, Ny)dp(Na, N3)

(NyN,,N3N,)p =

elde edilir, dolayisiyla (N;N,, N3N,)p pozitiftir.

Sonuc 5.4: R% deki yonlii bir dogru iizerindeki dort farkli nokta Ny, N,, N3 ve N,
olsun. {N;N,} ve {N;N,} nokta c¢iftleri birbirini ayirirsa, on iki ylizlii ¢apraz orani

(N1N,, N3N,)p negatiftir. Bu durum R3, de de gegerlidir.

Ispat: (N;,N,) ve (N3N,) nokta ciftlerinin birbirini ayirmas1 durumunda N3 ve N,
icin dort farkli sirali durum vardir. Tiim sirali durumlarin ispatlar1 benzer oldugundan

yalnizca N, — N, — N; — N3 i¢in inceleme yapilacaktir. Bu durumda

dD(N1'N3)dD(N2'N4) _ (_dD(NliNB))(_dD(NZ'N4))
dp(Ny, Ny)dp(No, N3) — dpp(Ny, Ny)(—dpp (N, Na))
_ dD(N1'N3)dD(N2'N4)

~ dp(Ny, Ny)dp(Ny, Ns)

(NlNZ'N3N4)D =

olup (N;N,, N3;N,)p negatiftir.
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Teorem 5.4: S, R} de merkezi O ve yarigap1 7 olan bir on iki yiizlii kiire olsun ve
[NQ] kiire iizerinde bir dogru parcasi olsun. [NQ] yu icten ve digtan ayiran ON 1$1n1n
farkl noktalar1 N3 ve N, olsun. O halde N; ve N,, N; ve N, ye gore on iki yiizli
harmonik esleniklerdir ancak ve ancak N3 ve N, on iki yiizlii kiireye gore inversiyonu

yani I, o) ye gore invers noktalardur.

Ispat: N; ve N,,N; veN, ye gore on iki yiizlii harmonik eslenigi olsun. O zaman

dD [Nll N3]dD[N21 N4]
N;N,, NsNp)p = —1 = -
(N1N,,N3N,)p dp [N1,N4]dD[N2' N3]

N3 dogru parcasini [NQ] dahili olarak boldiiglinden ve N3 1sin1 iizerinde oldugundan

0q,
dD(N3, Nl) =1 — dD(O, N3) ve dD(Nll N3) =r+ dD(O, N3)

N, dogru parcasini [NQ] harici olarak boldiiginden ve N, 1sin1 iizerinde oldugundan

—

0Q,
dp(Ny,N,) =7 +dp(0,Ny) vedp(Q,N,) =dp(O,N,) — 1
Boylece

r+dp(0,N3)).(dp(O,N) — 1) _
r+dp(0,N)). (r — dp(0,N3))

= (r +dp(0,N3)).(dp(0,N,) — 1) = (r +dp(0,N,)).(dp(0,N3) — 1)

Son esitlik sadelestirilerek dj, (0, N3).d,p(0,N,) = r? elde edilir. Yani N3 ve N,
Is, 0,y Inversiyonu altinda invers noktalardir. N, ve N3 lin ON 1s1n1 lizerinde olmasi

durumu i¢in de ON de benzer hesaplamalarla ayn1 sonug elde edilir.

Tersine, eger N3 ve Ny Is, (o) inversiyonuna gore invers noktalarsa N3 ve Ny, N; ve

N, nin harmonik eslenikleri olmas1 da benzer sekilde ispatlanir.
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Teorem 5.5: D on iki ylzli uzayinda merkezi O ve yarigap1 r olan bir inversiyon
kiresi, O,N ve Q R} de dogrudas i¢ nokta olsun. Is o(N)=N" ve
Is, 0,-(Q) = Q" olsun. Bu durumda;

2dp (N,
dD(N,;Q’) — r°dp(N,Q) dll'
dp(0,M)-4D(0,0)

Ispat: R} de merkezi O ve yarigap: r olan bir kiireye gore Is (o, iNversiyonu ele

alinsin. inversiyon tanimmdan
dD(O, N) dD(O, N’) = TZ = dD(O, Q) dD(O, Ql)
dir.

0, N ve Q dogrudas noktalar oldugundan bir dogru boyunca Oklidyen ve On iki yiizlii
uzakliklarm birbirlerine orani ayn1 oldugundan;

r? r? rde (N, Q)
dp(0,N)  dp(0,Q)|  dp(0,N).dp(0,Q)

dp(N',Q") = |dp(0,N') — dp(0,Q)| =

elde edilir.

Teorem 5.6: 0, N ve Q, R3 de herhangi ti¢ nokta olsun. Is, (o) merkezi O ve yarigapl
r olan kiireye gore inversiyon olsun. I o(N) = N', Is(0»(Q) = Q', uvev

sirasiyla ON ve Td isinlarmin dogrultu vektorleri ve
A={(1,1,1),(11,-1),(1,-11),(-1,1,1),(1,—-1,-1), (-1,1,-1),(-1,-1,1), (-1, -1, 1)}
olmak Uzere u € A, v € A / {u} iken

erD (N, Q)
dp(o.n)-4p(0,0)

dD(N,, QI) —

dir.

Ispat: Tim otelemeler on iki yizli uzaymin izometri grubunun elemanlari
oldugundan inversiyon merkezi orijin olarak diisiiniilebilir. R} deki merkezi
0 = (0,0,0) ve yarigap: 7 olan kireye gore I, o, inversiyonu ele alinsm. N ve Q,

R3 de herhangi iki nokta, u ve v sirastyla ON ve 00 1smlarmm dogrultu vektorleri ve
u=(111), v=(_1,-1,1) olsun. Bu durumda N = (n,n,n) ve Q = (q,—q,q)

. . , 2 p2 g2 , 2 2 2
noktalarmin inversleri sirasiyla; N' = (—,—,—)ve Q' = (—,——,—) olup
n n n q q q

2 2 2 2 2 2 2 2

r2 r?
—+—|+
n q

r¢2 r?
_+_
n q

r r

q

r r

no q

r r

noq

r r

noq

+ A A

}

dp(N',Q") = max {/1
2

T
= ln—qlmax{llq —nl+lqg+nlAlg+n|+|qg—nl,(A+ 1|qg—nl}
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Bigiminde olup iki alt durum s6z konusudur.

Durum limax{Alg — n|+ g +n|,Alg +nl+ |g—n|,(A+ 1)|q —nl|}=2Alqg —n| +
r2A|n—q| _ r?dp(NQ)
A+ In|.(A+D)|q| dp(O,N).dp(0,Q)

lg +nl yani|qg+n|>|q—n|ised,(N',Q") =

Durum 2: max{Alg —n| + g +nl,Alg+nl+1g—nl, A+ Dlg—nl} = A+ 1)|qg —n|
r2An+q| _ r2dp(NQ)
(4+1D)|n|.(A+D)|q| dp(O,N).dp(0,Q)

yani [n —q| < [n+qlise dp(N',Q") =

elde edilir.

Benzer sekilde geriye kalan 55 durum da incelendiginde teorem ifadesindeki
istenilen sonug elde edilir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢alismasi alt1 boliimden olusmaktadr. 11k iki bdliim teze konu olan problemin
ortaya konulmasi ve ¢6ziimiinde ihtiya¢ duyulan temel tanim ve teoremlerin ifadesine
ayrilmistir. Ug, dort ve besinci boliimler ise tezde orijinal olarak ortaya konulan
problemi ve ¢oziimlerini icermektedir. Bu bdliimlerde bir Minkowski tipi geometri
olan On iki yiizlii metrigi ile dosenmis analitik 3-uzay yani on iki yiizlii uzay1 6ncelikle
izdiisiim doniisiimii yardimiyla diizleme tasinmis ve diizlemde bu geometriye ait bazi
ozellikler ve yapilar iizerine calisilmisti. Daha sonrasinda geometride c¢esitli
problemler sunan ve zor sorunlara kolay ¢oziimler getiren inversiyon doniisiimii bu
diizlem geometrisinde ¢ember ve elipse gore incelenmistir. Ayrica on iki ylizli
uzayinda da kiireye gore tanimlanip 6zellikleri verilmistir. Son olarak on iki yiizli
diizlem ve uzayinda verilen bu inversiyon doniisiimleri ile ¢apraz oran ve harmonik

eslenikler arasindaki iligki incelenmistir.

Sonug olarak bu ¢alismada Oklid dis1 geometrilere bir drnek olan Minkowski tipi bir
geometri ve bu geometride cember, elips ve kiireye gore inversiyon incelenmistir, bu

inceleme yontemleri bu tip ¢aligmalar yapacak arastirmacilara yol gosterici olmustur.

Ayrica Oklid geometrisindeki problemlerin benzerleri on iki yiizlii diizlem ve uzay

geometrisindeki benzerlerinin incelenmesi agik bir problem olarak durmaktadir.
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