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OZET

Sabit nokta teorisindeki bazi kavramlarin ve teoremlerin genellestirilmesi 6nemli bir
yer tutmaktadir. Bu genellestirmelerden biri de kiime degerli operatdrler {izerine
yapilan ¢aligmalardan olugsmaktadir. Bu dogrultuda bu tez, sabit nokta teorisinin kiime
degerli operatorler {izerindeki uygulamalarini incelemektedir.

Tez, oncelikle sabit nokta teorisi ve kiime degerli operatorler konusundaki temel
kavramlar1 ve tanimlari ele almaktadir. Ardindan, bu operatorler igin gesitli sabit nokta
teoremleri incelenmistir. Bu baglamda, teorik sonuclarin pratik problemlere nasil
uygulanabilecegi orneklerle agiklanmigtir. Daha sonra yeni tanimlanan doért adimli
iterasyon yontemi i¢in yakinsaklik ve veri bagliligi sonuclar1 ile bu iterasyon
yonteminin kiime degerli versiyonu i¢in belirli sartlar altinda zayif, kuvvetli
yakinsaklik, kararlilik ve wveri baglilik sonucglart gibi sabit nokta kavramlari
ispatlanmistir. Bu ispatlarin 6nemli kisimlari 6rneklerle birlikte MATHEMATICA ve
MATLAB programlar1 kullanilarak gdsterilmistir.

Tez, sabit nokta teorisinin ve kiime degerli operatdrlerin matematiksel analizdeki
Onemini vurgulayarak, bu konuda mevcut literatiire katki saglamay1 amaglamaktadir.
Bu c¢alismanin, matematiksel teorilerin pratik uygulamalarma yonelik yeni
perspektifler sunarak, bu alandaki arastirmalara ilham verecegi umulmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Sabit Nokta Teorisi, Kiime Degerli Operatorler, iterasyon
Yontemleri, Kararlilik, Veri Baghiligi, Yakinsaklik.
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ABSTRACT

Generalization of some concepts and theorems in fixed point theory has an important
place. One of these generalizations consists of studies on set-valued operators.
Accordingly, this thesis examines the applications of fixed point theory on set-valued
operators.

The thesis primarily addresses the basic concepts and definitions of fixed-point theory
and set-valued operators. Then, various fixed-point theorems for these operators are
examined. In this context, how theoretical results can be applied to practical problems
is explained with examples. Then, convergence and data dependency results for the
newly defined four-step iteration method and fixed-point concepts such as weak,
strong convergence, stability and data dependency results under certain conditions for
the set-valued version of this iteration method were proven. Important parts of these
proofs are demonstrated with examples using MATHEMATICA and MATLAB
programs.

The thesis aims to contribute to the existing literature on this subject by emphasizing
the importance of fixed-point theory and set-valued operators in mathematical
analysis. It is hoped that this study will inspire research in this field by providing new
perspectives on the practical applications of mathematical theories.

Keywords: Fixed Point Theory, Set-Valued Operators, Iteration Methods, Stability,
Data Dependency, Convergence.
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1. GIRIS

Sabit nokta teorisi, matematigin 6nemli bir dali olup, bir¢ok farkli alanda genis
uygulamalara sahiptir. Bu teori, bir f fonksiyonu i¢in f(x) = x esitligini saglayan x
degerlerini hesaplamak tizere kullanilir. Bu x degerlerine f fonksiyonun sabit noktasi

denir [1,2].

Sabit nokta teorisinin tarihgesi ve gelisimi, 19. ylizyilin sonlarindan itibaren birgok
matematik¢inin ¢alismalar1 ile zenginlesmistir. Bu teorinin kokleri, diferansiyel
denklemler, integral denklemler, fonksiyonel analiz ve topoloji gibi ¢esitli
matematiksel disiplinlere dayanir. Ayrica, giinliik hayatta karsilasilan birgok problem
de sabit nokta teorisi kullanilarak ¢dziilebilir hale gelmistir. Ornegin, ekonomi, oyun
teorisi, mithendislik ve biyoloji gibi alanlarda sabit nokta teoremleri uygulanarak

problemler ¢oziilmiistiir [3-7].

Kiime degerli sabit nokta teorisi ise tekil degerli sabit nokta teorisinin genigletilmis bir
versiyonudur. Bu teori kiime operatorlerinin sabit noktalarini inceler. Daha agik bir
ifade ile kiime degerli operatdrler teorisi, tanim kiimesindeki her bir eleman1 deger
kiimesinin bir alt kiimesine esleyen doniisiimlerdir [8]. Tk énemli galismalardan biri,
John Von Neumann tarafindan 1937 yilinda yapilmistir [9]. Von Neumann, cebirsel
topoloji ve fonksiyonel analiz konularini kullanarak, sabit noktalarin varligim1 ve
ozelliklerini incelemistir. Bu ¢alisma, matematiksel ekonomi ve oyun teorisindeKi
uygulamalariyla literatiire katki saglamistir [10]. Daha sonra, 1941'de Shizuo Kakutani
[11], tek degerli doniisiimler {izerine yapilan ¢alismalara ek olarak, sonlu boyutlu
Banach uzaylarinda kiime degerli doniisiimler igin sabit nokta teorisini gelistirmistir.
Bu c¢alismanin, sonsuz boyutlu Banach uzaylarina genisletilmesi Bohnenblust ve
Karlin tarafindan gergeklestirilmistir [12,13]. Ilk olarak Nadler tarafindan, kiime
degerli contraction doniisiim tanimi verilmis olup bu ¢alismadan sonra, kiime degerli
doniistimler ve kiime degerli iterasyonlar {lizerine genis bir ¢aligma alani ortaya
cikmustir [14-17]. 1946'da Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Lane Montgomery
kiime degerli sabit nokta teorisini homoloji teorisinin bir parcast olarak
gelistirmislerdir [18]. Bu ¢alisma, sabit nokta teorisi ile cebirsel topoloji arasindaki
derin baglantilar1 vurgulamistir [19]. 1952'de Ky Fan [20], kiime degerli sabit nokta
teorisini bir dizi ekonomik modelde uygulamis olup, oyun teorisi ve matematiksel

ekonomi alanlarinda sabit nokta teorisinin 6nemli bir ara¢ oldugunu gostermistir. Son



olarak, 1979'da Jean-Pierre Aubin, ekonomik c¢alismalar {izerine kiime degerli sabit
nokta teorisini daha da gelistirmistir [21]. Bu ¢alismalar ile goriiliiyor ki kiime degerli
sabit nokta teorisinin birgok farkli alandaki uygulamalarinda 6nemli bir rol oynadigi
goriilmektedir [22,23].

Bu caligmalara ek olarak kiime degerli doniistimler ve bunlarin sabit nokta teoremleri,
Markin’in 1968'deki ¢alismasi ve Nadler’in 1969'daki ¢alismasiyla arastirmacilarin
ilgisini fazlasiyla ¢ekmistir [14, 24]. Nadler, bu ¢alismasinda, Banach Sabit Nokta
Teoremi'nin bir genellemesini ortaya koymustur [25]. Bu nedenle, daha sonraki
aragtirmacilar i¢in ilham kaynagi olmustur. Banach Sabit nokta teoremi ile Nadler’in
teoremi arasindaki en Onemli fark, Nadler’in teoreminde sabit noktanmin tek
olmamasidir [8]. Ayrica, Nadler’in bu ¢alismasi kiime degerli iterasyon yontemlerinin
tanimlanabilmesi igin yol gosterici olmustur. Kiime degerli doniisiimlerin genel
ozelliklerinin belirlenmesi, belirli dontisiimler i¢in sabit noktalarin varliginin ortaya
konmasi ve bu ozelliklerin anlasilabilmesi i¢in 6nemli bir temel olusturmustur [26-

30].

Son yillarda, Banach Daralma Prensibi iizerinde ¢esitli genellestirmeler
gerceklestirilmistir [25]. Metrik uzaylarda iki kiime arasinda tanimlanan geleneksel
mesafe kavrami, kiime ailesi lizerinde metrigin ilk kosulunu saglamamaktadir [27]. Bu
nedenle Pompeiu, iki kiime arasindaki mesafe tanimi olan Hausdorff-Pompeiu
metrigini tanimlamistir [31]. Bu mesafe, metrigin ilk iki kosulunu karsilarken,
Pompeiu kendi c¢alismalarinda metrigin tiggen esitsizligi kosulunu dikkate
almamaktadir [28]. Bu nedenle Hausdorff, Pompeiu’in vermis oldugu bu tanimi
gelistirerek Hausdorff metrigini ortaya koymustur [31, 32]. Bu dogrultuda kiime
degerli sabit nokta teoremlerinin elde edilebilmesi igin temel bir kaynak olusturmustur
[33,34]. Ayrica Nadler, ile belirtilen caligmasinda Hausdorff metrigi ile kiime degerli
contraction doniistimiinii kullanarak sabit nokta teorisinin kiime degerli doniisiimlere
ve daha genel yapilar iizerine genisletilmesinde 6nemli bir doniim noktasi olmustur.
Banach tarafindan ortaya konulan contraction prensibinin ise tam metrik uzaylarda
sabit noktanin varligini ve tekligini garanti etmesinden dolay1 literatiirde genis ¢alisma

alanlar1 ortaya konmus ve genellemeleri arastirmacilarin dikkatini ¢ekmistir [35,36].

Genis bir arastirmaci kitlesi tarafindan calisilan, tekil degerli iterasyon yontemlerinin

ve tekil degerli doniisiim siniflarmin kiime degerli hallerinin yeniden tanimlanmasi



arastirmacilar i¢in farkli bir alan agmistir. Bu kiime degerli yapilar kullanilarak,
yakinsakligin saglanmasi gibi sabit nokta teorisinin bircok kavrami i¢in gerekli

sonuglar elde edilmistir [37-41].

Bu tez ¢alismasinda, tekil degerli bir dort adimli iterasyon yontemi tanimlanarak
bunun i¢in bazi tekil degerli sonuglar elde edilmis, bu iterasyon yonteminin kiime
degerli versiyonu yeniden ortaya konularak Banach uzayinda tanmimli bazi kiime
degerli doniisiim simiflart i¢in yakinsaklik, kararlilik ve veri baglhiligi kavramlari
incelenerek ispat edilmistir. Son olarak be teoremlerin uygulanabilir oldugunu

gosteren Ornekler verilip tez ¢alismasi bu drneklerle desteklenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Calismanin bu kisminda sabit nokta teorisine iliskin temel kavramlar incelenecektir.

2.1 Tekil Degerli Doniisiimler ve Sabit Nokta Kavrami icin Tanimlar

Tamm 2.1.1: U bos olmayan bir kiime ve h: U X U - R™ bir fonksiyon olsun. Her

x,y,z € U igin;

i)h(x,y) =2 0
i)h(x,y) =0 x =y
iit) h(x,y) = h(y,x) (simetri)

iv) h(x,y) < h(x,z) + h(z,y) (iggen esitsizligi)

sartlarin1 saglayan h fonksiyonuna U kiimesi iizerinde bir metrik fonksiyon denir.

(U, h) ikilisine ise metrik uzay adi verilir [42].

Tanmm 2.1.2: (U, h) metrik uzay ve {x,} bir dizi olsun. Her bir ¢ > 0 i¢in z > z,
oldugunda

h(x,x) < ¢

olacak sekilde bir z, = zy(&) € N sayisi varsa {x; } dizisi x € U noktasina yakinsaktir

denir ve x; = x ile gosterilir [42].

Tanim 2.1.3: (U, h) metrik uzay ve {x;} bu uzayda bir dizi olmak tizere her bir ¢ > 0

icin k,l = [y oldugunda
h(xy, x;) < €

olacak sekilde bir [, = [,(g) € N sayisi varsa {x; } dizisine Cauchy dizisi denir [42].



Tanim 2.1.4: (U, h) bir metrik uzay olmak iizere U uzaymdaki her {x; } Cauchy dizisi

yakinsak ise U uzayia tam metrik uzay denir [43].

Tamim 2.1.5: (U, h) metrik uzayindaki K kiimesinin her G agik ortiisiiniin bir sonlu

G, alt Ortiisti varsa K kiimesine kompakttir denir [42].

Tammm 2.1.6: U bos olmayan bir kiime ve [F bir cisim olsun. +:U XU - U ve
+F XU — U toplama ve skalerle ¢carpma islemleri tanimlansin. Asagidaki sartlar

saglaniyorsa U’e [F cismi lizerinde bir lineer uzay (vektor uzay) denir.

A) U ktmesi + islemine gore degismeli bir gruptur. Her my, m,, m3 € U i¢in
Hmy+my, €U

i)m; + (my + my) = (my + my) + my

iii)ym +0 =0+m; =my; olacak sekilde 6 € U vardur.

iv) my + (—m,) = (—m,) + my; = 6 ; olacak sekilde —m, € U ve 6 € U vardur.

B) Her my,m, € U ve her v, v, € F igin
Dvymy €U

i) vi(my + my) = vymy +vym,

iii) (v, + vy)my = vymy + vmy

i) v1(vomy) = (Vv)my

v) 1-my = my (1, F’nin birim elemanidir)

V) m1+m2 =m2+m1
ozelliklerini sagliyorsa L’ye FF cismi {izerinde vektor uzay denir [44].

Tamm 2.1.7: K bir vektor uzay ve B € K olmak {izere Vx,y € B i¢in

C={peKip=ax+(1-a)y,0<a<1}CSB

ise, B kiimesine konveks kiime denir [45].



Tammm 2.1.8: K bir vektor uzay olsun. F cismi R olmak {iizere, ||.|:K - R
fonksiyonunun m; noktasindaki degeri ||m,|| ile verilsin. Her m;,m, € K ve v; € F

igin;

D) llmyl[ =0
i)y lmll =0 ®m; =0
i) lvymy|l = |vel. [lm4 |

iv) [Imy + my|| < llmy [ + [lm.||

ozelliklerini sagliyorsa || .|| fonksiyonuna K iizerinde bir norm, (K, || .||) ikilisine de
normlu uzay denir [46]. K normlu uzay iizerinde bir norm tarafindan iiretilen metrik

asagidaki gibidir;
p(my,my) = |lmy — my||, (my, m; € K) (2.1)

ve bu metrik norm tarafindan iiretilen metriktir. (2.1) metrigi, vektdr uzay yapist ile

uyum gosteren asagidaki 6zelliklere sahiptir;

p(m; + m3,m; + mz) = p(my,m,), (m3 € K) (2.2)

p(vy.my,v1.my) = |vy1|.p(my,M,), (v; €K) (2.3)

Dolayistyla bir normlu uzay i¢in hem bir vektdér uzayinin hem de bir metrik uzaymn

ozelliklerini tagiyor diyebiliriz

Tanim 2.1.9: K normlu vektor uzay olsun. Kuzayi, h(p,q) = |lp — qll, (p,q € K) ile
verilen norm tarafindan tretilen metrige gore tam ise K uzayina Banach uzay1 denir

[47].

Tammm 2.1.10: K,L: U — U iki operator olsun. Her x € U ve uygun bir € > 0 igin

||[Kx — Lx|| < € ise L, K’nin bir yaklasim operatorii olarak adlandirilir [48].
Tamm 2.1.11: U bos olmayan bir kiime T: U — U keyfi bir doniisiim olsun.
Tx=x (2.4)

olacak sekilde bir x € U var ise bu x noktasina T’nin sabit noktasi denir ve T nin tim

sabit noktalarinin kiimesi F (T') ile belirtilir [49].



Ornek 2.1.12:

1) U=[0,1] reel vektor uzayr ve T:U — U bir doniisim Tx = 5x olmak iizere
F(T) = {0}.

2) U=R ve T:U - U bir doniisiim Tx = x — 8 olmak iizere F(T) = 0 .

3) U=RveT:U - U bir doniisiim Tx = x/5 olmak tizere F(T) = {0}.

4) U= [0,1] reel vektdr uzay1 ve T: U — U bir doniisiim Tx = x3 — x? olmak  {izere

F(T) = {0}.

Tamim 2.1.13: (U, h) bir metrik uzay olmak tizere T:U — U bir doniisiim olsun. Eger

her m,n € U i¢in
p(Tm,Tn) = ¢ .p(m,n) (2.5)

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 var ve mevcut ise T’ye bir Libschitzian doniisiim denir.

Buradan;
) Eger 0 < ¢ < 1ise T doniisiimiine daraltan(contraction) doniisim
i) Eger ¢ = 1 ise T doniisiimiine genislemeyen (nonexpansive) doniisim

denir [49]. Bu durumda her T Libschitzian doniisiim diizgiin siireklidir.
Ornek 2.1.14:

)X =Rveh(x,y)=|x—y|lveT:X - X, Tx = 5x — 12 seklinde tanimlansin. Her
X,y € X igin;

h(x,y) = |Ix —y| = [5x =12 = (5y — 12)| = [5x = 5y| < 5. |x — ¥
olup L =5 = 0 igin T Libschitzian doniisiimdiir.

ii) X = (0,1] uzay1 ve h(x,y) = |x —y| ve T: X - X olmak tizere Tx = golsun.

h(x,y) = |; - ¥| =

lx—y| 1
< — -
7 _7Ix 34



olup 0 < % < 1 oldugundan T doniisiimii daraltan (contraction) doniistimdiir fakat

sabit noktas1 yoktur.

Teorem 2.1.15: (U, h) tam metrik uzay ve T: U — U bir doniisiim olsun. Her m,n €

U i¢in;
h(Tm,Tn) < @h(m,n) (2.6)

olacak sekilde bir 0 < ¢ < 1 sabiti varsa o zaman T tek bir sabit noktaya sahiptir.

Literatiirde bu teoreme Banach contraction prensibi veya Banach sabit nokta teoremi

olarak adlandirilir [25].

Tanmim 2.1.16: Bir U kiimesi i¢cinde tanimli {x,, };—=o V€ {¥n}n=o dizileri verildiginde,

bu dizilerin her bir terimi sifira yaklasirsa, yani

lim [|x, — yll = 0 (2.7)
n—>oo

sart1 saglantyorsa, bu iki dizi denk olarak kabul edilir [50].

Tamim 2.1.17: Bir U kiimesi i¢inde tanimli {x,, };=0 V€ {¥n}n=o dizileri verildiginde,

her k € N i¢in bir £(k) degeri varsa ve n = k oldugunda
I, — yull < (k) (2.8)

sart1 saglantyorsa {y, }n=o dizisi, {x,}n=, dizisinin yaklagik dizisi olarak adlandirilir

[49].

Tamm 2.1.18: L Banach uzayinda x,, = x zayif yakinsama ve y # x olmak iizere her

y € L igin;
lim supl|x, — x|| < lim sup||x, — y|| (2.9)
n—00 n—-00

olmasini gerektiriyorsa, bu durumda x Opial sartin1 sagliyor demektir. Hilbert uzaylari

Opial sartin1 saglayan Banach uzaylar1 6rnekleridir [51].



Tanmim 2.1.19: L bir Banach uzay1 olmak iizere her ¢ > 0 ve |m|| < 1, |[n|| < 1 ve
|[m — n|| = & kosulunu saglayan her m,n € L igin; %IIm +n|| <1-358(¢) olacak

sekilde 6 (&) > 0 mevcutsa L i¢in diizgiin (uniformly) konveks uzay denir [52].
2.2 Tekil Degerli Doniisiimler icin Iterasyon Yontemleri

Bir doniisiimiin sabit noktast bulunurken cesitli iterasyon yontemleri kullanilir.
Iterasyonlar belirli bir déniisiim ve sartlar altinda sabit noktasini bulmak igin kullanilan
yontemlerdir. Bu yontemlerden ilki Picard iterasyon yontemidir [49]. Bazi durumlarda
bu yontem yeterince hizli veya etkili olmayabilir. Bu nedenle, farkli iterasyon

yontemlerine ihtiya¢ duyulmustur. Bu yontemlerden bazilar1 sunlardir:

Tanmm 2.2.1: Her n € N i¢in

Xo €EA

2.10

{xn+1 =f(T,x,) = Txy ( )
seklinde ifade edilen iterasyon yontemine Picard iterasyon yontemi denir [49].

Tanmm 2.2.2: Her n € N igin a,, € [0,1] belirli kosullar1 karsilayan bir reel say1 dizisi

olmak tizere

{ Xo €4 .11

Xny1 = f(T, %) = (1 — ap)xn, + @y Txy
seklinde verilen iterasyon yontemine Mann iterasyon yontemi denir [53].

Tanmmm 2.2.3: Her n € N i¢in a,, 8, € [0,1] belirli kosullar1 karsilayan reel say1

dizileri olmak tizere

{xnﬂ =f(T,xp) = (1 — an)xy + ayTxy (2.12)

Yn = (1- .Bn)xn + Bn Txy

seklinde verilen iterasyon yontemine Ishikawa iterasyon yontemi denir [54].



Tamim 2.2.4: Her n € N i¢in @, B, ¥» € [0,1] belirli kosullar1 karsilayan reel say1

dizileri olmak tizere
Xn+1 = (1 - an)xn + anTyn
Yo = (1 = Br)xn + PnTzy, (2.13)
Zn = (1 - Vn)xn + VnTxn

seklinde verilen iterasyon yontemine Noor iterasyon yontemi denir [55].

Tanmmm 2.2.5: Her n € N i¢in a,, 8, € [0,1] belirli kosullar1 karsilayan reel say1

dizileri olmak tlizere

{xn+1 = (1 - an)Txn + anTyn (2 14)

Yo = (1= Br)xn + BrnTxy
seklinde verilen iterasyon yontemine S-iterasyon yontemi denir [56].

Tanmm 2.2.6: Her n € N i¢in ay,, B, ¥» € [0,1] belirli kosullar1 karsilayan reel say1

dizileri olmak tizere
Xn1 = (1 —ap)Tz, + a, Ty,
Yn = (1 - ﬁn)zn + ﬁnTZn (2.15)
Zn = (1 - Vn)xn + ynTxp

seklinde verilen iterasyon yontemine Thakur iterasyon yontemi denir [57].

Tanmm 2.2.7: Her n € N i¢in ay,, B, ¥» € [0,1] belirli kosullar1 karsilayan reel say1

dizileri olmak tzere
Xn+1 = (1 - an)Txn + a, Ty,
Vo =0 = B)Tx, + BrTz, (2.16)
Zn = (1 - Vn)xn + ynTxy

seklinde verilen iterasyon yontemine S* iterasyon yontemi denir [58].

Bu tez konusunun temelini olusturan dort adimli iterasyon yontemi asagidaki gibi

tanimlanmaistir.
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Tamim 2.2.8: Her n € N i¢in ay,, By, ¥ Un € [0,1] belirli sartlar1 saglayan reel say1

dizileri olmak tizere;

Xnt1 = (1 - an)xn + a, Ty,

Yn = (1 - .Bn)xn + .BnTZn (2.17)
Zn = (1 - Vn)Wn + ynTwy

wy = (1= pp)xn + 1Ty

seklinde tanimlanmustir.
2.3 Kiime Degerli Doniisiimler ve Sabit Nokta Kavram

Tamm 2.3.1: X,Y bostan farkli kiimeler olmak tizere X in her elemanini Y ’nin bir alt
kiimesine esleyen T doniisiimiine kiime degerli (¢ogul degerli) doniisiim denir ve
T: X — 27 seklinde gosterilir. Burada 2%, Y nin biitlin alt kiimelerinin ailesidir [59].
Yani belirli bir kiimenin her bir elemanina diger bir kiimenin belirli bir alt kiimesini

karsilik getirmektedir.
Tamm 2.3.2: T:X — 2% seklinde verilen kiime degerli doniisiim igin
x1 € T(xq) (2.18)

kosulunu saglayan x; € X varsa bu noktaya T kiime degerli doniisiimiiniin bir sabit
noktasi denir [14].

Ornek 2.3.3:

i) K={1,2,3} ve L ={3,6,9,16} olmak iizere T: K — L verilsin. Tm = 3m olacak

sekilde tanimlansin.
T operatorii T: K —» 2L ve T = {T(m)} olarak verilirse;

T1={T(1)}= {3}
T2 ={T(2)} = {6}
T3={T3)}=1{9}

olur. O halde T kiime degerli operatordiir ve sabit noktalari {3,6,9} dur.
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ii) T:[0,00) — 2[%®) T(a) = [0, a] fonksiyonu igin her bir a € [0, ) igin sabit

noktadir.

[-11]; p# 0

0} p=0 operatdrii igin p = 0 ve her bir p € [-1,1]

iii) T:R - 28 T(p) = {
bir sabit noktadir.

Tamim 2.3.4: (U, h) bir metrik uzay ve S, U’nin bostan farkli bir alt kiimesi olmak

tizere bir aeU i¢in;

h(a,S) = inf {h(a,B): BeS} (2.19)
degerine a’nin S kiimesine olan uzakligi denir [59].

Tamm 2.3.5: (U, h) bir metrik uzay, A, B € P(U) olsun. Bu durumda

D(A,B) = sup{h(a, B): aeA} (2.20)
degerine A kiimesinin B kiimesine olan uzaklig1,

H(A,B) = max {D(A,B),D(B,A)} (2.21)

degerine de iki kiime arasindaki uzaklik denir [59]. Burada H uzaklik fonksiyonu P (U)

tizerinde bir metriktir ve bu metrige Hausdorff metrigi denir.
Ornek 2.3.6:

i) U=R m,n € X i¢in p(m,n) = |m —n| olsun. A =[1,7] ve B = [6,8] olmak

tizere; 5 € U’ nun A kiimesine olan uzakligy;

p(5,4) =inf{p(5,4),5 € S}

= inf {p(5,1),p(5,7)}
= inf {4,2}
=2

5 € U ‘in B kiimesine olan uzaklig;,

p(5,B) =inf{p(5,B),5 € S}

12



= inf {p(5,6), p(5,8)}
= inf {(1,3)}
=1

elde edilir.

ii) U=R% (m.n)(m',n) €U ve p((m. n), (m’, n')) = \/(m —m')2+ (n—n")?
olmak iizere A ={(m,n) ER? m?+n?<4} ve B={(mn)eR?,1<m<
4,0 <n < 3} kiimeleri alindiginda; D(A,B) = sup 4eap(a,B) = 2 ve D(B,A) =
suppeg P(b,A),a € A =5 olup buradan H(A,B) = max {D(A,B),D(B,A)} =5
olur. Alinan keyfi m’lere gore mesafe igin infimumlari sup D (A, B) verir. Keyfi

m’lerin supremumu yani (1 — 0) olup 1 olur.

Tanmim 2.3.7: (U, h) bir metrik uzay ve T: U — P(U) bir kiime degerli doniisiim olsun.
Her m,n € U igin; H(Tm, Tn) < @h(m,n) olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 mevcut ise

T’ye kiime degerli Libschitzian doniisiim denir. Burada 6zel olarak;

1) Eger 0 < ¢ < 1 ise T’ye kiime degerli contraction (daraltan),
2) Eger ¢ =1 ise T’ye kiime degerli nonexpansive (genislemeyen) doniisim
denir [59].

Tanim 2.3.8: (U, h) bir metrik uzay, H’da P(U) lizerinde Hausdorff metrigi olmak
tizere T:U — P(U) bir kiime degerli doniisiimii i¢in U’daki her yakinsak {m,,} dizisi

m, = miken H(Tm,, Tm) — 0 oluyorsa T’ye U tizerinde siireklidir denir [14].

Tamm 2.3.9: L bir Banach uzay1 ve K’da L’nin bos olmayan bir alt kiimesi olmak
tizere T: K — P(K) kiime degerli doniistimii verilsin. K'daki {x,} dizisi x noktasina
zayif ve y, € Tx, olmak izere {y,} dizisi y’ ye giicli yakinsadiginda y € Tx

oluyorsa T doniisiimiine y € K da demiclosed denir [60].

Tanmm 2.3.10: T: K — P(K) kiime degerli doniisiim ve F(T) # 0 olmak iizere eger
her m > 0 igin £(0) = 0, f(r) > 0 olup azalmayan bir f: [0, ) — [0, o) var ve her
x € Kigin h(x,Tx) = f h(x, F (T)) ise T’ye (I) kosulunu sagliyor denir [61].
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Tanim 2.3.11: L Opial kosulunu saglayan diizgiin konveks Banach uzay1 ve K, L nin
bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi olmak tizere T: K — P(K) kiime degerli
dontigiimii icin F(T) # @ ve Pr genislemeyen bir doniisiim olsun. Eger I — Pr sifirda
demiclosed ise bu durumda (2.28) ile tanimlanan {x,,} dizisi T nin sabit noktasina zay1f
yakinsar [62].

Tamm 2.3.12: L bir Banach uzay1 ve K € L kapali bir kiime olsun. x € L i¢in K’ nin
x i¢in metrik fonksiyonu h(x, L) = inf{||x — k||: k € K}’dur. x’in K iizerine metrik
izdisimi Px(x) ={k € K:||x — k|| =d(x,K)} olur. Burada K kiimesine

proksiminal denir [63].
2.4 iterasyon Yéntemlerinin Kiime Degerli Versiyonlar:

Mann iterasyonu kiime degerli doniisiimler i¢in asagidaki gibi tanimlanmustir.

Tanmm 2.4.1: T: U —» P(U) kiime degerli bir doniisiim {a,,} € [0,1] belirli kosullari

karsilayan bir reel say1 dizisi olsun ve p € F(T) i¢in

Xg EA
{ ; (2.22)
Xn+1 = (1 - an)xn + apuy

seklinde verilen iterasyon yontemine kiime degerli Mann iterasyon yontemi denir.

Burada u,, € P;(x,,) dir [64].
Ishikawa iterasyonu kiime degerli doniisiimler ise asagidaki gibi tanimlanmustir.

Tanim 2.4.2: T: U - P(U) kiime degerli dontisim {a,, }, {8} € [0,1] ve belirli
kosullar1 karsilayan reel say1 dizileri olmak tizere;

{xn+1 = (1 - an)xn + apvy (2.23)

Yn = (1 = Bp)xn + Brun

seklinde verilen iterasyon yontemine kiime degerli Ishikawa iterasyon yontemi denir.

Burada u,, € Pr(x,), v, € Pr(y,) dir [64].
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Kiime degerli Noor iterasyon yontemi ise:

Tanmm 2.4.3: T:U — P(U) kiime degerli doniisim {a,},{B,}, {vn} € [0,1] belirli

kosullar karsilayan reel say1 dizileri olmak {izere;

Xn4+1 = (1 - an)xn + apv,
Yn = (1 - .Bn)xn + .Ban (224)
Zn = (1 - Vn)xn + YnlUn

seklinde verilen iterasyon yontemine kiime degerli Noor iterasyon yontemi denir.

Burada u,, € Pr(x,), v, € Pr(y,), w, € Pr(z,) ‘dir [56].
S-iterasyon yonteminin kiime degerli versiyonu:

Tanim 2.4.4: Her n € N i¢in a,, B, € [0,1] belirli kosullar1 karsilayan reel say1

dizileri olmak tlizere

{xn+1 = (1 r an)un + anvn (2 25)

Yo = (1= Bp)xn + Bru,

seklinde verilen iterasyon yontemine kiime degerli S-iterasyon yontemi denir. Burada

U, € Pr(x,), v, € Pr(y,)’dir [65].

Tanim 2.4.5: Her n € N i¢in {a,}, {8}, {vn} € [0,1] belirli kosullar1 karsilayan reel
say1 dizileri olmak tizere;

Xn+1 = (1 - an)vn + apwy
Yn = (1 - .Bn)un + ﬁan (2.26)
Zn = (1 - Vn)xn + YnlUn

seklinde verilen iterasyon yontemine kiime degerli S* iterasyon yontemi denir. Burada

u, € PT(xn): v € PT(yn); wy € PT(Zn) “dir [66]

Tanim 2.4.6: Her n € N i¢in {a,}, {Bn}, {¥n} € [0,1] belirli kosullar1 karsilayan reel

say1 dizileri olmak tizere;
Xny1 = (1 — ap)wy, + ayv,

Yn =1 = Br)zy + Puwn (2.27)
Zn = (1 = ¥p)Xn + Ynly
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seklinde verilen iterasyon yontemine kiime degerli Thakur iterasyon yontemi denir.

Burada u,, € P;(x,), v, € Pr(y,), wy, € Pr(z,) ’dir [67].

Tanim 2.2.8 de (2.17) ile verilen yeni iterasyon yonteminin kiime degerli versiyonu

asagidaki gibi tanimlanabilir.

Tanim 2.4.7:

Xny1 = (1= ap)xy + anan, an € Pr(y,)
Yo = (1 = Br)xn + Brby, by € Pr(zy)
Zn = (1 = Y)Wy + ¥nCny  Cn € Pr(wy) (2.28)
wy = (1 = p)xp + pady,  dy € Pr(xy,)

2.5 Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 2.5.1: [a, b] € R olmak iizere f: [a, b] — [a, b] siirekli bir doniisiim oldugu

kabul edilirse f’nin [a, b] araliginda bir sabit noktas1 vardir [49].

Teorem 2.5.2: (U, d) bir tam metrik uzay ve T: U — 2% kiime degerli bir fonksiyon

olmak iizere her x,y € U igin;
H(T(x), T(y)) < k.d(x,y) (2.29)

olsun. O halde k € [0,1) varsa T’nin U uzayinda bir sabit noktasi vardir. Burada H,

Hausdorff metrigi anlamina gelir [14].

Ispat: T operatoriiniin Lipschitz sabiti k € [0,1) olsun. Keyfi bir x, € U alirsak ve
x, € Tx, olsun. (U, d) metrik uzayinda k > 0, x € A i¢in Oyle bir y € B vardir ki
d(x,y) < H(A,B) + k olmak tizere d(x;, x,) < H(Txy, Tx,) + k olacak bigimde bir
X, € Tx; vardir. d(x,,x3) < H(Txy,Tx,) + k? olacak sekilde bir x5 € Tx, vardur.
Bu sekilde devam edersek her m€ N icin x, €Tx, Ve d(x, Xp41) <

H(Tx,_4,Tx,) + k™ olacak bigimde bir {x,,} dizisi elde edilebilir. Her n € N i¢in;

d(xnr xn+1) = H(Txn—lfon) + k"
< kd(xp_q,x,) + k™
< k[H(Txp_p, Txp_q) + k™ 1] + k™
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< kH(Txp_5, Txp_1) + 2k™
< k2d(x,_p,Xp_q) + 2k™
< k™d(xq,x1) + nk™

elde edilir. Ayrica ), ;o k™ < oo olup Y7—,nk™ < oo oldugundan

Y=o d(Xn, Xny1) < Ypolk™ d(xg, x1) + nk™]
= d(x0,X%1) Y=o k™ + 2= k™
< o

olur. Dolayisiyla {x,}’nin bir Cauchy dizisi oldugu anlamina gelir. U tamdir ve

lim x, = x* olacak sekilde bir x* € U vardir.O halde

n—>0oo

D(xps1, Tx™) < H(Tx,, Tx™) < kd(xp, x™) (2.30)

iken n — oo alinirsa D(x*,Tx*) = 0 olup x* € Tx* dir. Yani x* , T’nin bir sabit

noktasidir.

Teorem 2.5.3: (U, ||.,.||) normlu bir lineer uzay olsun ve iki nokta arasindaki mesafe
h(x,y) = ||[x — y|| ile tamimlansin. Ayrica T: U — CB(U) kiime degerli bir Kannan
dontigiimii olsun. Eger S: U — CB(U) ve F(S) # @ ise ve H(Tx,Sx) <y, Vx €U

sart1 saglantyorsa o zaman z € F(T) igin

h(z,z") <——9y, sup h(z',F(T)) < — 1y 2.31)

ifadesi bulunabilir. Burada k = % ve z* € F(S), S’nin sabit noktalar kiimesinde

rastgele bir noktadir. Eger S, kiime degerli bir Kannan doniisiim ise;
H(F(S),F(T)) < —y (2.32)
esitsizligi gecerli olur [68].

Teorem 2.5.4: L bir diizgiin konveks Banach uzay1 ve U, L uzayinin kapali, konveks,
siirli ve bos olmayan bir alt kiimesi olarak alinsin. T: U = P, (L) genisleme olmayan

bir operator olsun. O halde T’nin bir sabit noktas1 vardir [49].

17



Teorem 2.5.5: L bir Banach uzayi, G, L’nin kompakt, konveks alt kiimesi ve f: G —

G siirekli ve kompakt bir doniisiim olmak iizere f, G’de en az bir sabit noktaya sahiptir

[49].
2.6. Bazi Sabit Nokta Tanimlari ve Lemmalari

Bu boliimde yakinsaklik, kararlilik ve veri bagliligi teoremlerinin ispati i¢in gerekli

lemmalara yer verilmistir.

Tamm 2.6.1: (U, h) bir metrik uzay, T:U — U doniisim ve x, € U olsun. Picard
iterasyon yonteminden elde edilen {x,}n—; dizisinin T’nin p sabit noktasina

yakinsadigini kabul edelim. {u, },—;, U uzayinda keyfi bir dizi olmak {izere;
en = h(uns1, f(T,u,)),n = 0,12, ... (2.33)

olarak alalim. Bu iterasyon yonteminin T’ye gore kararli olmasi icin gerek ve yeter

kosul

lime, =0 © limu, =p (2.34)
n—->oo n—-oo

olmasidir [69].

Tanmm 2.6.2: {x,,},~—, herhangi bir sabit nokta iterasyon dizisi olsun. {x,, },—, dizisinin
T’nin p sabit noktasina yakinsadigini kabul edelim. Eger {u,}n—; dizisi {x;}y=1

dizisine denk bir dizi ise

lim lunss = (Tl = 0 = lim uy = p (2.35)
olur. O halde {x, };>-; dizisine zayif w? — kararlilik denir [70].

Lemma 2.6.3: {a,}p=o V€ {by}m=o Negatif olmayan iki dizi olsun.

an+1 < (1= pn)an + by (2.36)

olacak sekilde n > ny i¢in u,, € (0,1) ve }o; U, = O VEN — 00 ig:inb—" — 0 dir. Bu

Un

durumda lim a,, = 0 dir [71].
n—-oo
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Lemma 2.6.4: Her n = n, igin {a, };~, negatif olmayan reel say1 dizisi verilsin.
Ani1 < (1 - .“n)an + Unlin (2-37)

olacak sekilde ny € N mevcut olsun. Burada her n € N igin u,, € (0,1), X7lq y, = o0

ve 17, = 0 dir. Bu durumda

0 < lim sup a,, < lim sup n, (2.38)
n—-oo

n—->o0o
esitsizligi saglanir [48].

Lemma 2.6.5: L bir Banach uzay1 olmak iizere p > 0 sayisi igin L’nin Il.lI% kare
normu p yarigapl orijin merkezli kapali kiire olan S, iizerinde kapali ve konvekstir.
Bu durumda ¢(0) = 0 olacak sekilde ¢: [0, ) — [0, o) siirekli artan bir fonksiyon
vardir. Oyle ki

lax + (1 — a)yl < alxl? + (1 — a)lyl? —a - (1 — a)gllx — yl (2.39)
esitligi saglanir [72].

Lemma 2.6.6: S bir Banach uzayi olsun. S igerisinde {w,} ve {g,} Oyle diziler olsun.
Her n € N igin lw, Il < 1, 1ig,ll < 1 olacak sekilde S iginde z, = (1 — t,)w,, + t,gn
seklinde tanimlansm. O halde 0 < a < b < 1 olmak iizere {t,,}, [a, b] araliginda bir

dizidir ve lim llz, Il = 1 ise limllw, — g, Il = 0 olur [73].

n—-oo n

Lemma 2.6.7: T:K — P(K) kiime degerli donisimii ve Pr(u) = {v € Tu:||lu —
v|| = d(u, Tu)} icin asagidaki ifadeler denktir.

)  ueF, (2.40)

i) Pr(u) = {u},
iiiy wue F(Pp,

olur ve F(T) = F(Py) dir [74].
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3. YENI ITERASYON YONTEMININ YAKINSAKLIK, KARARLILIK VE

VERI BAGLILIGI

Bu boliimde ele alinacak (2.28) ile verilmis olan yeni iterasyon ydntemi igin

yakinsaklik teoremleri, kararlilik ve veri baglilig: ispatlanacaktir.

3.1 Yeni iterasyon Yonteminin Yakinsakhig

Lemma 3.1.1 L diizgiin konveks Banach uzayinin alt kiimesi K olsun. T: K — P(K)

seklinde tanimlansin, Py ise Tanim 2.3.7 sartin1 saglayan nonexpansive doniisiim ve

sabit nokta kiimesi F(T) # @ olsun. p noktast T doniisiimiiniin bir sabit noktasi ise

(2.28) ile tamimlanan {x,} dizisi lim llx,, — pll vardur.
n—oo

Ispat: p € F(T) olsun. Lemma 2.6.7 ve a,, € Pr(y,) kullanilarak

Ixpq —pl =1 (1 — a)x, + a,a, —pl
< (1 -aylx, —pl+ a,ll a, —pll
= (1 = ap)lixy, — pll + anH(Pr(yn), Pr(p))
< (1 - ay)lx, —pll + a,ly, —pl

elde edilir. O halde b,, € P;(z,) kullanilarak

ly, —pll =11 (1 — B)x, + Bnby, — Pl
< (1= B)lx, — pll + B, Il b,, — pll
=(1- ﬁn)”xn —pl + BnH(PT(Zn)' PT(p))
< (1= B)lx, — pll + B,liz, — pll

ve ¢, € Pr(wy,) kullanilarak

Iz, —pl =1 (1 —y)w, + y,c, —pl
<A -yIlw, —pl +y,lc, —pl
= (1 — y)lwy — pll + yo H(Pr(wy), Pr(p))
< (1 - y)lw, —pll + y,llw,, — pll

= lw, —pl

olur. Benzer sekilde islemler yapilir ve d,, € Py (x,,) kullanilirsa
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w, — pll = I (1 = ,)x, + nd,, — pl
< (A - pulx, —pll + u,ll d, — pll

= (1 — up)lxy, — pll + pn H(Pr(x2), Pr(p)) (3.4)
< (1 - pu)lx, — pll + pyllx, —pl
= llx,, —pll

elde edilir. (3.4), (3.3), (3.2) ve (3.1) esitsizlikleri gozoniine alindiginda

lw, —pll < llx,, — pll
Iz, — pll < lix, —pll (3.5)
ly, —pll < llx, — pll

elde edilir. Boylece
Ix,+q —pll < lix, —pll (3.6)

olur. Sonug olarak {llx,, — plli};~; azalan ve sinirli olur. Bu durumda lim llx, — pll
n-oo

limiti elde edilir.

Lemma3.1.2 L,K,T ve Pr Lemma 3.1.1 ile ayni sartlar altinda verilsin. Bu durumda

(2.28) ile tanimlanan {x,,} dizisi i¢in lim d(x,, Pr(x,)) = 0 olur.
n—oco

Ispat: Lemma 3.1.1 elde edilen p € F(T) igin lim lx,, — pll var oldugundan r > 0
n—-oo
icin lim llx,, — pll = r oldugunu kabul edelim. Bu durumda d,, € Pr(x;,), (2.28) ile
n—oo

tanimlanan {x,,} dizisi ve Hausdorff metrigi tanimi1 geregince;

Id,, — pll < H(Pr(x,), Pr(p)) < lix,, — pl (3.7)
olur. O halde

li:ln_)s:jp Id, —pl <r (3.8)
elde edilir.

Benzer sekilde Lemma 3.1.1 ile verilen (3.5) ve (3.6) esitsizlikleri kullanilarak
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la, —pll < H(Pr(yn), Pr(p)) < lly, —pl
b, — pll < H(Pr(zy), Pr(p)) < llz, — pll
lic, — pll < H(Pr(wy,), Pr(p)) < llw, — pll

olur. (3.9) esitsizligi ile lim llx,, — pll = r esitligi kullanilarak
n—->oo

limsup lla, —pll <7r

n—->oo

limsup b, —pll <7

n—->0oo

limsuplic, —pll <r

n—->oo
yazilabilir.
lxpe1 — ol = I1(1 — ap)x, + apa, —pll < llx, — pl

olur. Bu durum Lemma 3.1.1 den goriiliir. Ayrica
r = lim llx,.; — pll
n—->oo
< lim I(1 — a)x, + apa, —pll < limllx, —pll =7
n—-oo n—-oo
oldugundan dolay1

lim I(1 — ay)x, + apa, —pll=r

n—->oo

elde edilir. Lemma 2.6.7 den

lim llx, —a,ll =0
n—->oo

oldugu goriiliir. (2.28) ile tanimlanan {x,,} dizisi kullanilarak

Ixpiq — apll = 1(1 — ay)x, + a,a, — ay,ll

< (1 —-aplx, —a,l

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.15) esitsizliginin her iki tarafinin limiti alinip ve (3.14) esitsizligi kullanilirsa
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lim llx, ., —a,ll =0 (3.16)
n—oo
elde edilir.

lx, 1 —pll = x4 —apll + Il a,, —pll

= IIxn+1 - an" + H(PT(yn)JPT(p)) (3-17)

< lxpy1 — apll + lly, —pll

(3.16) esitsizligi ve lim llx,, — pll = r esitligi kullanilarak
n—->oo

r < liminflly,, — pll (3.18)
n—->oo

boylece

lim lly, —pll =7 (3.19)

n—oo

olur. Ayrica benzer sekilde Lemma 3.1.1 de verilen (3.2) esitsizligi ve (3.19) limiti

kullanilarak .

r= 711_r)£10 ly, —pll < Tlll_{glo (1 = Bp)xn + Buby, —pll < %i_r)glollxn —pll=r (3.20)
oldugundan dolay1

711_1)‘210 (1= Bp)xy + by —pll =1 (3.21)
elde edilir. Lemma 2.6.3 den

lim llx, — b,ll =0 (3.22)

n—-oo
oldugu goriiliir.

Iy, — byll = (1 — B)%p + Brby — byl

3.23
< (1= B)lx, — byl (3:23)

(3.23) esitsizliginin her iki tarafinin limiti alinip ve (3.22) esitsizligi kullanilirsa
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lim lly,, — b,ll =0
n—oo
elde edilir.
ly, —pll =lly, —b,ll + 1l b, — pll
=< IIxn+1 - bn” + H(PT(Zn)rPT(p))
< lly,, — byl + liz,, — pll
(3.25) esitsizligi ve lim llx,, — pll = r esitligi kullanilarak
n—-oo
r < liminfllz, — pll
n—->oo
ve boylece
lim llz, —pll=7r
n—-oo
olur. Bu asama icin benzer islemler yapilirsa;

lz, —pll = 1(1 — Y)Wy, + Yncn — Il < lix,, — pll

r = lim llz, —pl < lim I(1 — y)w, + ypcp, —pll < limllx, —pll =7
n-oo n—-oo

n—-oo

lim I(1 — y)w, + ypep —pll =71
n—->oo

elde edilip

lim lw, —pll=7r

n—>oo

sonucuna ulasilir. Boyle devam edilirse

lw,, —pll = I(1 — u,)x, + tpdy, — pll < lix,, — pll
r = lim llw, —pll < lim I(1 — u,)x, + w,d, — pl
n—->0o

n—-0oo

< limlx, —pl=7r
n—->oo

lim 1(1 — pu)x, + tpdy, —pll =71
n—oo

olur. Buradan son olarak
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lim llx, —d, =0 (3.31)

n—->0oo

elde edilir. lim d(x,, Pr(x;)) = 0 sonucuna ulasilir ve ispat tamamlanmis olur.
n—->oo

Teorem 3.1.3 L, Opial sartin1 saglayan diizgiin konveks Banach uzay1 ve K , L nin
bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi olsun. T: K = P(K) seklinde tanimlansin,
Py ise Tanim 2.3.7 sartin1 saglayan nonexpansive doniisiim ve sabit nokta kiimesi
F(T) # @ olsun. I — Py sifirda demiclosed ise bu durumda (2.28) ile tanimlanan {x,}

dizisi T nin sabit noktasina zayif yakinsar.

Ispat: Lemma 3.1.1 elde edilen p € F(T) igin lim llx,, — pll var oldugu gosterilmisti.
n—oo

T:K — P(K) seklinde tanimlanan doniisiimiiniin sabit nokta kiimesinde tek zayif alt

limite sahip oldugu gdsterilmelidir. Bunun i¢in dncelikle ]lim Xp, =71 Ve lim Xn; =Ty
—00 jooo

alt limitlerine sahip {x,} dizisinin birer alt dizileri oldugunu kabul edelim. Lemma

3.1.2 nin (3.31) esitliginden lim llx,, — d,, | = 0 olacak sekilde d,, € P;(x,,) vardir.
n—->oo

I — Py sifirda demiclosed oldugu i¢in ayri ayri 1y, 7, € F(Pr) olur.

Sabit noktanin tekligini gostermek i¢in 7, # r, oldugunu kabul edelim. Opial’in
sartindan dolay1
lim llx, —r I = lim llx,, —7ll < lim llx,, —nrl=lim lx, — 7, |
n—oo k—oo k—o0 n—oo
: : : (3.32)
= lim len]. -1l < lim len]. -l = lim llx,, —ry |l
Jj—oo n—oo

]—)OO
elde edilen bu ¢eliski ile {x,} dizisi F(T) deki bir noktaya zay1f yakinsar.

Teorem 3.1.4 L, diizgiin konveks Banach uzay1 ve K, L nin bos olmayan kapali,
konveks bir alt kiimesi olsun. T: K = P(K) seklinde tanimlansin ve (1) sartini saglasin,
P ise Tanim 2.3.7 sartin1 saglayan nonexpansive doniisiim ve sabit nokta kiimesi
F(T) # @ olsun p bir sabit nokta olmak iizere (2.28) ile tanimladigimiz {x,, } iterasyon

dizisinin T bir sabit noktasina yakinsar.

Ispat: Lemma 3.1.1 ve Lemma 3.1.2°den dolay1 {x,} dizisi sl ve

lim d(xy, Pr(x,)) = 0 oldugu gosterilmistir. Bu nedenle bir alt dizi segebiliriz {x,, },
n—->0oo

{xn} dizisinin her k € N igin llx,, — y,ll < golacak sekilde {y;} < F(T) vardur. {x,,}
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dizisi bir Cauchy dizisidir. Ayrica Lemma 3.1.1 ve Lemma 3.1.2 ve (I) sarti
kullanilarak lim d(xn,F (T)) = 0 elde edilir. Dolayisiyla
n—-oo

&
Wy = Yiell < Mgy = yiell < 5 (3.33)

olur. Ayrica

11 = il S lxp,,, = Viewall H e, — il < € (3.34)

{y} Cauchy dizisi olup p noktasina yakinsar. Ciinkii

AW, T(P) < H(T (), T(yy)) < ly, — pl (3.35)

ve Ilim lyx —pll =0, d(p, T(p)) =0 ve bdylece p € F(T) ve {xy,} dizisi giiclii
olarak p noktasina yakinsar. Ciinkii lim llx,, — pll vardir ve {x,} dizisi gii¢lii olarak p
n—-oo

noktasina yakinsar.
Ornek 3.1.5K = [0,1] € B = R olmak iizere ve T: K — P(K) operatdrii

Tor = X X 4 1]
S AR
olsun. Burada P;’nin & =% oldugundan kiime degerli daraltan doniisiim oldugu

asagidaki islemler ile goriilebilir.

Pr {yET(x): |x — yl =d(x,[;+%)}

X 1

y TG =yl = [r - (£+2)]}
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ve

1
H(T%Ty) < 5 llx =yl
H(Tx,Ty) < llx =y

olur. Her daraltan doniisiim ayn1 zamanda genislemeyen doniisiimdiir. O halde (2.28)

ile verilen iterasyon yontemi:

(
Xnt1 = (1 - an)xn +a,

/N
A
+

/N
NTRY N
+

Yn =1 = Br)xn + Bn

—
|
+

—
[\.>|:>< )
+

Zn = (1 e Vn)Wn +Vn

[ Bl —_
lesle 2Ele

L Wy = (1 - .un)xn + Un

elde edilir.

Asagidaki Cizelge 3.1 yukaridaki iterasyon yontemleri igin, yani kiime degerli Mann
iterasyon yontemini, Ishikawa iterasyon yontemini, Noor iterasyon yontemini ve

(2.28) ile verilen iterasyon yontemlerinin 1 baglangi¢ kosulu altinda

—— V) = —= (i} = ﬁ € (0,1) (3.36)

n+1

(@) ==, {Ba) =

n+1 n+1

secimleri i¢in p = 0.5 sabit noktasina yakinsamalarin1 gostermektedir.

Buradaki amag verilen sartlar altinda kullandigimiz 4 adiml iterasyon yonteminin,
kiime degerli Mann iterasyon yontemini, Ishikawa iterasyon yoOntemini, Noor
iterasyon yontemlerinin T doniisiimiiniin sabit noktasina ka¢inci adimda yakinsadigini

gostermektir. Ek olarak diger iterasyonlarla ilgili davranig1 Sekil 3.1°de goriilmektedir.
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Cizelge 3.1. (2.22), (2.23), (2.24) ve (2.28) ile verilen iterasyon yontemlerinin
yakinsaklik davranisi.

Iterasyon (2.28) | Iterasyon (2.24) | Iterasyon (2.22) | Iterasyon (2.23)
0 1 1 1 1
1 0,830078125 0,8359375 0,875 0,84375
2 0,763094678 0,769061053 0,8125 0,776909722
3 0,725133508 0,730698833 0,7734375 0,737969293
4 0,699941068 0,705091262 0,74609375 0,71179267
5 0,681669062 0,686457392 0,725585938 0,692672499
6 0,667638134 0,672119743 0,709472656 0,677927154
7 0,656426618 0,660647894 0,696380615 0,666111679
8 0,647201298 0,651199639 0,685470581 0,656370562
9 0,63943735 0,643242758 0,676197052 0,648161108
10 0,632785599 0, 636422314 0, 66818809 0, 641120394
500 0,519449334 0,519991442 0,525199844 0,520689956
1001 0,513751038 0,514134321 0,517821203 0,514628186
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iterasyon
T
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i - -1 (2.24)
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Iterasyon Sayisi

Sekil 3.1. Bazi iterasyon yontemleri i¢in yakinsaklik davranisini gosteren grafik.

3.2 Yeni iterasyon Yonteminin Kararhhig

Ana teoremlerimi vermeden Once, ispatinda kullanilacak olan asagidaki teorem

verilecektir.

Teorem 3.2.1 L diizgiin konveks bir Banach uzay1 olmak iizere, K, L’nin bos olmayan
kapali konveks bir alt kiimesi olsun. T: K = P(K) ve P, kiime degerli § € [0,1) olan
contraction doniistimleri olsun. (2.28) ile verilen {x,} dizisi {a,}, {Bn}, {vn} {tn} €

(0,1) ve Y7\, @; = oo sart1 altinda, T nin sabit noktasi olan p noktasina yakinsar.

Ispat: p € F(T) ve (2.2) ile verilen iterasyon yontemi kullanilarak
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Ixptq — pll =111 — a)x, + @pa, — pl
< (1 = ap)lxy, — pll + anH(Pr(yn), Pr(p))
<A -a)lx, —pl + a,5ly, —pl

ve

Iy, — pll = (1 = B %y + Bnby — Pl
< (1 = B)lxy, — pll + BrH(Pr(2y), Pr(p))
< (1= Blx, — pll + B,8lz, — pl

elde edilir. Benzer islemlere devam edilirse

lz,, — pll = I(1 — Y)Wy, + Yncn — DIl
< (1 = y)lwy, — pll + v H(Pr(wy), Pr(p))
< (A —-y)lw, —pl + y,8llw,, — pli
< (1=y.(1=8))lw, —pl

ve

lw,, —pll = I(1 — w,)x, + upd, —pl
< (1 = p)lixy = pll + py H(Pr(xn), Pr(p))
< (A - pulx, — pll + u,Slx, —pl
< (1-p(1=8))lx, —pl

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

sonucuna ulastlir. (1 — u,(1=68)) < 1, (1 —y,(1=8)) < 1ve (1 —B,(1-9)) <
1 esitsizlikleri kullanilir ve (3.40), (3.39) ve (3.38) esitsizlikleri (3.37) esitsizliginde

yerine yazilirsa

Ixpy —pll < (1= a,(1—8))lx, — pll

elde edilir.
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I, —pll < (1= ap_1 (1= 8))llx,_; —pll
lxp_y —pll < (1= a2 (1= 8))llx,_, —pll

(3.42)
lx, —pll < (1 — @y (1 = 8))lx; — pl
yazilabilir.
n
.y, — pll < 1_[(1 — (1= 8)) lxy — pll (3.43)
i=1

sonucuna ulagilir. @ € (0,1) oldugundan (1—a,(1— 6)) <1 dir. Yl,a, =
sartindan dolay1 llx,,,, — pll < e(=9Z%||x, — p|| olur. (3.43) esitsizliginde her iki

tarafin limiti alinacak olursa n — oo i¢in x,, — p oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.2 L diizgiin konveks bir Banach uzay1 olmak iizere, K, L’nin bos olmayan
kapali konveks bir alt kiimesi olsun. T: K — P(K) ve Pr kiime degerli § € [0,1) olan
contraction doniisimii olsun. (2.28) ile verilen {x,} dizisi {a,}, {Bn}, {¥n}, {U} €
(0,1) ve Y i-; a; = oo sart1 altinda, T’nin sabit noktasi olan p noktasina yakinsak

oldugu kabul edilirse bu iterasyon ydntemi w2-kararldir.

Ispat: (2.26) ile verilen iterasyon yontemi {x,} dizisi olmak iizere; {u,} dizisi ise

asagidaki gibi tanimlansin.

Unsr = (1 — ap)uy + anen, e, € Pr(vy)
v, = (1— B lu, + Bnfn fn € Pr(1,)
=0 —y)sp + Yn9n 9n € Pr(sy) (3.44)
Sp = (1 — pp)up + uphy, hy € Pr(uy)

&n = llupsr — f(T,uy)|l ile ifade edilirse; n — oo igin &, - 0 iken lim u, =

n—-oo

p oldugunu gosterilmelidir. P contraction oldugundan; H (PT (v, Pr (yn)) <

Sllv, — ynll esitsizligi kullanilarak
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Iuper = Pl < [lupsy = Xngall + lxp g — pll
< lupsr = (1 = @)y — anenll + x4, —pll
+H1(1 — a)u, + aze, — X404l
< g+ 11— a)u, + ane, — (1 — ap)x, + apag,l
+lx, ., — pl (3.45)
<&+ (1 —ap)llu, — xnll + anllen — anll + x4y — pll
< &n+ (1 = a)llun — xull + @l (Pr(vy), Pr ()
+lxp41 — pll
< é&n + (1 — ap)lluy — xull + anbllvy — yull + lxpyq — pl

elde edilir. H (PT (1), Pr (Zn)) < 6||n, — zpll donistimii kullanildiginda

v = yull = 1L = Br)uy + Brfn — (1 = Br)xn — Brbyl
< (1= Bluy — x,ll + Bollf, — byl
< (1= By — 1l + B H((Pr (), Pr(2y,))
< (1 = By, — x,ll + B8l — 2,

(3.46)

olur. H (PT (sp), Pr (Wn)) < 6|ls, — wyl| 6zelligi kullanilarak

17, = 2ol = 1 (1 = ¥n)Sp + ¥ngn — (1 = Y)W = ¥nCnll
<A —-yIlsy, —wyll + y,llg, — cpll
< (1= ylsp = wall + yoH ((Pr(sp), Pr(wn)) (3.47)
< (1 —yIlsy, — wyll + y,,6lls,, — wy||
< (1= y,(1 = &))lls, — wyl

elde edilir. Son olarak H(Pr(uy,), Pr(x,)) < Slluy — x, |l kullanilirsa

s, = wnll = 11 (1 — ) uy + pinhn — (1 = ) xn — ppdnyll
< (A - pu)lu, — x, Il + pyllh, — d,l
< (1 — )y = xull + pH((Pr(un), Pr(xn)) (3.48)
< (1 - p)lluy, — xll + pySllug, — xpl
< (1—pu,(1 =6, — x,l

elde edilir. Elde edilen bu esitsizlikler diizenlenip (3.45) esitsizliginde yerine yazilirsa
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41 — P" sé& t (1 - an)”un - xn” + Ixp 41 — p"
+a,[(1 — Bn(1 — &)y, — x,ll] (3.49)
< &n T (1 - anﬁn(l - 6))”un - xn” + IIxn+1 - P"

sonucuna ulasilir. Burada (1 — a,8,(1 — 6)) < 1 dir.

{u,} ve {x,} denk diziler oldugundan lim llu,, — x,l = 0 olur. Ayrica Teorem 3.2.1
n—-oo
geregince lim llx,, — pll = 0 dir. Buradan yukaridaki (3.49) ile verilen esitsizligin her
n—->oo
iki tarafinda limit alirsak; lim &, = 0 i¢in lim llu,,; — pll = 0 elde ederiz. Sonug
n—-oo n—->oo

olarak lim u,, = p olur.
n—oo

Boylece (2.28) ile tanimlanan iterasyon yoéntemi w? kararl olur.

Yakinsaklik &rnegi olan Ornek 3.1.5 sartlar kullamlarak asagida verilen karalilik

ornegi olusturulmustur.

Ornek 3.2.3 B = R kiimesi ve K = [0,1] € B olmak iizere T: K — P(K) déniisiimii
igin Tx = |%,% + 2] seklinde tanimlansin. (2.28) ile verilen {x,} dizisi ve a,, = , =

Yn = Un = ﬁ sartlart altinda lim x,, = 0.5 = p € Tx elde edilir. Eger diziyi {u,}

n—-oo

olarak tamimlarsak ve u, = % olacak sekilde 0 < lim||x,, — u,|| =0 olur ve
n—-oo
buradan lim ||x,, — u,|| = 0 elde edilir. Yani {x,,} ve {u,} dizileri denk dizilerdir.
n—-oo
Asagidaki formiil ve islemlerle gosterecek olursak (3.44) ve (2.28) ile verilen {u,} ve

{x,} dizileri i¢in;

Wy = (1 - .un)xn + .undnv dn € Prx,

_<1 1> 4 1 (un+1)
Wn = n+ 1) T hr1\2 Ty

B 4n®+8n+5
"n =802 1 20n + 12

Zn = (1 - yn)Wn + VnCn, Cn € Prwy

_(1 1> 4 1 (Wn+1)
= nt+ )" T nyi\2 T

_(1 1) 4n?+8n+5 N 1 (Wn+1>
In = n+1/\8nz+20n+12) Tn+1\2 "1
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B 8nd + 24n% + 28n + 11
=T8I+ n)2(3 + 2n)

1 1
VYn = (1 —m)xn +mbn, b, € Prz,

1 1 /2, 1
In = (1_n+1>u"+n+1(?+1)

16n* + 64n3 + 10002 + 76n + 23
In = 16(1 + n)3(3 + 2n)

Xn+1 = (1 - an)xn + ana,, a, € Pry,

1 1 1
xn+1=(1_—)un+ <}i+_>

n+1 n+1\2 4
3215 4 160n* + 328n3 + 348n? + 196n + 47
n+1 = 32(1 + n)*(3 + 2n)

elde edilir. Biliyoruz ki €, = ||lup+q — f(T, uy,)|| olup esitsizlikler uygulanirsa

&n = ”un+1 - f(T, un)”

__ 16n*+32n%-20n2-82n-43
32(1+n)*(3+2n)(5+2n)

elde edilir ve buradan lim &, = 0 oldugu goriiliir. Sonug olarak (2.28) ile verilen {x,,}

n—oo

dizisi w? kararlidir.
3.3 Yeni Iterasyon Yonteminin Veri Baghhg

[k olarak Teorem 3.3.1 ile (2.17) ile tanimlanan dort adimli iterasyon ydnteminin
yakinsaklik davranisi incelenip, veri bagli oldugu gosterilmistir. Daha sonra (2.17) ile
verilen iterasyon yontemin kiime degerli versiyonu (2.28) kullanilarak belirli sartlar

altinda veri baglilig1 incelenmistir.

Teorem 3.3.1: L diizgiin konveks bir Banach uzay1 ve K bu uzaym bostan farkli,
kapal1 ve konveks bir alt kiimesi olsun. Bu durumda T: K — K, p sabit noktasina sahip
Tanim (2.3.7) sartin1 saglayan contraction doniisim olsun. Y2 ; a, = oo sarti
saglansin. T doniisiim sinifi i¢in (2.17) ile verilen iterasyon yonteminden elde edilen
dizi {x,}m=; ile gosterilsin. Bu durumda {x,}n, dizisi T operatoriiniin p sabit
noktasina kuvvetli yakinsar. Ayrica, S ise x*sabit noktasina sahip T’ nin yaklasim
operatorii olarak kabul edilirse, S operatorii icin asagida belirtilen iterasyon

yonteminden elde edilen dizi {u, };~, ile gosterilsin:
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Unsr = (1 — ap)upta,Svy,
Un = (1- ﬁn)un + BnSkn

(3.50)
ky, = (1 - Vn)hn + ¥nShy

hy = (1 — up)up + ppSuy
e e () () () o0 1
burada Vn € N 1¢1n {a‘n}n=1' {Bn}n=1'{yn}n=1' {.un}n=1 € [0'1] ve E < an O|Up e>0
olmak kosuluylan — oo i¢in u, — x* ise;

o= 22
Ip—xll = 2

esitsizligi gecerli olur.

Ispat: {x,}>_, dizisi T doniisim smifi icin (2.17) ile verilen iterasyon yontemi

kullanilarak

Iwn — pll = I(1 — un)xn + pnTxy — pli
< (1= pw)llxp — pll + T, — pll
< (@ = p)llxn = pll + I Tx, — Tl (3.51)
< (1= w)llxp — pll + wn6llx, — pli
< [1 = u,(1 = &)]llxn — pll

elde edilir. Ayrica

Izn — pll = (1 — y)wy + Y Twy, — pl|
< (1 = y)llwy = pll + vullTwy, —pli
< (1 = y)llwy = pll + vullTwy, — Tol| (3.52)
< (1 = y)llwy = pll + v16llwy, — pll
< [1-y.(1—=®)]llw, —pll

olur. (3.51) esitsizligi (3.52) esitsizliginde yerine yazilirsa

”Zn - p” < [1 - Vn(l - 5)][1 - ,un(l - 5)]”xn - p” (353)

olur. Ayrica
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”yn - p” = ”(1 - Bn)xn + ﬁnTZn - p”
< (1 - BIllxy —pll + BrllTz, — pl|

(3,54)
< (1 = B)llxn —pll + BrllTz, — Tpl|
< (1 - Bllxn —pll + Bnbllz, — pll
elde edilir. (3.53) esitsizligi (3.54) esitsizliginde yerine yazilip
[1—u,(1=6)]<1ve[l—-y,(1—-38)] <1 oldugu kullanilirsa;
lyn —pll < (1 = B lIxy — plI
(3.55)
< (1= Bn(1—=8)llxn —pll
elde edilir. Buradan;
lxner —2ll = II(1 - an)xn + an Ty, — pll
< (1 = allxy = pll + aullTy, — pll
n n n n (3.56)
< (A = apllxn, — pll + anlTy, — Toll
< (1 = ap)llxn, = pll + anblly, — pll
olur. (3.55) esitsizligi (3.56) esitsizliginde yazilirsa
IXn+1 —pll < (1 = an (1 = 8)lIxy, — pll (3.57)
elde edilir. (3.57) esitsizliginde tiimevarim uygulanirsa
IXn+1 — pll < [1 — an (1 = 8)]llx, — pll
I — pll < [1 = ap—1(1 = O)]lIxp-1 — pll
IXn-1 — pll < [1 = an_2(1 = &)]llxp—2 — pll (358)

llx; —pll < [1 = a1 (1 = 8)]llx, —pll
llx1 = pll < [1 = ao(1 = 8)lllxo — pll

elde edilir. § € (0,1) oldugundan [1 — @, (1 — §)] < 1dir. 22, a; = oo sartindan
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%41 — 2l < llxo — pll l_[[l —ai(1-6)] (3.59)

< llxg = plle™ -2z

olur. (3.59) esitsizliginde her iki tarafin limiti alinirsa n — oo igin x,, = p oldugu

goriliir.
Verilen kosullar dogrultusunda;

Ixpiq1 — Uperll < 11— a)xp + @, Ty, — [(1 — a)uy, + apSv,]ll
< (1 - a)lx, —u,ll + a,liTy, — Sy, (3.60)
< (1 - a)lx, —u,ll + a,liTy, — T, ll + a,lITv, — Sy,

< (1 - a)lx, —u,ll + a,6lly, — vl + a,e
ve

Iy = vull = 11 = Br)xn + BnTzn — [(1 = Brlun + BnSkay]ll
< (1-B)lx, — u,ll + BTz, — Skl (3.61)
< (1= BIx, — unll + BTz, — Thpll + BTk, — Sk,
< (1= BIx, — u,ll + B8z, — kIl + Bre

ve

Iz, — k)l = I(1 — )Wy + ¥ Twy, — (1 — ) hy + ¥ Shyll
< (A —-y)lw, — hyll + yITw,, — Thyll + y,ITh,, — Sh,ll

(3.62)
< (1 —yIlw, — hyll + y, 8llw,, — hyll + ype
< (1= y,(1 = 8)lwy, — hyll + ype
ve
lw,, — hll = I(1 — w)xn + wn Ty, — (1 — ) Uy + wnSuyll
< (1 — pu)llxy, — upll + pITx, — Tupll + ppITu, — Su,ll 3.63)

< (1 — pu)llx, — u,ll + py,6llx,, —upll + pye
< (1= pu, (1 =6)lx, — uyll + ppe

elde edilir. Ayrica biliyoruz ki;
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(1-y,(1—-6)) € (0,1) ve (1 — up(1 —6)) € (0,1) “dir.
Buradan; llw,, — h,Il < lix,, — u,ll + u,e olur ve
Iz, — kIl < llx,, —u,ll + pupe + e (3.64)

elde edilir. Burada buldugumuz (3.64) numarali esitsizligini (3.61) esitsizliginde

yerine yazarsak;

Iy, — vl < (1 = B )lxy, — u,ll + Brd[lix, —u,ll + ppe + vl + Bre
< lx,, — u,ll + B, 0lx,, — u,ll + B, 00U + Brndyne + Bre (3.65)
< llxy, — upll + B 0une + Brbyne + Bpe

elde edilir ve (3.65) numarali esitsizligimizi (3.60) de yerine yazarsak;

Ixpi1 — Uperll < (1 — ap)lix, — uyll + a,6[llx, — upll + B0une
+ BnOVne + Pne] + aye

< (A —ap)lx, — uyll + a,6lx, —u,ll

+a, 8% Bpline + W02 Bpyne + 6P + ane (3.66)
< (1= ay(1—8))lx, — upll + an[62Bpptne
+82BpYn€ + 6Pne + €]

Simdi lemma (2.6.3) sartlarin1 saglatmak i¢in

a, = llx, —u,l,

tn = an(1—19), (3.67)

M = 8%Piine + 8 Bryne + Pfne + €

Ifadeleri tanimlanirsa Lemma 2.6.4’ten

o — x*|| < 1“_—86 elde edilir.

38



Teorem 3.3.2: L bir Banach uzay1 ve K bu uzayin bostan farkli, kapali ve konveks bir
alt kiimesi olsun. Bu durumda T:K — P(K) ve P; kiime degerli 6 € [0,1) olan
contraction doniisiimii olsun. S ise x* sabit noktasina sahip T’nin yaklagim operatorii
olsun. T donisiim sinifi igin (2.28) ile belirtilen dizi {x,},—; ile gosterilsin. S

operatdrii igin ise agagida belirtilen iterasyon yonteminden elde edilen dizi {u, };-, ile

gosterilsin:
Up+1 = (1 - an)un+an5vn kn € PS(Un)
Up = (1 - .Bn)un + .BnSkn m, € PS(kn)
(3.68)
ky, = (1 - Vn)hn + YnShy, In € Ps(hn)
h, = (1 - :un)un + unSu, fn € Ps(un)

burada Vn € N i¢in

(n}es, (Budies, (rndies, (e € [0.1] ve 5 < ay olup e > 0
olmak kosuluyla n — oo i¢in

u, - x*ise; |lp —x*|| = i—sa esitsizligi gecerli olur.

Ispat: Yukarida verilen bilgiler kullanilarak;

1 — Unsall < 1A — a)x, + apa, — [(1 — ap)u, + ank,]l
< (1 = ap)lixy, — upll + anH(Pr(yn), Ps(v))
< (1 - ap)lixy — upll + anH(Pr (), Pr(va)) (3.69)
+anH(Pr(vy), Ps(vy))

< (1 - a)lx, —u,ll + a,6lly, — vl + aye

ve
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1y — vall = 1(1 = Bp)xn + BrPr(2n) — [(1 = Br)un + BrPs(kn)]l
< (1= B)lxy — unll + BuH(Pr(2y), Ps(kn))
< (1 = By — uyll + By H(Pr(zs), Pr(kn))
+BnH (Pr(ky), Ps(kn))
< (1 = Bllxy — upll + Boblizy, — kpll + Bre

ve

IZy, — knll = 1(1 = Y)W + ¥uPr(wWy) — (1 = )y + Y Ps(h)]
< (1= y)lwy — hyll + v H(Pr(wy), Ps(hy,))
< (1 =yl — wpll + v H(Pr(wy,), Pr(hy))
+nH(Pr(hy), Ps(hy,))
<A-y,(1 =86)lw, — h,ll + ype

ve son olarak;

w, — hyll = "(1 - .un)xn + .unPT(xn) - (1 - .un)un + .unPS(un)”
< (1= p)lxy —upll + .unH(PT(xn): PT(un))
+:unH(PT(un): PS(un))
< (A —pu,(1=8))lx, —u,ll + ppe

elde edilir.

(3.70)

(3.71)

(3.72)

Yukaridaki teoremin ispati geregince (3.72) ve diger esitsizlikler sirasiyla yerine

yazilirsa yine bir 6nceki Teorem 3.3.2 ispatinda oldugu gibi benzer islemler yapilarak

4¢&
len+1 - un+1|| < (1_—5)

sonucu elde edilir. Dolayisiyla ispatimiz bu sekilde tamamlanir.

Ornek 3.3.3: A=RveK:[0,1] € R kiimesi iizerinde d(x,y) = |x — y| standart

metrigi tanimli olmak lizere T: K = K i¢in Tx = E,g + ﬂ seklinde segilirse T nin

5 = 0.5 igin Tanim (2.3.7) sartin1 saglayan contraction doniisiim oldugu Ornek 3.1.5

te gosterilmistir. T doniisiimiiniin sabit noktas1 p = 0,5 ’tir. S operatorii S: K — K ve
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*

Sx) = [§,§+% seklinde segilirse S doOniisiimiiniin  sabit noktast x* =
0,520833333333333 olup buradan her x €K igin Té:;}g(H(Tx,Sx) =
0,166666666667 clde edilir. Dolayisiyla € > 0 igin H(Tx, Sx) < 0,166666666667
olur. Burada Ps’nin & =% oldugundan kiime degerli daraltan doniisiim oldugu

asagidaki islemler ile goriilebilir.

P ={yeS(x)= lx -yl = d(x' E“L%D}
={yes@: x—yl=|x-(E+2)[}
={yes@: lx—yl=|x-I-2|}
={yes@: lx-yl =[2-2}
={y e S(0: x—y=4?x_1is}
e a2
_perory=2ed)

ve

1
H(Sx,Sy) < Zllx =yl

olur. Her daraltan doniisiim ayn1 zamanda genislemeyen doniisiimdiir. O halde (3.68)

ile verilen iterasyon yontemi:

( v, 5
Unpy1 = (1 - an)un +a, (? + E)
k 5
Up = (1 - .Bn)un + ﬁn (?n + E)
) h, 5
kn = (1 - Vn)hn + Vn (? + E)
u 5
\ hn = (1 _.un)un+/v‘n<?n+_)

elde edilir. Eger x; = 0,65 baslangi¢ noktasi ile birlikte § = 0.5ve a, = B, = ¥ =

Un = 3nn+1 olarak secildiginde (3.68) ile verilen iterasyon yonteminin MATLAB

programi yardimiyla 117. adimda x* = 0,520833333333333 sabit noktasina ulastig1
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Cizelge 3.2’te goriiliir. Ayrica bu iki iterasyon yonteminin yakinsaklik davranisi Sekil

3.2 de goriilmektedir.

Cizelge 3.2. (2.28) ve (3.68) iterasyon yontemleri i¢in yakinsaklik davranisi

Xn fterasyon Yontemi (3.68) fterasyon Yontemi (2.28)

Xy 0.65000000000000 0.65000000000000

X3 0,62275875 0,62132568359375

Xy 0,597995483954186 0,594670415748809
X10 0,532777801008004 0,518053118292743
X20 0,521288374567868 0,50099547197253
X30 0,520849872140796 0,500052718295469
X40 0,520833923543864 0,500002748328602
X50 0,52083335418995 0,500000142073997
X60 0,520833334065845 0,500000007305872
X70 0,520833333358952 0,500000000374337
Xg0 0,520833333334227 0,50000000001913
X90 0,520833333333364 0,500000000000976
X106 0,520833333333333 0,500000000000008
X117 0,520833333333333 05

Buradan

0.208333333333 =|p—q| <

0.666666666668
1-0.5

42
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, Picard iterasyonu ile baslayan iterasyon siiregleri literatiirde
bir¢ok iterasyon yontemi tanimlanmasina yol agmistir. Benzer teknikler kullanilarak,
yeni bir dort adimli iterasyon yoOntemi tanimlanmig ve bu iterasyon ydnteminin

yakinsaklig1 ve veri baglilig1 incelenerek ispat edilmistir

Banach sabit nokta teoremi, contraction doniisiimleri altinda tam metrik uzaylarda tek
bir sabit nokta bulunmasii saglayan temel bir matematik teoremidir. Bu teorem,
cesitli matematiksel ve bilimsel alanlarda genis bir kullanim alanina sahiptir, ¢linkii
bir¢ok problemin ¢dziimiinde temel bir arag olarak hizmet etmektedir. Burada Picard
iterasyon yontemi kullanilmistir. Bu ve bu benzeri teoremler ya da farkli sebeplerden
dolay1 literatiirde birgok iterasyon yontemi tanimlanmistir. Iterasyon ydntemleri, bazi

sabit nokta doniigiim siniflari icin farkli problemlere uygulanabilir.

Bu calismada, (2.17) ile verilen iterasyon yontemi icin belirli sartlar altinda
yakinsaklik ve veri bagliligi sonuclari incelenmistir. Ayrica bu iterasyon yonteminin
kiime degerli versiyonu ortaya konulmustur. Daha sonra kiime degerli bu iterasyon
yontemi kullanilarak zayif, kuvvetli yakinsaklik, karalilik ve veri baglilik sonuglar
gibi sabit nokta kavramlar1 ispatlanmistir. Bu ispatlarin 6nemli kisimlar1 6rneklerle
desteklenmistir. Bu ¢alismadan da anlagilacag: lizere kiime degerli veya tekil degerli

olarak iterasyonlar tamimlanabilir. EK olarak yeni sabit nokta teoremleri elde edilebilir.
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