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ÖZET 

Sabit nokta teorisindeki bazı kavramların ve teoremlerin genelleştirilmesi önemli bir 

yer tutmaktadır. Bu genelleştirmelerden biri de küme değerli operatörler üzerine 

yapılan çalışmalardan oluşmaktadır. Bu doğrultuda bu tez, sabit nokta teorisinin küme 

değerli operatörler üzerindeki uygulamalarını incelemektedir.  

Tez, öncelikle sabit nokta teorisi ve küme değerli operatörler konusundaki temel 

kavramları ve tanımları ele almaktadır. Ardından, bu operatörler için çeşitli sabit nokta 

teoremleri incelenmiştir. Bu bağlamda, teorik sonuçların pratik problemlere nasıl 

uygulanabileceği örneklerle açıklanmıştır. Daha sonra yeni tanımlanan dört adımlı 

iterasyon yöntemi için yakınsaklık ve veri bağlılığı sonuçları ile bu iterasyon 

yönteminin küme değerli versiyonu için belirli şartlar altında zayıf, kuvvetli 

yakınsaklık, kararlılık ve veri bağlılık sonuçları gibi sabit nokta kavramları 

ispatlanmıştır. Bu ispatların önemli kısımları örneklerle birlikte MATHEMATICA ve 

MATLAB programları kullanılarak gösterilmiştir.  

Tez, sabit nokta teorisinin ve küme değerli operatörlerin matematiksel analizdeki 

önemini vurgulayarak, bu konuda mevcut literatüre katkı sağlamayı amaçlamaktadır. 

Bu çalışmanın, matematiksel teorilerin pratik uygulamalarına yönelik yeni 

perspektifler sunarak, bu alandaki araştırmalara ilham vereceği umulmaktadır. 
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the set-valued version of this iteration method were proven. Important parts of these 

proofs are demonstrated with examples using MATHEMATICA and MATLAB 

programs. 

The thesis aims to contribute to the existing literature on this subject by emphasizing 

the importance of fixed-point theory and set-valued operators in mathematical 

analysis. It is hoped that this study will inspire research in this field by providing new 

perspectives on the practical applications of mathematical theories. 

Keywords: Fixed Point Theory, Set-Valued Operators, Iteration Methods, Stability, 

Data Dependency, Convergence. 

September, 2024; 51 pages  



v 

ŞEKİLLER DİZİNİ 

 

Şekil 3.1. Bazı iterasyon yöntemleri için yakınsaklık davranışını gösteren grafik .... 29 
Şekil 3.2. (2.28) ve (3.68) iterasyon yöntemleri için yakınsaklık davranışı .............. 43 
 



vi 

ÇİZELGELER DİZİNİ 

 

Çizelge 3.1. (2.22), (2.23), (2.24) ve (2.28)  ile verilen iterasyon yöntemlerinin 

yakınsaklık davranışı. ............................................................................ 27 
Çizelge 3.2. (2.28) ve (3.68) iterasyon yöntemleri için yakınsaklık davranışı .......... 42 
 

 



vii 

SİMGELER VE KISALTMALAR 
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𝑇 ∶  𝑈 →  𝑈   U kümesinden U kümesine tanımlı T dönüşümü  

𝑇: 𝐾 → 𝑃(𝐾)     T küme değerli dönüşüm 

𝔽      Cisim(𝔽 = ℝ 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝐶) 
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1. GİRİŞ 

Sabit nokta teorisi, matematiğin önemli bir dalı olup, birçok farklı alanda geniş 

uygulamalara sahiptir. Bu teori, bir 𝑓 fonksiyonu için  𝑓(𝑥) = 𝑥 eşitliğini sağlayan 𝑥 

değerlerini hesaplamak üzere kullanılır. Bu 𝑥 değerlerine 𝑓 fonksiyonun sabit noktası 

denir [1,2]. 

Sabit nokta teorisinin tarihçesi ve gelişimi, 19. yüzyılın sonlarından itibaren birçok 

matematikçinin çalışmaları ile zenginleşmiştir. Bu teorinin kökleri, diferansiyel 

denklemler, integral denklemler, fonksiyonel analiz ve topoloji gibi çeşitli 

matematiksel disiplinlere dayanır. Ayrıca, günlük hayatta karşılaşılan birçok problem 

de sabit nokta teorisi kullanılarak çözülebilir hale gelmiştir. Örneğin, ekonomi, oyun 

teorisi, mühendislik ve biyoloji gibi alanlarda sabit nokta teoremleri uygulanarak 

problemler çözülmüştür [3-7]. 

Küme değerli sabit nokta teorisi ise tekil değerli sabit nokta teorisinin genişletilmiş bir 

versiyonudur. Bu teori küme operatörlerinin sabit noktalarını inceler. Daha açık bir 

ifade ile küme değerli operatörler teorisi, tanım kümesindeki her bir elemanı değer 

kümesinin bir alt kümesine eşleyen dönüşümlerdir [8]. İlk önemli çalışmalardan biri, 

John Von Neumann tarafından 1937 yılında yapılmıştır [9].  Von Neumann, cebirsel 

topoloji ve fonksiyonel analiz konularını kullanarak, sabit noktaların varlığını ve 

özelliklerini incelemiştir. Bu çalışma, matematiksel ekonomi ve oyun teorisindeki 

uygulamalarıyla literatüre katkı sağlamıştır [10]. Daha sonra, 1941'de Shizuo Kakutani 

[11], tek değerli dönüşümler üzerine yapılan çalışmalara ek olarak, sonlu boyutlu 

Banach uzaylarında küme değerli dönüşümler için sabit nokta teorisini geliştirmiştir. 

Bu çalışmanın, sonsuz boyutlu Banach uzaylarına genişletilmesi Bohnenblust ve 

Karlin tarafından gerçekleştirilmiştir [12,13]. İlk olarak Nadler tarafından, küme 

değerli contraction dönüşüm tanımı verilmiş olup bu çalışmadan sonra, küme değerli 

dönüşümler ve küme değerli iterasyonlar üzerine geniş bir çalışma alanı ortaya 

çıkmıştır [14-17]. 1946'da Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Lane Montgomery 

küme değerli sabit nokta teorisini homoloji teorisinin bir parçası olarak 

geliştirmişlerdir [18].  Bu çalışma, sabit nokta teorisi ile cebirsel topoloji arasındaki 

derin bağlantıları vurgulamıştır [19]. 1952'de Ky Fan [20], küme değerli sabit nokta 

teorisini bir dizi ekonomik modelde uygulamış olup, oyun teorisi ve matematiksel 

ekonomi alanlarında sabit nokta teorisinin önemli bir araç olduğunu göstermiştir. Son 
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olarak, 1979'da Jean-Pierre Aubin, ekonomik çalışmalar üzerine küme değerli sabit 

nokta teorisini daha da geliştirmiştir [21]. Bu çalışmalar ile görülüyor ki küme değerli 

sabit nokta teorisinin birçok farklı alandaki uygulamalarında önemli bir rol oynadığı 

görülmektedir [22,23]. 

Bu çalışmalara ek olarak küme değerli dönüşümler ve bunların sabit nokta teoremleri, 

Markin’in 1968'deki çalışması ve Nadler’in 1969'daki çalışmasıyla araştırmacıların 

ilgisini fazlasıyla çekmiştir [14, 24]. Nadler, bu çalışmasında, Banach Sabit Nokta 

Teoremi'nin bir genellemesini ortaya koymuştur [25]. Bu nedenle, daha sonraki 

araştırmacılar için ilham kaynağı olmuştur. Banach Sabit nokta teoremi ile Nadler’in 

teoremi arasındaki en önemli fark, Nadler’in teoreminde sabit noktanın tek 

olmamasıdır [8]. Ayrıca, Nadler’in bu çalışması küme değerli iterasyon yöntemlerinin 

tanımlanabilmesi için yol gösterici olmuştur. Küme değerli dönüşümlerin genel 

özelliklerinin belirlenmesi, belirli dönüşümler için sabit noktaların varlığının ortaya 

konması ve bu özelliklerin anlaşılabilmesi için önemli bir temel oluşturmuştur [26-

30].  

Son yıllarda, Banach Daralma Prensibi üzerinde çeşitli genelleştirmeler 

gerçekleştirilmiştir [25]. Metrik uzaylarda iki küme arasında tanımlanan geleneksel 

mesafe kavramı, küme ailesi üzerinde metriğin ilk koşulunu sağlamamaktadır [27]. Bu 

nedenle Pompeiu, iki küme arasındaki mesafe tanımı olan Hausdorff-Pompeiu 

metriğini tanımlamıştır [31]. Bu mesafe, metriğin ilk iki koşulunu karşılarken, 

Pompeiu kendi çalışmalarında metriğin üçgen eşitsizliği koşulunu dikkate 

almamaktadır [28]. Bu nedenle Hausdorff, Pompeiu’in vermiş olduğu bu tanımı 

geliştirerek Hausdorff metriğini ortaya koymuştur [31, 32]. Bu doğrultuda küme 

değerli sabit nokta teoremlerinin elde edilebilmesi için temel bir kaynak oluşturmuştur 

[33,34]. Ayrıca Nadler, ile belirtilen çalışmasında Hausdorff metriği ile küme değerli 

contraction dönüşümünü kullanarak sabit nokta teorisinin küme değerli dönüşümlere 

ve daha genel yapılar üzerine genişletilmesinde önemli bir dönüm noktası olmuştur. 

Banach tarafından ortaya konulan contraction prensibinin ise tam metrik uzaylarda 

sabit noktanın varlığını ve tekliğini garanti etmesinden dolayı literatürde geniş çalışma 

alanları ortaya konmuş ve genellemeleri araştırmacıların dikkatini çekmiştir [35,36].  

Geniş bir araştırmacı kitlesi tarafından çalışılan, tekil değerli iterasyon yöntemlerinin 

ve tekil değerli dönüşüm sınıflarının küme değerli hallerinin yeniden tanımlanması 
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araştırmacılar için farklı bir alan açmıştır. Bu küme değerli yapılar kullanılarak, 

yakınsaklığın sağlanması gibi sabit nokta teorisinin birçok kavramı için gerekli 

sonuçlar elde edilmiştir [37-41].  

Bu tez çalışmasında, tekil değerli bir dört adımlı iterasyon yöntemi tanımlanarak 

bunun için bazı tekil değerli sonuçlar elde edilmiş, bu iterasyon yönteminin küme 

değerli versiyonu yeniden ortaya konularak Banach uzayında tanımlı bazı küme 

değerli dönüşüm sınıfları için yakınsaklık, kararlılık ve veri bağlılığı kavramları 

incelenerek ispat edilmiştir. Son olarak be teoremlerin uygulanabilir olduğunu 

gösteren örnekler verilip tez çalışması bu örneklerle desteklenmiştir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR  

Çalışmanın bu kısmında sabit nokta teorisine ilişkin temel kavramlar incelenecektir. 

2.1 Tekil Değerli Dönüşümler ve Sabit Nokta Kavramı için Tanımlar 

Tanım 2.1.1: 𝑈 boş olmayan bir küme ve ℎ: 𝑈 × 𝑈 → ℝ+ bir fonksiyon olsun. Her 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  𝑈 için; 

 𝑖) ℎ(𝑥, 𝑦)  ≥  0                           

 𝑖𝑖) ℎ(𝑥, 𝑦)  =  0 ⇔  𝑥 =  𝑦 

𝑖𝑖𝑖) ℎ(𝑥, 𝑦)  =  ℎ(𝑦, 𝑥)                     (simetri) 

𝑖𝑣) ℎ(𝑥, 𝑦)  ≤  ℎ(𝑥, 𝑧)  +  ℎ(𝑧, 𝑦)    (üçgen eşitsizliği) 

şartlarını sağlayan ℎ fonksiyonuna 𝑈 kümesi üzerinde bir metrik fonksiyon denir. 

(𝑈, ℎ) ikilisine ise metrik uzay adı verilir [42]. 

Tanım 2.1.2: (𝑈, ℎ) metrik uzay ve {𝑥𝑘} bir dizi olsun. Her bir 𝜀 > 0 için 𝑧 > 𝑧0 

olduğunda 

ℎ(𝑥𝑘, 𝑥) < 𝜀 

olacak şekilde bir 𝑧0 = 𝑧0(𝜀) ∈ ℕ sayısı varsa {𝑥𝑘} dizisi 𝑥 ∈ 𝑈 noktasına yakınsaktır 

denir ve 𝑥𝑘 → 𝑥 ile gösterilir [42].  

Tanım 2.1.3: (𝑈, ℎ) metrik uzay ve {𝑥𝑘} bu uzayda bir dizi olmak üzere her bir 𝜀 > 0 

için  𝑘, 𝑙 ≥ 𝑙0 olduğunda 

ℎ(𝑥𝑘, 𝑥𝑙) < 𝜀 

olacak şekilde bir 𝑙0 = 𝑙0(𝜀) ∈ ℕ sayısı varsa {𝑥𝑘} dizisine Cauchy dizisi denir [42].   
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Tanım 2.1.4: (𝑈, ℎ) bir metrik uzay olmak üzere 𝑈 uzayındaki her {𝑥𝑘} Cauchy dizisi 

yakınsak ise 𝑈 uzayına tam metrik uzay denir [43].  

Tanım 2.1.5: (𝑈, ℎ) metrik uzayındaki 𝐾 kümesinin her 𝐺 açık örtüsünün bir sonlu 

𝐺1 alt örtüsü varsa 𝐾 kümesine kompakttır denir [42].  

Tanım 2.1.6: 𝑈 boş olmayan bir küme ve 𝔽 bir cisim olsun. +:𝑈 × 𝑈 → 𝑈  ve 

: 𝔽 × 𝑈 → 𝑈 toplama ve skalerle çarpma işlemleri tanımlansın. Aşağıdaki şartlar 

sağlanıyorsa 𝑈’e 𝔽 cismi üzerinde bir lineer uzay (vektör uzay) denir. 

A) 𝑈 𝑘ü𝑚𝑒𝑠𝑖 + işlemine göre değişmeli bir gruptur. Her 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3 ∈ 𝑈 için 

𝑖) 𝑚1 +𝑚2 ∈ 𝑈 

𝑖𝑖) 𝑚1 + (𝑚2 +𝑚3) = (𝑚1 +𝑚2) + 𝑚3 

𝑖𝑖𝑖) 𝑚1 + 𝜃 = 𝜃 +𝑚1 = 𝑚1;                 olacak şekilde 𝜃 ∈ 𝑈 vardır. 

𝑖𝑣) 𝑚1 + (−𝑚1) = (−𝑚1) + 𝑚1 = 𝜃 ; olacak şekilde −𝑚1 ∈ 𝑈 ve 𝜃 ∈ 𝑈 vardır. 

B) Her 𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝑈 ve her 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝔽 için 

 𝑖)𝑣1𝑚1 ∈ 𝑈 

𝑖𝑖) 𝑣1(𝑚1 +𝑚2) = 𝑣1𝑚1 + 𝑣1𝑚2 

𝑖𝑖𝑖) (𝑣1 + 𝑣2)𝑚1 = 𝑣1𝑚1 + 𝑣2𝑚1 

𝑖𝑣) 𝑣1(𝑣2𝑚1) = (𝑣1𝑣2)𝑚1 

v) 1𝑚1 = 𝑚1   (1, 𝔽’nın birim elemanıdır) 

𝑣) 𝑚1 +𝑚2 = 𝑚2 +𝑚1 

özelliklerini sağlıyorsa 𝐿’ye 𝔽 cismi üzerinde vektör uzay denir [44]. 

Tanım 2.1.7: 𝐾 bir vektör uzay ve 𝐵 ⊆ 𝐾 olmak üzere ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵 için  

𝐶 = {𝜌 ∈ 𝐾: 𝜌 = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1} ⊆ 𝐵    

ise, 𝐵 kümesine konveks küme denir [45]. 
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Tanım 2.1.8: K bir vektör uzay olsun. 𝔽 cismi ℝ olmak üzere, ‖. ‖:𝐾 → ℝ 

fonksiyonunun 𝑚1 noktasındaki değeri ‖𝑚1‖ ile verilsin. Her 𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝐾 ve 𝑣1 ∈ 𝔽 

için; 

𝑖) ‖𝑚1‖ ≥ 0 

𝑖𝑖) ‖𝑚1‖ ≥ 0 ⇔ 𝑚1 = 0 

𝑖𝑖𝑖) ‖𝑣1𝑚1‖ = |𝑣1|. ‖𝑚1‖ 

𝑖𝑣) ‖𝑚1 +𝑚2‖ ≤ ‖𝑚1‖ + ‖𝑚2‖ 

özelliklerini sağlıyorsa ‖ . ‖ fonksiyonuna K üzerinde bir norm, (K, ‖ . ‖) ikilisine de 

normlu uzay denir [46]. 𝐾 normlu uzay üzerinde bir norm tarafından üretilen metrik 

aşağıdaki gibidir; 

𝜌(𝑚1,𝑚2) = ‖𝑚1 −𝑚2‖, (𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝐾)        (2.1) 

ve bu metrik norm tarafından üretilen metriktir. (2.1) metriği, vektör uzay yapısı ile 

uyum gösteren aşağıdaki özelliklere sahiptir; 

𝜌(𝑚1 +𝑚3, 𝑚2 +𝑚3) = 𝜌(𝑚1,𝑚2),  (𝑚3 ∈ 𝐾) (2.2) 

𝜌(𝑣1. 𝑚1, 𝑣1. 𝑚2) = |𝑣1|. 𝜌(𝑚1, 𝑚2),   (𝑣1 ∈ 𝐾) (2.3) 

Dolayısıyla bir normlu uzay için hem bir vektör uzayının hem de bir metrik uzayın 

özelliklerini taşıyor diyebiliriz. 

Tanım 2.1.9: K normlu vektör uzay olsun. K uzayı,  ℎ(𝑝, 𝑞) = ‖𝑝 − 𝑞‖, (𝑝, 𝑞 ∈ 𝐾) ile 

verilen norm tarafından üretilen metriğe göre tam ise 𝐾 uzayına Banach uzayı denir 

[47]. 

Tanım 2.1.10: 𝐾, 𝐿: 𝑈 → 𝑈 iki operatör olsun. Her 𝑥 ∈ 𝑈 ve uygun bir 𝜀 > 0 için 

‖𝐾𝑥 − 𝐿𝑥‖ ≤ 𝜀 ise 𝐿, 𝐾’nın bir yaklaşım operatörü olarak adlandırılır [48]. 

Tanım 2.1.11: 𝑈 boş olmayan bir küme 𝑇:𝑈 → 𝑈 keyfi bir dönüşüm olsun. 

𝑇𝑥 = 𝑥 (2.4) 

olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑈 var ise bu 𝑥 noktasına 𝑇’nin sabit noktası denir ve 𝑇’nin tüm 

sabit noktalarının kümesi 𝐹(𝑇) ile belirtilir [49].  
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Örnek 2.1.12:  

 1) U= [0,1] reel vektör uzayı ve 𝑇:𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm 𝑇𝑥 = 5𝑥 olmak üzere     

𝐹(𝑇) = {0}. 

 2)  U= ℝ  ve 𝑇:𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm 𝑇𝑥 = 𝑥 − 8 olmak üzere 𝐹(𝑇) = ∅ . 

 3)  𝑈 = ℝ ve 𝑇:𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm 𝑇𝑥 = 𝑥/5 olmak üzere 𝐹(𝑇) = {0}.  

 4) U= [0,1] reel vektör uzayı ve 𝑇:𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm 𝑇𝑥 = 𝑥3 − 𝑥2 olmak      üzere 

𝐹(𝑇) = {0}.  

Tanım 2.1.13: (𝑈, ℎ) bir metrik uzay olmak üzere  𝑇:𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. Eğer 

her 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑈 için   

𝜌(𝑇𝑚, 𝑇𝑛) = 𝜑 . 𝜌(𝑚, 𝑛) (2.5) 

olacak şekilde bir 𝜑 > 0  sayısı var ve mevcut ise 𝑇’ye bir Libschitzian dönüşüm denir. 

Buradan; 

i) Eğer 0 ≤ 𝜑 < 1 ise 𝑇 dönüşümüne daraltan(contraction) dönüşüm  

ii) Eğer 𝜑 = 1 ise 𝑇 dönüşümüne genişlemeyen (nonexpansive) dönüşüm 

denir [49]. Bu durumda her 𝑇 Libschitzian dönüşüm düzgün süreklidir. 

Örnek 2.1.14: 

𝒊) 𝑋 = ℝ ve ℎ(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 5𝑥 − 12  şeklinde tanımlansın. Her 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için; 

ℎ(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| = |5𝑥 − 12 − (5𝑦 − 12)| = |5𝑥 − 5𝑦| ≤ 5. |𝑥 − 𝑦| 

olup 𝐿 = 5 ≥ 0  için 𝑇 Libschitzian dönüşümdür. 

𝒊𝒊) 𝑋 = (0,1] uzayı ve ℎ(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 olmak üzere 𝑇𝑥 =
𝑥

7
 olsun.  

ℎ(𝑥, 𝑦) =  |
𝑥

7
−
𝑦

7
| =

|𝑥 − 𝑦|

7
≤
1

7
|𝑥 − 𝑦| 
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olup 0 <
1

7
≤ 1 olduğundan 𝑇 dönüşümü daraltan (contraction) dönüşümdür fakat 

sabit noktası yoktur. 

Teorem 2.1.15: (𝑈, ℎ) tam metrik uzay ve 𝑇:𝑈 → 𝑈 bir dönüşüm olsun. Her 𝑚, 𝑛 ∈

𝑈 için; 

ℎ(𝑇𝑚, 𝑇𝑛) ≤ 𝜑ℎ(𝑚, 𝑛) (2.6) 

olacak şekilde bir 0 ≤ 𝜑 < 1 sabiti varsa o zaman 𝑇 tek bir sabit noktaya sahiptir. 

Literatürde bu teoreme Banach contraction prensibi veya Banach sabit nokta teoremi 

olarak adlandırılır [25].  

Tanım 2.1.16: Bir 𝑈 kümesi içinde tanımlı {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  ve {𝑦𝑛}𝑛=0

∞  dizileri verildiğinde, 

bu dizilerin her bir terimi sıfıra yaklaşırsa, yani  

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ = 0 (2.7) 

şartı sağlanıyorsa, bu iki dizi denk olarak kabul edilir [50]. 

Tanım 2.1.17: Bir 𝑈 kümesi içinde tanımlı {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  ve {𝑦𝑛}𝑛=0

∞  dizileri verildiğinde, 

her 𝑘 ∈ ℕ için bir 𝜀(𝑘) değeri varsa ve 𝑛 ≥ 𝑘 olduğunda  

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ ≤ 𝜀(𝑘)  (2.8) 

şartı sağlanıyorsa {𝑦𝑛}𝑛=0
∞  dizisi, {𝑥𝑛}𝑛=0

∞  dizisinin yaklaşık dizisi olarak adlandırılır 

[49].  

Tanım 2.1.18: 𝐿 Banach uzayında 𝑥𝑛 → 𝑥 zayıf yakınsama ve  𝑦 ≠ 𝑥 olmak üzere her 

𝑦 ∈ 𝐿 için; 

lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝‖𝑥𝑛 − 𝑦‖ (2.9) 

olmasını gerektiriyorsa, bu durumda 𝑥 Opial şartını sağlıyor demektir. Hilbert uzayları 

Opial şartını sağlayan Banach uzayları örnekleridir [51].  
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Tanım 2.1.19: 𝐿 bir Banach uzayı olmak üzere her 𝜀 > 0 ve ‖𝑚‖ ≤ 1, ‖𝑛‖ ≤ 1 ve 

‖𝑚 − 𝑛‖ ≥ 𝜀 koşulunu sağlayan her 𝑚, 𝑛 ∈ 𝐿 için; 
1

2
‖𝑚 + 𝑛‖ ≤ 1 − 𝛿(𝜀) olacak 

şekilde 𝛿(𝜀) > 0 mevcutsa 𝐿 için düzgün (uniformly) konveks uzay denir [52]. 

2.2 Tekil Değerli Dönüşümler için İterasyon Yöntemleri 

Bir dönüşümün sabit noktası bulunurken çeşitli iterasyon yöntemleri kullanılır. 

İterasyonlar belirli bir dönüşüm ve şartlar altında sabit noktasını bulmak için kullanılan 

yöntemlerdir. Bu yöntemlerden ilki Picard iterasyon yöntemidir [49]. Bazı durumlarda 

bu yöntem yeterince hızlı veya etkili olmayabilir. Bu nedenle, farklı iterasyon 

yöntemlerine ihtiyaç duyulmuştur. Bu yöntemlerden bazıları şunlardır: 

Tanım 2.2.1: Her 𝑛 ∈ ℕ için 

{
𝑥0 ∈ 𝐴

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑇, 𝑥𝑛) = 𝑇𝑥𝑛
 (2.10) 

şeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine Picard iterasyon yöntemi denir [49]. 

Tanım 2.2.2: Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛 ∈ [0,1] belirli koşulları karşılayan bir reel sayı dizisi 

olmak üzere 

{
𝑥0 ∈ 𝐴

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑇, 𝑥𝑛) = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛
 (2.11) 

şeklinde verilen iterasyon yöntemine Mann iterasyon yöntemi denir [53]. 

Tanım 2.2.3: Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 ∈ [0,1] belirli koşulları karşılayan reel sayı 

dizileri olmak üzere 

{
𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑇, 𝑥𝑛) = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛
𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛 𝑇𝑥𝑛                

 (2.12) 

şeklinde verilen iterasyon yöntemine Ishikawa iterasyon yöntemi denir [54]. 
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Tanım 2.2.4: Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛 ∈ [0,1] belirli koşulları karşılayan reel sayı 

dizileri olmak üzere 

{

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛
   𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛

           (2.13) 

şeklinde verilen iterasyon yöntemine Noor iterasyon yöntemi denir [55]. 

Tanım 2.2.5: Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 ∈ [0,1] belirli koşulları karşılayan reel sayı 

dizileri olmak üzere 

{
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
 𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛

 (2.14) 

şeklinde verilen iterasyon yöntemine S-iterasyon yöntemi denir [56]. 

Tanım 2.2.6: Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛 ∈ [0,1] belirli koşulları karşılayan reel sayı 

dizileri olmak üzere 

{

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑧𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑧𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛
    𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛

 (2.15) 

şeklinde verilen iterasyon yöntemine Thakur iterasyon yöntemi denir [57]. 

Tanım 2.2.7: Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛 ∈ [0,1] belirli koşulları karşılayan reel sayı 

dizileri olmak üzere 

{

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛
 𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛

 (2.16) 

şeklinde verilen iterasyon yöntemine S* iterasyon yöntemi denir [58]. 

Bu tez konusunun temelini oluşturan dört adımlı iterasyon yöntemi aşağıdaki gibi 

tanımlanmıştır.  
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Tanım 2.2.8: Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛, 𝜇𝑛 ∈ [0,1] belirli şartları sağlayan reel sayı 

dizileri olmak üzere;  

{
 

 
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛
    𝑧𝑛  = (1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑤𝑛
    𝑤𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑥𝑛

 (2.17) 

şeklinde tanımlanmıştır. 

2.3 Küme Değerli Dönüşümler ve Sabit Nokta Kavramı 

Tanım 2.3.1:  𝑋, 𝑌 boştan farklı kümeler olmak üzere 𝑋’in her elemanını 𝑌’nin bir alt 

kümesine eşleyen 𝑇 dönüşümüne küme değerli (çoğul değerli) dönüşüm denir ve 

𝑇: 𝑋 → 2𝑦 şeklinde gösterilir. Burada 2𝑦, 𝑌 nin bütün alt kümelerinin ailesidir [59]. 

Yani belirli bir kümenin her bir elemanına diğer bir kümenin belirli bir alt kümesini 

karşılık getirmektedir.  

Tanım 2.3.2:    𝑇: 𝑋 → 2𝑥 şeklinde verilen küme değerli dönüşüm için 

 𝑥1 ∈ 𝑇(𝑥1) (2.18) 

koşulunu sağlayan 𝑥1 ∈ 𝑋 varsa bu noktaya 𝑇 küme değerli dönüşümünün bir sabit 

noktası denir [14].  

Örnek 2.3.3: 

𝒊) 𝐾 = {1,2,3} ve 𝐿 = {3,6,9,16} olmak üzere 𝑇:𝐾 → 𝐿 verilsin. 𝑇𝑚 = 3𝑚 olacak 

şekilde tanımlansın. 

𝑇 operatörü 𝑇:𝐾 → 2𝐿 ve 𝑇 = {𝑇(𝑚)} olarak verilirse; 

𝑇1 = {𝑇(1)} = {3} 

𝑇2 = {𝑇(2)} = {6} 

𝑇3 = {𝑇(3)} = {9}    

olur. O halde T küme değerli operatördür ve sabit noktaları {3,6,9} dur. 
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𝒊𝒊)  𝑇: [0,∞) → 2[0,∞) 𝑇(𝛼) = [0, 𝛼] fonksiyonu için her bir 𝛼 ∈ [0,∞) için sabit 

noktadır. 

𝒊𝒊𝒊)  𝑇: 𝑅 → 2𝑅 𝑇(𝜌) = {
[−1,1];  𝜌 ≠ 0
{0};   𝜌 = 0

   operatörü için 𝜌 = 0 ve her bir 𝜌 ∈ [−1,1] 

bir sabit noktadır. 

Tanım 2.3.4: (𝑈, ℎ) bir metrik uzay ve 𝑆, 𝑈’nin boştan farklı bir alt kümesi olmak 

üzere bir 𝛼𝜖𝑈 için; 

ℎ(𝛼, 𝑆) = 𝑖𝑛𝑓 {ℎ(𝛼, 𝛽): 𝛽𝜖𝑆} (2.19) 

 değerine 𝛼’nın 𝑆 kümesine olan uzaklığı denir [59]. 

Tanım 2.3.5: (𝑈, ℎ) bir metrik uzay, 𝐴, B ∈ Ρ(𝑈) olsun. Bu durumda  

𝐷(𝐴, 𝐵) = 𝑠𝑢𝑝{ℎ(𝛼, 𝛽): 𝛼𝜖𝐴} (2.20) 

değerine 𝐴 kümesinin 𝐵 kümesine olan uzaklığı, 

𝐻(𝐴, 𝐵) = 𝑚𝑎𝑥 {𝐷(𝐴, 𝐵), 𝐷(𝐵, 𝐴)} (2.21) 

değerine de iki küme arasındaki uzaklık denir [59]. Burada 𝐻 uzaklık fonksiyonu 𝑃(𝑈) 

üzerinde bir metriktir ve bu metriğe Hausdorff metriği denir.  

Örnek 2.3.6:  

𝒊) 𝑈 = ℝ 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑋 için 𝜌(𝑚, 𝑛) = |𝑚 − 𝑛| olsun. 𝐴 = [1,7] ve 𝐵 = [6,8] olmak 

üzere; 5 ∈ U’ nun 𝐴 kümesine olan uzaklığı; 

𝜌(5, 𝐴) = inf {𝜌(5, 𝐴), 5 ∈ 𝑆}  

              = inf {𝜌(5,1), 𝜌(5,7)} 

            = inf {4,2}  

            = 2 

5 ∈ U ‘in 𝐵 kümesine olan uzaklığı; 

𝜌(5, 𝐵) = inf {𝜌(5, 𝐵), 5 ∈ 𝑆}  
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               = inf {𝜌(5,6), 𝜌(5,8)}  

            = inf {(1,3)} 

             = 1 

elde edilir. 

𝒊𝒊) 𝑈 = ℝ2, (𝑚. 𝑛)(𝑚’, 𝑛’) ∈ 𝑈  𝑣𝑒  𝜌((𝑚. 𝑛), (𝑚’, 𝑛’)) = √(𝑚 −𝑚′)2 + (𝑛 − 𝑛′)2 

olmak üzere 𝐴 = {(𝑚, 𝑛) ∈ ℝ2,   𝑚2 + 𝑛2 ≤ 4} ve 𝐵 = {(𝑚, 𝑛) ∈ ℝ2, 1 ≤ 𝑚 ≤

4 , 0 ≤ 𝑛 ≤ 3} kümeleri alındığında; 𝐷(𝐴, 𝐵)  = 𝑠𝑢𝑝 𝛼∈𝐴𝑝(𝛼, 𝐵) = 2 ve 𝐷(𝐵, 𝐴) =

𝑠𝑢𝑝𝑏∈𝐵 𝑝(𝑏, 𝐴), 𝑎 ∈ 𝐴 = 5 olup buradan 𝐻(𝐴, 𝐵) = 𝑚𝑎𝑥  {𝐷(𝐴, 𝐵), 𝐷(𝐵, 𝐴)} = 5 

olur. Alınan keyfi 𝑚’lere göre mesafe için infimumları 𝑠𝑢𝑝 𝐷(𝐴, 𝐵) verir. Keyfi 

𝑚’lerin supremumu yani  (1 − 0) olup 1 olur.  

Tanım 2.3.7: (𝑈, ℎ) bir metrik uzay ve 𝑇:𝑈 → 𝑃(𝑈) bir küme değerli dönüşüm olsun. 

Her 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑈 için; 𝐻(𝑇𝑚, 𝑇𝑛) ≤ 𝜑ℎ(𝑚, 𝑛) olacak şekilde bir 𝜑 > 0 sayısı mevcut ise 

𝑇’ye küme değerli Libschitzian dönüşüm denir. Burada özel olarak; 

1) Eğer 0 ≤ 𝜑 < 1 ise 𝑇’ye küme değerli contraction (daraltan), 

2) Eğer 𝜑 = 1 ise 𝑇’ye küme değerli nonexpansive (genişlemeyen) dönüşüm 

denir [59].  

Tanım 2.3.8: (𝑈, ℎ) bir metrik uzay, 𝐻’da 𝑃(𝑈) üzerinde Hausdorff metriği olmak 

üzere  𝑇:𝑈 → 𝑃(𝑈) bir küme değerli dönüşümü için 𝑈’daki her yakınsak {𝑚𝑛} dizisi 

𝑚𝑛 → 𝑚 iken 𝐻(𝑇𝑚𝑛, 𝑇𝑚) → 0 oluyorsa 𝑇’ye 𝑈 üzerinde süreklidir denir [14].  

Tanım 2.3.9: 𝐿 bir Banach uzayı ve 𝐾’da 𝐿’nin boş olmayan bir alt kümesi olmak 

üzere 𝑇:𝐾 →  𝑃(𝐾) küme değerli dönüşümü verilsin. 𝐾’daki {𝑥𝑛} dizisi 𝑥 noktasına 

zayıf ve 𝑦𝑛 ∈ 𝑇𝑥𝑛 olmak üzere {𝑦𝑛} dizisi 𝑦’ ye güçlü yakınsadığında 𝑦 ∈ 𝑇𝑥 

oluyorsa 𝑇 dönüşümüne 𝑦 ∈ 𝐾 da demiclosed denir [60].   

Tanım 2.3.10: 𝑇:𝐾 →  𝑃(𝐾) küme değerli dönüşüm ve 𝐹(𝑇) ≠ 0 olmak üzere eğer 

her 𝑚 > 0 için 𝑓(0) = 0, 𝑓(𝑟) > 0 olup azalmayan bir 𝑓: [0,∞) → [0,∞) var ve her 

𝑥 ∈ 𝐾 için ℎ(𝑥, 𝑇𝑥) ≥ 𝑓ℎ(𝑥, 𝐹(𝑇)) ise 𝑇’ye (𝐼) koşulunu sağlıyor denir [61]. 
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Tanım 2.3.11: 𝐿 Opial koşulunu sağlayan düzgün konveks Banach uzayı ve 𝐾, 𝐿 nin 

boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi olmak üzere 𝑇:𝐾 →  𝑃(𝐾) küme değerli 

dönüşümü için 𝐹(𝑇)  ≠  ∅ ve 𝑃𝑇 genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Eğer 𝐼 − 𝑃𝑇 sıfırda 

demiclosed ise bu durumda (2.28) ile tanımlanan {𝑥𝑛} dizisi T nin sabit noktasına zayıf 

yakınsar [62]. 

Tanım 2.3.12: 𝐿 bir Banach uzayı ve 𝐾 ⊆ 𝐿 kapalı bir küme olsun. 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝐾’nın 

𝑥 için metrik fonksiyonu ℎ(𝑥, 𝐿) = inf {‖𝑥 − 𝑘‖: 𝑘 ∈ 𝐾}’dur. 𝑥’in 𝐾 üzerine metrik 

izdüşümü 𝑃𝐾(𝑥) = {𝑘 ∈ 𝐾: ‖𝑥 − 𝑘‖ = 𝑑(𝑥, 𝐾)} olur. Burada 𝐾 kümesine 

proksiminal denir [63].  

2.4 İterasyon Yöntemlerinin Küme Değerli Versiyonları 

Mann iterasyonu küme değerli dönüşümler için aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

Tanım 2.4.1: 𝑇:𝑈 → 𝑃(𝑈) küme değerli bir dönüşüm {𝛼𝑛} ∈ [0,1] belirli koşulları 

karşılayan bir reel sayı dizisi olsun ve 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) için  

{
𝑥0 ∈ 𝐴                                                       
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑢𝑛                  

 (2.22) 

şeklinde verilen iterasyon yöntemine küme değerli Mann iterasyon yöntemi denir. 

Burada 𝑢𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑥𝑛) dir [64]. 

Ishikawa iterasyonu küme değerli dönüşümler ise aşağıdaki gibi tanımlanmıştır.  

Tanım 2.4.2: 𝑇:𝑈 → 𝑃(𝑈) küme değerli dönüşüm {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛} ∈ [0,1] ve belirli 

koşulları karşılayan reel sayı dizileri olmak üzere; 

{
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑣𝑛
    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑢𝑛

 (2.23) 

şeklinde verilen iterasyon yöntemine küme değerli Ishikawa iterasyon yöntemi denir. 

Burada 𝑢𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑥𝑛),  𝑣𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑦𝑛) dir [64].  
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Küme değerli Noor iterasyon yöntemi ise: 

Tanım 2.4.3: 𝑇:𝑈 → 𝑃(𝑈) küme değerli dönüşüm {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛} ∈ [0,1] belirli 

koşulları karşılayan reel sayı dizileri olmak üzere; 

{

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑣𝑛
    𝑦𝑛  = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑤𝑛
   𝑧𝑛  = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑢𝑛

          (2.24) 

şeklinde verilen iterasyon yöntemine küme değerli Noor iterasyon yöntemi denir. 

Burada 𝑢𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑥𝑛),  𝑣𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑦𝑛),  𝑤𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑧𝑛) ‘dir [56]. 

S-iterasyon yönteminin küme değerli versiyonu: 

Tanım 2.4.4: Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 ∈ [0,1] belirli koşulları karşılayan reel sayı 

dizileri olmak üzere 

{
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑢𝑛 + 𝛼𝑛𝑣𝑛
  𝑦𝑛   = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑢𝑛

 (2.25) 

şeklinde verilen iterasyon yöntemine küme değerli S-iterasyon yöntemi denir. Burada 

𝑢𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑥𝑛),  𝑣𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑦𝑛)’dir [65].  

Tanım 2.4.5: Her 𝑛 ∈ ℕ için {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛} ∈ [0,1]  belirli koşulları karşılayan reel 

sayı dizileri olmak üzere; 

{

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑣𝑛 + 𝛼𝑛𝑤𝑛
    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑢𝑛 + 𝛽𝑛𝑤𝑛
   𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑢𝑛

 (2.26) 

şeklinde verilen iterasyon yöntemine küme değerli  S* iterasyon yöntemi denir. Burada 

𝑢𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑥𝑛),  𝑣𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑦𝑛),  𝑤𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑧𝑛) ’dir [66]. 

Tanım 2.4.6: Her 𝑛 ∈ ℕ için {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛} ∈ [0,1]  belirli koşulları karşılayan reel 

sayı dizileri olmak üzere; 

{

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑤𝑛 + 𝛼𝑛𝑣𝑛
    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑧𝑛 + 𝛽𝑛𝑤𝑛
   𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑢𝑛

 (2.27) 
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şeklinde verilen iterasyon yöntemine küme değerli Thakur iterasyon yöntemi denir. 

Burada 𝑢𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑥𝑛),  𝑣𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑦𝑛),  𝑤𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑧𝑛) ’dir [67]. 

Tanım 2.2.8 de (2.17) ile verilen yeni iterasyon yönteminin küme değerli versiyonu 

aşağıdaki gibi tanımlanabilir. 

Tanım 2.4.7:  

{
 
 

 
 
 𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑎𝑛,    𝑎𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑦𝑛)  

    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑏𝑛,     𝑏𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑧𝑛)

    𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑐𝑛,     𝑐𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑤𝑛)

    𝑤𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑑𝑛,     𝑑𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑥𝑛)
  

 (2.28) 

2.5 Bazı Sabit Nokta Teoremleri  

Teorem 2.5.1: [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ olmak üzere 𝑓: [𝑎, 𝑏] → [𝑎, 𝑏] sürekli bir dönüşüm olduğu 

kabul edilirse 𝑓’nin [𝑎, 𝑏] aralığında bir sabit noktası vardır [49]. 

Teorem 2.5.2: (𝑈, 𝑑) bir tam metrik uzay ve 𝑇:𝑈 → 2𝑢 küme değerli bir fonksiyon 

olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 için; 

 𝐻(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) ≤ 𝑘. 𝑑(𝑥, 𝑦)  (2.29) 

olsun. O halde 𝑘 ∈ [0,1) varsa 𝑇’nin 𝑈 uzayında bir sabit noktası vardır. Burada 𝐻, 

Hausdorff metriği anlamına gelir [14].  

İspat: 𝑇 operatörünün Lipschitz sabiti 𝑘 ∈ [0,1) olsun. Keyfi bir 𝑥0 ∈ 𝑈 alırsak ve 

𝑥1 ∈ 𝑇𝑥0 olsun. (𝑈, 𝑑) metrik uzayında 𝑘 > 0, 𝑥 ∈ 𝐴 için öyle bir 𝑦 ∈ 𝐵 vardır ki 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝐻(𝐴, 𝐵) + 𝑘 olmak üzere 𝑑(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝐻(𝑇𝑥0, 𝑇𝑥1) + 𝑘 olacak biçimde bir 

𝑥2 ∈ 𝑇𝑥1 vardır. 𝑑(𝑥2, 𝑥3) ≤ 𝐻(𝑇𝑥1, 𝑇𝑥2) + 𝑘
2 olacak şekilde bir 𝑥3 ∈ 𝑇𝑥2 vardır. 

Bu şekilde devam edersek her 𝑛 ∈ 𝑁 için 𝑥𝑛 ∈ 𝑇𝑥𝑛 ve 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤

𝐻(𝑇𝑥𝑛−1, 𝑇𝑥𝑛) + 𝑘
𝑛 olacak biçimde bir {𝑥𝑛} dizisi elde edilebilir. Her 𝑛 ∈ 𝑁 için; 

  𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝐻(𝑇𝑥𝑛−1, 𝑇𝑥𝑛) + 𝑘
𝑛 

                      ≤ 𝑘𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) + 𝑘
𝑛 

                      ≤ 𝑘[𝐻(𝑇𝑥𝑛−2, 𝑇𝑥𝑛−1) + 𝑘
𝑛−1] + 𝑘𝑛 
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                      ≤ 𝑘𝐻(𝑇𝑥𝑛−2, 𝑇𝑥𝑛−1) + 2𝑘
𝑛 

                      ≤ 𝑘2𝑑(𝑥𝑛−2, 𝑥𝑛−1) + 2𝑘
𝑛 

                      ≤ 𝑘𝑛𝑑(𝑥0, 𝑥1) + 𝑛𝑘
𝑛  

elde edilir. Ayrıca ∑ 𝑘𝑛 < ∞∞
𝑛=0  olup ∑ 𝑛𝑘𝑛 < ∞∞

𝑛=0  olduğundan  

 ∑ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤ ∑ [𝑘𝑛∞
𝑛=0

∞
𝑛=0 𝑑(𝑥0, 𝑥1) + 𝑛𝑘

𝑛] 

                              = 𝑑(𝑥0, 𝑥1)∑ 𝑘𝑛 + ∑ 𝑛𝑘𝑛∞
𝑛=0

∞
𝑛=0  

                              < ∞   

olur. Dolayısıyla {𝑥𝑛}’nin bir Cauchy dizisi olduğu anlamına gelir. 𝑈 tamdır ve 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥∗ olacak şekilde bir 𝑥∗ ∈ 𝑈 vardır.O halde  

𝐷(𝑥𝑛+1, 𝑇𝑥
∗) ≤ 𝐻(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑥

∗) ≤ 𝑘𝑑(𝑥𝑛, 𝑥
∗) (2.30) 

iken 𝑛 → ∞ alınırsa 𝐷(𝑥∗, 𝑇𝑥∗) = 0 olup 𝑥∗ ∈ 𝑇𝑥∗ dır. Yani 𝑥∗ , 𝑇’nin bir sabit 

noktasıdır.  

Teorem 2.5.3: (𝑈, ‖. , . ‖) normlu bir lineer uzay olsun ve iki nokta arasındaki mesafe  

ℎ(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ ile tanımlansın. Ayrıca 𝑇:𝑈 → 𝐶𝐵(𝑈) küme değerli bir Kannan 

dönüşümü olsun. Eğer 𝑆: 𝑈 → 𝐶𝐵(𝑈) ve 𝐹(𝑆) ≠ ∅ ise ve 𝐻(𝑇𝑥, 𝑆𝑥) ≤ 𝛾, ∀𝑥 ∈ 𝑈 

şartı sağlanıyorsa o zaman 𝑧 ∈ 𝐹(𝑇) için  

 ℎ(𝑧, 𝑧∗) ≤
1

1−𝑘
𝜗𝛾,  sup

𝑧∗∈𝐹(𝑆)
ℎ(𝑧∗, 𝐹(𝑇)) ≤

1

1−𝑘
𝜗𝛾 (2.31) 

 ifadesi bulunabilir. Burada 𝑘 =
𝜃

1−𝜃
 ve 𝑧∗ ∈ 𝐹(𝑆), 𝑆’nin sabit noktalar kümesinde 

rastgele bir noktadır. Eğer 𝑆, küme değerli bir Kannan dönüşüm ise;  

 𝐻(𝐹(𝑆), 𝐹(𝑇)) ≤
1

1−𝑘
𝜗𝛾   (2.32) 

eşitsizliği geçerli olur [68]. 

Teorem 2.5.4: 𝐿 bir düzgün konveks Banach uzayı ve 𝑈, 𝐿 uzayının kapalı, konveks, 

sınırlı ve boş olmayan bir alt kümesi olarak alınsın. 𝑇: 𝑈 →  𝑃𝑘(𝐿)  genişleme olmayan 

bir operatör olsun. O halde 𝑇’nin bir sabit noktası vardır [49].   
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Teorem 2.5.5: 𝐿 bir Banach uzayı, 𝐺, 𝐿’nın kompakt, konveks alt kümesi ve 𝑓: 𝐺 →

𝐺 sürekli ve kompakt bir dönüşüm olmak üzere 𝑓, 𝐺’de en az bir sabit noktaya sahiptir 

[49]. 

2.6. Bazı Sabit Nokta Tanımları ve Lemmaları  

Bu bölümde yakınsaklık, kararlılık ve veri bağlılığı teoremlerinin ispatı için gerekli 

lemmalara yer verilmiştir.  

Tanım 2.6.1: (𝑈, ℎ) bir metrik uzay, 𝑇:𝑈 → 𝑈 dönüşüm ve 𝑥0 ∈ 𝑈 olsun. Picard 

iterasyon yönteminden elde edilen {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dizisinin 𝑇’nin 𝑝 sabit noktasına 

yakınsadığını kabul edelim. {𝑢𝑛}𝑛=1
∞ , 𝑈 uzayında keyfi bir dizi olmak üzere;  

𝜀𝑛 = ℎ(𝑢𝑛+1, 𝑓(𝑇, 𝑢𝑛)), 𝑛 = 0,1,2, …  (2.33) 

olarak alalım. Bu iterasyon yönteminin 𝑇’ye göre kararlı olması için gerek ve yeter 

koşul  

lim
𝑛→∞

𝜀𝑛 = 0 ⇔  lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 𝑝  (2.34) 

olmasıdır [69]. 

Tanım 2.6.2: {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  herhangi bir sabit nokta iterasyon dizisi olsun. {𝑥𝑛}𝑛=1

∞  dizisinin 

𝑇’nin 𝑝 sabit noktasına yakınsadığını kabul edelim. Eğer {𝑢𝑛}𝑛=1
∞  dizisi {𝑥𝑛}𝑛=1

∞  

dizisine denk bir dizi ise 

lim
𝑛→∞

‖𝑢𝑛+1 − 𝑓(𝑇, 𝑢𝑛)‖ = 0 ⇒  lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 𝑝  (2.35) 

olur. O halde {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dizisine zayıf 𝑤2 − kararlılık denir [70]. 

Lemma 2.6.3: {𝑎𝑛}𝑛=0
∞  ve {𝑏𝑛}𝑛=0

∞  negatif olmayan iki dizi olsun. 

𝑎𝑛+1 ≤ (1 − 𝜇𝑛)𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 (2.36) 

olacak şekilde 𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝜇𝑛 ∈ (0,1) ve ∑  𝜇𝑛 = ∞∞
𝑛=1  ve 𝑛 → ∞ için 

𝑏𝑛

𝜇𝑛
→ 0 dır. Bu 

durumda lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0 dır [71].  
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Lemma 2.6.4: Her 𝑛 ≥ 𝑛0 için {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  negatif olmayan reel sayı dizisi verilsin. 

𝑎𝑛+1 ≤ (1 − 𝜇𝑛)𝑎𝑛 + 𝜇𝑛𝜂𝑛 (2.37) 

olacak şekilde 𝑛0 ∈ ℕ mevcut olsun. Burada her 𝑛 ∈ ℕ için 𝜇𝑛 ∈ (0,1), ∑
 

𝜇𝑛 = ∞
∞
𝑛=1  

ve 𝜂𝑛 ≥ 0 dır. Bu durumda 

0 ≤ lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝 𝑎𝑛 ≤ lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝 𝜂𝑛 (2.38) 

eşitsizliği sağlanır [48]. 

Lemma 2.6.5: 𝐿 bir Banach uzayı olmak üzere 𝑝 > 0 sayısı için 𝐿’nin  ǁ . ǁ2 kare 

normu 𝑝 yarıçaplı orijin merkezli kapalı küre olan 𝛽𝑛 üzerinde kapalı ve konvekstir. 

Bu durumda 𝜑(0) = 0 olacak şekilde 𝜑: [0,∞) → [0,∞) sürekli artan bir fonksiyon 

vardır. Öyle ki  

ǁ𝑎𝑥 + (1 − 𝑎)𝑦ǁ ≤ 𝛼ǁ𝑥ǁ2 + (1 − 𝛼)ǁ𝑦ǁ2 − 𝛼 ⋅ (1 − 𝛼)𝜑ǁ𝑥 − 𝑦ǁ (2.39) 

eşitliği sağlanır [72]. 

Lemma 2.6.6: 𝑆 bir Banach uzayı olsun. 𝑆 içerisinde {𝑤𝑛} ve {𝑔𝑛} öyle diziler olsun. 

Her 𝑛 ∈ ℕ için ǁ𝑤𝑛ǁ ≤ 1 , ǁ𝑔𝑛ǁ ≤ 1  olacak şekilde S içinde 𝑧𝑛 = (1 − 𝑡𝑛)𝑤𝑛 + 𝑡𝑛𝑔𝑛 

şeklinde tanımlansın. O halde 0 < a < b < 1 olmak üzere {𝑡𝑛}, [𝑎, 𝑏] aralığında bir 

dizidir ve lim
𝑛→∞

ǁ𝑧𝑛ǁ = 1 ise 𝑙𝑖𝑚ǁ
𝑛→∞

𝑤𝑛 − 𝑔𝑛ǁ = 0 olur [73]. 

Lemma 2.6.7: 𝑇:𝐾 → 𝑃(𝐾) küme değerli dönüşümü ve 𝑃𝑇(𝑢) = {𝑣 ∈ 𝑇𝑢: ‖𝑢 −

𝑣‖ = 𝑑(𝑢, 𝑇𝑢)} için aşağıdaki ifadeler denktir. 

i) 𝑢 ∈ 𝐹(𝑇), 

ii) 𝑃𝑇(𝑢) = {𝑢}, 

iii) 𝑢 ∈  𝐹(𝑃𝑇),  

olur ve 𝐹(𝑇) =  𝐹(𝑃𝑇) dir [74]. 

(2.40) 
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3. YENİ İTERASYON YÖNTEMİNİN YAKINSAKLIK, KARARLILIK VE 

VERİ BAĞLILIĞI 

Bu bölümde ele alınacak (2.28) ile verilmiş olan yeni iterasyon yöntemi için 

yakınsaklık teoremleri, kararlılık ve veri bağlılığı ispatlanacaktır.  

3.1 Yeni İterasyon Yönteminin Yakınsaklığı 

Lemma 3.1.1  𝐿 düzgün konveks Banach uzayının alt kümesi 𝐾 olsun. 𝑇:𝐾 → 𝑃(𝐾) 

şeklinde tanımlansın, 𝑃𝑇 ise Tanım 2.3.7 şartını sağlayan nonexpansive dönüşüm ve 

sabit nokta kümesi 𝐹(𝑇) ≠ ∅ olsun. 𝑝 noktası 𝑇 dönüşümünün bir sabit noktası ise 

(2.28) ile tanımlanan {𝑥𝑛} dizisi lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ vardır. 

İspat: 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) olsun. Lemma 2.6.7 ve 𝑎𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑦𝑛) kullanılarak 

ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ = ǁ (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑎𝑛 − 𝑝ǁ 

                       ≤ (1 − 𝛼𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛼𝑛ǁ 𝑎𝑛 − 𝑝ǁ 

                    = (1 − 𝛼𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛼𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑦𝑛), 𝑃𝑇(𝑝)) 

                       ≤ (1 − 𝛼𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛼𝑛ǁ𝑦𝑛 − 𝑝ǁ 

(3.1) 

elde edilir. O halde 𝑏𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑧𝑛) kullanılarak 

ǁ𝑦𝑛 − 𝑝ǁ = ǁ (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑏𝑛 − 𝑝ǁ 

                 ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛽𝑛ǁ 𝑏𝑛 − 𝑝ǁ 

               = (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛽𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑧𝑛), 𝑃𝑇(𝑝)) 

                 ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛽𝑛ǁ𝑧𝑛 − 𝑝ǁ 

(3.2) 

ve 𝑐𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑤𝑛) kullanılarak 

ǁ𝑧𝑛 − 𝑝ǁ = ǁ (1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑐𝑛 − 𝑝ǁ 

                 ≤ (1 − 𝛾𝑛)ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛾𝑛ǁ 𝑐𝑛 − 𝑝ǁ 

               = (1 − 𝛾𝑛)ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛾𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑤𝑛), 𝑃𝑇(𝑝)) 

                 ≤ (1 − 𝛾𝑛)ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛾𝑛ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ 

               = ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ 

(3.3) 

olur. Benzer şekilde işlemler yapılır ve 𝑑𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑥𝑛) kullanılırsa 
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ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ = ǁ (1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑑𝑛 − 𝑝ǁ 

                  ≤ (1 − 𝜇𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝜇𝑛ǁ 𝑑𝑛 − 𝑝ǁ 

                = (1 − 𝜇𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝜇𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑥𝑛), 𝑃𝑇(𝑝)) 

                  ≤ (1 − 𝜇𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝜇𝑛ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ 

                = ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ 

(3.4) 

elde edilir. (3.4), (3.3), (3.2) ve (3.1) eşitsizlikleri gözönüne alındığında  

ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ ≤ ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ 

ǁ𝑧𝑛 − 𝑝ǁ ≤ ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ 

ǁ𝑦𝑛 − 𝑝ǁ ≤ ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ 

(3.5) 

elde edilir. Böylece 

ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ ≤ ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ (3.6) 

olur. Sonuç olarak {ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ}𝑛=1
∞  azalan ve sınırlı olur. Bu durumda lim

𝑛→∞
ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ 

limiti elde edilir. 

Lemma 3.1.2  𝐿, 𝐾, 𝑇 ve 𝑃𝑇 Lemma 3.1.1 ile aynı şartlar altında verilsin. Bu durumda 

(2.28) ile tanımlanan {𝑥𝑛} dizisi için lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑃𝑇(𝑥𝑛)) = 0 olur. 

İspat: Lemma 3.1.1 elde edilen 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) için lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ  var olduğundan 𝑟 ≥ 0 

için lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟 olduğunu kabul edelim. Bu durumda 𝑑𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑥𝑛), (2.28) ile 

tanımlanan {𝑥𝑛} dizisi ve Hausdorff metriği tanımı gereğince; 

ǁ𝑑𝑛 − 𝑝ǁ ≤ 𝐻(𝑃𝑇(𝑥𝑛), 𝑃𝑇(𝑝)) ≤ ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ (3.7) 

olur. O halde  

limsup
𝑛→∞

ǁ𝑑𝑛 − 𝑝ǁ  ≤ 𝑟 (3.8) 

elde edilir.  

Benzer şekilde Lemma 3.1.1 ile verilen (3.5) ve (3.6) eşitsizlikleri kullanılarak 
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ǁ𝑎𝑛 − 𝑝ǁ ≤ 𝐻(𝑃𝑇(𝑦𝑛), 𝑃𝑇(𝑝)) ≤ ǁ𝑦𝑛 − 𝑝ǁ 

ǁ𝑏𝑛 − 𝑝ǁ ≤ 𝐻(𝑃𝑇(𝑧𝑛), 𝑃𝑇(𝑝)) ≤ ǁ𝑧𝑛 − 𝑝ǁ 

ǁ𝑐𝑛 − 𝑝ǁ ≤ 𝐻(𝑃𝑇(𝑤𝑛), 𝑃𝑇(𝑝)) ≤ ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ 

(3.9) 

olur. (3.9) eşitsizliği ile lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟 eşitliği kullanılarak  

limsup
𝑛→∞

ǁ𝑎𝑛 − 𝑝ǁ  ≤ 𝑟 

limsup
𝑛→∞

ǁ𝑏𝑛 − 𝑝ǁ  ≤ 𝑟 

limsup
𝑛→∞

ǁ𝑐𝑛 − 𝑝ǁ  ≤ 𝑟 

(3.10) 

yazılabilir.  

ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ = ǁ(1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑎𝑛 − 𝑝ǁ ≤ ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ  (3.11) 

olur. Bu durum Lemma 3.1.1 den görülür. Ayrıca 

𝑟 = lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ  

    ≤ lim
𝑛→∞

ǁ(1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑎𝑛 − 𝑝ǁ ≤ lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟  
(3.12) 

olduğundan dolayı 

lim
𝑛→∞

ǁ(1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑎𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟  (3.13) 

elde edilir. Lemma 2.6.7 den  

lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑎𝑛ǁ = 0  (3.14) 

olduğu görülür. (2.28) ile tanımlanan {𝑥𝑛} dizisi kullanılarak  

ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑎𝑛ǁ = ǁ(1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑎𝑛 − 𝑎𝑛ǁ 

                        ≤ (1 − 𝛼𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑎𝑛ǁ 
(3.15) 

(3.15) eşitsizliğinin her iki tarafının limiti alınıp ve (3.14) eşitsizliği kullanılırsa  
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lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑎𝑛ǁ = 0  (3.16) 

elde edilir. 

ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ = ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑎𝑛ǁ + ǁ 𝑎𝑛 − 𝑝ǁ 

                       ≤ ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑎𝑛ǁ + 𝐻(𝑃𝑇(𝑦𝑛), 𝑃𝑇(𝑝)) 

                       ≤ ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑎𝑛ǁ + ǁ𝑦𝑛 − 𝑝ǁ 

(3.17) 

(3.16) eşitsizliği ve lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟 eşitliği kullanılarak 

𝑟 ≤ liminf
𝑛→∞

ǁ𝑦𝑛 − 𝑝ǁ  (3.18) 

böylece 

lim
𝑛→∞

ǁ𝑦𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟  (3.19) 

olur. Ayrıca benzer şekilde Lemma 3.1.1 de verilen (3.2) eşitsizliği ve (3.19) limiti 

kullanılarak .  

𝑟 = lim
𝑛→∞

ǁ𝑦𝑛 − 𝑝ǁ ≤ lim
𝑛→∞

ǁ(1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑏𝑛 − 𝑝ǁ ≤ lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟 (3.20) 

olduğundan dolayı 

lim
𝑛→∞

ǁ(1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑏𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟  (3.21) 

elde edilir. Lemma 2.6.3 den  

lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑏𝑛ǁ = 0  (3.22) 

olduğu görülür. 

ǁ𝑦𝑛 − 𝑏𝑛ǁ = ǁ(1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑏𝑛 − 𝑏𝑛ǁ 

                    ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑏𝑛ǁ 
(3.23) 

(3.23) eşitsizliğinin her iki tarafının limiti alınıp ve (3.22) eşitsizliği kullanılırsa  
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lim
𝑛→∞

ǁ𝑦𝑛 − 𝑏𝑛ǁ = 0  (3.24) 

elde edilir. 

ǁ𝑦𝑛 − 𝑝ǁ = ǁ𝑦𝑛 − 𝑏𝑛ǁ + ǁ 𝑏𝑛 − 𝑝ǁ 

                   ≤ ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑏𝑛ǁ + 𝐻(𝑃𝑇(𝑧𝑛), 𝑃𝑇(𝑝)) 

                   ≤ ǁ𝑦𝑛 − 𝑏𝑛ǁ + ǁ𝑧𝑛 − 𝑝ǁ 

(3.25) 

(3.25) eşitsizliği ve lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟 eşitliği kullanılarak 

𝑟 ≤ liminf
𝑛→∞

ǁ𝑧𝑛 − 𝑝ǁ  (3.26) 

ve böylece 

lim
𝑛→∞

ǁ𝑧𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟  (3.27) 

olur. Bu aşama için benzer işlemler yapılırsa; 

ǁ𝑧𝑛 − 𝑝ǁ = ǁ(1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑐𝑛 − 𝑝ǁ ≤ ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ  

𝑟 = lim
𝑛→∞

ǁ𝑧𝑛 − 𝑝ǁ ≤ lim
𝑛→∞

ǁ(1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑐𝑛 − 𝑝ǁ ≤ lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟 

lim
𝑛→∞

ǁ(1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑐𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟  

(3.28) 

elde edilip  

lim
𝑛→∞

ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟  (3.29) 

sonucuna ulaşılır. Böyle devam edilirse 

ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ = ǁ(1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑑𝑛 − 𝑝ǁ ≤ ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ  

𝑟 = lim
𝑛→∞

ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ ≤ lim
𝑛→∞

ǁ(1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑑𝑛 − 𝑝ǁ  

                               ≤ lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟 

lim
𝑛→∞

ǁ(1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑑𝑛 − 𝑝ǁ = 𝑟  

(3.30) 

olur. Buradan son olarak 
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lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑑𝑛 ǁ = 0  (3.31) 

elde edilir. lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑃𝑇(𝑥𝑛)) = 0 sonucuna ulaşılır ve ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 3.1.3  𝐿, Opial şartını sağlayan düzgün konveks Banach uzayı ve 𝐾 , 𝐿 nin 

boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi olsun. 𝑇:𝐾 → 𝑃(𝐾) şeklinde tanımlansın, 

𝑃𝑇 ise Tanım 2.3.7 şartını sağlayan nonexpansive dönüşüm ve sabit nokta kümesi 

𝐹(𝑇) ≠ ∅ olsun. 𝐼 − 𝑃𝑇 sıfırda demiclosed ise bu durumda (2.28) ile tanımlanan {𝑥𝑛} 

dizisi 𝑇 nin sabit noktasına zayıf yakınsar. 

İspat: Lemma 3.1.1 elde edilen 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) için lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ  var olduğu gösterilmişti. 

𝑇:𝐾 → 𝑃(𝐾) şeklinde tanımlanan dönüşümünün sabit nokta kümesinde tek zayıf alt 

limite sahip olduğu gösterilmelidir. Bunun için öncelikle lim
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘 =𝑟1 ve lim
𝑗→∞

𝑥𝑛𝑗 =𝑟2 

alt limitlerine sahip {𝑥𝑛} dizisinin birer alt dizileri olduğunu kabul edelim. Lemma 

3.1.2 nin (3.31) eşitliğinden lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑑𝑛 ǁ = 0 olacak şekilde 𝑑𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑥𝑛) vardır. 

𝐼 − 𝑃𝑇 sıfırda demiclosed olduğu için ayrı ayrı 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝐹(𝑃𝑇) olur. 

Sabit noktanın tekliğini göstermek için 𝑟1 ≠ 𝑟2 olduğunu kabul edelim. Opial’in 

şartından dolayı  

lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑟1 ǁ = lim
𝑘→∞

ǁ𝑥𝑛𝑘 −𝑟1ǁ < lim
𝑘→∞

ǁ𝑥𝑛𝑘 −𝑟2ǁ= lim𝑛→∞
ǁ𝑥𝑛 − 𝑟2 ǁ  

                             = lim
𝑗→∞

ǁ𝑥𝑛𝑗 −𝑟2ǁ< lim
𝑗→∞

ǁ𝑥𝑛𝑗 −𝑟1ǁ  = lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑟1 ǁ  
(3.32) 

elde edilen bu çelişki ile {𝑥𝑛} dizisi 𝐹(𝑇) deki bir noktaya zayıf yakınsar. 

Teorem 3.1.4  𝐿, düzgün konveks Banach uzayı ve 𝐾, 𝐿 nin boş olmayan kapalı, 

konveks bir alt kümesi olsun. 𝑇:𝐾 → 𝑃(𝐾) şeklinde tanımlansın ve (𝐼) şartını sağlasın, 

𝑃𝑇 ise Tanım 2.3.7 şartını sağlayan nonexpansive dönüşüm ve sabit nokta kümesi 

𝐹(𝑇) ≠ ∅ olsun 𝑝 bir sabit nokta olmak üzere (2.28) ile tanımladığımız {𝑥𝑛} iterasyon 

dizisinin 𝑇 bir sabit noktasına yakınsar. 

İspat: Lemma 3.1.1 ve Lemma 3.1.2’den dolayı {𝑥𝑛} dizisi sınırlı ve 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑃𝑇(𝑥𝑛)) = 0 olduğu gösterilmiştir. Bu nedenle bir alt dizi seçebiliriz {𝑥𝑛𝑘}, 

{𝑥𝑛} dizisinin her 𝑘 ∈ ℕ için ǁ𝑥𝑛𝑘 − 𝑦𝑘ǁ ≤
𝜀

2
 olacak şekilde {𝑦𝑘}  ⊂ 𝐹(𝑇) vardır. {𝑥𝑛} 
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dizisi bir Cauchy dizisidir. Ayrıca Lemma 3.1.1 ve Lemma 3.1.2 ve (𝐼) şartı 

kullanılarak lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑇)) = 0 elde edilir. Dolayısıyla 

ǁ𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑦𝑘ǁ ≤ ǁ𝑥𝑛𝑘 − 𝑦𝑘ǁ ≤
𝜀

2
 (3.33) 

olur. Ayrıca 

ǁ𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘ǁ ≤ ǁ𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑦𝑘+1ǁ + ǁ𝑥𝑛𝑘+1 − 𝑦𝑘ǁ ≤ 𝜀 (3.34) 

{𝑦𝑘} Cauchy dizisi olup 𝑝 noktasına yakınsar. Çünkü 

𝑑(𝑦𝑘, 𝑇(𝑝)) ≤ 𝐻(𝑇(𝑝), 𝑇(𝑦𝑘)) ≤ ǁ𝑦𝑘 − 𝑝ǁ (3.35) 

ve lim
𝑘→∞

ǁ𝑦𝑘 − 𝑝ǁ = 0, 𝑑(𝑝, 𝑇(𝑝)) = 0 ve böylece 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) ve {𝑥𝑛𝑘} dizisi güçlü 

olarak 𝑝 noktasına yakınsar. Çünkü lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ vardır ve {𝑥𝑛} dizisi güçlü olarak 𝑝 

noktasına yakınsar. 

Örnek 3.1.5 𝐾 = [0,1] ⊂ 𝐵 = ℝ  olmak üzere ve 𝑇:𝐾 → 𝑃(𝐾) operatörü  

𝑇𝑥 = [
𝑥

2
,
𝑥

2
+
1

4
]  

olsun. Burada 𝑃𝑇’nin 𝛿 =
1

2
 olduğundan küme değerli daraltan dönüşüm olduğu 

aşağıdaki işlemler ile görülebilir.  

𝑃𝑇 = {𝑦 ∈ 𝑇(𝑥):  |𝑥 − 𝑦| = 𝑑 (𝑥, [
𝑥

2
+
1

4
])} 

     = {𝑦 ∈ 𝑇(𝑥):  |𝑥 − 𝑦| = |𝑥 − (
𝑥

2
+
1

4
)|} 

     = {𝑦 ∈ 𝑇(𝑥):  |𝑥 − 𝑦| = |𝑥 −
𝑥

2
−
1

4
|} 

     = {𝑦 ∈ 𝑇(𝑥):  |𝑥 − 𝑦| = |
𝑥

2
−
1

4
|} 

     = {𝑦 ∈ 𝑇(𝑥):  𝑥 − 𝑦 =
𝑥

2
−
1

4
} 

     = {𝑦 ∈ 𝑇(𝑥): 𝑦 = 𝑥 −
𝑥

2
+
1

4
} 

     = {𝑦 ∈ 𝑇(𝑥): 𝑦 =
𝑥

2
+
1

4
} 
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ve 

𝐻(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤
1

2
‖𝑥 − 𝑦‖ 

𝐻(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ 

 

olur. Her daraltan dönüşüm aynı zamanda genişlemeyen dönüşümdür. O halde (2.28) 

ile verilen iterasyon yöntemi: 

{
 
 
 

 
 
 𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛 (

𝑦𝑛
2
+
1

4
)

    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛 (
𝑧𝑛
2
+
1

4
)

    𝑧𝑛  = (1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛 (
𝑤𝑛
2
+
1

4
)

    𝑤𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛 (
𝑥𝑛
2
+
1

4
)

 

 

elde edilir. 

Aşağıdaki Çizelge 3.1 yukarıdaki iterasyon yöntemleri için, yani küme değerli Mann 

iterasyon yöntemini, Ishikawa iterasyon yöntemini, Noor iterasyon yöntemini ve 

(2.28) ile verilen iterasyon yöntemlerinin 1 başlangıç koşulu altında 

 {𝛼𝑛} =
1

𝑛+1
, {𝛽𝑛} =

1

𝑛+1
, {𝛾𝑛} =

1

𝑛+1
, {𝜇𝑛} =

1

𝑛+1
∈ (0,1)  (3.36) 

seçimleri için 𝑝 = 0.5 sabit noktasına yakınsamalarını göstermektedir.  

Buradaki amaç verilen şartlar altında kullandığımız 4 adımlı iterasyon yönteminin, 

küme değerli Mann iterasyon yöntemini, Ishikawa iterasyon yöntemini, Noor 

iterasyon yöntemlerinin 𝑇 dönüşümünün sabit noktasına kaçıncı adımda yakınsadığını 

göstermektir. Ek olarak diğer iterasyonlarla ilgili davranışı Şekil 3.1’de görülmektedir. 
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Çizelge 3.1. (2.22), (2.23), (2.24) ve (2.28) ile verilen iterasyon yöntemlerinin 

yakınsaklık davranışı. 

 İterasyon (2.28) İterasyon (2.24) İterasyon (2.22) İterasyon (2.23) 

0 1 1 1 1 

1 0,830078125 0,8359375 0,875 0,84375 

2 0,763094678 0,769061053 0,8125 0,776909722 

3 0,725133508 0,730698833 0,7734375 0,737969293 

4 0,699941068 0,705091262 0,74609375 0,71179267 

5 0,681669062 0,686457392 0,725585938 0,692672499 

6 0,667638134 0,672119743 0,709472656 0,677927154 

7 0,656426618 0,660647894 0,696380615 0,666111679 

8 0,647201298 0,651199639 0,685470581 0,656370562 

9 0,63943735 0,643242758 0,676197052 0,648161108 

10 0,632785599 0, 636422314 0, 66818809 0, 641120394 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

500 0,519449334 0,519991442 0,525199844 0,520689956 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

1001 0,513751038 0,514134321 0,517821203 0,514628186 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 
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Şekil 3.1. Bazı iterasyon yöntemleri için yakınsaklık davranışını gösteren grafik. 

3.2 Yeni İterasyon Yönteminin Kararlılığı 

Ana teoremlerimi vermeden önce, ispatında kullanılacak olan aşağıdaki teorem 

verilecektir. 

Teorem 3.2.1 𝐿 düzgün konveks bir Banach uzayı olmak üzere, 𝐾, 𝐿’nin boş olmayan 

kapalı konveks bir alt kümesi olsun. 𝑇:𝐾 → 𝑃(𝐾) ve 𝑃𝑇, küme değerli 𝛿 ∈ [0,1) olan 

contraction dönüşümleri olsun. (2.28) ile verilen {𝑥𝑛} dizisi {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛}, {𝜇𝑛} ∈

(0,1) ve ∑ 𝛼𝑖 = ∞𝑛
𝑖=1  şartı altında, 𝑇’nin sabit noktası olan 𝑝 noktasına yakınsar. 

İspat: 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) ve (2.2) ile verilen iterasyon yöntemi kullanılarak 
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ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ = ǁ(1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑎𝑛 − 𝑝ǁ 

                     ≤ (1 − 𝛼𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛼𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑦𝑛), 𝑃𝑇(𝑝)) 

                     ≤ (1 − 𝛼𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛼𝑛𝛿ǁ𝑦𝑛 − 𝑝ǁ 

(3.37) 

ve 

ǁ𝑦𝑛 − 𝑝ǁ = ǁ(1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑏𝑛 − 𝑝ǁ 

                 ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛽𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑧𝑛), 𝑃𝑇(𝑝)) 

                 ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛽𝑛𝛿ǁ𝑧𝑛 − 𝑝ǁ 

(3.38) 

elde edilir. Benzer işlemlere devam edilirse 

ǁ𝑧𝑛 − 𝑝ǁ = ǁ(1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑐𝑛 − 𝑝ǁ 

                 ≤ (1 − 𝛾𝑛)ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛾𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑤𝑛), 𝑃𝑇(𝑝)) 

                 ≤ (1 − 𝛾𝑛)ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ + 𝛾𝑛𝛿ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ 

               ≤ (1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿))ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ 

(3.39) 

ve 

ǁ𝑤𝑛 − 𝑝ǁ = ǁ(1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑑𝑛 − 𝑝ǁ 

                  ≤ (1 − 𝜇𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝜇𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑥𝑛), 𝑃𝑇(𝑝)) 

                  ≤ (1 − 𝜇𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ + 𝜇𝑛𝛿ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ 

                ≤ (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿))ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ 

(3.40) 

sonucuna ulaşılır. (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)) ≤ 1, (1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)) ≤ 1 ve (1 − 𝛽𝑛(1 − 𝛿)) ≤

1 eşitsizlikleri kullanılır ve (3.40), (3.39) ve (3.38) eşitsizlikleri (3.37) eşitsizliğinde 

yerine yazılırsa 

ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ ≤ (1 − 𝛼𝑛(1 − 𝛿))ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ                    (3.41) 

elde edilir. 
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ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ ≤ (1 − 𝛼𝑛−1(1 − 𝛿))ǁ𝑥𝑛−1 − 𝑝ǁ   

ǁ𝑥𝑛−1 − 𝑝ǁ ≤ (1 − 𝛼𝑛−2(1 − 𝛿))ǁ𝑥𝑛−2 − 𝑝ǁ                   

……… .. 

ǁ𝑥2 − 𝑝ǁ ≤ (1 − 𝛼1(1 − 𝛿))ǁ𝑥1 − 𝑝ǁ                   

(3.42) 

yazılabilir. 

ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ ≤∏(1 − 𝛼𝑖(1 − 𝛿))

𝑛

𝑖=1

ǁ𝑥1 − 𝑝ǁ                    (3.43) 

sonucuna ulaşılır. 𝛼 ∊ (0,1) olduğundan (1 − 𝑎𝑛(1 − 𝛿)) ≤ 1 dir. ∑ 𝛼𝑖 = ∞
𝑛
𝑖=1  

şartından dolayı ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ ≤ 𝑒(1−𝛿)∑𝛼𝑖‖𝑥1 − 𝑝‖ olur. (3.43) eşitsizliğinde her iki 

tarafın limiti alınacak olursa 𝑛 → ∞ için 𝑥𝑛 → 𝑝 olduğu görülür. 

Teorem 3.2.2 𝐿 düzgün konveks bir Banach uzayı olmak üzere, 𝐾, 𝐿’nin boş olmayan 

kapalı konveks bir alt kümesi olsun. 𝑇:𝐾 → 𝑃(𝐾) ve 𝑃𝑇 küme değerli 𝛿 ∈ [0,1) olan 

contraction dönüşümü olsun. (2.28) ile verilen {𝑥𝑛} dizisi {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛}, {𝜇𝑛} ∈

(0,1) ve ∑ 𝛼𝑖 = ∞𝑛
𝑖=1  şartı altında, 𝑇’nin sabit noktası olan 𝑝 noktasına yakınsak 

olduğu kabul edilirse bu iterasyon yöntemi 𝑤2-kararlıdır. 

İspat: (2.26) ile verilen iterasyon yöntemi {𝑥𝑛} dizisi olmak üzere; {𝑢𝑛} dizisi ise 

aşağıdaki gibi tanımlansın. 

{
 
 

 
 
𝑢𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑢𝑛 + 𝛼𝑛𝑒𝑛,    𝑒𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑣𝑛)  

 𝑣𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑢𝑛 + 𝛽𝑛𝑓𝑛,     𝑓𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑟𝑛)

   𝑟𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑠𝑛 + 𝛾𝑛𝑔𝑛,     𝑔𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑠𝑛)

     𝑠𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑢𝑛 + 𝜇𝑛ℎ𝑛,    ℎ𝑛 ∈ 𝑃𝑇(𝑢𝑛)
  

 (3.44) 

𝜀𝑛 = ‖𝑢𝑛+1 − 𝑓(𝑇, 𝑢𝑛)‖ ile ifade edilirse; 𝑛 → ∞ için 𝜀𝑛 → 0 iken lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 =

𝑝 olduğunu gösterilmelidir. 𝑃𝑇 contraction olduğundan; 𝐻(𝑃𝑇(𝑣𝑛), 𝑃𝑇(𝑦𝑛)) ≤

 𝛿‖𝑣𝑛 − 𝑦𝑛‖  eşitsizliği kullanılarak 
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ǁ𝑢𝑛+1 − 𝑝ǁ ≤ ‖𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1‖ + ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ 

                      ≤ ‖𝑢𝑛+1 − (1 − 𝛼𝑛)𝑢𝑛 − 𝛼𝑛𝑒𝑛‖ + ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ 

                      +ǁ(1 − 𝛼𝑛)𝑢𝑛 + 𝛼𝑛𝑒𝑛 − 𝑥𝑛+1ǁ 

                      ≤  𝜀𝑛 + ǁ(1 − 𝛼𝑛)𝑢𝑛 + 𝛼𝑛𝑒𝑛 − (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑎𝑛ǁ 

                     +ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ 

                     ≤ 𝜀𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ + 𝛼𝑛‖𝑒𝑛 − 𝑎𝑛‖ + ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ 

                     ≤  𝜀𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ + 𝛼𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑣𝑛), 𝑃𝑇(𝑦𝑛)) 

                     +ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ 

                     ≤ 𝜀𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ + 𝛼𝑛𝛿‖𝑣𝑛 − 𝑦𝑛‖ + ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ 

(3.45) 

elde edilir. 𝐻(𝑃𝑇(𝑟𝑛), 𝑃𝑇(𝑧𝑛)) ≤  𝛿‖𝑟𝑛 − 𝑧𝑛‖  dönüşümü kullanıldığında 

‖𝑣𝑛 − 𝑦𝑛‖ = ǁ(1 − 𝛽𝑛)𝑢𝑛 + 𝛽𝑛𝑓𝑛 − (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 − 𝛽𝑛𝑏𝑛ǁ                       

                    ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑢𝑛 − 𝑥𝑛ǁ + 𝛽𝑛ǁ𝑓𝑛 − 𝑏𝑛ǁ 

                    ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑢𝑛 − 𝑥𝑛ǁ + 𝛽𝑛𝐻((𝑃𝑇(𝑟𝑛), 𝑃𝑇(𝑧𝑛)) 

                    ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑢𝑛 − 𝑥𝑛ǁ + 𝛽𝑛𝛿ǁ𝑟𝑛 − 𝑧𝑛ǁ 

(3.46) 

olur. 𝐻(𝑃𝑇(𝑠𝑛), 𝑃𝑇(𝑤𝑛)) ≤  𝛿‖𝑠𝑛 − 𝑤𝑛‖ özelliği kullanılarak 

ǁ𝑟𝑛 − 𝑧𝑛ǁ = ǁ (1 − 𝛾𝑛)𝑠𝑛 + 𝛾𝑛𝑔𝑛 − (1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 − 𝛾𝑛𝑐𝑛ǁ                      

                   ≤ (1 − 𝛾𝑛)ǁ𝑠𝑛 − 𝑤𝑛ǁ + 𝛾𝑛ǁ𝑔𝑛 − 𝑐𝑛ǁ 

                   ≤ (1 − 𝛾𝑛)ǁ𝑠𝑛 − 𝑤𝑛ǁ + 𝛾𝑛𝐻((𝑃𝑇(𝑠𝑛), 𝑃𝑇(𝑤𝑛)) 

                   ≤ (1 − 𝛾𝑛)ǁ𝑠𝑛 − 𝑤𝑛ǁ + 𝛾𝑛𝛿ǁ𝑠𝑛 − 𝑤𝑛‖  

                   ≤ (1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿))ǁ𝑠𝑛 − 𝑤𝑛ǁ      

(3.47) 

elde edilir. Son olarak 𝐻(𝑃𝑇(𝑢𝑛), 𝑃𝑇(𝑥𝑛)) ≤  𝛿‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ kullanılırsa 

ǁ𝑠𝑛 − 𝑤𝑛ǁ = ǁ (1 − 𝜇𝑛)𝑢𝑛 + 𝜇𝑛ℎ𝑛 − (1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 − 𝜇𝑛𝑑𝑛ǁ                      

                    ≤ (1 − 𝜇𝑛)ǁ𝑢𝑛 − 𝑥𝑛ǁ + 𝜇𝑛ǁℎ𝑛 − 𝑑𝑛ǁ  

                    ≤ (1 − 𝜇𝑛)ǁ𝑢𝑛 − 𝑥𝑛ǁ + 𝜇𝑛𝐻((𝑃𝑇(𝑢𝑛), 𝑃𝑇(𝑥𝑛))           

                    ≤ (1 − 𝜇𝑛)ǁ𝑢𝑛 − 𝑥𝑛ǁ + 𝜇𝑛𝛿ǁ𝑢𝑛 − 𝑥𝑛ǁ  

                    ≤ (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿))ǁ𝑢𝑛 − 𝑥𝑛ǁ 

(3.48) 

elde edilir. Elde edilen bu eşitsizlikler düzenlenip (3.45) eşitsizliğinde yerine yazılırsa 
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ǁ𝑢𝑛+1 − 𝑝ǁ ≤ 𝜀𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ 

                             +𝛼𝑛[(1 − 𝛽𝑛(1 − 𝛿))ǁ𝑢𝑛 − 𝑥𝑛ǁ] 

                      ≤ 𝜀𝑛 + (1 − 𝛼𝑛𝛽𝑛(1 − 𝛿))‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑝ǁ    

(3.49) 

sonucuna ulaşılır. Burada (1 − 𝛼𝑛𝛽𝑛(1 − 𝛿)) < 1 dir. 

{𝑢𝑛}  ve {𝑥𝑛} denk diziler olduğundan lim
𝑛→∞

ǁ𝑢𝑛 − 𝑥𝑛ǁ = 0 olur. Ayrıca Teorem 3.2.1 

gereğince lim
𝑛→∞

ǁ𝑥𝑛 − 𝑝ǁ = 0 dır. Buradan yukarıdaki (3.49) ile verilen eşitsizliğin her 

iki tarafında limit alırsak;  lim
𝑛→∞

𝜀𝑛 = 0  için lim
𝑛→∞

ǁ𝑢𝑛+1 − 𝑝ǁ = 0  elde ederiz. Sonuç 

olarak lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 𝑝 olur. 

Böylece (2.28) ile tanımlanan iterasyon yöntemi 𝑤2 kararlı olur. 

Yakınsaklık örneği olan Örnek 3.1.5 şartlar kullanılarak aşağıda verilen karalılık 

örneği oluşturulmuştur. 

Örnek 3.2.3 𝐵 = ℝ kümesi ve 𝐾 = [0,1] ⊂ 𝐵 olmak üzere 𝑇:𝐾 → 𝑃(𝐾) dönüşümü 

için  𝑇𝑥 = [
𝑥

2
,
𝑥

2
+
1

4
] şeklinde tanımlansın. (2.28) ile verilen {𝑥𝑛} dizisi ve 𝛼𝑛 = 𝛽𝑛 =

𝛾𝑛 = 𝜇𝑛 =
1

𝑛+1
 şartları altında lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 0.5 = 𝑝 ∈ 𝑇𝑥 elde edilir. Eğer diziyi {𝑢𝑛} 

olarak tanımlarsak ve 𝑢𝑛 =
𝑛+1

2𝑛+3
 olacak şekilde  0 ≤ lim

𝑛→∞
‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ =0 olur ve 

buradan lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ = 0 elde edilir. Yani {𝑥𝑛} ve {𝑢𝑛} dizileri denk dizilerdir. 

Aşağıdaki formül ve işlemlerle gösterecek olursak (3.44) ve (2.28) ile verilen {𝑢𝑛} ve 

{𝑥𝑛} dizileri için; 

 𝑤𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑑𝑛, 𝑑𝑛 ∈ 𝑃𝑇𝑥𝑛 

𝑤𝑛 = (1 −
1

𝑛 + 1
)𝑢𝑛 +

1

𝑛 + 1
(
𝑢𝑛
2
+
1

4
) 

𝑤𝑛 =
4𝑛2 + 8𝑛 + 5

8𝑛2 + 20𝑛 + 12
 

𝑧𝑛  = (1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑐𝑛, 𝑐𝑛 ∈ 𝑃𝑇𝑤𝑛 

𝑧𝑛 = (1 −
1

𝑛 + 1
)𝑤𝑛 +

1

𝑛 + 1
(
𝑤𝑛
2
+
1

4
) 

𝑧𝑛 = (1 −
1

𝑛 + 1
)(

4𝑛2 + 8𝑛 + 5

8𝑛2 + 20𝑛 + 12
) +

1

𝑛 + 1
(
𝑤𝑛
2
+
1

4
) 
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𝑧𝑛 =
8𝑛3 + 24𝑛2 + 28𝑛 + 11

8(1 + 𝑛)2(3 + 2𝑛)
 

𝑦𝑛 = (1 −
1

𝑛+1
) 𝑥𝑛 +

1

𝑛+1
𝑏𝑛, 𝑏𝑛 ∈ 𝑃𝑇𝑧𝑛 

𝑦𝑛 = (1 −
1

𝑛 + 1
)𝑢𝑛 +

1

𝑛 + 1
(
𝑧𝑛
2
+
1

4
) 

𝑦𝑛 =
16𝑛4 + 64𝑛3 + 100𝑛2 + 76𝑛 + 23

16(1 + 𝑛)3(3 + 2𝑛)
 

𝑥𝑛+1  = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑎𝑛, 𝑎𝑛 ∈ 𝑃𝑇𝑦𝑛 

𝑥𝑛+1 = (1 −
1

𝑛 + 1
)𝑢𝑛 +

1

𝑛 + 1
(
𝑦𝑛
2
+
1

4
) 

𝑥𝑛+1 =
32𝑛5 + 160𝑛4 + 328𝑛3 + 348𝑛2 + 196𝑛 + 47

32(1 + 𝑛)4(3 + 2𝑛)
 

elde edilir. Biliyoruz ki 𝜀𝑛 = ‖𝑢𝑛+1 − 𝑓(𝑇, 𝑢𝑛)‖ olup eşitsizlikler uygulanırsa 

 𝜀𝑛 = ‖𝑢𝑛+1 − 𝑓(𝑇, 𝑢𝑛)‖  

      =
16𝑛4+32𝑛3−20𝑛2−82𝑛−43

32(1+𝑛)4(3+2𝑛)(5+2𝑛)
     

elde edilir ve buradan lim
𝑛→∞

𝜀𝑛 = 0 olduğu görülür. Sonuç olarak (2.28) ile verilen {𝑥𝑛} 

dizisi 𝑤2 kararlıdır.  

3.3 Yeni İterasyon Yönteminin Veri Bağlılığı 

İlk olarak Teorem 3.3.1 ile (2.17) ile tanımlanan dört adımlı iterasyon yönteminin 

yakınsaklık davranışı incelenip, veri bağlı olduğu gösterilmiştir. Daha sonra (2.17) ile 

verilen iterasyon yöntemin küme değerli versiyonu (2.28) kullanılarak belirli şartlar 

altında veri bağlılığı incelenmiştir. 

Teorem 3.3.1:  𝐿 düzgün konveks bir Banach uzayı ve 𝐾 bu uzayın boştan farklı, 

kapalı ve konveks bir alt kümesi olsun. Bu durumda 𝑇:𝐾 → 𝐾, 𝑝 sabit noktasına sahip 

Tanım (2.3.7) şartını sağlayan contraction dönüşüm olsun. ∑ 𝛼𝑛
∞
𝑛=1 = ∞ şartı 

sağlansın. 𝑇 dönüşüm sınıfı için (2.17) ile verilen iterasyon yönteminden elde edilen 

dizi {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  ile gösterilsin. Bu durumda {𝑥𝑛}𝑛=0

∞  dizisi 𝑇 operatörünün 𝑝 sabit 

noktasına kuvvetli yakınsar. Ayrıca, 𝑆 ise  𝑥∗sabit noktasına sahip 𝑇’nin yaklaşım 

operatörü olarak kabul edilirse, 𝑆 operatörü için aşağıda belirtilen iterasyon 

yönteminden elde edilen dizi {𝑢𝑛}𝑛=1
∞   ile gösterilsin: 
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𝑢𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑢𝑛+𝛼𝑛𝑆𝑣𝑛                                        

(3.50) 

    𝑣𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑢𝑛 + 𝛽𝑛𝑆𝑘𝑛                                      

    𝑘𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)ℎ𝑛 + 𝛾𝑛𝑆ℎ𝑛                                    

    ℎ𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑢𝑛 + 𝜇𝑛𝑆𝑢𝑛                                      

burada ∀𝑛 ∈ 𝑁 için {𝛼𝑛}𝑛=1
∞ , {𝛽𝑛}𝑛=1

∞ , {𝛾𝑛}𝑛=1
∞ , {𝜇𝑛}𝑛=1

∞ ∈ [0,1] ve 
1

2
≤ 𝛼𝑛 olup 𝜀 > 0 

olmak koşuluyla 𝑛 → ∞ için  𝑢𝑛 → 𝑥∗ ise ; 

  ‖𝑝 − 𝑥∗‖ =  
4𝜀

1−𝛿
     

eşitsizliği geçerli olur. 

İspat:  {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dizisi 𝑇 dönüşüm sınıfı için (2.17) ile verilen iterasyon yöntemi 

kullanılarak  

‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

(3.51) 

                 ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝜇𝑛‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                 ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝜇𝑛‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑝‖ 

                 ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝜇𝑛𝛿‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                 ≤ [1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)]‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

elde edilir. Ayrıca  

‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑤𝑛 − 𝑝‖ 

(3.52) 

                ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ + 𝛾𝑛‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑝‖ 

                ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ + 𝛾𝑛‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑇𝑝‖ 

                ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ + 𝛾𝑛𝛿‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ 

                ≤ [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)]‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ 

olur. (3.51) eşitsizliği (3.52) eşitsizliğinde yerine yazılırsa 

‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ ≤ [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)][1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)]‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ (3.53) 

 olur. Ayrıca  
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‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛 − 𝑝‖  

(3,54) 
                ≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛽𝑛‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑝‖ 

                ≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛽𝑛‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑝‖ 

                ≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛽𝑛𝛿‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ 

 

elde edilir. (3.53) eşitsizliği (3.54) eşitsizliğinde yerine yazılıp 

[1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)] ≤ 1 ve [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)] ≤ 1 olduğu kullanılırsa;  

‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ ≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

(3.55) 

                 ≤ (1 − 𝛽𝑛(1 − 𝛿)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

elde edilir. Buradan; 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛 − 𝑝‖ 

(3.56) 
                    ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑝‖ 

                    ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑇𝑝‖ 

                    ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛𝛿‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ 

olur. (3.55) eşitsizliği (3.56) eşitsizliğinde yazılırsa  

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ (1 − 𝛼𝑛(1 − 𝛿)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ (3.57) 

elde edilir. (3.57) eşitsizliğinde tümevarım uygulanırsa 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝛿)]‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

(3.58) 

    ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ ≤ [1 − 𝛼𝑛−1(1 − 𝛿)]‖𝑥𝑛−1 − 𝑝‖ 

‖𝑥𝑛−1 − 𝑝‖ ≤ [1 − 𝛼𝑛−2(1 − 𝛿)]‖𝑥𝑛−2 − 𝑝‖ 

                                ⋮ 

    ‖𝑥2 − 𝑝‖ ≤ [1 − 𝛼1(1 − 𝛿)]‖𝑥1 − 𝑝‖ 

    ‖𝑥1 − 𝑝‖ ≤ [1 − 𝛼0(1 − 𝛿)]‖𝑥0 − 𝑝‖ 

elde edilir. 𝛿 ∈ (0,1) olduğundan [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝛿)] ≤ 1 dir. ∑ 𝛼𝑖
∞
𝑖=0 = ∞ şartından 
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‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ ‖𝑥0 − 𝑝‖∏[1 − 𝛼𝑖(1 − 𝛿)]

𝑛

𝑖=0

 
(3.59) 

                    ≤ ‖𝑥0 − 𝑝‖𝑒
−(1−𝛿)∑ 𝛼𝑖

𝑛
𝑖=0    

olur. (3.59) eşitsizliğinde her iki tarafın limiti alınırsa 𝑛 → ∞ için 𝑥𝑛 → 𝑝 olduğu 

görülür. 

Verilen koşullar doğrultusunda; 

ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑢𝑛+1ǁ ≤  ǁ(1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛 − [(1 − 𝛼𝑛)𝑢𝑛 + 𝛼𝑛𝑆𝑣𝑛]ǁ  

                        ≤ (1 − 𝛼𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛼𝑛ǁ𝑇𝑦𝑛 − 𝑆𝑣𝑛ǁ 

                        ≤ (1 − 𝛼𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛼𝑛ǁ𝑇𝑦𝑛 − 𝑇𝑣𝑛ǁ + 𝛼𝑛ǁ𝑇𝑣𝑛 − 𝑆𝑣𝑛ǁ  

                        ≤ (1 − 𝛼𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛼𝑛𝛿ǁ𝑦𝑛 − 𝑣𝑛ǁ + 𝛼𝑛𝜀   

(3.60) 

ve 

     ǁ𝑦𝑛 − 𝑣𝑛ǁ = ǁ(1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛 − [(1 − 𝛽𝑛)𝑢𝑛 + 𝛽𝑛𝑆𝑘𝑛]ǁ 

                      ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛽𝑛ǁ𝑇𝑧𝑛 − 𝑆𝑘𝑛ǁ  

                      ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛽𝑛ǁ𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑘𝑛ǁ + 𝛽𝑛ǁ𝑇𝑘𝑛 − 𝑆𝑘𝑛ǁ 

                      ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛽𝑛𝛿ǁ𝑧𝑛 − 𝑘𝑛ǁ + 𝛽𝑛𝜀                                       

 

(3.61) 

 

ve 

    ǁ𝑧𝑛 − 𝑘𝑛ǁ = ǁ(1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑤𝑛 − (1 − 𝛾𝑛)ℎ𝑛 + 𝛾𝑛𝑆ℎ𝑛ǁ              

                     ≤ (1 − 𝛾𝑛)ǁ𝑤𝑛 − ℎ𝑛ǁ + 𝛾𝑛ǁ𝑇𝑤𝑛 − 𝑇ℎ𝑛ǁ + 𝛾𝑛ǁ𝑇ℎ𝑛 − 𝑆ℎ𝑛ǁ 

                     ≤ (1 − 𝛾𝑛)ǁ𝑤𝑛 − ℎ𝑛ǁ + 𝛾𝑛𝛿ǁ𝑤𝑛 − ℎ𝑛ǁ + 𝛾𝑛𝜀 

                     ≤ (1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿))ǁ𝑤𝑛 − ℎ𝑛ǁ + 𝛾𝑛𝜀   

(3.62) 

ve 

ǁ𝑤𝑛 − ℎ𝑛ǁ = ǁ(1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑥𝑛 − (1 − 𝜇𝑛)𝑢𝑛 + 𝜇𝑛𝑆𝑢𝑛ǁ              

                  ≤ (1 − 𝜇𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝜇𝑛ǁ𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑢𝑛ǁ + 𝜇𝑛ǁ𝑇𝑢𝑛 − 𝑆𝑢𝑛ǁ 

                  ≤ (1 − 𝜇𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝜇𝑛𝛿ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝜇𝑛𝜀 

                  ≤ (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿))ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝜇𝑛𝜀  

(3.63) 

elde edilir. Ayrıca biliyoruz ki; 
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(1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)) ∈ (0,1) ve (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)) ∈ (0,1) ‘dir. 

Buradan; ǁ𝑤𝑛 − ℎ𝑛ǁ ≤ ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝜇𝑛𝜀  olur ve 

 ǁ𝑧𝑛 − 𝑘𝑛ǁ ≤ ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝜇𝑛𝜀 + 𝛾𝑛𝜀                                                       (3.64) 

elde edilir. Burada bulduğumuz (3.64) numaralı eşitsizliğini (3.61) eşitsizliğinde 

yerine yazarsak; 

 ǁ𝑦𝑛 − 𝑣𝑛ǁ ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛽𝑛𝛿[ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝜇𝑛𝜀 + 𝛾𝑛𝜀] + 𝛽𝑛𝜀 

                  ≤  ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛽𝑛𝛿ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛽𝑛𝛿𝜇𝑛𝜀 + 𝛽𝑛𝛿𝛾𝑛𝜀 + 𝛽𝑛𝜀 

                  ≤ ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛽𝑛𝛿𝜇𝑛𝜀 + 𝛽𝑛𝛿𝛾𝑛𝜀 + 𝐵𝑛𝜀                                         

(3.65) 

elde edilir ve (3.65) numaralı eşitsizliğimizi (3.60) de yerine yazarsak; 

ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑢𝑛+1ǁ ≤ (1 − 𝛼𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛼𝑛𝛿[ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛽𝑛𝛿𝜇𝑛𝜀   

+ 𝛽𝑛𝛿𝛾𝑛𝜀 + 𝛽𝑛ε ] + 𝛼𝑛𝜀 

                              ≤ (1 − 𝛼𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛼𝑛𝛿ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ 

                              +𝛼𝑛𝛿
2𝛽𝑛𝜇𝑛𝜀 + 𝛼𝑛𝛿

2𝛽𝑛𝛾𝑛𝜀 + 𝛼𝑛𝛿𝛽𝑛ε + 𝛼𝑛𝜀 

                              ≤ (1 − 𝛼𝑛(1 − 𝛿))ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛼𝑛[𝛿
2𝛽𝑛𝜇𝑛𝜀 

                              +𝛿2𝛽𝑛𝛾𝑛𝜀 + 𝛿𝛽𝑛𝜀 + 𝜀] 

(3.66) 

Şimdi lemma (2.6.3) şartlarını sağlatmak için  

 𝑎𝑛 = ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ, 

 𝜇𝑛 = 𝛼𝑛(1 − 𝛿), 

 𝜂𝑛 = 𝛿
2𝛽𝑛𝜇𝑛𝜀 + 𝛿

2𝛽𝑛𝛾𝑛𝜀 + 𝛿𝛽𝑛𝜀 + 𝜀   

    (3.67) 

İfadeleri tanımlanırsa Lemma 2.6.4’ten    

 ‖𝑝 − 𝑥∗‖ ≤  
4𝜀

1−𝛿
   elde edilir.  
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Teorem 3.3.2: 𝐿 bir Banach uzayı ve 𝐾 bu uzayın boştan farklı, kapalı ve konveks bir 

alt kümesi olsun. Bu durumda 𝑇:𝐾 → 𝑃(𝐾) ve 𝑃𝑇 küme değerli 𝛿 ∈ [0,1) olan 

contraction dönüşümü olsun. 𝑆 ise 𝑥∗ sabit noktasına sahip 𝑇’nin yaklaşım operatörü 

olsun. 𝑇 dönüşüm sınıfı için (2.28) ile belirtilen dizi {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  ile gösterilsin. 𝑆 

operatörü için ise aşağıda belirtilen iterasyon yönteminden elde edilen dizi {𝑢𝑛}𝑛=1
∞  ile 

gösterilsin: 

𝑢𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑢𝑛+𝛼𝑛𝑆𝑣𝑛                                       𝑘𝑛 ∈ 𝑃𝑆(𝑣𝑛) 

(3.68) 

    𝑣𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑢𝑛 + 𝛽𝑛𝑆𝑘𝑛                                    𝑚𝑛 ∈ 𝑃𝑆(𝑘𝑛)   

    𝑘𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)ℎ𝑛 + 𝛾𝑛𝑆ℎ𝑛                                       𝑔𝑛 ∈ 𝑃𝑆(ℎ𝑛) 

    ℎ𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑢𝑛 + 𝜇𝑛𝑆𝑢𝑛                                     𝑓𝑛 ∈ 𝑃𝑆(𝑢𝑛) 

burada ∀𝑛 ∈ 𝑁 için  

{𝛼𝑛}𝑛=1
∞ , {𝛽𝑛}𝑛=1

∞ , {𝛾𝑛}𝑛=1
∞ , {𝜇𝑛}𝑛=1

∞ ∈ [0,1] ve 
1

2
≤ 𝛼𝑛 olup 𝜀 > 0  

olmak koşuluyla 𝑛 → ∞ için  

𝑢𝑛 → 𝑥∗ise ;  ‖𝑝 − 𝑥∗‖ =  
4𝜀

1−𝛿
    eşitsizliği geçerli olur. 

İspat: Yukarıda verilen bilgiler kullanılarak; 

ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑢𝑛+1ǁ ≤  ǁ(1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑎𝑛 − [(1 − 𝛼𝑛)𝑢𝑛 + 𝛼𝑛𝑘𝑛]ǁ  

                            ≤ (1 − 𝛼𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛼𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑦𝑛), 𝑃𝑆(𝑣𝑛))     

                         ≤ (1 − 𝛼𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛼𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑦𝑛), 𝑃𝑇(𝑣𝑛)) 

                                +𝛼𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑣𝑛), 𝑃𝑆(𝑣𝑛))  

                         ≤ (1 − 𝛼𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛼𝑛𝛿ǁ𝑦𝑛 − 𝑣𝑛ǁ + 𝛼𝑛𝜀                              

(3.69) 

ve 
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 ǁ𝑦𝑛 − 𝑣𝑛ǁ = ǁ(1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑃𝑇(𝑧𝑛) − [(1 − 𝛽𝑛)𝑢𝑛 + 𝛽𝑛𝑃𝑆(𝑘𝑛)]ǁ 

                ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛽𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑧𝑛), 𝑃𝑆(𝑘𝑛)) 

                ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛽𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑧𝑛), 𝑃𝑇(𝑘𝑛)) 

                   +𝛽𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑘𝑛), 𝑃𝑆(𝑘𝑛)) 

                ≤ (1 − 𝛽𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛽𝑛𝛿ǁ𝑧𝑛 − 𝑘𝑛ǁ + 𝛽𝑛𝜀                              

(3.70) 

ve 

 ǁ𝑧𝑛 − 𝑘𝑛ǁ = ǁ(1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑃𝑇(𝑤𝑛) − (1 − 𝛾𝑛)ℎ𝑛 + 𝛾𝑛𝑃𝑆(ℎ𝑛)ǁ 

                 ≤ (1 − 𝛾𝑛)ǁ𝑤𝑛 − ℎ𝑛ǁ + 𝛾𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑤𝑛), 𝑃𝑆(ℎ𝑛)) 

                  ≤ (1 − 𝛾𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝛾𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑤𝑛), 𝑃𝑇(ℎ𝑛)) 

                      +𝛾𝑛𝐻(𝑃𝑇(ℎ𝑛), 𝑃𝑆(ℎ𝑛)) 

                 ≤ (1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿))ǁ𝑤𝑛 − ℎ𝑛ǁ + 𝛾𝑛𝜀           

 (3.71) 

ve son olarak; 

 ǁ𝑤𝑛 − ℎ𝑛ǁ = ǁ(1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑃𝑇(𝑥𝑛) − (1 − 𝜇𝑛)𝑢𝑛 + 𝜇𝑛𝑃𝑆(𝑢𝑛)ǁ              

                   ≤ (1 − 𝜇𝑛)ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝜇𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑥𝑛), 𝑃𝑇(𝑢𝑛)) 

                       +𝜇𝑛𝐻(𝑃𝑇(𝑢𝑛), 𝑃𝑆(𝑢𝑛)) 

                    ≤ (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿))ǁ𝑥𝑛 − 𝑢𝑛ǁ + 𝜇𝑛𝜀 

(3.72) 

 elde edilir. 

Yukarıdaki teoremin ispatı gereğince (3.72) ve diğer eşitsizlikler sırasıyla yerine 

yazılırsa yine bir önceki Teorem 3.3.2 ispatında olduğu gibi benzer işlemler yapılarak 

ǁ𝑥𝑛+1 − 𝑢𝑛+1ǁ ≤
4𝜀

(1−δ)
   

sonucu elde edilir. Dolayısıyla ispatımız bu şekilde tamamlanır. 

Örnek 3.3.3:   𝐴 = ℝ ve 𝐾: [0,1] ⊂ ℝ   kümesi üzerinde 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| standart 

metriği tanımlı olmak üzere 𝑇:𝐾 → 𝐾  için  𝑇𝑥 = [
𝑥

2
,
𝑥

2
+
1

4
]  şeklinde seçilirse 𝑇’nin  

𝛿 = 0.5 için Tanım (2.3.7) şartını sağlayan contraction dönüşüm olduğu Örnek 3.1.5 

te gösterilmiştir. 𝑇 dönüşümünün sabit noktası 𝑝 = 0,5 ’tir. S operatörü 𝑆: 𝐾 → 𝐾  ve 
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𝑆(𝑥) = [
𝑥

5
,
𝑥

5
+

5

12
] şeklinde seçilirse 𝑆 dönüşümünün sabit noktası 𝑥∗ =

0,520833333333333 olup buradan her 𝑥 ∈ 𝐾 için max
𝑥∈𝐾

𝐻(𝑇𝑥, 𝑆𝑥) =

0,166666666667  elde edilir. Dolayısıyla 𝜀 > 0 için 𝐻(𝑇𝑥, 𝑆𝑥) ≤ 0,166666666667 

olur. Burada 𝑃𝑆’nin 𝛿 =
1

6
  olduğundan küme değerli daraltan dönüşüm olduğu 

aşağıdaki işlemler ile görülebilir. 

𝑃𝑆 = {𝑦 ∈ 𝑆(𝑥):  |𝑥 − 𝑦| = 𝑑 (𝑥, [
𝑥

5
+
5

12
])} 

     = {𝑦 ∈ 𝑆(𝑥):  |𝑥 − 𝑦| = |𝑥 − (
𝑥

5
+

5

12
)|} 

     = {𝑦 ∈ 𝑆(𝑥):  |𝑥 − 𝑦| = |𝑥 −
𝑥

5
−

5

12
|} 

     = {𝑦 ∈ 𝑆(𝑥):  |𝑥 − 𝑦| = |
4𝑥

5
−

5

12
|} 

     = {𝑦 ∈ 𝑆(𝑥):  𝑥 − 𝑦 =
4𝑥

5
−

5

15
} 

     = {𝑦 ∈ 𝑇(𝑥): 𝑦 = 𝑥 −
4𝑥

5
+

5

12
} 

     = {𝑦 ∈ 𝑇(𝑥): 𝑦 =
𝑥

5
+

5

12
} 

ve 

 𝐻(𝑆𝑥, 𝑆𝑦) ≤
1

6
‖𝑥 − 𝑦‖  

olur. Her daraltan dönüşüm aynı zamanda genişlemeyen dönüşümdür. O halde (3.68) 

ile verilen iterasyon yöntemi: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑢𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑢𝑛 + 𝛼𝑛 (

𝑣𝑛
5
+
5

12
)

    𝑣𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑢𝑛 + 𝛽𝑛 (
𝑘𝑛
5
+
5

12
)

    𝑘𝑛  = (1 − 𝛾𝑛)ℎ𝑛 + 𝛾𝑛 (
ℎ𝑛
5
+
5

12
)

    ℎ𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑢𝑛 + 𝜇𝑛 (
𝑢𝑛
5
+
5

12
)

  

elde edilir. Eğer 𝑥1 = 0,65  başlangıç noktası ile birlikte 𝛿 = 0.5 ve  𝛼𝑛 = 𝛽𝑛 = 𝛾𝑛 =

𝜇𝑛 =
𝑛

3𝑛+1
  olarak seçildiğinde (3.68) ile verilen iterasyon yönteminin MATLAB 

programı yardımıyla 117. adımda 𝑥∗ = 0,520833333333333 sabit noktasına ulaştığı 
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Çizelge 3.2’te görülür. Ayrıca bu iki iterasyon yönteminin yakınsaklık davranışı Şekil 

3.2 de görülmektedir. 

Çizelge 3.2. (2.28) ve (3.68) iterasyon yöntemleri için yakınsaklık davranışı 

𝑥𝑛 İterasyon Yöntemi (3.68) İterasyon Yöntemi (2.28) 

𝑥2 0.65000000000000 0.65000000000000 

𝑥3 0,62275875 0,62132568359375 

𝑥4 0,597995483954186 0,594670415748809 

𝑥10 0,532777801008004 0,518053118292743 

𝑥20 0,521288374567868 0,50099547197253 

𝑥30 0,520849872140796 0,500052718295469 

𝑥40 0,520833923543864 0,500002748328602 

𝑥50 0,52083335418995 0,500000142073997 

𝑥60 0,520833334065845 0,500000007305872 

𝑥70 0,520833333358952 0,500000000374337 

𝑥80 0,520833333334227 0,50000000001913 

𝑥90 0,520833333333364 0,500000000000976 

𝑥106 0,520833333333333 0,500000000000008 

𝑥117 0,520833333333333 0,5 

Buradan  

0.208333333333 = |𝑝 − 𝑞| ≤
0.666666666668

1−0.5
    elde edilir. 
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Şekil 3.2. (2.28) ve (3.68) iterasyon yöntemleri için yakınsaklık davranışı  
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında, Picard iterasyonu ile başlayan iterasyon süreçleri literatürde 

birçok iterasyon yöntemi tanımlanmasına yol açmıştır. Benzer teknikler kullanılarak, 

yeni bir dört adımlı iterasyon yöntemi tanımlanmış ve bu iterasyon yönteminin 

yakınsaklığı ve veri bağlılığı incelenerek ispat edilmiştir 

Banach sabit nokta teoremi, contraction dönüşümleri altında tam metrik uzaylarda tek 

bir sabit nokta bulunmasını sağlayan temel bir matematik teoremidir. Bu teorem, 

çeşitli matematiksel ve bilimsel alanlarda geniş bir kullanım alanına sahiptir, çünkü 

birçok problemin çözümünde temel bir araç olarak hizmet etmektedir. Burada Picard 

iterasyon yöntemi kullanılmıştır. Bu ve bu benzeri teoremler ya da farklı sebeplerden 

dolayı literatürde birçok iterasyon yöntemi tanımlanmıştır. İterasyon yöntemleri, bazı 

sabit nokta dönüşüm sınıfları için farklı problemlere uygulanabilir. 

Bu çalışmada, (2.17) ile verilen iterasyon yöntemi için belirli şartlar altında 

yakınsaklık ve veri bağlılığı sonuçları incelenmiştir. Ayrıca bu iterasyon yönteminin 

küme değerli versiyonu ortaya konulmuştur. Daha sonra küme değerli bu iterasyon 

yöntemi kullanılarak zayıf, kuvvetli yakınsaklık, karalılık ve veri bağlılık sonuçları 

gibi sabit nokta kavramları ispatlanmıştır. Bu ispatların önemli kısımları örneklerle 

desteklenmiştir. Bu çalışmadan da anlaşılacağı üzere küme değerli veya tekil değerli 

olarak iterasyonlar tanımlanabilir. Ek olarak yeni sabit nokta teoremleri elde edilebilir. 
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