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OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde okuyucuya yardimci olabilecek Sturm-Liouville Problemi’ni tanitici
temel tanimlara ve teoremlere yer verilmistir. Sturm-Liouville Problemi’nin 6zdeger ve

Ozfonksiyonlari ile ilgili 6rnekler incelenmistir.
Ikinci boliimde Mukayese Teoremleri ayrintili olarak incelenmistir.
Ucgiincii boliimde Genel Osilasyon Teorisi’nin fiziksel yorumlarma yer verilmistir.

Dérdiincii boliimde ise Integral Denklemler Yéntemi ile Agilim Teoremi ispatlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville Problemi,
Mukayese Teoremleri,
Genel Osilasyon Teorisi,
integral Denklemler Yontemi,

Agilim Teoremi

v



SUMMARY

This thesis consist of four chapters.

In the first chapter, fundamental definitions and theorems which is related to Sturm-
Liouville Problem are provided. Some examples which are related to Sturm-Liouville
Problem’s eigenvalue and eigenproblems are investigated.

In the second chapter, Comparison Theorems are investigated in detail.
In the third chapter, General Ossilation Theory’s physical commends are considered.

In the fourth chapter, Dehiscense Theorem is proofed by integral equations method

Key Words: Sturm-Liouville Problem,
Comparision Theorems,
General Ossilation Theory,
Integral Equations Method,

Dehiscense Theorem
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1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

1.1. Tanim

Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri lizerinde bagimsiz
degiskenin ayni degerleri i¢in verilen sartlar altindaki probleme baslangi¢ deger problemi

denir. Verilen sartlara da baslangi¢c deger sartlar: denir.

Ornegin; y"+2y' =¢*,y 7 =1,y 7 =2bir baglangi¢ deger problemidir, ¢iinkii her

iki kosul x =7 ’de verilmistir.

1.2. Tanim

Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri lizerinde bagimsiz
degiskenin farkli degerleri icin verilen sartlar altindaki probleme sunir deger problemi,

verilen sartlara da sinir deger sartlar: denir.

Omegin; y"+2y =¢",y(0)=1,y(1) =1
bir sinir deger problemidir, ¢linkii iki yardime1 kosul x =0 ve x =1 farkli degerlerinde

verilmistir.
1.3. Tamim
Tanim ve deger climlesi vektdrlerden olusan doniisiime operator denir.
1.4. Tamim
A smurli lineer bir operator ve x herhangi bir topolojik uzay olsun.

Ax = Ax esitliginde x # 0 ¢6ziimil i¢in elde edilen 4 ’ya A’ nin ozdegeri, x’e ise A’nin

ozfonksiyonu denir.



1.5. Tanim

L herhangi bir elemanlar climlesi iizerinde tanimlanmis bir operatér olsun. y#0
olmak tlizere Ly = Ay esitligini saglayan y,L operatoriiniin 6zfonksiyonu, 4 ise 6zdegeri

olsun.

2

L=—d—2+q(X),xe[a,b]
dx

seklinde tanimli operatdre Sturm-Liouville operatérii denir.

Burada ¢(x).[a,b] aralifinda siirekli reel degerli fonksiyondur. Bu operatdr igin
y(x) ¢0ziim fonksiyonlar: climlesi diferansiyellenebilir ve [ a,b ] araliginin ug¢ noktalarinda

verilmis sartlarla belirlenir.
L operatorii igin 6nemli sinir sartlari;

1. tiir simir sarti; ayrik sinir sartlar denir,
y(a)cosa+ y'(a)sina =0
y(b)cos S+ y'(b)sin f=0

seklindedir.

2.tiir s1nir sarti; periyodik ve antiperiyodik sinir sartlari denir,

y(a)=y(b) o
, , — periyodik,
y(a)=y'(b)
y(a) =—y(b) L
, ) — antiperiyodik
y'(a)=-y'(b)
seklindedir.

3. tiir sinir sartlari; uclar1 bagli sinir sartlari denir,

y(@)=yb)=0
veya
Y'(a)=y'(b)=0



seklindedir.

p x ,l x ,r x fonksiyonlar1 reel ve sonlu [ a,b] araliginda siirekli olmak iizere

Sturm-Liouville operatoriiniin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini inceleyelim:

p x,r x a,b araliginda pozitif fonksiyonlar olacak bicimde Sturm-Liouville

denkleminin genel goriintiisii

Ly——i{p(x)ﬂ}+l(x)y=lr(x)y , a<x<b (1.1)
dx dx

seklindedir. p(x)l.mertebeden ve p(x) r x 2. mertebeden siirekli tiireve sahip olacak

sekilde
-- j Tdx L us(p)y . u=cl

doniigiimlerini uygularsak (1.1) denklemi

_1 J- r(x
P(x

0'(x) . p)

O(x) r(x)

q(z)=

1

Q(2) = (r(0) p(x)*
olmak iizere
~Z"+0(2)z =z
seklinde yazilir. y(x,4,) ile 4, e kars1 gelen 6zfonksiyonu ve y(x,4,) ile 4, ’ye karsilik

gelen 6zfonksiyonu gosterelim:
1.6. Lemma

A, # A, 0z degerlerine karsilik gelen y(x, 4,) ve y(x, 4,) 6z fonksiyonlar1 ortogonaldir.

Yani,

[y a)y@a)dx=0 . xe[0.x] dir.
0



ispat

f ve g fonksiyonlar siirekli ve ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun.
Lf = f"(x)— g(x) f(x)esitligini gdz Oniine alalm. 1ki fonksiyonun Wronskian
determinanti

W Ae = flx) g

[ g'(x)

seklindedir. iki kez kismi integrasyon uygularsak

:ILf L(x)dx = :I ') =q(x)f(x) g(x)dx

= ;ff "(x)g (x)dx — 7;[61(X)f (%) g (x)dx

= ;]g(X)df '(x) - I;[Q(X)f (%) g (x)dx

=f '(X)g(X):J— 7;[f '(x)g'(x)dx — 7(;[61(X)f (%) g(x)dx

=f '(X)g(X)jj-— ;[g'(X)df (%)= 7;[61()6)]” (x)g(x)dx

=f '(X)g(X):J— g'f (x):f + ;[f (x)g"(x)dx— I;[q(X)f (x)g(x)dx
= f(m)g(m) - f1(0)g(0) - g'(m) f(7)+ g'(0)f(0) + ;[ k() —q(x)g(x) fx)dx

=W, &g +WoAg +[Lg.f(x)dx (1.2)

elde ederiz.

y(0)cosa + y'(0)sinax =0

y(r)cos B+ y'(m)sin f=0
sinir sartlarini kullanirsak,

W. A e := Ove Wy &g =0 olup, (1.2) esitliginde yerine yazarsak

[1f.g()dx= [Lg.f (x)dx (1.3)



esitligi elde edilir.
f(x) yerine y(x,4,) ve g(x)yerine y(x,A,) alinip
Ly(x,A)=4y(x, 4), Ly(x,4) = 4, y(x,4,)

ifadeleri (1.3)’de yerine yazilirsa

lel y XAy x4, dx= Jxlz y x4 y x4 dx
0 0
(h=4) [y x4 y x4 dv=0

0

A # Ayicin [y x4y x4, de=0
0

elde edilir. Yani y(x,4,)ve y(x,4,) fonksiyonlar: diktir ve boylece lemma ispatlanmistir.

1.7. Lemma

Ly=—y"+q(x)y=Ay, x €[0,7] (1.4)

y(0)cosa + y'(0)sinax =0

y(r)cos B+ y'(7)sin f=0 (L.5)

(1.4)-(1.5) smir deger probleminin 6z degerleri reeldir.
Ispat

Bu teoremi olmayana ergi metoduna gore ispatlayalim;

Buna gore kabul edelim ki A4, =u +iv kompleks bir 6zdeger olsun. g(x) fonksiyonu
0,7 arahiginda reel degerli siirekli fonksiyon, o,/ reel sayr oldugundan dolay1
A, =Ai=u—iv sayist da oOzdeger olur. Bu oOzdegere karsilik gelen 6zfonksiyon

y(x,ﬂTl) = y(x,4,) ’dir. Bu takdirde Lemmal.6 geregince

Iy XAy x, A4 dx=0
0

olur.

Yani,



e 2
ﬂ y x4 ‘ dx=0
0
oldugundan y x,4, =0 olur. Halbuki y x,4, # 0 oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde

0zdeger kompleks olamaz. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

1.8. Regiiler ve Singiiler Sturm-Liouville Problemleri

Sturm-Liouville operatorii i¢in

2
Ly E—d—2+q(X)y=/1y, xela,b] (1.6)
dx
denklemini ve
y(a)cosa+ y'(a)sina =0

y(b)cos S+ y'(b)sin f =0

sinir sartlarin1 géz Oniine alalim (1.6)-(1.7) sinir deger problemi literatlirde Sturm-Liouville

(1.7)

problemi olarak bilinir. (1.7) sinir sart1 sina # 0 ve sin f # 0 olmak {izere

y a cota+y a =0

(1.8)
ybcotf+y b =0
biciminde de yazilabilir. Burada cot o = —h,cot f = H olarak alinirsa
v a-hy a =0
Y (1.9)

y' b +Hy b =0
sartlar1 elde edilir. g(x), [a,b] de tanimli reel degerli ve stirekli fonksiyon, H ve h sonlu

reel sayilar ise (1.6)-(1.9) problemine Regiiler Sturm-Liouville problemi denir. Bu
kosullardan herhangi biri veya birkaci1 saglanmiyorsa bu takdirde (1.6)-(1.9) problemine

Singiiler Sturm Liouville problemi denir. (1.9) sinir sartlarinin birincisinde h = o

durumundayken
cosx
cota = — =—h=w
sin &
yani,

sina =0, =0 olup, cosa =cos0 =1

olur ki buradan y a =0 oldugu goriiliir.



(1.6)-(1.9) problemi

=y +q(x)y =2y

y(@)=0 ’y'(b)+Hy(b):O (1.10)
seklini alir.

Simdi (1.6)-(1.10) problemi i¢in asagidaki teoremi ispatlayalim:
1.8.1. Teorem

q(x) fonksiyonu [ a,b ] aralifinda siirekli, reel degerli bir fonksiyon ve

-y'+qx)y=24y, xela,b] (1.6)
denkleminin
p(a,A)=sina, @ (a,A)=—-cosc (1.11)

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimii ¢(x, A)olsun. Bu takdirde her reel ¢ icin x €[a,b]
olacak bi¢imde bir tek ¢@(x,A) ¢Oziimii vardir. Ayrica her sabit x e [,b: icin @(x,A)

¢ozimil A ’ya gore bir tam fonksiyondur.
Ispat

Baglangi¢ fonksiyonunu
P, (x,A) =sinx —(x—a)cosa
olarak secelim. Bu fonksiyon (1.6) denkleminin (1.11) kosullarim1 saglayan ¢oziimiidiir.

n >0 i¢in
@, (x,A) =@,(x, )+ J &A1) - A @_1 (t, A)(x—1t)dt (1.12)

seklinde olsun. g(x) €[a,b] araliginda siirekli oldugu i¢in |g(x)|< M *dir. [A]| <N olsun.

Bu takdirde Vx €[a,b] igin |g00 (x, /1)| < K olur. Boylece n =1 i¢in (1.12) denklemi

2(x,4) = 0, (. )+ | D)= A @ (6, A)x =1yt

seklinde olur. Bu sebeple



@, (X, 4) = @, (x, )] =

xj A -2 G, ) (x—1t)dt

< j )| +[2| @, ¢, )| x — ]t

<M + N)K](x—t)dt

= M+N K[—(x_t)zj]
‘ 2

a

:%(M +N)K(x—a)’ (1.13)
olur.
n=2i¢in
0, (5.0 = 9, (5. )+ | D) - A &6, A)x—n)ar (1.14)
210, 2) = 0, (. )+ [ D)= A @ (6. A)x—n)ar (1.15)

(1.14) esitliginden (1.15) ¢ikarilip esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

0. )=, () = | [ -2 B, )=y, 1) Ge— 1t
< flg@ = Ao, . 2) - gy (1. D) x ~ |t

<(M + N)%(M + N)K](t —a)*(x—1)dt

_ (M +N)’K(b-a)(x—a)’
- 2.3

_KM + NY(b-a)' (x—a)’
3!

< %(M +N)2K(b—a)](t—a)2dt

olur. Boylece



(M+N)'K(b-a)"" (x—a)""

A — LA < 1.16
P, (x, ) =9, (x,A) (i) (1.16)
sonucu bulunur. Buradan

P, )=y (x, )+ A (D) -0, (x,A) (1.17)

n=1
xXe [,b: i¢cin |/1| < N olacak bigimde A’ ya gore diizgiin yakinsak olur.

Simdi n > 2 igin @(x,A) ’nin A ’ya gore tamligin1 gosterelim:

X

oA =g (2 = [ & =2 B, (1. 2) =9, . (A —1))dr

a

Pl (x,A) = dx)—A @ (x,2)
ol ()= gx)-A @ (x,2)

0, A0, )= d0-4 B9, (x4)

elde edilir.Simdi (1.17) esitligini x e gore iki kez diferansiyellersek

P D=3 A -0, (5D

= @ ")~ (po" LA+ rﬁ (x,A)—p, (x,A)
n=2

-4 @% (x,2)+ i %1 A -0, (6A) ﬁ

= q0-2A dx )
olacak sekilde d@(x,A) ¢Ozimii mevcuttur. Yani ¢@(x,4), (1.6) Sturm-Liouville

denkleminin (1.11) baslangi¢ kosullarini saglayan bir ¢oztimiidir. Ayrica (1.17) serisi

diizgiin yakinsak oldugu i¢in ¢(x,A) fonksiyonu A ’ya gore tam fonksiyondur.

1.8.2. Teorem
—Y'+q(x)y=4y, x¢€la,b] (1.6)
denkleminin
p(0,)=1, @0, =h (1.18)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii ¢(x, A1),



w(0,4) =0, w'(0,2) =1 (1.19)
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii y/(x, A) olsun. Bu takdirde (1.6)-(1.18)
ve (1.6)-(1.19) problemlerinin ¢oziimleri olan ¢@(x,4) ve w(x,A) fonksiyonlar1 igin

sirastyla asagidaki bagintilar s6z konusudur:

o(x, 2) = cos< Ax + % sin v Ax + % :jsin $2(c- 1) Gz, Aydr (1.20)
(x,A) = %sin Jax+ % :jsin 20— ) Jow(z. Az (1.21)
Ispat

Once (1.20) esitligini gosterelim; ¢(x, 1), (1.6) denkleminin ¢dziimii oldugu icin
—@"(r,A) +q(D)p(z, ) = Ap(t, A)

oldugundan
q@)p(r,A) = ¢"(1,A) + Ap(7, 2)

yazabiliriz. (1.20) esitligin saginda bulunan integrali hesaplayalim:

xjsin & - V2 Gop(z. Adr = ]sin $ - [§(0. )+ Al Wl

0 0

=2 fsin =02 Fr. e + [sin $i0e— 1) . (1.22)
0 0

simdi son esitligin saginda bulunan ikinci integrali hesaplayalim. Bunun i¢in iki kez kismi

integrasyon uygulayalim:

]sin -0} dr = ]sin - dp (2.0

= sin JA(x—7) é‘(r,z)xj - }(p’(r,l)d sin W (x—7)

= ¢'(x, A)sin FA(x—x) 3¢'(0, A)sin FL(x—0)
+x/Z]cos vg(x—z'gg(r,ﬁ)dr
0

10



= —hsin(vAx) +vA xjcos(ﬁ (x—1)do(r,2)
= —hsinJAx+ \/Z{go(r,/l)cos(\/z(x - r)] }
0

- ](p(r,/l)d cosJA(x—1) )

= —hsinvAx + \/z()(x,/i)cos(ﬁ(x - x):— (0, ﬁ)cosﬁ(x—O) :
—\/Z]sin ﬁ(x—r) fy(r,ﬁ)dt

= —hsin\x+7 Q. 1)~ VA cosx) >

—/I]sin (/Z(x—r)g(r,/z)dr (1.23)

Simdi (1.23)’ii (1.22) formiiliinde yerine yazalim:

0

]sin & - VA @r)p(r. Adz = —hsin L Ax +\Ap(x, 2) — /A cosy Ax - /zxjsin(\/i (x—7)

o(r, A)dr + Z]sin(\/z (x—1)p(z, A)dr

Buradan

xjsin - T);(T)go(‘r, A)dr =—hsinJAx +\Ag(x, 2) =2 cosv Ax

Vap(x,2) = A cosv Ax + hsin v Ax + ]sin - T);(T)¢(T, A)dr

olur. Bu esitligin her iki tarafini Vi “ya bolersek (1.20) esitligini elde ederiz.

(1.21) esitliginin saglandigini gosterelim:

w(x,A),(1.6) denkleminin (1.19) baslangic kosullarin1 saglayan c¢oziimii oldugundan

—"(x, ) +qy(x,A) = Ay (x,A)
gy (x, ) =" (x, )+ Ay (x,2)

(1.24)
olur.

11



Bu sebeple

xjsin (e T);(T)W(T, A)dr = ]sin G- T);/”(T, A)dr + /I]sin - T)Q(r, A)dr

0
son esitligin saginda bulunan birinci integrale iki kez kismi integrasyon uygulanirsa ve

(1.19) baslangi¢ kosullar1 gbz 6niine alinirsa

]sin (=) (e, Aydr = —sin A Zx + Ny (x,2) ,zxjsin Gix-0) (e 2z

0

elde edilir. Boylece,
y N
fsin Qa(x—1) g (. )dr = —sin VAx + Ay (x. )
0
esitligi bulunur, bu esitligin her iki tarafi +/4 *ya béliiniip, y(x, A) gekilirse (1.21) esitligini

elde ederiz. Bu da ispat1 tamamlar.
Ly=-Lip DLy rimy=ary . a<x<b
dx dx

Sturm-Liouville denklemine Liouvillle doniisiimiinii uygulayarak,
Ly=—y"+qg(x)y=A4y, xela,b] (1.6)
denklemini elde ederiz. (1.6) denklemini
y(a)cosa+ y'(a)sina =0
y(b)cos S+ y'(b)sin f =0

ayrik smur kosullart ile goz Oniline alalim. (1.6)-(1.7) Sturm-Liovville probleminin

(1.7)

O0zdegerlerinin olusturdugu ciimleye bu probleminin spektrumu denir. Simdi (1.6)

denkleminde ¢(x)= 0 olacak durumda 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin bulunmasina iliskin

asagidaki ornekleri géz Oniine alalim.

12



1.9. Sturm-Liouville Problemi ile Tlgili Ornekler

Ornek-1

Y'+Ay=0 , 0<x<rx

y 0,4 =0 , y" w,A =0 probleminin 6zdegerini ve 6zfonksiyonlarini bulalim.
Coziim
y x,A =Ax+B

y 0,4 =0 = B=0
y 7,4 =0 = A=0

A=0=B olup A =0 6zdeger degildir.

a) A <0 olsun. A 6z degerine karsilik gelen 6zfonksiyon
y x,A =A Ry P
y 0,4 =A+B=0
y(x,A) =JAA™ —JABe

V(7,2 =24 —JaBe V7 =0

buradan ise A=—-Bve A=0= B olur ki bu takdirde ¢6ziim anlamsizdir.

b) A>0olsun. y x,4A = Acos«/ZerBsin«/Zx
y 0,4 =A=0, y'(ﬂ,ﬂ,)=—A\/Zsin\/Zﬂ+B\/zcos\/7ﬂ

y'(z,A)= B\/Icos ﬁﬂ =0 = cos «/Iﬂ =0
7 1 1Y

ﬁﬁ:—+7m:> A=—+n=>4 =|-+n|, (n=1,2,3,.)
2 2 2

Bu sebeple A, 6zdegelerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar,

sin(zn;ljx, (n=1,23,..)

seklindedir.
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Ornek-2

Xy +xy+Ay=0 , 1<x<e (1.25)
y LA =0ve yed =0
probleminin 6z deger ve 6z fonksiyonlarini bulalim.

Cozim

(1.25) denklemi literatiirde Cauchy denklemi olarak tanimlanir. Bu denklemi

4 (xﬂj + lﬂ,y = 0 seklinde yazabiliriz.
X

dx\ dx
Bu durumda p(x)=x , f(x)=0 , r(x)= l’ dir.
X
y x,A ¢Oziimiiniix” seklinde ele alalim.
Bu takdirde,
y A =mx"" Yy x, A =m m—1 X" (1.26)

(1.26) denklemini (1.25) denkleminde yerine yazarsak

-2

2 —1
x> mm—1x"" +xmx" +Ax" =0

X" mm-1+m+i =0 x" m*+41 =0

m+1=0 = A=-m’> = m:i\/z

bulunur.
Bu sebeple
y(x,A)= Cleiﬁ+cze_i a
X = ™" = cos(alnx) +isin(alnx)
oldugu g6z Oniine alinarak
y x,A = Acos(ﬁfnx) + Bsin(ﬂ(nx)
olur. Son esitlikte A ve B, ¢, ve c, sabitlerine bagimli sabitlerdir.

y1L,4A =0 = A=0, yed =0

sinA =nzr = A, =n’7?, (n=1,2,3,.)
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0z degerlerini elde ederiz. Bu 6z degerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar
sin(nrlnx), (n=1,2,3,...)

seklindedir.
Ornek-3

—y'+Ay=0, —7<x<nx

y-nm=ynx, y-m=ynx

periyodik Sturm-Liouvville probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarint bulalim.
Coziim

Verilen denklemin ¢6ziimii
y x,A = Acos\/ZerBsin\/Zx
olup periyodik siir-kosullarindan faydalanirsak;
(ACOS\/ZE + Bsin\/Zﬂ) — (Acos\/qﬂ — Bsin\ﬁﬂ) =0 ve

(—A\/Zsin«/zﬂ + B\/Zcos«/zﬂ) — (—A\/Zsin\/zﬂ — B\/Icos\/zﬂ) =0

olup
(2sinA7)B=0 ve (2JAcos\Az)B=0
elde edilir.
Buradan sindAz=0 = Ji=n = A =n

2

cosVAr=0 = \/ﬁ_,zg :gn:%

0z degerlerine karsilik gelen 6z fonksiyonlar cosnx , sinnx ’lerdir.
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2. STURM-LIOUVILLE OPERATORU iCIN OSILASYON TEORISi

2.1. Ozfonksiyonlarin Sifirlari

-y +qx)y=A4y, xela,b] (1.6)

y(a)cosa + y'(a)sina =0
y(b)cos S+ y'(b)sin f =0

Sturm-Liouville problemini géz ontline alalim. Bu problemin 6z fonksiyonlarin sifirlarinin

1.7

dagilimina iligkin 6nemli sonuglara ait caligmalardan faydalanarak XX. asir civarlarinda
Sturm tarafindan (1.6)-(1.7) probleminin sonsuz sayida 6z degerlerin varlig1 ispatlanmaistir.
q x =0olacak sekilde asagidaki basit sinir-deger problemi goz ontine alalim:

y'+Ay =0,

y 0=y 7 =0
probleminin 6zdegerleri
A,=0,4, = 12,/12 = 22,...,2,11 =n’... olmak {izere bu O0zdegerlere karsilik gelen
0zfonksiyonlar

¢ XA =@, x =0,

@ X,A4, =@ X =COsX,

@ x,A, =@, x =cos2x,....p x,A =@, X =cosnx,...
seklindedir.

Boylece sifirdan baslanacak sekilde 6zdegerlerin artis sirasina gore 6zfonksiyonlar

dizisini olusturmus oluruz.

¢ x,A Ozfonksiyonlarinin sifirlart asagidaki dzelliklere sahiptir:

1) n. o6zfonksiyon olan ¢ x,A ’nin [0,7 ] aralifinda tam olarak n-tane sifirt

vardir.
2) n .ve (n +1). 6z fonksiyonlarin sifirlar1 siralidir (veya ¢aprazlasirlar).
Yani n. 6zfonksiyonun ardisik iki sifir1 arasinda (n +1). 6zfonksiyonun bir sifir1 bulunur.

Ozfonksiyonlarin bu dzellikleri genel halde de saglanir.

16



Ornek-4

Y'+Ay=0
y 0=y 7 =0

probleminde ¢, x =cos2x, ¢,(x)=cos3xolup

o, x =0 = cos2x=0

20=Lukz = X=£+k—”=£(l+k), (k =0,%1,%2,...) *dir.
2 4 2 22
k=0 = xozz,
4
k=1 = x]:3—7r,
4
k=2 = xzz%”%,...,ez 0,7
o, x =0 = cos3x=0
3x=£+k7r, = x:£+k_”:£(l+k)
2 6 3 32

k=1 = xl—z
2

k=2 = x2:5_7r
6
T

k=3 = x3=?¢ 0,7 olur.

2.2. Teorem (1. Mukayese Kriteri)

u'+g x u=0 (2.1)
Vvi+h x v=0 (2.2)
seklinde verilen iki denklemi g6z oniine alalim. Eger [ a,b ] aralifinin tamamu iizerinde
g x <h x ise bu takdirde birinci denklemin asikar olmayan herhangi bir ¢6zlimiiniin her

iki sifir1 arasinda ikinci denklemin her ¢oziimiiniin en az bir sifir1 vardir.
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Ispat

(2.1) denklemi v ile (2.2) denklemini u ile ¢arpip birbirinden ¢ikarirsak
viu"+g x u=0

ul/ v'+h x v=0

uv—vu+ g x —h x uw=0

u"v—v"uzi(u’v—v'u)z hx—-gx u (2.3)
dx

elde ederiz.

u’nun ardigik iki sifirn1 x; ve x, ile gosterelim. Kabul edelim ki v ’nin (x,,x,)

araliginda sifir1 bulunmasin.

Bu takdirde (2.3) esitligini x, den x, ’ye kadar integrallersek

[ L wv—vidy= wv—v [* = [ hv)— g uv(ds
dx i

ux, vy, VvV x,ux —u xvxy +vV xux = Xj(h(x)—g(x))u(x)v(x)dx
X

elde edilir.

Simdi v ’nin hig¢ bir yerde sifira esit olmadigini kabul edelim. Genelligi bozmadan (x,, x,)
araliginda u x >0, v x >0alabiliriz. Dolayistyla bir 6nceki esitligin sag tarafi pozitiftir.
u x >0 oldugu i¢in x, noktasinin komsulugunda u(x) fonksiyonu artandir.
Dolayisiylau’ x;, >0’dir. Benzer sekilde x, noktasmin komsulugunda u x fonksiyonu
azalandir ve ' x, <O oldugu sonucuna varilir. Bu sebeple

u' x, vx, —u x, v x olur. Bu ise bir geligkidir. Boylece (x,,x,) araliginda v ’nin

stfirlarinin varligr ispatlanmis olur.
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2.3. Sonu¢

g x <—m’ <0 ve (~o<a<x<b<o )olmak iizere
y'+g x y=0

denkleminin her ¢6ziimiiniin en fazla bir sifir1 vardir.
Ispat

g x <h x =-m" <0 ise
y"—m’y=0 denkleminin ¢dziimiiniin sifirinin olmadigm gosterecegiz. Bu denklemin

¢oziim fonksiyonu e™ seklinde olup sifirlar1 varolmadigr icin her sonlu aralikta

y"+g x y=0denkleminin en fazla bir sifir1 vardir.

2.4. Teorem (2. Mukayese Teoremi)

(2.1) ve (2.2) denklemlerinin

U a =sina u a =--cosa

' (2.4)-(2.5)

vV a =sina v a =-cosa
baslangi¢c sartlarim1 saglayan ¢ozlimleri u(x)ve v x olsun. Ayrica [a,b] araligmin
tamaminda ¢ x <h x olsun.

Eger u(x) fonksiyonu, a <x<b aralifinda m -tane sifira sahip ise, bu takdirde
v x fonksiyonunun ayni aralikta en az m-tane sifirlar1 mevcut olup, v x ’in k. sifin

u(x)’in k . sifirindan kiigiiktiir.

ispat

u(x)’in a noktasina en yakin sifirmm1 x, ile gosterelim Bir onceki teoreme dayanarak
v x ’in  a,x, aralifinda en az bir sifira sahip oldugunu gostermek yeterlidir. Bu aralikta

v x ’in sifira sahip olmadigini kabul edelim.
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Genelligi bozmadan q,x, aralifinda u x >0 ve v x >Oalabiliriz. u x, =0
oldugundan u(x) fonksiyonu x noktasinin bir komsulugunda azalandir. Bu

nedenleu’ x;, <0’diwr. (2.3) esitligini a *dan x, ’e integrallersek

X,

wox v = [(h(x) - g(Ou(x)v(x)dx

elde edilir. a,x, aralifindau x >0, v x >0 ve g x <h x oldugundan yukaridaki

esitligin sag tarafi pozitiftir. Fakat sol tarafi pozitif degildir. Bu ise bir ¢eliskidir. Boylece

teorem ispatlanmustir.

2.5 Lemma

Eger x, (a<x,<b), ¢ x,A 0z fonksiyonunun sifir1 ise bu durumda yeterince kiigiik
>0 sayis1 ig¢in  36>Obulmak miimkin ki |21-A4)| <8 olacak bigimde

¢ x,A fonksiyonunun |x - x0| < & icin sadece bir tek sifir1 vardir.

2.6. Teorem (Sturm Osilasyon Teoremi)

(1.6)-(1.7) smir-deger probleminin sinirsiz olarak artan 4;, A2, ... 6z degerleri vardir.

m—>w, A —>ow olsun. Bu taldirde A,  0zdegerlerine karsilhik gelen ¢ x,4

m

Ozfonksiyonunun a < x <b araliginda m -tane sifir1 vardir.
Ispat

u a =sina,u’ a =—cosa (2.6)
baslangi¢ sartlarini saglayan

—y'+q(x)y=Ay,x ela,b] (1.6)
denkleminin ¢6ziimii ¢ x,4 olsun. 2.Mukayese teoreminden dolay1r A4 artarken ¢ x, A
fonksiyonunun sifirlarinin sayist azalir. a<x<b |q(x)| <colsun. Bu takdirde (1.6)

denklemini
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'+ A+c y=0 2.7)
denklemiyle karsilastiralim. (2.7) denkleminin (2.6) baslangic sartlarin1 saglayan
¢Ozumiinun goruntisu

Cos

] 1
y x,A =sinacosh —-A-—c % xX—a - sinh —A—c % xX—a

—-A—c )

seklindedir. A parametresinin negatif degerlerinin mutlak degerlerinin yeterince biiyiik
degerleri i¢in bu fonksiyonun sifir noktalarinin mevcut olmadigi asikardir. Bu sebeple

tekrar 2.Mukayese teoreminden faydalanarak A parametresinin negetiflerinin yeterince

biiyiikk mutlak degerleri igin ¢ x,4 fonksiyonunun sifirlarinin mevcut olmadig: kanaatine

varilir.
Karsilastirma igin
—y'+ A—c y=0
denklemini segersek pozitif ve sinirsiz olarak artan A ’lar ig¢in (1.6)-(1.7) probleminin

¢Oziimii olang x,A4 fonksiyonunun sifirlarinin sayisinin [ a,b ] araliginda sinirsiz olarak

arttigini elde ederiz.

Simdi ¢ x,4 = 0 denklemini goz Oniine alalim. Bu durumda Lemma (2.5)’den

dolay1 bu denklemin kokleri 4 ’ya bagl siirekli fonksiyonlardir.

Diger yandan 2. Mukayese teoreminden dolaytr A ’lar artarken ¢ x,A

fonksiyonunun her sifir1 sola kaymis olur. Sifirlariin sayis1 azalmadig i¢in a noktasinin
disinda sifir noktasi bulunamaz.

_Bu sebeple Lemma (2.5)’den dolay1 bu fonksiyonun yeni sifirlar1 » noktasindan igeri girer.

Boyle bir degerin bulunacagi aciktir. ¢ b,4 =0olmak iizere y, ile bu esitligi saglayan A
parametresinin ikinci degerini gosterelim. Boylece ¢ b,iz, =0 olacak sekilde,
¢ x,u, fonksiyonu agik (a,b) araliginin igerisinde m -tane sifira sahip olmak tizere

Mo, Wiy «v 5 M, > M, .... sayl dizisi elde edilir. Eger sinf = 0 ise bu takdirde (1.7) smur
sartlarinda ikinci esitligin [ y b,4 cosf+Vy b, A sinf =0] saglandigimi goriiriiz.
Dolayisiyla g, 'ler 6zdegerlerdir. Ayrica (1.6)-(1.7) probleminin ¢6ziimii olan ¢ x,A4

(2.6) baslangi¢ kosullarini sagladigi i¢in bu ¢oziimiin (1.7) sinir kosullarindan birincisini

de sagladigini goriiriiz. Boylece bu durumda sinf = 0 durumunda teorem ispatlanmais olur.
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Simdi sinf # 0 olsun. u x ve v(x) ise 2. Mukayese teoreminde géz Oniine alinan
fonksiyonlar olsun.
u"+g x u=0 2.1
v'+h x v=0 2.2)
(2.6) baslangi¢ kosullarini saglayan denklemler olsunlar. (2.1)-(2.2)’yi gbz 6niine alirsak
l l ' ' " 4 12 12
di{uz(u__v_j} _ zuur[u__v_} ﬂ,z[u__v_} _uz(u_z _v_2j _
by u v u v u v u v 2.8)
u'v-v'u
%4‘“2 RHx)—gx) 30

elde edilir.

! !

Bu sebeple v’ nin fonksiyonunun sifira doniismedigi her aralikta u’ [u_, —V—j fonksiyonu
Y

monoton artandir. u(x),v(x) fonksiyonlarmmin a,b aralifinda esit sayida sifira sahip

oldugunu varsayalim.

x ile u(x)fonksiyonunun b noktasma en yakin sifirmm1 gosterelim. x, <x<b
araliginda v(x) fonksiyonunun sifirlarinin mevcut olmadigini gosterelim. Gergekten;

2.Mukayese teoreminden dolayr a ve x, noktalar1 arasinda v(x) fonksiyonunun
enaz i-tane sayida sifirlart bulunur.

Eger v(x) fonksiyonu x, <x<b araliginda sifira sahip olursa bu takdirde

a,b araliginda v(x)fonksiyonunun varsayimimiza ragmen u(x) fonksiyonundan daha

fazla sifira sahip olur. (2.8) esitligini x, ve b arasinda integrallersek

e O O fre vl
ub) v(b) u(x;)  v(x;)

L Wb Vb
ub) v(b)

(2.9)

u, <A'<A"<u,, olacak sekilde u(x)yerine v x,4', v(x)yerine v x,A" alirsak (2.9)

esitsizliginden dolay1% fonksiyonu gz , g ., aralifinda monoton azalir ve
pLo,
¢ by, =@ b, olduguigin %:—cot p olmak tizere
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M, u . araliginda bir tane A, noktasi bulunur. Dolayisiyla bu noktada (1.7) sartinin

ikinci esitligi saglanir. Bu ise 4

m-+1

‘in bir 6zdeger olmasi demektir. v(x,4_,,)ise bu
0zdegere karsilik gelen Ozfonksiyondur. Boylece agik  a,b araliginda o(x, 4, )

fonksiyonunun (m+1)-tane sifir1 vardir. Bununla teorem ispatlanmistir.
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3. GENEL OSILASYON TEORISi

3.1. Tanim

p ve q sabit olacak sekilde

—u"+pu=0
urr - (3.1)-(3.2)
—V'+qv=0

denklemlerinin asikar olmayan ¢oziimleri u(x) ve v(x) igin,
i) g < p ise u(x) ’in ardisik sifirlar1 v(x) ’in bir sifir1 tarafindan ayrilir.

ii) p>0 ise u(x) ’in herhangi x,,00 araliginda en ¢ok bir sifir1 vardir.

iii) ¢ <O ise her xj,c0 araliginda v x ’in bir sifir1 vardir.

3.2.Teorem (1.Sturm Mukayese Teoremi)

Osilasyon teorisinde bir¢ok klasik sonug;

p. x veq, x fonksiyonlari C*smifindan, p, x ve g, x uygun aralikta pozitif olmak

lizere
—plxu"+p0xu=0 (3.3)

- q xv"+q0 xv=0 (3.4)

self-adjoint Sturm-Liouville denklemlerinin ¢oziimleri i¢in elde edilmistir.Bu teori i¢in
baslangic sayilabilecek olan1 1836°’da C.Sturm tarafindan kesfedilen Mukayese
Teoremidir.
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3.3.Teorem

Eger «,f (3.3) denkleminin asikar olmayan ¢oziimii olan u(x) ’in ardisik sifirlar1 ise

xed=[a,f]icin
i)g x=p x

i)g, x <p, x ., qy x #py x

ise (3.4)’ln her v(x) ¢6zlimiiniin (o, ) araliginda bir sifir1 vardir.

Ispat

Eger u(x) ve v(x), (3.1) ve (3.2) denklemlerinin ¢oziimleri ise

— vpu' —upV' =(p,—q,)uv 3.5)
dx

Eger u ¢ =u f =0ise

B
vpu'[=F = j Do —¢, uvdx integrasyonu elde edilir. (o,f) araliinda u(x)’in pozitif

oldugunu varsayarsak

u o >0,u B <0 olur. (3.5) den v(x), («,f) aralifinda sabit isaret olamaz. Dogrusal

argliman (o, ) araliinda u x <0 ise uygun olur.

3.4. Fiziksel Yorumlar

Bu teoremin daha sonraki genellemelerini olusturacak (motive edecek) basit fiziksel
yorumlari vardir.
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3.4.1. Titreyen Tel

q x =p x =lve
-p, X =6, x >0 —gq, x =0, x >0 olsun.

u'+46, x =0, u a =u f =0 06zdeger problemi ,5, x telin yogunlugu olmak iizere
Ar=1 0z degerine sahiptir. 6, x 26, x , 6, x #J, x yogunlugundaki ikinci bir teli

ele alalim. v"+38, x v=0 denkleminin herhangi bir ¢6ziimii, g, =1’¢ karsilik gelen

vVia =Ty a =0
Vi+uv =0,
Vi g +T,v f =0

probleminin 6zfonksiyonu olarak diisiiniilebilir.

Ancak fiziksel degisken (parametre) olan g, =1 birinci 6zdeger olmayacaktir. Boylece ilk

0zfonksiyon sabit bir nokta oldugu i¢in v(x), (e, ) araliginda degisken bir noktadir.

3.4.2. Basit Harmonik Hareket

x zaman olacak sekilde, ¢, x =p, x =lolsun. f x =—p, x u kuvvetiile u=0
noktasinda ¢ekilen bagimsiz bir parga verilsin.Bu par¢anin hareketi u"+ f x u=0
denklemi ile tanimlanir. Baska bir parca FF x >f x , F x # f x olarak bilinen
F x =—p, x v kuvveti ile v=0 noktasinda ¢ekildiginde olduk¢a fazla tekrarla salinim

olacaktir. Eger u ¢ =u f =0 ise bu salimm (o, ) boyunca en az bir defada v=0

olunca duracaktir.

3.4.3. Diizlemsel Hareket

Basit harmonik hareket arglimani ¢ok bagimsiz olursa salinim devam edemez. Bu
yiizden par¢a merkezi bir gii¢ alan1 altindaki diizlemde hareketsizdir.
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3.5. Sturm-Picone Teoremi

3.4.1. ve 3.4.2. fiziksel yorumlarinmn ayrintis1 olarak varsayalim ki ¢, x =p, x

sinirlamasi gerekli olmasin. Bu sinirlama;

2

d u ' ' r ! u "y 1 u_,
—[— vwu'—ugy' 1=u pu’ ——(@qV)+ p, —q, u12+p1(u ——v)2 3.6)
dx \% v v

0zdesligini elde eden M.Picone tarafindan 1909°da olusturuldu. u,v, pu’,qv' heryerde
gecerli olan degiskenlerdir ve v x #0’dir. Bu 6zdeslige Picone, asagidaki genel Sturm

teoreminden faydalanarak ulasti.
3.6. Teorem

Eger o, (3.1)in asikar olmayan bir ¢6ziimii olan u(x)’in ardisik sifirlar1 olacak

sekilde x € 9 =[a,f] i¢in, eger

i) O<gq, x <p, x

ii) g, x <p, x

ise (3.2)’nin her v(x) ¢dziimiiniin [a,f] araliginda bir sifir1 vardir.
ispat

Eger u(x) ve v(x) sirast ile (3.1) ve (3.2) denklemlerinin ¢ozlimleri olmak {izere
x € 8 =o,p] icin v(x)#0 ise (3.6) bagintisi

d u [ 12 12 1 u !

_[_ vp\u —uq,v ]: Po— 4, u2+ P4 (Lt )2+ql(u __V)2

dx v v
seklinde elde edilir.

«’dan f’yaitegrallenirse g, x = p, x , g, x = p, x olmaksizin

B
2
0= j-[(po _%)uz + p—q u ldx
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bulunur. Buradan

: ux)
—-——V X

u x =0
v(Xx)

elde edilir.

Bu son 6zdeslik ifade eder ki %: cons ve v ¢ =v £ =0’dm.
v(x

3.7. Hatirlatmalar

371. (a,f) araliginda v x #0 olacak sekilde (3.6) mantikli olacaktir.
imZ ve lim% dikkate almarak v x ’‘in [a,) ve (o, ] araliklarinda bir sifirmin

x=>ay x=>py

oldugu desteklenebilir ki [ &, # ] araliginda v x ’in bir sifir1 vardir.

372. u ¢ =u f =0 varsayim ile o;=two , u ¢ =0"1 belirtmek lizere ve

o=t , u B =0’1Dbelirtmek lizere

u a -—ou a =0

u p —ou f =0

genel sartlar s6z konusu olur. Teorem(3.6) , (3.4)’in v x ¢oziimlerine uygulanirsa

T>o,,T>>0,ve u x ile v x lineer bagimsiz olmak iizere

Vioa =Ty a =0

Vi g +Tyv B =0

elde edilir.

3.7.3.Sturm Mukayese Teoremi ve Sturm-Picone Teoremi geregince

(3.1) denkleminin her(bazi) asikar olmayan ¢oziimii o, aralifinda bir sifira sahipse

o’da salinim vardir. Eger bazi(her) asikar olmayan ¢oziimiiniin  «,cc araligindaki
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sifirlart sonlu sayida ise co’da salinim yoktur. Bu teknigin uygulanmasinda mukayese icin
Euler denklemleri kullanilir.

( u)+p x u=0 (3.7

p(x)

ozel denklemi
u x :Asin[Ip & dé+ pl

genel ¢oziimiine sahiptir.

X

Boylece (3.7) i¢in salinim varken I dx = +oo , salimm yokken j 1 dx < +o0’dur.
2 P(X) 2 P(X)

3.8. Teorem

Eger dx =+ ve
5,[ p(x) &[ Po(x)

dx =—o0 ise (2.1) denklemi, oo’da salinimlidir.

Ispat

Bu ispat 6zel Riccati denklemi ve (2.1) Sturm-Liouville denklemi arasindaki iligkiye

baghdir. (2.1) denkleminin # x ¢6ziimii i¢in

h x =-p—
u

seklinde tanimlansin.

1
W =—p,+— I (3.8)

Py

olur. Bu, osilasyon teorisinde temel bir gec¢is olusturur ve (3.8) denkleminin singiiler

olmast i¢in u x ’in sifirlarini anlatir.
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Varsayalim ki (3.1) denkleminde salinim olmasin. Eger [ #,0) aralifinda u x >O0ise

tanimlanan 4 x ,(f,%) aralifinda (3.8) denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Boylece I Do (x)dx =—c0 olur.
Ayrica a<fji<y<co ve h f - Ipo & d&E>0, [y,») olacak sekilde S ve y bulabiliriz.
B

[y,0) araliginda &2 x >g x olacak sekilde g x = jpl £ h* & d& tanimlansm.
B

2

P, (%) ¢

Bu tanimdan g’ x > x ,[y,) olur.

o0

Buradan j dx < ! < oo olur bdylece ispat tamamlanir.
; pi(X) 8()

3.9.Teorem
Eger I ™ dx <o ve ﬂ Do (x)|dx <oo ise (3.1) denklemi co’da salinimsizdir.
o px o

3.10. Prufer Transferi

(3.1) denkleminin u x ¢0ziimii verilsin. » x ve @ x uygun bir sekilde se¢ilmis
olmak ilizere u x =r x sin@ x formunun bu ¢oziimii gosterdigini arastiralm. Bdyle

r x ve @ x ’in varligina siiphe yoktur ancak esas soru, u# x ’in uygun denklem ile

tanimlanmis olup olmamasidir.

Boylece

p, xu x =r x cosf x

olur ve
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1 .
g = cos’@—p, x sin’d (3.9)
p(x
ve
, 1 )
r'=r(—+p,)sinfcosb (3.10)
Py
olarak bulunur.
1 .
Bu durumda =-p, X =p x elde edilir.
(%)

(3.7) denkleminden 8 x = jp & d& olarak alalim.
B

Boylece u x, =0 < 6 x, =0 mod=7x olur.

Eger limé@ x =oo ise (3.1) oo ’da salinir.

X—>®0

Eger limé@ x limiti varsa (3.1) oo’da salinmaz.
X—>0

Prufer transferinin bir uygulamasi olarak u x ’in her sifirnda 6" x, >0 ve araliginda

p, x >0icin Teorem(3.9) ifade eder ki,

' = t )+| p,(X)| , v a =6,,Y6, i¢cin «,c0 araliginda bagl bir ¢oziimii vardir.
pi(x
Boylece
cos’ @ — p,(x)sin® 0| < +|po(x)|
pi(x) p(x)
olur.
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4. INTEGRAL DENKLEMLER METODU iLE ACILIM TEOREMININ iSPATI

4.1. f x =0 siirekli fonksiyon olacak bi¢gimde
v+ A-g x y=f xy 0<x=<nrm “4.1)

y(o,A)cosa+ y'(0,A)sina =0
y(z,A)cos S+ y' (7, A)sin f=0 4.2)

problemini g6z 6niine alalim. 4 kompleks sabit bir say1 olsun.

Y+ A-qg x y=0 4.3)
denkleminin
u 0,4 =sina, u' 0,4 =—cosa

baslangic kosullarini saglayan ¢oziimiinii v x,4 ile gosterelim.Eger u x,4 ve v x,4

lineer bagimlh ise,yani u x,4 , (4.1)-(4.2) probleminin 6zfonksiyonlart olmayacak

bicimde Wronskian determinanti

u v
Wouv =, |#0

u 1%

dir ve tersine , eger herhangi 4 i¢in Wronskian determinanti sifira esit ise u = Cv olur.
Dolayisiyla u 06zfonksiyondur. Bdoylece (4.2)-(4.3) probleminin 6zdegerleri Wronskian
determinantinin sifirlar1 ile ¢akisirlar. Bu durumda birinci mertebeden tiirevinin yanindaki
katsay1 sifira esit oldugundan belirli Liouville formiiliinden dolayr W, x ’den bagimsizdir.

W uv =w A
1
7 u x,A v itA ... x<t
G x,t;4 = W(l )
ut,A v x,A ... x>t
w(A)

seklinde G x,r;4  Green fonksiyonunu goz Oniine alalim. Bu fonksiyon x ve ¢

degiskenlerine gore simetriktir ve reel 4 degerleri i¢in reeldir.
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y A ={Gxtifrd (4.4)
0

seklindeki fonksiyonun (4.1)-(4.2) smir probleminin ¢oziimii oldugunu gosterelim:

y XA = {v XA fut, A ftdivu x.A [vidft dt} (4.5)

w X 0 0

esitliginden,

y' x, A o= ! W ox A ju LA f t di+u” x, A Iv LA f tdt+
0

w X 0

+V x,Aux, A fx—-u x,Avx,Af x}

1

w X

(g x —A](v x.2 ju LA f t di+u x, A ”jv LA ftdiy+f x
0 x

=[q X —i]y x,A +f x
olup
Y+ A-qgx y=f x

elde edilir. y x,4 fonksiyonunun (4.2) siir kosullarini sagladigini kolayca kontrol

edebiliriz. Boylece 4, (4.2)-(4.3) homojen probleminin 6zdegeri olmayacak sekilde, her

f x fonksiyonu i¢in homojen olmayan (4.1)-(4.2) problemi ¢oziilebilir ve ¢oziim (4.4)

formuli ile verilir.

Tersine eger 4 homojen problemin 6zdegeri ise homojen olmayan (4.1)-(4.2)
problemi genelde ¢oziilebilir degildir. 4, homojen problemin 6zdegeri olmayacak bigimde
(4.1)-(4.2) sisteminin ek ¢oziimii vardir.

Gergekten, homojen olmayan problemin iki ¢6ziimiiniin farkinin homojen
problemin 6zfonksiyonu olacagi asikardir ve varsayimdan dolay1 bu sifira esittir. A =0
icin bir 6zdeger olmadigin1 kabul edebiliriz. Aksi durumda bir sabit 7 sayisi i¢in,

y'+ (A+m)—q(x) y=0

y(o,A)cosa+ y'(0,A)sina =0
y(z,A)cos S+ y' (7, A)sin f=0

sinir  problemini gbz Oniine alalim. Bu problemin 6zdegeri, (4.2)-(4.3) probleminin
dzdegerinin aymsidir. Ozdegerlerin tiimii 7 kadar saga dtelenmis olur. Son sinir problem

icin sifir 6zdegeri olmayacak sekilde 7 sayisim segebiliriz. G x,1;4 =G x,t  esitligini

g0z Oniine alirsak
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y X = IG x,t ftdt (4.6)
0
fonksiyonu (4.2) siir kosullarini saglayan
Yi—q x y=f x

denkleminin ¢6ziimiidiir. Béylece (4.1)-(4.2) sistemi

y+lIG x,t yt dtsz x,t ftdt=g x
0 0
integral denklemine denk oldugunu sdyleyebiliriz. Ozellikle homojen problem f x =0
yx =2[G xt ytdt=0 4.7)
0

integral denklemine denktir.

4.2. (4.2)-(4.3) probleminin 6zdegerleri A,,4,,4,,...,4

n

ve bunlara karsilik

gelen normlastirilmis 6zfonksiyonlar v, x ,v, x ,v, x ,...,v, x olsun.

H x.f Z:v xv &
cekirdegi goz oOniline alalim. \/Z =n+0 1 asimptotik formiiliinden dolay1 H x,¢ i¢in
yazilan seri, mutlak ve diizglin yakinsaktir ve dolayisiyla H x,& ¢ekirdegi siireklidir.
Simdi ise
v xv &

0 x,¢ =G x,& +H x,¢& Gx§+z

l’l

cekirdegini gbz Oniine alalim. Bu ¢ekirdek siirekli ve simetrik olacagi asikardir. Sifira denk
olmayan her simetrik Q x,& ¢ekirdegi en az bir 6zfonksiyona sahiptir. Yani

ux +2 [0 x&u & di=0 (4.8)
0
denklemini saglayan A4, sayist ve u x #0 fonksiyonu mevcuttur. Boylece

O x,& gekirdeginin 6zfonksiyonlara sahip olmadigini gosterirsek Q x,& =0oldugunu

elde ederiz. Yani,
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G xc =—Z% (4.9)
n=0

n

acilimindan, 6zfonksiyonlarin tamligini kolayca elde ederiz. (4.7) denkleminden
i 1
IG xtv &dé=——v, x
0 /1n

elde edilir. Boylece

Jo .z, £ dz=0

olup QO x,& cekirdegi (4.2)-(4.3) probleminin tiim 6zfonksiyonlarina ortogonaldir. (4.8)

integral denkleminin ¢6ziimii u x olsun. u# x ’in v, x ’lerin tiimiine dik oldugunu

gosterelim. Gergekten (4.8) denkleminden

0=7]u X v, xdx+207]‘vn X {?Q xEu & d«g“}dx

= 7]u X v, xdx+207]u & {?Q x< v, x dx}dg"

:_[u x v, xdx
0
elde edilir. Buradan
O=u x +4[Q x.& u & dé=u x +1,[G x.& u & d&
0 0

bulunur. Yani u x , (4.2)-(4.3) probleminin 6zfonksiyonudur. Ayrica u x , v, x ’lerin

timiine ortogonal oldugu i¢cin u x =0 ve dolayisiyla, Q x,& =0olur. Bdylece (4.9)

formiili ispatlanmis olur.
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4.3. Teorem (A¢ilim Teoremi)

Eger f x ikinci mertebeden stirekli tiireve sahipse ve (4.2) kosullarini

saglamiyorsa f x fonksiyonu (4.2)-(4.3) probleminin 6zfonksiyonlarina gére mutlak

ve diizgiin yakinsak Fourier seri a¢ilimi seklinde yazilabilir.

[ x =Zanvn X, anJ‘f xXv, x dx (4.10)
n=0 0

Ispat

f" x —=q x f x =h x olsun. Bu taktirde (4.4) ve (4.9)’ dan dolay1

¥4

f x =7]‘G x,& h & dcfz—ivn X %J‘vn Ehé dfzianvn X

v, x fonksiyonlarinin ortogonalligi ve normlu olmasindan dolayi
a,= I f xv xdx
0

olur.

4.4. Teorem

0,7 araliginda karesi integrallenebilen her f x fonksiyonu i¢in

”jfz xdxzianz 4.11)

0 h=0

parseval esitligi saglanir.

Simdi f x fonksiyonunun acilimi belirli olacak sekilde, Rezolvent i¢in Fourier serisine

actlimim1 bulalim. (4.4) formiline gére y x,A fonksiyonu (4.2) sinir kosullarim

sagladigindan, kismi integrasyon yaparsak,
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Iy”x,i—qux,i vnxdx:Ivn"x—qxvnx y x,A dx
0 0

:—/1”7]‘)7 x,Av, x dx
0

=-Ad A

elde ederiz.
y x,A =idn Av, x, anzf]‘f xv, x dx
n=0 0
olsun. Bu taktirde (4.1) ve (4.12)’den
an=7] y'ox,A +[ﬁ,—q x ]y x, A v, x dx
0

=—Ad, A +id, A

olur. Buradan,

yazabiliriz. Dolayisiyla ,rezolvent i¢in a¢ilim

= a
y x,A = —vV, X
Z::O/l—/ln

sekindedir.
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