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1. GĠRĠġ 

Yatırımlara iliĢkin karar vermede en önemli konulardan bir tanesi gelecekteki 

belirsizlik durumlarından en az etkilenmektir. Bunun için mevcut durumu çok 

iyi analiz ederek, yatırım araçlarının gelecekteki değerlerini en iyi biçimde 

kestirmek ve riski olabildiğince küçükleyecek yöntemlere baĢvurmak 

gereklidir. Yatırım araçları olan varlıklar üzerinde bu türden bir risk azaltımı 

amaçlandığında, opsiyon fırsatlarından faydalanmak yatırımcı için cazip 

olmaktadır. 

Bir opsiyon, temel olarak herhangi bir varlığın gelecekte belirli bir fiyattan 

alınması (satılması) hakkının bugünden belirli bir bedel karĢılığı satın 

alınmasına olanak sağlayan bir sözleĢmedir. Bu hak bir zorunluluk değil, 

varsa opsiyon sözleĢmesi ile belirlenen Ģartların oluĢmasına bağlı olarak 

opsiyon sahibinin isteğinde uygulamaya koyabileceği bir tercihtir. 

Opsiyon sözleĢmeleri kullanılarak, yatırım yapılmak istenen varlığa iliĢkin 

harcama bir süre ertelenebileceğinden, net bugünkü değer ve opsiyon 

değerlendirme yaklaĢımları farklı sonuçlara ulaĢacaktır [59]. Bu durumun 

birinci nedeni, harcamaları olabildiğince geciktirmenin her zaman avantajlı 

olmasıdır. Çünkü elden çıkartılması geciktirilen her kaynak üzerinden bir faiz 

getirisi elde edilebilir. Ġkincisi ise bu bekleme sürecinde içinde bulunulan 

Ģartlarda değiĢmeler olabilir. Bu nedenle, opsiyonları her zaman için 

olabildiğince geç uygulamaya koymak gerektiği düĢünülebilir, fakat opsiyonu 

geç uygulamaya koymanın cezası paranın zaman değeri, yani faizi 

kullanamamaktır. 

Opsiyon alım / satım iĢlemleri doğrudan ticari mallar üzerinden yapılmadığı 

için bu tür sözleĢmeler CAPM (Capital asset pricing model, bkz. Kırlı [64]) ve 

Arbitraj (bkz. Yörük [119]) gibi yöntemlerle incelenemezler (bkz. Karan [59]). 

Ayrıca, bir hisse senedine dayalı opsiyon sözleĢmesi almakla, o hisse 

senedinin sağladığı oy kullanma hakkı veya kârdan pay isteme hakkı gibi 
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haklar elde edilmediği gibi opsiyonlar baĢka bir varlığa dayandığından, 

opsiyonların (adil) fiyatları doğrudan arz-talep eĢitliği altında belirlenemez. 

Bu nedenlerle, borsa değerlerine bağlı olarak bir opsiyon sözleĢmesinin 

klâsik yöntemlerle incelenmesi uygun değildir. Bu çalıĢmada Ornstein-

Uhlenbeck süreçleri altında Amerikan tipi opsiyonlar incelenerek, gözlemlerin 

sürekli olmaması ve her bir gözlem zamanının daha önceki gözlem 

noktalarındaki sürecin değerine bağlı olarak belirlenmesi durumunda 

opsiyonun uygulamaya konulması için bir strateji önerilmiĢtir.  

Ġzleyen bölümde opsiyonlara iliĢkin temel kavramlar ve opsiyonların 

değerlerinin belirlenmesinde literatürde kullanılan bazı yöntemler 

sunulmuĢtur. 3. Bölüm‟de tez konusunda temel araç olarak kullandığımız 

difüzyon süreçleri ve bunlara bağlı stokastik analiz yöntemlerine kısaca 

değinilmiĢtir. Tez çalıĢmasıkapsamında elde edilen sonuçların yer aldığı4. 

Bölüm‟de ele aldığımız opsiyona iliĢkin model varsayımları ve bu varsayımlar 

altında opsiyona konu olan varlığın fiyatını gözlemlemek için önerilen strateji 

sunulmuĢtur. Önerilen bu strateji, opsiyona konu olan varlığın fiyatının 

hareketli bir sınırı ilk geçiĢ zamanıyla belirlendiğinden, difüzyon süreçlerinin 

ilk geçiĢ zamanlarının incelenmesinde literatürde uygulanmıĢ çeĢitli 

yöntemlere kısaca değinilmiĢ ve Ornstein-Uhlenbeck sürecinin hiperbolik bir 

sınırı ilk geçiĢ zamanı incelenmiĢtir. Elde edilen sonuçların bir 

uygulanmasının verildiği 5. Bölüm‟de Monte Carlo simülâsyonu ile 

oluĢturulan bir gerçekleniĢ üzerinden önerilen stratejinin bir canlandırması 

sunulmuĢtur. 6. Bölüm‟de ise çeĢitli tartıĢmalara yer verilmiĢtir. Tez 

çalıĢmasıyla ilgili olan bazı tamamlayıcı bilgilerin ek olarak verilmesi uygun 

görülmüĢtür. 

 



3 

 

2. OPSĠYONLAR 

Bu bölümde opsyonlara iliĢkin temel bazı kavramlar sunulmaktadır. Burada 

geçen tanımlar ve daha detaylı incelemeler için bkz. [28]. 

Opsiyon sözleĢmeleri (opsiyonlar), önceden belirlenen koĢulların 

gerçekleĢmesi halinde gelecekte anlaĢmaya varılan türden davranma hakkını 

bugünden belirli karĢılıklarla garanti altına alan standart sözleĢme türleridir. 

Bu sözleĢmelerde, anlaĢmada geçen Ģartların gerçekleĢmesi durumunda 

opsiyonu alan kiĢi, anlaĢmada belirlenen davranıĢta bulunma hakkını elde 

eder, fakat bu hakkını kullanmak zorunda değildir. 

Tez çalıĢmasına finansal bir araç olarak kullanılan opsiyonları konu alacağız. 

Bu nedenle bir opsiyon sözleĢmesinin aĢağıdaki tanımını kullanacağız. 

2.1. Tanım: Bir opsiyon sözleşmesi sahibine bir malı (opsiyona konu olan 

varlığı – underlying asset) belirli bir fiyattan belirli bir zamanda veya zaman 

aralıklarında,önceden belirlenmiĢ koĢulların sağlanması halinde satın alma 

veya satma hakkı sağlayan standart bir sözleĢmedir. Bu hak, opsiyonu satan 

tarafından garanti edilir.  

Opsiyonlar sözleĢme konusunun alım veya satımı ilgilendirmesine göre ikiye 

ayrılırlar. 

2.2. Tanım: Bir alım opsiyonu, sahibine belirli bir varlığı önceden belirlenen 

bir fiyattan,sözleĢmeyle belirlenen zamanlarda alma hakkı verir. Bir satım 

opsiyonu ise sahibine belirli bir varlığı önceden belirlenen bir 

fiyattan,sözleĢmeyle belirlenen zamanlarda satma hakkı verir.  

2.3. Tanım:Alım opsiyonlarında uygulama (anlaşma) fiyatı opsiyon sahibinin 

opsiyona konu olan varlığı alma hakkına sahip olduğu fiyatı, satım 
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opsiyonlarında ise opsiyon sahibinin opsiyona konu olan varlığı satma 

hakkına sahip olduğu fiyatı belirtir. 

2.4. Tanım: Bir opsiyonun vade sonu, opsiyon ile ilgili bütün hakların elde 

edilebileceği son tarihtir. Eğer opsiyon bu tarihe kadar uygulamaya 

konulmamıĢsa opsiyon sahibinin hiçbir hakkı kalmayacağı gibi 

opsiyonusatanın dabütün yükümlülükleri ortadan kalkacaktır. 

2.5. Tanım: Herhangi bir opsiyonu satın alan yatırımcı opsiyon primini 

ödemek zorundadır. Bu prim, piyasada arz ve talep dengesi altında 

belirlenmektedir. Yatırımcı, opsiyonu satın almakla sözleĢmede geçen 

zamanlarda opsiyona konu olan varlığı anlaşma fiyatından alma / satma 

hakkına sahip olur. 

Opsiyonlar özellikle gelecekle ilgili belirsizliklerin olduğu piyasalardaki 

malların fiyat değiĢmelerine karĢı riski azaltmada çok önemli rol oynarlar. 

Yatırımcının, bir malı belirli bir tarihe kadar bugünden belirlenen bir fiyattan 

satın alma opsiyonu satın aldığını varsayalım. Bu durumda yatırımcı, eğer 

opsiyona konu olan malın fiyatı anlaĢma fiyatının üzerine çıkarsa, opsiyona 

konu olan malı alarakopsiyonu uygulamaya koyar ve malı sözleşme 

fiyatından alıp hemen piyasadaki yüksek fiyatından satarak aradaki fark 

kadar kâr elde eder. Eğer malın fiyatı opsiyon sözleĢmesinin geçerlilik 

tarihine kadar anlaĢma fiyatının üzerine hiç çıkmazsa, yatırımcı opsiyonu 

uygulamaya koymayarak zararını sadece opsiyon primi ile sınırlandırmıĢ olur. 

Bu sayede malın fiyatındaki istenmeyen değiĢmelerden kendisini korur. 

Her opsiyon sözleĢmesinin bir satıcısı vardır. Satıcı, opsiyon sözleĢmesini 

satarak opsiyon primini gelir olarak alacaktır. Daha sonra opsiyona konu olan 

varlığın fiyatındaki değiĢmelere göre opsiyon alıcısının vereceği kararı 

bekleyecektir. Opsiyonu satan kiĢinin alım veya satım kararı vermesi söz 

konusu değildir. 
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Satım opsiyonlarında ise, opsiyon sahibi belirli bir bedel ödeyerek satın aldığı 

opsiyon sayesinde, vadesinde veya vadesinden önce opsiyona konu olan 

varlığı satma hakkı elde eder. Bu opsiyonu satankiĢi ise bir bedel karĢılığında 

sattığı opsiyonun vadesinden önce alıcının talep etmesi durumunda opsiyona 

konu olan varlığı satın almaya mecburdur. 

2.1. BaĢlıca Opsiyon Türleri 

Opsiyonlar çok çeĢitli olmakla birlikte, temelde opsiyonun uygulama zamanı, 

opsiyona konu olan varlığın alınması için ödenecek miktar gibi özelliklere 

göre çeĢitli sınıflandırmalara tâbi tutulurlar. 

2.1.1. Avrupa opsiyonları 

Bu tür opsiyonlar sadece vade sonunda uygulamaya konulabilir(Black ve 

Scholes [11]). Bu nedenle opsiyonun değeri sadece opsiyona konu olan 

varlığın vade sonundaki piyasa fiyatı ile iliĢkilidir. Sadece vade sonundaki 

piyasa fiyatı opsiyon değerini belirlediğinden, bu türden opsiyonlara “vanilya 

opsiyonları” denilmektedir. 

2.1.2. Amerikan opsiyonları 

Bu tür opsiyonlar vade sonuna kadar herhangi bir anda uygulamaya 

konulabilir (Myneni [83]). Bu özelliği nedeniyle, opsiyon fiyatı sadece 

opsiyona konu olan varlığın vade sonundaki piyasa fiyatı ile değil,bunun 

yanında vadeye kalan süre ve opsiyona konu olan varlığın vade süresince 

piyasa değerleriyle de iliĢkilidir. Opsiyon fiyatını belirlemek, örnek yol 

üzerindeki değerlere de bağlı olduğundan Amerikan tipi opsiyonlar “egzotik 

opsiyon” adını alır. Amerikan tipi opsiyonların özel bir türü olarak bu 

opsiyonların vadesi yeteri kadar uzun (sonsuz) ise süresiz Amerikan 

opsiyonu adını alırlar. 
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2.1.3. Asya opsiyonları 

Opsiyonun uygulanması sonucunda alınacak olan para, opsiyonun 

uygulanmasından belirli bir süre öncesine kadar opsiyona konu olan varlığın 

değerinin ortalamasıyla ölçülür (Carr 2002 [24]). Opsiyonun uygulama 

tarihinin belirli bir vade ânında veya o vade ânına kadarki bir anda olmasına 

göre Avrupa (Chalasani [25]) ve Amerikan tipi (Bogomolov ve Medvedev [12], 

Broadi ve Detemple [19]) olarak kendi içinde ikiye ayrılır. 

2.1.4. Rus opsiyonları 

Opsiyonun uygulanması sonucu alınacak olan para, opsiyonun 

uygulanmasına kadar geçen sürede opsiyona konu olan varlığın fiyatının 

alacağı en büyük değer ile ölçülür (Duistermaat va. [35], Sheep ve Shiryayev 

[103, 104]). Bu özelliği sayesinde yatırımcı, herhangi bir Ģekilde opsiyona 

konu olan varlığın en yüksek değerini kaçırmak gibi bir kaygısı olmaz. Fakat 

opsiyonu vade sonuna kadar bekletmekle paranın zaman değerini elde 

edemeyeceği için, opsiyonu uygulama kararının iyi belirlenmesi gereklidir. 

2.1.5. Bermuda opsiyonları 

Bu opsiyon Amerikan tipi opsiyonların özel bir hali olup, opsiyonun 

uygulamaya konulabileceği tarihler opsiyon sözleĢmesinde belirtilir [38]. Bu 

nedenle opsiyon sahibi, opsiyonu vadesinden önce uygulamaya 

koyabilmekle beraber, uygulama tarihini keyfi olarak belirleyemez.Bu 

opsiyonlar uygulamada daha çok Amerikan opsiyonlarının simülasyonları için 

kullanılırlar. 

2.2. Amerikan Tipi Opsiyonların Değerlendirilmesi 

SözleĢmenin bitim tarihine kadar herhangi bir anda uygulamaya konulabilen 

Amerikan tipi opsiyonlar, opsiyonu satın alan kiĢiye önceden belirlenmiĢ bir 
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fiyat üzerinden bir varlığı alma veya satma hakkı veren standart bir 

sözleĢmedir. Yatırımcı, opsiyona konu olan varlığın piyasa fiyatına göre 

opsiyonu uygulamaya koyup koymama kararı verebildiği içinvarlığın 

fiyatındaki belirsizlikten korunmuĢ olur. Opsiyon sözleĢmesinin geçerliliği 

boyunca opsiyona sahip olan kiĢi her an için opsiyonu hemen uygulama ya 

da uygulama kararını gelecek bir zamanda verme tercihini yapmak 

zorundadır. Bu kararı verirken opsiyona konu olan varlığın (bilinen) değeri ile 

devam etmenin (bilinmeyen) değerlerini karĢılaĢtırmak zorundadır. 

SözleĢme fiyatı 𝐾 olan ve 𝑇 zamanına kadar geçerliliğe sahip bir Amerikan 

tipi satıĢ opsiyonunun değeri [106] 

max
𝜏≤𝑇

𝐸 𝑒−𝑟𝜏 max 𝐾 − 𝑆 𝜔, 𝜏 , 0   ( 2.1) 

ile verilir. Burada maksimizasyon 𝜏 ≤ 𝑇olacak biçimindeki bütün duraklama 

zamanları üzerinden yapılmaktadır. 𝑟 indirgeme oranı (genellikle riskten 

arındırılmıĢ faiz oranı) iken 𝑆 𝜔, 𝑡 , bir 𝜔 gerçekleniĢi için 𝑡 anında opsiyona 

konu olan varlığın piyasa fiyatını temsil etmektedir. Bu opsiyonun değerini 

tahmin etme probleminde opsiyon sahibinin opsiyonu hemen uygulamaya 

koyması durumundaki kazancı ile devam etmenin indirgenmiĢ değeri 

karĢılaĢtırılmalıdır. Bu türden erken uygulama stratejileri nedeniyle Amerikan 

tipi opsiyonların değerlendirilmesi finans matematiğinde çok zor problemler 

olarak yer alır. Analitik çözümlere ulaĢmada yaĢanan zorluklar nedeniyle, 

Amerikan tipi opsiyonların nümerik olarak değerinin hesaplanması literatürde 

çok yer almaktadır. 

Brennan ve Schwartz [16, 17] ve Schwartz[101] sonlu farklar yöntemiyle bu 

problemi incelemiĢlerdir. Bu yöntemde zaman ve durum uzayı yeteri kadar 

küçük aralıklara bölünerek, opsiyonun değerlendirilmesinden doğan kısmi 

diferansiyel denklemler sonlu farklar yöntemiyle çözülür. Brennan ve 

Schwartz yönteminin yakınsaması Jaillet va.[56] tarafından ispatlanmıĢtır. 
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Cox va.[32] da zaman ve durum uzayını kesikli hale getirmiĢ, fakat 

yöntemlerini simetrik rastgele yürüyüĢün Brownian harekete yaklaĢımı 

üzerine kurarak, binom yöntemi ile Amerikan tipi opsiyonların 

değerlendirilmesini incelemiĢlerdir. Bu yöntemin yakınsaması Amin ve 

Khanna [5] tarafından incelenmiĢken, Geske ve Shastri [44] binom yöntemi 

ile sonlu farklar yönteminin bir karĢılaĢtırmasını sunmaktadır. 

Boyle [13], Omberg [85], Boyle va.[14] ve Kamrad ve Ritchken [58], binom 

yöntemini multinomial yöntemleri de içerecek biçimde geliĢtirmiĢken, Barone-

Adesi ve Whaley [9] ve MacMillan [76] kuasi-analitik bir yöntem önermiĢtir. 

Avrupa tipi opsiyonlarda sıklıkla kullanılan nümerik integral yöntemi 

Parkinson [88] tarafından Amerikan tipi satıĢ opsiyonlarına uyarlanmıĢtır. 

Kim [65], Jacka [55] ve Carr va.[23], Amerikan tipi opsiyonların erken 

uygulanabilme özelliğinden yararlanarak bu tür opsiyonların değerlerini 

Avrupa tipi opsiyon ile bir erken uygulama priminin toplamı olarak ifade 

etmiĢtir.  

Geske ve Johnson [43], Breen [15], Bunch ve Johnson [20] Richardson 

interpolasyonunu kullanmıĢlardır. 

Bu türden sayısal yaklaĢımların yeni karĢılaĢılabilecek opsiyon türlerine kolay 

uygulanabilmesi en büyük artılarındandır. Fakat, problemde incelenmek 

istenen etkenin fazla olması durumunda ortaya çıkan gerekli hesaplamaların 

sayısındaki hızlı artıĢ, simülasyon yöntemlerini kullanmaya zorlamaktadır. 

Opsiyon değerlendirme konusu ilk defa 1977 yılında Boyle [13] tarafından 

simülasyon çalıĢması ile incelenmiĢken, Amerikan tipi opsiyonlarda optimum 

erken uygulama stratejisi ilk kez Tilley [113] tarafından simülasyonla 

incelenmiĢtir. Longstaff ve Schwartz [75] tarafından önerilen en küçük kareler 

Monte Carlo yöntemi, Amerikan tipi opsiyonların değerlendirilmesinde 
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kullanılan önemli bir simülasyon yöntemi olmuĢtur. Yazarların önerdikleri 

yöntemde simülasyon yardımıyla üretilen opsiyona konu olan varlığın 

fiyatının oluĢturduğu örnek yollar yardımıyla gelecek değerler en küçük 

kareler yardımıyla elde edilir ve bu değerlere göre “tamam mı devam mı” 

kararı verilir.  

2.3. Opsiyonların Uygulama Alanları 

Opsiyon değerlendirme yöntemlerinin uygulama alanlarının baĢlıca ortak 

özellikleri Ģöyle sıralanabilir: 

1. Gelecekle ilgili bir belirsizlik durumunun var olması 

2. Verilecek olan kararın geri dönüĢünün olmaması 

3. Kararın verilmesinde tercih hakkının olması 

Bu özellikleri sayesinde opsiyon değerlendirme yöntemleri bir finansal değer 

olan opsiyon sözleĢmelerinin yanında yatırım fırsatlarının 

değerlendirilmesinde de kullanılabilmektedir. Projelere yatırım kararlarının 

incelenmesinde opsiyon değerlendirme yöntemlerinin kullanılması genellikle 

“reel opsiyonlar” olarak adlandırılmaktadır. Piyasada doğrudan iĢlem 

görmemeleri haricinde reel opsiyonlar ile finansal opsiyonlar arasında 

değerlendirme yöntemleri bakımından fark bulunmamaktadır (TaĢ va.[111]). 

Piyasa iĢlemlerinde opsiyonlar temel olarak daha önce de değinildiği üzere 

riskten korunma sağlarlar. Bunun yanı sıra, bir alım opsiyonu almak, 

opsiyona konu olan varlığı doğrudan almaktan her zaman için daha ucuz 

olacağından, yatırımcılar daha az kaynak ile daha fazla varlığı kontrol etme 

imkânı elde ederler. Bu özellikleri yardımıyla, ĠMKB‟de risk yönetiminin 

Avrupa tipi opsiyonlar ile nasıl yapılabileceğini CoĢkun [29] incelemiĢtir. 
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Ata[8] ise çalıĢmasında Avrupa tipi dövize dayalı opsiyonların Türkiye‟de 

nasıl uygulanabileceğini incelemiĢtir. 

Uysal [115] çalıĢmasında Black-Scholes modelinin yatırım projelerinin 

değerlendirilmesinde nasıl kullanılabileceğini incelemiĢtir. Özoğul ve Ülengin 

[87] çalıĢmalarında biliĢim teknolojilerine yatırım yapmayı bir reel opsiyon 

yöntemi olarak ele almıĢlardır. Ayrıca gösterdikleri örnek ile Net Bugünkü 

Değer yaklaĢımına göre projenin negatif değerli olmasına rağmen, reel 

opsiyon yaklaĢımının projeye yatırım yapmayı kârlı olarak gösterebileceği 

sonucuna vararak opsiyon değerlendirmesi için özel yöntemlerin kullanılması 

gerektiğine güzel bir örnek vermiĢlerdir. Konuk [71] ise reel opsiyonları 

kullanarak Ģirketlerin nasıl değerlendirilebileceğini göstermiĢtir. 

Opsiyonların ilginç kullanım alanlarından bir tanesini Engelen [40] suç 

davranıĢlarını incelerken ortaya koymuĢtur. ÇalıĢmasında, opsiyona konu 

olan varlığın fiyatını suçun iĢlenmesinden elde edilebilecek kazanç ve suçun 

iĢlenmesi için gereken harcamayı ise uygulama fiyatı olarak ele almıĢtır. Bu 

sayede çalıĢmalarında, suç davranıĢlarını incelemede klâsik yaklaĢım olan 

beklenen net kazancın tanımladığı “Ģimdi ya da asla” Ģeklindeki karar kuralı 

yerine, bir suçu iĢlemenin gelecekte kârlı hale gelebileceğini de göz önünde 

bulunduran bir karar kuralı elde etmiĢlerdir. 

Bir baĢka uygulama ise optimizasyon problemlerinin çözümünde kullanılan 

genetik algoritmalar için duraklama kuralının elde edilmesidir. Bu yönde bir 

çalıĢma Rimcharoen va. [94] tarafından yapılmıĢtır. ÇalıĢmalarında genetik 

algoritmayı durdurma kuralını, bir opsiyonun uygulamaya konulmasına 

benzetmiĢlerdir. YapmıĢ oldukları simülâsyon çalıĢmalarıyla da opsiyon 

değerlendirme yöntemlerinin farklı algoritmaları karĢılaĢtırmada 

kullanılabileceğini göstermiĢlerdir. 

Kjærland [69] çalıĢmasında Norveç‟te hidroelektrik üretim santrallerine 

yatırım yapılması fırsatlarının değerlendirilmesi ve elektrik fiyatları ile optimal 
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yatırım zamanları arasındaki iliĢkinin incelenmesinde reel opsiyonları 

kullanmıĢtır. Elektrik üretiminin ve tüketiminin mutlaka birbirlerini her zaman 

için dengelemesi gerektiği ve borç elektrik almak gibi bir durumun söz konusu 

olmayacağı için forward sözleĢmeleri temelinde opsiyon değerlendirmesini 

kullanarak incelemelerini yapmıĢlardır. Benzer bir çalıĢma Türkiye‟de elektrik 

üretim santrellerine yatırımın incelenmesinde Madlener ve Stoverink [78] 

tarafından yapılmıĢtır. 

Sabour [97] çalıĢmasında bir altın madenine yatırım yapmayı, altın 

fiyatlarının geçmiĢ değerlerine ve madene yatırım yapmanın maliyetini göz 

önünde bulundurarak opsiyon değerlendirme teknikleri yardımıyla 

incelemiĢtir.  

Piyasaya yeni ürün sürülmesi ile ilgili bir incelemeyi ise Penning ve Lint [89] 

yapmıĢtır. ÇalıĢmalarında piyasaya yeni ürünü hemen sürmek yerine, piyasa 

hakkında daha fazla bilgi edinebilmek için beklemenin faydalı olabileceğine 

değinerek bu durumu opsiyon fiyatlama teknikleri yardımıyla incelemiĢlerdir. 

2.4. Black-Scholes Modeli 

Black-Scholes [11] Avrupa tipi opsiyonların değerlendirmesi ile ilgili 

çalıĢmalarında aĢağıdaki varsayımlarda bulunmuĢtur: 

1. Sabit, risksiz bir faiz oranı üzerinden istenildiği kadar borç alıp vermek 

mümkündür. 

2. Opsiyona konu olan varlığın fiyatı sabit parametreli bir geometrik 

Brownian harekete uyar. 

3. ĠĢlem maliyeti (aracılara verilen komisyon gibi) ve vergi yoktur. 

4. Piyasada iĢlemler sürekli yapılabilmektedir. 
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5. Opsiyona konu olan varlıkta herhangi bir kâr payı dağıtımı yoktur. 

6. Piyasada iĢlem gören bütün yatırım araçları istenildiği kadar 

bölünebilir. 

7. Piyasada arbitraj yoktur. 

8. Opsiyon sadece geçerlilik süresinin bitim zamanında uygulamaya 

konulabilir (Avrupa tipi opsiyon). 

Black-Sholes modeli ile ilgili birçok çalıĢma yapılmıĢtır. Merton [79] faiz 

oranlarının da stokastik olması durumunu incelemiĢtir. ÇalıĢmasında faiz 

oranı modeli olarak Vasicek modelini1kullanmıĢtır. Bu model, faiz oranının bir 

Ornstein-Uhlenbeck sürecine uyduğu varsayımına dayanmaktadır. Kim [66] 

ise çalıĢmasında faiz oranlarının Cox – Ingersoll-Ross modeli2ve Brennan-

Schwartz3modeline uyması durumlarında Avrupa tipi opsiyonların değerlerini 

elde etmiĢ ve bu sonuçları Vasicek modeli ile Merton – Ho - Lee modeli4 

altında Amin ve Jarrow [4] opsiyonun değerine iliĢkin elde ettikleri sonuçları 

Nikkei 225 opsiyon piyasası (Japonya) verileri üzerinden karĢılaĢtırmıĢtır. 

Elde ettikleri sonuçlar, kısa süreli opsiyonlarda, faiz oranının stokastik olarak 

alınmasının opsiyonun değeri üzerinde önemli bir etkisinin olmadığını 

göstermektedir. Kim ve Kunitomo [67] çalıĢmalarında faiz oranını 

                                                           

1
 Vasicek modeli, faiz oranında da bir değiĢim olduğu ve bu değiĢimin Ornstein-Uhlenbeck 

süreci ile modellenebileceği temeline dayanmaktadır [117]. 

2
Cox – Ingersoll – Ross modelinde faiz oranlarındaki değimin CIR difüzyon sürecine uyduğu 

varsayılır. Bu modelin üstünlüğü, CIR süreçlerinin negatif değer alamamasında yatmaktadır 
[30]. 

3
 Brennan – Schwartz modeli faiz oranlarını kısa ve uzun vadeli oranlar üzerinden iki faktörlü 

olarak modellemektedir [18]. 

4
 Merton – Ho – Lee modelinde faiz oranlarının modellenmesi için drifte sahip Brownian 

süreç kullanılmaktadır. 
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modellemek için daha genel bir süreç ele almıĢlar ve Avrupa tipi opsiyonların 

değerini incelemiĢlerdir. 

Cox ve Ross [31] sabit esnekli varyans modelinin özel bir durumu altında 

opsiyon değerini incelemiĢlerdir. Elde ettikleri sonuçların detaylı ispatları Hsu 

va. [49] tarafından verilmektedir. Bogomolov ve Medvedev [12] ise 

çalıĢmasında sabit esnekli varyans modellerinden yola çıkarak gama 

süreçleri altında Avrupa tipi opsiyonların değerlerini incelemiĢlerdir. Chiang 

va. [27] çalıĢmalarında opsiyona konu olan varlığın fiyatına iliĢkin süreci 

Ornstein-Uhlenbeck sürecinin integrali olarak tanımlanabilen Ornstein-

Uhlenbeck konum süreci olarak almıĢlar ve Avrupa tipi opsiyonların 

değerlerini elde etmiĢlerdir. 

Ho va.[48] ise çalıĢmasında faiz oranlarının stokastik süreç oluĢturmaları 

durumunda Amerikan tipi opsiyonların değerlerini incelemiĢtir. 

ÇalıĢmalarında Geske ve Johnson [43] tarafından önerilen Amerikan tipi 

opsiyonların Bermuda tipi opsiyonların limiti olarak incelenmesi yöntemini 

uygulamıĢlardır. 

Carr ve Wu [24] çalıĢmalarında yatırım araçlarının fiyatlarında sıçramalar 

olduğuna ve yatırım kazançlarının stokastik olarak değiĢtiğine değinerek 

Brownian hareketin bu yapıyı yakalamada yeterli olmadığını bu nedenle Lévy 

süreçlerinin modellemede kullanılmasını önererek Avrupa tipi opsiyonların 

değerlerini incelemiĢlerdir. 

Kim ve Yu [68], opsiyona konu olan varlığın batma (iflas) ihtimalini de göz 

önünde tutan yutan Ornstein-Uhlenbeck süreci, geometrik Brownian hareket, 

yutan sınırlı lognormal difüzyon süreci gibi farklı süreçler altında Amerikan 

opsiyonunun değerlerini sunmaktadır. 

Madan va. [77] ise üç parametreli varyans gama süreçlerini önermiĢlerdir. Bu 

süreç bir Brownian sürecin bir gama süreci ile verilen rastgele zamanlarda 
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gözlemlenmesiyle ortaya çıkmaktadır. Madan va. [77] çalıĢmalarında gama 

varyans süreçleri altında Avrupa tipi opsiyonların değerini elde etmiĢlerdir. 

Subramanian[110] ise çalıĢmasında açığa satıĢ (borç alınan varlığın 

satılması) kısıtı ve iĢlem yapma maliyetlerinin varlığı altında Avrupa tipi 

opsiyonların değerlerini incelemiĢtir. ÇalıĢmasında Avrupa tipi opsiyonun 

değerini bir fayda fonksiyonu ile ifade etmiĢ ve fayda fonksiyonun doğrusal, 

üstel ve kuvvet fonksiyonu tipinde olması özel durumlarını inceleyerek, 

opsiyon değerinin sayısal olarak elde edilmesi için bir yöntem önermiĢlerdir. 

Huang va.  [51] çalıĢmalarında opsiyona konu olan varlığın fiyatının bir 

ARMA sürecine uyması durumunu incelemiĢlerdir. ÇalıĢmalarında Amerikan 

tipi opsiyonların değerlerini belirlemek için en küçük kareler Monte Carlo 

yöntemini kullanmıĢlardır. 

Charalambous ve Martzoukos [26] çalıĢmalarında yapay sinir ağlarını 

uygulamıĢlardır. ÇalıĢmalarında conjugate gradyant algoritmasını doğru 

araması (line search) ile birleĢtirerek kullanmıĢlardır. Tek saklı katman 

kullanarak oluĢturdukları ağda aktivasyon fonksiyonu olarak tansigmoid 

fonksiyonunu kullanmıĢlardır. 

Bu çalıĢmada Amerikan tipi opsiyonlarda, opsiyona konu olan varlığın 

fiyatının sürekli olarak gözlenemediği ve her bir gözlem noktasının önceki 

gözlemlere bağlı olarak belirlendiği durumlarda opsiyonun uygulanmasına 

iliĢkin bir strateji üzerinde durulacaktır. 

2.5. Opsiyon Değerinin Belirlenmesinde Kullanılan Bazı Yöntemler 

Parametrik olmayan opsiyon fiyatlama teknikleri arasında yapay sinir ağları, 

Amilon [3], Anders va.[6] ve Hutchinson va. [52] tarafından incelenmiĢtir. 

Keber [62] ise çalıĢmasında genetik algoritmayı kullanarak opsiyonların nasıl 
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fiyatlanabileceğini incelemiĢtir. Ait-Sahalia ve Lo [2] ise çalıĢmalarında kernel 

regresyon yöntemlerini kullanmıĢlardır. 

Yapay sinir ağlarına benzer bir yöntem ise Teddy va. [112] tarafından insan 

beyninin öğrenmesine iliĢkin modeller kullanılarak geliĢtirilmiĢtir. 

ÇalıĢmalarda her bir girdiye karĢılık uyarılacak olan hesaplama hücreleri, 

çıktının bir komĢuluğu olarak tanımlanmakta ve bu Ģekilde güncellenen 

öğrenme fonksiyonları sayesinde yeni problemlere iliĢkin değerler elde 

edilebilmektedir. 

Köroğlu [72] Avrupa tipi opsiyonların değerlerinin bir difüzyon denklemine 

indirgenebileceğini kullanarak, Amerikan tipi opsiyonların değerlerini bir engel 

problemi olarak tanımlamıĢtır.  

Scott [102] ise opsiyona konu olan varlığın dağılımında varyansın da bir 

rastgele değiĢken olması durumunu, yaptıkları Monte Carlo simülâsyon 

çalıĢmaları ile incelemiĢtir. 

Duan[34] çalıĢmasında opsiyona konu olan varlığın fiyatına iliĢkin sürecin bir 

GARCH modeline uyması durumunda Avrupa tipi opsiyonların nasıl 

değerleneceğini göstermiĢtir. Bauwens ve Lubrano[10] ise çalıĢmalarında 

yatırımcıların opsiyonun değerine iliĢkin yargılarını da ekleyebilecekleri bir 

Bayesçi yaklaĢımla GARCH modeli altında Avrupa tipi opsiyonların değerini 

incelemiĢlerdir. 

Opsiyonların değerlerinin hesaplanmasında Cox va. [32] opsiyona konu olan 

varlığın değerine kesikli bir binom süreci tanımlayarak yaklaĢmıĢlar ve bu 

binom süreci ile opsiyonun değerlendirilmesini incelemiĢlerdir. Jabbour va. 

[54] opsiyona konu olan varlığın fiyatına yaklaĢımda binom modeli yerine 

multinomiyal modeli kullanmıĢlar ve ürettikleri multinomiyal modelin beklenen 

değer ve varyansını sürecin gerçek beklenen değer ve varyansına 

eĢitleyerek opsiyonun değerini elde etmiĢlerdir. 



16 

 

Alım satım iĢlemlerinin bir maliyetinin olduğu piyasalarda Avrupa tipi 

opsiyonların değerlendirilmesi için Monoyios [81] bir Markov zinciri yaklaĢımı 

önermiĢlerdir. 

Longstaff ve Schwartz [75] ise Amerikan tipi opsiyonların simülâsyon ile nasıl 

değerlenebileceğini göstermiĢlerdir. Önerdikleri en küçük kareler Monte Carlo 

yöntemi, Amerikan tipi opsiyonların değerlendirilmesinde kullanılan önemli bir 

simülâsyon yöntemi olmaktadır. Bu yöntemde simülasyonla üretilen opsiyona 

konu olan varlığın fiyatının oluĢturduğu örnek yollar yardımıyla gelecek 

değerler en küçük kareler kullanarak elde edilir ve bu değerlere göre “tamam 

mı devam mı” kararı verilir. Yaptıkları çalıĢmada öncelikle çok sayıda 

gerçekleniĢ üretmiĢler ve ürettikleri gerçekleniĢler için en son periyottan 

baĢlayarak geriye doğru opsiyonun o anki değerini hesaplamıĢlardır. 

Opsiyonun değerini ise temel polinomlar kullanarak elde ettikleri bu anlık 

opsiyon değerlerine uyacak biçimde en küçük kareler yardımıyla 

seçmiĢlerdir. Bu yöntem için gerekli simülâsyon çalıĢmalarının etkinliğini 

arttırmak için Lemieux ve La [73] varyans küçültme yöntemlerini kullanarak 

incelemiĢken, Areal va. [7] farklı regresyon algoritmalarının kullanılmasının 

yanı sıra farkı temel polinomları ile de inceleme yapmıĢtır. Glasserman ve Yu 

[46] çalıĢmalarında Longstaff ve Schwartz‟ın önerdiği simülâsyon metodunda 

temel polinomun derecesi ile üretilen gerçekleniĢ sayının etkilerini 

incelmiĢlerdir. 

Haugh ve Kogan [47] ise çalıĢmalarında Amerikan tipi opsiyonların değerini 

bulma probleminin bir dualini elde etmiĢler ve bu sayede opsiyonun değerini 

karakterize eden bir önerme sunmuĢlardır. Bu karakterizasyonu kullanarak 

opsiyonun değerine iliĢkin bir market fiyatını yaklaĢık olarak elde etmiĢler ve 

yaptıkları simülâsyon çalıĢmaları ile de opsiyonun değerine iliĢkin alt ve üst 

sınırları bulmuĢlardır. 

Bu çalıĢmaların yanında Amerikan tipi opsiyonların değerlerini elde etmek 

için analitik yöntemler de kullanılmıĢtır. Barone-Adesi ve Whaley [9] 
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çalıĢmalarında Amerikan tipi opsiyonların değerlerinin, aynı parametrelerle 

bir Avrupa tipi opsiyon ile erken uygulama kazancının toplamı olduğunu 

kullanarak, Amerikan tipi opsiyonun değerine iterasyon ile nasıl 

yaklaĢılabileceğini göstermiĢtir. Broadie ve Detemple [19] Amerikan tipi 

opsiyonlar için bir alt ve üst sınır olarak yaklaĢım kullanmıĢlar ve yaptıkları 

simülâsyon çalıĢmaları ile de bu yöntemin binom yöntemi kadar iyi sonuçlar 

verdiğini göstermiĢlerdir. 

Dağılımdan bağımsız olarak opsiyonun değerine iliĢkin sınırlar elde etmek 

için De Schepper ve Heijnen[100] opsiyona konu olan varlığın bazı 

momentleri ve modu bilindiğinde Avrupa tipi opsiyonların değerlerinin hangi 

aralıkta kalacağını elde etmiĢlerdir.  
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3. DĠFÜZYON SÜREÇLERĠ 

Bu bölümde, tez çalıĢmasında kullanacağımız stokastik süreçler ve stokastik 

analiz konularında temel tanım ve özellikler verilecektir. Bu bölümdeki 

tanımlar ve daha detaylı bilgi için bkz. Karatzas ve Shreve [60], Oksendal 

[84], Mikosch [80]. 

3.1. Temel Tanımlar 

3.1. Tanım: Bir stokastik süreç aynı Ω örnek uzayında tanımlı 

 𝑋𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑇 ≡  𝑋𝑡 𝜔 , 𝑡 ∈ 𝑇, 𝜔 ∈ Ω  ( 3.1) 

biçimindeki 𝑋𝑡 rastgele değiĢkenlerinin topluluğudur. Bu çalıĢmada Tzaman 

indisi olarak kullanılıp ℝ‟nin bir aralığı olarak alınacaktır. 

3.2. Tanım: 𝜍-cebirleri dizisi her 𝑛 için ℱ𝑛 ⊂ ℱ𝑛+1 koĢulunu sağlıyorsa  ℱ𝑛 ‟ye 

filtre denir. 

Filtreler artan bilgi toplulukları olup, genellikle bir denemeler dizisinde elde 

edilen bilginin artmasını modellemek için kullanılır. 

3.3.Tanım: BoĢ kümeden farklı bir Ω uzayında tanımlı bir 𝑋 rastgele 

değiĢkeni verilsin. 𝑋 tarafından üretilen 𝜍-cebiri 𝜍 𝑋  ile gösterilir ve 

Ω‟nın, 𝑋 ∈ 𝐵 , 𝐵 ∈ ℱbiçimindeki kümelerinin topluluğudur. 

Bir  𝑋𝑡  stokastik süreci için ℱ𝑡 = 𝜍 𝑋𝑡  alınırsa  ℱ𝑡  bir filtre olur. Bu filtreye 

 𝑋𝑡 ‟nin doğal filtresi denir. 

3.4. Tanım: BoĢ kümeden farklı bir Ω örnek uzayında tanımlı bir 𝑋 rastgele 

değiĢkeni verilsin. 𝒢 ile Ω üzerinde tanımlı bir 𝜍-cebirini gösterelim. Eğer 

𝜍 𝑋 ‟deki her küme aynı zamanda 𝒢‟de de bulunuyorsa; yani, 𝜍 𝑋 ⊆  𝒢 ise, 

𝑋 rastgele değiĢkeni 𝒢-ölçülebilirdir, denir. 
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Bir 𝑋 rastgele değiĢkeninin 𝒢 ölçülebilir olması,𝑋‟in değerini belirlemek için 

𝒢‟deki bilginin yeterli ve gerekli olduğu anlamını taĢır. Eğer 𝑋 rastgele 

değiĢkeni 𝒢 ölçülebilir ise, o zaman Borel ölçülebilir herhangi bir 𝑓 fonksiyonu 

için 𝑓 𝑋  de 𝒢 ölçülebilirdir; yani, 𝒢‟deki bilgi 𝑋‟i belirlemek için yeterli ise 

𝑓 𝑋 ‟i belirlemek için de yeterlidir.  

3.5. Tanım:BoĢ kümeden farklı bir Ω örnek uzayı  ℱ𝑡  filtresi ile donatılmıĢ 

olsun. Eğer bu uzayda tanımlı bir  𝑌𝑡  stokastik süreci her 𝑡 ≥ 0 için 𝜍 𝑌𝑡 ⊆

ℱ𝑡  koĢulunu sağlıyorsa,  𝑌𝑡  süreci  ℱ𝑡  filtresine uyarlanmıĢtır, denir. 

Bir  𝑌𝑡  sürecinin uyarlanmıĢ olması demek, 𝑌𝑡 ‟nin ℱ𝑡 ‟den daha fazla bilgi 

içermediği anlamına gelmektedir. 

Örnek: (UyarlanmıĢ süreç örnekleri)  𝐵𝑡  bir Brownian süreç ve  ℱ𝑡  bu 

sürecin doğal filtresi olsun. O zaman, 𝑓 iki değiĢkenli bir fonksiyon olmak 

üzere 

𝑋𝑡 = 𝑓 𝑡, 𝐵𝑡      , 𝑡 ≥ 0 ( 3.2) 

süreci  ℱ𝑡 ‟ye uyarlanmıĢtır. Bu tür süreçlere aĢağıdaki gibi örnekler 

verilebilir: 

𝑋𝑡
 1 

= 𝐵𝑡 ,  𝑋𝑡
 2 

= 𝐵𝑡
2 − 𝑡,  𝑋𝑡

 3 
= max

0≤𝑠≤𝑡
𝐵𝑠 ,   𝑋𝑡

 4 
= min

0≤𝑠≤𝑡
𝐵𝑠

2 ( 3.3) 

3.6. Tanım:  Ω, ℱ, 𝑃  bir olasılık uzayı olsun.ℱ‟nin bir alt 𝜍-cebiri olarak 𝒢 

verilsin ve 𝑋 bir rastgele değiĢken olsun. 𝒢 verilmiĢken 𝑋‟in genelleĢtirilmiĢ 

koĢullu beklenen değeri 𝐸 𝑋 𝒢   ile gösterilir ve aĢağıdaki iki özelliği sağlayan 

bir rastgele değiĢkendir. 

1. 𝐸 𝑋 𝒢  , 𝒢 ölçülebilirdir. 

2. Her 𝐴 ∈ 𝒢 için  𝐸 𝑋 𝒢   𝜔 𝑑𝑃 𝜔 
𝐴

=  𝑋 𝜔 𝑑𝑃 𝜔 
𝐴
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sağlanır. 

 Ω, ℱ, 𝑃  uzayında tanımlı bir 𝑋 rastgele değiĢkeni ve ℱ üzerinde bir 𝒢,𝜍-

cebiri verilsin. Eğer 𝑋 rastgele değiĢkeni 𝒢 ölçülebilir ise, 𝒢 verildiğinde 𝑋‟in 

değeri kesin olarak belirlenebilir. Eğer 𝑋, 𝒢‟den bağımsızsa, 𝒢‟nin verilmesi 

𝑋‟in değerini belirlemede herhangi bir fayda sağlamaz. GenelleĢtirilmiĢ 

koĢullu beklenen değer ise bu kavramların arasında bir kavram ifade eder. 

Bu durumda 𝒢 bilgisi 𝑋‟i tam olarak belirlememekle birlikte, 𝑋‟in değerini 

tahmin etmekte kullanılır. 

3.7. Tanım: (Martingale)  Ω, ℱ, 𝑃  bir olasılık uzayı,  𝑋𝑡 bu olasılık uzayında 

tanımlı bir stokastik süreç ve  ℱ𝑡  bir filtre olsun. Ayrıca her 𝑡 ≥ 0 için 

𝐸  𝑋𝑡  < ∞ sağlansın ve  𝑋𝑡  süreci,  ℱ𝑡  filtresine uyarlanmıĢ olsun. O 

zaman eğer 

1. 𝐸  𝑋𝑡 ℱ𝑠 = 𝑋𝑠 ,   0 ≤ 𝑠 < 𝑡 ise, 𝑋𝑡  süreci bir martingaledir. 

2. 𝐸  𝑋𝑡 ℱ𝑠 ≥ 𝑋𝑠 ,   0 ≤ 𝑠 < 𝑡 ise, 𝑋𝑡  süreci bir altmartingaledir. 

3. 𝐸  𝑋𝑡 ℱ𝑠 ≤ 𝑋𝑠 ,   0 ≤ 𝑠 < 𝑡 ise, 𝑋𝑡  süreci bir süpermartingaledir. 

Bir sürecin martingale olması, onun artıĢ veya azalıĢ eğiliminde olmadığı 

anlamına gelir ve bu durumda ℱ𝑠 verilmiĢken 𝑋𝑡 ‟nin en iyi tahmini 𝑋𝑠‟dir. 

Altmartingale olması artma eğiliminde olduğu anlamı taĢırken, 

süpermartingale olması azalma eğiliminde olduğu anlamına gelir. 

Martingaleler için bir örnek, hilesiz bir oyundan elde edilecek kazancın 

modellenmesiyle verilebilir. Bu amaçla her 𝑡 anında 𝑋𝑡 değerine sahip bir 

oyunu inceleyelim. Bu durumda 𝑋𝑡 − 𝑋𝑠,  𝑠,  𝑡  zaman aralığındaki net kazancı 

gösterir. Bu sürecin doğal filtresini  ℱ𝑡  ile gösterelim. Bu durumda ℱ𝑠 bilgisi 

verilmiĢken, oyundaki beklenen net kazanç 
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𝐸 𝑋𝑡 − 𝑋𝑠 ℱ𝑠
  = 𝐸 𝑋𝑡 ℱ𝑠

  − 𝑋𝑠 ( 3.4) 

olur. Eğer 𝑋𝑡 süreci bir martingale ise, yukarıdaki eĢitlik sıfır olur ki adil bir 

oyundan beklenen de budur. 

3.8. Tanım: Ω, ℱ, 𝑃  bir olasılık uzayı ve  ℱ𝑡  bir filtre olsun.  𝑋𝑡  stokastik 

süreci  ℱ𝑡  filtresine uyarlanmıĢ olsun. Eğer her 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ve Borel ölçülebilir 

her 𝑓 fonksiyonu için 

𝐸 𝑓 𝑋𝑡  ℱ𝑠
  = 𝑔 𝑋𝑠  ( 3.5) 

olacak biçimde Borel ölçülebilir bir 𝑔 fonksiyonu bulunabiliyorsa, 𝑋𝑡 stokastik 

sürecine Markov süreci denir. 

3.9. Tanım:AĢağıdaki koĢulları sağlayan  𝐵𝑡  stokastik sürecine Brownian 

hareketi denir: 

1. 𝐵0 = 0 

2.  𝐵𝑡  durağan ve bağımsız artıĢlıdır; yani, her 𝑕 > 0 ve her 𝑡 > 𝑠 ≥ 0 

için 𝐵𝑡 − 𝐵𝑠~𝐵𝑡+𝑕 − 𝐵𝑠+𝑕  sağlanır. 

3. 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ için 𝐵𝑡1
− 𝐵𝑡0

, 𝐵𝑡2
− 𝐵𝑡1

,… bağımsız rastgele değiĢkendir. 

4. 𝐵𝑡~𝑁 0, 𝑡  

5. Sürekli örnek yoluna sahiptir; yani, 𝐵𝑡 𝜔 , t‟nin sürekli fonksiyonudur. 

3.2. Stokastik Analiz 

Bu bölümde sabit bir pozitif 𝑇 sayısı,  ℱ𝑡  filtresi ile bir 𝐵𝑡 Brownian süreci ve 

bu filtreye uyarlanmıĢ Δ𝑡  süreci için 
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 Δ𝑡𝑑𝐵𝑡

𝑇

0

 
( 3.6) 

integralinin tanımlamada Ġto integralinin kullanıĢını gözden geçireceğiz. (Bu 

bölümde geçen anlatım ve daha detaylı açıklamalar için bkz. [60,80]) 

Stokastik integraller de Riemann anlamındaki integrallere benzer olarak basit 

süreçlerin limit durumu olarak tanımlanır. Bu amaçla  0, 𝑇 ‟nin bir parçalanıĢı 

olarak Π =  𝑡𝑖 , 0 = 𝑡0 ≤ 𝑡1 ≤ ⋯ ≤ 𝑡𝑛 = 𝑇‟yi alalım. Δ𝑡  sürecinin her bir 

 𝑡𝑗 ,  𝑡𝑗+1  aralığında sabit olduğunu varsayalım. Böyle süreçlere basit süreç 

denir. Bu durumda Ġto integrali 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 için 

𝐼𝑡 =  Δ𝑢𝑑𝑊𝑢

𝑡

0

=  Δ𝑡𝑗
 𝑊𝑡𝑗+1

− 𝑊𝑡𝑗
 

𝑘−1

𝑗 =0

+ Δ𝑡𝑘
 𝑊𝑡 − 𝑊𝑡𝑘

 

 

( 3.7) 
 

ile tanımlanır. Yukarıdaki eĢitlikten de görüldüğü üzere basit süreçler için 

integral tanımında integrantın her bir aralığın baĢında aldığı değer ile 

integratörün değiĢimi ağırlıklandırılmaktadır. Farklı ağırlıklandırma yöntemleri 

(Stratonovich [109]) literatürde incelenmiĢ olmakla birlikte aralık baĢındaki 

değere göre ağırlıklandırmak, konumuz olan finansal süreçle de uyumludur. 

Çünkü, bir borsa iĢleminde ilgilenilen aralığın baĢında pozisyon alınır ve 

aralıktaki değiĢimlere göre pozisyon kapatılır. 

Genel olarak  ℱ𝑡  filtresine uyarlanmıĢ bir Δ𝑡  süreci için 

𝐸   Δ𝑡
2𝑑𝑡

𝑇

0

 < ∞ ( 3.8) 

sağlansın. Bu durumda 
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lim
𝑛→∞

𝐸    ∆𝑛,𝑡 − ∆𝑡 
2
𝑑𝑡

𝑇

0

 = 0 
( 3.9) 

olacak biçimde  ∆𝑛,𝑡 𝑡
 stokastik süreçleri bulunabilir ve Ġto integrali bu süreç 

yardımıyla 

 ∆𝑢𝑑𝑊𝑢

𝑡

0

= lim
𝑛→∞

 ∆𝑛,𝑢𝑑𝑊𝑢

𝑡

0

 
( 3.10) 

ile tanımlanır. 

Ġto integralinin önemli özellikleri aĢağıdaki teoremde verilmiĢtir: 

3.10. Teorem: (bkz. [80])𝑇 pozitif bir sabit ve 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 için ∆𝑡  EĢ.3.8‟i 

sağlasın. Ġto stokastik integrali 𝐼𝑡 =  ∆𝑢𝑑𝑊𝑢
𝑡

0
 aĢağıdaki özellikleri sağlar. 

1. 𝐼𝑡 , 𝑡‟ye göre süreklidir 

2. Her 𝑡 için 𝐼𝑡  stokastik integrali ℱ𝑡  ölçülebilirdir. 

3. 𝐼𝑡  stokastik integrali bir martingaledir. 

4. Her 𝑡 > 0 için 𝐸 𝐼𝑡
2 = 𝐸   Δ𝑢

2 𝑑𝑢
𝑡

0
  sağlanır. 

Teoremde geçen dördüncü özellik Ġto izometri özelliği olarak bilinir. 

3.11. Tanım: (Ġto süreci) (bkz. [80]) 𝑊𝑡  bir Brownian süreç ve  ℱ𝑡  bu sürecin 

filtresi olsun.  Δ𝑢  ve  𝜃𝑢  bu filtreye uyarlanmıĢ süreçler olmak üzere 

𝑋𝑡 = 𝑋0 +  Δ𝑢𝑑𝑊𝑢

𝑡

0

+  𝜃𝑢𝑑𝑢
𝑡

0

 ( 3.11) 

 



24 

 

ile tanımlı  𝑋𝑡  stokastik sürecine Ito süreci denir. 

Ito süreçleri diferansiyel gösterim ile 

𝑑𝑋𝑡 = Δ𝑡𝑑𝑊𝑡 + 𝜃𝑡𝑑𝑡 ( 3.12) 

biçiminde de gösterilebilir. 

3.12. Teorem: (Ġto lemmasının birinci genelleĢtirmesi) (bkz. [80]) 𝑋𝑡  stokastik 

süreci bir Ġto süreci ve 𝑓 𝑡, 𝑥  ikinci dereceden kısmi türevleri tanımlı ve 

sürekli olan bir fonksiyon olsun. O zaman 

𝑓 𝑡, 𝑋𝑡 − 𝑓 𝑠, 𝑋𝑠 =   𝑓1 𝑦, 𝑋𝑦 + 𝐴𝑦
 1 

𝑓2 𝑦, 𝑋𝑦 +
1

2
 𝐴𝑦

 2 
 

2

𝑓22 𝑦, 𝑋𝑦  𝑑𝑦
𝑡

𝑠

+  𝐴𝑦
 2 

𝑓2 𝑦, 𝑋𝑦 𝑑𝐵𝑦

𝑡

𝑠

 

 

( 3.13) 

sağlanır;burada 𝐴𝑦
 1 

 ve 𝐴𝑦
 2 

 ile sürecin sırasıyla drift ve difüzyon katsayıları 

gösterilmektedir. 

3.13. Teorem: (Ġto lemmasının ikinci genelleĢtirmesi) (bkz. [80]) 𝑋𝑡
 𝑖  , 𝑖 = 1,2 

aĢağıdaki Ģekilde verilen iki Ġto süreci olsun. 

𝑋𝑡
 𝑖 = 𝑋0

 𝑖 +  𝐴𝑠
 1,𝑖 𝑑𝑠

𝑡

0

+  𝐴𝑠
 2,𝑖 𝑑𝐵𝑠

𝑡

0

, 𝑖 = 1,2 
( 3.14) 

Ayrıca 𝑓 𝑡, 𝑥1, 𝑥2  ikinci dereceden kısmi türevleri var ve sürekli olan bir 

fonksiyon olsun. O zaman 𝑠 < 𝑡 için 
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𝑓 𝑡, 𝑋𝑡
 1 

, 𝑋𝑡
 2 

 − 𝑓 𝑠, 𝑋𝑠
 1 

, 𝑋𝑠
 2 

 = 𝑓1 𝑦, 𝑋𝑦
 1 

, 𝑋𝑦
 2 

 𝑑𝑦
𝑡

𝑠

+   𝑓𝑖 𝑦, 𝑋𝑦
 1 

, 𝑋𝑦
 2 

 𝑑𝑋𝑦
 𝑖−1 

𝑡

𝑠

3

𝑖=2

+
1

2
  𝑓𝑖𝑗  𝑦, 𝑋𝑦

 1 
, 𝑋𝑦

 2 
 𝐴𝑦

 2,𝑖−1 
𝐴𝑦

 2,𝑗−1 
𝑑𝑦

𝑡

𝑠

3

𝑖,𝑗=2

 

 

( 3.15) 

sağlanır;burada 𝑓𝑖  ve 𝑓𝑖𝑗  sırasıyla 𝑓‟nin 𝑖. ve 𝑗. bileĢenine göre kısmi 

türevlerini gösterir. 

Ito lemmasının genelleĢtirmesini özel olarak 𝑓 𝑡, 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1𝑥2 olarak alırsak, 

aĢağıdaki kısmi integral teoremini elde ederiz. 

3.14. Teorem: (Kısmi integral) (bkz. [80]) 𝑋𝑡
 𝑖  , 𝑖 = 1,2 bir önceki teoremdeki 

gibi Ġto süreçleri olsun. O zaman 

𝑑 𝑋𝑡
 1 

𝑋𝑡
 2 

 = 𝑋𝑡
 2 

𝑑𝑋𝑡
 1 

+ 𝑋𝑡
 1 

𝑑𝑋𝑡
 2 

+ 𝐴𝑡
 2,1 

𝐴𝑡
 2,2 

𝑑𝑡 ( 3.16) 

sağlanır. 

3.3. Stokastik Süreç Örnekleri 

Bu bölümde, opsiyon değerlendirmede sıkça kullanılan geometrik Brownian 

hareketi ile Ornstein-Uhlenbeck süreçlerinin bilinen bazı özellikleri sunularak 

çalıĢmada Ornstein-Uhlenbeck sürecinin kullanılma nedeni açıklanmaya 

çalıĢılacaktır. 

3.3.1. Brownian hareket 

Brownian hareket, su içine daldırılan polenlerin hareketlerinin 

modellenmesinden ortaya çıkmaktadır. Ġlk defa 1800‟lerde Robert Brown 



26 

 

tarafından incelenen bu hareket için tatmin edici bir açıklama 1905 yılında 

Einstein tarafından verilmiĢtir (Einstein [39], ayrıca bkz. Gardiner (kesim 1.2) 

[42]). 

Brownian hareket, borsa fiyatlarının incelenmesinde ilk defa Osborne 

tarafından kullanılmıĢtır (Osborne [86], Chriss [28]). Osborne bu 

çalıĢmasında; Brownian hareketteki küçük parçaların büyük parçalara 

çarparak onları rastgele biçimde hareketlendirmesinden yola çıkarak, 

piyasadaki her bir alım/satım iĢlemini küçük parçalara benzetmiĢ ve bu 

iĢlemlerin fiyatlarda değiĢiklik yapacağını öne sürerek büyük parçalar olarak 

varlıkların fiyatlarını almıĢtır. Bu sürecin model varsayımları ve matematiksel 

formülasyonu için bkz. EK - 6. 

3.3.2. Geometrik Brownian süreç 

Geometrik Brownian sürece dayalı modeller ise piyasa fiyatlarındaki 

değişimin bir Brownian harekete uyduğunu varsayar. Bu süreçle 

modellemede fiyatlardaki beklenen yüzdelik değiĢimin sabit olduğu varsayılır. 

Bu nedenle değiĢimlerin Brownian harekete uyduğunu, dolayısıyla da 

varlıkların fiyatının geometrik Brownian sürece uyduğunu kabul ederler (bkz. 

Chriss [28]). 

3.15. Tanım: (Geometrik Brownian hareket) Sabit bir 𝑐 ∈ ℝ ve 𝜍 > 0 için 

𝑋𝑡 = 𝑋0 + 𝑐  𝑋𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

+ 𝜍  𝑋𝑠𝑑𝐵𝑠

𝑡

0

 
( 3.17) 

doğrusal Ġto stokastik diferansiyel denklemini bir 𝑋0 = 𝑥0 ∈ ℝ ile çözen  𝑋𝑡  

stokastik sürecine geometrik Brownian hareket denir. 

Tanım 3.15‟de geçen Geometrik Brownian sürecin çözümü 
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𝑋𝑡 = 𝑥0𝑒
 𝑐−0.5𝜍2 𝑡+𝜍𝑑𝐵𝑡  ( 3.18) 

ile verilir. Bunu görmek için 𝑋𝑡 = 𝑓 𝑡, 𝐵𝑡  alarak Ġto lemmasını kullanmak 

yeterli olacaktır: 

𝑋𝑡 = 𝑋0 +   𝑓1 𝑠, 𝐵𝑠 +
1

2
𝑓22 𝑠, 𝐵𝑠  𝑑𝑠

𝑡

0

+  𝑓2 𝑠, 𝐵𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡

0

 ( 3.19) 

olur. O halde 

𝑐𝑓 𝑡, 𝑥 = 𝑓1 𝑡, 𝑥 +
1

2
𝑓22 𝑡, 𝑥 

𝜍𝑓 𝑡, 𝑥 = 𝑓2 𝑡, 𝑥 

 ( 3.20) 

elde ederiz. Ġkinci eĢitlikten 

𝜍2𝑓 𝑡, 𝑥 = 𝑓22 𝑡, 𝑥  ( 3.21) 

olduğu çıkar ve böylece 

 𝑐 − 0.5𝜍2 𝑓 𝑡, 𝑥 = 𝑓1 𝑡, 𝑥  ( 3.22) 

elde ederiz. 𝑓 𝑡, 𝑥 = 𝑔 𝑡 𝑕 𝑥  biçiminde almayı denersek 

𝑔 𝑡 = 𝑔 0 𝑒 𝑐−0.5𝜍2 𝑡

𝑕 𝑥 = 𝑕 0 𝑒𝜍𝑥

 ( 3.23) 

elde ederiz. 𝑥0 = 𝑓 0, 𝐵0 = 𝑓 0,0 = 𝑔 0 𝑕 0  olduğundan 

𝑋𝑡 = 𝑋0𝑒
 𝑐−0.5𝜍2 𝑡+𝜍𝐵𝑡  ( 3.24) 

elde ederiz. 

ġimdi geometrik Brownian sürecin ortalama, varyans ve kovaryans 

fonksiyonlarını elde edelim: 
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𝑍~𝑁 0,1  iken, her 𝑡 ∈ ℝ için 𝐸 𝑒𝑡𝑍  = exp  
𝑡2

2
  olduğunu hatırlarsak 

𝐸 𝑋𝑡 = 𝐸 𝑥0𝑒
 𝑐−0.5𝜍2 𝑡+𝜍𝐵𝑡  

= 𝑥0𝑒 𝑐−0.5𝜍2 𝑡𝐸 𝑒𝜍𝐵𝑡  

= 𝑥0𝑒 𝑐−0.5𝜍2 𝑡𝐸 𝑒𝜍 𝑡𝐵1 

= 𝑥0𝑒𝑐𝑡

 

( 3.25) 

olarak buluruz. Burada üçüncü eĢitlikte Brownian hareketin kendine benzerlik 

özelliği kullanılmıĢtır. 

𝑠 ≤ 𝑡 olmak üzere 𝑋𝑠 ile 𝑋𝑡 arasındaki kovaryans 

𝐶𝑜𝑣 𝑋𝑠 , 𝑋𝑡 = 𝐸 𝑋𝑡𝑋𝑠 − 𝐸 𝑋𝑡 𝐸 𝑋𝑠 

= 𝑥0
2𝑒 𝑐−0.5𝜍2  𝑡+𝑠 𝐸 𝑒𝜍 𝐵𝑡+𝐵𝑠  − 𝑥0

2𝑒𝑐 𝑡+𝑠 

= 𝑥0
2𝑒 𝑐−0.5𝜍2  𝑡+𝑠 𝐸 𝑒𝜍 𝐵𝑡−𝐵𝑠 +2𝜍𝐵𝑠 − 𝑥0

2𝑒𝑐 𝑡+𝑠 

= 𝑥0
2𝑒 𝑐−0.5𝜍2  𝑡+𝑠 𝐸 𝑒𝜍𝐵𝑡−𝑠 𝐸 𝑒2𝜍𝐵𝑠 − 𝑥0

2𝑒𝑐 𝑡+𝑠 

= 𝑥0
2𝑒𝑐 𝑡+𝑠  𝑒𝜍2𝑠 − 1 

 

( 3.26) 

olarak elde ederiz. Buradan da 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑡 = 𝑥0
2𝑒2𝑐𝑡 𝑒𝜍2𝑡 − 1  olarak buluruz. 

Geometrik Brownian hareketin ifade ettiği süreç hakkında sezgimizi arttırmak 

için Tanım 3.15‟deki eĢitliği stokastik diferansiyel denklem olarak yazalım 

(Mikosch [80]): 

𝑑𝑋𝑡 = 𝑐𝑋𝑡𝑑𝑡 + 𝜍𝑋𝑡𝑑𝐵𝑡 ( 3.27) 

Bu eĢitliği  𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡  zaman aralığı için sezgisel olarak fark denklemi haline 

koymak istersek aĢağıdaki biçimde yazabiliriz: 
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𝑋𝑡+𝑑𝑡 − 𝑋𝑡 = 𝑐𝑋𝑡𝑑𝑡 + 𝜍𝑋𝑡𝑑𝐵𝑡 ( 3.28) 

olur. Bu eĢitliğin her iki tarafını 𝑋𝑡 ‟ye bölersek  𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡  aralığında 

varlığın(asset) göreli kazancını aĢağıdaki gibi elde etmiĢ oluruz: 

𝑋𝑡+𝑑𝑡 − 𝑋𝑡

𝑋𝑡
= 𝑐𝑑𝑡 + 𝜍𝑑𝐵𝑡 

( 3.29) 

Bu eĢitlik ise bize opsiyona konu olan varlığın göreli kazancının zamanla 

orantılı olarak sabit bir 𝑐 miktar arttığını ve bu artıĢın 𝜍𝑑𝐵𝑡 kadar bir stokastik 

gürültüye maruz kaldığını göstermektedir. 

3.3.3. Ornstein-Uhlenbeck süreci 

Fiziksel olarak hız, konumun zamana göre türevine denk geldiğinden; 

Brownian hareketin Kısım 3.3.1‟deverilen Ģekilde Brownian süreç ile 

açıklanması durumunda, Brownian parçacıkların hızı sonsuz olacaktır. 

Modellemede karĢılaĢılan bu sorun nedeniyle bu parçacıkların hareketleri 

ayrıca Ornstein-Uhlenbeck modeli olarak bilinen yeni bir model ile de ifade 

edilmektedir.Bu sürecin model varsayımları ve matematiksel formülasyonu 

için bkz. EK - 7. 

3.16. Tanım: (Ornstein-Uhlenbeck süreci) AĢağıdaki stokastik diferansiyel 

denklemi bir 𝑋0 = 𝑥0 baĢlangıç değeriyle çözen 𝑋𝑡  stokastik sürecine 

Ornstein-Uhlenbeck süreci denir. 

𝑑𝑋𝑡 = −𝜆 𝑋𝑡 − 𝜐 𝑑𝑡 + 𝜍𝑑𝐵𝑡  ( 3.30) 

Ornstein-Uhlenbeck sürecinin tanımından, sürecin aynı zamanda bir Ito 

süreci oluĢturduğu görülebilir. Özel olarak 𝜐 = 0 olsun. EĢ. 3.30 eĢdeğer 

olarak aĢağıdaki gibi yazılabilir: 



30 

 

𝑋𝑡 = 𝑋0 − 𝜆  𝑋𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

+ 𝜍  𝑑𝐵𝑠

𝑡

0

 ( 3.31) 

Bu eĢitliği çözmek için 𝑌𝑡 = 𝑒𝜆𝑡𝑋𝑡 dönüĢümünü göz önüne alalım. 𝑓 𝑡, 𝑥 =

𝑒𝜆𝑡𝑥 olarak alırsak 

𝑓1 𝑡, 𝑥 = 𝜆𝑓 𝑡, 𝑥 , 𝑓2 𝑡, 𝑥 = 𝑒𝜆𝑡 , 𝑓22 𝑡, 𝑥 = 0 ( 3.32) 

olduğundan Ġto lemmasını kullanarak 

𝑌𝑡 − 𝑌0 =   𝑓1 𝑠, 𝑋𝑠 − 𝜆𝑋𝑠𝑓2 𝑠, 𝑋𝑠 +
1

2
𝜍2𝑓22 𝑠, 𝑋𝑠  𝑑𝑠

𝑡

0

+   𝜍𝑓2 𝑠, 𝑋𝑠  𝑑𝐵𝑠

𝑡

0

=   𝜆𝑌𝑠 − 𝜆𝑌𝑠 + 0 𝑑𝑠
𝑡

0

+  𝜍𝑒𝜆𝑠𝑑𝐵𝑠

𝑡

0

=  𝜍𝑒𝜆𝑠𝑑𝐵𝑠

𝑡

0

 

( 3.33) 

elde ederiz. O halde EĢ. 3.31‟ün çözümü 

𝑋𝑡 = 𝑒−𝜆𝑡𝑋0 + 𝜍𝑒−𝜆𝑡  𝑒𝜆𝑑𝐵𝑠

𝑡

0

 
( 3.34) 

olarak elde edilir. 

Bu sürecin beklenen değer ve varyansı aĢağıdaki gibi hesaplanabilir: 

𝐸 𝑋𝑡 = 𝐸  𝑒−𝜆𝑡𝑋0 + 𝜍𝑒−𝜆𝑡  𝑒𝜆𝑠𝑑𝐵𝑠

𝑡

0

 

= 𝑒−𝜆𝑡𝑋0

 

( 3.35) 

ve varyansı 
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𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑡 = 𝑉𝑎𝑟  𝑒−𝜆𝑡𝑋0 + 𝜍𝑒−𝜆𝑡  𝑒𝜆𝑠𝑑𝐵𝑠

𝑡

0

 

= 𝜍2𝑒−2𝜆𝑡  𝑒2𝜆𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

=
𝜍2

2𝜆

 

( 3.36) 

olarak elde ederiz. Ornstein-Uhlenbeck süreci ile geometrik Brownian sürecin 

parametrelerini karĢılaĢtırdığımızda ilk göze çarpan özellik Ornstein-

Uhlenbeck sürecinin varyansı sabit iken, geometrik Brownian hareketin 

varyansı, zamanın artan bir fonksiyonu olarak karĢımıza çıkmasıdır. Bir diğer 

fark ise süreçlerin beklenen değerlerinde ortaya çıkmaktadır. Ornstein-

Uhlenbeck sürecinin beklenen değeri zamanla sıfıra yaklaĢırken, geometrik 

Brownian hareketin beklenen değeri sonsuza gitmektedir. Bu ise Ornstein-

Uhlenbeck sürecinin zamanla durağanlaĢtığı anlamı taĢımaktadır. 

Ġzleyen Teorem, Ito difüzyon süreçlerinin güçlü Markov özelliğine sahip 

olduğunu belirtmektedir. Ornstein – Uhlenbeck süreci de bir Ito difüzyon 

süreci olduğundan, bu özellik çeĢitli sonuçlar elde etmede faydalı olacaktır. 

3.17. Teorem: (bkz. [84]) 𝑋𝑡  bir Ito difüzyon süreci ve 𝑓, ℝ𝑛 ‟de Borel 

ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Ayrıca ℱ𝑡 = 𝜍 𝐵𝑠∧𝑡 ; 𝑠 ≥ 0  ailesi ile bu aileye 

göre tanımlanan ve 1 olasılıkla sonlu olan 𝜏 duraklama zamanı verilsin. O 

zaman, her 𝑕 ≥ 0 için 

𝐸𝑥 𝑓 𝑋𝜏+𝑕  ℱ𝜏
  = 𝐸𝑋𝜏

 𝑓 𝑋𝑕   ( 3.37) 

sağlanır. 

Bu teorem kullanılmadan da Ornstein – Uhlenbeck sürecinin Markov 

özelliğini göstermek kolaydır. Bunu görmek için  
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𝑋𝑡 = 𝑒−𝜆 𝑡−𝑠 𝑋𝑠 + 𝜍𝑒−𝜆 𝑡−𝑠  𝑒𝜆𝑢 𝑑𝐵𝑢

𝑡

𝑠

 ,   𝑠 < 𝑡 
( 3.38) 

biçiminde yazılabileceğini gösterelim. 

𝑋𝑡 = 𝑒−𝜃 𝑡−𝑠  𝑒−𝜃𝑠𝑥0 + 𝜀  𝑒−𝜃 𝑠−𝑢 𝑑𝐵𝑢

𝑠

0

 + 𝜀  𝑒−𝜃 𝑡−𝑢 𝑑𝐵𝑢

𝑡

𝑠

= 𝑒−𝜃𝑡 𝑥0 + 𝜀  𝑒−𝜃 𝑡−𝑢 𝑑𝐵𝑢

𝑠

0

+ 𝜀  𝑒−𝜃 𝑡−𝑢 𝑑𝐵𝑢

𝑡

𝑠

= 𝑒−𝜃𝑡 𝑥0 + 𝜀  𝑒−𝜃 𝑡−𝑢 𝑑𝐵𝑢

𝑡

0

 

( 3.39) 

Ornstein-Uhlenbeck süreci için geçiĢ olasılıkları fonksiyonunu bu eĢitlikler 

yardımıyla elde etmeye çalıĢalım. Ornstein-Uhlenbeck sürecinin Markov 

özelliğini de hatırlayarak 

𝑋𝑡+Δ𝑡 = 𝑒−𝜆Δ𝑡𝑋𝑡 + 𝜍𝑒−𝜆Δ𝑡  𝑒𝜆𝑢 𝑑𝐵𝑢

𝑡+Δ𝑡

𝑡

 
( 3.40) 

olarak yazabiliriz. O halde 

𝜇 𝑥 = lim
Δ𝑡⟶0+

𝐸 𝑋𝑡+Δ𝑡 − 𝑋𝑡 𝑋𝑡 = 𝑥  

Δ𝑡

= lim
Δ𝑡⟶0+

𝐸   𝑒−𝜆Δ𝑡 − 1 𝑥 + 𝜍𝑒−𝜆Δ𝑡  𝑒𝜆𝑢 𝑑𝐵𝑢
𝑡+Δ𝑡

𝑡
 

Δ𝑡

= lim
Δ𝑡⟶0+

 𝑒−𝜆Δ𝑡 − 1 𝑥

Δ𝑡

= lim
Δ𝑡⟶0+

−𝜆𝑥𝑒−𝜆Δ𝑡 = −𝜆𝑥

 

( 3.41) 

olur. Sürecin anlık varyansı ise 
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𝜍2 𝑥 = lim
Δ𝑡⟶0+

𝐸  𝑋𝑡+Δ𝑡 − 𝑋𝑡 
2 𝑋𝑡 = 𝑥  

Δ𝑡

= lim
Δ𝑡⟶0+

𝐸    𝑒−𝜆Δ𝑡 − 1 𝑥 + 𝜍𝑒−𝜆Δ𝑡  𝑒𝜆𝑢 𝑑𝐵𝑢
𝑡+Δ𝑡

𝑡
 

2

 

Δ𝑡

= lim
Δ𝑡⟶0+

𝐸   𝑒−𝜆Δ𝑡 − 1 
2
𝑥2 

Δ𝑡
+ lim

Δ𝑡⟶0+

𝜍2𝑒−2𝜆Δ𝑡𝐸    𝑒𝜆𝑢 𝑑𝐵𝑢
𝑡+Δ𝑡

𝑡
 

2

 

Δ𝑡

+ lim
Δ𝑡⟶0+

2 𝑒−𝜆Δ𝑡 − 1 𝑥𝜍𝑒−𝜆Δ𝑡𝐸   𝑒𝜆𝑢 𝑑𝐵𝑢
𝑡+Δ𝑡

𝑡
 

Δ𝑡

 

 

( 3.42) 

Deterministik fonksiyonların Ito integralini kullanırsak  𝑒𝜆𝑢 𝑑𝐵𝑢
𝑡+Δ𝑡

𝑡
∼

𝑁  0,  𝑒2𝜆𝑢 𝑑𝑢
𝑡+Δ𝑡

𝑡
  olduğundan, son eĢitlikteki üçüncü limit sıfıra eĢittir. Yine 

bu bilgiyi kullanarak 2𝜆 𝑒2𝜆 𝑡+Δ𝑡 − 𝑒2𝜆𝑡 
−1

  𝑒𝜆𝑢 𝑑𝐵𝑢
𝑡+Δ𝑡

𝑡
 

2

∼ 𝜒1
2 olduğunu 

göz önüne alırsak, ikinci limiti 

lim
Δ𝑡⟶0+

𝜍2𝑒−2𝜆Δ𝑡𝐸    𝑒𝜆𝑢 𝑑𝐵𝑢
𝑡+Δ𝑡

𝑡
 

2

 

Δ𝑡
= lim

Δ𝑡⟶0+

𝜍2𝑒−2𝜆Δ𝑡 1

2𝜆
 𝑒2𝜆 𝑡+Δ𝑡 − 𝑒2𝜆𝑡 

Δ𝑡

= lim
Δ𝑡⟶0+

𝜍2

2𝜆

𝑒2𝜆𝑡 − 𝑒2𝜆 𝑡−Δ𝑡 

Δ𝑡

=
𝜍2

2𝜆
lim

Δ𝑡⟶0+
2𝜆𝑒2𝜆 𝑡−Δ𝑡 = 𝜍2𝑒2𝜆𝑡

 

 

( 3.43) 

olarak buluruz. Ġlk limit ise 

lim
Δ𝑡⟶0+

𝐸   𝑒−𝜆Δ𝑡 − 1 
2
𝑥2 

Δ𝑡
= lim

Δ𝑡⟶0+

 𝑒−𝜆Δ𝑡 − 1 
2
𝑥2

Δ𝑡

= lim
Δ𝑡⟶0+

2 𝑒−𝜆Δ𝑡 − 1  −𝜆 𝑒−𝜆Δ𝑡𝑥2 = 0

 

( 3.44) 

olur. O halde 
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𝜇 𝑥 = −𝜆𝑥, 𝜍2 𝑥 = 𝜍2𝑒2𝜆𝑡  ( 3.45) 

olur. Sürecin anlık ortalama ve varyansını Chapman - Kolmogorovileriye 

doğru denkleminde yerine koyarsak: 

1

2

𝜕2𝜍2𝑒2𝜆𝑡𝑝 𝑡, 𝑥0, 𝑥 

𝜕𝑥2
−

𝜕 −𝜆𝑥 𝑝 𝑡, 𝑥0, 𝑥 

𝜕𝑥
=

𝜕𝑝 𝑡, 𝑥0 , 𝑥 

𝜕𝑡

⇒
1

2
𝜍2𝑒2𝜆t

𝜕2𝑝 𝑡, 𝑥0 , 𝑥 

𝜕𝑥2
−  −𝜆𝑝 𝑡, 𝑥0 , 𝑥 − 𝜆𝑥

𝜕𝑝 𝑡, 𝑥0, 𝑥 

𝜕𝑥
 =

𝜕𝑝 𝑡, 𝑥0, 𝑥 

𝜕𝑡

⇒ 𝜆𝑝 𝑡, 𝑥0, 𝑥 + 𝜆𝑥
𝜕𝑝 𝑡, 𝑥0, 𝑥 

𝜕𝑥
+

1

2
𝜍2𝑒2𝜆𝑡

𝜕2𝑝 𝑡, 𝑥0, 𝑥 

𝜕𝑥2
=

𝜕𝑝 𝑡, 𝑥0, 𝑥 

𝜕𝑡

 

( 3.46) 

olur.  

3.18. Teorem: Ornstein-Uhlenbeck süreci 

𝑑𝑋𝑡 = −𝜃𝑋𝑡𝑑𝑡 + 𝜀𝑑𝐵𝑡 ( 3.47) 

ile verilsin.  0, 𝑇  aralığının bir parçalanıĢı Π =  𝑡𝑖 , 0 ≤ 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑛  

olsun.  Bu noktalardaki gözlem değerleri 𝑋𝑡𝑖
 ile gösterelim. O zaman 𝜀 ⟶ 0 

iken 

𝜃 𝑛,𝜀 : = −
 Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1

 𝑋𝑡𝑖
− 𝑋𝑡𝑖−1

 𝑛
𝑖=1

 𝑋𝑡𝑖−1

2  Δ𝑡𝑖−1 2𝑛
𝑖=1

, Δ𝑡𝑖−1 = 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1 
( 3.48) 

en küçük kareler tahmin edicisi 𝜃 parametresinin tutarlı bir tahmin edicisidir. 

İspat: bkz. EK - 3. 

Ornstein-Uhlenbeck süreçlerinin en çok olabilirlik tahmin edicisi Valdivieso 

va.[116]‟de incelenmiĢ ve en küçük kareler tahmin edicisiyle ilgili farklı bir 

sonuç Hu ve Long [50] tarafından incelenmiĢtir. 

3.19. Tanım:  𝑋𝑡  stokastik süreci 
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𝜇 𝑥 = lim
Δ𝑡→0+

𝐸 𝑋𝑡+Δ𝑡 − 𝑋𝑡 𝑋𝑡 = 𝑥  

Δ𝑡

𝜍2 𝑥 = lim
Δ𝑡→0+

𝐸  𝑋𝑡+Δ𝑡 − 𝑋𝑡 
2 𝑋𝑡 = 𝑥  

Δ𝑡

 ( 3.49) 

olmak üzere 

𝑑𝑋𝑡 = 𝜇 𝑋𝑡 𝑑𝑡 + 𝜍 𝑋𝑡 𝑑𝐵𝑡  ( 3.50) 

biçiminde ifade edilebilsin. O zaman 𝑝 𝑡, 𝑥0, 𝑥 , 𝑥0‟dan baĢlayan sürecin 𝑡 

süre sonra 𝑥‟e geçiĢ olasılığı fonksiyonu aĢağıdaki eĢitlikleri sağlar: 

1

2

𝜕2𝜍2 𝑥 𝑝 𝑡, 𝑥0 , 𝑥 

𝜕𝑥2
−

𝜕𝜇 𝑥 𝑝 𝑡, 𝑥0, 𝑥 

𝜕𝑥
=

𝜕𝑝 𝑡, 𝑥0, 𝑥 

𝜕𝑡
1

2
𝜍2 𝑥0 

𝜕2𝑝 𝑡, 𝑥0 , 𝑥 

𝜕𝑥0
2 + 𝜇 𝑥0 

𝜕𝑝 𝑡, 𝑥0, 𝑥 

𝜕𝑥0
=

𝜕𝑝 𝑡, 𝑥0, 𝑥 

𝜕𝑡

 ( 3.51) 

Bu eĢitliklerden ilki Chapman - Kolmogorov ileriye eĢitliği, ikincisi ise geriye 

eĢitliği olarak bilinir. 
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4. OPSĠYON ĠZLEME STRATEJĠSĠ 

Bu bölümde tez çalıĢması kapsamında elde edilen esas sonuçlar 

sunulacaktır. Bu amaçla öncelikle çalıĢmada göz önünde bulundurulan  

piyasaya iliĢkin varsayımlar sunulacak, ardından opsiyonu değerlendirmek 

için kullanılacak model ele alınacaktır. 

4.1. Model Varsayımları 

ÇalıĢmada dikkate alınacak piyasaya iliĢkin varsayımlar aĢağıdadır: 

1. Yatırım ve borç alma amaçlı faiz oranları bilinmekte ve incelenen süre 

boyunca sabit kalmaktadır. 

2. Opsiyona konu olanvarlığın değeri sabit parametreli bir Ornstein – 

Uhlenbeck süreci oluĢturmaktadır ve sürecin parametreleri yatırımcılar 

tarafından bilinmektedir. 

3. Yatırım araçları arasında geçiĢ ücretsiz olarak yapılabilmektedir. 

4. Menkul değerlere bağlı kâr payı dağıtımı yapılmamaktadır. 

5. Bütün yatırım araçları istenildiği kadar bölünebilirdir. 

6. Satım ve alım miktarı üzerinde herhangi bir sayı kısıtlaması yoktur. 

7. Piyasada arbitraj yoktur. 

8. Opsiyona konu olanvarlığa iliĢkin gözlem yapma maliyeti gözlemler 

arası geçen sürenin azalan bir fonksiyonudur. 
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4.2. Gözlem Yapma Maliyeti Altında Opsiyon Uygulama Stratejisi 

𝜉 geçerlilik süresine sahip bir Amerikan tipi opsiyonu göz önüne alalım. 

Opsiyona konu olan varlığın fiyatı 

𝑑𝑋𝑡 = −𝜇𝑋𝑡𝑑𝑡 + 𝜍𝑑𝐵𝑡 ,    𝜇, 𝜍 > 0, 𝑋0 = 𝑥0 ∈ ℝ ( 4.1) 

ile verilen bir  𝑋𝑡 Ornstein – Uhlenbeck sürecine uysun. Bu Amerikan tipi 

opsiyonun geçerliliğinin bittiği zamandaki; yani 𝜉 anındaki, beklenen kârını 𝑆𝐴 

ile gösterelim; yani 𝑆 bu opsiyonun değeri ve 𝑟 birleĢik faiz oranı olmak üzere 

𝑆𝐴 = 𝑒𝑟𝜉 𝑆 olsun. Ayrıca opsiyonun anlaĢma fiyatı 𝐾 olsun. 

Opsiyona konu olan varlığın fiyatına iliĢkin gözlemleri sürekli olarak yapma 

imkânına sahip olmadığımızı ve her bir gözlem maliyetinin bir önceki gözlem 

zamanından itibaren geçen sürenin bir fonksiyonu olduğunu kabul etmiĢtik. 

Bu maliyet fonksiyonunu 𝑓 ile gösterirsek; 𝑡0 anında gözlem yapıldıktan 

sonraki ilk gözlemi 𝑡1 > 𝑡0  anında yapmanın maliyeti 𝑓 𝑡1 − 𝑡0  olur. 𝑓‟nin 

azalan bir fonksiyon seçilmesi gözlemlerin sıklaĢtırılması karĢısında iyi bir 

cezalandırma olacağından, özel olarak 𝑓 𝑥 = 𝑒−𝑎𝑥 , 𝑎 > 0 olarak seçelim. 

Gözlem maliyeti nedeniyle gözlemleri sürekli olarak yapamadığımızdan 

dolayı bu opsiyonun geçerlilik süresi bittiğinde elde etmeyi umduğumuz kâr 

𝑆𝐴‟nın altında olacaktır. Kesikli gözlem yapmak için opsiyondan feda 

edebileceğimiz kâr miktarına 𝜀 > 0 diyelim. Piyasayı sürekli olarak takip 

edemediğimizden ve her bir gözlem için bir miktar bedel ödememiz 

gerektiğinden gözlem zamanlarını belirlemek için bir strateji oluĢturmalıyız. 

Bu türden bir stratejiyi, uyguladığımız zaman opsiyonun bitimindeki beklenen 

kârımızın 𝑆𝐴 − 𝜀 kadar olmasını sağlayacak biçimde seçmek uygun olacaktır. 

Her bir gözlem zamanlarının aĢağıdaki Ģekilde belirlendiği bir stratejiyi ele 

alalım: 

1. Adım: 𝑖 = 0 ve 𝑡0 = 0 al ve 2. Adım‟a geç. 
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2. Adım: 𝑖 ← 𝑖 + 1 al ve 𝑡𝑖 = 𝐸 inf 𝑡 > 0: 𝑋𝑡 ≥ 𝑔𝑖 𝑡   ℱ𝑡𝑖−1
   olarak belirle 

ve 3. Adım‟a geç. 

3. Adım: Eğer 𝑡𝑖 ≤ 𝜉 ve 𝑋𝑡𝑖
 𝜔 ≥ 𝑔𝑖 𝑡𝑖  sağlanırsa opsiyonu uygulamaya 

koy, 𝑋𝑡𝑖
 𝜔 < 𝑔𝑖 𝑡𝑖  ise 2. Adım‟ı tekrarla. Eğer 𝑡𝑖 > 𝜉 ve 𝑋𝜉 𝜔 ≥

𝑔𝑖 𝑡𝑖  ise opsiyonu 𝜉 zamanında uygulamaya koy, aksi halde opsiyonu 

uygulama ve dur. 

Burada sınır değerleri 

𝑔𝑖 𝑡 = 𝑒−𝑟 𝜉−𝑡  𝑆𝐴 − 𝜀 + 𝐾 +  𝑒𝑟 𝑡−𝑡𝑗  𝑓 𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1 

𝑖−1

𝑗 =1

+ 𝑓 𝑡 − 𝑡𝑖−1  ( 4.2) 

ile belirlenmektedir. Bir sonraki kısımda sınır değerlerinin elde ediliĢi 

açıklanmaktadır. 

4.3. Sınır Değerlerinin Belirlenmesi 

𝑡0 = 0 anında olduğumuzu kabul edelim ve ilk gözlemimizi ne zaman 

yapmamız gerektiğini elde etmeye çalıĢalım. 0 < 𝑡1 < 𝜉 zamanı için eğer bir 

gözlem yaparak opsiyonu uygulamaya koyarsak, opsiyona konu olan varlığın 

fiyatından, anlaĢma fiyatını ve gözlem yapma maliyetini düĢtükten sonraki 

kısım kadar; yani 𝑋𝑡1
− 𝐾 − 𝑓 𝑡1 − 𝑡0 miktar gelir elde ederiz. Bu geliri, 𝑟 faiz 

oranı üzerinden değerlendirmeye koyarsak opsiyonun geçerlilik zamanına 

kadar 𝑒𝑟 𝜉−𝑡1  𝑋𝑡1
− 𝐾 − 𝑓 𝑡1 − 𝑡0   miktar elde etmiĢ oluruz. Gözlem 

maliyeti olmadığı durumdaki Amerikan opsiyonun getirisi 𝑆𝐴 ve sürekli gözlem 

yapmaktan sakınmak için bu getiriden feda edebileceğimiz kısım 𝜀 

olduğundan, ilk gözlemimizi 
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𝑒𝑟 𝜉−𝑡1  𝑋𝑡1
− 𝐾 − 𝑓 𝑡1 − 𝑡0  ≥ 𝑆𝐴 − 𝜀

⇒ 𝑋𝑡1
≥ 𝑒−𝑟 𝜉−𝑡1  𝑆𝐴 − 𝜀 + 𝐾 + 𝑓 𝑡1 − 𝑡0                        

=𝑔1 𝑡1 

⇒ 𝑡1 ∈  𝑡 > 𝑡0 𝑋𝑡 ≥ 𝑔1 𝑡   

 

( 4.3) 

zamanlarında yapabiliriz. Opsiyonu olabildiğince erken uygulamaya koyarak 

kalan zamanı faiz geliri elde etmede kullanabileceğimizden 

𝑡1 = 𝐸 inf 𝑡 > 𝑡0: 𝑋𝑡 ≥ 𝑔1 𝑡   ℱ0
   ( 4.4) 

olarak almak iyi bir tercih olacaktır. Burada eğer 𝑋𝑡 hiçbir zaman 𝑔1 𝑡 ‟nin 

üzerine çıkmıyorsa veya 𝑡1 > 𝜉 oluyorsa, 𝑡1 = 𝜉 alıyoruz. 

Ġlk gözlem zamanımızı yukarıdaki Ģekilde belirlediğimizi ve 𝑡1 < 𝜉 sağlanırken 

𝑋𝑡1
< 𝑔1 𝑡1  kaldığını kabul edelim. Bu durumda ikinci gözlem zamanını 

belirlememiz gerekecektir. Ġkinci gözlem zamanını 𝑡2 > 𝑡1  ile gösterelim. ilk 

gözlemi gerçekleĢtirmek için 𝑡1 anında 𝑓 𝑡1 − 𝑡0  miktar harcadığımızdan 

ikinci gözlemimizi 

𝑒𝑟 𝜉−𝑡2  𝑋𝑡2
− 𝐾 − 𝑓 𝑡2 − 𝑡1 − 𝑒𝑟 𝑡2−𝑡1 𝑓 𝑡1 − 𝑡0  ≥ 𝑆𝐴 − 𝜀

⇒ 𝑋𝑡2
≥ 𝑒−𝑟 𝜉−𝑡2  𝑆𝐴 − 𝜀 + 𝐾 + 𝑓 𝑡2 − 𝑡1 + 𝑒𝑟 𝑡2−𝑡1 𝑓 𝑡1 − 𝑡0                                      

=𝑔2 𝑡2 

⇒ 𝑡2 ∈  𝑡 > 𝑡1 𝑋𝑡 ≥ 𝑔2 𝑡  

 

( 4.5) 

zamanlarında yapabiliriz. Birinci gözlem zamanını belirlemede kullandığımız 

gibi 

𝑡2 = 𝐸 inf 𝑡 > 𝑡1: 𝑋𝑡 ≥ 𝑔2 𝑡   ℱ𝑡1
   ( 4.6) 

seçmek uygun olacaktır. Bu Ģekilde devam edersek genel olarak 𝑖. gözlem 

zamanını belirlemek için sınır 
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𝑔𝑖 𝑡 = 𝑒−𝑟 𝜉−𝑡  𝑆𝐴 − 𝜀 + 𝐾 +  𝑒𝑟 𝑡−𝑡𝑗  𝑓 𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1 

𝑖−1

𝑗 =1

+ 𝑓 𝑡 − 𝑡𝑖−1  ( 4.7) 

ile belirlenir. 

2. Adım‟da sabit bir 𝑡 > 0 değeri için 𝑔𝑖 𝑡  fonksiyonu 𝑖‟ye göre artan 

olduğundan 𝑡𝑖 > 𝑡𝑖−1‟i sağlamak için inf 𝑡 > 𝑡𝑖−1: 𝑋𝑡 ≥ 𝑔𝑖 𝑡   yazmaya gerek 

yoktur; bunun yerine inf 𝑡 > 0: 𝑋𝑡 ≥ 𝑔𝑖 𝑡   de alınabilir. Bu durumu görmek 

için𝑔𝑖 𝑡 , 𝑡 > 0 fonksiyonunun 𝑖‟ye göre artan olduğunu gösterelim: 

Her 𝑖 = 2, 3, … ve 𝑡 > 0 için 

𝑔𝑖 𝑡 − 𝑔𝑖−1 𝑡 =𝑒−𝑟 𝜉−𝑡  𝑆𝐴 − 𝜀 + 𝐾 +  𝑒𝑟 𝑡−𝑡𝑗  𝑓 𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1 

𝑖−1

𝑗 =1

+ 𝑓 𝑡 − 𝑡𝑖−1 

−𝑒−𝑟 𝜉−𝑡  𝑆𝐴 − 𝜀 − 𝐾 −  𝑒𝑟 𝑡−𝑡𝑗  𝑓 𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1 

𝑖−2

𝑗 =1

− 𝑓 𝑡 − 𝑡𝑖−2 

=𝑒𝑟 𝑡−𝑡𝑖−1 𝑓 𝑡𝑖−1 − 𝑡𝑖−2 + 𝑓 𝑡 − 𝑡𝑖−1 − 𝑓 𝑡 − 𝑡𝑖−2 

=𝑒𝑟 𝑡−𝑡𝑖−1 𝑒−𝑎 𝑡𝑖−1−𝑡𝑖−2 + 𝑒−𝑎 𝑡−𝑡𝑖−1 − 𝑒−𝑎 𝑡−𝑡𝑖−2 

 

 

( 4.8) 

sağlanır. Her 𝑡 ≥ 0 için 𝑔𝑖 𝑡 ‟nin 𝑖‟ye göre artan olduğunu göstermek için 

tümevarımı kullanalım: 

𝑖 = 2 için: 

𝑔2 𝑡 − 𝑔1 𝑡 = 𝑒𝑟 𝑡−𝑡1 𝑒−𝑎𝑡1 + 𝑒−𝑎 𝑡−𝑡1 − 𝑒−𝑎𝑡  ( 4.9) 

olur. Eğer 𝑡 ≥ 𝑡1 > 0 ise 𝑒𝑟 𝑡−𝑡1 ≥ 1 olur. 

𝑔2 𝑡 − 𝑔1 𝑡 ≥ 𝑒−𝑎𝑡1 + 𝑒−𝑎𝑡  𝑒𝑎𝑡1 − 1 

> 𝑒−𝑎𝑡1 > 0

 

( 4.10) 
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olur. Eğer 0 ≤ 𝑡 < 𝑡1 ise 

𝑔2 𝑡 − 𝑔1 𝑡 = 𝑒𝑟 𝑡−𝑡1 𝑒−𝑎𝑡1 + 𝑒−𝑎 𝑡−𝑡1 − 𝑒−𝑎𝑡

> 𝑒− 𝑎+𝑟 𝑡1 + 𝑒−𝑎𝑡1𝑒𝑎𝑡1 − 𝑒−𝑎𝑡

> 𝑒− 𝑎+𝑟 𝑡1 + 1 − 1 > 0

 

( 4.11) 

sağlanır. 

ġimdi bir 𝑖 > 2 değeri için𝑗 = 2,3, … , 𝑖 − 1iken𝑔𝑗  𝑡 − 𝑔𝑗−1 𝑡 > 0 olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑖−1 sağlanır ve 

𝑔𝑖 𝑡 − 𝑔𝑖−1 𝑡 = 𝑒𝑟 𝑡−𝑡𝑖−1 𝑒−𝑎 𝑡𝑖−1−𝑡𝑖−2 + 𝑒−𝑎 𝑡−𝑡𝑖−1 − 𝑒−𝑎 𝑡−𝑡𝑖−2  ( 4.12) 

olur. Eğer 𝑡 ≥ 𝑡𝑖−1 > 0 ise 𝑒𝑟 𝑡−𝑡𝑖−1 ≥ 1 olur. 

𝑔𝑖 𝑡 − 𝑔𝑖−1 𝑡 ≥ 𝑒−𝑎 𝑡𝑖−1−𝑡𝑖−2 + 𝑒−𝑎 𝑡−𝑡𝑖−1 − 𝑒−𝑎 𝑡−𝑡𝑖−2 

= 𝑒−𝑎 𝑡𝑖−1−𝑡𝑖−2 + 𝑒−𝑎𝑡  𝑒𝑎𝑡𝑖−1 − 𝑒𝑎𝑡𝑖−2 > 0

 

( 4.13) 

olur. Eğer 0 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑖−1 ise 

𝑔𝑖 𝑡 − 𝑔𝑖−1 𝑡 > 𝑒−𝑟𝑡𝑖−1𝑒−𝑎 𝑡𝑖−1−𝑡𝑖−2 + 𝑒−𝑎𝑡𝑒𝑎𝑡𝑖−1 − 𝑒−𝑎𝑡𝑒𝑎𝑡𝑖−2

= 𝑒−𝑟𝑡𝑖−1𝑒−𝑎 𝑡𝑖−1−𝑡𝑖−2 + 𝑒−𝑎𝑡  𝑒𝑎𝑡𝑖−1 − 𝑒𝑎𝑡𝑖−2 > 0
 

( 4.14) 

sağlanır. Bu ise sabit bir 𝑡 > 0 için 𝑔𝑖 𝑡 ‟nin 𝑖‟ye göre artan olduğunu gösterir. 

𝜏𝑖 = inf 𝑡 > 0: 𝑋𝑡 ≥ 𝑔𝑖 𝑡   olarak ilk geçiĢ zamanını tanımlayalım. Gözlem 

noktaları bu ilk geçiĢ zamanının beklenen değeri olarak belirlendiğinden 

𝐸 𝜏𝑖 ‟yi hesaplamaya çalıĢalım. 
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4.4. Difüzyon Süreçlerinin Hareketli Bir Sınırı Ġlk GeçiĢ Zamanları 

4.4.1. Literatürde kullanılan yöntemler 

4.1. Teorem: (Fortet [41])  𝑋𝑡 𝑡≥0, bir 𝑥 noktasından baĢlayan ve sürekli örnek 

yollarına sahip güçlü Markov süreci olsun ve 𝑔:  0, ∞ → ℝ sürekli fonksiyonu 

𝑔 0+ ≥ 𝑥eĢitsizliğini sağlasın. 

𝜏 = inf 𝑡 > 0: 𝑋𝑡 ≥ 𝑔 𝑡   ( 4.15) 

ile 𝑋‟in 𝑔 üzerine ilk geçiĢ zamanını gösterelim ve 𝐹 = 𝐹𝑥 , 𝜏‟nun dağılım 

fonksiyonu olsun. O zaman  𝑔 𝑡  ,  ∞ tarafından kapsanan her ölçülebilir 𝐺 

kümesi için 

𝑃𝑥 𝑋𝑡 ∈ 𝐺 =  𝑃 𝑋𝑡 ∈ 𝐺 𝑋𝑠 = 𝑔 𝑠  𝐹 𝑑𝑠 
𝑡

0

 
( 4.16) 

sağlanır. 

Ayrıca eğer 𝑋 süreci zamana göre homojen ise 

𝑃𝑥 𝑋𝑡 ∈ 𝐺 =  𝑃𝑔 𝑠  𝑋𝑡−𝑠 ∈ 𝐺 𝐹 𝑑𝑠 
𝑡

0

 ( 4.17) 

olur. 

4.2. Teorem: (Ito ve McKean [53])  𝑋𝑡 , bir 𝑋0 = 𝑥 ∈ ℝ noktasından baĢlayan 

homojen difüzyon süreci olsun ve bu sürecin sonsuz küçük üretecini 

(infinitesimal generator) ℒ ile gösterelim. O zaman 𝑥 < 𝑎 olmak üzere 

𝜏 = inf 𝑡 > 0: 𝑋𝑡 = 𝑎  ( 4.18) 

nın Laplace dönüĢümü 𝑢 𝑥, 𝜆 ≔ 𝐸𝑥 𝑒−𝜆𝜏   aĢağıdaki Sturm – Liouville sınır 

değer probleminin çözer: 
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ℒ𝑢 𝑥, 𝜆 = 𝜆𝑢 𝑥, 𝜆 ,

 𝑢 𝑥, 𝜆  𝑥=𝑎 = 1,

lim
𝑥→−∞

𝑢 𝑥, 𝜆 = 0.

 ( 4.19) 

4.3. Teorem: (Durbin [36])  𝑋𝑡  ortalaması sıfır ve kovaryans fonksiyonu 

𝜌 𝑠, 𝑡  olan sürekli bir Gauss süreci olsun. Ayrıca 𝑔 𝑡  bir sınır fonskiyonu 

olmak üzere 

𝜏 = inf 𝑡 > 0: 𝑋𝑡 = 𝑔 𝑡  ,

𝑓 𝑡 =
1

 2𝜋𝜌 𝑡, 𝑡 
exp  −

𝑔2 𝑡 

2𝜌 𝑡, 𝑡 
 ,

𝑏 𝑡 = lim
𝑠→𝑡−

1

𝑡 − 𝑠
𝐸 𝐼 𝑠, 𝑋  𝑔 𝑠 − 𝑋𝑠  𝑋𝑡 = 𝑔 𝑡   ,

 ( 4.20) 

olarak tanımlansın. Burada 𝐼 𝑠, 𝑋  gösterge fonksiyonu eğer örnek yol 𝑠 

zamanından önce sınırı geçmemiĢse 1, diğer hallerde 0 değerini almaktadır. 

Eğer 

1. 𝑔 sınır fonksiyonu  0 ,  𝑡  aralığında sürekli ve 𝑡 noktasında soldan 

türeve sahip, 

2. Kovaryans fonksiyonu 𝜌 𝑠, 𝑡  pozitif tanımlı ve  0, 𝑡 2‟de birinci 

dereceden sürekli kısmi türevlere sahip, 

3. 0 < 𝜆𝑡 < ∞ olmak üzere lim𝑠→𝑡−  
𝜕𝜌  𝑠,𝑡 

𝜕𝑠
−

𝜕𝜌  𝑠,𝑡 

𝜕𝑡
 = 𝜆𝑡 , 

oluyorsa 

𝑃0 𝜏 ∈ 𝑑𝑡 = 𝑏 𝑡 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 ( 4.21) 

sağlanır. 
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4.4. Teorem: (Robbins ve Siegmund [96] ve Scheike [99])  𝐵𝑡  bir Brownian 

süreç olmak üzere 𝐷 ≔ ℝ ×  𝜛, ∞ , 0 ≤ 𝜛 < ∞ bölgesinde tanımlı negatif 

olmayan 𝑓 ∙,∙  fonksiyonu aĢağıdaki üç denk koĢuldan birini sağlasın: 

1. Sınırlı aralıklarda sonlu değer alan  0, ∞ ‟da tanımlı öyle bir 𝜇 ölçüsü 

vardır ki 

𝑓 𝑥, 𝑡 =  exp  𝜃𝑥 −
1

2
𝜃2𝑡 𝜇 𝑑𝜃 

∞

0

 
( 4.22) 

sağlanır. 

2. 𝑓 𝐵𝑡 , 𝑡  pozitif bir martingaledir. 

3. 𝐷 üzerinde  
𝜕

𝜕𝑡
+

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2 𝑓 𝑥, 𝑡 = 0 sağlanır. 

O zaman 𝑓 𝑔 𝑡 , 𝑡 = 𝑎, 𝑎 > 0 koĢulunu sağlayan 𝑔 𝑡  sınır fonksiyonları için 

𝑓 𝑥0, 𝑡0 ≤ 𝑎 ise 

𝑃  𝑠𝑢𝑝
𝑡0≤𝑡<∞

 𝐵𝑡 ≥ 𝑔 𝑡   𝐵𝑡0
= 𝑥0 =

𝑓 𝑥0, 𝑡0 

𝑎
 ( 4.23) 

eĢitliği sağlanır. 

4.5. Teorem: (Buonocore va. [21]) 𝑋𝑡, bir 𝑥0 < 𝑔 0 noktasından baĢlayan 

homojen difüzyon süreç ve 𝑔: ℝ+ → ℝ türevlenebilir bir fonksiyon olsun. 

𝜏𝑔 = inf 𝑡 > 0: 𝑋𝑡 = 𝑔 𝑡  ilk geçiĢ zamanının dağılımı𝑓 𝑡  ile verilsin, yani; 

𝑓 𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑃 𝜏𝑔 ≤ 𝑡  ( 4.24) 

olsun. Ayrıca  
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𝜑 𝑥, 𝑡 𝑦, 𝑠 =
𝜕

𝜕𝑡
𝑃 𝑋𝑡 ≤ 𝑥 𝑋𝑠 = 𝑦  ( 4.25) 

olsun. Bu durumda aĢağıdaki integral denklemi sağlanır: 

𝑓 𝑡 = −2𝜑 𝑔 𝑡 , 𝑡 𝑥0, 0 + 2  𝑓 𝜉 𝜑 𝑔 𝑡 , 𝑡 𝑔 𝜉 , 𝜉 𝑑𝜉
𝑡

0

. ( 4.26) 

4.4.2. DönüĢümler yardımıyla ilk geçiĢ zamanlarının incelenmesi 

 𝑋𝑡  stokastik sürecinin geçiĢ olasılık yoğunluk fonksiyonu 𝑓𝑋 𝑥, 𝑡 𝑦, 𝑠   

aĢağıdaki Kolmogorov ileriye eĢitliğini sağlasın: 

𝜕𝑓𝑋 𝑥, 𝑡 𝑦, 𝑠  

𝜕𝑡
= 𝑎 𝑡, 𝑥 

𝜕2𝑓𝑋 𝑥, 𝑡 𝑦, 𝑠  

𝜕𝑥2
+ 𝑏 𝑡, 𝑥 

𝜕𝑓𝑋 𝑥, 𝑡 𝑦, 𝑠  

𝜕𝑥
 ( 4.27) 

𝜑: ℝ → ℝ ve 𝜓: ℝ2 → ℝ sürekli fonksiyonları aĢağıdaki özellikleri sağlamak 

üzere 𝑌𝑡 =  𝜓−1 𝑋𝜑 𝑠 , 𝑡  
𝑠=𝑡

 ile yeni bir süreç tanımlayalım: 

1. Her 𝑥 ve 𝑡 için 𝜑′ 𝑡  türevi ve 𝜓𝑥 𝑥, 𝑡 , 𝜓𝑡 𝑥, 𝑡  ve 𝜓𝑥𝑥  𝑥, 𝑡  kısmi 

türevleri tanımlı, 

2. Her 𝑡 için 𝜑′ 𝑡 > 0, 

3. Her 𝑥, 𝑡 için 𝜓𝑥 𝑥, 𝑡 ≠ 0, 

4. Her 𝑡 için 𝜓 𝜓−1 𝑥, 𝑡 , 𝑡 = 𝜓−1 𝜓 𝑥, 𝑡 , 𝑡 = 𝑥. 

𝑌𝑡  stokastik sürecinin geçiĢ olasılık yoğunluk fonksiyonu 𝑓𝑌 𝑥, 𝑡 𝑦, 𝑠   olmak 

üzere, bu geçiĢ olasılıklarının Kolmogorov ileri eĢitliğini Ģu Ģekilde gösterelim: 

𝜕𝑓𝑌 𝑥, 𝑡 𝑦, 𝑠  

𝜕𝑡
= 𝑎  𝑡, 𝑥 

𝜕2𝑓𝑌 𝑥, 𝑡 𝑦, 𝑠  

𝜕𝑥2
+ 𝑏  𝑡, 𝑥 

𝜕𝑓𝑌 𝑥, 𝑡 𝑦, 𝑠  

𝜕𝑥
 ( 4.28) 
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Burada 𝑎  𝑡, 𝑥 , 𝑏  𝑡, 𝑥  ile 𝑎 𝑡, 𝑥 , 𝑏 𝑡, 𝑥  arasındaki bağıntı aĢağıdaki 

eĢitliklerle sağlanır: 

𝑎  𝑡, 𝑥 =
𝑎 𝑡, 𝑥 𝜑′ 𝑡 

𝜓𝑥
2 𝑥, 𝑡 

, (4.29) 

𝑏  𝑡, 𝑥 =  𝑏 𝑡, 𝑥 𝜑′ 𝑡 −
𝑎 𝑡, 𝑥 𝜑′ 𝑡 

𝜓𝑥
2 𝑥, 𝑡 

𝜓𝑥𝑥  𝑥, 𝑡 − 𝜓𝑡 𝑥, 𝑡  𝜓𝑥 𝑥, 𝑡  . (4.30) 

EĢ. 4.29 ve EĢ. 4.30 dönüĢümleri Kolmogorov[105] tarafından elde edilmiĢtir. 

Bu dönüĢümler yardımıyla Ricciardi [92] ve Capocelli ve Ricciardi [22] 

difüzyon süreçlerinin Feller ve Wiener süreçlerine dönüĢümlerini 

incelemiĢlerdir. 

ġimdi 𝑋𝑡 sürecinin bir 𝑔: ℝ → ℝ sınırını ilk geçiĢ zamanını 𝜏𝑋  ile tanımlayalım; 

yani, 

𝜏𝑋 = inf 𝑡 > 0: 𝑋𝑡 = 𝑔 𝑡   ( 4.31) 

olsun. Eğer 𝑌𝑡  sürecinin  𝜓−1 𝑔 𝜑 𝑠  , 𝑡  
𝑠=𝑡

 sınırını ilk geçiĢ zamanı; yani, 

𝜏𝑌 = inf  𝑡 > 0: 𝑌𝑡 =  𝜓−1 𝑔 𝜑 𝑠  , 𝑡  
𝑠=𝑡

  ( 4.32) 

biliniyorsa, 𝜏𝑋
𝑑
=𝜏𝑌 olduğundan 𝜏𝑋 ‟e iliĢkin dağılım özellikleri elde edilebilir. 

4.6. Önerme: Yukarıdaki Ģekilde tanımlanan ve 𝑎  𝑡, 𝑥 ‟i 𝑡‟den bağımsız yapan 

𝜓 ve 𝜑 dönüĢümleri 

2
𝜕

𝜕𝑡
ln 𝜓𝑥 𝑥, 𝑡 =

𝜕

𝜕𝑡
ln 𝑎 𝑡, 𝑥 +

𝑑

𝑑𝑡
ln 𝜑′ 𝑡  

( 4.33) 

eĢitliğini sağlar. 
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İspat:𝑎  𝑡, 𝑥 , 𝑡‟den bağımsız ise 𝑡‟ye göre türevi sıfır olmalıdır. Ġspat EĢ. 

4.29‟in 𝑡‟ye göre türevinin alınmasıyla tamamlanır. 

4.7. Sonuç: Eğer 𝑎 𝑡, 𝑥 , 𝑡‟den bağımsız ise EĢ. 4.29‟i𝑡‟den bağımsız yapan 

yukarıdaki Ģekilde tanımlanmıĢ 𝜓 ve 𝜑 dönüĢümleri arasında aĢağıdaki 

bağıntı vardır: 

𝜓 𝑥, 𝑡 = 𝑒𝑐1/2𝑥 𝜑′ 𝑡 + 𝑐2 ( 4.34) 

Burada 𝑐1 ve 𝑐2keyfi sabitler olmak üzere bu durumda 

𝑎  𝑡, 𝑥 = 𝑎 𝑡, 𝑥 𝑒−𝑐1 ,

𝑏  𝑡, 𝑥 = 𝑏 𝑡, 𝑥 𝑒−𝑐1/2 𝜑′ 𝑡 − 𝑥
𝜑′′ 𝑡 

2𝜑′ 𝑡 

 ( 4.35) 

olur. 

Ricciardi ve Sato [93] çalıĢmalarında yukarıda değinilen yöntemi Wiener 

süreçlerine dönüĢtürülebilen süreç için uygulamıĢlardır. Bu yöntemle ilgili bir 

tartıĢma Smith [107]‟de verilmektedir. Ġzleyen bölümde yukarıda açıklanan 

yöntem Ornstein – Uhlenbeck sürecinin hiperbolik bir sınırı ilk geçiĢ 

zamanlarının dağılımının elde edilmesi için kullanılacaktır. 

4.4.3. Ornstein – Uhlenbeck sürecinin hiperbolik bir sınırı ilk geçiĢ 

zamanı 

 𝑋𝑡  bir Brownian hareket olsun. Bu durumda 𝑏 𝑡, 𝑥 = 0 ve 𝑎 𝑡, 𝑥 = 1/2 olur. 

Bu durumda 𝑎  𝑡, 𝑥  ve 𝑏  𝑡, 𝑥  katsayılarını 𝑡‟den bağımsız yapacak biçimdeki 

𝜓 ve 𝜑 dönüĢümleri yardımıyla 
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𝑎  𝑡, 𝑥 =
𝑒𝑐1

2
,

𝑏  𝑡, 𝑥 = −𝑥
𝜑′′ 𝑡 

𝜑′ 𝑡 

 ( 4.36) 

olarak elde ederiz. Burada 𝑏  𝑡, 𝑥 ‟in de 𝑡‟den bağımsız olmasını 

istediğimizden 
𝜑′′  𝑡 

2𝜑′ 𝑡 
 bir sabite eĢit olmalıdır. O halde 𝑐2, 𝑐3 ve 𝑐4 birer sabit 

olmak üzere 

𝜑 𝑡 =
𝑒𝑐3

2𝑐2
𝑒2𝑐2𝑡 + 𝑐4 ( 4.37) 

sağlanır. Yine Sonuç 4.6‟dan 

𝜓 𝑥, 𝑡 = 𝑥 exp  
𝑐1 + 𝑐3 + 2𝑐2𝑡

2
 ,    𝜓−1 𝑥, 𝑡 = 𝑥 exp  −

𝑐1 + 𝑐3 + 2𝑐2𝑡

2
  

(4.38) 

 

sağlanır. 

O halde 𝑌𝑡 = 𝜓−1 𝐵𝜑 𝑡 , 𝑡  ile tanımlı süreç 

𝑑𝑌𝑡 = −𝑐2𝑌𝑡𝑑𝑡 + 𝑒𝑐1/2𝑑𝐵𝑡 ( 4.39) 

stokastik diferansiyel denklemini sağlar ki bu süreç bir Ornstein – Uhlenbeck 

sürecidir. Kullanılan dönüĢümlerde özel olarak 𝑐1 = 2, 𝑐2 = 1/2 ve 𝑐3 = 0, 

𝑐4 = −1 alınırsa 𝑌𝑡 = 𝑒−𝑡𝐵𝑒2𝑡−1 elde edilir ki bu dönüĢüm Doob dönüĢümü 

olarak da bilinir. 

Salminen [98]𝑕 𝑡 = 𝛼𝑡, 𝑡 ∈ ℝ için 𝜏𝑕 = inf 𝑡 > 0: 𝐵𝑡 = 𝑕 𝑡  ‟ın olasılık 

yoğunluk fonksiyonunun 

𝑃𝑥 𝜏𝑕 ∈ 𝑑𝑡 = exp  𝛼𝑥 −
1

2
𝛼2𝑡 

 𝑥 

 2𝜋𝑡3
exp  −

𝑥2

2𝑡
 𝑑𝑡 ( 4.40) 
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olduğunu göstermiĢtir. Bu bilgiyi kullanarak 𝜓 ve 𝜑 dönüĢümlerini 𝑕 𝑡 = 𝛼𝑡 

fonksiyonuna uygulayalım. Bu durumda 

𝜓−1 𝑕 𝜑 𝑡  , 𝑡 = 𝛼 𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡  ( 4.41) 

hiperbolik sınırının Ornstein-Uhlenbeck süreci tarafından ilk geçiĢ zamanını 

inceleyebiliriz. O halde 𝜏𝑔 = inf 𝑡 > 0: 𝑌𝑡 = 𝛼 𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡   dersek, 

𝑃 𝜏𝑔 ∈ 𝑑𝑡 =
4𝛼

𝑒𝑡 − 𝑒−𝑡
 

𝑒2𝑡

𝜋 𝑒2𝑡 − 1 
exp  

 𝛼 𝑒2𝑡 + 1  2

1 − 𝑒2𝑡
 𝑑𝑡 ( 4.42) 

olarak elde ederiz. Bu sonuç aynı zamanda Buonocore va. [21](ayrıca bkz. 

Downes ve Borovkov [33]) tarafından da integral denklemleri yardımıyla elde 

edilmiĢtir. 

4.4.4. Genel durum 

𝐵𝑡 bir Brownian süreç olmak üzere Ψ ve 𝜑 dönüĢümleri aĢağıdaki Ģekilde 

verilsin: 

Ψ 𝑥, 𝑡 = 𝑥 exp  
𝑐1 + 𝑐3 + 2𝑐2𝑡

2
 ,     𝜑 𝑡 =

𝑒𝑐3

2𝑐2
𝑒2𝑐2𝑡 + 𝑐4 ( 4.43) 

Bölüm 4.4.2 ve Bölüm4.4.3‟deki tartıĢmalar dikkate alınırsa, bu durumda 

𝑌𝑡 = Ψ−1 𝐵𝜑 𝑡 , 𝑡  ile tanımlı süreç 

𝑑𝑌𝑡 = −𝑐2𝑌𝑡𝑑𝑡 + 𝑒𝑐1/2𝑑𝐵𝑡 ( 4.44) 

stokastik diferansiyel denklemini çözecektir. ġimdi 

𝑔1 𝑡 = exp −𝑟 𝜉 − 𝑡   𝑆𝐴 − 𝜀 + 𝐾 + exp −𝑎 𝑡 − 𝑡0   ( 4.45) 

 



50 

 

sınırını inceleyelim ve 

Ψ−1 𝑕 𝜑 𝑡  , 𝑡 = exp −𝑟 𝜉 − 𝑡   𝑆𝐴 − 𝜀 + 𝐾 + exp −𝑎 𝑡 − 𝑡0   ( 4.46) 

olacak biçimdeki 𝑕 sınırını belirleyelim. Bu durumda 

𝑕  
𝑒𝑐3

2𝑐2
𝑒2𝑐2𝑡 + 𝑐4 exp  −

𝑐1 + 𝑐3 + 2𝑐2𝑡

2
 =exp −𝑟 𝜉 − 𝑡   𝑆𝐴 − 𝜀 + 𝐾

+ exp −𝑎 𝑡 − 𝑡0  

 

( 4.47) 

sağlanır. Bu eĢitlikten 

𝑕 𝑡 =   𝑆𝐴 − 𝜀 𝑒−𝑟𝜉  
2𝑐2

𝑒𝑐3
 

𝑟

𝑐2
−1

 𝑡 − 𝑐4 
𝑟

𝑐2
−1

+ 𝐾
𝑒𝑐3

2𝑐2

 𝑡 − 𝑐4 
−1  

 +𝑒𝑎𝑡0  
2𝑐2

𝑒𝑐3
 

−
𝑎

𝑐2
−1

 𝑡 − 𝑐4 
−

𝑎

𝑐2
−1

 × exp  −
1

2
 𝑐1 + 𝑐3  

 

( 4.48) 

elde ederiz. O halde 

𝛾1= 𝑆𝐴 − 𝜀 exp  −
1

2
 𝑐1 + 𝑐3 − 𝑟𝜉  

2𝑐2

𝑒𝑐3
 

𝑟

𝑐2
−1

, ( 4.49) 

𝛾2 =
𝐾

2𝑐2
exp  −

1

2
 𝑐1 + 𝑐3 + 𝑐3  ( 4.50) 

ve 

𝛾3 =  
2𝑐2

𝑒𝑐3
 

−
𝑎

𝑐2
−1

exp  −
1

2
 𝑐1 + 𝑐3   ( 4.51) 

olmak üzere 

𝑕 𝑡 = 𝛾1 𝑡 − 𝑐4 
𝑟

𝑐2
−1

+ 𝛾2

1

𝑡 − 𝑐4
+ 𝛾3 𝑡 − 𝑐4 

𝑎

𝑐2
−1

 ( 4.52) 
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sağlanır. Özel olarak 
𝑒𝑐3

2𝑐2
=  −𝑐4 olacak biçimde seçersek 𝑌0 = exp  −

𝑐1+𝑐3

2
 𝐵0 

sağlanacaktır. 𝑐2 > 0 olduğundan 𝑐4 < 0 kalır ki bu durumda 𝑕 𝑡  fonksiyonu 

𝑡 > 0 için hiçbir zaman tanımsız kalmaz. O halde 

inf 𝑡 > 0: 𝐵𝑡 = 𝑕 𝑡 ; 𝐵0 = 0 =𝑑 inf 𝑡 > 0: 𝑌𝑡 = 𝑔1 𝑡 ; 𝑌0 = 0  ( 4.53) 

sağlanır. Bu ise bize Ornstein – Uhlenbeck sürecinin 𝑔1 𝑡  sınırını ilk geçiĢ 

zamanını Brownian sürecin 𝑕 𝑡  sınrını ilk geçiĢ zamanı ile inceleme imkanı 

verir. 

ġimdi genel olarak 𝑔𝑖 𝑡  sınırını ilk geçiĢ zamanlarını inceleyelim. Bunun için 

𝑔𝑖 𝑡  fonksiyonunun aĢağıdaki biçimde yazılıĢını kullanacağız: 

𝑔𝑖 𝑡 = 𝑒−𝑟 𝜉−𝑡  𝑆𝐴 − 𝜀 + 𝐾 +  𝑒𝑟 𝑡−𝑡𝑗  𝑒−𝑎 𝑡𝑗 −𝑡𝑗−1 

𝑖−1

𝑗=1

+ 𝑒−𝑎 𝑡−𝑡𝑖−1 

= 𝑒𝑟𝑡𝑒−𝑟𝜉  𝑆𝐴 − 𝜀 + 𝐾 +  𝑒−𝑟𝑡𝑗 −𝑎 𝑡𝑗 −𝑡𝑗−1 

𝑖−1

𝑗=1

+ 𝑒−𝑎𝑡𝑒𝑎𝑡𝑖−1

= 𝑒𝑟𝑡  𝑒−𝑟𝜉  𝑆𝐴 − 𝜀 +  𝑒−𝑟𝑡𝑗−𝑎 𝑡𝑗−𝑡𝑗−1 

𝑖−1

𝑗 =1

 

                         
=𝜃1

+ 𝑒−𝑎𝑡 𝑒𝑎𝑡𝑖−1   
=𝜃2

+ 𝐾

= 𝜃1𝑒𝑟𝑡 + 𝜃2𝑒−𝑎𝑡 + 𝐾

 

( 4.54) 

olur. Öte yandan 

Ψ−1 𝑕𝑖 𝜑 𝑡  , 𝑡 = 𝑔𝑖 𝑡 

⟺ 𝑕𝑖 𝜑 𝑡  = Ψ 𝑔𝑖 𝑡 , 𝑡 

⟺ 𝑕𝑖 𝑡 = Ψ  𝑔𝑖 𝜑
−1 𝑡  , 𝜑−1 𝑡  

 

( 4.55) 

olur. Ġlgilendiğimiz süreç için 𝜑−1 𝑡 =
1

2𝑐2
ln  

2𝑐2

𝑒𝑐3
 𝑡 − 𝑐4  ‟dir. O halde 
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𝑕𝑖 𝑡 = 𝜃1 exp  
𝑟

2𝑐2
ln  

2𝑐2 𝑡 − 𝑐4 

𝑒𝑐3
  + 𝜃2 exp  −

𝑎

2𝑐2
ln  

2𝑐2 𝑡 − 𝑐4 

𝑒𝑐3
  + 𝐾 

× exp  
1

2
 𝑐1 + 𝑐3 +

1

2
ln  

2𝑐2 𝑡 − 𝑐4 

𝑒𝑐3
  

= 𝜃1  
2𝑐2 𝑡 − 𝑐4 

𝑒𝑐3
 

𝑟

2𝑐2

+ 𝜃2  
2𝑐2 𝑡 − 𝑐4 

𝑒𝑐3
 

−
𝑎

2𝑐2

+ 𝐾 

× exp  
𝑐1 + 𝑐3

2
  

2𝑐2 𝑡 − 𝑐4 

𝑒𝑐3
 

1

2

= 𝜃1  
2𝑐2 𝑡 − 𝑐4 

𝑒𝑐3
 

𝑟

2𝑐2
+

1

2

+ 𝜃2  
2𝑐2 𝑡 − 𝑐4 

𝑒𝑐3
 

−
𝑎

2𝑐2
+

1

2

+ 𝐾  
2𝑐2 𝑡 − 𝑐4 

𝑒𝑐3
 

1

2

 

× exp  
𝑐1 + 𝑐3

2
 

= 𝜃1  
2𝑐2

𝑒𝑐3
 

𝑟

2𝑐2
+

1

2

 𝑡 − 𝑐4 
𝑟

2𝑐2
+

1

2 + 𝜃2  
2𝑐2

𝑒𝑐3
 

−
𝑎

2𝑐2
+

1

2

 𝑡 − 𝑐4 
−

𝑎

2𝑐2
+

1

2  

 +𝐾  
2𝑐2

𝑒𝑐3
 

1

2

 𝑡 − 𝑐4 
1

2 × exp  
𝑐1 + 𝑐3

2
 

 

 

( 4.56) 

ile verilir. Burada 

𝜌1 = 𝜃1  
2𝑐2

𝑒𝑐3
 

𝑟

2𝑐2
+

1

2

exp  
𝑐1 + 𝑐3

2
 ,

𝜌2 = 𝜃2  
2𝑐2

𝑒𝑐3
 

−
𝑎

2𝑐2
+

1

2

exp  
𝑐1 + 𝑐3

2
 ,

𝜌3 = 𝐾  
2𝑐2

𝑒𝑐3
 

1

2

exp  
𝑐1 + 𝑐3

2
 

 ( 4.57) 

ve 𝑛1 =
𝑟

2𝑐2
+

1

2
, 𝑛2 = −

𝑎

2𝑐2
+

1

2
 ve 𝑛3 =

1

2
 alırsak 

𝑕𝑖 𝑡 = 𝜌1 𝑡 − 𝑐4 
𝑛1 + 𝜌2 𝑡 − 𝑐4 

𝑛2 + 𝜌3 𝑡 − 𝑐4 
𝑛3  ( 4.58) 

elde ederiz. 
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Bu durumda 

𝜏𝑖 = inf 𝑡 > 0: 𝑋𝑡 = 𝑔𝑖 𝑡   ( 4.59) 

ilk geçiĢ zamanının dağılımı Jang va. [57]‟deki sonuç yardımıyla aĢağıdaki 

Ģekilde ifade edilebilir: 

𝐹𝑖 𝑡 = 𝑢𝑖 𝑡 +   𝐻𝑛,𝑖 𝑡, 𝑠 𝑢𝑖 𝑠 𝑑𝑠

𝑡

0

∞

𝑛=1

. ( 4.60) 

Burada 

𝑢𝑖 𝑡 = 2Ψ  
𝑕𝑖 𝑡 

 𝑡
 ,

𝐻1,𝑖 𝑡, 𝑠 =
1

 𝑡 − 𝑠
 2𝑕𝑖 ′ 𝑠 −

𝑕𝑖 𝑡 − 𝑕𝑖 𝑠 

𝑡 − 𝑠
 𝜙  

𝑕𝑖 𝑡 − 𝑕𝑖 𝑠 

 𝑡 − 𝑠
 ,

𝐻𝑛+1,𝑖 𝑡, 𝑠 =  𝐻1,𝑖 𝑡, 𝑟 𝐻𝑛,𝑖 𝑟, 𝑠 𝑑𝑟

𝑡

0

 ( 4.61) 

ve 𝜙 standart normal dağılım fonksiyonu, Ψ 𝑡 = 1 − 𝜙 𝑡 ’dir. 

4.4.5. Ġlk geçiĢ zamanlarının momentleri 

Ġlk geçiĢ zamanının momentlerini incelemek için Tuckwell ve Wan [114]‟ın 

elde ettiği aĢağıdaki sonucu kullanacağız: 

4.8. Teorem: (Tuckwell ve Wan [114]) 𝑋𝑡 stokastik süreci aĢağıdaki stokastik 

diferansiyel denklemin çözümü olarak tanımlansın: 

𝑑𝑋𝑡 = 𝛼 𝑋𝑡 𝑑𝑡 + 𝛽 𝑋𝑡 𝑑𝐵𝑡 , 𝑋0 = 𝑥 ∈ ℝ ( 4.62) 

Bu durumda 𝑋𝑡 sürecinin,𝑕 𝑡  sürekli fonksiyonu ile belirlenen bir sınırı ilk 

geçiĢ zamanının momentleri arasında aĢağıdaki bağıntı vardır: 
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1

2
𝛽2 𝑥 

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑀𝑛 𝑥, 𝑦 + 𝛼 𝑥 

𝜕

𝜕𝑥
𝑀𝑛 𝑥, 𝑦 + 𝛾 𝑦 

𝜕

𝜕𝑦
𝑀𝑛 𝑥, 𝑦 = −𝑛𝑀𝑛−1 𝑥, 𝑦  

 

( 4.63) 

Burada; 

𝑀𝑛 𝑥, 𝑦 = 𝐸 𝜏𝑛  ,

𝜏 = inf 𝑡 > 0 𝑋𝑡 = 𝑕 𝑡 ; 𝑋0 = 𝑥 < 𝑦 = 𝑕 0  ,

𝑑

𝑑𝑡
𝑕 𝑡 = 𝛾 𝑕 𝑡  

 ( 4.64) 

„dir. 

Tuckwell ve Wan[114]‟ın bu teoremini kullanmak için öncelikle 𝛾 

fonksiyonunu belirlemeye çalıĢalım. Bu amaçla Lagrange açılımını (bkz. 

Abromowitz [1]) kullanacağız. 

𝑕𝑖 𝑡 = 𝜌1 𝑡 − 𝑐4 
𝑟+𝜇

2𝜇 + 𝜌2 𝑡 − 𝑐4 
−𝑎+𝜇

2𝜇 + 𝜌3 𝑡 − 𝑐4 
1

2 ( 4.65) 

sınırını göz önüne alalım. Bu durumda 

𝑑

𝑑𝑡
𝑕𝑖 𝑡 = 𝜌1

𝑟 + 𝜇

2𝜇
 𝑡 − 𝑐4 

𝑟

2𝜇
−

1

2 + 𝜌2  
−𝑎 + 𝜇

2𝜇
 

1

 𝑡 − 𝑐4 
𝑎

2𝜇
+

1

2

+
𝜌3

2

1

 𝑡 − 𝑐4 
1

2

 
 

( 4.66) 

ve 

𝛾𝑖 𝑡 =  𝑑

𝑑𝑥
𝑕𝑖 𝑥  

𝑥=𝑕𝑖
−1 𝑡 

 ( 4.67) 

sağlanır. 𝜌1, 𝜌2 ve 𝜌3 pozitif değerli olduğu için 𝑕𝑖 𝑡  fonksiyonu pozitif 

eksende sıfırdan farklıdır. Ayrıca 
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𝑕𝑖 ′ 𝑡 = 0⟺𝜌1

𝑟 + 𝜇

2𝜇
 𝑡 − 𝑐4 

𝑟

2𝜇
−

1

2 + 𝜌2  
−𝑎 + 𝜇

2𝜇
 

1

 𝑡 − 𝑐4 
𝑎

2𝜇
+

1

2

+
𝜌3

2

1

 𝑡 − 𝑐4 
1

2

= 0

⟺𝜌1

𝑟 + 𝜇

2𝜇
 𝑡 − 𝑐4 

𝑟

2𝜇 + 𝜌2  
−𝑎 + 𝜇

2𝜇
 

1

 𝑡 − 𝑐4 
𝑎

2𝜇

= −
𝜌3

2

 

 

( 4.68) 

olduğundan 𝑕𝑖 ′ 𝑡 ≠ 0‟dır. 

O halde 𝑕𝑖
−1 𝑡  fonksiyonu bir 𝑡0 > 0 noktası civarında Lagrange açılımıĢu 

Ģekilde yazılabilir: 

𝑕𝑖
−1 𝑡 

= 𝑕𝑖
−1 𝑡0 +  

 𝑕𝑖 𝑡 − 𝑕𝑖 𝑡0  
𝑘

𝑘!
 
𝑑𝑘−1

𝑑𝑡𝑘−1
  𝑕𝑖

−1 𝑡  ′  
𝑡 − 𝑡0

𝑕𝑖 𝑡 − 𝑕𝑖 𝑡0 
 
𝑘

  

𝑡=𝑡0

∞

𝑘=1

 

 

( 4.69) 

Bu durumda 

𝛾𝑖 𝑡 = 𝜌1

𝑟 + 𝜇

2𝜇
 𝑕𝑖

−1 𝑡 − 𝑐4 
𝑟

2𝜇
−

1

2 + 𝜌2  
−𝑎 + 𝜇

2𝜇
 

1

 𝑕𝑖
−1 𝑡 − 𝑐4 

𝑎

2𝜇
+

1

2

+
𝜌3

2

1

 𝑕𝑖
−1 𝑡 − 𝑐4 

1

2

 

( 4.70) 

olarak elde edilir. 

Bu sayede momentler arası bağıntı: 

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑀𝑛 𝑥, 𝑦 + 𝛾𝑖 𝑦 

𝜕

𝜕𝑦
𝑀𝑛 𝑥, 𝑦 = −𝑛𝑀𝑛−1 𝑥, 𝑦  ( 4.71) 

olarak bulunur. Buradan da ilk moment 
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1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑀1 𝑥, 𝑦 + 𝛾𝑖 𝑦 

𝜕

𝜕𝑦
𝑀1 𝑥, 𝑦 = −1 ( 4.72) 

diferansiyel denklemini sağlar. 
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5. ÖRNEK 

Bu bölümde, tez çalıĢmasında elde edilen sonuçların bir uygulaması 

verilecektir.Öncelikle Ornstein – Uhlenbeck sürecinin hiperbolik bir sınırı ilk 

geçiĢ zamanının çeĢitli karakteristikleri sunulacak ve ardından simülâsyon ile 

oluĢturulan bir gerçekleniĢ üzerinden tez çalıĢmasında önerilen strateji 

örneklendirilecektir. Bu bölümdeki bütün hesaplamalar Intel® Core™ Duo 

P8600 2.40 GHz bilgisayarda Ubuntu 12.04 iĢletim sistemi altında GNU 

Octave3.2.4 [37] ve R2.14.2 programlarında yapılmıĢtır. 

AĢağıdaki Ģekilde tanımlanan Ornstein – Uhlenbeck sürecini ele alalım: 

𝑑𝑋𝑡 = −𝜇𝑋𝑡𝑑𝑡 + 𝜍𝑑𝐵𝑡 ,    𝑋0 = 𝑥0 ∈ ℝ ( 5.1) 

Ayrıca, faiz oranı 𝑟 = 0,01, ceza fonksiyonunun parametresi 𝑎 = 1, uygulama 

fiyatı 𝐾 = 0 olsun ve opsiyonun değerinin, kârdan feda edebileceğimiz 

miktara eĢit olduğunu kabul edelim; yani, 𝑆𝐴 = 𝜀 olsun. Bu durumda 

incelemek istediğimiz sınır fonksiyonu aĢağıdaki Ģekilde verilecektir: 

𝑔 𝑡 = 0,2 exp 0,01 𝑡 + 0,5 exp −𝑡  ( 5.2) 

Ornstein – Uhlenbeck sürecinin bu sınırı ilk geçiĢ zamanının olasılık yoğunluk 

fonksiyonunu elde etmek istediğimizde, özel olarak 𝜇 = 𝜍 = 1ve 𝑥0 = 0,5için, 

Kısım 4.4.3‟de tartıĢılan yöntem ile (ayrıca bkz. Buonocore va. [21], Downes 

ve Borovkov [33]) 

𝑃 𝜏 ∈ 𝑑𝑡 =
0,4

𝑒𝑡 − 𝑒−𝑡
 

𝑒𝑡

𝜋 𝑒2𝑡 − 1
exp  

 𝑔 𝑡 𝑒𝑡 − 0,5 2

1 − 𝑒2𝑡
 𝑑𝑡 ( 5.3) 

olarak elde edilebilecektir. 

Ornstein – Uhlenbeck sürecinin difüzyon ve drift katsayısının bu ilk geçiĢ 

zamanı olasılıkları üzerindeki etkisiġekil 5.1 ve ġekil 5.2‟de gösterilmektedir. 
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ġekil 5.1‟de𝜇 = 5 iken 𝜍 = 5, 10 ve 20; ġekil 5.2‟de ise 𝜍 = 10 iken 𝜇 = 3, 5 

ve 10 olarak alınmıĢ ve ilk geçiĢ zamanlarının olasılık yoğunluk fonksiyonları 

simulasyon çalıĢması yardımıyla elde edilmiĢtir. Benzer olarak bu 

parametreler için ilk geçiĢ zamanlarının ortalama ve varyansları Çizelge 

5.1‟deki gibi verilebilir: 

Çizelge 5.1. Ornstein - Uhlenbeck sürecinin hiperbolik sınırı ilk geçiĢ  
zamanının ortalama ve varyansı 

𝜇 𝜍 𝐸 𝜏  𝑉𝑎𝑟 𝜏  

5 

5 0,152 0,234 

10 0,154 1,043 

20 0,164 6,575 

 

 

ġekil 5.1. Difüzyon katsayısının ilk geçiĢ zamanınınolasılık yoğunluk 
fonksiyonuna etkisi 

 

0

0,005

0,01

0,015

0,02

0,025

0,03

0
,0

0
2

0
,0

3
8

0
,0

7
4

0
,1

1
0

,1
4

6

0
,1

8
2

0
,2

1
8

0
,2

5
4

0
,2

9

0
,3

2
6

0
,3

6
2

0
,3

9
8

0
,4

3
4

0
,4

7

0
,5

0
6

0
,5

4
2

0
,5

7
8

0
,6

1
4

0
,6

5

0
,6

8
6

0
,7

2
2

0
,7

5
8

0
,7

9
4

0
,8

3

0
,8

6
6

0
,9

0
2

0
,9

3
8

0
,9

7
4

𝜍 = 5 

𝜍 = 20 

𝜍 = 10 



59 

 

 

ġekil 5.2. Drift katsayısının ilk geçiĢ zamanınınolasılık yoğunluk fonksiyonuna 
etkisi 

ġimdi opsiyon izleme stratejisini inceleyelim. Opsiyonun geçerlilik süresi 

𝜉 = 1, anlaĢma fiyatı 𝐾 = 40, faiz oranı 𝑟 = 0,5 ve gözlem yapma maliyetine 

iliĢkin fonksiyonun parametresi 𝑎 = 0,5 olsun. Bu durumda sınır fonksiyonları 

aĢağıdaki Ģekilde verilebilir: 

𝑔𝑖 𝑡 = 𝜃1𝑒
1

2
𝑡 + 𝜃2𝑒−

1

2
𝑡 + 40 ( 5.4) 

Buradaexp −5 = 0,0067 olduğundan 

𝜃1 = 0,0067 𝑆𝐴 − 𝜀 +  exp  −𝑡𝑗 +
1

2
𝑡𝑗−1 

𝑖−1

𝑗 =1

𝜃2 = exp  
1

2
𝑡𝑖−1 

 ( 5.5) 

dir. Kısım 4.3.4‟de tartıĢılan dönüĢüm yardımıyla, dönüĢtürülmüĢ sınırlar 

aĢağıdaki biçimde verilir: 
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𝑕𝑖 𝑡 = 𝜌1 𝑡 + 1 + 𝜌2 + 𝜌3 𝑡 + 1 ( 5.6) 

Burada, exp  
1

4
 = 1,2840 olduğundan 

𝜌1 = 1,2840 𝜃1

𝜌2 = 1,2840 𝜃2

𝜌3 = 1,2840 𝐾

 ( 5.7) 

dir. O halde 

𝑕𝑖
−1 𝑡 =  

−𝜌3 +  𝜌3
2 − 4𝜌1 𝜌2 − 𝑡 

𝜌1
 ( 5.8) 

olarak elde ederiz.  

Bu ilk geçiĢ zamanının beklenen değerini hesaplamak için Kısım 4.3.4‟de 

verilen yöntem kullanılabilir. Bunun için 

𝛾𝑖 𝑡 = 𝜌1 +
𝜌3

2
  

−𝜌3 +  𝜌3
2 − 4𝜌1 𝜌2 − 𝑡 

𝜌1
+ 1 

−
1

2

 ( 5.9) 

ile verileceği göz önüne alınırsa momentler Tuckwell ve Wan [114]‟ın 

çalıĢmasındaki diferansiyel denklemin çözümü ile elde edilebilir. Ayrıca bu 

momentleri hesaplamak için, ilk geçiĢ zamanının olasılık yoğunluk 

fonksiyonundan da faydalanılabilir. 

Örnek bir gerçekleniĢ ġekil 5.3‟de verilen gibi olsun. Kısım 4.4.5‟de verilen 

sonuçlara göre ilk gözlem zamanı 𝑡1 = 0,48219 olarak hesaplanmıĢtır. Bu 

nokta sınır fonksiyonunun değeri 𝑔1 𝑡1 = 42,32732 olurken opsiyona konu 

olan varlığın fiyatı𝑋 𝑡1 = 42,03897 olarak kalmıĢtır. Bu nedenle ilk gözlemde 

opsiyon uygulamaya konulmamıĢtır. 
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ġekil 5.3 Kesikli zaman noktalarında gözlem yapılması durumu için örnek 
gerçekleniĢ. 
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6. SONUÇ 

Bu çalıĢmada, Amerikan tipi bir opsiyon ele alınmıĢtır. Opsiyona konu olan 

varlığın piyasa değerini gözlemlemenin bir maliyetinin olduğu ve bu maliyetin 

ardıĢık gözlem zamanları arasında geçen sürenin bir fonksiyonu olduğu 

varsayılmıĢtır. Bu koĢullar altında opsiyona konu olan varlığın fiyatını 

gözlemleme zamanlarının belirlenmesi için bir strateji önerilmiĢtir. Önerilen 

strateji, opsiyona konu olan varlığın fiyatının Ornstein-Uhlenbeck sürecine 

uyması durumu için detaylı olarak incelenmiĢ ve bir örnek ile elde edilen 

sonuçlar canlandırılmıĢtır. 

Önerilen strateji, Ornstein-Uhlenbeck sürecinin hiperbolik bir sınırı ilk geçiĢ 

zamanına dayanmaktadır. Bu nedenle, difüzyon süreçlerinin sabit ve 

hareketli sınırları ilk geçiĢ zamanlarının dağılım ve momentlerinin 

incelenmesinde literatürde kullanılan bazı yöntemler sunulmuĢtur. Ornstein-

Uhlenbeck sürecinin hiperbolik sınırları ilk geçiĢ zamanları ise, hem sürece 

hem de sınıra bir dönüĢüm uygulanarak elde edilmiĢtir. 

ġekil 5.3‟den de görüldüğü üzere opsiyona konu olan varlığın fiyatı t=0,12 

zamanında sınır fonksiyonunun üzerine çıkmaktadır. Bu noktada opsiyona 

konu olan varlığın fiyatı 𝑋 0,12 = 42,23199 iken sınır fonksiyonunun değeri 

𝑔1 0,12 = 42,22865 olarak kalmaktadır. Bu durum, sürekli gözlem 

yapmaktan kaçındığımız için ortaya çıkmaktadır. Opsiyona konu olan varlığın 

fiyatını gözlem zamanlarını nokta tahminleri yerine bir aralık olarak belirlemek 

bu türden fırsatların kaçırılmasını önlemek için kullanılabilir. Ayrıca, opsiyona 

konu olan varlığın fiyatının parametrelerinin bilinmediği ve eski gözlem 

değerlerine bağlı olarak tahmin edicilerin kullanıldığı veya bu parametrelerin 

fuzzy değiĢkenler ile modellendiği durumları da ilerleyen çalıĢmalarda 

incelemek faydalı olacaktır. 
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ÇalıĢmada elde edilen sonuçlar sadece Amerikan tipi opsiyonlara değil, 

opsiyonun geçerlilik süresine kadar istenildiği noktalarda uygulamaya 

koymaya izin veren bütün opsiyon türleri için uyarlanabilir.  
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Ek-1 Kısmi diferansiyel denklem çözümü 

AĢağıdaki diferansiyel denklemin çözümünü ele alalım: 

𝜕

𝜕𝑡
𝜔 𝑡, 𝑥 = 𝑓 𝑡 

𝜕2

𝜕𝑥2
𝜔 𝑡, 𝑥  ( 6.1) 

Bu diferansiyel denklemde 

𝜏 =  𝑓 𝑡 𝑑𝑡 ,    𝑧 = 𝑥 
( 6.2) 

dönüĢümünü uygularsak 

𝜕

𝜕𝜏
𝜔 𝜏, 𝑧 =

𝜕2

𝜕𝑧2
𝜔 𝜏, 𝑧  ( 6.3) 

ısı denklemini elde ederiz (bkz. Polyanin [91], Kevorkian [63]). Bu diferansiyel 

denklemin çözümü bilindiği üzere 

𝜔 𝜏, 𝑧 =
1

2 𝜋𝜏
exp  −

𝑧2

4𝑡
  ( 6.4) 

ile verilir. O halde EĢ. 6.1‟in çözümü 

𝜔 𝑡, 𝑥 = 𝜔  𝑓−1  
𝑑𝜏

𝑑𝑡
 , 𝑥  ( 6.5) 

ile verilecektir. 



76 

 

Ek-2 Green fonksiyonları 

Bu ekteki anlatım Polyanin [91]‟den alınmıĢtır. 

𝐿𝑥,𝑡 = 𝑎 𝑥, 𝑡 
𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝑏 𝑥, 𝑡 

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑐 𝑥, 𝑡 ,    𝑎 𝑥, 𝑡 > 0 ( 6.6) 

olmak üzere 

𝜕𝜔

𝜕𝑡
− 𝐿𝑥,𝑡 𝑤 = Φ 𝑥, 𝑡  ( 6.7) 

kısmi diferansiyel denklemini ele alalım. Bu diferansiyel denklem için 

baĢlangıç koĢulu 

𝜔 0, 𝑥 = 𝑓 𝑥  ( 6.8) 

ve sınır koĢulları 

𝑠1

𝜕𝜔

𝜕𝑥
+ 𝑘1 𝑡 𝜔 = 0,    𝑥 = 𝑥1, ( 6.9) 

𝑠2

𝜕𝜔

𝜕𝑥
+ 𝑘2 𝑡 𝜔 = 0,    𝑥 = 𝑥2 ( 6.10) 

ile verilsin. Bu durumda EĢ. 6.7 diferansiyel denkleminin çözümü 

𝜔 𝑥, 𝑡 =   Φ 𝑦, 𝜏 𝐺 𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜏 𝑑𝑦𝑑𝜏
𝑥2

𝑥1

𝑡

0

+  𝑓 𝑦 𝐺 𝑥, 𝑦, 𝑡, 0 𝑑𝑦
𝑥2

𝑥1

 ( 6.11) 

olur; burada 𝐺 𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜏  Green fonksiyonu 

𝜕𝐺

𝜕𝑡
− 𝐿𝑥,𝑡 𝐺 = 0 ( 6.12) 
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Ek-2. (devam) Green fonksiyonları 

kısmi diferansiyel denkleminin 

𝑠1

𝜕𝐺

𝜕𝑥
+ 𝑘1 𝑡 𝐺 = 0,   𝑥 = 𝑥1, ( 6.13) 

𝑠2

𝜕𝐺

𝜕𝑥
+ 𝑘2 𝑡 𝐺 = 0,   𝑥 = 𝑥2 ( 6.14) 

sınır değer koĢullarına göre çözümü ile verilmektedir. 
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Ek-3 Kesikli zaman noktalarında gözlemlenen Ornstein – Uhlenbeck  

sürecinin tahmin edicileri 

Difüzyon süreçlerinin kesikli noktalardaki gözlemleri üzerinden en küçük 

kareler yardımıyla elde edilen parametre tahmin edicilerinin tutarlılığı 

Kasonga [61] tarafından incelenmiĢtir. Long [74] ise çalıĢmasında,  0,1  

aralığını eĢit olarak parçalayan noktalardaki gözlemlere dayanarak Lévy 

sürecinden elde edilen bir Ornstein – Uhlenbeck sürecinin en küçük kareler 

tahmin edicilerini incelemiĢtir. Bu çalıĢmaya paralel olarak Ornstein – 

Uhlenbeck süreci için  0,1 ‟in keyfi parçalanıĢlarında en küçük kareler tahmin 

edicilerinin tutarlılığı aĢağıdaki gibi elde edilebilir. 

Long [74]‟un çalıĢmasına paralel olarak;  Ω, ℱ, 𝑃 , üzerinde çalıĢtığımız 

olasılık uzayı ve  ℱ𝑡 , 𝑡 ≥ 0  bu uzayda sağdan sürekli ve artan 𝜍-cebirleri 

ailesi olsun ve standart Brownian hareketimiz bu filtreye uyarlanmıĢ olsun. 

𝑥0 ∈ ℝ baĢlangıç değerine sahip Ornstein – Uhlenbeck süreci; 

𝑑𝑋𝑡 = −𝜃𝑋𝑡𝑑𝑡 + 𝜀𝑑𝐵𝑡 ,    𝑡 ∈  0,1 ,    𝑋0 = 𝑥0 (6.15) 

stokastik diferansiyel denkleminin çözümü olarak tanımlansın. Burada tek 

bilinmeyen parametre 𝜃‟dır. Bu parametrenin gerçek değerini 𝜃0 ile 

gösterelim. O halde EĢ. 6.15‟ün çözümü 

𝑋𝑡 = 𝑒−𝜃0𝑡𝑥0 + 𝜀  𝑒−𝜃0 𝑡−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡

0

 ( 6.16) 

ile verilir. Elimizde bu parametreyi tahmin etmek için  0,1 ‟in bir parçalanıĢı 

olarak  𝜏𝑛 =  𝑋𝑡𝑖
, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  gözlemleri bulunsun. O halde; 𝜃0 

parametresinin en küçük kareler tahmin edicisi; 

𝜌𝑛,𝜀 𝜃 ≔   𝑋𝑡𝑖
− 𝑋𝑡𝑖−1

+ 𝜃𝑋𝑡𝑖−1
Δ𝑡𝑖−1 

2
𝑛

𝑖=1

,    Δ𝑡𝑖−1 = 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1 ( 6.17) 
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Uhlenbeck sürecinin tahmin edicileri 

kareler toplamını en küçükleyen 𝜃 değeridir (bkz. Kasonga [61] ve Long[74]). 

Bu durumda; 

𝜕

𝜕𝜃
𝜌𝑛,𝜀 𝜃 = 2  𝑋𝑡𝑖−1

Δ𝑡𝑖−1 𝑋𝑡𝑖
− 𝑋𝑡𝑖−1

+ 𝜃𝑋𝑡𝑖−1
Δ𝑡𝑖−1 

𝑛

𝑖=1

= 0

⇒ 𝜃  𝑋𝑡𝑖−1

2  Δ𝑡𝑖−1 
2

𝑛

𝑖=1

+  Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1
 𝑋𝑡𝑖

− 𝑋𝑡𝑖−1
 

𝑛

𝑖=1

= 0

⇒ 𝜃 𝑛,𝜀 = −
 Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1

 𝑋𝑡𝑖
− 𝑋𝑡𝑖−1

 𝑛
𝑖=1

 𝑋𝑡𝑖−1

2  Δ𝑡𝑖−1 2𝑛
𝑖=1

 

( 6.18) 

olur. Ayrıca Ornstein – Uhlenbeck süreci için 

𝑋𝑡𝑖
= 𝑒−𝜃0Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1

+ 𝜀  𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

 (6.19) 

olarak yazılabileceği ve bu sürecin Markov özelliği gösterdiğine dikkat 

edilmelidir. EĢ. 6.19‟i göstermek için EĢ. 6.16‟ü kullanarak 

𝑋𝑡𝑖
=𝑒−𝜃0Δ𝑡𝑖−1  𝑒−𝜃0𝑡𝑖−1𝑥0 + 𝜀  𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−1−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖−1

0

 + 𝜀  𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

=𝑒−𝜃0𝑡𝑖𝑥0 + 𝜀  𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖−1

0

+ 𝜀  𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

=𝑒−𝜃0𝑡𝑖𝑥0 + 𝜀  𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖

0

 

(6.20) 

olduğu kolayca görülür. EĢ. 6.19‟i kullanarak 𝜃 𝑛,𝜀  aĢağıdaki gibi yeniden 

yazılabilir: 
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Ek-3. (devam) Kesikli zaman noktalarında gözlemlenen Ornstein –  

Uhlenbeck sürecinin tahmin edicileri 

𝜃 𝑛,𝜀 =−
 Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1

 𝑋𝑡𝑖
− 𝑋𝑡𝑖−1

 𝑛
𝑖=1

 𝑋𝑡𝑖−1

2  Δ𝑡𝑖−1 2𝑛
𝑖=1

=−
 Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1

𝑋𝑡𝑖

𝑛
𝑖=1 −  Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

 𝑋𝑡𝑖−1

2  Δ𝑡𝑖−1 2𝑛
𝑖=1

=
 Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

 𝑋𝑡𝑖−1

2  Δ𝑡𝑖−1 2𝑛
𝑖=1

−
 Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1

 𝑒−𝜃0Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1
+ 𝜀  𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1
 𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑡𝑖−1

2  Δ𝑡𝑖−1 2𝑛
𝑖=1

=
 Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

 𝑋𝑡𝑖−1

2  Δ𝑡𝑖−1 2𝑛
𝑖=1

−
 Δ𝑡𝑖−1𝑒

−𝜃0Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1 + 𝜀  Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1

 𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−𝑠 𝑑𝐵𝑠
𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝑛
𝑖=1

 𝑋𝑡𝑖−1

2  Δ𝑡𝑖−1 2𝑛
𝑖=1

=
 Δ𝑡𝑖−1 1 − 𝑒−𝜃0Δ𝑡𝑖−1 𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

 𝑋𝑡𝑖−1

2  Δ𝑡𝑖−1 2𝑛
𝑖=1

−
𝜀  Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1

 𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−𝑠 𝑑𝐵𝑠
𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝑛
𝑖=1

 𝑋𝑡𝑖−1

2  Δ𝑡𝑖−1 2𝑛
𝑖=1

 

 

( 6.21) 

olur. O halde 

𝜃 𝑛,𝜀 − 𝜃0 =
 Δ𝑡𝑖−1 1 − 𝑒−𝜃0Δ𝑡𝑖−1 𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

 𝑋𝑡𝑖−1

2  Δ𝑡𝑖−1 2𝑛
𝑖=1

− 𝜃0

−
𝜀  Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1

 𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−𝑠 𝑑𝐵𝑠
𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝑛
𝑖=1

 𝑋𝑡𝑖−1

2  Δ𝑡𝑖−1 2𝑛
𝑖=1

≔ Φ1 𝑛, 𝜀 − 𝜃0 −
Φ2 𝑛, 𝜀 

Φ3 𝑛, 𝜀 

 

( 6.22) 

ġimdi Φ1, Φ2 ve Φ3‟ü inceleyelim. Bu incelemede aĢağıdaki lemma ve 

özellikden faydalanacağız: 

6.1. Lemma: [74] 𝑓: [0,1] ⟶ ℝ+ deterministik fonksiyonu  𝑓𝛼 𝑠 𝑑𝑠 < ∞
1

0
 

eĢitsizliğini sağlasın. O zaman 0 < 𝑞 < 𝛼 için, öyle bir C sabiti vardır ki, bu 

sabit sadece q, α ve β‟ya bağlıdır ve 



81 
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Uhlenbeck sürecinin tahmin edicileri 

 𝐸   𝑓 𝑠 𝑑𝑍𝑠

𝑡

0

 

𝑞

 

1
𝑞 

= 𝐶   𝑓𝛼 𝑠 𝑑𝑠
𝑡

0

 

1
𝛼 

 ( 6.23) 

sağlanır. 

Φ1 𝑛, 𝜀 − 𝜃0=
 Δ𝑡𝑖−1 1 − 𝑒−𝜃0Δ𝑡𝑖−1 𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

  Δ𝑡𝑖−1 2𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

− 𝜃0

=
𝑋𝑡𝑖−1

2

  Δ𝑡𝑖−1 2𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

×  Δ𝑡𝑖−1  1 −  1 − 𝜃0Δ𝑡𝑖−1 +
 𝜃0Δ𝑡𝑖−1 

2

2!
− ⋯   −  Δti−1 

2𝜃0 

𝑛

𝑖=1

=
  Δ𝑡𝑖−1  𝜃0Δ𝑡𝑖−1 −

 𝜃0Δ𝑡𝑖−1 2

2!
+ ⋯  −  Δti−1 

2𝜃0 𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

  Δ𝑡𝑖−1 2𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

=
  −𝜃0

2  Δ𝑡𝑖−1 3

2!
+ 𝜃0

3  Δ𝑡𝑖−1 4

3!
− ⋯  𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

  Δ𝑡𝑖−1 2𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

 

 

( 6.24) 

O halde 

 Φ1 𝑛, 𝜀 − 𝜃0 =
   −𝜃0

2 ∆𝑡𝑖−1

2!
+ 𝜃0

3  Δ𝑡𝑖−1 2

3!
− ⋯   ∆𝑡𝑖−1 

2𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1  

  Δ𝑡𝑖−1 2𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

≤
  −𝜃0

2 ∆𝑡𝑖−1

2!
+ 𝜃0

3  Δ𝑡𝑖−1 2

3!
− ⋯  𝑛

𝑖=1   ∆𝑡𝑖−1 
2𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

  Δ𝑡𝑖−1 2𝑋𝑡𝑖−1

2𝑛
𝑖=1

=   −𝜃0
2
∆𝑡𝑖−1

2!
+ 𝜃0

3
 Δ𝑡𝑖−1 

2

3!
− ⋯  

𝑛

𝑖=1

 

(6.25) 
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olup 𝑚𝑒𝑠𝑕 𝜏𝑛 ⟶ 0 iken   −𝜃0
2 ∆𝑡𝑖−1

2!
+ 𝜃0

3  Δ𝑡𝑖−1 2

3!
− ⋯  𝑛

𝑖=1 ⟶ 0 olduğundan 

𝑚𝑒𝑠𝑕 𝜏𝑛 ⟶ 0 iken 

 Φ1 𝑛, 𝜀 − 𝜃0 ⟶ 0 ( 6.26) 

olur. 

Φ2 𝑛, 𝜀 =𝜀  Δ𝑡𝑖−1𝑋𝑡𝑖−1
 𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝑛

𝑖=1

=𝜀  Δ𝑡𝑖−1  𝑒−𝜃0𝑡𝑖−1𝑥0 + 𝜀  𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−1−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖−1

0

  𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝑛

𝑖=1

=𝜀𝑥0  Δ𝑡𝑖−1𝑒
−𝜃0 𝑡𝑖+𝑡𝑖−1  𝑒𝜃0𝑠𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝑛

𝑖=1

+𝜀2  Δ𝑡𝑖−1  𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−1−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖−1

0

 𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝑛

𝑖=1

=Φ2,1 𝑛, 𝜀 + Φ2,2 𝑛, 𝜀 

 

 

( 6.27) 

son eĢitlikteki her bir toplam ifadelerini ayrı ayrı inceleyelim. 

ÇebiĢev eĢitsizliği ve Ito stokastik integralinin izometri özelliğini kullanarak 
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Uhlenbeck sürecinin tahmin edicileri 

𝑃  Φ2,1 𝑛, 𝜀  > 𝛿 ≤
1

𝛿2
𝐸  𝜀𝑥0  Δ𝑡𝑖−1𝑒

−𝜃0 𝑡𝑖+𝑡𝑖−1  𝑒𝜃0𝑠𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝑛

𝑖=1

 

2

≤
1

𝛿2
𝜀2𝑥0

2   Δ𝑡𝑖−1 
2𝑒−2𝜃0 𝑡𝑖+𝑡𝑖−1 𝐸   𝑒𝜃0𝑠𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

 

2𝑛

𝑖=1

=
1

𝛿2
𝜀2𝑥0

2   Δ𝑡𝑖−1 
2𝑒−2𝜃0 𝑡𝑖+𝑡𝑖−1  

1

2𝜃0
 𝑒2𝜃0𝑡𝑖 − 𝑒2𝜃0𝑡𝑖−1  

𝑛

𝑖=1

=
1

𝛿2
𝜀2𝑥0

2
1

2𝜃0
  Δ𝑡𝑖−1 

2𝑒−2𝜃0 𝑡𝑖+𝑡𝑖−1  𝑒2𝜃0𝑡𝑖 − 𝑒2𝜃0𝑡𝑖−1 

𝑛

𝑖=1

≤
1

𝛿2
𝜀2𝑥0

2
1

2𝜃0
  ∆𝑡𝑖−1𝑒

−2𝜃0 𝑡𝑖+𝑡𝑖−1 

𝑛

𝑖=1

 
               

𝑚𝑒𝑠 𝑕 𝜏𝑛  ⟶0 𝑖𝑘𝑒𝑛

= 𝑒4𝜃0𝑑𝑡
𝑡𝑛

0

×   Δ𝑡𝑖−1 𝑒
2𝜃0𝑡𝑖 − 𝑒2𝜃0𝑡𝑖−1 

𝑛

𝑖=1

 
                   

𝑚𝑒𝑠 𝑕 𝜏𝑛  ⟶0 𝑖𝑘𝑒𝑛

= 𝑒2𝜃0𝑡−𝑒2𝜃0𝑡𝑑𝑡 =0
𝑡𝑛

0

 

 

( 6.28) 

∴ 𝜀 ⟶ 0 𝑖𝑘𝑒𝑛 𝑃  Φ2,1 𝑛, 𝜀  > 𝛿 ⟶ 0 ( 6.29) 

olur. Benzer biçimde 

𝑃  Φ2,2 𝑛, 𝜀  > 𝛿 ≤
1

𝛿2
𝐸  𝜀2  ∆𝑡𝑖−1  𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−1−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖−1

0

 𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝑛

𝑖=1

 

2

=
1

𝛿2
𝜀4  ∆𝑡𝑖−1𝑒

−2𝜃0𝑡𝑖−1𝑒−2𝜃0𝑡𝑖  
1

2𝜃0
 𝑒2𝜃0𝑡𝑖−1 − 1  

𝑛

𝑖=1

×  
1

2𝜃0
 𝑒2𝜃0𝑡𝑖 − 𝑒2𝜃0𝑡𝑖−1  

 

 

( 6.30) 
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olup son ifade 𝑚𝑒𝑠𝑕 𝜏𝑛 → 0 iken 
1

4𝜃0
2  𝑒−4𝜃0𝑡 𝑒2𝜃0𝑡 − 1  𝑒2𝜃0𝑡 − 𝑒2𝜃0𝑡 

𝑡𝑛

0
𝑑𝑡 =

0 olduğundan 

𝜀 → 0 𝑖𝑘𝑒𝑛 𝑃  Φ2,2 𝑛, 𝜀  > 𝛿 → 0 ( 6.31) 

olur. O halde  

𝜀 → 0 𝑖𝑘𝑒𝑛 𝑃  Φ2 𝑛, 𝜀  > 𝛿 → 0 ( 6.32) 

sağlanır. Benzer incelemeyi Φ3 için yapalım. 

Φ3 𝑛, 𝜀 =   Δ𝑡𝑖−1 
2𝑋𝑡𝑖−1

2

𝑛

𝑖=1

=   Δ𝑡𝑖−1 
2  𝑥0𝑒

−𝜃0𝑡𝑖−1 + 𝜀  𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−1−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖−1

0

 

2𝑛

𝑖=1

=   Δ𝑡𝑖−1 
2  𝑥0

2𝑒−2𝜃0𝑡𝑖−1 + 𝜀2   𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−1−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖−1

0

 

2

 
𝑛

𝑖=1

 +2𝑥0𝑒
−𝜃0𝑡𝑖−1𝜀  𝑒−𝜃0 𝑡𝑖−1−𝑠 𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖−1

0

 

 

( 6.33) 
 

Son eĢitlikteki her bir toplam ifadesini sırasıyla Φ3,𝑖 𝑛, 𝜀 , 𝑖 = 1,2,3 ile 

gösterelim ve tek tek inceleyelim. 
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Uhlenbeck sürecinin tahmin edicileri 

Φ3,1 𝑛, 𝜀 =   Δ𝑡𝑖−1 
2𝑥0

2𝑒−2𝜃0𝑡𝑖−1

𝑛

𝑖=1

≥  ∆𝑡𝑖−1𝑥0
2𝑒−2𝜃0𝑡𝑖−1

𝑛

𝑖=1

→  𝑥0
2𝑒−2𝜃0𝑡𝑑𝑡

𝑡𝑛

0

 𝑚𝑒𝑠𝑕 𝜏𝑛 → 0 

 Φ3,1 𝑛, 𝜀  =    Δ𝑡𝑖−1 
2𝑥0

2𝑒−2𝜃0𝑡𝑖−1

𝑛

𝑖=1

 

≤    Δ𝑡𝑖−1 
2𝑥0

2𝑒−2𝜃0𝑡𝑖−1  

𝑛

𝑖=1

≤    ∆𝑡𝑖−1𝑥0𝑒
−𝜃0𝑡𝑖−1  

𝑛

𝑖=1

 

2

→   𝑥0𝑒−𝜃0𝑡𝑑𝑡
𝑡𝑛

0

 

2

 𝑚𝑒𝑠𝑕 𝜏𝑛 → 0 

 

 

( 6.34) 

O halde 𝑚𝑒𝑠𝑕 𝜏𝑛 → 0 iken ∞ > Φ3,1 𝑛, 𝜀 > 0 sağlanır. 

𝑃  Φ3,2 𝑛, 𝜀  > 𝛿 ≤
1

𝛿
𝐸    ∆𝑡𝑖−1 

2𝜀2𝑒−2𝜃0𝑡𝑖−1   𝑒𝜃0𝑠𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖−1

0

 

2𝑛

𝑖=1

 

≤
1

𝛿
𝜀2   ∆𝑡𝑖−1 

2𝑒−2𝜃0𝑡𝑖−1𝐸   𝑒𝜃0𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖−1

0

 

2𝑛

𝑖=1

=
1

𝛿
𝜀2   ∆𝑡𝑖−1 

2𝑒−2𝜃0𝑡𝑖−1 𝑒2𝜃0𝑡𝑖−1 − 1 

𝑛

𝑖=1

≤
1

𝛿
𝜀2

1

2𝜃0
  ∆𝑡𝑖−1𝑒

−2𝜃0𝑡𝑖−1

𝑛

𝑖=1

 
             

𝑚𝑒𝑠 𝑕 𝜏𝑛  →0 𝑖𝑘𝑒𝑛

= 𝑒−2𝜃0𝑡𝑑𝑡
𝑡𝑛

0

×   ∆𝑡𝑖−1 𝑒
2𝜃0𝑡𝑖−1 − 1 

𝑛

𝑖=1

 
                 

𝑚𝑒𝑠 𝑕 𝜏𝑛  →0 𝑖𝑘𝑒𝑛

= 𝑒2𝜃0𝑡𝑛 −1𝑑𝑡
𝑡𝑛

0

 

( 6.35) 
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O halde 

𝜀 → 0 𝑖𝑘𝑒𝑛 𝑃  Φ3,2 𝑛, 𝜀  > 𝛿 → 0 ( 6.36) 

olur. 

𝑃  Φ3,3 𝑛, 𝜀  > 𝛿 ≤
1

𝛿
𝐸    ∆𝑡𝑖−1 

22𝑥0𝑒
−2𝜃0𝑡𝑖−1𝜀  𝑒𝜃0𝑠𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖−1

0

𝑛

𝑖=1

 

≤
1

𝛿
2𝑥0𝜀   ∆𝑡𝑖−1 

2𝑒−2𝜃0𝑡𝑖−1𝐸   𝑒𝜃0𝑠𝑑𝐵𝑠

𝑡𝑖−1

0

 

𝑛

𝑖=1

≤
1

𝛿
2𝑥0𝜀   ∆𝑡𝑖−1 

2𝑒−2𝜃0𝑡𝑖−1   𝑒2𝜃0𝑠𝑑𝑠
𝑡𝑖−1

0

 

1
2 

𝑛

𝑖=1

=
1

𝛿
2𝑥0𝜀   ∆𝑡𝑖−1 

2𝑒−2𝜃0𝑡𝑖−1  
1

2𝜃0
 𝑒2𝜃0𝑡𝑖−1 − 1  

1
2 

𝑛

𝑖=1

=
1

𝛿
2𝑥0𝜀  

1

2𝜃0
 

1
2 

  ∆𝑡𝑖−1 
2𝑒−2𝜃0𝑡𝑖−1 𝑒2𝜃0𝑡𝑖−1 − 1 

𝑛

𝑖=1

≤
1

𝛿
2𝑥0𝜀  

1

2𝜃0
 

1
2 

  ∆𝑡𝑖−1𝑒
−2𝜃0𝑡𝑖−1

𝑛

𝑖=1

 
             

𝑚𝑒𝑠 𝑕 𝜏𝑛  →0 𝑖𝑘𝑒𝑛

= 𝑒−2𝜃0𝑡𝑑𝑡
𝑡𝑛

0

×   ∆𝑡𝑖−1 𝑒
2𝜃0𝑡𝑖−1 − 1 

𝑛

𝑖=1

 
                 

𝑚𝑒𝑠 𝑕 𝜏𝑛  →0 𝑖𝑘𝑒𝑛

=  𝑒2𝜃0𝑡−1 𝑑𝑡
𝑡𝑛

0

 

 

( 6.37) 

 

O halde 𝜀 → 0 iken 𝑃  Φ3,3 𝑛, 𝜀  > 𝛿 → 0 olur. Böylece 𝑚𝑒𝑠𝑕 𝜏𝑛 → 0 ve 

𝜀 → 0 iken 𝜃 𝑛,𝜀 − 𝜃0 →𝑝 0 sağlanır. 
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Ek – 4. Ornstein-Uhlenbeck sürecinin simülasyonu 

 𝑋𝑡  süreci  0, Θ  zaman aralığında 

𝑑𝑋𝑡 = 𝜇 𝑋𝑡 𝑑𝑡 + 𝜍 𝑋𝑡 𝑑𝑊𝑡 , 𝑋0 = 𝑥0 ( 6.38) 

denkleminin çözümü ile tanımlı olsun.  0, Θ  aralığının bir parçalanıĢını 

𝜏𝑛 = 𝑛𝑕, 𝑛 = 0,1, … ( 6.39) 

ile tanımlı  𝜏𝑛  dizisi olarak alalım ve 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + 𝜇 𝑦𝑛 𝑕 + 𝜍 𝑦𝑛 Δ𝑊𝑛+1,   𝑦0 = 𝑥0 (6.40) 

olmak üzere 𝑌 𝜏𝑛 = 𝑦𝑛  olan  𝑌𝑡  sürecini göz önüne alalım. EĢ. 6.40 ile 

tanımlanan süreç EĢ. 6.38 diferansiyel denkleminin çözümü için Euler fark 

yöntemi uygulanmasıyla elde edilmiĢtir [90, 70]. Burada Δ𝑊𝑛+1~𝑁 0, 𝑕  olan 

bağımsız rastgele değiĢkenlerdir. Bu durumda 𝑌𝑡  süreci 𝑕 → 0 iken  𝑋𝑡  

sürecine yakınsayacaktır [45]. Bu sayede  𝑋𝑡  sürecinin simülasyonu  𝑦𝑛  ile 

gerçekleĢtirilebilir.
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Ek – 5. En küçük kareler Monte Carlo yöntemi 

En küçük kareler Monte Carlo (EKMC) [75] yönteminde, yeteri kadar kısa 

aralıklarda erken uygulama noktalarına sahip olan Bermuda opsiyonları 

yardımıyla Amerikan opsiyonlarına yaklaĢılır. Opsiyonun geçerlilik süresi 𝑇 

olmak üzere 𝑏 adet erken uygulama zamanlarını 0 = 𝑡0 ≤ 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑏 = 𝑇 ile 

gösterelim. Bu zaman noktalarında, opsiyona konu olan varlığın değerine 

iliĢkin 𝑛 tane örnek yol, uygun bir Ģekilde seçilecek 𝜙  𝑢, 𝑆𝑖,𝑡𝑗−1
, 𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗   için 

𝑆𝑖,𝑡𝑗
= 𝜙  𝑢, 𝑆𝑖,𝑡𝑗−1

, 𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗  ,    𝑖 = 1, … , 𝑛; 𝑗 = 1, … , 𝑏

𝑆𝑖,𝑡0
= 𝑠0,   𝑖 = 1, … , 𝑛

 ( 6.41) 

ile verilsin. Burada 𝑠0 ∈ ℝ+ sabit bir sayı olup, 𝑢 ∼ 𝑈 0,1 ‟dir. Bir 𝑖 örnek yolu 

için 𝑡𝑗 , 𝑗 = 1, … , 𝑏 anındaki opsiyonun ödemesini 𝐶  𝑡𝑗 , 𝑆𝑖,𝑡𝑗
  ile gösterirsek 

𝐶 𝑡, 𝑆𝑖,𝑡 =  
𝑚𝑎𝑥 𝑆𝑖,𝑡 − 𝐾, 0 ,satış opsiyonu ise

𝑚𝑎𝑥 𝐾 − 𝑆𝑖,𝑡 , 0 ,alım opisyonu ise

  ( 6.42) 

olur. 

Longstaff ve Schwartz [75] çalıĢmalarında opsiyonun değerini Ģu yöntem ile 

tahmin etmeyi önermektedirler: 𝑇 anından geriye doğru örnek yolları 

incelenir. Bu inceleme Ģu Ģekilde yapılır: önce her 𝑖 = 1, … , 𝑛 için opsiyonun 

optimum uygulama zamanı olarak 𝑡∗ 𝑖 = 𝑇 alınır. Bir 𝑡𝑗 , 𝑗 = 1, … , 𝑏 − 1 

anında opsiyonun uygulamaya değer olduğu yollar 𝑖1, … 𝑖𝑛∗ ile gösterilir ve her 

bir 𝑖 = 𝑖1, … , 𝑖𝑛∗ için opsiyona devam etmenin bugüne indirgenmiĢ değeri 

𝐹  𝑡𝑗 , 𝑆𝑖,𝑡𝑗
  aĢağıdaki gibi hesaplanır: 

𝐹  𝑡𝑗 , 𝑆𝑖,𝑡𝑗
 = 𝑒−𝑟 𝑡𝑗+1−𝑡𝑗  𝐶  𝑡𝑗 +1, 𝑆𝑖,𝑡𝑗+1

 ,   𝑖 = 𝑖1, … , 𝑖𝑛∗; 𝑗 = 0, … , 𝑏 − 1 ( 6.43) 
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Burada 𝐹 fonksiyonunun yapısı kesin olarak bilinmediğinden 𝐹  𝑡𝑗 , 𝑆𝑖,𝑡𝑗
 =

 𝛽𝑗+1,𝑘𝜓𝑘  𝑆𝑖,𝑡𝑗
 ∞

𝑘=0  alınır. Burada 𝜓𝑘  fonksiyonları Chebyshev, Gegenbauer, 

Hermite, Jacobi, Laguerre, Legendre gibi temel fonksiyonlardan birisidir 

(Moreno ve Naves [82] ile Stentoft [108] bu polinomların önerilen opsiyon 

değerlendirme yöntemine etkilerini incelemiĢlerdir). 𝐹 fonksiyonunun iyi bir 

yaklaĢımı yeteri kadar büyük bir 𝑀 değeri için 

𝐹𝑀  𝑡𝑗 , 𝑆𝑖,𝑡𝑗
 =  𝛽𝑗+1,𝑘𝜓𝑘  𝑆𝑖,𝑡𝑗

 𝑀
𝑘=0  ile verilebilir. Buradaki her bir 𝑗 = 0, … , 𝑏 −

1 için 𝛽𝑗+1,𝑘  katsayılarının tahmini, 𝑆𝑖,𝑡𝑗
 ile 𝐹  𝑡𝑗 , 𝑆𝑖,𝑡𝑗

  değerlerini regresyona 

tabi tutarak elde edilir. 𝛽𝑗 +1,𝑘  katsayılarının tahminleri olan 𝛽 𝑗 +1,𝑘  değerleri 

yardımıyla 

𝐹  𝑡𝑗 , 𝑆𝑖,𝑡𝑗
 =  𝛽 𝑗+1,𝑘𝜓𝑘  𝑆𝑖,𝑡𝑗

 

𝑀

𝑘=0

 ( 6.44) 

devam etmenin değeri tahmin edilir. Eğer 

𝐶  𝑡𝑗 , 𝑆𝑖,𝑡𝑗
 > 𝐹  𝑡𝑗 , 𝑆𝑖,𝑡𝑗

  ( 6.45) 

ise 𝑡∗ 𝑖 = 𝑡𝑗  alınarak bu iĢlemler ilk gözleme kadar devam ettirilir. Bu sayede 

her bir yol için opsiyonun değeri hesaplandıktan sonra, opsiyonun değeri 

𝜇 =
1

𝑛
 𝑒−𝑟𝑡∗ 𝑖 𝐶 𝑡∗ 𝑖 , 𝑆𝑖,𝑡∗ 𝑖  

𝑛

𝑖=1

 ( 6.46) 

olarak tahmin edilir. 
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Ek – 5.(devam) En küçük kareler Monte Carlo yöntemi 

En küçük kareler Monte Carlo yönteminin algoritması aĢağıdaki Ģekilde 

verilebilir: 

1. BaĢlangıç parametrelerinin belirlenmesi 

a. Temel fonksiyonda kullanılacak terim sayısı M ve üretilecek 

örnek yol sayısı n‟yi belirle. 

b. Her örnek yol için opsiyonu uygulama zamanı olarak T‟yi ata. 

2. Tekrar süreci 

a. Her bir zaman için kâr (in-money) olan örnek yollarında devam 

etmenin bugünkü değerini hesapla. 

b. Opsiyona devam etmenin bugünkü değeri ile opsiyona konu 

olan varlığın bugünkü değerini, kullanılan temel fonksiyon 

yardımıyla regresyona tabii tut. 

c. Tahmin edilen model ile her bir kâr (in-money) durumunda olan 

örnek yol için, devam etmenin bugünkü değerini tahmin et. 

d. Eğer opsiyonu bugün uygulamak, tahmin edilen gelecek 

değerden daha değerli ise en iyi uygulama zamanını bugün 

olarak al.  

e. BaĢlangıç zamanına gelene kadar bu iĢlemleri tekrarla. 

3. Her bir yol için elde edilen en iyi uygulama zamanlarını kullanarak, 

opsiyonun ortalama değerini hesapla. 
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EK – 6. Brownian Süreç 

Bu ekde, Brownian hareketin modellenmesi için kullanılan varsayımlar ile 

hareketin modellenmesi anlatılacaktır. Bu anlatımda, büyük ölçüde Gardiner 

(Kesim 1.2) [42]‟in Einstein [39]‟ın Ġngilizce tercümesinden faydalanılmıĢtır. 

Brownian hareket için kullanılan varsayımlar 

1. Hareket, polenin daldırıldığı sıvının hiç durmadan hareket eden 

moleküllerinin çok fazla sıklıktaki etkisiyle gerçekleĢir. 

2. Polenin hareketine neden olan moleküllerin davranıĢları o derece 

karıĢıktır ki, bu hareketlerin polene olan etkileri sadece çok fazla 

sıklıktaki bağımsız etkilerce belirlenen olasılıklarla ifade edilebilir. 

3. Herbir parçacık diğer parçacıklardan bağımsız olarak hareket eder. 

4. Zaman aralıkları çok küçük seçilmediği müddetçe bir parçacığın farklı 

zaman aralıklarındaki hareketleri bağımsızdır. 

ġimdi bir 𝜏 zaman aralığını alalım. Bu zaman aralığı, gözlemlenebilen zaman 

aralıklarına göre çok küçük, fakat ardıĢık zaman aralıklarında parçacığın 

hareketinin bağımlı olacağını düĢündürmeyecek kadar uzun olsun. 

Bu sıvı içinde 𝑛 tane parçacık (polen) bulunsun. Bu𝜏 zaman aralığında, herbir 

parçacığın 𝑋-ekseni Δ miktarda (herbir parçacık için Δ farklı (negatif veya 

pozitif) değerlidir) değiĢecektir. Δ için kesin olarak bir “sıklık kuralı” olacaktır: 

Δ ve Δ + 𝑑Δ aralığında bir ötelemeyle karĢılaĢan parçacık sayısı 𝑑𝑛, 

 𝜙 Δ 𝑑Δ
∞

−∞

= 1 
( 6.47) 

olmak üzere 
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𝑑𝑛 = 𝑛𝜙 Δ 𝑑Δ ( 6.48) 

biçiminde ifade edilebilecektir. Burada 𝜙, Δ‟nın çok küçük değerleri için 

sıfırdan farklıdır ve 𝜙 Δ = 𝜙 −Δ ‟dır. 

ġimdi, sadece 𝑥 ve 𝑡‟ye bağlı bir birimlik bir alanda,𝑣 = 𝑓 𝑥, 𝑡  ile bu alandaki 

parçacık sayısını gösterelim. 𝑡 zamanındaki dağılımdan 𝑡 + 𝜏 zamanındaki 

dağılımı hesaplayacağız. 𝜙 Δ  fonksiyonunun tanımından, 𝑡 + 𝜏 anında 𝑥-

eksenine dik iki düzlem arasında bulunan ve 𝑥 ve 𝑥 + 𝑑𝑥 noktalarından 

geçen parçacık sayısını bulmak kolaydır: 

𝑓 𝑥, 𝑡 + 𝜏 𝑑𝑥 = 𝑑𝑥  𝑓 𝑥 + Δ, 𝑡 𝜙 Δ 𝑑Δ
∞

−∞

 ( 6.49) 

olduğu gösterilebilir. 

𝜏 yeteri kadar küçük olduğundan 

𝑓 𝑥, 𝑡 + 𝜏 = 𝑓 𝑥, 𝑡 + 𝜏
𝜕𝑓

𝜕𝑡
 ( 6.50) 

alabiliriz. Ayrıca 𝑓 𝑥 + Δ, 𝑡 ‟yi Δ‟nın kuvvetlerine göre seriye açarsak: 

𝑓 𝑥 + Δ, 𝑡 = 𝑓 𝑥, 𝑡 + Δ
𝜕𝑓 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑥
+

∆2

2!

𝜕2𝑓 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑥2
 ( 6.51) 

Bu seriyi integral altında kullanırsak: 

𝑓 +
𝜕𝑓

𝜕𝜏
𝜏 = 𝑓  𝜙 Δ 𝑑Δ

∞

−∞

+
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 Δ𝜙 Δ 𝑑Δ

∞

−∞

+
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
 

Δ2

2!
𝜙 Δ 𝑑Δ

∞

−∞

… ( 6.52) 
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elde ederiz. 𝜙 𝑥 = 𝜙 −𝑥  olduğundan eĢitliğin sağ tarafındaki ikinci, 

dördüncü... terimler sıfır olacaktır. Birinci, üçüncü, beĢinci... terimlerin katkısı 

ise bir öncekiyle kıyaslandığında her seferinde daha da küçülecektir. Bu 

sayede 

1

𝜏
 

Δ2

2
𝜙 Δ 𝑑Δ

∞

−∞

= 𝐷 ( 6.53) 

olarak alırsak 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
 ( 6.54) 

elde ederiz. 
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Ek – 7. Ornstein – Uhlenbeck Süreci 

Bu modelin açıklanması ve Ornstein-Uhlenbeck süreçlerinin elde edilmesi 

izleyen kesimde büyük ölçüde Risken [95]‟in açıklama ve tartıĢmalarının 

tercümeleri kullanılarak sunulmuĢtur. 

Fiziksel tanımı5 

Eğer 𝑚 kütlesine sahip küçük bir parçacık bir sıvı içine daldırılırsa, bir 

sürtünme (friction) kuvveti bu parçacığa etki edecektir. Bu türden bir 

sürtünme veya yavaĢlatma (damping) kuvvetinin en basit açıklaması Stokes 

kanunu tarafından verilir: 

𝐹𝑐 = −𝛼𝑣 (6.55) 

Bu nedenle farklı kuvvetlerin yokluğunda parçacığın hareketinin denklemi 

aĢağıdaki gibi verilir: 

𝑚𝑣 ′ + 𝛼𝑣 = 0 (6.56) 

veya 

𝑣 ′ + 𝛾𝑣 = 0,    𝛾 =
𝛼

𝑚
=

1

𝜏
 ( 6.57) 

O halde bir 𝑣 0  baĢlangıç hızı aĢağıdaki bağıntı ile sıfıra doğru gidecektir: 

𝑣 𝑡 = 𝑣 0 𝑒−𝑡/𝜏 = 𝑣 0 𝑒−𝛾𝑡  (6.58) 

Bu sürtünmenin arkasındaki fizik sıvı moleküllerinin parçacık ile 

çarpıĢmasıdır. Parçacığın momentumu, sıvı moleküllerine geçer ve bu 

nedenle parçacığın hızı azalarak sıfıra gider. EĢ. 6.57‟de geçen diferansiyel  

                                                           

5
Risken [95] 
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denklem deterministik, yani; 𝑡 zamanındaki hız tamamen onun baĢlangıç hızı 

𝑣 0  ile EĢ. 6.58‟den belirlenir. 

EĢ. 6.56‟de geçen deterministik eĢitlik sadece parçacığın kütlesinin çok 

büyük olması durumunda geçerlidir, çünkü bu durumda termal dalgalanmalar 

ihmal edilebilirler. EĢit bölüĢtürme kuralı (equipartition law) nedeniyle, 

parçacığın ortalama enerjisi 

1

2
𝑚𝐸 𝑣2 =

1

2
𝑘𝑇 (6.59) 

ile verilir. Burada 𝑘 Boltzmann sabiti ve 𝑇 sıcaklıktır. Küçük 𝑚 kütleleri için 

termal hız 𝑣𝑡𝑕 =  𝑘𝑇/𝑚 gözlemlenebilir ve bu nedenle küçük parçacıkların 

hızları EĢ. 6.57 ile tam olarak açıklanamaz. Eğer parçacığın kütlesi, 

moleküllerin kütlesine nazaran hâlâ büyük kalıyorsa, EĢ. 6.56 yaklaĢık bir 

çözüm olarak hâlâ geçerli olur. Buna rağmen, EĢ. 6.56 doğru EĢ. 6.59 termal 

enerjisi ile düzeltilmelidir. Bu düzeltme, EĢ. 6.56‟nin sağ tarafına bir 𝐹𝑓 𝑡  

dalgalanma kuvveti eklemekle yapılabilir; yani, moleküller tarafından küçük 

parçacığa etki eden toplam kuvvet, sürekli bir güç azaltma kuvveti 𝐹𝑐 𝑡  ve bir 

dalgalanma kuvveti 𝐹𝑓 𝑡 ‟ye parçalanabilir (Langevin) 

𝐹 𝑡 = 𝐹𝑐 𝑡 + 𝐹𝑓 𝑡 = −𝛼𝑣 𝑡 + 𝐹𝑓 𝑡  ( 6.60) 

Buradaki 𝐹𝑓 𝑡  kuvveti stokastik bir kuvvet olup, özelikleri sadece ortalama 

üzerinden verilebilmektedir. 

Burada stokastik bir kuvvetin neden oluĢtuğunu biraz tartıĢalım. Eğer 

probleme deterministik olarak yaklaĢırsak sıvı içindeki bütün moleküllerin ve 

küçük parçacığın birbirleriyle olan etkileĢimlerinden hareket denklemini 

çıkartmamız gerekir. Fakat sıvı içindeki molekül sayısının çok fazla olması 

nedeniyle bu tür etkileĢimleri çözmek çok zordur. Ayrıca, sıvı içindeki bütün  
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moleküllerin baĢlangıç değerlerini bilmediğimizden, sıvı nedeniyle parçacıkta 

oluĢan hareketi hesaplayamayız. Eğer sıvının baĢlangıç değerleri hariç ilk 

sisteme (parçacık ve sıvı) benzer bir baĢka sistem kullanırsak, parçacığın 

farklı bir hareketiyle karĢılaĢırdık. Termodinamikte sıkça yapıldığı gibi bu 

türden sistemlerin bir topluluğunu (Gibbs topluluğu) ele alacağız. 𝐹𝑓 𝑡  

kuvveti sistemden sisteme değiĢmektedir ve bu kuvvet için sadece 

ortalamalar üzerinden bilgi edinebiliriz. 

EĢ. 6.60‟ü EĢ. 6.56‟da yerine yazar ve sonucu kütleye oranlarsak aĢağıdaki 

hareket denklemini elde ederiz: 

𝑣 ′ + 𝛾𝑣 = Γ 𝑡  ( 6.61) 

Burada parçacık baĢına düĢen dalgalanma kuvveti 

Γ 𝑡 =
𝐹𝑓 𝑡 

𝑚
 (6.62) 

„dir ve buna Langevin kuvveti denir. Daha ileriye gitmeden önce Γ 𝑡  

Langevin kuvvetinin bazı özelliklerini inceleyelim. Öncelikle bu kuvvetin 

sistemler üzerinden ortalaması sıfır olmalıdır; yani 

𝐸 Γ 𝑡  = 0; ( 6.63) 

çünkü, hızın ortalama hareket denklemi EĢ. 6.56 ile verilmelidir. Ayrıca iki 

Langevin kuvvet arasındaki zaman farkı 𝜏0 çarpıĢma zamanından daha fazla 

ise, çarpımları sıfır olmalıdır; yani,  𝑡 − 𝑡′ ≥ 𝜏0 ise 

𝐸 Γ 𝑡 Γ 𝑡′  = 0 ( 6.64) 

olmalıdır. Bu varsayım mantıklıdır; çünkü parçacık ile sıvı içindeki 

moleküllerin çarpıĢmaları hemen hemen birbirlerinden bağımsız olarak  
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gerçekleĢir. Genellikle, bir çarpıĢmanın gerçekleĢme süresi 𝜏0, parçacığın 

hızının değiĢme süresi 𝜏 = 1/𝛾‟dan daha küçüktür. Bu nedenle 𝜏0 → 0 limitini 

kabul edilebilir bir yaklaĢım olarak aĢağıdaki Ģekilde  

𝐸 Γ 𝑡 Γ 𝑡′  = 𝑞𝛿 𝑡 − 𝑡′  ( 6.65) 

alabiliriz; burada𝛿 fonksiyonu eĢitlikte yer almalıdır; aksi halde parçacığın 

ortalama enerjisi EĢ. 6.59‟de eĢit parçalanma kuralı nedeniyle sonlu olmazdı. 
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6.2. Teorem: (Bürmann Teoremi, bkz. Whittaker ve Watson [118] sf. 129)𝑓 ve 

𝜙 analitik fonksiyonlar olmak üzere 𝜙 𝑎 = 𝑏 ve 𝜓 𝑧 =
𝑧−𝑎

𝜙 𝑧 −𝑏
 olsun. O 

zaman, 𝑧‟nin uygun bir komĢuluğu için 

𝑓 𝑧 = 𝑓 𝑎 +  
 𝜙 𝑧 − 𝑏 𝑚

𝑚!

𝑑𝑚−1

𝑑𝑎𝑚−1
 𝑓′ 𝑎 𝜓𝑚  𝑎  

𝑛−1

𝑚=1

+ 𝑅𝑛  ( 6.66) 

𝑅𝑛 =
1

2𝜋𝑖
   

𝜙 𝑧 − 𝑏

𝜙 𝑡 − 𝑏
 

𝑛−1
𝑓′ 𝑡 𝜙′ 𝑧 

𝜙 𝑡 − 𝜙 𝑧 
𝑑𝑡𝑑𝑧

𝛾

𝑧

𝑎

 ( 6.67) 

sağlanır;burada 𝛾 çevresi 𝑎 ve 𝑧 noktalarını çevreleyen ve 𝜙 𝑡 = 𝜙 𝑧  

eĢitliğinin bu çevrenin içindeki 𝜁 noktaları için sadece 𝜁 = 𝑡 iken sağlanacak 

biçimde seçilmelidir. 
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