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1. GIRIS

Yatirimlara iliskin karar vermede en 6nemli konulardan bir tanesi gelecekteki
belirsizlik durumlarindan en az etkilenmektir. Bunun igin mevcut durumu gok
iyi analiz ederek, yatirnm araglarinin gelecekteki degerlerini en iyi bicimde
kestirmek ve riski olabildigince kugukleyecek yontemlere bagvurmak
gereklidir. Yatinnm araclari olan varliklar Gzerinde bu tlrden bir risk azaltimi
amaclandiginda, opsiyon firsatlarindan faydalanmak yatirrmci igin cazip

olmaktadir.

Bir opsiyon, temel olarak herhangi bir varhgin gelecekte belirli bir fiyattan
alinmasi (satilmasi) hakkinin bugtnden belirli bir bedel karsiligi satin
alinmasina olanak saglayan bir s6zlesmedir. Bu hak bir zorunluluk degil,
varsa opsiyon sozlegsmesi ile belirlenen sartlarin olusmasina bagl olarak

opsiyon sahibinin isteginde uygulamaya koyabilecegi bir tercihtir.

Opsiyon sozlesmeleri kullanilarak, yatinm yapilmak istenen varliga iligkin
harcama bir sure ertelenebilecedinden, net buglnki deger ve opsiyon
degerlendirme yaklasimlari farkli sonuglara ulasacaktir [59]. Bu durumun
birinci nedeni, harcamalari olabildigince geciktirmenin her zaman avantaijli
olmasidir. ClnkU elden gikartilmasi geciktirilen her kaynak tzerinden bir faiz
getirisi elde edilebilir. ikincisi ise bu bekleme sirecinde iginde bulunulan
sartlarda degismeler olabilir. Bu nedenle, opsiyonlari her zaman igin
olabildigince ge¢ uygulamaya koymak gerektigi dtstnulebilir, fakat opsiyonu
ge¢ uygulamaya koymanin cezasi paranin zaman degeri, yani faizi

kullanamamaktir.

Opsiyon alim / satim islemleri dogrudan ticari mallar Gzerinden yapilmadigi
icin bu tur sézlesmeler CAPM (Capital asset pricing model, bkz. Kirli [64]) ve
Arbitraj (bkz. Yoruk [119]) gibi ydntemlerle incelenemezler (bkz. Karan [59]).
Ayrica, bir hisse senedine dayali opsiyon sozlesmesi almakla, o hisse

senedinin sagladigi oy kullanma hakki veya kardan pay isteme hakki gibi



haklar elde edilmedigi gibi opsiyonlar baska bir varliga dayandigindan,

opsiyonlarin (adil) fiyatlari dogrudan arz-talep esitligi altinda belirlenemez.

Bu nedenlerle, borsa degerlerine bagli olarak bir opsiyon soézlesmesinin
klasik yontemlerle incelenmesi uygun dedildir. Bu calismada Ornstein-
Uhlenbeck slrecleri altinda Amerikan tipi opsiyonlar incelenerek, gézlemlerin
surekli olmamasi ve her bir gozlem zamaninin daha onceki gobzlem
noktalarindaki surecin degerine baglh olarak belirlenmesi durumunda

opsiyonun uygulamaya konulmasi igin bir strateji dnerilmistir.

izleyen bélimde opsiyonlara iliskin temel kavramlar ve opsiyonlarin
degerlerinin  belilenmesinde literatirde kullanilan  bazi  yontemler
sunulmustur. 3. Bolum’de tez konusunda temel arac¢ olarak kullandigimiz
difizyon sulrecleri ve bunlara bagl stokastik analiz yontemlerine kisaca
deginilmigtir. Tez calismasikapsaminda elde edilen sonuglarin yer aldigi4.
Bolum’de ele aldigimiz opsiyona iligkin model varsayimlari ve bu varsayimlar
altinda opsiyona konu olan varligin fiyatini gézlemlemek icin dnerilen strateji
sunulmustur. Onerilen bu strateji, opsiyona konu olan varligin fiyatinin
hareketli bir siniri ilk gecis zamaniyla belirlendiginden, diflizyon sireglerinin
ilk gecis zamanlarinin incelenmesinde literatirde uygulanmis c¢esitli
yontemlere kisaca deginilmis ve Ornstein-Uhlenbeck surecinin hiperbolik bir
sinirt  ilk gegis zamani incelenmistir. Elde edilen sonuglarin bir
uygulanmasinin verildigi 5. Boélum’de Monte Carlo simuilasyonu ile
olusturulan bir gergeklenis Uzerinden onerilen stratejinin bir canlandirmasi
sunulmustur. 6. Bolium’de ise cesitli tartismalara yer verilmistir. Tez
calismasiyla ilgili olan bazi tamamlayici bilgilerin ek olarak verilmesi uygun

gorulmustar.



2. OPSIYONLAR

Bu bdlimde opsyonlara iligkin temel bazi kavramlar sunulmaktadir. Burada

gegen tanimlar ve daha detayli incelemeler i¢in bkz. [28].

Opsiyon  sozlesmeleri  (opsiyonlar), &6nceden belirlenen  kosullarin
gerceklesmesi halinde gelecekte anlagsmaya varilan turden davranma hakkini
buglinden belirli karsiliklarla garanti altina alan standart sdézlegsme turleridir.
Bu soOzlesmelerde, anlasmada gegen sartlarin gergeklesmesi durumunda
opsiyonu alan Kisgi, anlagsmada belirlenen davranista bulunma hakkini elde

eder, fakat bu hakkini kullanmak zorunda degildir.

Tez calismasina finansal bir ara¢ olarak kullanilan opsiyonlari konu alacagiz.

Bu nedenle bir opsiyon s6zlesmesinin asagidaki tanimini kullanacagiz.

2.1. Tanim: Bir opsiyon sbézlesmesi sahibine bir mali (opsiyona konu olan
varhgr — underlying asset) belirli bir fiyattan belirli bir zamanda veya zaman
araliklarinda,6nceden belirlenmis kosullarin saglanmasi halinde satin alma
veya satma hakki saglayan standart bir sozlesmedir. Bu hak, opsiyonu satan

tarafindan garanti edilir.

Opsiyonlar s6zlesme konusunun alim veya satimi ilgilendirmesine gore ikiye

ayrilirlar.

2.2. Tanim: Bir alim opsiyonu, sahibine belirli bir varligi énceden belirlenen
bir fiyattan,sozlesmeyle belirlenen zamanlarda alma hakki verir. Bir satim
opsiyonu ise sahibine belirli bir varhgr 6nceden belirlenen bir

fiyattan,s0zlesmeyle belirlenen zamanlarda satma hakki verir.

2.3. Tanim:Alim opsiyonlarinda uygulama (anlasma) fiyati opsiyon sahibinin

opsiyona konu olan varhd alma hakkina sahip oldugu fiyati, satim



opsiyonlarinda ise opsiyon sahibinin opsiyona konu olan varligi satma

hakkina sahip oldugu fiyati belirtir.

2.4. Tanim: Bir opsiyonun vade sonu, opsiyon ile ilgili batin haklarin elde
edilebilecegi son tarihtir. Eger opsiyon bu tarihe kadar uygulamaya
konulmamigsa opsiyon sahibinin  higbir  hakki  kalmayacagr gibi

opsiyonusatanin dabutun yukuamlulUkleri ortadan kalkacaktir.

2.5. Tanim: Herhangi bir opsiyonu satin alan yatirrmci opsiyon primini
o0demek zorundadir. Bu prim, piyasada arz ve talep dengesi altinda
belirlenmektedir. Yatirrmci, opsiyonu satin almakla sbzlesmede gecgen
zamanlarda opsiyona konu olan varligi anlasma fiyatindan alma / satma

hakkina sahip olur.

Opsiyonlar o6zellikle gelecekle ilgili belirsizliklerin oldugu piyasalardaki
mallarin fiyat degismelerine karsi riski azaltmada ¢ok 6nemli rol oynarlar.
Yatirimcinin, bir mali belirli bir tarihe kadar bugunden belirlenen bir fiyattan
satin alma opsiyonu satin aldigini varsayalim. Bu durumda yatirimci, eger
opsiyona konu olan malin fiyati anlagsma fiyatinin Uzerine ¢ikarsa, opsiyona
konu olan mali alarakopsiyonu uygulamaya koyar ve mali sézlesme
fiyatindan alip hemen piyasadaki yuksek fiyatindan satarak aradaki fark
kadar kar elde eder. Eger malin fiyati opsiyon sdzlesmesinin gegerlilik
tarihine kadar anlagma fiyatinin Uzerine hi¢ ¢ikmazsa, yatirrmci opsiyonu
uygulamaya koymayarak zararini sadece opsiyon primi ile sinirlandirmis olur.

Bu sayede malin fiyatindaki istenmeyen degismelerden kendisini korur.

Her opsiyon s6zlesmesinin bir saticisi vardir. Satici, opsiyon sdzlesmesini
satarak opsiyon primini gelir olarak alacaktir. Daha sonra opsiyona konu olan
varhgin fiyatindaki degismelere gore opsiyon alicisinin verecegi karari
bekleyecektir. Opsiyonu satan kisinin alim veya satim karari vermesi s6z

konusu degildir.



Satim opsiyonlarinda ise, opsiyon sahibi belirli bir bedel 6deyerek satin aldigi
opsiyon sayesinde, vadesinde veya vadesinden once opsiyona konu olan
varligi satma hakki elde eder. Bu opsiyonu satankisi ise bir bedel kargiliginda
sattigi1 opsiyonun vadesinden dnce alicinin talep etmesi durumunda opsiyona

konu olan varligi satin almaya mecburdur.

2.1. Baslica Opsiyon Turleri

Opsiyonlar ¢ok c¢esitli olmakla birlikte, temelde opsiyonun uygulama zamani,
opsiyona konu olan varligin alinmasi icin 6denecek miktar gibi 6zelliklere

gore cesitli siniflandirmalara tabi tutulurlar.

2.1.1. Avrupa opsiyonlari

Bu tlr opsiyonlar sadece vade sonunda uygulamaya konulabilir(Black ve
Scholes [11]). Bu nedenle opsiyonun degeri sadece opsiyona konu olan
varhgin vade sonundaki piyasa fiyati ile iligkilidir. Sadece vade sonundaki
piyasa fiyatl opsiyon degerini belirlediginden, bu tirden opsiyonlara “vanilya

opsiyonlar1” denilmektedir.

2.1.2. Amerikan opsiyonlari

Bu tur opsiyonlar vade sonuna kadar herhangi bir anda uygulamaya
konulabilir (Myneni [83]). Bu 0zelligi nedeniyle, opsiyon fiyati sadece
opsiyona konu olan varligin vade sonundaki piyasa fiyati ile degil,bunun
yaninda vadeye kalan sure ve opsiyona konu olan varhgin vade suresince
piyasa degerleriyle de iligkilidir. Opsiyon fiyatini belirlemek, ornek yol
uzerindeki degerlere de bagh oldugundan Amerikan tipi opsiyonlar “egzotik
opsiyon” adini alir. Amerikan tipi opsiyonlarin 6zel bir turi olarak bu
opsiyonlarin vadesi yeteri kadar uzun (sonsuz) ise suresiz Amerikan

opsiyonu adini alirlar.



2.1.3. Asya opsiyonlari

Opsiyonun uygulanmasi sonucunda alinacak olan para, opsiyonun
uygulanmasindan belirli bir slre 6ncesine kadar opsiyona konu olan varligin
deg@erinin ortalamasiyla olgulir (Carr 2002 [24]). Opsiyonun uygulama
tarihinin belirli bir vade aninda veya o vade anina kadarki bir anda olmasina
gore Avrupa (Chalasani [25]) ve Amerikan tipi (Bogomolov ve Medvedev [12],

Broadi ve Detemple [19]) olarak kendi i¢inde ikiye ayrilir.

2.1.4. Rus opsiyonlar

Opsiyonun uygulanmasi sonucu alinacak olan para, opsiyonun
uygulanmasina kadar gecen slrede opsiyona konu olan varligin fiyatinin
alacagi en buyuk deger ile olgulur (Duistermaat va. [35], Sheep ve Shiryayev
[103, 104]). Bu 6zelligi sayesinde yatirrmci, herhangi bir sekilde opsiyona
konu olan varhgin en ylksek degerini kagirmak gibi bir kaygisi olmaz. Fakat
opsiyonu vade sonuna kadar bekletmekle paranin zaman degerini elde

edemeyecegi icin, opsiyonu uygulama kararinin iyi belirlenmesi gereklidir.

2.1.5. Bermuda opsiyonlari

Bu opsiyon Amerikan tipi opsiyonlarin 06zel bir hali olup, opsiyonun
uygulamaya konulabilecegi tarihler opsiyon s6zlesmesinde belirtilir [38]. Bu
nedenle opsiyon sahibi, opsiyonu vadesinden 06nce uygulamaya
koyabilmekle beraber, uygulama tarihini keyfi olarak belirleyemez.Bu
opsiyonlar uygulamada daha ¢gok Amerikan opsiyonlarinin simulasyonlari igin

kullanilirlar.

2.2. Amerikan Tipi Opsiyonlarin Degerlendirilmesi

Sozlesmenin bitim tarihine kadar herhangi bir anda uygulamaya konulabilen

Amerikan tipi opsiyonlar, opsiyonu satin alan kisiye onceden belirlenmig bir



fiyat Gzerinden bir varigi alma veya satma hakki veren standart bir
soOzlegsmedir. Yatirimci, opsiyona konu olan varligin piyasa fiyatina gore
opsiyonu uygulamaya koyup koymama karari verebildigi iginvarligin
fiyatindaki belirsizlikten korunmus olur. Opsiyon so6zlesmesinin gecerliligi
boyunca opsiyona sahip olan kisi her an i¢in opsiyonu hemen uygulama ya
da uygulama kararini gelecek bir zamanda verme tercihini yapmak
zorundadir. Bu karari verirken opsiyona konu olan varligin (bilinen) degeri ile

devam etmenin (bilinmeyen) degerlerini karsilastirmak zorundadir.

Sozlesme fiyatl K olan ve T zamanina kadar gecerlilige sahip bir Amerikan

tipi satis opsiyonunun degeri [106]
max Ele™™ max{K — S(w, 1), 0}] (2.2)

ile verilir. Burada maksimizasyon 7 < Tolacak bigimindeki butin duraklama
zamanlari Uzerinden yapilmaktadir. r indirgeme orani (genellikle riskten
arindirilmis faiz orani) iken S(w, t), bir w gergeklenisi icin t aninda opsiyona
konu olan varligin piyasa fiyatini temsil etmektedir. Bu opsiyonun degerini
tahmin etme probleminde opsiyon sahibinin opsiyonu hemen uygulamaya
koymasi durumundaki kazanci ile devam etmenin indirgenmis degeri
karsilastiriimahdir. Bu tirden erken uygulama stratejileri nedeniyle Amerikan
tipi opsiyonlarin degerlendiriimesi finans matematiginde ¢ok zor problemler
olarak yer alir. Analitik ¢dzimlere ulagsmada yasanan zorluklar nedeniyle,
Amerikan tipi opsiyonlarin numerik olarak degerinin hesaplanmasi literaturde

cok yer almaktadir.

Brennan ve Schwartz [16, 17] ve Schwartz[101] sonlu farklar yontemiyle bu
problemi incelemiglerdir. Bu yontemde zaman ve durum uzay! yeteri kadar
kUguk araliklara bolunerek, opsiyonun degerlendiriimesinden dogan kismi
diferansiyel denklemler sonlu farklar yodntemiyle ¢o6zilir. Brennan ve

Schwartz yonteminin yakinsamasi Jaillet va.[56] tarafindan ispatlanmistir.



Cox va.[32] da zaman ve durum uzayini kesikli hale getirmis, fakat
yontemlerini simetrik rastgele yuruyusun Brownian harekete yaklasimi
uzerine kurarak, binom yontemi ile Amerikan tipi opsiyonlarin
deg@erlendiriimesini incelemislerdir. Bu yontemin yakinsamasi Amin ve
Khanna [5] tarafindan incelenmisken, Geske ve Shastri [44] binom yontemi

ile sonlu farklar yonteminin bir kargilagstirmasini sunmaktadir.

Boyle [13], Omberg [85], Boyle va.[14] ve Kamrad ve Ritchken [58], binom
yontemini multinomial yontemleri de igcerecek bigimde gelistirmisken, Barone-

Adesi ve Whaley [9] ve MacMillan [76] kuasi-analitik bir ydontem énermistir.

Avrupa tipi opsiyonlarda siklikla kullanilan numerik integral yontemi

Parkinson [88] tarafindan Amerikan tipi satis opsiyonlarina uyarlanmistir.

Kim [65], Jacka [55] ve Carr va.[23], Amerikan tipi opsiyonlarin erken
uygulanabilme 6zelliginden yararlanarak bu tir opsiyonlarin degerlerini
Avrupa tipi opsiyon ile bir erken uygulama priminin toplami olarak ifade

etmigtir.

Geske ve Johnson [43], Breen [15], Bunch ve Johnson [20] Richardson

interpolasyonunu kullanmislardir.

Bu turden sayisal yaklagimlarin yeni kargilagilabilecek opsiyon turlerine kolay
uygulanabilmesi en buyuk artilarindandir. Fakat, problemde incelenmek
istenen etkenin fazla olmasi durumunda ortaya ¢ikan gerekli hesaplamalarin

sayisindaki hizli artig, simulasyon yontemlerini kullanmaya zorlamaktadir.

Opsiyon degerlendirme konusu ilk defa 1977 yilinda Boyle [13] tarafindan
simulasyon c¢alismasi ile incelenmigken, Amerikan tipi opsiyonlarda optimum
erken uygulama stratejisi ilk kez Tilley [113] tarafindan simulasyonla
incelenmigtir. Longstaff ve Schwartz [75] tarafindan énerilen en kiiglk kareler

Monte Carlo yontemi, Amerikan tipi opsiyonlarin degerlendiriimesinde



kullanilan 6nemli bir simulasyon yontemi olmustur. Yazarlarin 6nerdikleri
yontemde simulasyon yardimiyla Gretilen opsiyona konu olan varligin
fiyatinin olusturdugu ornek yollar yardimiyla gelecek degerler en kuguk
kareler yardimiyla elde edilir ve bu degerlere gbre “tamam mi devam mi”

karar verilir.
2.3. Opsiyonlarin Uygulama Alanlari

Opsiyon degerlendirme yontemlerinin uygulama alanlarinin baslica ortak

Ozellikleri sOyle siralanabilir:
1. Gelecekle ilgili bir belirsizlik durumunun var olmasi
2. Verilecek olan kararin geri donusunun olmamasi
3. Kararin verilmesinde tercih hakkinin olmasi

Bu 6zellikleri sayesinde opsiyon degerlendirme yontemleri bir finansal deger
olan opsiyon s6zlesmelerinin yaninda yatirim firsatlarinin
degerlendiriimesinde de kullanilabilmektedir. Projelere yatirnrm kararlarinin
incelenmesinde opsiyon degerlendirme yontemlerinin kullaniimasi genellikle
‘reel opsiyonlar” olarak adlandiriimaktadir. Piyasada dogrudan islem
gérmemeleri haricinde reel opsiyonlar ile finansal opsiyonlar arasinda

degerlendirme yontemleri bakimindan fark bulunmamaktadir (Tas va.[111]).

Piyasa islemlerinde opsiyonlar temel olarak daha 6nce de dedinildigi Uzere
riskten korunma sagdlarlar. Bunun yani sira, bir alim opsiyonu almak,
opsiyona konu olan varligi dogrudan almaktan her zaman igin daha ucuz
olacagindan, yatinmcilar daha az kaynak ile daha fazla varligi kontrol etme
imkani elde ederler. Bu 6zellikleri yardimiyla, IMKB’de risk ydnetiminin

Avrupa tipi opsiyonlar ile nasil yapilabilecegini Coskun [29] incelemistir.
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Ata[8] ise calismasinda Avrupa tipi dovize dayali opsiyonlarin Turkiye'de

nasil uygulanabilecegini incelemistir.

Uysal [115] calismasinda Black-Scholes modelinin yatirrm projelerinin
degerlendiriimesinde nasil kullanilabilecegini incelemistir. Ozogul ve Ulengin
[87] calismalarinda bilisim teknolojilerine yatirrm yapmayi bir reel opsiyon
yontemi olarak ele almislardir. Ayrica gosterdikleri 6rnek ile Net Bugunku
Deger yaklasimina gore projenin negatif degerli olmasina ragmen, reel
opsiyon yaklagsiminin projeye yatirrm yapmayi karl olarak gosterebilecegi
sonucuna vararak opsiyon degerlendirmesi igin 6zel yontemlerin kullaniimasi
gerektigine guzel bir ornek vermiglerdir. Konuk [71] ise reel opsiyonlari

kullanarak sirketlerin nasil degerlendirilebilecegini gostermigtir.

Opsiyonlarin ilging kullanim alanlarindan bir tanesini Engelen [40] sug¢
davraniglarini incelerken ortaya koymustur. Calismasinda, opsiyona konu
olan varhgin fiyatini sucun islenmesinden elde edilebilecek kazan¢ ve sucun
islenmesi i¢in gereken harcamayi ise uygulama fiyati olarak ele almistir. Bu
sayede galismalarinda, su¢ davraniglarini incelemede klasik yaklasim olan
beklenen net kazancin tanimladigi “simdi ya da asla” seklindeki karar kurali
yerine, bir sugu islemenin gelecekte karli hale gelebilecedini de gbéz 6ntinde

bulunduran bir karar kurali elde etmislerdir.

Bir baska uygulama ise optimizasyon problemlerinin ¢ézimunde kullanilan
genetik algoritmalar icin duraklama kuralinin elde edilmesidir. Bu yonde bir
calisma Rimcharoen va. [94] tarafindan yapilmistir. Calismalarinda genetik
algoritmayi durdurma kuralini, bir opsiyonun uygulamaya konulmasina
benzetmiglerdir. Yapmis olduklari simulédsyon calismalariyla da opsiyon
degerlendirme yontemlerinin farkli algoritmalari kargilagtirmada
kullanilabilecegini gostermiglerdir.

Kjeerland [69] calismasinda Norveg'te hidroelektrik Uretim santrallerine

yatirim yapilmasi firsatlarinin degerlendiriimesi ve elektrik fiyatlari ile optimal
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yatirm zamanlari arasindaki iligkinin incelenmesinde reel opsiyonlari
kullanmistir. Elektrik Gretiminin ve tiketiminin mutlaka birbirlerini her zaman
icin dengelemesi gerektigi ve borg¢ elektrik almak gibi bir durumun s6z konusu
olmayacagi icin forward sdzlesmeleri temelinde opsiyon degerlendirmesini
kullanarak incelemelerini yapmiglardir. Benzer bir ¢alisma Turkiye’de elektrik
uretim santrellerine yatirrmin incelenmesinde Madlener ve Stoverink [78]

tarafindan yapiimistir.

Sabour [97] calismasinda bir altin madenine yatinm yapmayi, altin
fiyatlarinin gegmis degerlerine ve madene yatirnm yapmanin maliyetini g6z
onunde bulundurarak opsiyon degerlendirme teknikleri yardimiyla

incelemisgtir.
Piyasaya yeni urtn sartlmesi ile ilgili bir incelemeyi ise Penning ve Lint [89]
yapmistir. Calismalarinda piyasaya yeni tUrini hemen slrmek yerine, piyasa

hakkinda daha fazla bilgi edinebilmek igin beklemenin faydali olabilecegine

deginerek bu durumu opsiyon fiyatlama teknikleri yardimiyla incelemiglerdir.
2.4. Black-Scholes Modeli

Black-Scholes [11] Avrupa tipi opsiyonlarin degerlendirmesi ile ilgili

calismalarinda asagidaki varsayimlarda bulunmustur:

1. Sabit, risksiz bir faiz orani Gzerinden istenildigi kadar borg alip vermek

mUmkuanddr.

2. Opsiyona konu olan varhgin fiyati sabit parametreli bir geometrik

Brownian harekete uyar.
3. Islem maliyeti (aracilara verilen komisyon gibi) ve vergi yoktur.

4. Piyasada islemler surekli yapilabilmektedir.
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5. Opsiyona konu olan varlikta herhangi bir kar payi dagitimi yoktur.

6. Piyasada islem go6ren butun yatinm araclarn istenildigi kadar

bolunebilir.
7. Piyasada arbitraj yoktur.

8. Opsiyon sadece gegerlilik slresinin bitim zamaninda uygulamaya

konulabilir (Avrupa tipi opsiyon).

Black-Sholes modeli ile ilgili birgok calisma yapilmigtir. Merton [79] faiz
oranlarinin da stokastik olmasi durumunu incelemistir. Calismasinda faiz
orani modeli olarak Vasicek modelini‘kullanmistir. Bu model, faiz oraninin bir
Ornstein-Uhlenbeck surecine uydugu varsayimina dayanmaktadir. Kim [66]
ise calismasinda faiz oranlarinin Cox — Ingersoll-Ross modelive Brennan-
Schwartz®modeline uymasi durumlarinda Avrupa tipi opsiyonlarin degerlerini
elde etmis ve bu sonuglar Vasicek modeli ile Merton — Ho - Lee modeli*
altinda Amin ve Jarrow [4] opsiyonun degderine iliskin elde ettikleri sonuglari
Nikkei 225 opsiyon piyasasi (Japonya) verileri Uzerinden kargilastirmistir.
Elde ettikleri sonuglar, kisa sureli opsiyonlarda, faiz oraninin stokastik olarak
alinmasinin opsiyonun degeri Uzerinde onemli bir etkisinin olmadigini

gOstermektedir. Kim ve Kunitomo [67] c¢alismalarinda faiz oranini

! Vasicek modeli, faiz oraninda da bir degisim oldugu ve bu degisimin Ornstein-Uhlenbeck
sureci ile modellenebilecedi temeline dayanmaktadir [117].

’Cox — Ingersoll — Ross modelinde faiz oranlarindaki degimin CIR diflizyon slrecine uydugu
varsayilir. Bu modelin Ustinligu, CIR sureglerinin negatif deger alamamasinda yatmaktadir
[30].

% Brennan — Schwartz modeli faiz oranlarini kisa ve uzun vadeli oranlar tizerinden iki faktorli
olarak modellemektedir [18].

* Merton — Ho — Lee modelinde faiz oranlarinin modellenmesi icin drifte sahip Brownian
sureg¢ kullaniimaktadir.
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modellemek i¢in daha genel bir sureg¢ ele almislar ve Avrupa tipi opsiyonlarin

degerini incelemiglerdir.

Cox ve Ross [31] sabit esnekli varyans modelinin 6zel bir durumu altinda
opsiyon degerini incelemiglerdir. Elde ettikleri sonuglarin detayli ispatlari Hsu
va. [49] tarafindan veriimektedir. Bogomolov ve Medvedev [12] ise
calismasinda sabit esnekli varyans modellerinden yola c¢ikarak gama
surecleri altinda Avrupa tipi opsiyonlarin degerlerini incelemislerdir. Chiang
va. [27] calismalarinda opsiyona konu olan varligin fiyatina iliskin streci
Ornstein-Uhlenbeck surecinin integrali olarak tanimlanabilen Ornstein-
Uhlenbeck konum sureci olarak almiglar ve Avrupa tipi opsiyonlarin

degerlerini elde etmislerdir.

Ho va.[48] ise calismasinda faiz oranlarinin stokastik sire¢ olusturmalari
durumunda  Amerikan  tipi  opsiyonlarin  degerlerini  incelemigtir.
Cahsmalarinda Geske ve Johnson [43] tarafindan onerilen Amerikan tipi
opsiyonlarin Bermuda tipi opsiyonlarin limiti olarak incelenmesi yontemini

uygulamiglardir.

Carr ve Wu [24] calismalarinda yatirrm araclarinin fiyatlarinda sigramalar
olduguna ve yatirm kazanglarinin stokastik olarak degistigine deginerek
Brownian hareketin bu yapiyi yakalamada yeterli olmadigini bu nedenle Lévy
sureclerinin modellemede kullaniimasini dnererek Avrupa tipi opsiyonlarin

degerlerini incelemiglerdir.

Kim ve Yu [68], opsiyona konu olan varligin batma (iflas) ihtimalini de g6z
onunde tutan yutan Ornstein-Uhlenbeck sureci, geometrik Brownian hareket,
yutan sinirli lognormal difizyon suireci gibi farkl suregler altinda Amerikan

opsiyonunun deg@erlerini sunmaktadir.

Madan va. [77] ise Ug¢ parametreli varyans gama sureglerini nermiglerdir. Bu

sure¢ bir Brownian slrecin bir gama sureci ile verilen rastgele zamanlarda
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g6zlemlenmesiyle ortaya ¢ikmaktadir. Madan va. [77] calismalarinda gama

varyans suregleri altinda Avrupa tipi opsiyonlarin degerini elde etmiglerdir.

Subramanian[110] ise c¢alismasinda aciga satis (bor¢ alinan varligin
satilmasi) kisiti ve iglem yapma maliyetlerinin varligi altinda Avrupa tipi
opsiyonlarin degerlerini incelemistir. Calismasinda Avrupa tipi opsiyonun
degerini bir fayda fonksiyonu ile ifade etmis ve fayda fonksiyonun dogrusal,
ustel ve kuvvet fonksiyonu tipinde olmasi 6zel durumlarini inceleyerek,

opsiyon degerinin sayisal olarak elde edilmesi i¢in bir yontem onermiglerdir.

Huang va. [51] calismalarinda opsiyona konu olan varhigin fiyatinin bir
ARMA surecine uymasi durumunu incelemislerdir. Calismalarinda Amerikan
tipi opsiyonlarin degerlerini belirlemek igin en kuglk kareler Monte Carlo

yontemini kullanmiglardir.

Charalambous ve Martzoukos [26] calismalarinda yapay sinir aglarini
uygulamiglardir. Calismalarinda conjugate gradyant algoritmasini dogru
aramasli (line search) ile birlestirerek kullanmiglardir. Tek sakli katman
kullanarak olusturduklari agda aktivasyon fonksiyonu olarak tansigmoid

fonksiyonunu kullanmiglardir.

Bu c¢alismada Amerikan tipi opsiyonlarda, opsiyona konu olan varligin
fiyatinin surekli olarak gozlenemedigi ve her bir gézlem noktasinin onceki
gOzlemlere bagh olarak belirlendigi durumlarda opsiyonun uygulanmasina

iligkin bir strateji Uzerinde durulacaktir.

2.5. Opsiyon Degerinin Belirlenmesinde Kullanilan Bazi Yontemler

Parametrik olmayan opsiyon fiyatlama teknikleri arasinda yapay sinir aglari,
Amilon [3], Anders va.[6] ve Hutchinson va. [52] tarafindan incelenmistir.

Keber [62] ise ¢alismasinda genetik algoritmayi kullanarak opsiyonlarin nasil



15

fiyatlanabilecegini incelemigtir. Ait-Sahalia ve Lo [2] ise ¢alismalarinda kernel

regresyon yontemlerini kullanmiglardir.

Yapay sinir aglarina benzer bir yontem ise Teddy va. [112] tarafindan insan
beyninin  6grenmesine  iligkin  modeller kullanilarak  geligtiriimistir.
Calismalarda her bir girdiye karsilik uyarilacak olan hesaplama hucreleri,
ciktinin bir komsulugu olarak tanimlanmakta ve bu sekilde guncellenen
ogrenme fonksiyonlari sayesinde yeni problemlere iligkin degerler elde

edilebilmektedir.

Koroglu [72] Avrupa tipi opsiyonlarin degerlerinin bir difizyon denklemine
indirgenebilecegini kullanarak, Amerikan tipi opsiyonlarin degerlerini bir engel

problemi olarak tanimlamistir.

Scott [102] ise opsiyona konu olan varligin dagiliminda varyansin da bir
rastgele degisken olmasi durumunu, yaptiklari Monte Carlo simulasyon

calismalari ile incelemistir.

Duan[34] calismasinda opsiyona konu olan varligin fiyatina iligkin strecin bir
GARCH modeline uymasi durumunda Avrupa tipi opsiyonlarin nasil
degerlenecegini gostermistir. Bauwens ve Lubrano[10] ise calismalarinda
yatinmcilarin opsiyonun degerine iliskin yargilarini da ekleyebilecekleri bir
Bayesci yaklasimla GARCH modeli altinda Avrupa tipi opsiyonlarin degerini

incelemiglerdir.

Opsiyonlarin deg@erlerinin hesaplanmasinda Cox va. [32] opsiyona konu olan
varligin degerine kesikli bir binom sureci tanimlayarak yaklagsmiglar ve bu
binom sureci ile opsiyonun degerlendiriimesini incelemiglerdir. Jabbour va.
[54] opsiyona konu olan varligin fiyatina yaklasimda binom modeli yerine
multinomiyal modeli kullanmiglar ve urettikleri multinomiyal modelin beklenen
deger ve varyansini surecin gercek beklenen deger ve varyansina

esitleyerek opsiyonun degerini elde etmiglerdir.
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Allm satim iglemlerinin bir maliyetinin oldugu piyasalarda Avrupa tipi
opsiyonlarin degerlendiriimesi igin Monoyios [81] bir Markov zinciri yaklagimi

Onermislerdir.

Longstaff ve Schwartz [75] ise Amerikan tipi opsiyonlarin similasyon ile nasil
degerlenebilecegini gdstermislerdir. Onerdikleri en kiiglk kareler Monte Carlo
yontemi, Amerikan tipi opsiyonlarin degerlendiriimesinde kullanilan 6nemli bir
simulasyon yontemi olmaktadir. Bu yontemde simulasyonla Uretilen opsiyona
konu olan varhdin fiyatinin olusturdugu oérnek vyollar yardimiyla gelecek
degerler en kuglk kareler kullanarak elde edilir ve bu degerlere gére “tamam
mi1 devam mi” karari verilir. Yaptiklari ¢alismada oOncelikle ¢ok sayida
gerceklenis Uretmisler ve Urettikleri gergeklenisler igin en son periyottan
baglayarak geriye dogru opsiyonun o anki degerini hesaplamiglardir.
Opsiyonun degerini ise temel polinomlar kullanarak elde ettikleri bu anlik
opsiyon degerlerine uyacak bi¢cimde en kugluk kareler yardimiyla
secmislerdir. Bu yodntem igin gerekli similasyon calismalarinin etkinligini
arttirmak igin Lemieux ve La [73] varyans kugultme yontemlerini kullanarak
incelemisken, Areal va. [7] farkl regresyon algoritmalarinin kullaniimasinin
yani sira farki temel polinomlari ile de inceleme yapmistir. Glasserman ve Yu
[46] calismalarinda Longstaff ve Schwartz’in 6énerdigi simulasyon metodunda
temel polinomun derecesi ile Uretilen gerceklenis sayinin etkilerini

incelmislerdir.

Haugh ve Kogan [47] ise calismalarinda Amerikan tipi opsiyonlarin degerini
bulma probleminin bir dualini elde etmigler ve bu sayede opsiyonun degerini
karakterize eden bir dnerme sunmuslardir. Bu karakterizasyonu kullanarak
opsiyonun degerine iligkin bir market fiyatini yaklasik olarak elde etmigler ve
yaptiklari simulasyon calismalari ile de opsiyonun degerine iliskin alt ve Ust

sinirlart bulmuslardir.

Bu calismalarin yaninda Amerikan tipi opsiyonlarin degerlerini elde etmek

icin analitik yontemler de kullaniimistir. Barone-Adesi ve Whaley [9]
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calismalarinda Amerikan tipi opsiyonlarin degerlerinin, ayni parametrelerle
bir Avrupa tipi opsiyon ile erken uygulama kazancinin toplami oldugunu
kullanarak, Amerikan tipi opsiyonun degerine iterasyon ile nasil
yaklasilabilecegini gostermistir. Broadie ve Detemple [19] Amerikan tipi
opsiyonlar igin bir alt ve Ust sinir olarak yaklasim kullanmislar ve yaptiklari
simulasyon calismalari ile de bu yontemin binom yontemi kadar iyi sonuglar

verdigini gostermiglerdir.

Dagilimdan badimsiz olarak opsiyonun degerine iliskin sinirlar elde etmek
icin De Schepper ve Heijnen[100] opsiyona konu olan varlidin bazi
momentleri ve modu bilindiginde Avrupa tipi opsiyonlarin degerlerinin hangi

aralikta kalacagini elde etmiglerdir.
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3. DIFUZYON SUREGLERI

Bu bolimde, tez galismasinda kullanacagimiz stokastik suregler ve stokastik
analiz konularinda temel tanim ve Ozellikler verilecektir. Bu bdlumdeki
tanimlar ve daha detayli bilgi icin bkz. Karatzas ve Shreve [60], Oksendal
[84], Mikosch [80].

3.1. Temel Tanimlar
3.1. Tanim: Bir stokastik stire¢ ayni ) 6rnek uzayinda tanimh

X, teT) =X (w)teT,we) (3.1)

bicimindeki X, rastgele degiskenlerinin toplulugudur. Bu ¢aligmada Tzaman

indisi olarak kullanilip R’nin bir aralidi olarak alinacaktir.

3.2. Tanim: g-cebirleri dizisi her n igin F, c F,,; kosulunu saglyorsa {F,}ye

filtre denir.

Filtreler artan bilgi topluluklari olup, genellikle bir denemeler dizisinde elde

edilen bilginin artmasini modellemek igin kullanilir.

3.3.Tanim: Bos kimeden farkli bir Q uzayinda tanimli bir X rastgele
degiskeni verilsin. X tarafindan Uretilen o-cebiri o(X) ile gosterilir ve

Q'nin,{X € B}, B € Fbigimindeki kiimelerinin toplulugudur.

Bir {X,} stokastik sireci igin F, = a(X,) alinirsa {F,} bir filtre olur. Bu filtreye
{X.}'nin dogal filtresi denir.

3.4. Tanim: Bos kiimeden farkh bir Q érnek uzayinda tanimh bir X rastgele
degiskeni verilsin. G ile Q Uzerinde tanimli bir o-cebirini gosterelim. Eger
o(X)'deki her kime ayni zamanda G’de de bulunuyorsa; yani, 6(X) € G ise,

X rastgele degiskeni G-Olgulebilirdir, denir.
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Bir X rastgele degiskeninin G Olculebilir olmasi,X’in degerini belirlemek igin
G’deki bilginin yeterli ve gerekli oldugu anlamini tasir. Eger X rastgele
degiskeni G Olculebilir ise, o zaman Borel dlgulebilir herhangi bir f fonksiyonu
icin f(X) de G olcllebilirdir; yani, Gg’deki bilgi X’i belirlemek icin yeterli ise
f(X)’i belirlemek igin de yeterlidir.

3.5. Tanim:Bos kiimeden farkh bir Q 6rnek uzayi {F,} filtresi ile donatiimis
olsun. Eger bu uzayda tanimli bir {Y;} stokastik slireci her t > 0 icin a(Y;) S

F, kosulunu sagliyorsa, {Y,} streci {F,} filtresine uyarlanmistir, denir.

Bir {Y,} sirecinin uyarlanmis olmasi demek, Y,'nin F,’den daha fazla bilgi

icermedigi anlamina gelmektedir.

Ornek: (Uyarlanmis sure¢ oérnekleri) {B,} bir Brownian siire¢ ve {F,} bu
surecin dogal filtresi olsun. O zaman, f iki degiskenli bir fonksiyon olmak

uzere

Xe=f(tB) ,t=0 (3.2)

streci {F,}ye uyarlanmistir. Bu tir sireclere asagidaki gibi 6rnekler

verilebilir:

X =By, X = B2 —t, X;” = max B,, X{" = min B? (3.3)

3.6. Tanim: (Q,F,P) bir olasilik uzayi olsun.F’nin bir alt o-cebiri olarak G
verilsin ve X bir rastgele degisken olsun. G verilmigken X’in genellestirilmis
kosullu beklenen degeri E[X|G] ile gbsterilir ve asagidaki iki 6zelligi saglayan

bir rastgele degiskendir.

1. E[X]|G], G olgllebilirdir.

2. HerA€gGigin [, E[X|Gl(w)dP(w) = [, X(w)dP(w)
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saglanir.

(Q,F, P) uzayinda tanimli bir X rastgele degiskeni ve F Uzerinde bir G,o-
cebiri verilsin. Eger X rastgele degiskeni G olgulebilir ise, G verildiginde X’in
degeri kesin olarak belirlenebilir. EGer X, G'den bagimsizsa, G’nin verilmesi
X’in degerini belirlemede herhangi bir fayda saglamaz. Genellestiriimis
kosullu beklenen deger ise bu kavramlarin arasinda bir kavram ifade eder.
Bu durumda G bilgisi X’i tam olarak belirlememekle birlikte, X’in degerini

tahmin etmekte kullanilir.

3.7. Tanim: (Martingale) (Q,F, P) bir olasilik uzayi, {X,}bu olasilik uzayinda
tanimli bir stokastik sire¢ ve {F,} bir filtre olsun. Ayrica her t >0 igin
E[|X;]] < o saglansin ve {X,} slreci, {F,} filtresine uyarlanmis olsun. O

zaman eger

1. E[X/|F] =X, 0<s<tise{X,} slrecibir martingaledir.

2. E[X:|F] =X, 0<s<tise{X,}slrecibiraltmartingaledir.

3. E[X;|F] <X, 0<s<tise{X,}surecibirsipermartingaledir.

Bir surecin martingale olmasi, onun artigs veya azalis egiliminde olmadigi
anlamina gelir ve bu durumda F, verilmisken X,’nin en iyi tahmini X/’dir.
Altmartingale olmasi artma egiliminde oldugu anlami tasirken,

supermartingale olmasi azalma egiliminde oldugu anlamina gelir.

Martingaleler icin bir ornek, hilesiz bir oyundan elde edilecek kazancin
modellenmesiyle verilebilir. Bu amagcla her t aninda X, degerine sahip bir
oyunu inceleyelim. Bu durumda X, — X,, (s,t] zaman araligindaki net kazanci
gosterir. Bu sirecin dogal filtresini {F,} ile gosterelim. Bu durumda F; bilgisi

verilmigken, oyundaki beklenen net kazang
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E[X: — Xs|F] = E[Xc|F] = Xs (3.4)

olur. Eger X, sUreci bir martingale ise, yukaridaki esitlik sifir olur ki adil bir

oyundan beklenen de budur.

3.8. Tanim:(Q, F, P) bir olasilik uzayi ve {F,} bir filtre olsun. {X,} stokastik
sureci {F,} filtresine uyarlanmis olsun. Eger her 0 < s < t ve Borel 6lgllebilir

her f fonksiyonu igin

E[f(X)IF] = g(X,) (3.5)

olacak bigcimde Borel dlgulebilir bir g fonksiyonu bulunabiliyorsa, X, stokastik

surecine Markov sureci denir.

3.9. Tanim:Asagidaki kosullari saglayan {B,} stokastik slirecine Brownian

hareketi denir:

1. BOZO

2. {B,} duragan ve bagimsiz artighdir; yani, her h>0 ve hert >s >0

igin B, — By~B; ., — Bgyp, sadlanir.

3. ty <ty <--igin By, — By, By, — B,,... bagimsiz rastgele degiskendir.

5. Sdrekli 6rnek yoluna sahiptir; yani, B, (w), t'nin surekli fonksiyonudur.

3.2. Stokastik Analiz

Bu bolimde sabit bir pozitif T sayisi, {F,} filtresi ile bir B, Brownian sureci ve

bu filtreye uyarlanmig A, sureci igin
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T 3.6
0

integralinin tanimlamada ito integralinin kullanigini gézden gegirecegiz. (Bu

bdlimde gegen anlatim ve daha detayli agiklamalar igin bkz. [60,80])

Stokastik integraller de Riemann anlamindaki integrallere benzer olarak basit
sureglerin limit durumu olarak tanimlanir. Bu amagla [0, T]’nin bir pargalanisi
olarak M={t;}, 0=ty <t; <--<t,=TYyi alahim. A, slrecinin her bir

¢t

]’j+1) araliginda sabit oldugunu varsayalim. Boyle sureclere basit sureg¢

denir. Bu durumda ito integrali t;, <t < t;4 igin

t
I, = f A, dW,
0
k-1
= At] [Wtj+1 - Wt]] + Atk (Wt - Wtk)

j=0

(3.7)

ile tanimlanir. Yukaridaki esitlikten de goéruldigu Uzere basit suregler igin
integral taniminda integrantin her bir arahidin basinda aldidi deger ile
integratoran degisimi agirliklandiriimaktadir. Farkh agirliklandirma yontemleri
(Stratonovich [109]) literatirde incelenmis olmakla birlikte aralik basindaki
degere gore agirliklandirmak, konumuz olan finansal stregle de uyumludur.
Cunku, bir borsa isleminde ilgilenilen araligin basinda pozisyon alinir ve

araliktaki degisimlere gore pozisyon kapatilir.

Genel olarak {F,} filtresine uyarlanmis bir A, sureci igin

T
EU A2dt
0

saglansin. Bu durumda

< (3.8)
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T 3.9
lim E U A, — At|2dtl ~0 (39
0

n—-oo

olacak bigimde {An,t}t stokastik slrecleri bulunabilir ve ito integrali bu siire¢

yardimiyla

t ) t (3.10)
J.Audl/l/; = lim | A, dW,

0 n=%*Jo
ile tanimlanir.

ito integralinin dnemli 6zellikleri agagidaki teoremde verilmistir:

3.10. Teorem: (bkz. [80])T pozitif bir sabit ve 0<t<T icin A, Es.3.8’i

saglasin. ito stokastik integrali I, = fot A, dW, asagidaki ozellikleri saglar.
1. I, t'ye gore sureklidir
2. Her ticin I, stokastik integrali F; olculebilirdir.

3. I, stokastik integrali bir martingaledir.
4. Hert > 0igin E[I?] = E [fot Aﬁdu] saglanir.

Teoremde gegen dorduncl dzellik ito izometri 6zelligi olarak bilinir.

3.11. Tanim: (ito siireci) (bkz. [80]){W,} bir Brownian siire¢ ve {F,} bu siirecin

filtresi olsun. {A,} ve {6, } bu filtreye uyarlanmig siiregler olmak tizere

t

t
X =X0+f A, dW, +f 0,du (3.11)
0 0
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ile tanimli {X,} stokastik surecine Ito slreci denir.

Ito sUregcleri diferansiyel gosterim ile

dX, = A, dW, + 6,dt (3.12)
biciminde de gosterilebilir.

3.12. Teorem: (ito lemmasinin birinci genellestirmesi) (bkz. [80]){X,} stokastik
sureci bir ito sireci ve f(t,x) ikinci dereceden kismi tirevleri tanimli ve

surekli olan bir fonksiyon olsun. O zaman

t 1
fEX) —f(s,X) = f [10:%,) + AP L. %) +5 (42) Fa%,)]| ty
+f A§/2)f2(y'Xy)dBy

(3.13)

saglanir;burada AS) ve A§2) ile suirecin sirasiyla drift ve diflizyon katsayilari

gOsterilmektedir.

3.13. Teorem: (ito lemmasinin ikinci genellestirmesi) (bkz. [80]){Xt(i)},i =12

asagidaki sekilde verilen iki ito siireci olsun.

S [ t s 3.14
X = x© 4 J A8V ds + J A®DdB,,  i=12 (314
0 0

Ayrica f(t,x1,x,) ikinci dereceden kismi tlrevleri var ve surekli olan bir

fonksiyon olsun. O zaman s < t igin
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f(t,Xt(”,XfZ)) _f(s Xs(l),X(z)) ffl(y,X(l),X(z))dy
+Zf (3 xS, xP)ax D

D y@\4@2i-1) ,2,j-1)
Zz:ffu ¥, X, x2) A% A% Dy
i,j=2 s

(3.15)

saglanir;burada f; ve f;; sirasiyla f'nin i. ve j. bilesenine gore kismi

turevlerini gosterir.

Ito lemmasinin genellestirmesini 6zel olarak f(t,x1,x;) = x1x;, olarak alirsak,

asagidaki kismi integral teoremini elde ederiz.

3.14. Teorem: (Kismi integral) (bkz. [80]){Xt(i)},i = 1,2 bir 6nceki teoremdeki

gibi ito siiregleri olsun. O zaman

o(XOX) = KD XD 1 XOaxD 4 AP AP (310
saglanir.

3.3. Stokastik Siire¢ Ornekleri

Bu bolumde, opsiyon degerlendirmede sik¢a kullanilan geometrik Brownian
hareketi ile Ornstein-Uhlenbeck slreclerinin bilinen bazi 6zellikleri sunularak
calismada Ornstein-Uhlenbeck sulrecinin kullanilma nedeni agiklanmaya

calisilacaktir.
3.3.1. Brownian hareket

Brownian  hareket, su icine daldirilan polenlerin  hareketlerinin

modellenmesinden ortaya cikmaktadir. ilk defa 1800’lerde Robert Brown
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tarafindan incelenen bu hareket icin tatmin edici bir agiklama 1905 yilinda
Einstein tarafindan verilmigtir (Einstein [39], ayrica bkz. Gardiner (kesim 1.2)
[42]).

Brownian hareket, borsa fiyatlarinin incelenmesinde ilk defa Osborne
tarafindan  kullaniimigtir  (Osborne [86], Chriss [28]). Osborne bu
calismasinda; Brownian hareketteki kuglk pargalarin buylk parcalara
carparak onlari rastgele bigcimde hareketlendirmesinden yola c¢ikarak,
piyasadaki her bir alim/satim islemini kiglk pargalara benzetmis ve bu
islemlerin fiyatlarda degisiklik yapacagini éne surerek blyuk parcalar olarak
varliklarin fiyatlarini almigtir. Bu surecin model varsayimlari ve matematiksel

formulasyonu igin bkz. EK - 6.
3.3.2. Geometrik Brownian silire¢

Geometrik Brownian slrece dayali modeller ise piyasa fiyatlarindaki
degisimin bir Brownian harekete uydugunu varsayar. Bu surecle
modellemede fiyatlardaki beklenen yuzdelik degisimin sabit oldugu varsayilir.
Bu nedenle degisimlerin Brownian harekete uydugunu, dolayisiyla da
varliklarin fiyatinin geometrik Brownian sirece uydugunu kabul ederler (bkz.
Chriss [28]).

3.15. Tanim: (Geometrik Brownian hareket) Sabit bir c € R ve g > 0 igin

t t (3.17)
X,ds + af X,dBq

0

0

dogrusal ito stokastik diferansiyel denklemini bir X, = x, € R ile ¢ézen {X,}

stokastik surecine geometrik Brownian hareket denir.

Tanim 3.15’de gecen Geometrik Brownian slrecin ¢ézimu



X, = xoe(c—O.Saz)tﬂrdBt
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(3.18)

ile verilir. Bunu gormek igin X, = f(t,B,) alarak ito lemmasini kullanmak

yeterli olacaktir:

Xe =Xo + J: [fl(S, B) + %fzz(& Bs)] ds + .l:fz(s' B,)dB,

olur. O halde

1
Cf(t, X) = fl(ti X) + EfZZ (t, X)
Uf(t, X) = fZ (t, X)

elde ederiz. ikinci esitlikten

O-Zf(t! X) = fZZ (t, X')

oldugu c¢ikar ve boylece

(c — 0.502)f(t,x) = f,(t,x)

elde ederiz. f(t,x) = g(t)h(x) bigiminde almayi denersek

git) = g(0)ele=05o%)

h(x) = h(0)e*

elde ederiz. x, = f(0,By) = £(0,0) = g(0)h(0) oldugundan
Xt — Xoe(c—O.Saz)tﬂrBt

elde ederiz.

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Simdi geometrik Brownian slrecin ortalama, varyans ve kovaryans

fonksiyonlarini elde edelim:
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Z~N(0,1) iken, her t € Ricin E[e*?] = exp g} oldugunu hatirlarsak

E[Xt] — E[xoe(C—O.SJZ)t+JBt]
— xoe(c—O.Saz)tE[eaBt]
— xoe(c—O.Saz)tE[eJ\/fBl]

ct

- e (3.25)

olarak buluruz. Burada ucuncu esitlikte Brownian hareketin kendine benzerlik

ozelligi kullaniimigtir.
s < t olmak Uzere X, ile X, arasindaki kovaryans

COU(XSJXt) = E[Xth] - E[Xt]E[Xs]

xge(c—O.Saz)(t+s)E[ea(Bt+Bs)] _ xgec(t+s)
e

Xg 8(0—0.502)(t+s)E

O'(Bt—Bs)-l-ZO'BS] _ xgec(t+s)
— xge(c—O.Saz)(t+s)E[eaBt_s]E[eZGBS] _ xéec(t—i-s)

— 2 c(t+s)( ,o%s _
xge (e 1) (3.26)

olarak elde ederiz. Buradan da Var(X,) = x3e?°(e®’t — 1) olarak buluruz.

Geometrik Brownian hareketin ifade ettigi sire¢ hakkinda sezgimizi arttirmak
icin Tanim 3.15’deki esitligi stokastik diferansiyel denklem olarak yazalim
(Mikosch [80]):

dX, = cX,dt + oX,dB, (3.27)

Bu esitligi [t,t + dt] zaman arali§i igin sezgisel olarak fark denklemi haline

koymak istersek asagidaki bicimde yazabiliriz:
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Xt+dt - Xt = CXtdt + O-XtdBt ( 328)

olur. Bu esitligin her iki tarafini X,'ye bolersek [t,t+ dt] aralidinda

varhigin(asset) goreli kazancini asagidaki gibi elde etmis oluruz:

X - X
t+d)t( t=Cdt+O'dBt (3.29)
t

Bu esitlik ise bize opsiyona konu olan varligin géreli kazancinin zamanla
orantili olarak sabit bir ¢ miktar arttigini ve bu artisin odB, kadar bir stokastik

gurdltye maruz kaldigini gostermektedir.
3.3.3. Ornstein-Uhlenbeck siireci

Fiziksel olarak hiz, konumun zamana goére tlrevine denk geldiginden;
Brownian hareketin Kisim 3.3.1'deverilen sekilde Brownian slreg¢ ile
aglklanmasi durumunda, Brownian pargaciklarin hizi sonsuz olacaktir.
Modellemede karsilagilan bu sorun nedeniyle bu parcaciklarin hareketleri
ayrica Ornstein-Uhlenbeck modeli olarak bilinen yeni bir model ile de ifade
edilmektedir.Bu slrecin model varsayimlari ve matematiksel formulasyonu
icin bkz. EK - 7.

3.16. Tanim: (Ornstein-Uhlenbeck sureci) Asagidaki stokastik diferansiyel
denklemi bir X, = x, baslangic degeriyle ¢6zen{X,} stokastik surecine

Ornstein-Uhlenbeck slreci denir.

Ornstein-Uhlenbeck slrecinin tanimindan, sdrecin ayni zamanda bir Ito
siireci olusturdugu gériilebilir. Ozel olarak v = 0 olsun. Es. 3.30 esdeger

olarak asagidaki gibi yazilabilir:
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t t
Xt=X0—/1szds+af dB, (3.31)
0

0

Bu esitligi ¢gézmek igin Y, = e’ X, donusimini gdz énlne alalim. f(t,x) =

e’ x olarak alirsak

it x) =Af(t,x), filt,tx)=e*,  fr(t,x) =0 (3.32)

oldugundan ito lemmasini kullanarak

t 1
Yo=Y = j [fl(S:Xs) — AXsf2 (s, X,) + Eazfzz(S,Xs)] ds
0
t
+ [ 105, x0148,
0
t t
= j [AY, — AY, + 0]ds +f e’ dB
Ot 0
= f ge’dB;
0 (3.33)
elde ederiz. O halde Es. 3.31°Un ¢dzUmu
t 3.34
X, =eMX,+ ae"“f e*dB; ( )
0
olarak elde edilir.
Bu surecin beklenen deger ve varyansi asagidaki gibi hesaplanabilir:
t
E[X,] = E [e"“Xo + geH J e’lsstl
0
= eXy (3.35)

ve varyansi
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t
Var(X,) = Var(e"“X0+0e_’“f e’lsdBS>
0

t
— Gze—sz o215 ds
0

21 (3.36)

olarak elde ederiz. Ornstein-Uhlenbeck sureci ile geometrik Brownian surecin
parametrelerini  karsilastirdigimizda ilk gbéze c¢arpan 06zellik Ornstein-
Uhlenbeck slrecinin varyansi sabit iken, geometrik Brownian hareketin
varyansi, zamanin artan bir fonksiyonu olarak karsimiza ¢ikmasidir. Bir diger
fark ise sureglerin beklenen degerlerinde ortaya cikmaktadir. Ornstein-
Uhlenbeck slrecinin beklenen degeri zamanla sifira yaklasirken, geometrik
Brownian hareketin beklenen de@eri sonsuza gitmektedir. Bu ise Ornstein-

Uhlenbeck surecinin zamanla duraganlastigi anlami tagimaktadir.

izleyen Teorem, Ito difiizyon siireglerinin giiclii Markov &zelligine sahip
oldugunu belirtmektedir. Ornstein — Uhlenbeck sireci de bir Ito difizyon

sureci oldugundan, bu 6zellik ¢esitli sonuglar elde etmede faydali olacaktir.

3.17. Teorem: (bkz. [84]){X.} bir Ito difizyon slreci ve f, R™'de Borel
Olcllebilir bir fonksiyon olsun. Ayrica F, = o{B,,:; s = 0} ailesi ile bu aileye
gbre tanimlanan ve 1 olasilikla sonlu olan 7 duraklama zamani verilsin. O

zaman, her h > 0 igin

E [f Xesn) |1 F] = Ex [f (Xp)] (3.37)
saglanir.
Bu teorem kullaniimadan da Ornstein — Uhlenbeck slrecinin Markov

Ozelligini gostermek kolaydir. Bunu gormek icin
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t 3.38
X, = e M=)y 4 ae‘)‘(t‘s)f e™dB,, s<t ( )
S
biciminde yazilabilecegini gosterelim.
N t
X, = e 00 <6_95x0 + sf e‘g(s_“)dBu> + ef e 0t—Wqp,
0
N t ’
= e f%x, + sf e~0t-—wgp, +£f e~0t-wgp
0 s
t
= e %x,+ sf e~0t—Wgp,
0 (3.39)

Ornstein-Uhlenbeck sureci igin gegis olasiliklari fonksiyonunu bu esitlikler
yardimiyla elde etmeye c¢alisalim. Ornstein-Uhlenbeck surecinin Markov

Ozelligini de hatirlayarak

t+At 3.40
Xear = e M0, + ae‘“tf e’ dB, ( )
t

olarak yazabiliriz. O halde

uG) = lim E[X¢ine — XelX, = x]
At—0* At
. E [(e"m't —1)x + ge At ftHAt e dBu]
At—0+ At
(e—lAt _ 1)x
At—0* At

= lim_ —Axe Mt = _)x
At—0 (3.41)

olur. Surecin anlik varyansi ise
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E[(Xt+At - Xt)2|Xt = x]

2 _ .
ofx) = lim, At
I 2
E ((e‘Mt — 1)x + ge At ftHM e’“‘dBu) l
- Aggr(lﬁ At
) 2
E (e—AAt _ 1)2x2] O.Ze—ZlAtE [(ftt+AteAudBu) ]
= lim - 4+ lim
At—0+ At At—0+ At
— _ t+At
' lim 2(e *At — 1)xoe *AE [ft el”dBu]
At—0*t At

(3.42)
Deterministik fonksiyonlarin Ito integralini kullanirsak ftt+AteA“dBu~

N (O, fttMteU” du) oldugundan, son esitlikteki Ggtincu limit sifira esittir. Yine

_ 2
bu bilgiyi kullanarak 21(e2A(+A8) — g24t) 1(fttMtel“dBu) ~ x? oldugunu

g6z dnune alirsak, ikinci limiti

2
sle-2MAtE [(ftt+At i dBu) ] | gle—2Mt % (62/1(t+At) — g2it)
Ay At = Ao At
. 0.2 eth _ eZ/l(t—At)
= e 21 At
o2
= — lim 221e2A@-4t) — 52,24t
21 At—0*
(3.43)

olarak buluruz. ilk limit ise

E [(e—/mt _ 1)2x2] ' (e_Mt _ 1)2x2
Atlgr(lﬁ At - At—0*F At
— . “AAt _ 1\ (_ 3\ p—AAEL2 _
= Atlir(lﬁ Z(e 1)( De x“=0 (3.44)

olur. O halde
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u(x) = —x, ?(x) = g?e?Mt (3.45)

olur. Slrecin anlik ortalama ve varyansini Chapman - Kolmogorovileriye

dogru denkleminde yerine koyarsak:

10%0%e?p(t,x9,x) 0(=Ax)p(t,xg, x) _ 0p(t, xg,x)

2 dx2 0x ot

1 9%p(t, xg, x) op(t,xg,x)|  9p(t, xq,%)

- 2 th ) ) _ _ _ ) ) — ) )
= 20 e ez Ap(t, x9, x) — Ax 9% 3t

ap(t,xy,x) 1 %p(t,x9,x) 9p(t,xg,x
- Ap(t,xo,x) +/1x p( 0 )+—O'2€2/1t p( 0 ) — p( 0 )
0x 2 Jdx? ot (3.46)

olur.
3.18. Teorem: Ornstein-Uhlenbeck siireci

ile verilsin. [0,T] araliginin bir pargalanisi I ={t;}, 0<t, <t; <--<t,
olsun. Bu noktalardaki g6zlem degerleri X, ile gosterelim. O zaman ¢ — 0

iken

g ZiabteaX (K -Xey) (3.48)
e i=1 thi_l (At;_1)? ’ LT

D

en kucguk kareler tahmin edicisi & parametresinin tutarh bir tahmin edicisidir.

Ispat: bkz. EK - 3.

Ornstein-Uhlenbeck sureglerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi Valdivieso
va.[116]'de incelenmis ve en kluguk kareler tahmin edicisiyle ilgili farkh bir

sonug¢ Hu ve Long [50] tarafindan incelenmistir.

3.19. Tanim: {X,} stokastik sureci
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E[Xt+At — Xl X = x]

M(x) - Altl—r>r(}+ At
_ E[(Xeiae — X)?1X, = x] ( 3.49)
d?(x) = lim
At—0+ At
olmak uUzere
dX, = p(X,)dt + o(X,)dB, ( 3.50)

biciminde ifade edilebilsin. O zaman p(t, xy, x), x,’dan baslayan surecin t

sure sonra x’e gegis olasiligi fonksiyonu asagidaki esitlikleri saglar:

10%0°()p(t,x0,x)  u()p(t,xo,x)  Ip(t, xg, x)

2 x2 0x B ot
1 2 (x0) 92p(t, xg, x) + uxo) ap(t,xo,x)  0p(t, xg, %) (3.51)
27 T2 ST ot

Bu esitliklerden ilki Chapman - Kolmogorov ileriye esitligi, ikincisi ise geriye

esitligi olarak bilinir.
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4. OPSIYON iZLEME STRATEJiSi

Bu bolimde tez calismasi kapsaminda elde edilen esas sonuglar
sunulacaktir. Bu amagla oncelikle c¢alismada g6z o6nunde bulundurulan
piyasaya iliskin varsayimlar sunulacak, ardindan opsiyonu degerlendirmek

icin kullanilacak model ele alinacaktir.

4.1. Model Varsayimlari

Calismada dikkate alinacak piyasaya iligkin varsayimlar asagidadir:

1. Yatinm ve bor¢ alma amagli faiz oranlari bilinmekte ve incelenen sire

boyunca sabit kalmaktadir.

2. Opsiyona konu olanvarhigin degeri sabit parametreli bir Ornstein —
Uhlenbeck sureci olusturmaktadir ve surecin parametreleri yatinmcilar

tarafindan bilinmektedir.

3. Yatirim araglari arasinda gegis Ucretsiz olarak yapilabilmektedir.

4. Menkul de@erlere bagl kar payi dagitimi yapiimamaktadir.

5. BUtun yatinm araclari istenildigi kadar bolunebilirdir.

6. Satim ve alim miktari Uzerinde herhangi bir sayi kisitlamasi yoktur.

7. Piyasada arbitraj yoktur.

8. Opsiyona konu olanvarliga iligkin gozlem yapma maliyeti gézlemler

arasi gegen surenin azalan bir fonksiyonudur.
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4.2. Gozlem Yapma Maliyeti Altinda Opsiyon Uygulama Stratejisi

& gecerlilik suresine sahip bir Amerikan tipi opsiyonu g6z Onune alalim.

Opsiyona konu olan varhgin fiyat

dX, = —uX,dt + odB;, p,0>0,Xy=xy€R (4.1)

ile verilen bir {X,}Ornstein — Uhlenbeck slrecine uysun. Bu Amerikan tipi
opsiyonun gegerliliginin bittigi zamandaki; yani ¢ anindaki, beklenen karini S,
ile gosterelim; yani S bu opsiyonun degeri ve r birlesik faiz orani olmak Uzere

S, = e™ S olsun. Ayrica opsiyonun anlagma fiyati K olsun.

Opsiyona konu olan varhgin fiyatina iliskin gézlemleri surekli olarak yapma
imkanina sahip olmadigimizi ve her bir gozlem maliyetinin bir 6nceki gozlem
zamanindan itibaren gecen surenin bir fonksiyonu oldugunu kabul etmistik.
Bu maliyet fonksiyonunu f ile gdsterirsek; t, aninda gdzlem yapildiktan
sonraki ilk gbzlemi t;(> t,) aninda yapmanin maliyeti f(t; —ty) olur. f’nin
azalan bir fonksiyon segilmesi gézlemlerin siklastiriimasi karsisinda iyi bir

cezalandirma olacagindan, 6zel olarak f(x) = e™**, a > 0 olarak segelim.

Go6zlem maliyeti nedeniyle gozlemleri surekli olarak yapamadigimizdan
dolayi bu opsiyonun gecerlilik suresi bittiginde elde etmeyi umdugumuz kar
S,'nin  altinda olacaktir. Kesikli gozlem yapmak icin opsiyondan feda
edebilecegimiz kar miktarina ¢ > 0 diyelim. Piyasayl surekli olarak takip
edemedigimizden ve her bir gozlem icgin bir miktar bedel 6dememiz
gerektiginden gozlem zamanlarini belirlemek icin bir strateji olusturmaliyiz.
Bu turden bir stratejiyi, uyguladigimiz zaman opsiyonun bitimindeki beklenen
karimizin S, — ¢ kadar olmasini saglayacak bigimde segmek uygun olacaktir.
Her bir gdozlem zamanlarinin agsagidaki sekilde belirlendigi bir stratejiyi ele

alalim:

1. Adim: i =0vet, =0 alve 2. Adm’a geg.
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2.Adm: i<i+1 al ve t; = E[inf{t > 0: X, = g;()}|F,,_,| olarak belirle

ve 3. Adim’a geg.

3. Adim: Eger t; < ¢ ve X, (w) = g;(t;) sadlanirsa opsiyonu uygulamaya
koy, X (w) < g;(t;) ise 2. Adim'i tekrarla. EGer t; > ¢ ve X;(w) =
g:(t,) ise opsiyonu ¢ zamaninda uygulamaya koy, aksi halde opsiyonu

uygulama ve dur.

Burada sinir degerleri

i—1
gi(®) =eTEI(S —) + K + Z e f (G — 1) + f(E = tiy) (4.2)
j=1

ile belirlenmektedir. Bir sonraki kisimda sinir degerlerinin elde edilisi

aciklanmaktadir.
4.3. Sinir Degerlerinin Belirlenmesi

to = 0 aninda oldugumuzu kabul edelim ve ilk gozlemimizi ne zaman
yapmamiz gerektigini elde etmeye calisallm. 0 < t; < & zamani igin eger bir
g6zlem yaparak opsiyonu uygulamaya koyarsak, opsiyona konu olan varligin
fiyatindan, anlasma fiyatini ve gézlem yapma maliyetini dustikten sonraki
kisim kadar; yani X, — K — f(t; — to)miktar gelir elde ederiz. Bu geliri, r faiz

orani uzerinden degerlendirmeye koyarsak opsiyonun gecerlilik zamanina
kadar e”¢—tV (th—K—f(tl—tO)) miktar elde etmis oluruz. Goézlem

maliyeti olmadigi durumdaki Amerikan opsiyonun getirisi S, ve surekli gdzlem
yapmaktan sakinmak icin bu getiriden feda edebilecegimiz kisim ¢

oldugundan, ilk gézlemimizi
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e € (X, K= flti—t))) 2 S, — ¢

=X, = e TCTI(S, —e) + K+ f(t; — ty)
=g1(t1)
=1t € {t > tolXt = gl(t)} (4_3)

zamanlarinda yapabiliriz. Opsiyonu olabildigince erken uygulamaya koyarak

kalan zamani faiz geliri elde etmede kullanabilecegimizden

t; = E[inf{t > tg: X, = g1(t)}|Fo] (4.4)

olarak almak iyi bir tercih olacaktir. Burada eger X, hicbir zaman g;(t)’nin

Uzerine ¢ikmiyorsa veya t; > & oluyorsa, t; = ¢ aliyoruz.

Ik gdzlem zamanimizi yukaridaki sekilde belirledigimizi ve t; < & saglanirken
X, < g1(ty) kaldigini kabul edelim. Bu durumda ikinci g6zlem zamanini
belirlememiz gerekecektir. ikinci gézlem zamanini t,(> t;) ile gdsterelim. ilk
gozlemi gergeklestirmek icin t; aninda f(t; —t,) miktar harcadigimizdan
ikinci gozlemimizi

er-t2) (th — K —f(ty —t;) —e" 27t f (1) — to)) =54—¢€

= th = e_r(f_tZ)(SA - E) + K + f(tz - tl) + er(tz_tl)f(tl - to)

=g2(t2)
=t € {t > t11X; = g2(t)} (4.5)

zamanlarinda yapabiliriz. Birinci gézlem zamanini belirlemede kullandigimiz
gibi
t, = E[inf{t > t;: X, = g,(O}|F,, ] (4.6)

se¢mek uygun olacaktir. Bu sekilde devam edersek genel olarak i. gézlem

zamanini belirlemek igin sinir
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i—1
G =eTEOS — K+ Y (G- )+ fe-t)  (4)
j=1

ile belirlenir.

2. Adim'da sabit bir t > 0 degeri igin g;(t) fonksiyonu i’ye goére artan
oldugundan t; > t;_;’i saglamak igin inf{t > t;,_1: X, = g;(t)} yazmaya gerek
yoktur; bunun yerine inf{t > 0: X, > g;(t)} de alinabilir. Bu durumu gérmek

icing; (t), t > 0 fonksiyonunun i’ye gore artan oldugunu gdosterelim:

Heri=2,3,..vet>0igin

i-1
9i(®) = gi1(®=e7C (S —e) + K + 2 e (G — 1) + F(E—tiy)
j=1

i—2

e TE0(S, —&) =K = ) e If(G — ) = f(E—tiy)
j=1

= TUDf (g — ) + f(E—tig) = f(E— i)

—er(t—ti)g—alti-1—ti2) 4 p—alt—ti_1) _ p—alt—ti—)

(4.8)

saglanir. Her t > 0 i¢in g;(t)’'nin i'ye goére artan oldugunu goéstermek igin

tumevarimi kullanalim:

i =2igin:

g2(8) — g1 () = e"t"t)emat1 4 gmalt=t1) _ p-at (4.9)
olur. Egert > t; > 0ise e"*~t1) > 1 olur.

g2(t) —g1(t) = e 1 4e (e —1)

> e >0 (4.10)
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olur. Eger 0 <t < t; ise
G(8) — g1 (t) = ert-tlemati 4 gmalt=tr) _ g-at

> e—(a+r)t1 + e Atipadts _ p-at

> e @t 11 _1>0 (4.11)
saglanir.
Simdi bir i > 2 degeri iginj = 2,3,...,i — likeng; (t) — g;—1(t) > 0 oldugunu
kabul edelim. Bu durumda t, < t; < --- < t;_; saglanir ve
gi(6) — gi—1(t) = el t=ti1) g=alti1—ti2) 4 p—alt—ti_1) _ g—alt—t;_3) (4.12)

olur. Egert > t;_; > 0 ise e”¢~t-1) > 1 olur.

i) — giq () = e altintid) 4 gmalt—tiy) _ g=alt=t;2)

= e ltisi—tig) 4 pmat(gati-1 _ ati-2) > () (4.13)
olur. Eger 0 <t < t;_q ise
gi(t) _ gi—l(t) > e—rti_le—a(ti_l—ti_z) + e atatiy _ g—atpati_;

= e Tti-1gme(ti-1mti2) 4 oAt (el _ pAti2) > () (4.14)
saglanir. Bu ise sabit bir t > 0 igin g;(t)’nin i’ye gore artan oldugunu gdsterir.
7; = inf{t > 0: X, = g;(t)} olarak ilk gegis zamanini tanimlayalim. Goézlem

noktalari bu ilk gecis zamaninin beklenen dedgeri olarak belirlendiginden

E[t;]'yi hesaplamaya galisalim.
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4.4. Difiizyon Siireglerinin Hareketli Bir Sinir1 ilk Gegis Zamanlari
4.4.1. Literatiirde kullanilan yontemler

4.1. Teorem: (Fortet [41]) {X,}:>o, bir x noktasindan baslayan ve sirekli 6rnek
yollarina sahip gugli Markov sureci olsun ve g: (0,) = R surekli fonksiyonu

g(0%) = xesitsizligini saglasin.

T =inf{t > 0: X, = g(t)} (4.15)

ile X’'in g Uzerine ilk gecis zamanini gosterelim ve F = F,, 'nun dagihm
fonksiyonu olsun. O zaman [g(t), «)tarafindan kapsanan her &lgulebilir G

kimesi icin

t (4.16)
PAX, € G} = j P{X, € GIX, = g(s)}F(ds)
0

saglanir.

Ayrica eger X sureci zamana gore homojen ise

t

P.X, € G} = j Py (Xi_s € GIF(ds) (4.17)
0
olur.

4.2. Teorem: (Ito ve McKean [53]) {X,}, bir X, = x € R noktasindan baslayan
homojen diflzyon sureci olsun ve bu sidrecin sonsuz kuglk dretecini

(infinitesimal generator) L ile gésterelim. O zaman x < a olmak Uzere

T =inf{t > 0: X, = a} (4.18)

nin Laplace déniisimi u(x, 1) := E,[e™**| asagidaki Sturm — Liouville sinir

deger probleminin ¢ozer:
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Lu(x,A) = Au(x, 1),
u@, Dly—q = 1, (4.19)
lim u(x,A) = 0.

4.3. Teorem: (Durbin [36]) {X.} ortalamasi sifir ve kovaryans fonksiyonu

p(s,t) olan surekli bir Gauss sureci olsun. Ayrica g(t) bir sinir fonskiyonu

olmak uzere
T = inf{t >0:X, =g(t)},
_ 1 _9*(® }
'O = o exp{ 20D’ (4.20)
1
b(®) = lim —E[I(s,X)(g(s) — X)X, = g(®)],

olarak tanimlansin. Burada I(s,X) gosterge fonksiyonu eger 6rnek yol s
zamanindan 6nce siniri gegmemisse 1, diger hallerde 0 deg@erini almaktadir.

Eger

1. g sinir fonksiyonu [0,t) araliginda slrekli ve t noktasinda soldan

tlreve sahip,

2. Kovaryans fonksiyonu p(s,t) pozitif tanimli ve [0,t]*’de birinci

dereceden surekli kismi tlrevlere sahip,

dp(st) adp(st)] _
as ot ]_/1“

3. 0 < A; < oo olmak uzere limg_,;- [
oluyorsa

Py{t € dt} = b(t)f(t)dt (4.21)

saglanir.
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4.4. Teorem: (Robbins ve Siegmund [96] ve Scheike [99]) {B;} bir Brownian
stre¢ olmak Uzere D := R X (@, ), 0 < @ < o bdlgesinde tanimh negatif

olmayan f(:,-) fonksiyonu asagidaki G¢ denk kosuldan birini saglasin:

1. Sinirl araliklarda sonlu deger alan (0, )’da tanimh éyle bir u dlgulsu

vardir ki

flx,t) = foo exp {Hx — %ezt}ﬂ(dg) (4.22)
0

saglanir.

2. f(B;,t) pozitif bir martingaledir.
2
3. D lUzerinde (;—t + %;7) f(x,t) = 0 sadlanir.

O zaman f(g(t),t) = a, a > 0 kosulunu saglayan g(t) sinir fonksiyonlari igin

f(XO, to) <aise

B, = xo} _ [ t) (4.23)

a

P{ sup (B, = g(t))

to<t<co

esitligi saglanir.

4.5. Teorem: (Buonocore va. [21]) X,, bir x, < g(0)noktasindan baslayan
homojen difiizyon siire¢ ve g:Rt — R tirevlenebilir bir fonksiyon olsun.

7, = inf{t > 0: X, = g()}ilk gegis zamaninin dagilimif (¢) ile verilsin, yani;

d
f(t) = aP{r <t} (4.24)

olsun. Ayrica
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]
¢(x,tly,s) = 22 PAX, < x|Xs =y} (4.25)

olsun. Bu durumda asagidaki integral denklemi saglanir:

f(@®) = —2¢(g(2),tlx,0) + Zf f@e(g(®), tlg(§),$)ds. (4.26)
0
4.4.2. Donusumler yardimiyla ilk gegis zamanlarinin incelenmesi

{X,} stokastik surecinin gegis olasilik yogunluk fonksiyonu fy(x,tly,s)

asagidaki Kolmogorov ileriye esitligini saglasin:

0y (5, t1y,5) _

azfX(x,tly,s) + afx(x,tly,s)
ot

a(t,x) 922 b(t,x) Ep (4.27)

¢:R—> R ve :R?> - R sirekli fonksiyonlari asagidaki dzellikleri saglamak

tzere Y, = (X, 5, t)|s=t ile yeni bir siireg tanimlayalim:

1. Her x ve t igin ¢'(t) tlrevi ve ¥, (x,t), Y.(x,t) ve P, (x,t) kismi

tarevleri tanimli,
2. Hertigin ¢'(t) > 0,
3. Her x, ticin y,(x,t) # 0,

4. Herticin @ 1(x,t),t) =Y 1(W(xt),t) = x.

Y, stokastik surecinin gegis olasilik yogunluk fonksiyonu fy(x,t|y,s) olmak

uzere, bu gegcis olasiliklarinin Kolmogorov ileri esitligini su sekilde gosterelim:

0y (x,tly,s) _

- at, x) 0% fy (x, tly,s) +5 ofy(x, tly,s)

5o b(t,x) ——— (4.28)
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Burada a(t,x), b(t,x) ile a(t,x), b(t,x) arasindaki baginti asagidaki

egitliklerle saglanir:

_a(t,x)e'(¢)

a(t,x) = T 0) (4.29)

a(t,x)p'®

b(t,x) = |b(t,x)p ® — Wlpxx

(X, t) - lpt (x' t) /l/)x (x' t)- (430)

Es. 4.29 ve Es. 4.30 dontsumleri Kolmogorov[105] tarafindan elde edilmistir.
Bu donusumler yardimiyla Ricciardi [92] ve Capocelli ve Ricciardi [22]
difizyon sudreclerinin  Feller ve Wiener slreglerine donusumlerini

incelemislerdir.

Simdi X, surecinin bir g: R — R sinirini ilk gegis zamanini ty ile tanimlayalim;

yani,

7y = inf{t > 0: X, = g(t)} (4.31)

olsun. Eger Y, sirecinin ¢‘1(g(go(s)),t)|szt sinirini ilk gegis zamani; yani,

Ty = inf{t >0:Y, =9~ Hg(p(s)), t)lszt} (4.32)

biliniyorsa, rxiry oldugundan ty’e iliskin dagilim 6zellikleri elde edilebilir.

4.6. Onerme: Yukaridaki sekilde tanimlanan ve a(t,x)’i t'den bagimsiz yapan

Y ve ¢ donusumleri

(4.33)

0 0 d ,
Zalnlpx(x, t) = alna(t,x) +Eln<p (t)

esitligini saglar.
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Ispat:a(t,x), t'den bagimsiz ise t'ye gére tirevi sifir olmalidir. ispat Es.

4.29'in t’ye gore turevinin alinmasiyla tamamlanir.

4.7. Sonug: Eger a(t, x), t'den bagimsiz ise Es. 4.29'it’den bagimsiz yapan
yukaridaki sekilde tanimlanmis Y ve ¢ donusumleri arasinda asagidaki

baginti vardir:

Y(x, t) = e1?%x @' (t) + ¢, (4.34)

Burada c; ve c,keyfi sabitler olmak tzere bu durumda

a(t,x) = a(t,x)e

- B o — __¢"(® (4.35)
b(t,x) = b(t,x)e /2/¢'(t) x—2<p’(t)

olur.

Ricciardi ve Sato [93] calismalarinda yukarida deginilen yontemi Wiener
sureclerine donusturulebilen sureg icin uygulamiglardir. Bu yontemle ilgili bir
tartisma Smith [107]'de veriimektedir. izleyen bolimde yukarida aciklanan
yontem Ornstein — Uhlenbeck slrecinin hiperbolik bir sinir ilk gegis

zamanlarinin dagiliminin elde edilmesi i¢in kullanilacaktir.

4.4.3. Ornstein — Uhlenbeck siirecinin hiperbolik bir sinin ilk gegis

Zamani

{X,} bir Brownian hareket olsun. Bu durumda b(t,x) = 0 ve a(t,x) = 1/2 olur.
Bu durumda a(t, x) ve b(t,x) katsayilarini t'"den bagimsiz yapacak bigimdeki

Y ve ¢ donusumleri yardimiyla
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awn = o
o) (4.36)

b(t,x) = —x O]

olarak elde ederiz. Burada b(t,x)'in de t'den bagdimsiz olmasini

istedigimizden £

bir sabite esit olmalidir. O halde c,, c3 ve c, birer sabit

2¢'(t)
olmak Uzere
eC3 2cyt
t) = €2
@(t) 26, +c4 (4.37)

saglanir. Yine Sonug 4.6'dan

C1 + C3 + 2C2t
2

C1 + C3 + ZCZt} (438)

}, P 1(x,t) = xexp {— >

Y(x,t) =x exp{

saglanir.
O halde Y, = (B, ), t) ile tanimli siire¢

ay, = —c,Y,dt + e1/2dB, (4.39)

stokastik diferansiyel denklemini saglar ki bu sure¢ bir Ornstein — Uhlenbeck
surecidir. Kullanilan donugumlerde o6zel olarak ¢; =2, ¢c; =1/2 ve ¢3 =0,
cy =—1 alinirsa Y, = e7*B,2:_, elde edilir ki bu dénisim Doob donlisumi

olarak da bilinir.

Salminen [98]h(t) = at, t€R igin 71, =inf{t > 0: B, = h(t)}In olasilik

yogunluk fonksiyonunun

X

1 | x| 2
= — _ g2 -
P.{1), € dt} = exp {ax Tk t} — exp{ Zt} dt ( 4.40)
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oldugunu gostermistir. Bu bilgiyi kullanarak i ve ¢ déntgsimlerini h(t) = at

fonksiyonuna uygulayalim. Bu durumda

P (h(p(®),t) = alet +e7%) (4.41)

hiperbolik sinirinin Ornstein-Uhlenbeck sureci tarafindan ilk gegis zamanini

inceleyebiliriz. O halde 7, = inf{t > 0:Y, = a(e® + e™")} dersek,

P{r, € dt} = =

t 2t 2
4o e? [a(e“t + 1)] }dt (4.42)

— et TL'(eZt _ 1) exp{ 1— eZt

olarak elde ederiz. Bu sonug¢ ayni zamanda Buonocore va. [21](ayrica bkz.
Downes ve Borovkov [33]) tarafindan da integral denklemleri yardimiyla elde

edilmistir.
4.4.4. Genel durum

B, bir Brownian sure¢ olmak uUzere ¥ ve ¢ donusumleri asagidaki sekilde

verilsin:

€3

e
}, @(t) = Zezm t ¢ (4.43)

¢ +c3+ 2C2t

Y(x,t) =x exp{ >

Bolim 4.4.2 ve Bolum4.4.3'deki tartismalar dikkate alinirsa, bu durumda

Y, = ¥71(B, ) t) ile tammli stireg

dy, = —c,Y,dt + e“1/2dB, (4.44)

stokastik diferansiyel denklemini ¢gbzecektir. Simdi

91(8) = exp{—7(§ = )} (S4 — &) + K + exp{—a(t — to)} (14.45)
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sinirini inceleyelim ve

w1 (h(p®),t) = exp{—1(& — )} (S — &) + K + exp{—a(t — t,)} (4.46)

olacak bigimdeki h sinirini belirleyelim. Bu durumda

ecs c1 +c3 + 2cyt
h (—ezczt + c4) exp {— L 2 }zexp{—r(f -t} (S —¢e)+K

2C2 2
+ exp{—a(t — ty)} (4.47)
saglanir. Bu esitlikten
. {2¢ %_1 I ecs -1
e = |G-0e (5] - v Kot —c)
ecs 2C2

a

2cy\ ez _a_ 1
+e®to (e—cj) ’ (t —cq) 2 1] X exp {_§(C1 + C3)}

(4.48)
elde ederiz. O halde
1 2C2 é_l

N - ew{-3 (e +e -} (2] (4.49)

K 1
Y2 = Z_CZeXp {_E (c1+c3)+ 03} (4.50)
ve

2¢y\ ez ! 1
Y3 = (ec3> exp {— > (c; + Cg)} (4.51)
olmak Uzere

A 2 9

h(®) =y1(t —cdz ~ +7, +y3(t —cq)2 (4.52)

t—C4
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o . €3 .. +
saglanir. Ozel olarak ;T = —c, olacak bigimde segersek Y, = exp {— ”2C3}BO
2

saglanacaktir. ¢, > 0 oldugundan ¢, < 0 kalir ki bu durumda h(t) fonksiyonu

t > 0 icin hicbir zaman tanimsiz kalmaz. O halde

inf(t > 0: B, = h(t); B, = 0} =¢ inf{t > 0:Y, = g,(t); Y, = 0} (4.53)

saglanir. Bu ise bize Ornstein — Uhlenbeck slrecinin g;(t) sinirini ilk gegis
zamanini Brownian sirecin h(t) sinrini ilk gecis zamani ile inceleme imkani

verir.

Simdi genel olarak g;(t) sinirini ilk gegis zamanlarini inceleyelim. Bunun igin

g:(t) fonksiyonunun asagidaki bicimde yaziligini kullanacagiz:

i—1
g;:(t) = e—r(f—t)(SA —&)+ K+ Z er(t_tj)e_a(tj_tj—l) + e—alt=ti_1)
j=1

i—1
— eTte—Tf (SA _ 8) + K + z e—th—a(tj—tj_l) + e—ateati_l
j=1

i—1
— e‘)"t e—Tf (SA _ S) + e—th—a(tj—tj_l) + e—at eati_l + K
~————
j=1 =02
=0,
— rt —at
= 916 +62€ + K (454)

olur. Ote yandan

lp_l(hi(fﬂ(t)),t) = gi()
o h(p®) =¥(g: (), 1)

S h) =V (gi(so_l(t))» 40—1“)) (4.55)

ec3

olur. ilgilendigimiz siireg icin ¢ ~1(t) = ziln (262 (t— c4))’dir. O halde
€2
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hi(t)= [91 exp {ZLCZ In (W)} + 6, exp {— Ziczln <¥;C“)>} + Kl

1 1. [(2c(t—c
><“m{i“ﬁ+Cﬁ‘*zm<‘£%;?*g)}

2c,(t—c % 2¢.(t — ¢ —%

ecs ecs

1
C1 + C3 ZCZ(t - C4) 2
% exp{ 2 } ecs
1 _a .1 1
2¢,(t — cy) \2¢c2 2 2¢c,(t—c 2cp 2 2¢,(t —cy)\?
:%( o u) +%< o a) +K< o n>
ecs ecs ecs
ci+c
X exp{ ! 3}
2¢y é"’% o4t 2¢cy _zaTz*'% _a !
=161 (e_‘f3) (t —cy)?2 2+ 0, (eT3> (t—cy) 222
2 1
Cy\?2 1 c+ C3
v (222) (t_mz]xexp{ Fe)
(4.56)
ile verilir. Burada
1
- 9 2C2 c2 2 c1+c3
o= o) et
20\ 752 c1+c
_ €2\ 22 1TC3
o= () e, (4.57)
1
2C2 2 C1 + C3
b = k(o) ewlt
ve ng =%+%, ny, = —%+%ve ns =%allrsak
2 2
hi(t) = p1(t —ca)™ + pa(t — )™ + p3(t —cy)™ (4.58)

elde ederiz.
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Bu durumda

7; = inf{t > 0: X, = g;(t)} (4.59)

ilk gecis zamaninin dagilimi Jang va. [57]'deki sonu¢ yardimiyla asagidaki

sekilde ifade edilebilir:

Fi(t) = w () + i f H, (£, $)u; (s)ds. (4.60)
n=10
Burada
u; (t) = 2V <hi/(ft)>,
Hi(ts) = \/tl__s 2h,'(s) —hi(tZ::i(s)h(m(H(s)), (4.61)
Hyiq1,(ts) = leli(t,r)Hn,i(r, s)dr

0

ve ¢ standart normal dagilim fonksiyonu, W(t) = 1 — ¢(t)’dir.
4.4.5. ik gegis zamanlarinin momentleri

ilk gecis zamaninin momentlerini incelemek icin Tuckwell ve Wan [114]'In

elde ettigi asagidaki sonucu kullanacagiz:

4.8. Teorem: (Tuckwell ve Wan [114]) X, stokastik sureci agagidaki stokastik

diferansiyel denklemin ¢6zimu olarak tanimlansin:

Bu durumda X, surecinin,h(t) slrekli fonksiyonu ile belirlenen bir siniri ilk

gegcis zamaninin momentleri arasinda agsagidaki baginti vardir:
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aZ
—ﬁ () 57 M (x, y)+a(x) 55 Mn (%, y)+V(y) M (x,y) = —nM,_,(x,y)

(4.63)
Burada;
M,(x,y) = E["],

T = inf{t > 0]|X, = h(t); X, = x <y = h(0)}, (4.64)

d
h® = y(h(®)

‘dir.
Tuckwell ve Wan[114]in bu teoremini kullanmak igin Oncelikle y

fonksiyonunu belirlemeye calisalim. Bu amacgla Lagrange acgilimini (bkz.

Abromowitz [1]) kullanacagiz.

—atu

h:(t) = p,(t — C4) 2“ +pa(t—cy) 2 +ps(t— C4)2 (4.65)

sinirini goéz onune alalim. Bu durumda

d +u r 1 a+u 1 p 1
Ehi(t):pl > ( ) > a 1+73 1
H K (t —cyq)2n 2 (t —cy)2
(4.66)
ve
d
vi(®) = —h i (x) (4.67)

x=h;1(t)

saglanir. p;, p, ve p; pozitif dederli oldugu igin h;(t) fonksiyonu pozitif

eksende sifirdan farklidir. Ayrica
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, r+u r 1 —a+u 1 p3 1
h'(t) = 0=p, > (t = cq)? 2+P2( > ) it =0
K H (t - C4)ﬂ+2 (t - 6'4,)E
r+u at+u 1 P3
P, (t_c4)2”+p2( 2 ) EY
Bt — e

(4.68)

oldugundan h;'(t) # 0’dir.

O halde h;1(t) fonksiyonu bir t, > 0 noktasi civarinda Lagrange agilimisu

sekilde yazilabilir:

hi ' (©)

o O (@) =R [d 1 (N t—tg )
= h; 1(to)+kz=1 - [dtk‘l ((hi 1) {—hi(t)_hi(to)} )]t

=t0

(4.69)
Bu durumda
3 LY —a+u 1
Yi(®) = ;1 () — ) 2+P2( > ) 1
S GEIN R
1
i :
(hl_l (t) - 64)2 ( 470)
olarak elde edilir.
Bu sayede momentler arasi baginti:
1 92
2352 Mn (%, y)+yl(y) M (x,y) = —nM,_1(x,y) (4.71)

olarak bulunur. Buradan da ilk moment



L Gy + 1) My () = —1
2 Ox2 1Y Viyay 1Y) =

diferansiyel denklemini saglar.
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(4.72)
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5. ORNEK

Bu bolimde, tez cgalismasinda elde edilen sonuglarin bir uygulamasi
verilecektir.Oncelikle Ornstein — Uhlenbeck slrecinin hiperbolik bir siniri ilk
gecis zamaninin ¢esitli karakteristikleri sunulacak ve ardindan simulasyon ile
olusturulan bir gergeklenis Uzerinden tez c¢alismasinda O&nerilen strateji
orneklendirilecektir. Bu bolumdeki butun hesaplamalar Intel® Core™ Duo
P8600 2.40 GHz bilgisayarda Ubuntu 12.04 igletim sistemi altinda GNU
Octave3.2.4 [37] ve R2.14.2 programlarinda yapiimistir.

Asagidaki sekilde tanimlanan Ornstein — Uhlenbeck sirecini ele alalim:

dXt = —,LlXtdt + O'dBt, XO =Xxp € R (51)

Ayrica, faiz orani r = 0,01, ceza fonksiyonunun parametresi a = 1, uygulama
fiyatt K =0 olsun ve opsiyonun degerinin, kardan feda edebilecegimiz
miktara esit oldugunu kabul edelim; yani, S, =& olsun. Bu durumda

incelemek istedigimiz sinir fonksiyonu asagidaki sekilde verilecektir:

g() = 0,2exp{0,01 t} + 0,5 exp{—t} (5.2)

Ornstein — Uhlenbeck surecinin bu siniri ilk gegis zamaninin olasilik yogunluk
fonksiyonunu elde etmek istedigimizde, 6zel olarak u = ¢ = 1ve x, = 0,5igin,
Kisim 4.4.3’de tartigilan yontem ile (ayrica bkz. Buonocore va. [21], Downes
ve Borovkov [33])

0,4 f t t —0,5]?
P{t e dt} = pra— n(ezet) —7 exp{[g(tie_ o | }dt (5.3)

olarak elde edilebilecektir.

Ornstein — Uhlenbeck surecinin difuzyon ve drift katsayisinin bu ilk gegcis

zamani olasiliklari Gzerindeki etkisiSekil 5.1 ve Sekil 5.2’de gdsterilmektedir.
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Sekil 5.1°deu =5 iken o = 5,10 ve 20; Sekil 5.2’de ise ¢ = 10 iken u =3,5

ve 10 olarak alinmis ve ilk gecis zamanlarinin olasilik yogunluk fonksiyonlari

simulasyon ¢alismasi

yardimiyla elde edilmistir. Benzer olarak bu

parametreler icin ilk gecis zamanlarinin ortalama ve varyanslari Cizelge

5.1'deki

gibi verilebilir:

Cizelge 5.1. Ornstein - Uhlenbeck surecinin hiperbolik siniri ilk gegis
zamaninin ortalama ve varyansi

u | o E[t] | Var(t)
5 0,152 | 0,234
5110 | 0,154 | 1,043
20 | 0,164 | 6,575
0,03
0,025
og=5
0,02 /
0,015 /0210
0,01
//o'=20
0,005 —— \ 7
0 g“
N O < 4O NSO OwANOOTITNOU NSO NI M O N 0
O MN a0 AN AN NOOOTNMSTO TN OO0 NL OO OO MmN
o ddNANgNMMMI gNNNOgLENNNoXRDN N
o O O o O O o o O O o o O O o o O O o o O O o

Sekil 5.1. Difuzyon katsayisinin

fonksiyonuna etkisi

ilk gecis zamanininolasilik yogunluk
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0,04

0,035 k

0,03 p=10

0,025 /
0,02
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R v —
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Sekil 5.2. Drift katsayisinin ilk gegis zamanininolasilik yogunluk fonksiyonuna
etkisi

Simdi opsiyon izleme stratejisini inceleyelim. Opsiyonun gecerlilik slresi
& =1, anlasma fiyati K = 40, faiz orani r = 0,5 ve gbézlem yapma maliyetine
iliskin fonksiyonun parametresi a = 0,5 olsun. Bu durumda sinir fonksiyonlari

asagidaki sekilde verilebilir:

1 1
gi(t) = 6,e2" + f,e77" + 40 (5.4)
Buradaexp{—5} = 0,0067 oldugundan
i—1 1
0, =0,0067(S, —¢)+ exp {—tj + Etj_l}
j=1 (5.5)

1
6, =exp {E ti—l}

dir. Kisim 4.3.4’de tartisilan donusim yardimiyla, dénusturtlmas sinirlar

asagidaki bigimde verilir:
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hi(t) = pi(t+1) +p, + p3Vt +1 (5.6)

Burada, exp {%} = 1,2840 oldugundan

p1 = 1,28406,
p, = 1,2840806, (5.7)
p3 = 1,2840K
dir. O halde
—p3 ++/p5 — 4 —t
hl-_l(t) =\/ P3 \/P3 . p1(p2 ) (5.8)

olarak elde ederiz.

Bu ilk gecis zamaninin beklenen degerini hesaplamak icin Kisim 4.3.4’de

verilen yontem kullanilabilir. Bunun igin

2

—0: ++/p2 — 4 -t
2 P1

ile verilecedi g6z Onune alinirsa momentler Tuckwell ve Wan [114]'In

calismasindaki diferansiyel denklemin ¢dézimu ile elde edilebilir. Ayrica bu

momentleri hesaplamak igin, ilk gegis zamaninin olasilik yogunluk

fonksiyonundan da faydalanilabilir.

Ornek bir gerceklenis Sekil 5.3'de verilen gibi olsun. Kisim 4.4.5’de verilen
sonuglara gore ilk gézlem zamani t; = 0,48219 olarak hesaplanmistir. Bu
nokta sinir fonksiyonunun degeri g;(t;) = 42,32732 olurken opsiyona konu
olan varligin fiyatiX(t;) = 42,03897 olarak kalmistir. Bu nedenle ilk gbzlemde

opsiyon uygulamaya konulmamisgtir.
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45
44

43 r

42 -y - y—_— /\A_.Avf\ NN

41 {
40

39

——Ornek Gergeklenis

Sinir Fonksiyonu

38

37

36

35

0,03
0,06
0,09
0,12
0,15
0,18
0,21
0,24
0,27

0,3
0,33
0,36
0,39
042
0,45
0,48
0,51
0,54
0,57

0,6
0,63
0,66
0,69
0,72
0,75
0,78
0,81
0,84
0,87

0,9
0,93
0,96
0,99

Sekil 5.3 Kesikli zaman noktalarinda gézlem yapilmasi durumu igin érnek
gerceklenis.
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6. SONUC

Bu calismada, Amerikan tipi bir opsiyon ele alinmigtir. Opsiyona konu olan
varhgin piyasa deg@erini gézlemlemenin bir maliyetinin oldugu ve bu maliyetin
ardisik gozlem zamanlari arasinda gegen surenin bir fonksiyonu oldugu
varsaylimistir. Bu kosullar altinda opsiyona konu olan varhgin fiyatini
g6zlemleme zamanlarinin belirlenmesi igin bir strateji onerilmistir. Onerilen
strateji, opsiyona konu olan varhigin fiyatinin Ornstein-Uhlenbeck slrecine
uymasi durumu icin detayh olarak incelenmis ve bir ornek ile elde edilen

sonuglar canlandiriimigtir.

Onerilen strateji, Ornstein-Uhlenbeck siirecinin hiperbolik bir siniri ilk gegcis
zamanina dayanmaktadir. Bu nedenle, difuzyon sureclerinin sabit ve
hareketli sinirlari ilk gecgis zamanlarinin dagilim ve momentlerinin
incelenmesinde literatiirde kullanilan bazi yontemler sunulmustur. Ornstein-
Uhlenbeck surecinin hiperbolik sinirlari ilk gegis zamanlari ise, hem surece

hem de sinira bir dontisim uygulanarak elde edilmigtir.

Sekil 5.3'den de goruldugu uzere opsiyona konu olan varhgdin fiyati t=0,12
zamaninda sinir fonksiyonunun Uzerine ¢ikmaktadir. Bu noktada opsiyona
konu olan varligin fiyati X(0,12) = 42,23199 iken sinir fonksiyonunun degeri
91(0,12) = 42,22865 olarak kalmaktadir. Bu durum, slrekli gobzlem
yapmaktan kagindigimiz icin ortaya ¢ikmaktadir. Opsiyona konu olan varligin
fiyatini gozlem zamanlarini nokta tahminleri yerine bir aralik olarak belirlemek
bu tlrden firsatlarin kagiriimasini 6nlemek igin kullanilabilir. Ayrica, opsiyona
konu olan varhgin fiyatinin parametrelerinin bilinmedigi ve eski gbdzlem
degerlerine bagli olarak tahmin edicilerin kullanildid1 veya bu parametrelerin
fuzzy degiskenler ile modellendigi durumlari da ilerleyen calismalarda

incelemek faydali olacaktir.
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Calismada elde edilen sonuglar sadece Amerikan tipi opsiyonlara degil,
opsiyonun gecerlilik suUresine kadar istenildigi noktalarda uygulamaya

koymaya izin veren butun opsiyon turleri igin uyarlanabilir.
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Ek-1 Kismi diferansiyel denklem ¢ézimu
Asagidaki diferansiyel denklemin ¢dzimunu ele alalim:

0 92
gw(t,x) =f(t)ﬁa)(t,x) (6.1)

Bu diferansiyel denklemde

o= [ rwa, z=x (6.2)
donUsUimunu uygularsak

0 Rk

aw(T,Z) =ﬁw(r,z) (6.3)

Is1 denklemini elde ederiz (bkz. Polyanin [91], Kevorkian [63]). Bu diferansiyel

denklemin ¢6zUmu bilindigi Uzere

1 z?
w(t,2) = ﬁexp {— 4_t} (6.4)

ile verilir. O halde Es. 6.1'in ¢6zumu

w(t,x) = w(f‘1 (g),x) (6.5)

ile verilecektir.
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Ek-2 Green fonksiyonlari

Bu ekteki anlatim Polyanin [91]'den alinmigtir.

9° 0
Lx,t - a(x' t)ﬁ_i_ b(x; t)a_i_ C(xP t)' a(x' t) >0 ( 66)
olmak Uzere
0
=2 = LWl = O(x,0) (67)

kismi diferansiyel denklemini ele alalim. Bu diferansiyel denklem igin

baslangi¢ kosulu

w(0,x) = f(x) (6.8)

ve sinir kosullari

ow

Sla + kl(t)a) =0, x= X1, ( 69)
Jw

Sza'kkz(t)w:(), X =Xy (610)

ile verilsin. Bu durumda Es. 6.7 diferansiyel denkleminin ¢ézima

w(x,t) =.f

t rxp X2
f d(y, 1)G(x, y,t, T)dydr+f fO)G(x,y,t,0)dy (6.11)
0 X1 X1

olur; burada G(x,y, t,t) Green fonksiyonu

— L, [G] =0 (6.12)



Ek-2. (devam) Green fonksiyonlari

kismi diferansiyel denkleminin

G
Sla_x-l_kl(t)G =0, x= X1,

G
Sza"‘kz(t)G =0, x =Xy

sinir deger kosullarina gore ¢ozumu ile verilmektedir.
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(6.13)

(6.14)
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Ek-3 Kesikli zaman noktalarinda gdézlemlenen Ornstein — Uhlenbeck

surecinin tahmin edicileri

Difizyon sureclerinin kesikli noktalardaki gozlemleri Uzerinden en kuguk
kareler yardimiyla elde edilen parametre tahmin edicilerinin tutarlligi
Kasonga [61] tarafindan incelenmistir. Long [74] ise ¢alismasinda, [0,1]
araligini esit olarak pargalayan noktalardaki gozlemlere dayanarak Lévy
surecinden elde edilen bir Ornstein — Uhlenbeck sirecinin en klguk kareler
tahmin edicilerini incelemigtir. Bu c¢alismaya paralel olarak Ornstein —
Uhlenbeck sireci icin [0,1]'in keyfi parcalanislarinda en kiiglik kareler tahmin

edicilerinin tutarlihgi asagidaki gibi elde edilebilir.

Long [74]un calismasina paralel olarak; (Q,F,P), Uzerinde c¢alstigimiz
olasilik uzayi ve {F,t = 0} bu uzayda sagdan sulrekli ve artan o-cebirleri
ailesi olsun ve standart Brownian hareketimiz bu filtreye uyarlanmis olsun.

xo € R baslangi¢ degerine sahip Ornstein — Uhlenbeck sureci;

stokastik diferansiyel denkleminin ¢6zUmu olarak tanimlansin. Burada tek
bilinmeyen parametre 6’dir. Bu parametrenin gercek degerini 6, ile

gosterelim. O halde Es. 6.15’Un ¢6zUmu

t
X, = e %tx, + EJ e~00(t=)gp (6.16)
0

ile verilir. Elimizde bu parametreyi tahmin etmek igin [0,1]’in bir pargalanigi
olarak (t,) = (X,,i=12,..,n) gbézlemleri bulunsun. O halde; 6,

parametresinin en klclk kareler tahmin edicisi;

n
2
Pn,e(6) = leti — X, T HXti_lAti—ll , Aty =t -t (6.17)
i=1
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Ek-3. (devam) Kesikli zaman noktalarinda gézlemlenen Ornstein —

Uhlenbeck surecinin tahmin edicileri

kareler toplamini en kigUkleyen 6 degeridir (bkz. Kasonga [61] ve Long[74]).

Bu durumda;

n

d
—Pue(®) = 2 X Aty (X, = X, +0X,_ At ) =0
1

n n

= 0 z XE_ (Bt_)* + z Aty X, (X, —X,,_,)=0
i=1 i=1

~ _ 2?:1 Ati—lxti_l (Xti - Xti—l)

i

= 0,,=
e P X2 (At;_q)? (6.18)
olur. Ayrica Ornstein — Uhlenbeck sireci igin
t;
X, = e Pohtix, + ej e~ 00ti=)gp (6.19)

ti—1

olarak yazilabilecedi ve bu surecin Markov Ozelligi gosterdigine dikkat

edilmelidir. Es. 6.19’i gostermek i¢in Es. 6.16°U kullanarak

ti—1 &
X, =e 0oAtia (e_eoti—lxo + gf e_eo(ti—l_s)st> + gf e—eo(tz—s)st
L 0 t

i—-1
t:

e %0t=9)dp + sf l e 0= dp

ti—1

ti—1

=e Yotix, + EJ
0

t

=e Yotix, + EJ e 0oti=)gp
0

(6.20)

oldugu kolayca gorilir. Es. 6.19' kullanarak 8, . asagidaki gibi yeniden

yazilabilir:
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Ek-3. (devam) Kesikli zaman noktalarinda gézlemlenen Ornstein —

Uhlenbeck surecinin tahmin edicileri

?21 Ati—].Xti_]_ (Xti - Xt-_l)

e i1 thl-_l (At;_1)?
_ Yic1 At Xy, Xe, — i Ati—IXtZi_l
o Xt (Bt _q)?
nAGXE D AtiaX (e—eoAti_l X, +e fttf_ et Bs)
P X2 (At q)? - P XE_ (At_q)?
= At 1 X¢_,
DY X;_ (At;_q)?
Ny Aty e P0MXE |+ e N At X, fttii_l e 0= gp,
i1 Xt2i-1 (At;_1)?
YAt (1—eftti)x2 e Ximy At Xy, fttii_l e~ P =IdB

D)

i=1 thl—_l (At;_1)? ?=1thi_1(Ati—1)2
(6.21)
olur. O halde
0 0 i1 Ati—l(l — e‘eOAIfi—1)Xt2i_1 .
n,e 0o - 1(121)(1:21'_1 (Ati—l)z 0
o - —
SZ?=1 Ati_lXti_l fti_l e B0 (t; S)dBS
ry X2 (Bti_)?
d,(n, &
= ch(n; 8) - 00 —_ %
me) (6.22)

Simdi ®;, ®, ve 3’0 inceleyelim. Bu incelemede asagidaki lemma ve

Ozellikden faydalanacagiz:

6.1. Lemma: [74] f:[0,1] — R* deterministik fonksiyonu folf“(s)ds<oo
esitsizligini saglasin. O zaman 0 < q < «a i¢in, dyle bir C sabiti vardir ki, bu

sabit sadece q, a ve f’ya baghdir ve
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Ek-3. (devam) Kesikli zaman noktalarinda gézlemlenen Ornstein —
Uhlenbeck surecinin tahmin edicileri
t q 1/q t 1/(1
(E f f(s)dZ, > =C (f f“(s)ds) (6.23)
0 0
saglanir.
S At (1 — efohti) x2
di(n, &) — = =1 lnl( > ) tl_l—BO
i:l(Ati_l) Xti_l
X
Y (At_1)2XE
- (BoAt;_1)?
xz {Ati_l [1 - (1 — QpAt;_; + % — )l - (Ati_l)zeo}
i=1 '
(BoAt;_1)?
_Z?=1 [Ati—l (HOAti—l - 02—,1 + - ) - (Ati—l)zeo] thl-_l
Y (At_1)2X}
(at;_q)3 (At;_q)*
_ i=1 (—95 2!1 +6; 3!1 B '")thi—l
i (At )2XE
(6.24)
O halde
At;_ (At;_1)?
|1 (n, £) — ] (-0 55+ 03 0 — ) )2 |
ne)— =
. ° (At _1)2XE
At;_ (At;_1)?
- i=1 |_93 TRCO Raerallt | i1 (At 1)?XE
- Y (At )X
n 2
_ g2 At;_4 4 g2 (At;_) o (6.25)
0 21 o 3

i=1
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Ek-3. (devam) Kesikli zaman noktalarinda gézlemlenen Ornstein —

Uhlenbeck surecinin tahmin edicileri

2 At 3 (A1)

olup mesh(t,) — 0 iken X} ,|—6; o~ +0;—5——| — 0 oldugundan
mesh(t,) — 0 iken
|®1(n,&) — 6y| — 0 (6.26)

olur.

t .

n
D, (n, £)=£ZAti_1Xti_1f e_eo(ti_s)st
i=1 t

i—-1

n
ti—1 t;
=€z At;_4 <e_90ti—1x0 + gf e—go(ti—rS)dBS)f e=00ti=)gp_
i=1 0 t

i-1
n t[
=£X, Z Ati_le_eo(ti‘l'ti—l) f eGOSdBS
i=1 t

i—-1

n
ti—1 t;
+&2 Z Ati—lj e—GO(ti_1—s)dBSJ e—Go(ti—s)st
i=1 0 ti-1

=d,1(n,€) + Dyo(n, €)

(6.27)

son esitlikteki her bir toplam ifadelerini ayri ayri inceleyelim.

Cebisev esitsizligi ve Ito stokastik integralinin izometri 6zelligini kullanarak
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Ek-3. (devam) Kesikli zaman noktalarinda gézlemlenen Ornstein —

Uhlenbeck surecinin tahmin edicileri

t .

sxOZAt _je Pttt 1)f L e%SdB;

ti—1
i
J e%dB
t

i—-1

P{|®,1(n, )| > 5}< E

_62 e2x3 Z(Atl_ )2e~200(titti1)

g x3 Z(Atl 1)2 =20 (ti+ti—1) |

29 (ezegtl _ ezegtl 1)]
0

1
=570 3 20,

1
_52 £2x0 29 [Z Atl_ —20(t;+t;_ 1)]

mes h(t,,)—0 iken
=f(f” etfodt

n
X [z At,_y (200t — ezeoti_l)]
i=1

mes h(1,,)—0 iken
=f(§n e280t_p200tdr=0

Z(Atl— )2 —200(t;+t;— 1)(6290tl _ eZBOtl 1)

(6.28)

~ & — 0iken P{|(I>2,1 (n, e)| > 6} —0 (6.29)

olur. Benzer bicimde

1 ti—1 ti
P{|<I>2,2(n, g)l > S}SﬁE &2 i—lJ e_go(ti—l_s)dBSJ e—Ho(ti—s)dBS
— 0 t

i-1

, =
1 Z 1
4 —20pt; —20¢t; 20pt;
= — At oti-1 01[_ oti-1 — 1 ]
62 & £ i—1€ e 290 (e )

% [2_20 (e260tc — eZHOti_l)]

(6.30)
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Ek-3. (devam) Kesikli zaman noktalarinda gézlemlenen Ornstein —

Uhlenbeck surecinin tahmin edicileri

olup son ifade mesh(z,) — 0 iken M%fot” e 400t (g200t — 1) (200t — ¢200t) gt =
0

0 oldugundan

g - 0 iken P{|®,,(n, )| > 6} - 0 (6.31)

olur. O halde

g€ > 0iken P{|®,(n,&)| > 6} -0 (6.32)
saglanir. Benzer incelemeyi @5 igin yapalim.

n

Z(Ati—l)zxtzi_l

i=1

n
ti—1
= Z(Ati—l)z <xoe_90ti—1 + ef 6_90(“—1_5)st>
i=1 0
n 2
ti—1
= Z(Ati_l)z [xge‘zeoti-l + &2 <J e‘gO(ti-l‘S)dBS>
i=1 0

t:

i—-1
e—90<fi—1—5>stl (6.33)

®5(n, €)

2

+2xoe_90ti—1ef
0

Son esitlikteki her bir toplam ifadesini sirasiyla ®;3;(n, &), i =123 ile

gosterelim ve tek tek inceleyelim.
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Ek-3. (devam) Kesikli zaman noktalarinda gézlemlenen Ornstein —

Uhlenbeck surecinin tahmin edicileri

n

O3 (n,e) = Z(Ati_l)zxge_zgoti—l

i=1

tn
> Z At;_yxte200ti-1 - f xie2%tdt (mesh(t,) - 0)
._ 0

|q)3,1(n; €)| = i—1)xGe 200kt

< Zl(Atl 1)2xGe200ti1]|

2
< (ZlAtl 1xgedoti- 1|> (j xpe 90tdt> (mesh(t,) = 0)

(6.34)

O halde mesh(r,) — 0 iken co > &3 ;(n, &) > 0 saglanir.

& ti—1 2
P{|®;3,(n,e)| > 6} < =E Z(Ati_l)zsze‘zgoti-l <J egOSdBS>
i=1 0
“ ti-1 2
< —EZZ(Ati_l)Ze_zeoti—lE f eGOst|
= 0
= Z(Atl_ )2 —200t;— 1(6290t1 1 — 1)
<

—8 E(ZAQ 1€ —200t;— 1)

mes h(1,)—0 iken
=f," e~200tdt

X At;_ (6290&'—1 — 1)) ( 6.35)
(2

mes h(1,,)—0 iken
=f;" e200tn —1dt
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Ek-3. (devam) Kesikli zaman noktalarinda gdézlemlenen Ornstein —

Uhlenbeck surecinin tahmin edicileri
O halde

€ > 0iken P{|¢3,2(n, £)| >6}-0 (6.36)

olur.

n
1 ti—1
P{|CD3,3("' g)l > 5} < EE Z(Ati_l)ZZxoe_zgoti—1gf eeosst
i=1 0
1 - ti_1
< _ZXOEZ(Ati_l)Ze_zeoti—lE f e@oSst
6 ' .
i=1
1 - ti—1 1/2
< _2x0€Z(Ati_1)23_290ti—1 f 22005 4
0 i=1 0
1 C 1 e
= —ZxogZ(Ati_l)Ze—Zgoti—l [_ (eZGOtl—_l _ 1)]
R 26,
1=
1 1 1/2 n
= —2xos(—) Z(Ati_l)ze—zgofi—l (ezgoti—l — 1)
5 200 L
1=
<

1 1 1/2 n
EZXOS (2_90) (Zl Ati_le_zgoti_l>
l:

mes h(t,)—0 iken
=f0t” e—200tqt

X <Zn: Aty (e?boti-1 — 1))

i=1
mes h(ty,)—0 iken
=f;"(e200t~1)dt

(6.37)

O halde & - 0 iken P{|®;33(n,&)| >} — 0 olur. Bdylece mesh(z,) > 0 ve

¢ > 0 iken 8, . — 6, —», 0 saglanir.
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Ek — 4. Ornstein-Uhlenbeck stirecinin simulasyonu

{X,} slreci [0,0] zaman araliginda

denkleminin ¢dézimd ile tanimli olsun. [0, ©] araliginin bir pargalanigini

T, = nh, n=20,1,.. (6.39)

ile tanimli {z,,} dizisi olarak alalim ve

Yn+1 = Yn T ,u(yn)h + U(yn)AWn+1: Yo = Xp (640)

olmak Uzere Y(t,) =y, olan {Y;} surecini géz 6nlne alalim. Es. 6.40 ile
tanimlanan sure¢ Es. 6.38 diferansiyel denkleminin ¢6zima igin Euler fark
yontemi uygulanmasiyla elde edilmistir [90, 70]. Burada AW,,.;~N(0, h) olan
bagimsiz rastgele degiskenlerdir. Bu durumda Y, sireci h —» 0 iken {X,}
surecine yakinsayacaktir [45]. Bu sayede {X,} surecinin simulasyonu {y, } ile

gerceklestirilebilir.
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En kucluk kareler Monte Carlo (EKMC) [75] yonteminde, yeteri kadar kisa
araliklarda erken uygulama noktalarina sahip olan Bermuda opsiyonlari
yardimiyla Amerikan opsiyonlarina yaklasilir. Opsiyonun gegerlilik stresi T
olmak Uzere b adet erken uygulama zamanlarini 0 =ty <t; <--<t, =T ile

gosterelim. Bu zaman noktalarinda, opsiyona konu olan varligin degerine

iliskin n tane ornek yol, uygun bir sekilde secilecek ¢ (u, Si,tj_l, tj_l,tj) igin

Sip = ¢(u,5ilt._1,t,._1,t-), i=1,.,mj=1.,b

] J

(6.41)
Si,t() = So i = 1, e, n
ile verilsin. Burada s, € R" sabit bir sayi olup, u ~ U(0,1)’dir. Bir i 6rnek yolu

icin t;, j = 1, ..., b anindaki opsiyonun odemesini C (tj,Si,t]_) ile gOsterirsek

max{S;, — K,0} ,satis opsiyonu ise

c(t,Si;) = (6.42)
max{K — S;;,0} ,alim opisyonu ise

olur.

Longstaff ve Schwartz [75] ¢alismalarinda opsiyonun degerini su yontem ile
tahmin etmeyi Onermektedirler: T anindan geriye dogru Ornek yollari
incelenir. Bu inceleme su sekilde yapilir: 6nce her i = 1, ...,n i¢in opsiyonun
optimum uygulama zamani olarak t*(i) =T almr. Bir t;, j=1,..,b—1
aninda opsiyonun uygulamaya deger oldugu yollar iy, ... i+ ile gosterilir ve her

bir i =iy, ...,i,+ i¢in opsiyona devam etmenin buglne indirgenmis degeri

F (tj,Si,tj) asagidaki gibi hesaplanir:

F(5,Si,) = e (410,80, ), 1 =inlysj=0,,b—1  (6:43)
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Burada F fonksiyonunun yapisi kesin olarak bilinmediginden F(tj,Si’tj) =

=0 Bj+1 Pk (Si,tj) alinir. Burada y,, fonksiyonlari Chebyshev, Gegenbauer,

Hermite, Jacobi, Laguerre, Legendre gibi temel fonksiyonlardan birisidir
(Moreno ve Naves [82] ile Stentoft [108] bu polinomlarin énerilen opsiyon
degerlendirme yontemine etkilerini incelemislerdir). F fonksiyonunun iyi bir

yaklasimi yeteri kadar blyuk bir M degeri igin
Fur (4,5iz,) = B0 B 14 (i, ) ile verilebilir. Buradaki her bir j =0, ..., b -
1igin B; 41 katsayilarinin tahmini, Si,t], ile F(tj,Si,tj) degerlerini regresyona

tabi tutarak elde edilir. ;. katsayilarinin tahminleri olan [?jﬂ,k degerleri

yardimiyla

M
F (thSi,tj) = Z B v Wk (Si,tj) (6.44)

devam etmenin degeri tahmin edilir. Eger

C(4.8,,) > F(t.5.) (6.45)

ise t*(i) = t; alinarak bu islemler ilk gozleme kadar devam ettirilir. Bu sayede

her bir yol icin opsiyonun degeri hesaplandiktan sonra, opsiyonun degeri

n

1 iy
‘LI, = EZ e—?’t (l)C(t (L)’Si,t*(i)) (646)

i=1

olarak tahmin edilir.
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En kacuk kareler Monte Carlo yonteminin algoritmasi asagidaki sekilde

verilebilir:

1. Basglangi¢ parametrelerinin belirlenmesi

a. Temel fonksiyonda kullanilacak terim sayisi M ve Uretilecek

ornek yol sayisi n'yi belirle.

b. Her drnek yol i¢cin opsiyonu uygulama zamani olarak T’yi ata.

2. Tekrar sureci

a. Her bir zaman igin kar (in-money) olan érnek yollarinda devam

etmenin bugunku degerini hesapla.

b. Opsiyona devam etmenin bugunki degeri ile opsiyona konu
olan varligin buglnki degerini, kullanilan temel fonksiyon

yardimiyla regresyona tabii tut.

c. Tahmin edilen model ile her bir kar (in-money) durumunda olan

ornek yol icin, devam etmenin bugunkl degerini tahmin et.

d. Eger opsiyonu bugun uygulamak, tahmin edilen gelecek
degerden daha degerli ise en iyi uygulama zamanini bugun

olarak al.

e. Baslangi¢c zamanina gelene kadar bu iglemleri tekrarla.

3. Her bir yol icin elde edilen en iyi uygulama zamanlarini kullanarak,

opsiyonun ortalama degerini hesapla.
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Bu ekde, Brownian hareketin modellenmesi igin kullanilan varsayimlar ile
hareketin modellenmesi anlatilacaktir. Bu anlatimda, buyuk dlgude Gardiner

(Kesim 1.2) [42]'in Einstein [39]'1n ingilizce terciimesinden faydalaniimistir.

Brownian hareket icin kullanilan varsayimlar

1. Hareket, polenin daldirildidi sivinin hic durmadan hareket eden

molekullerinin ¢ok fazla sikliktaki etkisiyle gerceklesir.

2. Polenin hareketine neden olan molekullerin davraniglari o derece
karisiktir ki, bu hareketlerin polene olan etkileri sadece c¢ok fazla

sikliktaki bagimsiz etkilerce belirlenen olasiliklarla ifade edilebilir.
3. Herbir parcacik diger pargaciklardan bagimsiz olarak hareket eder.

4. Zaman araliklarn ¢ok kiguk secilmedigi muddetce bir parcacigin farkl

zaman araliklarindaki hareketleri bagimsizdir.

Simdi bir T zaman aralidini alalim. Bu zaman arali§i, gézlemlenebilen zaman
araliklarina goére cok kuguk, fakat ardisik zaman araliklarinda pargacigin

hareketinin bagimli olacagini disundirmeyecek kadar uzun olsun.

Bu siviicinde n tane pargacik (polen) bulunsun. Bur zaman araliginda, herbir
parcacigin X-ekseni A miktarda (herbir pargacik igin A farkli (negatif veya
pozitif) degerlidir) degisecektir. A igin kesin olarak bir “siklik kurali” olacaktir:

A ve A + dA araliginda bir 6telemeyle kargilagan pargacik sayisli dn,

f°° S(A)dh = 1 (6.47)

olmak lizere
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dn = n¢p(A)dA (6.48)

biciminde ifade edilebilecektir. Burada ¢, A’nin ¢gok kuguk degerleri igin
sifirdan farkhdir ve ¢(A) = ¢(—A)’drr.

Simdi, sadece x ve t'ye bagli bir birimlik bir alanda,v = f(x, t) ile bu alandaki
parcacik sayisini gosterelim. t zamanindaki dagihmdan t + t zamanindaki
dagilimi hesaplayacagiz. ¢(A) fonksiyonunun tanimindan, t + 7 aninda x-
eksenine dik iki duzlem arasinda bulunan ve x ve x + dx noktalarindan

gegen parcacik sayisini bulmak kolaydir:

flx, t+1)dx = dxj flx+At)p(A)dA (6.49)
oldugu gosterilebilir.

T yeteri kadar kuguk oldugundan

0
FOottn) = ) + 1 (6.50)

alabiliriz. Ayrica f(x + A, t)’yi A’nin kuvvetlerine gore seriye acarsak:

of(x,t) |, A2/ (x,)

flx+At)=f(x,t)+A ax N 922 (6.51)
Bu seriyi integral altinda kullanirsak:

+af = ) AdA+af OOA AdA+aZf "o A)dA
fegee=r| p@as+s[ ap@as+55| Fe@ar.  (652)
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elde ederiz. ¢(x) = ¢(—x) oldugundan esitligin sag tarafindaki ikinci,
dorduncu... terimler sifir olacaktir. Birinci, Gguncu, beginci... terimlerin katkisi
ise bir oncekiyle kiyaslandiginda her seferinde daha da kugulecektir. Bu

sayede

1 [® A?
;f_OO?q,’)(A)dA =D (6.53)
olarak alirsak

of _ 97

at—Dm (6.54)

elde ederiz.
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Bu modelin agiklanmasi ve Ornstein-Uhlenbeck sureclerinin elde edilmesi
izleyen kesimde buyuk oOlcide Risken [95]in agiklama ve tartismalarinin

tercimeleri kullanilarak sunulmustur.

Fiziksel tanimi®

Edger m kutlesine sahip kuguk bir parcacik bir sivi icine daldirilirsa, bir
surtinme (friction) kuvveti bu parcaciga etki edecektir. Bu tlrden bir
surtinme veya yavaslatma (damping) kuvvetinin en basit agiklamasi Stokes

kanunu tarafindan verilir:

F. = —av (6.55)

Bu nedenle farkli kuvvetlerin yoklugunda pargacigin hareketinin denklemi

asagidaki gibi verilir:

mv +av =0 (6.56)
veya
, a 1
=0, =— == 6.57
v +yv y T ( )

O halde bir v(0) baslangic¢ hizi asagidaki baginti ile sifira dogru gidecektir:

v(t) = v(0)e /T = v(0)e™"* (6.58)

Bu sdrtinmenin arkasindaki fizik sivi  molekdllerinin  pargacik ile
carpismasidir. Pargacidin momentumu, sivi molekullerine gecger ve bu

nedenle pargacidin hizi azalarak sifira gider. Es. 6.57’de gecen diferansiyel

*Risken [95]
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denklem deterministik, yani; t zamanindaki hiz tamamen onun baslangi¢ hizi
v(0) ile Es. 6.58’den belirlenir.

Es. 6.56’de gecen deterministik esitlik sadece parcacigin kuitlesinin ¢ok
blayUk olmasi durumunda gegerlidir, ¢cinkd bu durumda termal dalgalanmalar
ihmal edilebilirler. Esit bolustirme kurali (equipartition law) nedeniyle,

parcacigin ortalama enerijisi

1 1

ile verilir. Burada k Boltzmann sabiti ve T sicakliktir. Kiglik m kutleleri igin

termal hiz v, = m gozlemlenebilir ve bu nedenle kuguk pargaciklarin
hizlari Es. 6.57 ile tam olarak agiklanamaz. Egder parcacigin kutlesi,
molekullerin kutlesine nazaran héala buylk kaliyorsa, Es. 6.56 yaklasik bir
¢6zum olarak hala gecerli olur. Buna ragmen, Es. 6.56 dogru Es. 6.59 termal
enerjisi ile dizeltiimelidir. Bu duzeltme, Es. 6.56'nin sag tarafina bir F(t)
dalgalanma kuvveti eklemekle yapilabilir; yani, molekdller tarafindan kugik
parcaciga etki eden toplam kuvvet, sirekli bir gli¢ azaltma kuvveti E.(t) ve bir

dalgalanma kuvveti Fy (t)’ye pargalanabilir (Langevin)

F(t) = F.(t) + Fs(t) = —av(t) + F¢(t) (6.60)

Buradaki Fr(t) kuvveti stokastik bir kuvvet olup, Ozelikleri sadece ortalama

Uzerinden verilebilmektedir.

Burada stokastik bir kuvvetin neden olustugunu biraz tartisallm. Eger
probleme deterministik olarak yaklasirsak sivi icindeki butiin molekullerin ve
klguk parcacigin birbirleriyle olan etkilesimlerinden hareket denklemini
cikartmamiz gerekir. Fakat sivi igindeki molekul sayisinin ¢ok fazla olmasi

nedeniyle bu tur etkilesimleri gozmek ¢ok zordur. Ayrica, sivi igindeki butiin



96

Ek — 7. (devam) Ornstein — Uhlenbeck Sureci

molekullerin baslangi¢c degerlerini bilmedigimizden, sivi nedeniyle parcgacikta
olusan hareketi hesaplayamayiz. Eger sivinin baslangi¢c degerleri harig ilk
sisteme (parcacik ve sivi) benzer bir baska sistem kullanirsak, parcacigin
farkh bir hareketiyle karsilasirdik. Termodinamikte sik¢a yapildigi gibi bu
tirden sistemlerin bir toplulugunu (Gibbs toplulugu) ele alacagiz. Fs(t)
kuvveti sistemden sisteme degismektedir ve bu kuvvet igin sadece

ortalamalar Gzerinden bilgi edinebiliriz.

Es. 6.60°U Es. 6.56’da yerine yazar ve sonucu kutleye oranlarsak asagidaki
hareket denklemini elde ederiz:
v +yv =T() (6.61)

Burada parcacik bagina dusen dalgalanma kuvveti

I = FfT@ (6.62)

‘dir ve buna Langevin kuvveti denir. Daha ileriye gitmeden o6nce TI(t)
Langevin kuvvetinin bazi &zelliklerini inceleyelim. Oncelikle bu kuvvetin

sistemler Gzerinden ortalamasi sifir olmalidir; yani

E[T(t)] = 0; (6.63)

¢unku, hizin ortalama hareket denklemi Es. 6.56 ile verilmelidir. Ayrica iki
Langevin kuvvet arasindaki zaman farki 7, carpisma zamanindan daha fazla

ise, carpimlari sifir olmalidir; yani, |t — t'| = 1, ise

E[T(®I ()] =0 (6.64)

olmalidir. Bu varsayim mantiklidir; c¢lnkd pargacik ile sivi igindeki

molekullerin garpigmalari hemen hemen birbirlerinden bagimsiz olarak
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gerceklesir. Genellikle, bir carpismanin gerceklesme suresi 7, pargacigin
hizinin degisme slresi T = 1/y’dan daha kuguktir. Bu nedenle 7, — 0 limitini

kabul edilebilir bir yaklasim olarak agagidaki sekilde

E[T(OT()] =qb(t—t") (6.65)

alabiliriz; buradaé fonksiyonu esitlikte yer almalidir; aksi halde pargacigin

ortalama enerijisi Es. 6.59'de esit parcalanma kurali nedeniyle sonlu olmazdi.
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6.2. Teorem: (Burmann Teoremi, bkz. Whittaker ve Watson [118] sf. 129)f ve

¢ analitik fonksiyonlar olmak Uzere ¢(a) =b ve Y(z) =¢Z“i

zaman, z’'nin uygun bir komsulugu igin

m-—1

£ —f(a)+z O 1 (@ @) + R,

dtdz

p o= L f f lqb(z)—bl”‘l f'($'(2)
ol ) [s0-8) p® -9

saglanir;burada y cevresi a ve z noktalarini gevreleyen

olsun. O

(6.66)

(6.67)

ve ¢(t) = ¢(2)

esitliginin bu ¢evrenin icindeki ¢ noktalari icin sadece { =t iken saglanacak

bigimde segilmelidir.
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